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Bilesik kuantum sistemlerin biitiinliik¢ii bir 6zelligi olan dolaniklik altsistemler arasinda
yerel-olmayan korelasyonlart betimler. Kuantum uz-aktarim, yogun kodlama ve
kuantum sifreleme gibi bir¢ok kuantum bilisim uygulamalarinin basarilmasinda
kuantum dolanikligin kullanilmasi kagiilmazdir. Klasik karsiligi olmayan bu tiir
uygulamalarda olduk¢a 6nemli bir kaynak olan kuantum dolanikligin nicelendirilmesi,
nitelendirilmesi ve algilanmasi zordur. Kesikli sistemler (sonlu boyutlu Hilbert uzayimna
sahip sistemler) i¢in iyi arastirilmis olan bu kavramin siirekli degiskenli sistemler
(sonsuz boyutlu Hilbert uzayma sahip sistemler) i¢in arastirmalar daha yenidir. Bu
tezde, stirekli degiskenli sistemlerin daha ¢ok Gaussiyen durumlarinda dolanikligin
nicelendirilmesini ve nitelendirilmesi amacglayan yaklasimlar ele alinmistir. Bu
yaklagimlar belirsizlik bagintilarin1 temel alan kovaryans matrisi formalizmine dayanir.
Siirekli degigkenli sistemler olarak kuantum optikteki ¢ok kipli elektromanyetik
salinimlar ve bunlarin Wigner fonksiyonlar1 araciligiyla faz uzayi formalizmindeki
karsiliklart ele alinmistir. Siirekli degiskenli sistemlerde kuantum wuz-aktarim ve

kuantum yogun kodlama uygulamalar1 da tartisilmistir.
Eyliil 2012, 77 sayfa

Anahtar Kelimeler : Kuantum Dolaniklik, Alan Kuadratiirleri, Bilisim Kuramu,

Ayrilabilirlik, Kuantum Optik, Kovaryans Matrisi, Wigner Fonksiyonlari.



ABSRACT

Master Thesis

CONTINUOUS VARIABLE ENTANGLEMENT AND ITS APPLICATIONS IN
QUANTUM INFORMATION THEORY

Erdem AKYUZ

Ankara University
Graduate School of Natural and Applied Sciences
Department of Physics

Supervisor: Prof. Dr. Abdullah VERCIN

As a holistic property of compound systems, quantum entanglement describes non-local
correlations among the parts of the system. In many applications of quantum
information theory, such as quantum teleportation, quantum dense coding and quantum
cryptology, quantum entanglement is an indispensable resource. Despite its importance
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SIMGELER ve KISALTMALAR DiZiNi

H Hilbert Uzay1

® Tensorel Carpim
|+ .10 Spin-yukari durum
|—, 11 Spin-asag1 durum

| Birim iglemci

0y, X,0y,Y,0,,Z Pauli spin matrisleri

|oE , |pE Bell (veya EPR) durumlar1

U Uniter islemci

|Wap Altsistemleri A ve B olan iki-pargali bir sistemin durum vektorii

p Yogunluk islemcisi

Pap Altsistemleri A ve B olan iki-pargali bir sistemin yogunluk
islemcisi (matrisi)

P4 PB Iki-pargal1 bir sitemin indirgenmis yogunluk islemcileri

Pw Werner durumu

r(yY) Iki-pargal1 bir |¢p durumunun Schmidt ranki

T Transpozisyon islemi

Ta Ts Iki-pargal1 bir sistemde altsistemler iizerine etkiyen transpozisyon
islemleri

Tr iz islemi

CNOT Kontrolli-NOT Gegiti (Controlled-NOT)

EPR Einstein-Podolsky-Rosen

PPT Pozitif Pargali (Kismi) Transpoz

Ay, aj Algaltma, yiikseltme islemcisi

D Yerdegistirme islemcisi

W x,p Tek serbestlik dereceli bir sistemin Wigner Fonksiyonu

3 Genellestirilmis kuadratiir islemcisi

%4 Kovaryans matrisi

N Simpektik matris
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CIZELGE DiZINi

Cizelge 4.1 Kuantum Durumlarin ve Kuantum islemlerin Hilbert Uzayindaki ve
Kuantum Faz uzayindaki karsiliklari..................ooooi,



1. GIRIS

1930’lara gelindiginde fiziksel diinyanin (goéreli olmayan) kuantum mekaniksel tarifi
tamamlanmis olmasina ragmen giiniimiize kadar gegen 80 yillik bir zamandan sonra bile
kuantum mekanigi halen fiziksel diinyayr daha derinden anlamamiz ve ondan
yararlanmamiz igin yeni imkanlar sunuyor. Doganin daha ince 0&zelliklerinin
goriilmesini sagladigi gibi yeni matematiksel yapilarin ortaya c¢ikmasina ve yeni
kavramlarin tiliretilmesine de imkan tanimaktadir. Kuantum mekaniginin bu heyecan
verici yani; hem onunla yeni karsilasanlar hem de onunla ilgili arastirmacilar agisindan
cesaret verici bir giictiir. Ozellikle 1980’lerden giiniimiize gelen siiregte, kuantum
arastirmalarinda sessiz bir devrim gergeklesmektedir. Bu devrimin merkezinde ise daha
once bir sorunsal olarak goriilen bilesik sistemlerin biitiinciil 6zellilkleri olan dolaniklik

kavrami ve diger kuantum korelasyonlar (karsilikli ilintiler) yatmaktadir.

Paradoksal olarak, dolaniklik kavrami, Einstein, Podolsky ve Rosen tarafindan 1935°te
yayinlanan, yerel gergekligi savunan ve fiziksel niceliklerin 6l¢iimden Once belirli
degerlere sahip olmasi gerektigini iddia eden makaleleri ile giindeme gelmistir (Einstein
vd.1935). Bu makalede yerel gergeklik savunusu yapilmistir. Bu sav asagidaki iki

varsayima dayanir;

1. Eger sistemi bozmadan sistemle ilgili bir fiziksel deger tam bir kesinlikle

ongoriilebilirse, bu durumda bu degere karsilik gelen bir fiziksel gergeklik vardir.

2. Uzaysal olarak ayrik olan iki sistem ayni anda birbirini etkileyemez (birindeki
Ol¢limiin sonucu digerinde ne olup bittiginden bagimsiz gerceklesir). Tiim etkiler

yereldir.

EPR makalesi bu varsayimlar1 destekleyecek bir diisiince deneyi ortaya koydu. Bir
tepkimeyle veya bir bozunum siireciyle ortaya ¢ikmis A ve B gibi iki pargacik
diislinlilsiin ve olusumdan sonra birbirlerinden uzaysal olarak ayrilmis olsunlar.
Momentum korunumu (bileske dis kuvvetin olmadig1) her durumda saglanmak zorunda
oldugundan, A parcaciginin momentumu ol¢iiliirse B parcaciginin momentumu ‘hem de

Olglim yapmadan’ Ongoriilebilir. Benzer sekilde A pargaciginin konumu olgiiliirse



dolanik parcaciklarin dalga fonksiyonlart yardimiyla B’nin de konumu ‘dl¢iim
yapmaksizin’ ongoriilebilir. O halde B iizerinde gbzlem yapmadan B ile ilgili fiziksel
bir bilgi, korunum yasalarinin 6ngdrdiigii bir kesinlikle belirlenmis olmaktadir. EPR’ye
gore “sistemin herhangi bir gozleniri, 6lgmeden de bir fiziksel gergeklige karsilik

gelmektedir” denilebilir.

Bu durumda EPR diisiincesine gore asagidaki ilk 6nerme ikincisini gerektirmektedir.

1. Teoride belirtilen (sira degismeyen islemcilere karsilik gelen) gozlenebilirler es

zamanl bir fiziksel ger¢eklige sahip olamazlar.

2. Bir fiziksel sistemin durumuyla ilgili gercekligin kuantum mekaniginde dalga

fonksiyonu ile betimlenmesi tam degildir.

Aynt yil Schrodinger kuantum formalizminin dogal bir sonucu olarak bilesik
sistemlerde klasik karsiligi olmayan bir korelasyon olarak dolanikligin varolmasi
gerektigini gostererek bu durumu kisaca soyle ifade etmistir: “Sistemle ilgili olas1 en iyi
bilginin, tamamen ayrilmis olsalar bile tiim altsistemlerle ilgili olas1 en iyi bilgiyi
igermesi gerekmez”. Onceleri yerel gergekligi temel alan kuramlar ile klasik bir
korelasyon olarak agiklanabilecegi diisiiniilen dolaniklik kavraminin, 1964’te John Bell
tarafindan ortaya konan ve Bell esitsizlikleri olarak bilinen esitsizlikler araciligiyla yerel
sakl1 degiskenli kuramlar ile agiklanamayacagi gosterilmistir. Yerel gerceklik anlayisina
sahip olan kuramlarin Bell esitsizliklerini her durumda saglamasi gerekir. Oysa
gosterilmistir ki, kuantum mekanigindeki birgok durum Bell esitsizliklerini ihlal eder.
Daha sonra Bell tipi Cirel’son esitsizlikleri, Mermin esitsizlikleri gibi baska esitsizlikler
de ortaya konulmustur. Biitiin bu esitsizlikler yerel gercekligi temel alan kuramlarda
ihlal edilmemesi gereken esitsizlikler olup, bu esitsizliklerin ihlal edildikleri kuantum

mekaniksel durumlar deneysel olarak 1982 yilinda Aspect deneyleri ile tespit edilmistir.

1982°deki Bell esitsizliklerinin ihlalini gosteren Aspect deneylerinden ve yine ayni yil
R. Feynman’in kuantum mekaniginin yasalarini temel alan bir bilgisayim siirecinden
bahsetmesinden bu yana kuantum dolaniklik ilgi odag: haline gelmistir. Onceleri felsefi

tartismalara neden olmus olan kuantum dolaniklik kavram artik fiziksel diinyanin daha



iyi anlagilmasinda ve kuantum bilisim, kuantum bilgisayim (quantum computation) gibi
yeni ve heyecan verici arastirma alanlarinda Onemli rol oynamaktadir: Bu
uygulamalarda kuantum dolaniklik, nicelendirilebilir, islenebilir, aktarilabilir ve
tiketilebilir 6nemli bir kaynaktir. Bununla beraber ayni kavram, sistemlerin kuantum
ozellikleri ve siirecleri hakkinda yeni ve genel bazi tanimlamalar yapilabilmesini de

miimkiin kilmistir.

Werner (1989) ilk defa genel olarak ayrilabilir bir durumun nasil ifade edilebilecegini
gostermistir. Ama bir durumun Werner’in gosterdigi gibi ifade edilip edilemeyecegi
yani bir durumun ayrilabilir mi yoksa dolaniklik iceren bir durum mu oldugu cevabi
asikar olmayan, zor bir sorudur. Bunun i¢in bazi islevsel kriterler gelistirilmistir.
Bunlarin baslicalar1 Peres-Horodecki (PPT: pozitif pargali iz) kriteri, indirgeme
(reduction) kriteri, pozitif gonderimler kriteri ve dolaniklik taniklari (entanglement
witness) kriteridir. Bu kriterlerin birbirlerine gore uygulamada istiinliikleri veya
zayifliklarinin oldugu durumlar vardir. Genel olarak bu kriterler icinde en giicliisii, yani
digerlerinin algilayabildiginden daha ¢ok sayida dolanik durumu algilayabilen Peres-

Horodecki kriteridir.

Kuantum yogun kodlama (quantum dense coding), kuantum uz-aktarim (quantum
teleportation), kuantum anahtar dagittimi (key distribution) gibi bilisim-bilgisayim
stireclerinde dolaniklik vazgecilemezdir. Her ne kadar klasik bilgisayim siire¢lerine gore
kuantum bilgisayimsal stireglerdeki hizlanmanda dolanikli§in rolii heniiz ¢ok agik
olmasa da, 6l¢iim temelli semalari, tek yonlii kuantum bilgisayim ve ¢izgisel kuantum
optik bilgisayimi igeren siire¢lerde de 6nemli bir roli oldugu diisiiniilmektedir. Bununla
beraber, dolaniklik hakkinda su {i¢ nokta da vurgulanmalidir. Dolaniklik genel olarak
cok karmasik bir yapidir, ¢evresel etkilere karsi olduk¢a kirllgandir ve sistemler
dogrudan etkilesim halinde degillerse (uzaysal olarak ayriksalar) ortalama olarak

dolaniklik miktar: arttirilamaz.

Bu c¢alismada temel olarak kuantum optikte siirekli degiskenli durumlardaki
dolanikligin algilanmasi, nitelendirilmesi ve nicelendirilmesi tizerine gelistirilen
kriterler incelenecektir. 1Ikinci bolimde saf ve saf olmayan kesikli degiskenli

durumlardaki (durum uzaylari sonlu boyutlu olan sistemlerdeki) dolanikligin genel bir



tamim1 ve ayrilabilirlik kriterleri ele alinacaktir. Uciincii Boliimde siirekli degiskenli
durumlar ve Wigner fonksiyonlari, dordiincli boliimde siirekli degiskenli sistemlerde
dolaniklik tartisilmaktadir. Ayn1 boliimde; faz uzayi, kovaryans matris formalizmi,
Gaussiyen durumlar ve Gaussiyen durumlarin standart formlari, tanitilacaktir. Besinci
boliimde siirekli degiskenli durumlardaki dolanikligin kuantum bilisim kuramindaki

uygulamalarina deginilecektir.



2. KUANTUM DOLANIKLIK

Kuantum dolaniklik, kuantum mekaniginde bilesik sistemlere has bir korelasyon
turtidiir. Bilesik sistem birbirlerinden uzaysal ve kinematik olarak ayrilabilir
altsistemlerden (bilesenlerden, pargalardan) olusan sistemlere denir. Bunlar;
altsistemlerin sayisina gore iki-parcali (bipartite), iic-parcali (tripartite) ya da c¢ok

pargali (multipartite) sistemler olarak siniflandirilabilir.

Bilesik sistemin biitiinliik¢ii bir 6zelligi olan dolaniklik kavrami; bilesik sistemin, alt
sistemlerinin basit bir toplam1 olmadigini vurgular. Dolanik durumlarda, altsistemler
arasinda klasik olmayan korelasyonlar vardir. Bunun nedeni temel olarak kuantum
mekaniginde, klasik mekanikten farkli olarak durumlar uzayinin kartezyen degil
tensorel genislemesi ve durumlar uzaymin her zaman bir vektdr uzayr yapisi
gostermesinden dolayr durum vektorlerinin esuyumlu (coherent) st iiste gelim
(superposition) ozelligine sahip olmasidir. Klasik mekanikte de st tiste gelim klasik
dalga denklemlerinde oldugu gibi baz1 6zel durumlarda karsimiza ¢ikar. Ama kuantum
mekanigindeki st tiste gelim olasilik genliklerinin esuyumlu bir {ist iiste gelimi iken,
klasik fizikte “olasilik genligi” kavrami yoktur: Klasik mekanikteki iist tste gelim,

fiziksel olan salinici dalga genliklerinin st iiste gelimidir.

Kuantum mekaniksel agidan durumlar, saf (pure) durumlar ve saf-olmayan (mixed,
impure, nonpure) durumlar olmak ftizere ikiye ayrilabilir. Saf durumlar; sistemin
durumunun, tanimhi oldugu Hilbert uzayinda bir |[¢ durum vektoriyle temsil
edilebildigi durumlardir. Saf-olmayan durumlarsa, tanimli olduklar1 Hilbert uzaymnda
bir vektorle degil, yogunluk islemcisi veya yogunluk matrisi denilen bir islemciyle
anlatilabilen durumlardir. Yogunluk islemcileri, saf durum vektorlerinden kurulan
izdiisgiim islemcilerinin p= ;ipil¥; W; seklindeki konveks (p;’ler agirlik
kesirleridir, X, p;=1, p; € 0,1 ) bilesimidir. Sistem baslangigta bir saf durumda
hazirlanmis olsa bile g¢evrenin sistemle etkilesmesinin dogal bir sonucu olarak es-
fazliligin bozulmasindan (decoherence) dolayi, laboratuarda saf durumlarla degil de saf-

olmayan durumlarla daha ¢ok karsilasilir.



von Neumann tarafindan gelistirilen yogunluk islemcileri formalizmi, saf durumlart da
temsil etmekte kullanilabilen daha genel bir formalizmdir. Yogunluk islemcilerinin

saglamasi gereken ozellikler sdyle siralanabilir (Sakurai 1994):

i) pf=p (Hermitesellik 6zelligi)
iy Tr(p)=1 (Birim izlilik 6zelligi)
i) p=0 (Pozitiflik 6zelligi) (2.1)

Kuantum dolaniklik saf ve saf-olmayan durumlarda ayri ayr1 incelenebilir.

2.1 Saf Durumlarda Dolanikhik

N pargali sistemlerin;

U=y QU Q.0 Yy (2.2)

seklinde altsistemlerin durum vektorlerinin tensorel bir carpimi olarak yazilabilen
durum vektorlerine ayrilabilen (separable veya decomposable, ayristirilabilir ya da
¢arptm) durum vektorleri denir. Bu sekilde yazilamayanlara da dolanik durum

vektorleri denir. N pargali saf bir durum vektoriiniin en genel bicimdeki ifadesi soyledir.

Y = Ci,.iy 11 R i ®..Q |iy) (2.3)

Ozel olarak tiim acilim katsayilari igin Ci,..iy = Ci,Ci, - Ciy, yazilabiliyorsa, bu

N

ayrilabilir bir durumdur. Burada alt sistemlerin durum vektérleri soyledir.

Yy = i, 11 Y, = €, Iz . Yy = Ciy In (2.4)

Iy I iy

Dolanik durum vektorleri ayrilabilir durum vektorlerinin ¢izgisel bilesimidir.

! Pozitif her islemci Hermitesel oldugundan iii 6zelligi ilk 6zelligi kapsar. Buna ragmen ilk 6zelligi agik¢a
ifade etmek anlatim kolaylig: saglar.



Kuantum dolaniklik teorisindeki temel soru; verilen bir durum vektoriiniin dolaniklik
icerip igermedigidir. Verilen bazt 06zel durum vektorleri icin bu kolayca
yanitlanabilmesine karsilik, sadece iki pargali sistemlerde en genel gerek ve yeter

kosullar tanimlanabilmektedir.

2.1.1 Schmidt ayristnm

Iki parcali saf bir durum vektdrii, Wag € Hap = Ha®Hp ancak ve ancak

altsistemlerin 4 ve Hz Hilbert uzaylarindaki iki vektoriin tensor ¢arpimi olarak;
Wap = @4 ® Yp Py EHy Yp EHp YV Py, Yp (2.5)

seklinde yazilabiliyorsa ayrilabilir, yazilamiyorsa dolanik bir durum vektoriidiir. Burada

ilk ¢arpan birinci sisteme ve ikincisi de ikinci sisteme ait birer durum vektoriidiir.

Genel olarak, boylandirilmis bir W,p vektorii a; ® b;  gibi herhangi bir ortonormal

carpim (tensor) bazinda yazilabilir:

da—1ldp—1
Wap = cij a; ® b, (2.6)
i=0 j=0
dag—1dp—1
Cij 2 =1. (27)
i=0 j=0

Burada ikinci esitlik boylandirma kosulu olup a; ve b; ortonormal bazlar
sirastyla dg boyutlu H, ve dg boyutlu Hy altuzaylarini gererler. W, ranki iki olan
bir tensor olup kompleks c;; katsayilari da bunun (kullanilan bazlardaki) tensorel
bilesenleridirler. Buna karsilik W,p ’ye bilesik sistemin Hilbert uzaymdaki bir durum

vektoril ve ¢;; katsayilarina da agilim katsayilar1 yani olasilik genlikleri olarak bakmak

daha oOgreticidir. Bu durumda ¢;; 2, bilesik sistem W,g durumundayken birinci

altbileseni a; ve ikincisini b; durumunda bulma olasiligidir.



Ranki iki olan her tensor bir matrisle temsil edilebilir. (2.6)’daki tensoriin de temel
ozellikleri ona karsilik getirilen ve elemanlari ¢;; katsayilar1 olan C matrisinin
ozellikleriyle ifade edilir. dy X dpg’li dikdortgen C matrisinin matris ranki1 1 ise bu bir
carpim durumudur. Genel olarak, bu matrisin r Y ile gosterilen ranki d4 ve dg’nin

kiiclik olanindan daha biiyiik olamaz:
rY <k=mind,dg (2.7)
r P , WYap vektoriiniin Schmidt rank: olarak da bilinir ve

pa=Trg Wap Wap (2.8)

—_ *
= CijCri a; ax Trg b by
ijkl

*
CiiCry a; Qg
ikl

— T
= cc ik i Aag
i,k

pg =Try WYap Wap (2.9)

= CTC 1j b] bl
J.l

ile verilen indirgenmis yogunluk matrislerinin ranklarina esittir. Burada indirgenmis
yogunluk matrisleri sirastyla CCT ve CTC kare matrislerine karsihik gelirler. Schmidt

ayrisimi (2.6) seklinde verilen bir durum vektoriiniin her zaman,

Wap = Cn Pn @ Yy (2.10)

olacak sekilde A, ® @, iki-ortonormal bazinin oldugunu vurgular.



Burada c, = p,, pozitif sayilari, c; ;" nin sifirdan farkl tekil 6zdegerlerine kargilik gelir

ve p, degerleri indirgenmis yogunluk matrislerinden birisinin spektrumunun sifirdan

farkli elemanlaridir. Schmidt ayrisimi ayrintili olarak Ek 1°de verilmistir.

Kuantum dolaniklik genel olarak, hem nitel hem de nicel olarak U,®Uj iiniter ¢arpim
islemleri altinda degismez bir 6zellik olarak ele alinir. Saf bir W5 vektor durumunda
ve karsilik gelen Wag Wap saf durum izdiisiim islemcilerinde, ¢, katsayilar1 boyle
tiniter islemler altinda degismez olan parametreler oldugundan iki-pargali saf

durumlarin dolanikligin1 tamamen belirlerler.

Saf durum izdiisiim islemcileri, ancak ve ancak W,p vektorii bir carpim durumuysa
ayrilabilirdir. Esdeger olarak p, ve pp indirgenmis yogunluk matrislerinden birisinin
ranki 1’e esit ya da sifirdan farkli tek bir Schmidt katsayisi vardir. Boylece iki-parcali
saf durumlar i¢in, bu durumun indirgenmis yogunluk matrisinin kosegenlestirilmesiyle

ayrilabilir olup olmadigina karar verilir.

2.1.2 Ornek: Bell durumlar:

Iki parcali saf durumlardaki dolanikliga Bell durumlarimi &rnek verebiliriz. Iki spin —
1 2 (s; =s, =1 2) parcacigin bilesik spin durumlart dolaniklik igin verilebilecek en

basit orneklerdendir.

Boyle bir sistemin olasi spin durumlar1 s = 1’e karsilik gelen ticlii (triplet) durumlart;

11 = |+ ® [+
N 1
lp™ =110 = I+ ®I|- +]1- I+
I1,-1 =]- ® |- (2.11)
ve s = 0’a karsilik gelen
B 1
[~ =100 = I+ ®I|- —1- I+ (2.12)



tekli (singlet) durumlaridir. Bunlarin dordii de boylandirilmis olup birbirlerine diktirler.
Burada boylandirilmis | durumlari, spin yukari ve spin asagi durumlar olarak bilinir.
Bunlar spin islemcisinin z bileseninin +h 2 6zdegerli 6zdurumlaridir. Pargacik degis-
tokusu altinda iiclii durumlar simetrik, tekli durum antisimetriktir. Uclii durumlardan
|11 ve |1,—1 durumlan ayrilabilirken, |10 ve tekli |00 durumu dolanik durumlardir.
Ayrilabilir |11 ve |1,—1 durumlarin asagida gosterilen ¢izgisel bilesimleri alinarak

dolanik durumlar olusturulabilir. Bu sekilde olusturulan
+ 1
|P= =—§ I+ &+ |- |-

1
[+ == I+ ®|- £|- B+ (2.13)
dort dolanik duruma Bell durumlart veya EPR durumlari denir. Bu durumlar birbirlerine

diktirler. Bell durumlar1 kutuplanma durumlariyla dolanik haldeki iki foton sistemini de

temsil ederler.

Uclii (triplet) |11 durumu gibi ayrilabilir bir durumda sistem, s=m=1
durumundadir ve her iki bileseni de kesinlikle m; = m, = 1 2 durumundadir. Bunlar
hem sistem hem de altsistemler ile ilgili bilinebilecek en iyi bilgilerdir. Diger taraftan,
dolanik durumlarda sistemle ilgili en iyi bilgiye sahip olunmasina karsin, bilesenlerle
ilgili bilgi o kadar iyi degildir. Ornegin spin-singlet durumunda, sadece birinci spini |+

ya da |— durumunda bulma olasiliginin % 50 oldugu bilgisi vardir. Bu bilgi ve bundan
tiretilebilecek diger bilgiler, ayrilabilir durumdaki bilgiler kadar 1y1 degildir. Bu, ikinci

sistem icin de bdyledir. Buna karsin sistem, s = m = 0 durumundadir.
En genel iki pargali saf kiibit durum vektorii su bicimde yazilabilir.
Y = a|l++ +B|+— +y|— + +8|—— (2.14)

Bu durum vektoriiniin dolaniklik icermesi igin gerek ve yeter sart katsayilar matrisinin

determinantinin sifirdan farkli olmasidir.
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= ad — By=0 (2.15)

o ™

a
Y
Bu kosulu saglayan 6zel «, §, 8, y degerlerinden Bell durumlari elde edilebilir.

a=6= % ve f =y = 0 almrsa [¢* durumu,

L=y= % vea = 8§ = 0alinirsa [+ durumu,

a = % , 0= _—; ve f =y = 0 alinirsa |@~ durumu,

B = % Y = _—; vea = ¢ = 0 almursa [1p~ durumu

elde edilir.

Dolanik durumda bulunan bir sistemin kendisi ile ilgili bitiinciil bilgi, her kuantum
sayisinin (yukaridaki sistem i¢in s ve m sayilarinin) kesin degerlerini bilme imkani
tanimayabilir. Ornegin, ayrilabilir iiclii durumlarin denklemindeki |®% vektorlerinin
cizgisel bilesimlerini gz oniine alalim. Bunlar en basit bir koherent {ist-liste gelimi de
gosterir. Terimlerdeki durum vektdorleri ve katsayilart bir kere agik¢a yazilinca, terimler
arasinda artik iyi belirlenmis bir faz iliskisi vardir. |@E ’lerin her ikisi de dolank
durumlardir. Sistem |@* (yada |®@~ ) durumunda iken yine sistem ile ilgili en iyi bilgi
mevcuttur: Her seyden Once sistem kesin olarak bilinen agikc¢a |@*  bir kuantum
durumundadir. Fakat bu sefer s = 1 oldugunu kesin olarak bilmemize karsilik, m sayist
% 50 olasilikla 1 ve ayni olasilikla —1 olabilir. Dolanik durumlarda, bir altsisteme iyi

belirlenmis bir kuantum durumu karsilik getirilemeyebilir.

2.2 Saf-olmayan Durumlarda Dolanikhik

Saf olmayan N parcal1 bir bilesik sistemin durumu;

p= Pip®pin®..®p'y pi=1 p€ 01 (2.16)

11



seklinde bir konveks bilesim olarak yazilabiliyorsa ayrilabilir bir durumdur, aksi
takdirde dolanik (ayrilamaz) bir durumdur (Werner 1989). Burada pi(k)’lar, her 1 i¢in k.

parcanin olasi birer yogunluk islemcisidirler.

Herhangi bir durum verilmigse, ayrilabilir olup olmadigini dogrulamak zordur. Ama
saf-olmayan bir durum da dolaniklik igerebilir. Iki pargali bir durum igin genel tanima
gore, Hyup = H4®@H Hilbert uzayinda tanimlanmis herhangi bir p45 durumu ancak ve
ancak altsistemlerin durum vektorlerinin konveks bir bilesimi olarak yazilabiliyorsa

ayrilabilirdir.

Pas =  PiPai®Psi pi=1  p€01. (2.17)
i=1 i=1

Burada p,; ve pg; , altsistemlerin yogunluk islemcileri olup sirasiyla H, ve Hpy yerel
Hilbert uzaylarinda tanimlidirlar. Toplamin st simirmi belirleyen k sayisi Hilbert
uzaymin boyutunun karesiyle smirlandirilabilir: k < dimH,p® = dimHdimHy 2
Iki boyutlu durumlar igin, ayrisimda gerek duyulan durumlarin sayis1 (kardinalite) her
zaman Hilbert uzayinin kendisinin boyutuna karsilik gelen 4’tiir. Ama d > 3 i¢in d®d
boyutlu durumlar d* 2 mertebeden kardinaliteye sahiptirler. Bu sekilde tanimlanmig
tim Syp ayrilabilir durumlar kiimesi konveks, kompakt ve Uy®Up iiniter carpim

islemler altinda degismezdir.

2.2.1 Ornek: Werner durumlari

Werner durumlart UQU doniisiimleri altinda degismez kalan iki pargali dxd boyutlu

p durumlaridir.
p= URU p UT®UT (2.18)

Biitin Werner durumlar1 simetrik ve antisimetrik altuzaylar {iizerine izdiistim

islemcilerinin bir karisimidir.

P= ij®|ij (2.19)
ij
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olmak lizere

1
Pym=5 1+P  Paym=5 1-P, (2.20)

bi¢iminde alinirsa, Werner durumlari;

2 2
P = Dsym 2+d Psym + 1- Psym —d Pasym (2.21)
olarak yazilabilir. Burada pgym,, Psym izdilisim islemcisinin 6zdegeridir. pgy, = 1/2
olan Werner durumlari ayrilabilir durumlardir, psy, < 1/2 olan durumlar dolank

durumlardir.

2.3 Peres Kriteri: Pozitif Parcah Transpoz (PPT) Kriteri

Iki parcali saf veya saf-olmayan bir duruma dair yogunluk islemcisi asagidaki gibi

yazilabiliyorsa ayrilabilirdir, yazilamryorsa sistem dolaniklik iceriyordur.

Pap = PiPai @ Pai pi=1lp; € 01 (2.22)

i i
Iki pargali genel bir yogunluk islemcisinin ayrilabilir olup olmadigi, cevabi asikar
olmayan bir sorudur. Bunu test etmede bir metot, Peres (1996) tarafindan “Pargali

Transpoz Kriteri” olarak onerilmistir.

Bu kritere gore, ph; = (p4;)* oldugundan ph; islemcisi de Hermitesel, pozitif degerli

ve birim izli gegerli bir durum islemcisidir ve

T
Pap = D @ P (2.23)
i
durum islemcisi de, yine iki gegerli durum islemcisinin konveks bir bilesimi

oldugundan gegerli bir ayrilabilir durum islemcisidir.

Peres’in orijinal yaklagimina dayanarak

Pmunv = Pi Pai mn® Pai uv (2.24)
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seklinde yazilabilir. Altsistemler farkli boyutlarda olabilirler. Simdi yeni bir matris

tanimlayalim:

Omunv = Pnumv (2-25)

Birinci altsistem {izerinden parcali transpoz almaya karsilik gelen bu doniisiim {initer bir
dontisiim degildir: Fakat yine de o matrisi Hermitseldir. (4.9) denklemi dogruysa, yani

sistem ayrilabilir bir durumdaysa

. T .
o= p;ips Opp (2.26)

yogunluk matrisi elde edilir. Transpoz alinmis py; T = pu; © matrisleri birim izli
negatif-olmayan matrisler oldugundan bunlar da uygun yogunluk matrisleridirler. o
yogunluk matrisinin 6zdegerlerinin higbirisi negatif degildir. Bu, (2.26) denkleminin
saglanmast icin gerek kosuldur. o yogunluk matrisinin 6zdegerleri, iki gozlemci
tarafindan kullanilmis olan bazlara sahip U, ve Up gibi ayri liniter doniisiimler altinda

degismezdir. Boyle bir durumda, p yogunluk matrisi

p— U,QUs p Us®Ug ' (2.27)

ile ifade edilir ve benzer sekilde o yogunluk matrisi

o— UIQU; o UIQU ' (2.28)

seklinde yazilabilir. Bu doniisiimler, ¢ yogunluk matrisinin 6zdegerlerini degismez

birakan tiniter doniistimlerdir. Yukaridaki inceleme:

p ayrilabilirdir = p”2 bir yogunluk islemcisidir

Ts

Onermesiyle Ozetlenebilir. Burada p'B ikinci altsistem {izerinden parcali transpoz alma

islemini gosterir. Iki-parcali sistemler icin p™ da esdeger anlamda kullamlabilir.

Yukaridaki 6nermenin mantiksal degillemesi

pTB bir yogunluk islemcisi degildir = p dolamktir.
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seklindedir. Iki-parcali sistemlerin dolaniklig1 icin pTB’nin en az bir 6zdegerinin negatif
olmasimi yeterli géren bu O6nerme Peres kriteri olarak bilinir. Buna gore verilen bir
yogunluk islemcisinin altsistemlerden birine gore parcali transpozuyla elde edilen
islemcinin 6zdegerlerinden en az birinin negatif olmasi (bdyle bir durumda p”? artik bir

yogunluk islemcisi degildir) onun dolaniklig1 i¢in yeterli bir kriterdir.

Bu kriter tek yonlii bir kosul ortaya koyar. Kismi transpoz altinda negatif 6zdegerli bir
islemcinin elde edilmesi dolanik durumlarin varligin1 garantilese de, negatif 6zdegerli

olmayan bir islemcinin elde edilmesi dolanik durumlarin olmadigini garantilemez.

Buna ragmen asagidaki durumlarda negatif kismi transpoz kriteri gerek ve yeter
kosuldur. (Horodecki 2009 )

Negatif kismi transpoz [1 (2xX2) — boyutlu, dolanik
Negatif kismi transpoz [ (2x3) — boyutlu, dolanik

Negatif kismi transpoz [1 (1XN) — kipli Gaussiyen, dolanik

15



3. SUREKLI DEGISKENLi DURUMLAR VE WIGNER FONKSiYONLARI

Kuantum optiginde, kuantize olmus elektromanyetik alanin kipleri birer harmonik
salinicitya karsi gelir ve burada kiplerin kuadratiir islemcileri, harmonik salinicinin
birimsizlestirilmis konum ve momentum islemcileridir. Birim kitleli, kuantum
harmonik salinicinin wy agisal frekansina sahip k. kipinin Hamilton islemcisi,

X konum ve P, momentum islemcileri cinsinden su formda yazilir:
He = 5 P2 +0iXE X P = b8y (3.1)

Konum ve momentum islemcileri cinsinden k. kipin boyutsuz;

1 ) N
(l)ka + lPk ay =

wp X, — LP 3.2
Zhwk Zha)k ke k ( )

a, =

alcaltma ve yiikseltme islemcileri tanimlanir ve bunlarin sagladigi

+ _ — — + +
Ay, At = Oppr A, Ay = 0= ag,ap (3.3)

siradegisim bagintilar1 goz oniine alinirsa, k. kipinin Hamilton islemcisi;
He = hay afae + - (3.4)

seklinde yeniden yazilabilir. Konum ve momentum islemcilerinin, alcaltma ve

yiikseltme islemcileri cinsinden ifadesi ve sira degisim bagintilar1 asagidaki gibidir:

h .
Xe = 5o ag+ay Pe=i %(ak—a;) (3.5)
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3.1 Boyutsuz Kuadratiir islemcileri

Algaltma islemcisinin gergel ve sanal kisimlari olarak boyutsuzlastirilmis konum ve

momentum islemcilert;

%szl ak+a;(|-, Pk = ! szlak—a; (36)
2h 2 2hay, 20

X =

ile tanimlanir. Bunlarin siradegisim bagntilar1 da asagidaki gibidir.
Xp =28 (3.7)
Algaltma ve yiikseltme islemcilerine faz carpanlar1 ekleyerek;
@ _ 1 e e @ _ 1 i _ b tid
X =5 age +age Py = EH age '? —age (3.8)

bagintilariyla daha genel kuadratiir islemcileri tanimlanabilir. Faz ¢arpanlarinin agik,

e'® = cosd + ising ifadelerini kullanarak kuadratiir islemcileri arasindaki doniisiim;

x,ﬁ‘” _cosp ising xi 39
p® ~ —ising cosd py (39)
k
matris forumunda yazilabilir. Bu doniisiim tiniter oldugundan genel kuadratiir
islemcileri de (3.7) siradegisim bagimntilarini saglarlar.
Tek kip kuadratiir islemcilerinin 6zdurumlar i¢in gegerli genel bagintilar sdyle
siralabilir:
XX = XX, pp =pp
(' |x)=8(x—-x) (p’'lp)=58(p—p) (3.10)

Bu 6zdurum kiimeleri asagidaki tamlik bagintilarini saglarlar:
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(o] co

x) x dx =1 lp) p dp = L (3.11)

—0 —o0

Bu 6zdurumlar birbirlerinin Fourier doniisiimleridirler;

©o

1 . 1 .
X =— e pdp p =-—= ¥ x dx (3.12)
2 s

—0C0

3.2 Siirekli Degiskenli Kuantum Durumlar
3.2.1 Es-uyumlu (coherent) durumlar

Gaussiyen durumlar, siirekli degiskenli durumlarin 6zel bir halidir. Bu durumlar
kuantum bilisim kuraminda yararlanilan dolaniklik ve ayrilabilirlik analizlerinin
yapilabildigi durumlardir. Gaussiyen durumlar kiimesi, ¢ok Kipli kuantum faz
uzayindaki (Wigner faz uzayr) sanki-olasilik dagilimlar1 ve Gaussiyen karakteristik

fonksiyonlart ile tanimlanabilen durumlardir.

Genel olarak bir a = |a | e'® kompleks sayistyla numaralanan ve « ile belirtilen es-

uyumlu durumlar asagida belirtilen esdeger ti¢ farkli sekilde tanimlanabilir.
1-Algaltict islemcinin 6zdurumlari.

aa =aa o= ae? (3.13)

2-Minimum belirsizlikli durumlar.
3-Otelenmis vakum &zdurumlart.

a =D(x) |0)
D(a) = e@a+a'a

DY aaDa = a+ a (3.14)

Burada o kompleks bir parametre ve o, a’nin kompleks eslenigi olup, D(a)

yerdegistirme (displacement) islemcisi olarak bilinir.
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Koherent bir durumun k. kipinin genel ifadesi o kipe ait yerdegistirme islemcisinin o

kipin vakum durumuna uygulanmasi ile elde edilir.

T *
aa;,—o a
(szDk(X 0k=e k kok

(3.15)
1 *
— eaaz e ak ei[o‘al'“ a] 0
T * -1 2
— oaa, ,atag , 5 |al?]
=e"ke% %ke2 0«
o®
=e 2z el 0,
o "~ (aah)"
= 2
Qg l K
n=0
co
log® "
a,=e 2 — Ny (3.16)
n!
n=0
laj? © a4 koherent durumunda bulunan ortalama foton sayisini gosterir:
N = « alak o« =a‘a=|al? (3.17)

3.2.2 Isisal (termal) durumlar

T sicakliginda 1sisal dengede bulunan ve H Hamilton islemcisiyle betimlenen bir

sistemin p yogunluk islemcisi B = 1/kT (k, Boltzman sabitidir) cinsinden
e BH
p=— Z=Tr e hH (3.18)

seklinde tanimlanir. Burada Z béliisiim fonksiyonu olarak bilinir. Harmonik salinicinin

1
H=hw N+ > N =a'a (3.19)
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Hamilton islemcisi kullanilirsa w frekansli bir elektromanyetik kipin 1sisal durumlari

tanimlanmis olur. Bu durumda bdliisiim fonksiyonu asagidaki gibi hesaplanabilir:

Z=Tr e PH (3.20)

Burada boyutsuz x = e 2" < 1 (T - oo i¢in x, 1'e yaklasir) parametresi tanimlanirsa,

son ifade;
Z = wa“— x (3.21)
B T 1—x '
n=0
halini alir. Burada | x| < 1 igin gegerli
f i n 1 3.22
x = = )
xt=12 (3.22)
n=0

genel bagntist kullanildi. (3.21) ifadesi (3.18)’de yerine yazilir ve enerji 06z
durumlarinin =~ ;-5 n n =] tamhk bagmtis1 kullanilirsa; yogunluk iglemcisi

asagidaki gibi yeniden yazilabilir;

e Pin n (3.23)




=(1-x) x™ nn (3.24)

n=0

Isisal durumdaki w agisal frekansh bir kipin ortalama foton sayisin = Tr N p

n= 1-x x™ n Nn
n=0
= 1—-x nx™ (3.25)
n=0
bulunur. Burada;
af (%) n X
= = 3.26
Tox (1—x)? (3.26)
esitligi kullanilirsa
=X sx=" 3.27
g T 3.27)
yazilabilir. Ortalama foton sayisi cinsinden yogunluk islemcisi i¢in
ROk
P = W n n (328)
n=0

elde edilir. Isisal durumlar her enerji durumunda ortalama farkli sayida foton olan saf
olmayan bir kuantum durumudur. Buradaki agilim katsayilar1 yani p’nun 6zdegerleri
sistemi n durumunda bulma olasihigini géstermektedir. Foton sayis1 n sabit tutulursa

sistemi 0 taban durumunda bulma olasilig1 en yiiksektir.

3.3 Kuantum Optikte Sikistirilmis Durumlar ve Dolanik Durumlarin Uretilmesi

Siirekli degiskenli dolanik durumlar iretmek icin sikistirilmis 151k durumlart gereklidir

ve elektromanyetik alanin kuantum dalgalanmalarini sikistirmak i¢in de ¢izgisel
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olmayan etkilere ihtiyag¢ vardir. Sikistirma islemine kars1 gelen etkilesim H;,; Hamilton
islemcisi, al¢altma ve yiikseltme iglemcilerinin karesel bir fonksiyonudur. Tek kipli bir

durum i¢in bu asagidaki gibi tanimlanir (Gerry 2005)
K . .
Hipe = 7ih a?e'® + g?e~i® (3.29)
Burada K gergel bir parametredir.

Algaltma ve yiikseltme islemcilerinin zamanla degisiminin nasil oldugu;

dat 1 dalt

=—at,H, =Ke®at = = Ke'®a t (3.30)

Heisenberg hareket denklemlerinden goriilebilir. Ilk denklemin t’ye gére bir kere daha

. . d?at
tirevi alinirsa

= — K 2g t = 0 bulunur ki, bunun da ¢dziimii ¢ = 0 i¢in ¢dziimii

asagidaki gibidir.

at = a0 cosh Kt + a' 0 sinh Kt
xt =eftx 0, pt =eXp(0) (3.31)
Kuadratiir islemcilerinin varyanslarinin zamanla degisimi, baslangic varyans degerlerine

su bicimde baghdir:

((Ax())?) = et Ax 0 )

(Bp(6) )2y =e2Kt pp o * (3.32)

Buradan da gorildiigii gibi zamana baghi x(t) kuadratiir islemcisinin varyansinin
beklenen degeri zamanla artmakta iken, p(t) kuadratiir islemcisinin varyansinin
beklenen degeri zamanla azalmaktadir. Bu durumlara sikistirilmis durumlar denir.
Sikistirllmis  durum, minimum belirsizlikli durum olarak kalmaya devam eder.
Kuadratiir islemci giftlerinden birisindeki belirsizlik vakum giiriilti seviyesinin altina
inerken digerindeki belirsizlik vakum giiriiltii seviyesinin iistiine ¢ikar. Baslangigtaki

vakum durumu sikistirilmis kuadratiir durumuna doniistir.
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Uniter zamanla gelisim islemcisi,

Uttty =exp[— %H(t —to)] (3.33)

olmak iizere, (4.7) ifadesi yerine yazilirsa ve t, = 0 alinirsa, zamana bagli {niter
sikistirma islemcisi asagidaki tanimlanabilir:

1
ST =Ut0 =exp 3 (Ta%?-Ta'?)

(= —-rexp i r=Kt (3.34)

Burada (", (’nin kompleks eslenigini gostermekte olup,

gercel r parametresine
sikigtirma parametresi denir.

Iki kipli sikistirma islemcisinin etkilesim Hamilton islemcisi su bigimdedir:

K . )
Hip = 5ih alale’® — a,a,e”®

(3.35)

Bu Hamilton islemcisini zamanla gelisim islemcisinde yerine koyarsak iki kipli
durumlar i¢in sikistirma islemcisi,

S 7 = ai-Taa (3.36)

olarak ifade edilir. Bu sikistirma islemcisini iki kipli 00 vakum durumuna uygularsak

A = tanh?® r (3.37)

olmak tizere,

T ot _+ -
ST 00 = %1% 0 Mm%2 oo = (3.38)

dolanik durumu elde edilir.

(3.38) durumu, her iki kipteki foton say1 6zdurumlarinin ve fazin korelasyon iginde
oldugu bir durumdur.
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Burada sikistirma islemi %50-%50 bir demet boliicti araciligr ile iki adet tek kipli
durumun demet boliicliye giris durumu olarak verildiginde iki kipli tek bir ¢ikis durumu

elde etmeyi ifade eder. Bunu gérmenin en iyi yolu Heisenberg temsilini kullanmaktir.
STTa; r ST =ascosh r +a,'sinh r (3.39)
S ¢ ta,(r)S ¢ = aycosh r + a,'sinh(r) (3.40)
Cikas kipleri dolaniktir ve kuadratiirler arasinda korelasyon vardir.

Denklem (4.16) ve (4.17)’de oldugu gibi @ =0, p kuadratiiriinde sikistirilmis tek kipli

bir durum;

a, = ago) coshr + ago)Tsinhr (3.41)

x kuadratiiriinde sikistirilmis bir baska durum:
(0)

a, = a, coshr — a2° Ysinhr (3.42)

dengeli bir demet boliiciide bir araya getirilirse,

a’ +a, a’ —a,
2 2
pO = — b = — (3.43)
2
olmak tizere,
a; +a; (0) O
b, = — = b, coshr + b, " sinhr (3.44)
a; —a
b, = % = b coshr + b™Tsinhr (3.45)

cikis kipleri dolaniktir. Giris durumu olarak vakum durumu verilen dolanik bir durum

elde edilmis olur. Bu durumu;

by = xj, + ipy a,({O) = x,go) + ip,(co) (3.46)
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olmak {izere kuadratiir islemcileri cinsinden asagidaki gibi yazabiliriz:

et x? +exr e ™. +etpr
POt ML RSN R M (3.47)
2 2
et x? —e Ty e ™0 —etp?
X, = 1 - 2 p, = Py - (&) (3.48)

3.4 Wigner Fonksiyonlari

[k defa 1932°de Eugene Wigner tarafindan dnerilen Wigner fonksiyonlari kuantum faz
uzayinda birer birlesik sanki-olasilik dagilimidirlar  (joint quasi-probabilitiy
distributions). Klasik fizikte bir pargacik belirli bir konum ve momentuma sahiptir ve
bu Kklasik faz uzayinda bir nokta ile temsil edilir. Verilen bir parcacik toplulugundan bir
pargacigin faz uzayindaki belirli bir noktada bulunma olasilig1 bir olasilik dagilimi ile
verilir. Kuantum mekaniginde ise belirsizlik ilkesinden dolay1 klasik olasilik dagilimlari
yerine Wigner sanki-olasilik dagilimi benzer bir rol oynar. Wigner dagilimi klasik
olasilik dagilimlarindan farkli 6zelliklere sahiptir. Klasik olarak negatif olasilik
miimkiin degildir ama Wigner dagiliminda negatif degerler s6z konusu olabilir. Bu
negatif olasiliklar kuantum etkilerinin, 6rnegin kuantum mekaniksel girisimin gostergesi

olarak yorumlanabilir.

Wigner fonksiyonlarinin temel oldugu kuantum mekaniginin faz uzay1 formiilasyonu,
klasik faz-uzayinda tanimli sira degisen fonksiyonlarla, Hilbert uzayinda, fonksiyonlar
tizerine etkiyen iglemciler olan kuantum gozlenebilirleri arasinda bir eslestirme olarak
tanimlanir. Bu yontemde, klasik faz-uzay: iizerinde kuantumlama yapilarak, kuantum
mekanigi bir klasik istatistik teoriye benzer olarak gelistirilebilmektedir. Ayrica,
islemciler yerine Klasik faz-uzayinda tamimli gercel degerli fonksiyonlar (klasik
gozlenebilirler) kullanildig1 igin, kuantum-klasik karsilig1 konusunda 6nemli i¢goriiler
elde edilebilmektedir. Bu formiilasyonun, kuantum mekaniksel olgularin klasik
mekanigin diliyle islemcilerle eslestirmelere gerek duymadan betimlenmesine olanak
vermesi, diger yontemlerle kolayca elde edilemeyen yararl fiziksel yaklasimlarin ortaya
cikmasini saglamaktadir. Yogunluk islemcisi p olan tek serbestlik dereceli bir sistemin

Wigner fonksiyonu;
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1 )
Wxp = — dy e? P/ x —y px+y (3.49)

doniigimiiyle tanimlanir. Burada ve bundan sonra kullanilacak tiim integraller, aksi
belirtilmedikge, —oo’dan co’a kadardir. Bu doniisiimde kullanilan x ve p degiskenleri bir
serbestlik dereceli bir sistemin faz uzaymin kanonik konum ve momentum degiskenleri
olarak yorumlanarak Wigner fonksiyonu bu faz uzayr tizerinde tamimlanmis bir

fonksiyon olur.

3.4.1 Wigner fonksiyonlarinin temel 6zellikleri

Wigner fonksiyonunun temel 6zellikleri |x) ve |p) konum ve momentum 6zdurumlari

olmak iizere agagidaki gibidir:

W x,p dx=<{ppp)
W x,p dp =(x p x)

W x,p dxdp =1 (3.50)

Son 6zellik boylandirma 6zelligi olup, ilk iki 6zelligin ve Tr p =1 6zelliginin bir

sonucudur:
Tr p = Pppdp= (xpxdx=1 (3.51)

(3.50)°deki ilk iki ozellik ise Wigner fonksiyonlarinin marjinallik 6zellikleri olarak
bilinirler. Bu iki bagintinin sol taraflari marjinal olasilik yogunluklaridirlar ve bir
yogunluk matrisinin kdsegen elemanlart daima pozitif oldugundan (p pozitif bir
islemcidir) bu olasilik yogunluklar1 da dogal olarak pozitiftir. p = |)(@| saf durumlari

i¢cin marjinal olasilik dagilimlar

W x,p dx = [ (p)|?
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W x,p dp = ¢ (x)| (3.52)

seklinde sirasiyla momentum ve konum uzayindaki bilinen olasilik yogunluklaridirlar.
(3.50)’deki ilk iki bagmtinin ispatlari asagida verilen (3.53) bagntisinin ispatiyla
birlikte Ek 2°de verilmistir.

Wigner fonksiyonunun en biiyiik yarar1 kuantum mekaniksel beklenen deger hesaplarini
faz uzaymdaki bilinen basit ortalama hesap olarak yapabilme imkéani tanimasidir. Bu

somut olarak;
Ay=Tr pA = W x,p A(x,p)dxdp (3.53)

seklinde ifade edilebilir. Burada A(x, p), kuantum mekaniksel A islemcisine karsilik
gelen faz uzay1 fonksiyonudur:

2iyp
Ax,p = dyeh x—yAx+y (3.54)

Bu eslestirme konum ve momentum islemcilerine bagh biitiin kuantum mekaniksel
islemcilerle faz uzayr fonksiyonlar1 arasinda birebir bir eslestirme olup, Wigner
fonksiyonlar1 yogunluk islemcilerine karsilik gelen boylandiriimis ((3.49) ile (3.54)
arasindaki (7h)~! katsayis1 farki boylandirmadan dolayidir) gergel degerli faz uzay:
fonksiyonlaridirlar. Ispatt Ek 2’de verilen (3.53) bagintist Wigner fonksiyonlarinin

sanki-olasilik dagilimlari olarak yorumlanmasini saglayan bagintidir.

3.4.2 Gaussiyen Wigner fonksiyonlari

Tanimi olarak Wigner fonksiyonlar1 Gaussiyen fonksiyonlar olan p yogunluk
islemcilerine de Gaussiyen durumlar denir. Bunlar kuadratiir alan islemcilerinin ilk ve
ikinci momentleri ile tam olarak karakterize edilir. N kipli bir Gaussiyen durum
asagidaki Wigner fonksiyonu tam olarak betimlenebilir.

1 -1

Wz = —exp —3T VM 3.55
3 2V G ® P53 3 (3.55)

27



Burada V Kovaryans matrisi ve 3= xq,pq, Xy, Py genellestirilmis kuadratiirleri
gostermektedir. 3 = (xq,pq, ... Xy, Py) ise N serbestlik dereceli bir sistemin faz uzay1
noktalarin1 betimlemektedir. Buradaki W 3, N serbestlik dereceli Gaussiyen bir

sistemin Wigner fonksiyonudur.

3.4.3 Tek Kkip icin faz uzayinda transpoz islemi

Gaussiyen ya da daha genel olarak siirekli degiskenli durumlarda yogunluk islemcisi
lizerinden transpoz alma islemi ne anlama gelir? Yogunluk islemcisi Hermitesel
oldugundan, transpoz almak, kompleks eslenik almaktir. Bir kuantum sisteminin
zamanla evrimini tarif eden Schrodinger denklemi geregi kompleks eslenik almak ise
zaman tersinimi (time reversal) yapmaktir.

d d

L d . .
lhE—> —Lh%— lhd —

(3.56)

Buna gore diyebiliriz ki, bir yogunluk islemcisinin transpozu, siirekli degiskenlerden
momentum degiskeninin isaret degistirmesi anlamina gelir. (3.29) ifadesinin transpozu
alinirsa;

2iyp

1
W' x,p = dye h x+ypx—y (3.57)

elde edilir. (3.36)’da ki ifadede y yerine -y ve dy yerine —dy yazilirsa;

1 .
W x,p = = dye 2P/ x —ypx+y

bulunur. Bu ifade (3.29) ile karsilastirilirsa,
W x,p =W x,—p (3.57)

elde edilir. Buna gore faz uzayinda pargali transpoz tek kip igin p yerine —p yazma

doniistimiidiir. Bu da faz uzayinda zaman tersinimi doniistimudir.
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3.4.4 iki Kip icin faz uzayinda parcah transpoz islemi

Cok kipli durumlarda, hangi par¢a {izerinden parcali transpoz alinirsa o kipin p
kuadratiir islemcisi isaret degistirir. Ornegin iki kipli durumlarda ikinci parga {izerinden

transpoz alinirsa W x4, 01, %2, 02 = W x4,Dp1, X2, —p, olarak doniisiir.

1 20 Y191 +Y2p2
Wz = — dy; dy,e h [x1—=71 @ 3=V lp[x1+y1 @ x,+y,]  (3.59)

Wigner dagiliminda ikinci parga iizerinden transpoz alinirsa,

) 1 20 Y1p1+YoD
W'z =—  dydye ® [x1—y1 @ +¥2 lp[x1+y1 & x2—y2 ] (3.60)

elde edilir. Burada y, yerine —y, yazilirsa dy, — —dy, olur ve

2i Y1P1—Y2D2
dy; dye h =y @ X2—=y2 p X1+ty1 Q x2—y; (3.61)

W'z = !
¢ T T

[fadesi elde edilir. Buradan acikca,
w’ X1, P1, X2, P2 = w X1, P1, X2, —P2 (362)

oldugu goriilmektedir.

3.4.5 Wigner fonksiyonlar: aracihgiyla dolamkhk Kriteri

Eger p aynlabilir bir durumsa, onun Wigner dagilimi, parcali transpoz alma islemi
sonunda faz uzayinda ikinci parca lizerinden ayna simetrisi alinmis durumuna doniisiir.

Bu doniistim;
A =diag(1,1,1,-1) (3.63)

matrisi ile anlatilabilir. ikinci parcada zaman tersinim islemine de karsi gelen bu
doniisim ayrilabilir durumlar uzayinin alt uzaymnda bir simetri iglemidir. Bu durum

dolaniklik hakkinda tek yonlii bir kriter olusturma da kullanilabilir.
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Iki pargali bir yogunluk islemcisinde ikinci parca iizerinden parcali transpoz alma islemi

Wigner dagiliminda (3.40)’de gosterildigi gibi,
W'z =W Az, A=diag 1,1,1,—1 (3.64)

doniistimiine esdegerdir. Eger p durumu ayrilabilir bir durumsa, W' 3 ’da gergek bir
Wigner fonksiyonudur. Yani (3.38)’de oldugu gibi gercek bir yogunluk islemcisine
(ayrilabilir bir durumun yogunluk islemcisinin pargali transpozu olan bir baska
yogunluk islemcisine) karsilik gelen bir baska Wigner fonksiyonudur. Bir baska deyisle
W' 3 = W(A3) fonksiyonu W (3) gibi gegerli bir Wigner dagilimidir. Bu gozlem tek

yonli
p ayrilabilirdir = W' 3 bir Wigner fonksiyonudur (3.65)

Oonermesiyle ifade edilebilir. Bu Onermenin mantiksal degillemesi olarak su sonug
cikarilabilir. Eger pargali transpoz alma islemi sonunda p durumunun Wigner dagilimi
yine gecerli bir Wigner dagilimina doniismiiyorsa bu ayrilamazlik (dolaniklik) igin yeter
bir kosuldur. Bu kosul dordiincii bolimle sikg¢a kullanilarak Gaussiyen Wigner

fonksiyonlart i¢in gerek ve yeter kosul olusturmada yararlanilacaktir.
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4. SUREKLI DEGISKENLi DOLANIKLIK

Ayrilabilirlik analizlerinde en giiglii kritelerden birisi olan Peres-Horodecki kriteri
stirekli degiskenli dolaniklik analizlerinde de 6nemli rol oynar. Bu Kriter siirekli
degiskenli durumlara Simon (2000) tarafindan genellenmistir. Simon pargali transpoz
alma isleminin siirekli degiskenli durumlarda zaman tersinimi ile ifade edilen zarif bir
yorumunu vermistir. Bu béliimde 6nce Kovaryans matrisi formalizmi alt basligi altinda
Simon tarafindan Onerilen kriter tartisildiktan sonra Duan vd. (2000) tarafindan PPT
kriterinden bagimsiz olarak 6nerilen yontem tartisilacaktir. Duan’in yonteminde toplam

varyanslar i¢in altsinir kriteri kullanilmaktadir.

4.1 Kovaryans Matrisi ve Belirsizlik Bagintilar

Siirekli degiskenli durumlarda dolaniklik analizlerinde kovaryans matrisi 6nemli bir yer
tutar. Belirsizlik bagintilar1 da bu matris aracilifiyla kisa ve 6zl bir sekilde ifade
edilebilmektedir. Bu sekilde ifade edilen belirsizlik bagintilari, Peres-Horodecki

kriteriyle birlikte kullanildiginda dolaniklik analizlerini de 6zliice yapma imkani dogar.

Iki parcali bir sistemin verilmis bir p durumu icin, 3 = x;,p;,%,,p, genellestirilmis

kuadratiir islemcilerinin;

3¢ =Tr p3, , A3= 73— 3 (4.1)

ile tanimlanan beklenen degerlerini ve Az sapmalarini g6z Oniine alalim. Kuadratiir
islemcilerinin 3, bilesenleri topluca,

J 0 0 1
0

[30,38] = iqp, 2= _y ] = (4.2)

siradegisim bagmtilarin1 saglarlar. Burada elemanlart £, olan 4x4’liik antisimetrik
matrise simplektik matris denir. Az, = 3, — (3,) olmak iizere, Wigner dagilim
fonksiyonu W 3z ile hesaplanan 73, ortalama degerler, 3, beklenen degerlerine

esittir.
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4.1.1 Iki kip icin kovaryans matrisi

V ile gosterilecek olan simetrik kovaryans matrisinin Veg; a,f = 1,2,3,4, matris

elemanlarti, anti-siradegisim bagintilariyla tanimlanan Hermitesel,

_ AEQAZ/; + Ag[f;Aga

A34,4%3 = > (4.3)
islemcilerinin beklenen degerleriyle asagidaki gibi tanimlanir:
Vap = 434,43
=Tr p 834,433 = d*343,43, W 3. (4.4)

4x4’lik V matrisine iki kipli sistemin kovaryans matrisi denir. Yukaridaki son esitlik
kovaryans matrisinin faz uzayindaki esdeger tanim olup, d*z faz uzaymm hacim

elemanini gostermektedir.

4.1.2 Kovaryans matrisi cinsinden iki Kip icin belirsizlik bagintilari
Kovaryans matrisi cinsinden belirsizlik bagintilar1 topluca soyle ifade edilebilir:

i
V45020 (4.5)

Cok kipli sistemlere i¢in bu bagintilar rahatlikla genellenebilir. Fakat bu tezde aksi
belirtilmedik¢e sadece iki kipli durumlar ele alinacaktir. Bu durumda yukaridaki

esitligin ispat1 asagidaki gibi yapilabilir.

(4.5) ifadesi, (4.2) siradegisim bagintisi ve yogunluk islemcisinin pozitifliginin

dogrudan bir sonucudur. Bunu gérmek i¢in c, katsayilar1 kompleks sayilar olmak {izere;

N =%+ 3+ C3%33+ Cu%a An = c,43,
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islemcilerini goz oniine alalm. Bu durumda © = AnAnT bir pozitif islemci olacagindan,

herhangi bir p durumunda beklenen degeri daima pozitif olacaktir:

0< 0 =Tr(po)

= CaCi; Tr{pA'éaAZ[f}
a,p

1
= 3¢l (Zwzp ) +2{(42.4%))) (4.6)

ap

Bu ifadeleri yazarken; herhangi iki A ve B islemcisi i¢in gegerli olan,

1 1
AB =3 A B +E AB, AA,AB = A,B (4.7)
bagimtilar1 kullanildi. (4.6) esitsizliginde parantez i¢indeki ifadeler simplektik matris ve

kovaryans matrisinin elemanlar1 oldugundan bunu kisaca,

1 .

0< ECaC/} igp + 2Vep (4.8)
ap

seklinde yeniden yazilabilir. Bu her kompleks (cq,cy,c3,c,) vektori icin gegerli

oldugundan if2 + 2V matrisinin daima pozitif oldugunu sdyler ki, bu da yukaridaki (4.5)

bagintisini ispatlar. Ayrica pozitif bir matrisin transpozu ve kendisi ile transpozunun

toplam1 da pozitif oldugundan (4.5) bagmntisi V kovaryans matrisinin de pozitifligini

gerektirir:
o<sv (4.9)

4.2 Ayrilabilir Durumlarda Kovaryans Matrisi
Iki pargali bir sistemin ayrilabilir bir durumunu temsil eden p yogunluk islemcisinin

ikinci pargaya gore parcali transpozu alinmis p2 islemciside bir yogunluk islemcidir.

Aym ifade birinci pargaya gore parcali transpoz icinde gegerlidir. p™2 ‘ye karsilik gelen
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Wigner fonksiyonu ii¢lincii boliimde gosterildigi gibi W' 3 = W (A3) seklinde
doniistir. Simon (2000) Burada A, kdsegen elemanlar: sirasiyla (1,1,1,-1) olan kdsegen

matristir.

(4.10)

SR OO

0

0

0
-1

cCoo R
coRr

Ayrilabilir durumlar igin p’2 bir yogunluk islemcisi oldugundan W’ 3 ’u da gercek bir
Wigner fonksiyonudur. Bu durumda hesaplanan kovaryans matrisi V ile gosterilirse;

bunun matris elemanlari

Vg = d*3 A3, 0033 W A3 (4.11)
ile hesaplanabilir. Burada
,él — /13 EE — AEIEE;/ — A}/’] 31’7 (412)
n
dontisiimii yapilirsa,
Vap = d*s' (44,3 )(AAg, 5 D W
Vag = Aay g AT AT W T gy Ayp=Agy
V=AVA (4.13)

doniistimii bulunur. 2 matrisi ayni kaldigindan parcali transpozu alinmig durumdaki

belirsizlik bagintilar1 da su sekilde olacaktir:
i
OSV-I_E"Q V=AVA (4.14)

A? = 1 oldugundan bu bagint1 asagidaki gibi de yazilabilir;
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osv+§g Q= A0A 415

Ayrilabilir durumlar i¢in bu saglanmasi gereken bir gereklilik kosulu yani Peres-
Horodecki kosuludur ve dolaniklik analizinde temel bir rol oynar. Bu dolaniklik
analizine girmeden oOnce (4.12) kosulunun ayrilabilir durumlarda getirdigi siki

kisitlamalar1 gosteren bir 6rnegi ele almak yararl olacaktir.

4.2.1 Uygulama: Ayrilabilir durumda PPT kosulundan gelen kisitlamalar

Gergel degerli ve dort bilesenli her
d= dyd,ds;d,, d = did,d; d,
vektor ¢ifti igin,
X d =d"3=dx; +dyp; +d3x; + dyp, = di3,
X d =dTz=dix; +dyp, +dix, +dip, = dp 3 (4.16)

Hermitesel islemcilerini tanimlanirsa, (4.5) belirsizlik bagintisindan yararlanilarak
i
(d —id)"v(d +id) + 5 (d —id)"(d +id) =0 (4.17)

esitsizligi yazilabilir. (4.14)’de oldugu gibi bu kesimde tekrarli indisler iizerinden
toplam oldugu anlasmasi kullanilacaktir. (4.15) esitsizliginin Sol tarafinda, V' kovaryans

matrisiyle ilgili olan kisim asagidaki gibi hesaplanir:
L= dg—id, TVaﬁ(d,ﬁ + idp)
= d’aVa[gd;g + l(d&Va[gdﬁ - daVa[gd[’;) + daVaﬁdﬁ (418)

Burada ikinci esitlikte parantez i¢indeki ifade V' matrisi simetrik oldugundan sifir olur

ve Vqp yerine (4.4) esitligindeki karsihigi yazilirsa

L = dé{Vaﬁdé + daVaﬁdﬁ
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= doTr(p{A34,A3p})dp + doTT p A3g,A3p dp
=Tr(p dgl3e,dghzg} +Tr(p del3,, dgAzg}
bulunur. Simdi (4.14) tanimlar1 kullanilirsa;
L=Tr(pAX d' ,AX d"} +Tr(p AX d ,AX d }
=((AX d %)+ {(AX d' ?) (4.19)
elde edilir.
(4.15) esitsizliginin sol tarafindaki simplektik matrisle ilgili olan ikinci kisim;
T= d,—id, Tﬂa[;(d;; + idg)
= doapdp + doepdp  +i(deapdp — defqpdp) (4.20)

olarak hesaplanir. £ matrisi antisimetrik ve bir antisimetrik matrisin tim beklenen

degerleri sifir oldugundan son esitligin sagindaki iki terim ayr1 ayr1 sifirdir ve
T =i defepdp + dpged, = 2id'"0d (4.21)
yazilabilir. Boylece L + %T = 0 seklinde olan (4.14) esitsizligi

(AX d 2y+(AX d' 2y —d'"d >0 (4.22)

halinde yazilabilir. Bunun sol tarafi pozitif bir matris oldugundan ve pozitif bir matrisin
transpozu da pozitif olacagindan (4.20) ifadesinin sol tarafindaki ikinci terimin
oniindeki isaretin + oldugu durum da (d ve d’ yer degistirdikten sonra) gegerlidir. Bu

yolla bulunan esitsizlik (4.20) ile birlestirilirse;
(AX(d)? + (4x(d"))? = |d’"0d| = d,dj — d,d; + dsd, — d,d; (4.23)

kosulu elde edilir.
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Bu kosul belirsizlik ilkesinin iki kipli siirekli degiskenli durumlardaki bir ifadesidir.
(4.21)’de ki esitsizligin sag tarafi |[X d ,X d' ]|’ye esittir:

Xd,Xd =[dxi+dp+dsx,+dup,, dix; +dyps +dsx, + dips]
=d,dy — d,dy +dzd, — d,d; (4.24)
p'nun ayrilabilirligi |d'TQd| ile ilgili olarak (4.23) bagintisina ek olarak
(AX(d))? + (AX(d))? =|d'"nd| = d,d) —d,d] — dsd} + d,d} (4.25)

Sinirlamasini getirir. Bu sinirlama (4.21) ile beraber ele alinirsa, her d, d’ igin tim

ayrilabilir durumlarda daha giiglii olan asagidaki sinirlama elde edilir:
(AX(d)? + (AX(d"))? = did} —d,di| + |dsd) — d,df . (4.26)

Ozel bir uygulama olarak; eger X (d) ile X(d") islemcileri siradegisirse d'T2d = 0 olur
ve (4.21)’in sag tarafi sifir olur. Fakat verilen durum ayrilabilirse d'T2d = 0 olmadikga
yani d,d; — d,d; = 0 = d3d, — d,d5 kosullar1 saglanmadik¢a, (4.26) ’nin sag tarafi
sifir olamazlar ve X d , X(d") keyfi bigimde kii¢iik belirsizliklere sahip olamazlar.

Ornek olarak, sira degisen

X=q+p1+q@+p: , Y=q1—p1—q2+Dp (4.27)

Islemcilerini gz oniine alalim. Bu durumda d = (1,1,1,1) ,d’ = (1,—-1,—1,1) ve
(4.22)’nin sag tarafi d,d; — d,d; — dzd, + dsd; = 4 olarak bulunur. Boylece
herhangi bir ayrilabilir durumdaki  (4X(d))? + (4X(d’))? belirsizlikleri toplami

daima en az 4 olmalidir.

4.3 Siirekli degiskenli durumlarda simplektik doniisiimler

Peres-Horodecki (4.27) kosulu basitlestirilebilir. Iki kipli bir sistemin gercel, ¢izgisel
kanonik doniistimleri 10 parametreli gercel simplektik grup Sp(4,R) olusturur. Her 4x4
gercel matris i¢in S € Sp(4,R), Hermitesel 3 islemcilerini birbirleri arasinda doniistiiren

ve temel siradegisim bagintilarini degismez birakan simplektik doniisiim vardir.
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SeSp 4,R:S0ST =0 (4.27)
72513 =83 (4.28)
gla,glﬁ = i'Qa[)’ (429)

Simplektik grup iki kipli Hilbert uzayinda tiniter ve indirgenemez olarak etki eder. U(S),
SeSp 4,R ’e kars1 gelen sonsuz boyutlu iiniter islemci olsun. Bu islemci, iki parcali

1 durum vektoriind;

Y =US ¢ (4-30)
durum vektoriine ve p yogunluk islemcisini,

p'=USpUtS (4.31)

yogunluk islemcisine doniistiiriir. Bu doniisim Wigner resminde asagidaki gibi ifade

edilebilir.
p-oUSpUTS ©Wz WStz (4.32)

Iki pargali Wigner dagilimlar1 basitce skaler alanlar olarak doniisiir. V kovaryans

matrisinin doniisiimii de su bigimdedir:
SeSp 4,R: V-V =58ysT (4.33)

Belirsizlik bagmtisi (4.5) bagintis1 Sp 4,R  doniisiimii altinda degismez bir formda
kalir. Bununla beraber ayrilamaz durumlar sadece (4.5) kosulunu degil (4.14) kosulunu
da saglamalidir. Bu kosul ancak Sp 4,R ‘iin 6 parametreli Sp 2,R ®Sp 2,R alt
grubunun elemanlariyla yapilacak doniisiimlerle saglanabilir. Bu doniisiimler bagimsiz

yerel kanonik doniigiimlerdir.
Syere1 €Sp 2,R ®Sp 2,R < Sp 4,R
S 0

Sveret = g, $1]S1" =] =5,]5" (4.34)
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Peres-Horodecki kosulunun Sp 2,R ®Sp 2,R doniisiimii altinda degismez kalmasi
istenir. Bunun i¢in dncelikle kovaryans matrisinin blok formunu goéz Oniine almamiz

gerekir.

4.3.1 Kovaryans matrisinin blok formu

Kovaryans matrisi blok formda asagidaki gibi yazilabilir;
y= 4 ¢ (4.35)

(4.5) fiziksel kosulunun zorunlu sonucu olarak detA > 1/4, detB > 1/4 kosulunu saglar.

i

A+ EJ C

det . >0 (4.36)
cT B +

Bu matrisin asal alt matrisleri olan 2x2°1i A + %] ve B + %] matrislerin determinantlari

da ayni1 kosulu ayr1 ayr1 saglar. (Pozitif bir matrisin asal alt matrisleri de pozitiftir). Asal
alt matrisler ayn1 numarali satir ve siitiiniin silinmesinden sonra elde edilen kare
matrislerdir. Kovaryans matrisi i¢in gegerli olan (4.36) kosulu asal matrisler iginde

gecerlidir.
det A +é] =detA 1-Tr %A‘ij + det %A_lj >0 (4.37)
olarak hesaplanabilir. J antisimetrik bir matris oldugundan
Tr %A‘lj =0 (4.38)

olarak yazilabilir. Bu durumda (4.36) ifadesi daha basit bi¢imde yazilirsa;

[ i
det A+§] = detA+ detA.det EA‘lj
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-2

i
=detA+ = detA
etd+ 2 € detA

det/ =0

1
= detA > 5 (4.39)

kosulu elde edilir. Ayni kosul B +% J matrisi i¢inde uygulanirsa detB 2% olarak

1 X
0 1

secilir (detP = 1) ve det(PTVP) = detV o6zdesligi kullanilirsa, (4.35) kovaryans

bulunur. (4,36) determinantinin kendisi hesaplanmak istenirse bir P = matrisi

matrisinin determinanti agsagidaki gibi hesaplanir.

o AX +C
detV'= yTa4¢T XTAX +XTC+CTX+B (4.40)
X =-A71C, XT = —=CT(A 1T olarak segilirse bu matris asagidaki forma doniisiir.
A
detV = 0 (4.41)

0 B(-B7TA™'C+1)
Bu kdsegen matrisin determinanti;
detV = detA.detB.det(1 — B~1CTA™1()
=detA.detB. 1 —Tr(B~*CTA™IC +det(B71CTA1(C)
= detA.detB — detA.detB.Tr(B~1CTA™1C) + detC ? (4.42)

seklinde yazilabilir. (4.41)’de 2x2’li A~ ve B~! matrislerinin A ve B matrisleri

cinsinden ifadeleri,

JA] JB] 0 1
-1 _ 1 - -
A= oA detE T -1 0 (4.43)
olmak tizere;
detV = detA.detB + (detC)? — Tr AJCJBJCT] (4.44)

olarak elde edilir.
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(4.32) bagintisindan goriilecegi gibi Sy,re;, V matrisinin  bloklarin1 su bi¢imde

dontstiirecektir.
A- S;AS," B-S,BS,” C-5,CS," (4.45)

Bu durumda V matrisi i¢in Sp 2,R @Sp 2,R degismezleri
[ [
A—>A+s] B =B+s] (4.46)

olmak tizere (4.5) belirsizlik bagmtisinin Sp 2,R ®Sp 2,R  degismezleri cinsinden
ifadesi asagidaki gibidir,

detV' = detA’.detB’ + detC 2—Tr A'JCJB'JCT] . (4.47)

4.3.2 Kovaryans matrisinin standart formlari

Burada A’ ve B’ matrisleri i¢in (4.44) esitligi ve kovaryans matris i¢in

a 0 Cl 0
0 a 0 c

Vo = ¢, 0 b 02 (4.48)
0 c; 0 p

standart formu kullanilirsa (herhangi bir kovaryans matrisi Sp 2,R ®Sp 2,R ’nin

elemanlari ile uygun yerel kanonik doniisiimlerle V,, formuna doniistiirtilebilir.)
i 1
detA' =det A+=] = detA—-
2 4
i 1
detB' = det B+ 5 ] = detB - 2 (4.49)
olarak hesaplanir.(4.48)’deki ifadeler (4.47)’de yerine yazilirsa,

1 1
detV' = detA—Z detB—Z + detC 2 —Tr A'JCJB'JCT]
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1 1
= detAdetB — 7 detA + detB + detC % + e

—Tr A'JCJB'JCT] (4.50)

seklinde hesaplanir. (4.50)’de ki Tr A’JCJB’JCT] A, B, C matrisleri cinsinden
[ [
Tr A'JCJB'JCT] =Tr A +5JJC) B+3] JCTJ
[ [
=Tr A]C]+E]]C] B]CT]+§]]CT] (4.51)

i i 1
=Tr AJCJBJC"] =5 AJCJCT] =5 CJBICT] = 7 CJCT)

olarak yazilabilir. Eger kovaryans matrisinin (4.48)’deki standart formu dikkate alinirsa

0 —acc 0 —bcf
AjCICT] = 2 ¢JBIC"] = !
JCICTT = e o BT = L
i i
Tr EA]C]CT] =0=Tr EC]B]CT] (4.52)
oldugu aciktir. (4.51)’deki diger ifade;
1 1 —c,c 0 -1
_ L —— 1-2 e
4C]C Ji 70 —erc, 2 detcl (4.53)

olarak yazilabileceginden (4.52) asagidaki gibi yeniden diizenlenebilir.

1
Tr A'JCJB'JCT] =Tr AJCJBJCT] +Tr ZdetC 1,

1
=Tr AJCJBJCT] + EdetC (4.54)
(4.54)’den yararlanarak (4.50) ifadesi daha kisa bigimde asagidaki gibi yazilabilir.

detAdetB + (i —detC)? —Tr AJCJBJCT] == detA + detB (4.55)

SR
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Peres-Horodecki pargali iz alma veya ayna yansimasi yOntemi altinda kovaryans
matsinin dontisiimii V = V = A VA seklindedir. Burada C - Co3, B — 03Bo3 olarak
doniisiir A degismez olarak kalir. (o3 kosegen Pauli matrisi, o3 = diag(1,—1)). Sonug
olarak I;,1,,1, degismez kalirken I; = detC isaret degistirir. Bu yiizden (4.55)

bagintisinin V igin yazilacak olan formunda sadece det( isaret degistirecek ve

1 1
detAdetB + (Z + detC)? — Tr AJCJBJCT] > 7 detA + detB (4.56)

bi¢imini alacaktir. (4.55) ve (4.56) beraber ele alindiginda ayrilabilir durumlar igin

kovaryans matrisinin saglamasi gereken kosul asagidaki gibi ifade edilebilir.
1 1
detAdetB + (Z — |detC|)®> — Tr AJCJBJCT] = 7 detA + detB (4.57)

Bu kosul sadece Sp 2,R ®Sp 2,R doOniisiimleri altinda degil beklendigi gibi ayna
yansimasinda da degismezdir ve bu durum, ikinci momentlere dair Peres-Horodecki

kosulunun tam bir tarifidir.

Ozetlemek gerekirse (4.5), (4.23) ve (4.55) kosullar1 temel belirsizlik bagmtisinin
esdeger ifadeleridir ve biitiin fiziksel durumlar igi gegerlidir. (4.25), (4.27) ve (4.56)
ikinci momentler diizeyinde Peres-Horodecki kosulunun bir sonucu olup, her ayrilabilir
durum igin gegerlidir. Onemli bir belirleme olarak detC = 0 olan durumlar (4.57)

kosulunu kesin olarak saglar.

Standart V,, formu i¢in (4.57) kosulu su bicimde yazilabilir.
1
4ab—c? ab—c2 = a’+b?® +2cicy -7 (4.58)

Ama ayrilabilirlik i¢in gereklilik kosulu olan (4.57) sadece V,, formuna degil dogrudan

V tizerine uygulanabilir.

Simdi bu sonuglar1 Gaussiyen durumlara uygulayalim. Yerel {initer yerdegistirme

islemcileri kullanilarak (3,) ortalama degerleri degistirilebilecegi i¢in genellik
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kaybedilmeden (3,) = 0 alinabilir. Bir sifir ortalama degerli Gaussiyen durum, Wigner

dagilimindan da anlasilacagi gibi ikinci momentleriyle tam olarak karakterize edilebilir.

4.3.4 Siirekli degiskenli ayrilabilir durumlarin P temsili

Kuantum optikte ayrilabilir durum yogunluk islemcisi;

p= d?zd*z,P(2,,7;) 2,2 @ 75Xz (4.59)

olarak ifade edilebilir. |z;) ve |z,) koharent durumlar1 géstermekte. P(zy, z;) bir agirlik
kesri fonksiyonudur ve Galuber-Sudarshan fonksiyonu olarak da bilinir. P(z4, z,),

istatistik mekanikteki faz uzay1 dagilim fonksiyonu ile benzerdir.

(4.59) ifadesini elde etmek igin herhangi bir p yogunluk islemcisini ele alalm. Bu
yogunluk islemcisi |n) ve |m) sayr durumlarinin tamlik bagintilar1 kullanilarak

asagidaki gibi yazilabilir.

p=  nn pmym

nm

= Bym n)Y(m , Py =(n p m) (4.60)

nm

Burada |n) ve |m) say1 durumlari yerine tek parcali bir @) koherent durumunun tamlik

bagintis1 kullanirsa;

p= d*aP(a) aXa d*aP(a) =1 (4.61)

Ifadesi elde edilir. d%a, a kompleks sayisinin elemani oldugu kompleks diizlemin gercel

iki boyutlu hacim elemanidir.

iki pargali p koherent durum yogunluk islemcisi géz Oniine alinirsa ve|zy),|z,)

koherent durumlarmin H; ®H, uzayindaki;
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d?z,d*z, 2,Xz, ® z,Xz, =1 (4.62)

tamlik bagintis1 kullanilirsa iki par¢ali p yogunluk islemcisi,

p= d221d222 Z1XZ1 @ Z3XZ5 P 2121 ® Z,XZ;

= d*2,d%z; 212, X217, P|212, )21 7, | (4.63)
P z,z, =<(z12,|p|z,2,) Olmak iizere

p=d?*z;d*z,P 7,2, |2,2,)2,7,|

= dzZ1d222P AR |Z1) (21 |® 2,z (4.64)

Seklinde tekrar yazilabilir.

4.3.5 Dolanikhik analizinde PPT Kriterinin gaussiyen durumlarda gerek ve yeter
kosul olusu

Teorem: Peres-Horodecki kosulu (4.57) tim iki pargalt Gaussiyen durumlarda

ayrilabilirlik i¢in gerek ve yeter kosuldur.

Sp 2,R ®Sp 2,R yerel grubu ayrilabilirligi etkilemediginden herhangi bir ayrilabilir
durumun bu grup altindaki doniigiimii de ayrilabilirdir. Sonug olarak bir Gaussiyen

durum ancak ve ancak

1
V- > >0 (4.65)
kosulunu sagliyorsa ayrilabilirdir.

Yardime1 Teorem: detC > 0 olan Gaussiyen durumlar ayrilabilirdir. Oncelikle detC >

0 durumu gozoniine alalim. (4.48)’deki 6zel V,, formunda a = b, c; = ¢, > 0 olarak
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diizenleme yapilabilir. iki parca iizerinde yerel sikistirma islemine karsi gelen Sypre; =
diag (x,x~1,x71,x) ve bundan sonra Sy...; = diag (v,y %, y,y~1) yerel kanonik

dontigiimleri uygulanirsa, parcalar iizerinde ayni yerel sikistirma islemleri yapilmis olur:

y?x?a 20 , y?c, g
r_ 0 Yy “x*"a 0 Yy “c;
ool = 2 7oy o (4.66)
0 Yl 0 yix*h
Buradac; x%a—x"%2b =c, x"%a—x2b seklinde secilirse;
_ catcb L (4.67
XT Ta+tcb 67)

olarak bulunur. Bu durumda V," q,,9, ve pyp, diizlemlerinde esit miktarda

dondiiriilerek kosegenlestirilebilecek bir formdadir. Bu kosegenlestirme islemi,

cosd@ 0 —sin@ O
0 cos@ 0 —sin@

sind 0 cos@ O (4.68)
0 sind 0 cos@
olmak iizere,
V," = UTV,'U (4.69)
dontisiimii ile yapilabilir.
Vo »V,” =diag K,,K{,K_,K' (4.70)
1 1
Ky = 5 y? x?a+x7%b+ (x%a—x72b)? + 4c? 2 (4.71)

1 1
K, = > y 2 x2a+x%b+ (x"%a—x?b)%2+4c22 (4.72)

Boyle bir donme kanonik bir doniisiimdiir ve belirsizlik bagmtilar1 korur. Késegen V,"”
icin V," + é.Q > 0 belirsizlik bagintisindan K_K'_ > 1/4 olarak bulunur. y oyle

secilebilirki K_,K'_=1/2veV,"” = 1/2 olur. V,", V,/ durumundan bir dénme islemi
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ile elde edildiginden V," > 1/2 olarak yazlabilir ve bu durumda V," pozitif bir P
dagilimina yani ayrilabilir bir duruma ve bunun dogal bir sonucu olarak (4.5)’de ki V
kovaryans matrisi de ayrilabilir duruma kars1 gelir ve detC > 0 igin ispat tamamlanmig

olur.

Simdi detC = 0 oldugu durumu goz Oniine alalim. Bu durumda V,, matris elemanlar

icin ¢, =20=c, kosulu yazilabilir.  Simplektik  doniisim islemcisini

Uy

— 1 —
Syeret = diag 2a,—, 2b,

— 4,73
2a 2b ( )

olacak bicimde degistirirsek V, —» V,’ doniisimden sonra V, matrisinin kdsegen

elemanlar (Zaz,%,sz,%) ve kosegen dis1 iki elaman 2abc, olarak elde edilir. V,'

formu igin gegerli V' + é.Q > 0 belirsizlik bagntisindan V, > % sonucu elde edilir bu

da Gaussiyen durumlar i¢in ayrilabilirlik kosuludur ve yardimci teorem ispatlanmig

olur.

Esas teoremin ispat1 sdyle tamamlanir. Iki farkli durum olarak detC < 0 ve detC =0
alalim. detC <0 oldugunu farzedelim. Bu durumda iki olasilik vardir. (4.56)
ayrilabilirlik i¢in bir gerek kosul oldugundan eger ihlal ediliyorsa Gaussiyen durum
kesinlikle dolaniktir. Eger (4.56) ihlal edilmiyorsa, o zaman ayna yansimig durum
detC > 0 kosulunu saglayan fiziksel bir durumdur (ayna yansimasi detC nin isaretini
degistirir) ve yardimci teoremde goriildiigii gibi bu durum ayrilabilir bir durumdur. Bu
ayna yansimis durum ayrilabilir oldugundan esas durumun da ayrilabilir oldugunu
gosterir. Son olarak detC = 0 oldugunda (4.56) kosulu kesinlikte saglanir ve teorem
ispatlanmig olur. Kuantum durumlarin ve islemlerin Hilbert ve Faz uzaymdaki

karsiliklarini 6zetlemek gerekirse;
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Cizelge 4.1 Kuantum Durumlarin ve Kuantum islemlerin Hilbert Uzayindaki ve
Kuantum Faz uzayindaki karsiliklar

Hilbert Uzay1 Faz Uzay1

Boyut o) 2N
Yapi X @
Tarif, Temsil p |4

p=0 V+i/20=0
Operasyonlar U:UTU =1,p" - UTpU S:STNS =0,V - STVS
Spektral ayrisim UTpU = diag{Ay} STVS = diag vy

04 <1 1<y, <

4.6 Duan Yaklasimi: Toplam Varyans Uzerinden Dolamklik Analizi

Siirekli degiskenli sistemler i¢in bir parcali iz alma kriterinden bagimsiz bir dolaniklik
kriteri “siirekli degiskenli sistemler i¢in ayrilamazlik kriteri” (Inseperability Criterion

for Continious Variable Systems) adli1 makalede (Duan vd. 2000) 6nerilmistir.

Bu kriter EPR tipi islemcilerin toplam varyasyonlarinin hesabina dayanir. Herhangi bir
ayrilabilir stirekli degiskenli durumlar i¢in bu toplam varyansin belirsizlik bagintisindan
dolay1 alttan belirli bir degerler sinirlandigi gosterilmistir. Dolanik durumlar i¢in bu
smir agilabilmektedir. Oyleyse toplam varyanslar i¢in altsimirin ihlali dolaniklik igin
yeter bir kosul olarak ortaya konabilir. Bu sinirin Gaussiyen durumlar i¢in ne kadar
giiclii bir sinir oldugu incelenirse goriilecektir ki, belirli bir EPR tipi islemci ¢ifti igin bu
altsinira uygunluk, durumun pozitif dagiliml bir P temsiline sahip oldugunu garantiler.
Oyleyse bu durum ayrilabilir olmalidir. Buradan Gaussiyen durumlarda dolaniklik igin

gerek ve yeter bir kosul elde etmis oluruz.

Iki kipli bir ayrilabilir durum islemcisi ancak ve ancak asagidaki gibi ifade

edilebiliyorsa ayrilabilirdir.

p= Pipi1  piz (4.74)
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Burada p;; ve p;, birinci ve ikinci kiplerin normalize olmus durum islemcileridir.

0<p;<1ve ;p;=1kosulunu saglar.

Maksimum dolanik bir siirekli degiskenli sistem bir EPR tipi islemci cifti olan x; + x,
Ve p; — p, islemcilerinin 6zdegerleri ile ifade edilebilir. Bu yiizden bu iki islemcinin
toplam varyanslari siirekli degiskenli maksimum dolanik durumlar i¢in sifir olur.
Elbette siirekli degiskenli maksimum dolanik durumlar fiziksel degildir ama fiziksel
olan siirekli degiskenli dolanik durumlar i¢in (iki kipli sikistirilmis durumlar ) bu
varyans sikistirma derecenin artmasiyla hizla sifira gider. Ilging olarak her ayrilabilir
durum igin toplam varyansin bir altsinir1 vardir. Daha genel olmak i¢in asagidaki gibi
EPR tipi islemciler goz oniine alalim.

1 1
u= ax1+ax2 v = apl—apz (4.75)

Burada a sifir olmayan keyfi bir gergel sayidir. Her ayrilabilir durum igin (4.75)
ifadesindeki her EPR tipi islemcinin toplam varyanslart i¢in asagidaki teoremle

gosterilen bir alt sinir vardir.

Teorem: Dolamliklik i¢in yeterlilik kriteri: Her ayrilabilir p durumu igin [x;, pi] = i
olmak iizere (4.75)’de gosterilen EPR tipi islemciler i¢in toplam varyans asagidaki

esitsizligi saglar.
((Au)2> ((AU)2> = az ! (l / 6)
p p a’ :

Ispat: Ayrilabilir bir durumdaki u ve v islemcilerinin toplam varyansmi hesaplamak i¢in

dogrudan p yogunluk islemcisinin (4.74) formunu kullanabiliriz.

(B2, +{@n)?), = pi(?); + @), — @), — @) (4.77)

i

Burada u ve v islemcilerinin agik ifadeleri yerine yazilirsa;

1 1
<(Au)2>p + ((Av)2>p = pi a2<x%>i + ;(x%>l + a2<p%>i + ;(p%>1>

i
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+2% pi ({xq); (x2); — P p2)) — (u)f) - (v>§> (4.78)

i
elde edilir.

Simdi (u)lzj = ( ;p; (u)i)z ve <v>/2) =( ;pi (v)i)z esitliklerini kullanirsak,

1 1
(AW, +{@v)?*), = pi a(x)?), + ?«sz)Z)i +a*((ap)?), + ;((Apz)zm

2 2
+  pwy - pw, + p@y - piw) (4.79)

Burada(...); , pi1 ® pjz ¢arpim durumu iizerinden ortalama degeri gostermektedir.
((ij)z)i + ((Apj)z)l_ > x,p; =1, j=12 (4.80)
(@x)», =), =, (@pp™), =&, =), (481)
Cauchy-Scwarz esitligi,
(aay (B B) = (Bl (4.82)

kullanilirsa;

piwy = pilCu)yl? (4.83)

esitsizligi yazilabilir. Dikkat edilirse (4.79) ifadesi alttan sifir degeri ile sinirlandirilir.

Bundan dolayr EPR tipi u ve v islemcilerinin p ayrilabilir durumundaki toplam
varyanslan da alttan a? + % ile siirlandirilmis olur. Burada x;, py yerel islemcileri

[x;, pr] = i6j) siradegisme bagintisini saglayan herhangi bir yerel islemci olabilirler. u
ve v iglemcilerine yerel U; @ U, tniter doniisimleri uygulanirsa () esitsizligi

degismeden kalir. Genelligi kaybetmeden x;, py islemcilerini boyutsuz kabul edildi.
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. . g 1
Dolanik durumlar i¢in u ve v islemcilerinin toplam varyanslari da |a? —;l =0

kosulunu saglamaktadir. a = 1 oldugu zaman bu sinir sifir olur. Ayrilabilir durumlar

i¢in ise daha giiglii bir esitsizlik olan (4.76) gegerlidir.

(4.76) ile verilen sinirin ne kadar giiglii bir sinir oldugu, ayrilabilir durumlar igin bu
sinirin bir gerek ve yeter kosul olup olmadig dogal olarak akla gelen bir sorudur.
Herhangi bir siirekli degiskenli durum i¢in bu (4.76) kosulu ayrilabilirlik i¢in gerek ve
yeter bir kosul ortaya koymaz. Bu kosulu saglayan dolanik durumlar varolabilir. Ama
stirekli degiskenli Gaussiyen durumlar i¢in (4.76) kosulu ayrilabilirlik i¢in gerek ve
yeter bir kosuldur.

4.6.1 Duan yaklasiminin gaussiyen durumlarda ayrilabilirlik icin gerek ve yeter
kosul olusu

Gaussiyen bir durum tam olarak Wigner karakteristik fonksiyonu ile temsil edilebilir.

Iki kipli bir p durumunun Wigner karakteristik fonksiyonu,
1
A=A +iA G == ¥ +ip; xj,py = i6jp (4.84)
olmak {izere asagidaki gibidir;
XY A,4, =Tr[pexp(l1a; — lja;r + A,a, — Zag)

=Tr[pexpi 2 Ax; + 8p, + Abx, + 13p, (4.85)

Stirekli degiskenli Gaussiyen bir durum i¢in Wigner karekteristik fonksiyonu AJI- ve AJR

gergel parametrelerinin Gaussiyen bir fonksiyonudur. Genelligi kaybetmeden,
-1
XYW 2,1, = exp[T (AL, AR 25, A3 M AL, AR, 25,48 T (4.86)

olarak ifade edilebilir. (4.86)’da tistel ifadede ki gizgisel terimler yazilmamistir ¢iinkii

bunlar x; ve p; fizerinden yerel yerdegistirmelerle sifirlanabilir ve bu yiizden
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ayrilabilirlik {izerine etkileri yoktur. Gaussiyen bir durumun kovaryans matrisi tam

olarak 4x4 gercek, simetrik bir M matrisi ile asagidaki gibi tanimlanabilir.

G, C

M= 6

(4.87)
Burada G,, G, ve C gergel matrislerdir. Ayrilabilirlik analizinde Gaussiyen bir durumun
kovaryans matrisini Oncelikle yerel, ¢izgisel, tniter Bogoliubov (LLUBOS)
doniistimleriyle uygun bir standart forma doniistirmek kolaylik saglar. Heisenberg
resminde LLUBO genel olarak U, ile temsil edilir 6yle ki; Ul(x]-,pj)TUlT = H;(x;,p))"
J=1,2 ve H; gergel bir 2x2 matris ve detH;=1. Her LLUBO, sikistirma ve dondiirme
islemleri ile elde edilebilir. Gaussiyen durumlar standart formlari i¢in iki yardimei

teorem gereklidir.

Yardimer teorem 1- Standart form I: Her Gaussiyen durum p; durumu LLUBO ile

asagidaki standart forma donustiiriilebilir:

0 0
3 ¢ nm>1 (4.88)

~

=
Il
oo 3

c

0

m 0

c 0 m

Ispat: Bir pg iizerinde bir LLUBO, Wigner karakteristik fonksiyonundaki M kovaryans
matrisini asagidaki gibi doniistiiriir.

Vi 0 vio0

M

4.89
0 7 0o Vvf ( )

(4.87) ifadesindeki G, ve G, gercel ve simetrik iken burada V; ve V, gercel matrisler ve
detV, = detV, = 1. Oncelikle G; Ve G,’yi kdsegenlestiren ortogonal V; ve V,’ler
secebiliriz. Sonra kdsegenlesmis G; Ve G,’yi yerel sikistirma islemiyle G; - G; = nl,
ve G, - G, =ml, olacak sekilde donistiirebiliriz (I,, 2x2 birim matris). Bu
asamalardan sonra (7)’deki C matrisinin her zaman tekil deger ayristmi olan C’
matrisine doniistiigiinii varsayabiliriz. Bu ylizden ortogonal uygun baska V; ve V,’ler

aracilifiyla bagka bir LLUBO doniisiimii yapilabilir. Son ortogonal LLUBO birim
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matris ile orantili olduklar1 i¢in G ve G; etkilenmez. Bu yiizden her Gaussiyen durum

bu ii¢ asamada M! standart formuna doniistiiriilebilir.

Yardimer teorem 2 - Standart form Il: Herhangi bir p; Gaussiyen durumu LLUBO
dontistimleri ile asagidaki kovaryans matrisiyle betimlenen bir bir Gasussiyen duruma

doniistiiriilebilir. Standart form 1’e iki yerel sikistirma islemi uygulanirsa;

ng 0 ¢ O

0 n 0 ¢

I _ 2 2
Mg = c, 0 my 0 (4.90)

0 ¢, 0 m,
Standart formu elde edilir. Burada n;, m;, ¢; arasinda asagidaki kosullar saglanmalidir.

-1 n;—1

ml_l_mz—l

g — ¢ = n—-1 m-1- n,—1 m,—1 (4.91)

Ispat: Herhangi bir p; Gaussiyen durumu LLUBO déniisiimleri standart form-1’e
dondistiirtilebilir sonra fazladan iki yerel sikistirma islemi daha uygulanirsa asagidaki

kovaryans matrisi elde edilir.

ngl ;) c 11y /0_
n/ry c'/] mnry
M = — 0 4.92
C 1T 0 mr, 0 (4.92)

0o ¢/ nr 0 mn

r; Ve r, keyfi sikistirma parametreleri oldugu (4.92)’da ki M’ eger r; ve r, asagidaki

kosulu sagliyorsa

L1 2
1 2
- 4.93
ny—1 mr,—1 ( )
e ] 1 1 L (4.94)
71T, C ——= nry — mr, — — _ —_— = .
172 7'17'2 1 2 Tl Tz

53



Burada yapilmasi gereken (4.93) ve (4.94) ifadelerinin pozitif r,r, degerleri ve keyfi

Gaussiyen durumlar i¢in saglandiginin gosterilmesidir. Genelligi kaybetmeden ¢ >

¢’ ve n = m oldugu varsayilabilir. (4.93)’den r,, r;’in siirekli bir fonksiyonu olarak

yazilabilir. 7, 1y =1 =1 ve 1, 11 ;. — m. Buradaki r, 7

yerine yazilirsa,

frn = nr c—l_CIl— E—1 E—1
! 12 Ty 61 Ty

fonksiyonu kurulabilir. Agik¢a goriilmektedir ki;

fT'1=1=C—C,20,

S 1
f Moo = TiM C = n(m—a)so.

Yazilabilir. (4.97) ifadesi ve fiziksel kosul olarak,
((Aug)?) +{(Avg)?) = ug, vy

g0z Oniine alindiginda;

olmak tizere;

esitsizligi elde edilir.
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Siireklilik geregi r;" € [1,0) degeri vardir oyle ki; f r; =1 = 0 kosulu saglanir.
Sonug olarak (4.93) ve (4.94) denklemlerinin en az bir ¢6zlimii vardir. Boylece yardimci

teorem 2 ispatlanmis olur.

Dikkat edilmelidir ki Standart Form-I ya da Standart Form-II ile betimlenen LLUBO
dontigiimleri altinda esdeger olan bir Gaussiyen durumlar smifi vardir. LLUBO
doniisiimleri altinda ayrilabilirlik veya dolaniklik ozellikleri etkilenmez. Oyleyse
standart formlarla betimlenen Gaussiyen durumlar ayni ayrilabilirlik-dolaniklik

Ozelliklerine sahiptir.

Teorem 2: Gaussiyen durumlarda ayrilabilirlik i¢in gerek ve yeter kosul olma durumu:
Bir p; Gaussiyen durumi ayrilabilirdir ancak ve ancak bu durumun kovaryans matrisi
Standart Form-II’de oldugu gibi ifade edilebiliyorsa, (4.76) esitsizligi asagidaki EPR

tipi islemciler tarafindan saglanir.

c 1
U= ayx; — Ta_xz (4.101)
0
c 1
vV =ayp; — Ta_pz (4.102)
0
2 m1 - 1 mz - 1
= = 4103
%o ny—1 n, —1 ( )

Ispat: Gerek kosul teorem 1’den elde edilmektedir. Burada sadece yeter kosulun
ispatlanmas1 gerekmektedir. Yardimci teorem 2 ile gosterildigi gibi Gaussiyen
durumlart LLUBO doniigiimleriyle standart form 2’ye doniistiiriilmelidir. Dontisiimden
sonraki durum plolarak gosterilir. (4.101) ve (4.102) ifadeleri (4.76)’da yerine yazilip
M kovaryans matrisi kullamlirsa asagidaki esitsizlik elde edilir

SNy +n; my+m,
Qg

5 1
—61—622a0+—

4.104
2 2a? a ( )

(4.104) ile (4.91) bagintilar1 beraber ele alinirsa;
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IA

C1 n1_1 m1_1

Cy < n, — 1 m, — 1 (4105)

(4.105) esitsizlikleri M — I matrisinin pozitif bir matris olmasini garantiler. Bundan

dolay1 pf durumunun normal karakteristik fonksiyonunun;

1
x5 2,2, =X 2,2, exp Mt A

=exp —> M, AR 25,08 MU —1 x A, AR, 25,28 T (4.106)
Fourier doniisiimii vardir. Buradan pZ durumu;

pll = d?ad?BP o, o B){a,B (4.107)

olarak yazilabilecegi anlasilir. P o, , x,(,”) karakteristik fonksiyonunun Fourier

doniisiimiidiir ve bu yiizden pozitif bir Gaussiyen fonksiyondur. Bu durumda pg, esas
pe yogunluk islemcisinden baz1 LLUBO déniisiimleriyle elde edildiginden p; durumu

da ayrilabilir bir durum oldugu ispatlanmis olur.
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5. SUREKLI DEGISKENLI KUANTUM DOLANIKLIGIN KUANTUM
BIiLiSIM KURAMINDAKI UYGULAMALARI

5.1 Kuantum Uz-aktarim

Kuantum uz-aktarim ilk defa 1993 yilinda Bennett ve arkadaslari tarafindan kiibitler
icin kuramsal olarak Onerilmistir. Daha sonra Veidman tarafindan 1994’de bu siirekli

degiskenli sistemlere genisletilmistir.

Kiibitleri temel alan Bennett ve arkadaslarinin yaptig1 ¢alismada Alice ve Bob olarak
adlandirilan iki gozlemci arasinda paylasilmis bir Bell durumu araciligiyla Alice

tarafindan bilinmeyen bir
Y)=a0)+b|l) (5.1)

kiibit durumunun Bob’un kontroliinde bulunan pargaya aktarilmasi s6z konusudur.

Ornegin bu siirecte dnce;
1
[Boo == 00 + 11 (5.2)

Bell durumunu hazirlansin ve birinci parga Alice’e ikinci par¢a Bob’a gonderilsin Bu
sayede Alice ve Bob arasinda bir kuantum kanal kurulmus olur. Alice’in elinde
aktarmak istedigi ve bilmedigi bir [¢) durumu vardir. Alice’in elinde aktarimdan 6nceki

ilk durum;

[Wo)= U)X Boo

1
=—§ a0)00 +b1)00 +a0)11 +b1)11 (5.3)

olarak yazilabilir. Burada ilk iki parca Alice’in tarafinda tcilincii parca Bob’un
tarafindadir. Alice kendi tarafindaki birinci kiibit ile ikinci kiibit arasinda C-NOT

devresi kurarsa;
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1
W) == 20)00 +b1)10 +a0)11 +b 1) 01 (5.4)

durumunu elde eder. Sonra ilk kiibiti Hadamard devresinden gegirirse;

|¢2>=i§[a(|o>+ 1) 00 +b(j0)— 1) 10 +a(j0)+ 1) 11
+b(j0y— 1) 01
= %[a 000)+a 100y + b 010y — b 110) + a|011) + a|111)
+b|001) — b|101)
=iE [[00)(al0y+b 1) +]01)y a 1y+b 0) +|10)(al0y—b 1)
+[11)a 1)—b 0) (5.5)

durumu elde edilir. Alice kendi pargalar1 yapacagi 6l¢iimiin 00,01,10,11 olmak tizere
Ol¢timiin dort olast sonucu vardir. Alice bu iki bitlik bilgiyi klasik bir haberlesme
kanaliyla Bob’a aktarmasi sonucu Bob bu bilgiye gore elinde parga iizerinde iiniter
doniistimler yapar ve Alice’in aktardigi bilinmeyen kiibit durumunu kendi pargasi
tizerinde olusturmus olur. Alice eger Bob’a 00 bilgisini gonderirse Bob higbir doniisiim
yapmaz, 01 bilgisini géonderirse Bob X iiniter doniisiimiinii uygular, Alice 10 bilgisini
gonderirse Bob Z iiniter doniisiimii uygular, Alice 11 bilgisini géonderirse Bob 6nce X
sonra Z initer doniiglimiinii uygular ve aktarim tamamlanmis olur (X ve Z Pauli spin

martisleridir).

Stirekli degiskenli kuantum uz-aktarim tarif edebilmek i¢in en uygun formalizm
Heisenberg temsilidir. (3.48) ifadesinde birinci ve ikinci kip maksimum dolanik
olmayan bir (saf) duruma kars1 gelen sonlu derecede dolanik kipleri gostermektedir.
Sonsuz sikistirma limitinde (r — o0) tek kipler sonsuz giiriiltiilii olur ama aralarindaki

EPR korelasyonu ideal hale gelir; (x; —x,) = 0, (p; + p2) = 0.
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Birinci kip Alice’e, ikinci kip Bob’a gonderilsin. Alice kendi kipini %50-%50 bir demet
boliiclide aktarmak istedigi “in” kipi ile birlestirsin. Alice tarafinda birlestirilmis iki

kipli durumun kuadratiir islemcileri;

1 1 1 1
xuz_ixin__ixl , puz_ipin__ipl
1 1 1 1
Xy = _Exin + _Exl y Pv = _ipin + _ipl (5.6)

olur. (5.6) ve (3.48) denklemlerini kullanarak Bob’un kipinin kuadratiir islemcileri;

Xy = Xip— X1 — X3 — 22Xy

=Xpp— 2e7x,) — 2x, (5.7)

P2 =Pint+ D1tD2 — 2Dy

=pint 2e7p° - 2p, (5.8)
olarak yazilabilir (Braunstein ve Loock 2005). Alice’in Bell dl¢timii x,, Ve p,, islemcileri
icin belirli klasik x,, ve p, degerlerini iretir. x,, Ve p,, kuantum degiskenleri rasgele x,,
ve p, degerleri ile klasik olarak belirlenmis olur. Dolanikliktan dolayr Bob’un kipi
r = oo i¢in, Alice’in giris kipinden, faz uzayinda rasgele bir yerdegistirme islemi kadar
fark etmis bir duruma ¢oker. Alice x, ve p, klasik sonuglarimi Bob’a klasik bir

haberlesme kanaliyla bildirdikten sonra Bob kendi kipi iizerinde;

Xy > Xty =Xa+ g 2Xy , P22 Drer =P2+9g 2Py (5.9)

yerdegistirme islemlerini yaparak uz-aktarim siirecini tamamlamig olur. g parametresi
klasik foto-akimdan, kompleks alan genligine doniisiimdeki kazanci tarif eder. Tam
verimli bir uz-aktarim siirecinde( g = 1 kazang degeri igin) Bob’un yapacagi

yerdegistirme isleminde (5.7) ve (5.8)’deki x,, ve p, kaybolur ve aktarilan durum;

Xtel = Xin + 2 e_rxzo , Ptet = Pin T 2 e_rp10 (5.10)
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halini alir. Keyfi g kazang degerleri i¢inse asagidaki durumlar elde edilir.

Xtel = GXin — > e’ ’x; — > e "x, (5.11)

g-—1 g+1 _
Pret = 9Pin + e*’p, + e p,° (5.12)

Bu ifadelerde (Bell) ol¢iim cihazindan kaynaklanabilecek verimsizlikler dikkate

alinmamaktadir.

5.2 Kuantum Yogun Kodlama

Kuantum yogun kodlamada amag¢ paylasilmis dolanik bir durum araciligiyla,
haberlesme kanalinin kapasitesini arttirmaktir. Holevo smirt bir kuantum sisteminde
taginabilecek bilisim miktarma bir {ist sinir koyar. Bu smira gore bir kiibit en fazla bir
bit bilisim igerebilir. Oysa dolaniklik yardimiyla bu smir daha yukar1 c¢ekilebilir.
1992°de Bennett ve Wiesner, Holevo sinirindan kurtulabilen ve kuantum yogun
kodlama olarak adlandirilan temel bir kavram kesfetmislerdir. Kuantum yogun
kodlama, tek bir dnsel dolanik kiibit gondererek iki klasik bit iletmeyi miimkiin kilar.
Kuantum uz-aktarim ve kuantum yogun kodlamada kuantum ve klasik haberlesme
kanallarinin rolleri degismis olarak diisiiniilebilir. Siirekli degiskenli kuantum durumlari
temel alan kuantum yogun kodlama ilk defa 1999°da Ban’in ve 2000 yilinda Braunstein

ve Kimble’in ¢aligmalari ile ele alinmustir.

Bilginin miktar1 ya da bitlerin sayisii tek bir kiibitte kodlayabilme protokolii su
sekildedir: Eger Alice 0 ve 1 gibi iki durumu ya da esit olasilikli bu iki dik
durumdan birisini secerse bu islem basariyla yapilabilir. Bir g, Ol¢limii bit degerini
ortaya ¢ikaracaktir. Bu protokolde kiibit, tamamen klasik bir bitin fiziksel bir yorumu
gibidir. Iki kiibit durumu varsa, bunlar {izerinde iki bit bilisimin tamami kodlanabilir.
Bunu yapmak icin genel yol; iki terimli 00, 01, 10 ve 11 ile temsil edilen |00 , |01 ,
|10 ve |11 durumlarini kullanmaktir. Fakat bu durumlarin yerine bunlarin bir iist iiste

gelimi olan Bell durumlarini kullanmak daha kullanish olacaktir:
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N 1
1¥,2 =7 |01 + |10
N 1
|5 =— |00 + |11 (5.13)

Eger Alice Bob’a iki klasik bitlik bilisimi gondermek i¢in bu durumlar kullanirsa, ilk
olarak bu olasi durumlarin her birinde bir kiibit ¢ifti hazirlayacak sekilde bir arag
gelistirmelidir. Bunu yapmanin bir yolu kiibitleri [t~ durumunda hazirlamaktir ve ilk

kiibite I, oy, 0, ve g, Pauli islemcilerinden birisini uygulamaktir:

Q1 [y~ = |y~

0, QI [P~ = —|P~

o,®@ P~ =it

o, ®I [P~ =[yp* (5.14)

Bu durumlarin faz ¢arpanlari gézlenemezdir. Bu yiizden |t~ Bell durumu yalniz ilk
kiibit lizerine etki eden herhangi bir {initer doniisiim aracilifiyla diger ii¢ durumdan

herhangi birisine doniistiiriilebilir.

Alice ve Bob dolanik bir durumu paylasiyorsa, Alice’in Bob’a iletim igin iki kiibit
hazirlamas: gerekli degildir. Ornegin, Alice ve Bob’un [~ 45 Bell durumunda
hazirlanmis bir kiibit ¢ifti formundaki bir dolanik durumu paylagmis olsunlar. Alice,
dort Pauli islemcisinden birisiyle kendi kiibiti {izerinde islem yaparak bu durum
tizerindeki iki bitlik bilgiyi kodlayabilir. Alice bu tek kiibiti Bob’a gonderirse, Bob iki
kiibit lizerindeki Bell bazlarinda bir 6l¢iim yaparak iki bit bilisimi geri kazanacaktir.
Tek bir kiibit tizerindeki iki bit bilisimi kodlamay1 saglayan bu olguya kuantum yogun
kodlama denir. Kuantum yogun kodlama igin 2-kiibite ihtiya¢ vardir. Fakat bunlar Alice
ve Bob arasinda paylasilmis 6nsel bir dolanik 2-kiibitten olusur. Onemli bir 6zellik de

sudur: Mesaj secildikten sonra Alice’in Bob’a sadece bir kiibit gondermesi yeterlidir.

Stirekli degiskenli durumlarda da kuantum yogun kodlamada Alice ve Bob klasik ve
kuantum olmak {izere iki haberlesme kanali kullanir. Wigner fonksiyonu;
4

Wegpr a1, = —exp —e

2

T ai—ay E—e? a—a, 2 —e? a;ta, A —e7 a;ta, ? (5.15)
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olan iki kipli sikistirilmis dolanik EPR demetleri diisiinelim. (R ve I, a alan genliginin
gercel ve sanal kisimlarimi olusturmakta). Birinci demet Alice’e ikinci demet Bob’a
gonderilir. Alice kendi pargasina a kadarlik yerdegistirme islemi uygular. Bu islem

sonunda paylasilan durumun Wigner fonksiyonu;

Wepr a1, = Wepr a1 — a, a; (5.16)

olarak dontigiir. Bu durum Bob’a bir kuantum kanal araciligiyla aktarilir. Aktarilan
durumu alan Bob, bu durumla daha 6nce kendinde olan durumu %50-%50 bir demet

boliiclide bir birlestirir.

Demet boéliictide iki demet iist {iste gelir ve bunun sonucu olarak S; ve B, cikis
demetleri (3.44) ve (3.45)’te oldugu gibi girig demetlerinin toplami ve farkli olarak ifade

edilir. Bob’un ¢ikis demetlerini asagidaki Wigner Fonksiyonuna sahiptir

W top (B1,B2) = Wepr b +—ﬁ2 - q, i __ﬁz (5.17)
fark 2 2

Aranilan klasik sinyal (f;,[52)’in toplam ve fark alanlar igin kuadratiirleri 6lgen
eszamanli belirleme ile elde edilir. Ideal bir eszamanli belirlemenin sonuglarmin

dagilimi
B = Bir — iBa (5.18)
olmak tizere,

Zle a 2
—2e?" B - (5.19)

Ppia =

seklinde ifade edilir. Pg| kosullu olasiliktir. % kompleks yerdegistirmesi yapildiginda

yiiksek zirveli bir dagilim elde edilir. Bu durum sikistirma parametresi r’nin biiyiik

oldugunda dagilima,

= gexp —_—— (520)
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olarak secilen a klasik sinyalini ayiklayabiliriz. Burada degistirme islemi uygulanmis

durumun ortalama foton sayist,
n = o® + sinh®r (5.21)

olarak verilir. Bu yogun kodlama ile aktarilan bilisim miktarin1 hesaplamak igin

kosulsuz es zaman istatistigi i¢in olasiligin,

1 22

=————exp ——5——— 5.22
HP ety T (Pt e (>22)

a

olduguna dikkat edilmelidir. Yogun kodlama kanalindan ¢ikt1 olarak elde edilen duruma

dair erisilebilir bilgiyi tarif eden karsilikli bilisgim miktari,

P
[ene 4B = d?f d%a PyaPyln
a

=1In 1+ c2e?" (5.23)

ifadesi ile verilir (Braunstein ve Loock. 2005).
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6. SONUC

Dolaniklik, bilesik bir sistemin klasik bir karsiligi olmayan kuantum mekaniksel bir
ozelligidir. Bu ozellige sahip saf kuantum durumlari, pargalarin durum vektorlerinin
tensorel carpimi olarak ifade edilemeyen durumlar1 temsil eder. Saf olmayan kuantum
durumlarinda ise dolaniklik, durumu betimlemeyen yogunluk islemcisinin, pargalara ait
yogunluk islemcilerinin tensorel carpimlarinin konveks bir bilesimi olarak ifade
edilememesini temsil eder. Dolaniklik klasik kaynaklarla yerine getirilemeyen amaglar
icin kullanilabilecek islenebilir, kontrol edilebilir, dagitilabilir ve yayinlanabilir yeni bir
kuantum kaynagidir. Kuantum dolaniklik kuramindaki temel arastirma konular;
dolanikligin deneysel ve kuramsal olarak algilanmasi, nicelendirilmesi, nitelendirilmesi

ve ¢evreye karst dayanikli hale getirilmesi olarak siralanabilir.

Dolanik bir durumda bulunan sistemlerin bilesenleri arasindaki gii¢lii korelasyonlar,
klasik kaynaklar kullanilarak gergeklestirilebilen bazi bilisim yiikiimliiliiklerinin daha
etkin olarak gerceklestirilmelerine imkan tanir. Bu, dolanikligin karakterizasyonunun
kuantum bilisimdeki en 6nemli problemlerden birisi oldugunu gosterir. Dolaniklik,
kuantum bilisim kuraminda, kuantum sifreleme, kuantum yogun kodlama ve kuantum
uz-aktarim olaylar1 dolaniklik kavramina dayanmaktadir. Bu alanlardaki deneyler kii¢iik

mesafeler boyunca basariyla gerceklestirilmistir.

Dolaniklik analizleri siirekli degiskenli durumlarda (sonsuz boyutlu Hilbert
uzaylarinda) ve kesikli degiskenli durumlarda (sonlu boyutlu Hilbert uzaylarinda) ayri
ayr1 yapilir. Siirekli degiskenli durumlar da sayilabilir ve sayilamaz sonsuz boyutlu
durumlar olmak iizere ikiye ayrilabilir. Bu tez caligmasinda kuantum optik temelinde
sayilabilir sonsuz boyutlu durumlardaki dolanikligi nitelendirme ve nicelendirmede
kullanilan kriterlerden 6ncii olarak kabul edilebilecek olan Simon yaklasimi ve Duan
yaklagimi ele alinmustir. Bu Kriterlerin, genel olarak siirekli degiskenli durumlarda
dolaniklik i¢in nasil yeter sartlar ortaya koydugu, siirekli degiskenli durumlarin 6zel bir
hali olan Gaussiyen durumlardaysa dolaniklik i¢in nasil gerek ve yeter sartlar ortaya

koydugu gosterilmistir.

Gaussiyen durumlar sadece kavramsal olarak degil uygulama alaninda da 6zel bir yere

sahiptir. Labaratuar kosullarinda olusturulmalar1 daha kolay durumlardir ve bu agidan
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dolanikligin baslica uygulama alanlar1 olan kuantum hesaplama, kuantum uz-aktarim,
kuantum yogun kodlama, kuantum hata diizeltme gibi vb. alanlarda yaygin bir sekilde
kullanilmalar1 s6z konusudur. Bu tez ¢alismasinda bu uygulamalardan kuantum uz-

aktarim ve kuantum yogun kodlama tanitilmistir.

Stirekli degiskenli durumlarin analizinde teorik calismalar ve uygulamalar bizi
Gaussiyen durumlarla sinirli kalmamaya yonlendirmektedir. Siirekli degiskenli kuantum
dolaniklik analizlerinde en 6nemli arastirma alanlarindan birisi de Gaussiyen olmayan
durumlarda da gerek ve yeter kosullar bulabilmektir. Bununla beraber ¢ok parcali
sistemlerde dolaniklik konusu da hem teorik hem deneysel aragtirma alanlarinin basinda

gelmektedir

Kuantum korelasyon sadece kuantum dolaniklikla sinirli degildir. Bununla beraber
dolaniklig1 da kapsayan kuantum discord ve bunun disinda kuantum dissonance olarak
adlandirilan korelasyonlar da mevcuttur. Her ikisini de nicelendirmede temel olarak

entropiye dayanan hesaplamalar yapilmaktadir.

Dolaniklik, dissonance ve discord gibi biitiin bu temel yapilarin arastirilmasinda
kuantum mekaniginin temellerini daha iyi anlamak oldugu kadar somut nihai amag
olarak kuantum mekaniksel yasalara gore isleyen kuantum bilgisayarlar
gerceklestirmektir. Verilen bir baslangic durumundan daha sonraki bir duruma iiniter
olarak evrilen her fiziksel sistem bir kuantum bilgisayar modelidir (Nielsen 2000). Her
bir iiniter gelisim basamagi da bir kuantum hesaplamaya karsilik gelir. Kuantum
bilisimde temel amag; belirli kuantum algoritmalarla kurulan 6zel ardisik kuantum
gecitlerinden olusan kuantum devreleri aracilifiyla belirli bir amaci gerceklestirmek
lizere Uniter kuantum gelisimlerini kontrollii olarak gerceklestirecek donanimlart ve

sistemleri kurmaktir.
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EK 1 Schmidt Ayrisimi

Iki-parcali bir sistemin bir saf durumuna kars1 gelen yogunluk islemcisiyle ondan elde
edilen indirgenmis yogunluk islemcileri arasindaki baginti, bir dolanik saf durumun
Schmidt ayrisimini elde etmeyi saglar. Schmidt teoremine gore iki-parcali bir sistemin

bir dolanik saf durumu en genel haliyle

WYap = an P, ® Yy Wap € Hypp = HyQ@Hp (1.1)

seklinde yazilabilir. Burada a,, =0 ve ,a, =1 ile verilir. a,, katsayilar1 Schmidt
katsayilar1 olarak bilinir ve sifirdan farklt Schmidt katsayilarinin sayisi Wup
durumunun Schmidt ranki olarak tanimlanir. W, durumu ancak ve ancak Schmidt

ranki bir ise ayrilabilir bir durumdur.

Schmidt teoremi iki-pargali bir sistemin (iki toplamla ifade edilen) en genel bir saf
durumu i¢in (tek toplamli ve daha az sayida terim iceren) bir kanonik yazimina imkéan
verir. Iki-pargali sistemlerin sadece saf durumlari igin gegerli olan bu teoremin ispati

asagida verilmistir.

Altsistemlerin ortonormal a; ve b;

;  bazlarinda agilmis olan iki-pargali bir

sistemin en genel bir saf durum vektori;

WAB = Cij a; ® b] (12)
ij

olsun. Bu denklem kullanilarak p, indirgenmis yogunluk islemcisi olusturulabilir ve bu
islemcinin @, O6zdurumlarin1 elde etmek igin kosegenlestirilebilir. Eger a; baz

vektorleri

a; = Uin (pn (13)

seklinde @, 6zdurumlarinin bir agilimi olarak yazilirsa, (1.2)’deki W,g durumu
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lI"AB = uinCij ¢n X b] = dn] (pn X b] (14)

ijn nj

olarak yazilabilir. Burada dp; = ;u;,¢;; tammi kullanildi [k altsistem igin p,

indirgenmis yogunluk islemcisi, ikinci altsistemin b

;  bazna gore (1.4)’ten elde

edilen yogunluk islemcisinin pargali izi alinarak asagidaki gibi elde edilir:

pa=Trg Yag WYag = dpjdi; Pn P (1.5)
njk

Burada @,, ’ler p, nin 6zdurumlari oldugundan (1.5) ifadesi
Pa = an @, P, r<d, (1.6)
n=1

spektral ayrisim ifadesi olmalidir. Bunun da saglanabilmesi icin gerek ve yeter kosul

dpjdy; = A28 (1.7)

esitliklerinin saglanmasidir. Bu kosullar sifirdan farkli her a,, i¢in tanimlanan;

dnj
= —L b (1.8)

. Qn
)

durum vektorlerinin ortonormalligini garanti eder:

d ki
Y Uy = e T by, bj
o ApQy
jk
_ Omyda
. ApQm
]
a;
= msnm = Onm (1.9)
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Son olarak (E1.8) ifadesi (E1.4)’iin son esitliginde kullanilirsa W5 durumu

WYap = an P ® Py (1'10)

seklinde yazilabilir. Bu da tek toplamli Schmidt ayrigimidar®.

Ikinci sistem igin indirgenmis yogunluk islemcisi (1.10) kullanilarak hesaplanirsa

P = an @, Pn r<d, (1.11)

n=1

bulunur. Gorildigi gibi her iki altsistemin indirgenmis yogunluk islemcileri ayn
formdadir ve sifirdan farkli 6zdegerleri aynidir. Sadece sifir 6zdegerlerinin sayist farkli
olabilir: Birincinin d; —r ve ikincisinin de d, —r tane sifir 6zdegeri vardir. Ozel

olarak her iki yogunluk islemcisinin ranklar1 aynidir.

Schmidt ayrisimindaki katsayilar da indirgenmis yogunluk islemcilerinden birinin
stfirdan farkli 6zdegerlerinin karekokleridirler. Bu yiizden (1.10)’daki toplamin iist
smirt ¥ < min dq,d, bagintisim1 saglar ve Schmidt ranki p, Ve pg’nin rankiyla

aynidir.

Schmidt ayrisim1 uygulamada verilen bir saf durumun dolanik olup olmadigini
rahatlikla gérme imkéni tanir. Bunun i¢in karsilik gelen yogunluk islemcisinin
indirgenmis yogunluk islemcilerinden birisi bulunup bunun ranki arastirilir. Bu rankin

en az iki olmasi, verilen saf durumun dolanik olabilmesi i¢in gerek ve yeter kosuldur.

Uc ve daha fazla parcali sistemler icin Schmidt tipi ayrisimlar {izerinde calisilimis
olmasia ragmen heniiz iki-parcali sistemlerdeki Schmidt ayrisimi gibi net bir sonug
yoktur. Ayrica yukarida verilen Schmidt ayrisimi iki-parcali sistemlerin sadece saf
durumlar i¢in gegerlidir, saf-olmayan durumlar1 i¢in boyle bir ayrisim kavrami yoktur.
Buna paralel olarak en dolanik saf durum kavrami da sadece iki-pargali sistemlerin saf

durumlari i¢in tanimlidir.

2 Schmidt ayrigmumin degisik bir ispati igin bakimiz (Nielsen, Chuang, 2001, p. 109).
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Ek-2 Wigner Fonksiyonlar: Yardimiyla Olasilik Yogunluklarinin Hesaplanmasi

Bu ekte; metin iginde ispatlanmadan verilen marjinal olasilik dagilimlariyla ilgili
(3.29)’daki ilk iki esitlik ve faz uzayindaki beklenen degerle ilgili (3.33) bagintis1 acik

hesaplamalarla ispatlanmaktadir.

Tek serbestlik dereceli bir sistem i¢in Wigner dagilim fonksiyonunu

1 .
Wxp = — dy e?P/h x —y px+y (2.1)

[fadesinde 6telenmis;

1 ©
X—y = 2_n_h e—l(x—y)pu/h pn dp”
_1 ” —i(x+y)pr/h / ’
Xty === ¢ p’ dp (2.2)

konum 6zdurumlart kullanilir ve her iki tarafin x iizerinden integrali alinirsa;

W x,p dx

1

= 2(nh)2 dxdydp’dp// eZin/hei(x—Y)pH/h e—i(x+y)pr/h p” p p,

_ iy(p'+p”_
h

dxdydp'dp’’ e~ *®'=P'/he 2 P p'pp  (23)

Burada 6nce x’e gore integral alinir ve Dirac delta fonksiyonunun

2n8 p—p' = e xPP) gy (2.4)
tanimu kullanilirsa;
1 [N iiy(p'+p”_) " ’
W x,p dx = — §p'—p" dydp'dp”"em -2 P p'pp (2.5)

h
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Once p'’ ‘ne gore ve sonra y’ye gore integral alinirsa aranan bagint1 bulunmus olur:

Wxpdcx= dp'§p—-p" p'pp =ppp. (2.6)

Konum uzayindaki marjinal olasilik dagilimlari i¢in hesaplar da benzer olarak asagidaki

gibi yapilabilir

W x,p dp=% dy dpe*?/h x —y px+y

= dydyx—ypx+y = xpx. (2.7)
Bir A islemcisine faz uzayinda karsilik gelen fonksiyonu ti¢lincii boliimde verilen;
Axp = dye*™Phx—y Ax+y (2.8)

Ifadesini kullanarak bunun Wigner fonksiyonuyla ¢arpimmin tiim faz uzay: iizerinden

integrali alinirsa;

I = W x,p A x,p dxdp

1 ’ 2i(y+y"p/h ! !
= dydy'dxdp e?0*YIP/h x —ypx+y x—y Ax+y (2.9)

yazilabilir. Burada 6nce p iizerinden ve sonra y’ iizerinden integral alinirsa

!/

I = dydy'dx a6 y+y x—ypx+y x—y Ax+y

1
zh
I= dydxx—ypx+y x+yAx—y (2.10)

elde edilir. Simdi u = x + y ve v = x — y degisken degistirmesi yapilirsa;

u+v u—v
2

X =
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dxdy = dudv (2.11)

oldugundan;

I= dudvvpu udAv = dv vpAv =Tr pA (2.12)

ve sonug olarak

Ay=Tr pA = W x,p A(x,p)dxdp (2.13)

esitligi ispatlanmis olur.
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EK 3 Simplektik Doniisiimler ve Williamson Teoremi

Gaussiyen durumlarin teorik ve deneysel analizinde bu durumlarin karakterini koruyan
tiniter doniisimler O6nemli bir rol oynar. Bu {niter doniisiimler karesel alan
islemcileriyle fretilir. Bu donilisimlerden en temellerinden Dbiri  simplektik

doniistimlerdir. Bu dontigiimler asagidaki gibi tanimlanir:
STS =0 (3.1)

2N boyutlu faz uzay1 tizerinde simplektik doniisiimiin S elemanlar1 Sp(2N, R) grubunun
elemanlaridirlar. Bu doniisiimler ilk momentler {izerine ¢izgisel etki eder ve kovaryans

matrislerini;
SVST =y’ (3.2)

seklinde doniistiiriir. (E3.1) ifadesinden detS=1, VS eSp(2N,R) oldugu
anlagilmaktadir. Uygun faz kaydiricilarla ve sikistirma islemcileri ile bu ¢esit simplektik
doniisiimler gerceklestirilebilir. Ornegin iki kipli sikistirma islemcisine karsilik gelen

simplektik doniisiim asagidaki gibi tanimlanabilir.

coshr 0 sinhr 0

_ 0 coshr 0 —sinhr
Sij T = sinhr 0 coshr O (3.3)
0 -—sinhr 0 coshr

S; j(r) matrisi i ve j kipleri iizerine etki eder. Bu yolla iki kipli sikistirilmis durum igin

kovaryans matrisi,

V8 r =S8 r 1ST.(r 3.4
i.j ) i.j

doniistimil ile edilebilir ve agik olarak asagidaki gibi ifade edilir,

cosh2r 0 sinh2r 0

sq _ 0 cosh2r 0 —sinh2r
Vij T = sinh 2r 0 cosh2r 0 (3-5)

0 —sinh2r 0 cosh2r
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Agikca goriilmektedir ki iki kipli vakum durumunun sikistirilmis durumlarimin

kovaryans matrisleri 4x4 birim matristir.

Simplektik doéniistimlerinin 6nemli bir 6zelligi Williamson teorimi geregi Gaussiyen
durumlarin kovaryans matrislerini, normal kiplerin bazinda koésegenlestirmeleridir.

Williamson teoremini agagidaki gibi ifade edebiliriz.

Teorem: V, 2N boyutlu gercel, simetrik ve pozitif tanimli bir matris olsun, Oyle bir
S € Sp(2N, R) doniisiimii vardir ki,

STVS =D?  D? = diag(Ky, Ky, ., Ky, K1, Ko, o, Kiy) (3.6)

Ispat: 2N boyutlu kdsegen D kosegen matrisinin N bagimsiz degiskene bagli olduguna
dikkat edelim. Sp(2N,R) grubunun S elemanlar1 asagidaki kosula bagli olarak

tanimlanir.

0 1

T — —
sTOs=0 0=0

(3.7)
STNS = 0 ifadesinden detS = +1 olabilecegi diisiiniilebilir ama simplektik doniisiim
elemanlarinda detS = 1 olarak belirlenir. Baska bir deyisle Sp(2N, R) basit baglantili
olmayan tek bir baglantili parca igermektedir. Aslinda her n > 1 igin Sp(2N,R)
grubunun baglantililik 6zelligi ¢emberinki ile aynidir.

En genel durumda S € GL(2N,R) ve R € 0(2N) olmak iizere STVS = D?
doniisiimiinden S =V~Y2RD  olarak bulunur. D,R,V=Y%2  Sp(2N,R)’nin
elemanlaridirlar. Bununla beraler asagida gostrilecegi gibi D, R’nin V’ye bagli olarak

secilmesi durumunda V~Y/2RD , Sp(2N, R) nin bir elamanidur.

NT = — 0 oldugundan M = V~Y2QV~1/2 antisimetriktir. Bu yiizden dyle bir R €
SO 2N matrisi vardir ki;

0 0

Ty-1/207-1/2p —
RTV2QvPR = )

0 >0 vekosegen (3.8)
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Kosegen pozitif tanimli bir,

_ oz 0

D 0 0-1/2 (3.9)
matrisi tanimlanirsa;
DRTV~Y2QV~Y2RD = (3.10)
esitligi elde edilir.
S=V~-Y2RD (3.11)
olarak yazilirsa
STS =0
STVS = D? : kdsegen. (3.12)

Dontistimii yazilabilir.

V' kovaryans matrisi S € Sp(2N, R) yardimiyla kosegenlestirilebilmektedir.
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