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1. GIRIS Erkut BOLAT

1. GIRIS

Belirsizlik iceren problemleri matematiksel olarak modellemek klasik mantik kural-
lartyla her zaman miimkiin olmaz, olsa bile her durum i¢in farkli farkli analiz yontemliri
uygulamak gerekir ki bu uygulamalar ¢ogu zaman sistematik olmaz. Ciinkii Aristo
mantiginda dogruluk degerleri 1 veya O olup ara degerler gdz ardi edilir. Oysa giinliik
hayatta karsilasilan problemler sadece dogru veya yanlistan ibaret degildir. Ozellikle
sosyal bilimlerde karsilagilan problemlerde siyah ve beyazin diginda gri tonlara da ihtiyac
vardir. Bu nedenle bu belirsizliklerle basa ¢ikmak icin yeni matematiksel modellemeler
gelistirilmigtir. Bulanik kiime teorisi (Zadeh, 1965), yaklagimli kiime teorisi (Pawlak,
1982), sezgisel bulanik kiime teorisi (Atanassov, 1986) ve esnek kiime teorisi (Molodtsov,
1999) bu modellemelerden en 6nemli olanlaridir. Ozellikle bulanik mantik bu mod-
ellemelerin hepsine kaynak tegkil etmektedir.

Klasik mantik anlayisinda bir énermenin dogruluk degeri 0 veya 1 olarak kabul
edilmis ve tiim mantik kurallar1 bu kabule gore sekillenmistir. Bu mantik kurallar ile
her seyi modelleyemeyecegini goren Liitfi Alizade 1965 yilinda bulanik kiime (fuzzy set)
teorisini ortaya atmistir. 11k bakista bilim adamlarina ters gelen bu teori daha sonra kabul
gormiis ve genis bir uygulama alan1 bulmugstur. Matematigin ve hatta hayatin hemen
hemen her alaninda kullanilmagtir.

Bu teoride temel olarak bir 6nermenin dogru ya da yanlis olmasmin diginda ara
degerlerinde oldugu hesaba katilmistir. Bir 6nermenin dogruluk degeri 0 yada 1 olmanin
disinda [0,1] araligindaki her degeri alabilir. Bunun icin bir iiyelik fonksiyonu yardimiyla
onermelerin liyelik degeri elde edilir. Bulanik kiime teorisi 6zellikle miihendislik ve
sosyal bilimlerinde ¢cok genis uygulama alanina sahiptir.

Belirsizliklerle ilgili problemlere uygulanmak tizere gelistirilen bir diger teori de es-
nek kiime teorisidir. 11k defa 1999 yilinda Molodtsov tarafindan ortaya atilan esnek kiime
teorisi ile bulanik kiimelerdeki iiyelik fonksiyonunun insasindan kaynaklanan problem-
leri de ortadan kaldirmistir. Molodtsov (2004) esnek kiime teorisimi matematigin bircok
alanina ozellikle analize uygulamigtir. Siirekli diferansiyellenebilir fonksiyonlar, oyun
teorisi, yoneylem arastirmasi, Riemann integrali, Perron integrali, olasilik teorisi, 6l¢iim
teorisi de esnek kiime teorisini bagariyla uygulandig: alanlardir.

Molodtsov (1999) yaptig1 ilk calisgmadan sonra Maji ve ark. (2003) esnek kiimeler
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tizerinde cesitli igslemleri tanimladi ve temel 6zellikleri inceledi. Daha sonra Maji ve ark.
(2001, 2002) bulanik kiime ile esnek kiimeyi birlestirerek bulanik esnek kiime kavramini
ortaya atti. Chen ve ark. (2003) esnek kiimelerde parametre indirgemesi lizerine bir
calisma yapti. Mushrif ve ark. (2006), esnek kiime temelli siniflandirmalar baglikli bir
makale yayimladi. Molodtsov ve ark. (2006) tarafindan, esnek kiime teorisi lizerine
dayal1 bir analiz gelistirerek, esnek say1, esnek tiirev, esnek integral gibi kavramilar tanitti.
Ayrica bulanik esnek fonksiyon ve bulanik esnek homomorfizma tanimlarina yer verdi.
Aktas ve Cagman (2007) esnek gruplar1 tanimladi ve temel 6zelliklerini elde etti. Daha
sonra Cagman ve Enginoglu (2010), tiimleyen ve fark isleminde ortaya ¢ikan bazi prob-
lemler nedeniyle esnek kiime islemlerini yeniden tanimladilar. Babitha ve Sunil (2010)
tarafindan ilk kez esnek bagintilar ve fonksiyonlar tanimlandi. Daha sonra Gong ve ark.
(2010) tarafindan birebir 6rten esnek kiimeler ve islemler tanitildi. Qin ve Hong (2010),
ayn1 yil esnek esitlik tanimini yapti. Majumdar ve Samanta (2010) esnek fonksiyon
tizerine bir ¢caligma yayimladilar.

Bulanik kiime teorisinde cebirsel yapilarn ilk olarak 1971 yilinda Azriel Rosen-
feld incelemistir. Yaptig1 ¢alismada bulanik grubu tanimlamis ve klasik grup teorideki
sonuglara benzer sonuclar elde etmistir. Daha sonra bircok matematik¢i analoji
yoluyla cebirsel kavramlart bulanik kiime teorisine uygulamis ve bulanik cebir teorisi
sekillenmigtir. Bunlarin ilklerinden bazilar1 asagida verilmistir.

Anthony ve Sheerwood (1979) t-normu baz alarak bulanik grubu tekrar tanimladi. Ve
bu sartlara gore bulanik grubun 6zelliklerini verdi. Liu (1982) bulanik normal alt gru-
plar ve bulanik idealleri arastirdi. Mukherjee ve Bhattacharya (1984) bulanik normal
alt gruplar ve bulanik yan kiimeler iizerine calisti. Mujherjee ve Bhattacharya (1986,
1987) grup teorideki bircok kavramin bulanik analojisini verdiler. Akgiil (1988) bu-
lanik normal altgrup ve bulanik seviye altgruplari tanimladi ve bazi1 6zelliklerini aragtirdi.
Dixit (1990) ve arkadaslar seviye alt gruplarini ve bulanik alt gruplarin birlesimini in-
celedi. Asaad (1991) ve Filep (1992) bir grubun bulanik alt gruplarini olusturmak i¢in
stratejiler lizerinde, Kumar ve ark. (1992) bulanik normal alt gruplar1 ve bulanik boliim
gruplan iizerinde ¢alistilar. Ajmal ve Prajapati (1992) bulanik normal alt grubun ho-
momorfik goriintiisiiniin karakterini inceledi. Abou-Zaid (1993) normal bulanik altgru-

plarin degismeli idempotent yaribasit yarigrup oldugunu gosterdi. Kim (1994) grubunun



1. GIRIS Erkut BOLAT

bir elemaninin bulanik mertebesi kavramini ortaya att1 ve grup teorideki bir¢cok 6zelligin
analojisini elde etti. Makamba (1992) bulanik gruplarin i¢ ve dis direkt carpimlarini ve
bulanik gruplarin izomorflugunu inceledi ve Ray (1999) bulanik alt gruplarin bulanik alt
kiimelerinin ¢arpimu {izerine ¢alist1.

Bulanik ¢arpimlar ile ilgili ilk calisma Foster (1979) tarafindan yapildi. Bu caligmada
Foster Rosenfeld’in tanimini kullanarak bulanik altgruplarin ¢arpimi kavramini ortaya
att1. Sherwood (1983) t-normlardan yararlanarak bulanik altgruplarin carpiminin yapisin
inceledi. Abu Osman (1984) Anthony ve Sherwood’un bulanik altgrup tanimindan yarar-
lanarak bulanik altgrup kavramini yeniden inceledi. Daha sonra Abu Osman (1987) bir
grubun bulanik altgruplarinin t-¢carpiminin bazi 6zelliklerini ve bulanik altgruplarin i¢ bu-
lanik i¢ direkt carpimi konusunu inceledi. Makamba (1992) bulanik altgruplarin i¢ ve
dis direkt carpimini ve i¢ direkt ¢carpimin dig direkt ¢carpima izomorf oldugu durumlari
inceledi.

Esnek kiimeler iizerindeki cebirsel yapilar ilk kez Aktas ve Cagman (2007) tarafindan
yayimlanan esnek kiimeler ve esnek grup isimli calismayla tanimlandi. Sonra, Feng ve
ark. (2008) esnek yar1 halkayr tamimlayip temel 6zelliklerini incelediler. Jun (2008)
esnek BKC/BCI cebirlerini tanimladilar. Yine Jun ve ark. (2008) BCK cebirlerindeki
degismeli ideallere esnek kiime teorisini uyguladilar. Daha sonra Park ve ark. (2008)
esnek W S-cebirlerini incelediler. Jun ve Park (2008) BCK/BCI cebirlerindeki ideallere
esnek kiime teorisini uyguladilar. Sun ve ark. (2008) esnek modiiller tizerine bir calisma
yaptilar. Jun ve Kim (2009) Pseudo d-cebirlerini tanimladilar. Jun ve ark. (2009) es-
nek kiime teorisini d-cebirlerine uyguladilar. Jun ve ark. (2009) BCK-cebirlerinin es-
nek p-ideallerini incelediler. Jun ve Park (2009) Hilbert cebirlerinde esnek kiimelerin
uygulamalarini aragtirdilar. Jun ve ark. (2010) bulanik esnek kiime teorisini BCK /BCI-
cebirlerine uyguladilar. Acar ve Tanay (2010) esnek halka kavramini tanimladilar. Zhan
ve Jun (2010) bulanik kiimelere dayali olarak esnek BL-cebirlerini tanimladilar. Atagiin
ve Sezgin (2011) cisimlerin, halkalarin ve modiillerin esnek yapilar: iizerinde galistilar.
Inan ve Oztiirk (2011) bulanik esnek halka ve bulanik esnek modiilii tanimladilar. Sezgin
ve Atagiin (2011) esnek ve normal esnek gruplar iizerine bir ¢alisma yaptilar. Yamak ve
ark. (2011) hiper yapilar iizerine bir ¢calisma yaptilar. Yang (2011) bulanik esnek yarigrup

ve bulanik esnek ideal kavramlarim literatiire kazandirda.
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Cagman ve arkadaslar1 (2011) Rosenfeld’in grup tanimina analoji yaparak esnek
kiime teorisinde grup i¢in yeni bir tanim verdi ve bunu esnek int-grup olarak adlandirdi.
Bu tanim Aktas ve Cagman’in daha onceki esnek grup tanimindan tamamen farkli idi.
Daha sonra Cagman ve arkadaslar1 (2012) yeni grup tanimi kullanarak esnek int-halkay1
tanimlayip temel bazi1 6zelliklerini elde etti. Kaygisiz (2012-1) esnek int-gruplarin bazi
ozelliklerini elde etti. Kaygisiz (2012) normal esnek int-grubu ve 6zellilerini inceleyip

esnek int-gruplar iizerinde boliim gruplari inga etti.
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2. GRUP VE BAZI TEMEL OZELLIKLERI

Tanim 2.1 G bos olmayan bir kiime ve * bu kiime iizerinde bir ikili iglem olsun. Bu

takdirde (G, *) ikilisine grupoid denir.

Tanim 2.2 G bos olmayan bir kiime ve * bu kiime iizerinde bir ikili islem olsun. Buna

gore eger asagidaki sartlar saglanirsa (G, x) cebirsel yapisina bir grup denir.
1. Hera,b,c € Gigin ax (bxc) = (ax*b)*c (birlesme dzelligi)
2. Oyle bir e € G vardir ki her a € G icin a* e = exa = a dir. (birim eleman)

3. e, G nin birim eleman1 olmak iizere, G kiimesindeki herbir a elemant i¢in

axd =d*a=e
olacak sekilde ' € G vardir. (¢’ elemanina g-nin tersi denir ve a~! ile gosterilir.)

Eger sadece (1) saglanirsa G ye yar1 grup; (1) ve (2) saglanirsa G ye monoid denir.

Tanmm 2.3 (G, ) bir grup ve H, G nin bog olmayan bir alt kiimesi olsun. Eger H, G
grubundaki isleme gore bir grup ise (H, ) grubuna (G, *) grubunun bir alt grubu denir

ve H < G seklinde gosterilir.
Teorem 2.4 (G,x) bir grup ve ¢ # H C G olsun. Bu taktdirde H < G olmasi i¢in gerek
ve yeter sart her a,b € H i¢in axb~! € H olmasidur.

Tanmm 2.5 G bir grup ve N < G olsun. Eger, her g € G icin gN = Ng oluyorsa N ye G

nin normal alt grubu denir ve N < G ile gosterilir.

Teorem 2.6 G bir grup ve N < G olsun. Buna gore asagidaki 6nermeler birbirine denktir.
1. Her g € G ve hern € N icin gng~! € N dir.
2. Her g € Gicin gNg~! C N dir.
3. Her g € Gicin gNg~! = N dir.

4. Her g € Gicin gN = Ng dir.
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3. GRUPLARIN DIREKT CARPIMLARI

Bu boliimde dis ve i¢ direkt ¢carpimlar incelenecektir.

Bundan sonra I kiimesi, I = {1,2,...n} sonlu indis kiimesini temsil edecektir.
3.1 Dis Direkt Carpim

Tanim 3.1 Ay,A;,...,A, kiimelerinin kartezyen carpimi
A1 XAy X ...xAn:{(al,az,...,an) ja; € A, iEI}

seklindeki siral1 n-lilerden olusan kiimedir.

Eger n = 1 ise kartezyen carpim sadece kiimenin kendisi olarak kabul edilecektir.
Teorem 3.2 G,Go,...,G,, sonlu gruplar ve
G=G XGyX...xGy :{(817827”-7&1) $8i eGia ZGI}

olsun. Bu kiime her (g1,82,-..,8n), (8],85,---,&,) € G i¢in

(81.82,---:8n) (81,85 ---,8n) = (8181,8285: - -, 8n&)

seklinde tanimlanan igleme gore bir gruptur. Burada her i € [ i¢in g; ile g} arasindaki islem

G; grubunun islemidir.

Tanim 3.3 G;,G»,...,G,, sonlu gruplar ve
G=G1xGyx...G,={(g1,82,---,8n) : & €Gi, i €1}
olsun. Bu kiimeye Gy, G2, .. .G, gruplarinin dis direkt carpimi denir ve
G:fIGi:Gl X Gy X ... xGy

icl

seklinde gosterilir.

Teorem 3.4 G = G| X G3 X ... X G, olsun. Her i € [ icin e; ler G; gruplariin birim

elemanlar1 olmak tizere
Ki={(e1,e2,...,€i-1,8i,€i+1,...,en) € G: g € G;}

seklinde G nin bir alt kiimesini ele alalim. Bu takdirde K; < G dir.
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Ispat: Her g, ¢’ € K; icin g(¢/)~! € K; oldugunu gostermeliyiz. Simdi

g=(e1,€2,...,€i_1,8i,€it1,---,€n), & € G;
ve
g =(e,er,....ei 1,8€ir1,...,,), g €G;i
elemanlarinmi alalim. O halde
g(g) = (e1,€2,...,€i 1,8is€it1s---sen)(e1,e2,....ei 1,8 eirt, .. en) "
= (en,e2,...,ei-1,8i(g)  Leirt,....en)
yazariz. g, g € G; ve G; grup oldugundan g;(g!)~! € G; olur. Bu yiizden g,g’ € K; dir.

Dolayisiyla K; < G dir.

Teorem 3.5 G = G| X G2 X ... X G, olsun. Her i € I icin g; € G; ve e; ler G; gruplarinin

birim elemanlar1 olmak tizere

Ki — {(617627'"7ei—1agi7€i+17"'7gn) S G:gi S Gl}
seklinde G nin bir alt kiimesi olsun. Bu takdirde her i € I icin K; = G; dir.

ispat: 0:G;i — K;, g € G; olmak iizere

(Pi(gi) = (61, < €i-1,8i,€i41,y--- 76")

seklinde tanimlanan doniistimiin bir izomorfizma oldugunu gostermeliyiz.

1)Heri eI veher g;, g € G igin

0i(gi) = 0i(g) = (e1,...ei1,8i,€it1,--,en) = (€1,€2,...,€i 1,8}, €it1,--,€n)
= gi=g
oldugundan ¢@; 1-1 dir.
2) Her i €I ve (e1,...€i-1,8i€i+1,---,6n) € K; igin  @(g) =
(e1,...€i—1,8i,€it1,---,ey) olacak sekilde bir g; € G; vardir. Bu nedenle ¢; 6rtendir.

3) @; nin homomorfizma oldugunu gosterelim. Her i € I ve g;, g} € G; i¢gin
0i(gig;) = (e1,...€i1,8igis€it1,---en)
/
= (e1,...€i-1,8i,€it1,---,€n)(€1,...€i1,8i €it1s---,€n)

= 0i(g)0i(g)
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oldugundan @; bir homomorfizmadir.

Bu ii¢ sart da saglandigindan @; izomorfizmadir. Dolayisiyla K; = G; dir.

Ornek 3.6 Z, = {0,1} ve Z3 = {0,1,2} toplam gruplarini ele alalim.

ZZXZ3 {(6 6)7(6’T>7(67§>7<T76)7(T7T)’(67§)}

dis direkt carpimi bir gruptur.

Ornek 3.7
={x€Z" :x <6 veebob(x,6) =1} = {1,5}

kiimesinin (mod 6) da carpim grubunu ve

={x€Z" :x<8veebob(x,8)=1}={1,3,5,7}

kiimesinin (mod 8) de ¢carpim grubunu ele alalim.

Zigy x gy = {(L1),(1.3), (15),(17), 5.1), 53, 5.5), 6.}
dis direkt ¢arpimu bir gruptur.
Ornek 3.8 G| = {e,a,b,ab} Klein 4-grubu,
G, =A3={(1),(1,2,3),(1,3,2)} alterne grubunu alalim

Bu durumda bu gruplarin dis direkt ¢arpimi

G1XG2:{(€,( )

(e,(1,2,3)),(a, (1,2,
(e,(1,3,2)),(a,(1,3,
olup, bu yap1 bir gruptur.

3.2 I¢ Direkt Carpim

Tanim 3.9 G bir grup ve her i € I i¢in A;, G nin alt kiimeleri olsun.

fIA,- = {Hx,- | x; € Aj, iel}

icl il
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kiimesine A; lerin i¢ ¢carpimi denir.

Tanim 3.10 Her i € [ i¢in G;, G nin altgruplar olsun. e, G nin birimi olmak iizere,
asagidaki sartlar saglanirsa G ye G; altgruplarinin i¢ direkt carpim denir ve G = [[ G;

icl
seklinde gosterilir.

1. G=TIG;

iel

2. Heri,jelvei# jicinx; € G;vex; € Gj = xixj = XX;

3. Herjel,G;N( 1 G)={e}
iel\{j}

Eger i € I\ {j} tek elemanl bir kiime ise, mesela {i,} ise bu durumda ( [] G;) =
iel\{j}
G, seklinde yazanz.

Ornek 3.11 G = Z>(k20) ={x€Z":x<20ve (x,20) = 1} (mod 20) de ¢arpim grubunu

inceleyelim. Bu grubun

7Z5(20) = {x € Z?zo) :x = 1(mod5)}
ve
74(20) = {x € Zyg) : x = 1(mod4) }

alt gruplarin1 alalim. Bu gruplarin elemanlari
Z?zo) = {1,3,7,9,11,13,17,19}, Zs5(20) = {1,11} ve Z4(20) = {1,9,13,17}
seklinde elde edilir. Bu gruplarin ¢arpimi

74(20)-Z5(20) = {1.1,1.9,1.13,1.17,11.1,11.9,11.13,11.17}
= {1,9,13,17,11,19,3,7}

= {1,3,7,9,11,13,17,19}

olur. Bundan dolay1
1) G = Z4(20)- Zs(20) olur.
2) Tamsayilarda (mod n) ye gore ¢carpma isleminin degisme 6zelligi oldugundan ikinci

sart saglanir.
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3) Z4(20)N Zs(20) = {1} dir.
Dolayisiyla Z4(20). Zs(20) carpimi G nin bir i¢ direkt ¢arpimdir.

10
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4. ESNEK KUMELER

4.1 Esnek Kiimeler

Esnek kiimeler ilk olarak Molodtsov (1999) tarafindan ortaya atilmistir. Sonra Maji
ve ark. (2003) esnek kiimelerde bazi islemleri tantmlamigtir. Daha sonra Cagman ve En-
ginoglu (2010) bu islemler iizerinde degisiklikler yapmustir. Bu boliimde Cagman ve En-

ginoglu’nun ¢aligmalar1 g6z Oniine alinarak esnek kiimelerle ilgili bazi bilgiler verilmistir.
Tanim 4.1 U ve E bogtan farkli herhangi iki kiime olmak tizere
f:E—P)

kiime degerli fonksiyonuna U {izerinde bir esnek kiime denir. Buna gore bir f esnek
kiimesini

f= {(x,f(x)) :xEE}
biciminde ikililer kiimesi olarak yazabiliriz (Molodtsov, 1999).

Parametreler ciimlesi £ olan farkli esnek kiimeler f1, f>, f3,... veya f, g, h, .. .seklinde
gosterilir. Eger A C E ve x € E\A i¢in, f4(x) = ¢ oluyorsa bu esnek kiime f4 seklinde
gosterilir. Ayrica parametreler ciimlesi A olan farkli esnek kiimeler f4, g4, 54, ... seklinde
gosterilir.  Bir esnek kiimede bir elemanin goriintiisii bos ise bu eleman esnek kiime
icerisinde gosterilmeyecektir. U iizerinde parametre kiimesi £ olan tiim esnek kiimelerin

kiimesi Sg(U) seklinde gosterilir.

Ornek 4.2 Bir araba sirketine araba almak i¢in talepte bulunan adaylarin kiimesi U =
{ui,up,u3,us,us,uq} olsun. Bu sirketteki arabalar, “klimali”, “ABS’li”, “Far Sensorlii”,
“Park Sensorlii” ve “kamerali’dzelliklere sahip olsun. Bu 6zellikleri parametre kiimesi
ile gosterelim. Bu parametrelerii = 1,2, 3,4, 5 olmak {izere sirasiyla x; ile isimlendirirsek,

parametreler kiimesi £ = {x;,x2,x3,X4,xs5} olur.

11
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A ={x2,x4,x5},B = {x1,x3,x4} C E olmak iizere, araba talepleri

Jalx2) = {u2,u4,u6}
Jalxs) = {ur,uz,us}
falxs) = {uz,us}
ge(x1) = {ur,u3,u4,us}
ga(x3) = {ur,u3,uc}
gp(xa) = {ur,uz,u3,us}
ha(xp) = 0

ha(x4) = {uo,u3,u4}
ha(xs) = U

biciminde oldugu kabul edilirse, bunlarin olusturacagi f4, ggp ve hy esnek kiimeleri

sirastyla

fa = {(xz,{uz,u4,u6}),(X4,{u1,u2,u5})(xS,{u3,u5})}
gp = {(xl,{ul,u3,u4,u5}),(x3,{u1,u3,u6})(x4,{u1,u2,u3,u5})}

hy = {(x4,{u2,u3,u4}), (xs,U)}

olarak bulunur.

Tanmim 4.3 Her x € E igin f(x) = 0 oluyorsa f esnek kiimesine bos esnek kiime denir ve

fo ile gosterilir (Cagman ve Enginoglu, 2010).

Tanim 4.4 Her x € E i¢in f(x) = U oluyorsa f esnek kiimesine evrensel esnek kiime

denir ve fz ile gosterilir (Cagman ve Enginoglu, 2010).

Tanmm 4.5 f,g € Sg(U) olsun. Eger her x € E i¢in f(x) C g(x) oluyorsa f esnek
kiimesine g esnek kiimesinin alt esnek kiimesi denir ve fCg seklinde gosterilir (Cagman

ve Enginoglu, 2010).
Tammm 4.6 f.g € Sg(U) ise

f0g = {(r.f(x) Ug() :x € E}

esnek kiimesine f ve g esnek kiimelerinin esnek birlesimi denir (Cagman ve Enginoglu,

2010).

12
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Tanim 4.7 f,g € Sg(U) ise

fig = { (. fx)Ng(x)) :x € E

esnek kiimesine f ve g esnek kiimelerinin esnek kesisimi denir (Cagman ve Enginoglu,

2010).

Ornek 4.8 U = {ur,up,uz,us}, E = {x1,x2,x3,x2}, A = {x1,x4} ve B= {x2,x4} olsun.

Ja = Al {ur,us}), (s, {us,ua}) }
/B = {()Q,{Ltz,bg}),(X4,{u1,u2,u4})}

olarak tanimlanirsa

faOfp = {(x1,{ur,us}), (x2,{uz,u3}), (xa,U)} ve fafp = {(xa,{ua})}

olur.

Teorem 4.9 f € Sg(U) igin,

L. fOf=f
2. fOfs=f
3. fOfs = f&

(Cagman ve Enginoglu, 2010).

Teorem 4.10 f € Sg(U) igin,

L faf=f
2. fﬁf(b:f(p
3. fMfg=1

(Cagman ve Enginoglu, 2010).
Teorem 4.11 f,g,h € Sg(U) igin,
1. fOg=g0f
2. (fUg)0h = fU(g0h)

13
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3. fO(gNh) = (fOg)N(fOh)
(Cagman ve Enginoglu, 2010).
Teorem 4.12 f,g,h € Sp(U) icin,

1. fRg=gNf

2. (fNg)Nh = fN(gNh)

3. f0(g0h) = (fNg)O(fNh)

(Cagman ve Enginoglu, 2010).
4.2 Esnek int-Grup

Tanim 4.13 G bir grup ve f € Sg(U) olsun. Bu takdirde her x,y € G igin,

fxy) 2 f(x)N f(y)

ise, f ye U lizerinde bir esnek int-grupoid denir. Ayrica f, U lizerinde bir esnek int-
grupoid ve f, her x,y € G i¢in,

Fae ) =f()
sartini1 saghyorsa f ye U iizerinde bir esnek int-grup denir (Cagman ve ark., 2011).

Burada hemen belirtelim ki f(x~') = f(x) sart1 f(x~!) D f(x) sartina denktir.

Bu tanim1 g0yle genisletebiliriz.

Eger G, bir yar1 grup ve her x,y € G igin f(xy) 2 f(x) N f(y) ise f ye esnek int-yari
grup denir.

Eger G, bir monoid, her x,y € G igin f(xy) 2 f(x)N f(y) ve herx € G i¢in f(e) DO f(x)
ise f ye esnek int-monoid denir. Bundan sonra, U iizerinde parametreler ciimlesi G olan

tiim esnek int-gruplarin ciimlesi S”C’;(U ) ile gosterilecektir.

(")rnek 414 G =74 = {6,T,§,3} , U= {ul,uz,ug,u4,u5} ve
f=1{0,U},(A,{ur,us,us}), (2, {ur,uz,u3,us}), (3, {u1,us,us})} olsun.

14
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f nin esnek int-grup olup olmadigini inceleyelim.

Ik olarak f(xy) 2 f(x)Nf(y) sartim kontrol edelim. x =0, y =1 igin

—

oldugundan f(0+1)D

oldugundan f(1+2)D

x=1,y=23 igin

oldugundan f(1+

U
{u17u37u4}
f(T) = {M17M3,M4}

{u17u37u4}

{M],l/l3,l/l4}
f(z) - {l/ll,l/lz,l/l3,u4}

{ur,uz,us}

{ur,us,us}
{u17u27u37u4}
f(g) - {l/tl,l/l3,l/l4}

{ur,u3,us}

= {M17M37M4}
= {ul;u3au4}
f0)=U

= {ur,u3,us}

15
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f2) = {ur,u,u3,u4}
f3) = {ur,uz,us}
f2+3) = f(1) ={ur,u3,us}
fQ)NfB3) = {uus,us}

oldugundan f(2+3) D f(2) N f(3) dir. Dolayisiyla f(xy) 2 f(x)N f(y) sarti saglanir.
Simdi de f(x) = f(x~!) sartim inceleyelim.

f(0)=U=f(-0)= f(0)
fO) ={uus,u} = f(=1) = f(3)
fQ2) = {ur,uz,u3,us} = f(=2) = f(2)
f3) ={ur,uz,us} = f(=3) = (1)

oldugundan f(x) = f(x~!) sarti1da saglanir. Bu nedenle f, G iginde bir esnek int-gruptur.

Teorem 4.15 f € SE.(U) ve xi,x2,...,x, € G ise

Ffxixa...xn) 2 flx)Nf(x2) M. fxn)
dir.

Teorem 4.16 f € S.(U) olsun. Bu takdirde her x € G i¢in f(e) 2 f(x) dir. (Cagman ve
ark., 2011).

Teorem 4.17 f € SE.(U) ise, herx € Gven € Zigin f(x") D f (x) dir (Kaygisiz, 2012).

Ispat: Her x € G ve n € Z olsun. Bu taktirde, n > 0 icin

f&x") = flxx...x)

16
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n < 0i¢in n = —k olsun
f@) = [ =) =
D fahHnsahHn.nfe!
= fx)Nfx)N...Nf(x)
= flx)
n = 0i¢in

oldugundan
fle) 2 f(x)

elde edilir. Dolayisiyla her x € G ve n € Z igin f (x") 2 f(x) olur.
Tanim 4.18 f € S%,(U) olsun. Bu takdirde f nin e-kiimesi ey seklinde gosterilir ve
ey = {x€G: f(x) = f(e)}
olarak tanimlanir (Cagman ve ark., 2011).
Tamm 4.19 A C E ve fy € Sg(U) olsun. Bu takdirde f} kiimesi
fa={xeA: falx) # ¢}
olarak tanimlanir ve bu kiimeye f4 nin destek kiimesi denir (Cagman ve ark, 2012).

Teorem 4.20 f € S5.(U) ve H < G olsun. Bu taktirde f |z € S5,(U) olur.
(Kaygisiz, 2012).

Tanim 4.21 G bir grup ve f € Sg(U) olsun. Bu takdirde her x,y € G i¢in

flxy) = f(yx)

ise f ye Abelian esnek kiime denir (Cagman ve ark., 2011).

17
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Tamim 4.22 G bir grup ve f € SE(U) olsun. Her x,y € G i¢in f(xy) = f(yx) ise ya G
icinde bir normal esnek int-grup denir (Kaygisiz, 2012).
Not: U iizerinde parametre kiimesi G olan tiim normal esnek int-gruplarin kiimesi

NSE(U) ile gosterilir.

Sonuc 4.23 f € SE(U) olsun.f € NS (U) olmasi icin gerek ve yeter sart sart her x,y € G
icin, f(xyx~!) = f(y) olmasidir (Kaygisiz, 2012).

Ornek 4.24 Grup olarak
G=A3={(1),(1,2,3),(1,3,2)}

alterne grubu ve U = {uy,uy,u3,us,us} nesneler kiimesini alalim.

F={(1),0)),((1,2,3),{uz,u3,us}),((1,3,2),{us,u3,us })} esnek int-grubunu in-

celeyelim.

A (1,2,3) (D7) = £(1)(1,2,3) (1) = £((1,2,3))
= {u2’u3’u5}:f((172a3))

f((1,3,2)(1,2,3)(1,3,2)_1) = f((1,3,2)(1,2,3)<1,2,3))
= f((1,2,3)):{l/tz,l/t3,lxt5}:f((1,2,3))

£ (1,3,2) (D7 = £((1)(1,3,2) (1) = £((1,3,2))
= {w,uz,us} = f((1,3,2))

f((17273)(17372)(17273)71) = f((17273)(173?2)(17372)):f((17372))
= {u2>u37u5}:f((173>2))

bu durumda her x,y € G igin, f(xyx~!) = f(y) sart1 saglandigindan f € NS%.(U) dur.

Tanim 4.25 f1, /> € SgG(U ) ve fi C f> olsun. Bu takdirde her x,y € G i¢in

Alxy™) 2 Ailx) N AG)
ise fi e f> nin esnek normal int-altgrubu denir ve fi <1 f> seklinde gosterilir (Kaygisiz,

2012).
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Ornek 4.26 G = S3 permiitasyon grubu iginde tanimli

fi= {((U,U),((1,2,3),{u1,u3}),((1,3,2),{ul,u3})}

Ve

fr = {((1)71])’((1v2)7{u27u37u5})7((273)’{1"2?”3?”5})’ ((1,3),{142,143,145}),
((1,2,3),{ur,uz,u3,us}),((1,3,2),{ur,uz,u3,us})}

esnek int-gruplarmi alahm. f;C f> oldugu asikardir. £ (yxy~!) D f1(x) N fa(y) sartim
inceleyelim. x = (1,2,3),y=(1,2) i¢in

fl((l,Z)(l,Z,?))(],Z)*l) :fl((1>372)) = {u17u3}

fl((17273)0f2<(172)) = {u17u3}m{u27”‘37”5} = {u3}
f]((l,Z)(1,2,3)(1,2)_1) 2 fl((17273) ﬂfz((l,Z»

x=(1,2,3),y=(1,3) i¢in
fl((173)(172v3)(173)_1) = fl((la372)) = {u17u3}

f1((1,2,3)) N f2((1,3)) = {ur,uz} 0 {uz,uz,us} = {us}
f1(<173>(17273)(173)71) 2 fl((17273))mf2<(1?3))

x=(1,2,3),y=(2,3) icin
£1(2,3)(1,2,3)(2,3)7 Y = £1((1,3,2)) = {uy,u3}

J1((1,2,3)) N f2((2,3)) = {ur,us} N{uz,u3,ust = {us}
fl((2a3>(17253)(2’3)71> 2 f1((1,2,3))ﬂf2((2,3)>

X = (1,3),y: (1,2,3) i¢cin
fl((17273)(173)(17273)_1)) :fl((laz) =¢

f]((173))ﬂf2((1,273)) :¢m{u27u37”5}:¢
fl((17273)(173)(1=273)_1)) 2f1((1=3>)mf2((152a3))
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x=(2,3),y=(1,3,2) i¢in
£i((1,3,2)(23)(1,3,2)7)) = f1((1,2)) = ¢
11((2,3))Nf2((1,3,2)) = 0 N{uz,u3,us} = ¢
£1((1,2,3)(2,3)(1,3,2) 7)) 2 f1((2,3)) N /2((1,3,2))
x=(2,3),y=(1,2) igin
£1((1,2)(2,3)(1,2) 7)) = f1((1,3,2)) = {ur,u3}
Ni((2,3))Nf2((1,2)) = ¢ N{uz, u3,us} = ¢
£((1,2)(2,3)(1,2) 1) 2 f1((2,3)) N A((1,2))

diger elemanlarda benzer sekilde gosterilebilir. Dolayisiyla fi(yxy~!) D f1(x) N f2(y)

sart1 saglandigindan dolay1 f1<I f> olur.
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5. ESNEK GRUPLARIN DIREKT CARPIMLARI

5.1 Esnek Gruplarin Dis Direkt Carpimi

Bu boliimde esnek dis direkt carpim tanimlanacaktir.
Aksi belirtilmedikce bu boliimde, G; birim elemanlari e; olan gruplar olarak, ayrica G =
[1G; ve e = (e;)er olarak kabul edilecektir.

icl

Tanim 5.1 G =[] G; ve heri € I i¢in f; € Si,(U) olsun. Bu takdirde her (x;)
icl

icl 1¢1mn

(fl X f2 X ... X fn) (Xl,XQ, . ,xn) = (ﬁﬁ) ((xi),g]) = ﬁ,-gfi(xi)

il
seklindeki carpima f; lerin dis direk ¢carpim denir.

Burada (x;),.; ifadesi (x1,x2,...,x,) seklindeki siralilar1 n-lileri ifade etmektedir.

Ornek 5.2 Grup olarak G = {1,—1,i,—i} kiimesi iizerinde ¢arpim grubunu alalim ve

U= {I/ll,l/lz,l/l3,u4,u5} olsun.
fl = {(1,U),(—1,{u1,u2,u3,u5}),(i,{m,uz}),(—i,{ul,uz})}
= {(1,{u1,u3,u4,u5}),(—1,{u1,u3,u4}),(i,{ul,u4}),(—i,{ul,u4})}

esnek int-gruplarini alalim. Bu takdirde f; X f> =

{011, {{ur,uz,ua,us}), (1, =1), {ur,u3,ua}), ((1,0), {ur,uat), (1, —0), {ur,ua}),
((=1,1),{ur,u3,us}), (=1, =1),{ur,u3}), (= 1,0), {ur}), (=1, =), {w1}),

(& 1), {un}), (G =1),{ua }), (G 1), {un 3), (G =0), {ua }), (=4, 1) {u }),
(=6, = 1), {ur}), ((=4,0), {ur }), (=i, =0), {ua }) }

elde edilir.

Teorem 5.3 G =[] G; ve heri €I igin f; € S%. (U) olsun. Bu takdirde f; esnek gruplarinin
icl '

dis direkt ¢carpimi ﬁ fi € SE(U) dur.
iel
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Ispat: f = ﬁ fi veheri e licinx;,y; € G;olsun. Burada f; ler esnek int-grup oldugundan
i€l

filxive) 2 filx1)Nfiln)
Lx2y2) 2 falx2)N fa(y2)

JaGenyn) 2 fulxa) N fa(n)
olup bu ifadelerin taraf tarafa arakesitini alirsak
iy O 0 fa(xaya) 2 (F1(e) N f1 () OO () O fa ()
olur. Buradan da
Feynxy2, o xnyn) 2 (Ax) 00 fa() O (AL 00 fa ()

F(ex2, 0 x0) 015525 -2 Y0)) 2 F((1,%2, - 005%0)) O (1,525 4590))

elde edilir. Boylece f(xy) 2 f(x) N f(y) sarti saglanr.
Simdi  f(x) = f(x~!) sartimin saglandigim gosterelim. Her i € [ icin f; € S‘él_(U )

oldugundan

filx) = AGTY
hx) = A

Ju(xn) = f(x;])

olur. Taraf tarafa arakesitini alirsak

fl(xl)ﬂfz()Q) ﬂ...ﬂfn(xn) = fl(xfl) ﬂfz(xgl)ﬂ...ﬂf(xrjl)

f((x,x,0x) = AL Lx )

elde edilir. Dolayisiyla f = fI f; € SE(U) olur.
iel
Ornek 5.4 Ornek 3.8 deki G| x G grubunun bir alt grubu olan

Gix Gy = {(e,(1),(a,(1)),(e,(1,2,3)),(a,(1,2,3)),
(¢,(1,3,2)),(a,(1,3,2)) }

grubunu alalim. U = {u;,up,u3,us,us} olsun.
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Ayrica bunlar {izerinde tanimli

fi= {(evU)7 (av {u17u2’u4}}

fa= {((1)7U)a((lazﬂ?’)7{1’{2’”4})7((17372)7{u27u4})}

esnek kiimelerinin G/ ve G i¢inde esnek int-gruplar olduklar agiktir. Bu esnek gru-
plarin dis direkt ¢carpimini bulup bir esnek int-grup oldugunu gosterelim.

Bu esnek int-gruplarin dig direkt carpimi

[ o= (llglfz) ((xi)ser)
= (fixf2)(x1,x2)
= {((e,(1)),U),((a, (1)), {u1,u2,ua}), ((e,(1,2,3)) , {uz,ua}),
((a,(1,2,3)) ,{uz,ua}), ((e,(1,3,2)) ,{uz,ua}), ((a, (1,3,2)) , {uz,ua})}
seklinde elde edilir.
Simdi f € %, (U) oldugunu gostermek igin dnce f(xy) 2 /() N /()

sartinin saglandiginm gosterelim.

f(le; (1) (a, (1)) = f((a, (1)) = {u1,u2,us}
flleM)=U, f((a,(1))) ={ur,uz,us}
f(le; (1)) Nf((a, (1)) = {ur, u2, u4}

oldugundan
f(e; (1)) (a,(1))) 2 f((e, (1)) N f((a,(1)))
dir.
f((a,(1))(a,(1,3,2))) = f((e,(1,3,2))) = {uz,ua}
f((a, (1)) = {ur,u2,us} , f((a,(1,3,2))) = {uz, us}
f((a, (1)) N f((a,(1,3,2))) = {uz,us}

oldugundan

f((a,(1))(a,(1,3,2))) 2 f((a, (1)) N f((a,(1,3,2)))
dir.
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Diger elemanlarda benzer sekilde gosterilebilir.

Simdi de f(x~!) = f(x) sartimin saglangin1 gosterelim.

Flla, (1)) = f((a,(1))) = {ur,u2,ua} = f(a, (1))

f((ev (17372>)_1) = f((€7 (17273))) = {u27u4} = f((e7 <1a372)))

Diger elemanlarda benzer sekilde gosterilebilir. Bu nedenle f € S5, U) olur.

1><G2(

5.2 Esnek Gruplarn i¢ Direkt Carpim

Bu boliimde esnek i¢ direkt carpim konusu incelecektir.

G sonlu bir grup olmak iizere i € I i¢in x; € G ise []x; ifadesi x; lerin ¢carpiminm ifade
i€l
etmektedir. GOsterim kolaylig1 saglamak i¢in bunu []x; seklinde yazaca8iz.

Tanmm 5.5 Her i € [ icin, f; € Sg(U) olsun. f esnek kiimesi her x € G i¢in,

f(x) = U{(ﬂielfi(xi))]xi eG,iel, HX,‘ = x}

*
seklinde tanimlanir. f ye f; lerin i¢ carpimm denir ve f = [] f; ile gosterilir.
icl

Ornek 5.6 G olarak D3 Dihedral grubunu ve nesneler kiimesi olarak da U kiimesini

2

alalim. D3 Dihedral grubu u® = v? = e, uv = vu® sartlarin1 saglayan

D3 = {e,u,u?,v,vu,vu*} elemanlarindan olusur. Bu grup iizerinde f; ve f> esnek
kiimeleri ¢ C a5 C a4 C o3 C op € p C U saglayan o, 0, 03, 04,05 C U kiimeleri
i¢cin
o4 egerx =eise '

05 egerx=eise
o eferx=v

fi(x) = , fr(x) = o egerx=v,vu
o3 egerx=vu

2

¢  diger durumlarda

¢ diger durumlarda

\

seklinde tanimlansin. fy o f2 i¢ ¢arpimini bulalim.
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U{(Nicrfi (i) | i€ G, iel, [Jxi=e}

{file) N fale)} U{Ailw) N} U{fi(w?) N fa(u)}
U{A ) N A0 UL (i) 0 fa(vu U{fi(vu?) 0 fa(vi?) }
{aunasu{oneiu{e)ne;
U{omnogtu{asnetu{ona}
asUPUPURUPU

04

U{(Nicrfi (i) | xi € Gri e L] [xi = u}
{AwnfYu{fi(e)n L)} U{fi(w®)N f2(u)}
U{Ai0) N A2} UL ) N o) YU L (v) N favu) }
{pnasu{aanetu{pne}
u{pnetuf{anoitu{cne}

PUPUOUP Uz U = 03

U{(Mierfi (x:) | x; € Gi € L] [ xi = vu®}

{file) N L)} U{fi(?) N fo(e)} U{fi(u) N fo(v)}
U{fi () N ()} Ui () N fa(u®) Y Ui (vu) O fa(u) }
{faunontu{pnastu{asna}
U{oneiu{mnetU{asne}

ouUoUozUdUPU P

o3

Diger elemanlar da benzer sekilde bulunabilir.

Dolayisiyla f = f1.fo = {(e,03), (u,03), (u?,a2), (v, &g, (vu, &s), (vu*, &3 ) } elde edilir.

Tamm 5.7 f € S¢.(U) ve heri € I igin f; € S‘éi(U) olsun. Ayrica her i, j € I i¢in fi(e) =

fi(e) oldugunu kabul edelim.

Bu durumda, e8er
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(1) f=T%
(2) HericIigin f;<f dir.

(3) Herjeliginfin( I £)=(e,f(¢))
iel\{j}

sartlar1 saglanirsa, f ya f; esnek int-gruplarinin i¢ direkt carpimi denir ve f =[] f;
i€l
seklinde gosterilir.

Ornek 5.8
G =1Ly =1{x€ 7" :x <20 ve (x,20) =1} ={1,3,7,9,11,13,17,19}
(mod 20) de carpim grubunu ve

Z5(20) = {x€Z{yy :x=1(mod 5)} = {1,11}
Z4(20) = {x€Z{y :x=1(mod4)} ={1,9,13,17}

alt gruplarini ele alalim. Parametreler kiimesi bu gruplar olan esnek int-gruplar asagidaki

sekilde olsun.

fZE‘m):f - {(I,U),(3,{u1,u3}),(7,{u1,u3}),(9,{u1,u3,u4}),(11,{u1,u2u3,u4}),
(13,{ur,u3}), (17, {uy,us}), (19,{us,u3,us})}

fZ5(2O):f1 = {(17U)7(117{u17u2u37u4})}
fzs00)=f2 = {(LU),(9,{ur,uz3,us}), (13,{ur,u3}), (17, {u1,u3})}

Simdi f nin, fj ve f> nin esnek i¢ direkt carpimi oldugunu gosterelim.

1)

fie (1) = U{(Nierfi(w)) :xi€Giel, [Ju=1}
= fi(l)Nnfa(1)
= UnU=U=f(1)

fier(3) = W{(Nierfi(xi) :xi€G,iel, []xi=3}
= f1(11)0f2(13)

= {u17u2 u3,u4}ﬁ{u1,u3} = {Ml;u3} :f(?’)

26



5. ESNEK GRUPLARIN DIREKT CARPIMLARI Erkut BOLAT

fiefo(T) = U{(Nierfi(xi)) sxi€Giel, [[xi=7}
= fil)N f2(17)

= {Ml,uz u3,u4}ﬂ{u1,u3} = {M17U3} :f(7>

fief2(9) = U{(Nierfi(x)) txi€Giel, [[x=9}
= f1(1)Nf2(9)

= Uﬂ{ul7u37u4} = {u17u37u4} :f<9)

flofz(ll) = U{(ﬂigfi(xi)) xi€G,iel, Hxi: 11}
= fil1)Nfa(1)

= {ur,up uz,us} U = {ur,uz uz,us} = f(11)

f10f2(13) = U{(ﬂlgfi(x,-)) x;€G,iel, Hx,‘: 13}
= f1(1)Nf2(13)
= Uﬂ{ul,ug}:{ul,u3}:f(l3)

f10f2(17) = U{(ﬂie[fi(xi)) xi€G,iel, Hxi:l7}
= [(1)Nf£(17)

= Un{ur,uz} = {ur,uz} = f(17)

fie 2(19) = U{(Nietfi(xi)) :xi € G, iel, [Jxi=19}
= fi11)Nf2(9)
= {ur,up uz,ug} N {ur,uz,us} = {ur,u3,us} = f(19)
oldugundan f = f;.f, dir.

Z)ZE‘ZO) grubu degismeli oldugu icin f; ve f», f nin normal esnek alt grubudur,

dolayistyla ikinci sart saglanir.

3) finfa=(1,(f(1)) oldugundan iigiincii sart da saglanir. Sonug olarak tanimdaki
tic sart da saglandigindan f = f] e f> olur.

Teorem 5.9 G bir grup olsun. Her i € I i¢in, f; ve f € Sg(U) ve f =[] fi olsun. Eger G
icl
bir Abelian grup ise asagidakiler saglanir.
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(1) fi, G iginde esnek int-yarigrup ise f da G iginde esnek int-yarigruptur.
(2) fi, Giginde esnek int-monoid ve her i, j € I igin fi(e) = f;(e) olsun. Bu takdirde
f, G icinde esnek int-monoiddir.
(3)f; € S&(U) ve her i, j € Iicin fi(e) = fj(e) ise f € SE(U) dur.
Ispat: (1) f;, G icinde esnek int-yar1 grup ve f = [;II fiolsun. Ayricaher [x; =x,[[yi=y
i
€ Golsun. f = [Z[I fi oldugundan
i
Fx)=U{(Nierfi(xi))|xi € G, i €1, Hxl- =x}
FO)=W{(Nietfipi)lyi€ G, iel, [[yvi=y}
yazabiliriz. f(xy) D f(x)Nf(y) oldugunu gostermeliyiz. Simdi, u € f(x) N f(y) olsun.u €
f(x) veu € f(y) olur. Budurumda u € f1(x1) N fa(x2)N...N0 f(x,) ve x1x2 ... x, = x ola-
cak sekilde x; € G vardir. Aymi zamanda u € f1(y;) N fa(y2)N...Nfu(yn) Vey1y2...Yn =y
olacak sekilde y; € G vardir. Dolayisiyla u € fi(x;) ve u € fi(y;) olur. z; = x;y; ve
2=2122...2p ise z=xy dir. fi(z;) = fi(x;ivi) 2 fi(x;) N fi(y:) oldugundan u € z;(x;) olur.
Dolayisiyla u € f(z) = f(xy) olup, f(xy) 2 f(x)N f(y) elde edilir. Bundan dolay1 f de G
icinde esnek int-yarigruptur.
(2) fi, G icinde esnek int-monoid ise ispatin birinci bolimden f, G i¢inde esnek int-
yar1 gruptur.

Her i € I ve her x € G; i¢in f;(e) 2 fi(x) oldugunu biliyoruz. Ayrica
f(e) =Nicifie)
yazabiliriz. Buradan, her x € G icin
fle) = nNierfile)
2 Nierfi(x)
= fx)
Bu nedenle f, G icinde esnek int-monoiddir.

(3) fi € S(U) olsun. Bu durumda ispatin ikinci boliimiinden f, G i¢inde esnek int-

monoididir. Ayrica, her x € G i¢in
fa) = Ufniefib)lyieGie L [[yi=x"}
= U{Niefii Wi Gie L[]y =x}

= f(x)

28



5. ESNEK GRUPLARIN DIREKT CARPIMLARI Erkut BOLAT

olur. Dolaysiyla f € S (U) dur.
Teorem 5.9 sadece Abel gruplari icin verilmigti. Simdi keyfi bir grup icin asagidaki

teoremi verelim.

Teorem 5.10 G bir grup olsun. Her i € I i¢in, f; ve f € Sg(U) ve f = _I*]fi olsun. f;
esnek int-gruplarinin i # jicin x; € f;" ve x; € f J?k ise x;x; = xx; sartini saéilldlgml kabul
edelim. Eger G nin her f; esnek int-yarigrubu (esnek int-monoid, esnek int-grup, normal
esnek int-grup) igin fi(e) = fj(e) (her i, j € I) sartin1 saghyorsa f da esnek int-yarigrup

(esnek int-monoid, esnek int-grup, normal esnek int-grup) olur.

Ispat: f; lerin esnek int-yarigrup, esnek int-monoid ve esnek int-grup olmast durumunda
ispat Teorem 5.9 un ispat1 ile aynidir.

Simdi f; € NSE(U) olsun. Bu durumda her x,y € G i¢in

foox™) = UfNierfiz) zeGiel,[Ja=xx"}
= U{Nierfilxyix™!) 1 vi€G,iel, ny,'x_l =xyx 1}
= U{Nietfi) s yi€Gliel, []yi=y}
= fy)

olup f € NS&(U) dur.
5.3 Esnek Gruplari Direkt Carpimlariyla Ilgili Bazi Sonuclar

Bu boliimde esnek dis ve i¢ direkt carpimlar ile ilgili bazi iligkiler verilecektir.

Teorem 5.11 Her i € [ icin, f; € NS‘éi(U ) olsun. Bu takdirde
f=11/fienNsg )
icl

olur.
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Ispat: Teorem 5.3 den f € St (U) oldugunu biliyoruz. Oyleyse G deki
her x = (x;);c; ve y = (yi)ics elemanlart i¢in
Foy) = f(Gi)ier-Oidier)
= f((xi-yi)ier)
= Nierfi(xiyi)
= Nierfilyixi) (f; ENS‘a,(U) oldugundan)
= f0x)
elde edilir. Boylece f € NSE,(U) olur.
Teorem 5.12 G;,G3,...G, gruplar ve f € SéleXGn(U) olsun. Ayrica f;, her x € G,
(i el)igin
fl(x) = f(ela"'7ei—lvx7ei+17"'7en)
seklinde tanimlanan bir esnek kiime olsun. Bu takdirde
1. Herieligin f; € S‘éi(U) olur.
2. [1£Cf dir.
icl
Ispat:
1. ieligin
Kl' = {el} X ... X {ei_l} X Gl' X {€i+1} X ... X {en}

olsun. Bu takdirde Teorem 3.4 ten K; < G1xXGy X ... xG, oldugunu biliyoruz.
Ayrica Teorem 4.20 den f|k, € Sf(l_(U) dur. Simdi, ¢ : G; — K;, her x € G; i¢in

Q(x) = (er,...€i—1,X,€i+1,---,€n)

seklinde tanimlanan fonksiyon olsun. Bu takdirde ¢ nin bir izomorfizma oldugu

Teorem 3.5 ten biliyoruz. Simdi f; = f|k, o @ oldugunu gosterelim.

fl(9(x)) = fl((e1,...eim1, X, €141, ... n)) = filx)

olur. Dolayisiyla f; € Sg,g(U) dur.
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2. Her (x1,x2,...,%,) € G1XGaX ... xGy, igin

Fr,x2,. 0%

f((x1,e2,... en)(e1,x2,. .., xn))
fx1,e2,...,ea) N fler,xa, ..., xp)

filx)) N fer,x2,x3...,x,)

filx) N f((e1,x2,€3...,en)(e1,€2,x3,...,%,))

)
)
(x1) N f((e1,22,€3,....en) N f(e1,€2,3, .., X))
)
)

=

filx) N (fa(x2) N fler,e2,x3,. .. ,x0))
fi(x) N fa(x) N fler,ea,x3, .-, xn)

f] (xl) ﬂfz(xZ) n... ﬂfn(xn)

elde edilir. Dolayisiyla

flen,x,x3,..0,x) 2 filx) N fa(x2) NN fulxn)

olup ispat tamamlanir.

Lemma 5.13 G{,G, ...

i € I\ {k} icin,

= (Hfi)(xl,xz, ce ,xn)

iel

,G,, gruplar ve f € SgGlxmen (U) olsun. Bu durumda eger, her

f(elueZa-"ei—lv-xi7ei+17"'7en) Qf(xlvxzu-”»xn)

ise

f(617627---7ek—17xk7ek+17"'7en) 2f(X1,X2,---,Xn)

olur.
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Ispat: Her i € I\ {k} icin

fler,ea,. .. ex—1,Xk, €ks1,---,€n)
= f((x1,x2,.. )(xfl,...,x,?}l,ek,x,;il,...,x,jl))

(
(

D flxr,x2,. %) N f(x] ,le, x,:l,ek,xl;il,...,x;l)
(

= (X1 X)) NV (X0 s Xk 1y €y Xkt 1y - -+ 5 Xn)
= f(x1,...,%xn)

Nf((€1y sk, Xk—15€ky---€n) (X1see ey Xk, €k 1€y Xk 1s---3Xn))
O f(xry.eyxn)N

(flet,. . er—2,Xk—1,€ks-- - €n) N (X150 00, Xk—2, €k—1,€ks X1+ - -, Xn))

- f(x17' ..,Xn)mf()(f],.. .,Xk_z,ek_],ek,Xk+1,...,Xn)

= f(x1y..5x0)N
fl(er,. . ex—3,%k—2,€k—1,€k,- - €n) (X1, .., Xk—3,€k—2,€k—1,Xkt1;---,Xn))
O flxr,.x)N(fer,. .. ek—3,Xk—2,€k—1,€ks---,€n)

Nf (X1 Xk—35 k=25 €k—1, Xkt 15+ - - > Xn))

= f(xlv' "7xn)ﬂf(x17-' cXf—35€k—25€k—1yXk+1,Ck+15 - "7xn)

O f(x1,xn) N fer, ... ek—2,€k—1,€k,€k+1s---r€n—1,Xn)

= flx1,x2,...,%)
olur. Boylece
fler ey k1, Xk €ty -ren) 2 f(X1,X2,. -, %)
elde edilir.

Teorem 5.14 G,,G; ...,G, gruplar, f € SG «..xG,(U) ve olsun.

Bu takdirde her i € I ve x; € G i¢in,

flet,ea,....ei1,%i,€ir1,...,en) 2 f(x1,X2,...,%,) (5.1)

olmasi icin gerek ve yeter sart f; € S‘é,(U ) olmak iizere f = [] f; olmasidir.
! icl

32



5. ESNEK GRUPLARIN DIREKT CARPIMLARI
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Ispat: Once j € I'icin f;: G; — P(U)
fj(xj):f(elv"'vej—hxjaej-i-la"'7en)

olacak bi¢cimde bir doniisiim tanimlayalim. Ayrica

Kj = {61} X ... X {ejfl} X Gj X {ej+1} X ... X {en}

olsun. Bu takdirde Teorem 4.20 den her j € I i¢in f|k; € Sf;’(j(U ) olur. Teorem 5.12 den

[1ricr

iel

oldugunu 5.1 ve Lemma 5.13 ten her i € I icin
fler,ea,. . eimt,Xi,eitn, .. en) 2 f(X1,%2,. .., Xn)
oldugunu biliyoruz. Dolayisiyla her i € J i¢in
fi(xj) = fler,....xj,...,en) D f(x1,%2,...,%,)

elde edilir. Boylece,

(Hfi)(X],XQ, o ,Xn) =1 (Xl) ﬂfz(Xz) n.. fn(xn) D) f(xl,xz, . ,xn)

icl
olup buradan

[1r2>r

icl
elde edilir. Dolayisiyla (5.2) ve (5.3) ten

[1ri=r

iel

olur.

(5.2)

(5.3)

Diger yandan her i € [ igin f; € Széi(U ) olmak iizere f = []f; olsun. Her i €[

iel
ve x; € Gj icin

(Hf,')(xl,)Q, e ,xn) =/ (xl) ﬂfz(xZ) n.. f,,(xn)

iel
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yazabiliriz.
filer) 2 fi(x)
fale2) 2 fr(x2)
filxi) 2 filxi)
fn(en) 2 fn(xn)
oldugundan

filer)Nfalea) NN fi(xi) N fulen) 2 f1(xn) N fa(x2) N0 fi ()

olur. Dolayisiyla

fler,ea,....ei1,xi€it1,...,en) 2 f(X1,%2,...,%)

elde edilir.

Lemma 5.15 G bir grup, f € S&(U) ve bir x € G nin mertebesi sonlu ve k olsun. Ayrica
r € N ile k aralarinda asal olsun. Bu takdirde f(x) = f(x") dir.

Ispat: r ile k aralarinda asal oldugundan 1 = sr 4kt olacak sekilde s ve ¢ tam sayilari

vardir. Bundan dolay1 x = x! = x" X yazabiliriz. Dolayisiyla

fla) = fr

xsrxtk )

~

~

(
(
(x*") (x* = e oldugu icin)
(

O f(x) (Teorem 4.17)

elde edilir. Dolayisiyla yukaridaki tiim ifadeler esit olup f(x) = f(x") olur.

Lemma 5.16 G,Ga,...G, sonlu gruplar ve f € S‘él XMXGn(U) olsun. Ayricaher i, j €1
ve i# jicin G; ve G, nin mertebeleri aralarinda asal olsun. Bu takdirde her i € I ve her
x; € Gjicin

FOer, o xiyeo o xn) C f(ery ...y €im1,Xiy€it1,---1€n)

dir.

34



5. ESNEK GRUPLARIN DIREKT CARPIMLARI Erkut BOLAT

Ispat: (x1,...,%;,...x,) € G1x...xGy ve i € I icin r; = |G1]...|Gi_1||Git1]. .. |G| ol-
sun. Bu takdirde her i € I i¢in r; ile |G;| aralarinda asal oldugu gibi r; ile x; nin mertebesi

de aralarinda asaldir. Buradan i, j € I ve j #iigin (x;)"" = e, elde edilir. Dolayisiyla

SO xiyexm) © f (X X))
= fl(x1,e2,...,en)"...(€1,. . €i—1,Xis€it1,...,en) " ... (€1,...€n—1,X)"")
= flei,...,ei—1,x;" €ir1,...,en) ((x;)" = e; oldugu icin)
= f(e1,...,€i—1,Xi,€it1,...,e,) (Lemma 5.15 ten)

olur. O halde
f(xl,. ey Xy ,Xn) g f(el,.. . ,ei,l,xi,eiﬂ, . ,en)

elde edilir.

Teorem 5.17 G;,G,,...G, sonlu gruplar ve f € Sf;lxmen(U) olsun. Eger her i,j €1

ve i # j icin G; ve G nin mertebeleri aralarinda asal ise,
=11
icl
dir.
Ispat: Lemma 5.16 dan her i, j € I ve i # j icin G; ve G ;j nin mertebeleri aralarinda asal

ise

f(xl,...,x,-,...,xn) g f(el,...,ei,l,xi,eiﬂ,...,en)
oldugunu biliyoruz. Oyleyse Teorem 5.14 den f = []f; olacak sekilde f; € SgG(U )

i€l
vardir.
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