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OZET

Y.Lisans Tezi

DIFERANSIYELLENEMEYEN OPTIMIZASYON iCIN BAZI SUBGRADYENT
METOTLAR

Emrah UNAL

Atatiirk Universitesi
Fen Bilimleri Enstitiist

Matematik Anabilim Dali

Danisman: Dog¢. Dr. Murat SUBASI

Bu tezde ilk olarak subgradyent ve subdiferansiyel kavramlari ele alinip bazi 6rnekler
verilmistir. Daha sonra tiirevlenemeyen bir fonksiyonun minimumunun bulunmasina
yardimci olan subgradyent metot g6z Oniine alinarak, subgradyent metodun modifiye
edilmis halleri olan piir subgradyent metot, deflected subgradyent metot, kosullu
subgradyent metot ve zikzak-free subgradyent metotlar1 incelenmistir. Son olarak

yukaridaki metotlar1 kiyaslamamiza yardimci olacak niimerik 6rnekler olusturulmustur.

2012, 72 Sayfa

Anahtar Kelimeler: Subgradyent, Subdiferansiyel, Subgradyent Metot



ABSTRACT

MS. Thesis

CERTAIN SUBGRADIENT METHODS FOR NONDIFFERENTIABLE
OPTIMIZATION

Emrah UNAL

Atatiirk University
Graduate School of Natural and Applied Sciences

Department of Mathematics

Supervisor: Assoc. Prof. Dr. Murat SUBASI

In this thesis firstly, taking into account the subjects subgradient and subdifferential,
some examples have been given. After that, considering the subgradient method which
helps to find out the minimum of an undifferentiable function, the modified versions of
subgradient method, which are pur subgradient method, deflected subgradient method,
conditional subgradient method and zigzag free subgradient method, have been dealt

with. Finally, numerical examples are constituted which help to compare these methods.

2012, 72 Pages
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1. GIRIS

Klasik tlirev ve diferansiyel kavramlari giiniimiiz bilim ve teknolojisinin bir¢ok
alanlarinda ortaya ¢ikan ¢ogu problemi ¢ozmesine karsin bu kavramlar bir ¢ogunun
¢dziimiinde yetersiz kalmaktadir. Ornegin optimizasyon teorisi, kontrol teorisi ve oyun
teorisi gibi bir ¢ok alanda incelenen fonksiyonlarin ¢ogu diferansiyellenebilir olmayan
fonksiyonlardir. Bu yiizden diferansiyellenemeyen fonksiyonlar iizerinde islem
yapmamizi saglayacak subgradyent ve subdiferansiyel kavramlarina ihtiyag
duyulmustur. Diferansiyellenemeyen konveks bir fonksiyonu minimallestirmek ic¢in
kullanilan subgradyent metot 1960 ve 1970 li yillarda Shor tarafindan Sovyetler
Birliginde gelistirilmistir. (Akgiil 1984; Shor 1985; Bertsekas 1999) caligmalari

subgradyent metotlar igin iyi bir referanstir.

Bu calismamizda subgradyent ve subdiferansiyel kavramini tanitip, tanittigimiz bu
kavramlardan faydalanarak konveks ve diferansiyellenemeyen bir fonksiyonu

minimallestirmede kullanilan subgradyent metodlar1 inceleyecegiz.



2. KURAMSAL TEMELLER

Bu boliimde (Dedetiirk 2007), (Bayraktar 2010) ¢alismalarindan faydalandigimiz bazi

tanimlara yer verilecek.

Tanmm 2.1: S, R" nin agik bir alt kiimesi ve f:S — R fonksiyonu verilmis olsun.
Ayrica X= X,X,,...X, €S ve d= d,,d,,..,d, , R" de birim vektér olsun. Bu

taktirde

f _f
txd —limi Xt —f X

t—0 t

degerine f nin x noktasinda d yoniinde yonlii tiirevi denir.

Tammm 2.2: Ac R" bir kiime olsun. x,y € A ve ¢ € 0,1 iken

ax+ 1l-a ye A

oluyorsa A kiimesine konveks kiimedir denir.

Tanmm 2.3: f :R" — R bir fonksiyon olsun. V x,y € R"xR" ve Ve 0,1 i¢in

f ax+1-aa y <af x +1-a f vy

esitsizligi varsa bu f fonksiyonuna konveks fonksiyon denir.



Tanmm 2.4: ScR" bir kiime olsun. S kiimesini kapsayan tiim konveks kiimelerin

kesisimine S kiimesinin kapali konveks zarfi denir ve co S ile gosterilir.

Tamm 2.5 (Cauchy-Schwartz Esitsizligi): X bir i¢ ¢arpim uzayi olmak iizere,

vV X,ye X i¢in

[ y)l =XVl

esitsizligi gecerlidir.
Tanmm 2.6: f, R" de konveks bir fonsiyon olmak {izere

g#domf = xeR": f x

kiimesine f fonksiyonunun tanim kiimesi denir.

Tamm 2.7: X= X, X,,...,X, olmak lizere 1 norm ||X||l=|X1|+|X2|+.--+|Xn| yani;

n

n

o = 2.1

k=1

seklindedir.

1
. 2 2 2 |7
Tamm 2.8: X= X,X,,...,X, olmak {izere 2 norm ||x||2:[ X T+ X, et X ]Z

n

yani;



1

n 2
|3 %]
k=1
seklindedir.
Tamm 2.9: X= X, %,,..., X, olmak iizere ||x| =max |x|:i=12,.,n dir

Tamm 2.10: Q € R" kapali konveks bir kiime ve X,, Q ’nin sinirinda bir nokta olsun.

y #0, R" uzayinda bir vektor olmak tizere her X € Q i¢in
<Y, X>E< Y, X, >
ise X, noktasi i¢in destek hiperdiizlem kiimesi
H= xeR"<yXx>=<Yy,X, >

seklinde olur.



3. MATERYAL ve YONTEM

3.1. Subgradyent Kavram

f : R" — R konveks fonksiyonu verilsin. x e domf noktasinda, her y e domf igin

f(y)= () +s"(y-x)

oluyorsas € R" elemanina f fonksiyonunun x noktasinda bir subgradyenti denir.

Konkav fonksiyon i¢in subgradyent, esitsizligin yonii degistirilerek tanimlanabilir.

f :R" — R konkav bir fonksiyon x e domf noktasinda, her y e domf i¢in

fy<fx+s y-x

oluyorsas e R"ye f de x in bir subgradyenti denir.

n =1i¢in asagidaki sekli inceleyelim.

I A- o

Sekil 3.1. f fonksiyonunun bazi subgradyentleri



f fonksiyonunun x, noktasindaki subgradyenti EF dogrusunun egimi olan s* sayisi
olup tektir. Ciinkii bu noktada f fonksiyonu tiirevlenebilirdir. Bunun ispati Teorem 3.1

de yapilmustir. f fonksiyonunx, noktasindaki subgradyentlerinin iki tanesi sirasiyla

AB ve CD dogrularinin egimi olan s* ve s® sayilaridir.

Bundan sonraki islemler konveks fonksiyonlar i¢in yapilacaktir ama ayni iglemler

benzer sekilde konkav fonksiyonlar i¢in de yapilabilir.

Eger f konveks ve tiirevlenebilir bir fonksiyon ise X noktasinda gradyent ayni

zamanda subgradyenttir.

Teorem 3.1: f :R" - R konveks ve tiirevlenebilen bir fonksiyon ve X noktasinda f
fonksiyonunun bir gradyenti Vf X vektorii olsun. O halde VxeR" i¢in Vf x bir

subgradyenttir.

Ispat: Vx e R"noktasindaz = X igin

VE x z—x <f z —f X

esitsizliginin saglandigir agiktir. Sadece z =X durumunun gosterilmesi yeterlidir.

f fonksiyonu tiirevlenebildigi i¢in X noktasinda z — X yoniinde f nin yonlii tiirevi

f x+t z—x —f x

lim
t—0" t

ifadesi tarafindan verilir ve bu ifade Vf X z-Xx e esittir. f konveks oldugundan

te 0,1 i¢in



tf z+1-t f x —f X
t

fz-fx-=

f tz+ 1-t x —f X
>
t

f x+t z—x —f x
B t

o x+tz—x -1 X
fz-f x>lim " =Vf X z-X
t—0"

olup istenilen

VE x z—x <f z —f X

sonucu elde edilmistir. Boylece ispat tamamlanmistir.

Ornek 3.1: f,, f, konveks ve tiirevlenebilir fonksiyonlar olmak iizere f =max f,, f,

fonksiyonu asagidaki sekildeki gibidir.

Sekil 3.2. f =max f,, f, fonksiyonunun grafigi



f, X > f, X sartim1 saglayan yerlerde f fonksiyonu tiirevlenebilirdir ve subgradyent
s=Vf, x olup tektir. Eger f, X <f, x sart1 saglaniyorsa subgradyent s=Vf, X
olup tektir. Eger f X, =1f, X, olursa bu noktada f fonksiyonu tiirevlenebilir
degildir ve subgradyent Se[Vfl X, »VE, X, ] olup bu araliktaki her reel sayr bir

subgradyenttir.
3.2. Subdiferansiyel Kavrami ve Baz1 Fonksiyonlarin Subdiferansiyeli

Belirli bir x noktasinda diferansiyellenemeyen konveks (konkav) bir f fonksiyonunun
biitiin subgradyentlerinin kiimesine, f fonksiyonunun X noktasindaki subdiferansiyeli

denir ve of (x) seklinde gosterilir.

Yani;

of(x)=s:f z >f x +s z—x ,xedomf ve z e domf

seklindedir.

Simdi tlirevlenebilir fonksiyonlarin maksimumlarindan olusan bir fonksiyonun

subdiferansiyel kiimesinin nasil bulunacagim gorelim. Fonksiyonumuz

f =max f

i=1,...,n
seklinde ise bu fonksiyonun subdiferansiyel kiimesi

of x =co V. x :f. x =f X



seklinde bulunur.

Ornek3.2: f x = |X| fonksiyonunu ele alalim;

() = |z L Of(x)

Sekil3.3. f x = |X| fonksiyonunun ve subdiferansiyelinin grafigi

[k 6nce bu fonksiyonu maksimum fonksiyon cinsinden yazmaliyiz. O halde

f X =max —x,Xx

seklinde yazabiliriz. Bu sekilde yazilinca f, X  fonksiyonlari tiirevlenebilir

fonksiyonlara doniisiir. O halde

kiimesini teskil edebiliriz. f x =max -x,x , f, x =-x ve f, X =x olur.
f, x =f xisef X =—x olup Vf, x =-1 olur. f, x =f x isef x =x olup

Vf, X =1 olur. Bdylece bu kiime

-11



seklinde olusur.

10

—1,1 kiimesinin konveks zarfi da co —1,1 = —1,1 seklindedir.

-1

co{—lJ}
0

Sekil 3.4.f x = |X| fonksiyonunun subdiferansiyel kiimesi

Ornek 3.3.f x =[x|, ve x= x,x,

kiimesini bulalim.

olsun.

f fonksiyonunun subdiferansiyel

f x = |X1| + |X2|§eklindedir. O halde bu fonksiyonu maksimum seklinde yazarsak

f X =max (Xl+X2),(—X1+X2),(X1—X2),(—X1—XZ)

olur. f, x =x+X%,, f, X ==x+X,, f; x =x-X,, f, X ==X —X, denirse

Vi x X =f
kiimesi olusturulabilir.
f, x =f xisef x =x+X, olup Vf, x =11
f, x =f x isef X ==X +X,0lup Vf, x = -11
f, x =f xisef x =x—x,olup Vf;, x = 1-1
f, x =f xisef x =—x,—X, olup Vf, x = -1,-1

olacaktir. Boylece bu kiime
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11,-11,1-1, -1-1

seklinde olacaktir. Bu kiimenin konveks zarfi alinirsa

o x =co 1,1,-11,1-1,-1-1

olur. Bunu sekil tizerinde gosterip of X kiimesini bulalim.

Sekil 3.5.x= X,X, olmak tizere f X =||X||1 fonksiyonunun subdiferansiyel kiimesi

Yani of X = X,X% ” AP A ”Oo <1 dir. Simdi de 6zel bir nokta i¢in subdiferansiyel

kiimesini bulalim. Ornegin 1,0 noktasini alalim. Bu nokta i¢cin yukaridaki dért alt

fonksiyondan en yiiksek degeri alanlar secilir. O halde bu fonksiyon

f X =max Xx+X, , X—X

seklindedir f, X =X +X,, f, X =X —X, olup konveks zarfi alinacak kiime
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11,11

kiimesidir. Yani

of 10 =co 11,1-1

elde edilir. Bu kiimeyi asagidaki gibi sekil tizerinde gosterebiliriz.

X

.

¢ (L1)

(L.-1)

Sekil 3.6. 1,0 noktasiigin f X =||X||1 fonksiyonunun subdiferansiyel kiimesi

Yani of 10 = x,X, :X=1 -1<x,<1 olur. Simdi de 11 noktas1 i¢in
subdiferansiyel kiimesini bulalim. 1,1 noktasi igin en yiiksek deger f X =X +X,

icin elde edilir. O halde Vf x = 11 olur. Konveks zarfi alinacak kiime de 11

kiimesi olur. O halde

af 1,1 =CO 111 = 111

olur.
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Ornek 3.4.f x =|x|, ve x= X,X,,...x, olsun. f fonksiyonunun subdiferansiyelini

n

bulalim.

f x =|x||, =[x|+|x.|+..+|x,| olup bu fonksiyonu maksimum seklinde yazarsak

f x =max s'x:s e -11

olur. O halde

kiimesi olusturulmalidir. s"x; tiirevi olan bir fonksiyon olup

1 x>0
Vi x =4-1 X. <0
—-lyadal x=0

olur. Yani x;,X,,..., X, sayilarindan hangileri sifirdan biiyiik ise 1 degerini alir. Hangileri
sifirdan kiigiikse —1 degerini alir. X; sayilarindan herhangi biri sifir olursa —1 yada 1
degerini alir. O halde

of x =co V. x :f. x =f X

of x = x:|x|, <1

olur.
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Ornek 3.5.f X,y =max —x,x+Y,Xx—2y fonksiyonu igin subdiferansiyel kiimesini

bulalim.

f, X,y ==X, f, X,y =x+y ve f, X,y =x-2y olup hepsi tirevlenebilirdir. O

halde Vf, x :f, x =f X kiimesini olusturalim.

f, X,y ==xolupVf, x,y = -1,0
f, X,y =x+yolupVf, x,y =11

f, X,y =x-2yolupVf, x,y = 1,-2

olur. O halde bu fonksiyonun subdiferansiyel kiimesi

o x,y =co -1,0,11,1-2

olur. Bunu sekil lizerinde gosterelim.

(1.-2)

Sekil 3.7. f X,y =max —Xx,x+Y,Xx—2y fonksiyonunun subdiferansiyel kiimesi
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Bu fonksiyonla alakali olarak 6zel bir nokta i¢in subdiferansiyel kiimesini bulalim. Bu

noktamiz t >0 olmak sartiyla —t,—t noktasi olsun. Bu noktay1 f, X,y , f, x,y ve

f, X,y fonksiyonlarinda yerine yazilip maksimum degeri veren fonksiyon yada

fonksiyonlar alinacaktir.

f, X,y =—xolup f, -t,—t =t
f, X,y =x+yolupf, x,y =-2t

f, X,y =x-2yolup f, x,y =t

olur. Bu taktirde Vf, x :f, x =f X kiimesi i¢in

f, X,y ==xolupVf, x,y = -1,0

f, X,y =x-2yolupVf, x,y = 1,-2

bulunur. O halde —t,-t noktasi i¢in subdiferansiyel kiimesi

of —-t,-t =co -1,0,1-2

olur. Bu ise iki noktayi birlestiren dogru pargasidir. Yani

o —-t-t = xy:y=-x-1,-1<x<1,-2<y<0

kiimesidir. Sekil iizerinde soyle gosterilir,
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e

—1,0) ¥

(L-2)

Sekil 3.8. —t,—t noktasii¢gin f fonksiyonunun subdiferansiyel kiimesi

Teorem 3.2. xeR" noktasinda f fonksiyonunun of (x)subdiferansiyel kiimesi

konveks bir kiimedir.

ispat:s',s* € of x oldugunu varsayalim. O zaman Vz € R" igin

st z—x <f z —f x

2

s z—x<f z —-f x

olur. Herhangi bira € 0,1 i¢inve zeR" igin

[asl+ 1-« sz} Z-X =as' z-X + 1-a s* 7—-Xx
<a fz-fx +1-a f z -1 x

=f z —f x

olup subgradyentin tanimindan
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ast+ 1-a s> edof x

elde edilir ve ispat tamamlanir.

3.3. Subgradyent Metotlar

Subgradyent metotlar tiirevlenemeyen bir f X konveks (konkav) fonksiyonunu

minimum (maksimum) yapma problemini ¢ozmek i¢in kullanilabilen iteratif bir

kuraldir. Yani

min f X (3.3.1)

ile asagidaki iiretken prosediir kullanilir;

Bir x° baslangic noktasi segilir.

n

X" =x"-A V" kurali kullanilarak optimal bir ¢6ziime yakinsayan X" noktalarinin

dizisi olusturulur. Burada A4, >0 adim uzunlugu denilen pozitif bir skalerdir ve V"

vektorii ise her bir iterasyon noktasinda belirlenen adim yoniidiir.

Eger istenilen optimal ¢oziim bir Q kapali konveks kiimesinde araniyorsa kural biraz

degiserek

min f X :xeQ (3.3.2)

olup tiretken prosediir ise su sekilde olur;

Bir x° € Q baslangic noktasi segilir.
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X" =P, x"-A4V" kurali kullanilarak optimal bir ¢dziime yakinsayan X"

noktalarinin dizisi olusturulur. Burada P, . ifadesi, Q kiimesi iizerine bir izdiisiim

fonksiyonudur.

Kuralda her iterasyonda belirlenen adim yonii istenilen sonucu elde etmek igin ¢ok
onemli bir rol oynar. Hareketin yoniinii belirlemedeki stratejilere gore subgradyent
optimizasyon metotlarini; piir subgradyent, deflected subgradyent ve kosullu

subgradyent metotlar seklinde ana kategorilere ayirabiliriz.

Piir subgradyent metot, iterasyonlarin bir dizisini olustururken adim yonii olarak her bir

iterasyon noktasinda amag fonksiyonunun bir subgradyentini kullanir.

Verilen noktadaki subgradyent vektorii hareketin 6nceki yonii ile genis acili ise 0 zaman
zikzakli bir yol ¢izmis olur. Bu duruma birinci tiir zikzak durumu denir. Subgradyent
algoritmasinin herhangi bir asamasinda ortaya ¢ikabilen boyle bir zikzak durumu
kuralin yavas yakinsamasina sebep olabilir. Bu zorlugun iistesinden gelmek i¢in 6nceki
adim yonii ile giincel adim yoniinii birlestirerek daha hizli yakinsamanin saglandigi bu

metoda deflected subgradyent metot denilir (Guta 2003).

Piir yada deflected subgradyent kurallartyla iterasyon noktalarini olustururken iterasyon
noktalariin uygun kiime {izerine diismesi igin izdiisiim operatoriine ihtiyag duyulabilir.
Uygun kiimenin digina diisecek olan iterasyon noktalarinin izdiisim operatorii
yardimiyla uygun kiimeye izdiisiimii alinir. Bu iz diisiim 6nceki noktaya ¢ok yakin bir
noktaya diiserse yani uygun bdlgenin bir yliziiniin normal vektoriine yaklasik olarak
paralel ise bir diger zikzak tiirii olusur. Bu zikzak tiiriine ikinci tiir zikzak denir. Ikinci
tiir zikzak durumunu ortadan kaldirmak ic¢in verilen noktanin normal konisinden bir
vektor ile yine ayn1 noktanin bir subgradyentini birlestiren metoda kosullu subgradyent
metot diyecegiz. Ayrica bu ikinci tiir zikzak durumunun sadece iterasyon noktalarinin
uygun kiimenin goreceli sinir1 boyunca tasinmasi durumunda elde edilecegi

gosterilecektir.
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3.3.1. Piir Subgradyent metot

Bu bolimde (Guta 2003), (Boyd and Vandenberge 2004) calismasindaki sonuglar

incelenmistir.

Tirevlenebilen konveks fonksiyonlarin minimum degeri genellikle gradyent metotlar

tarafindan belirlenir. Bir gradyent metot olan steepest descent metoduyla (3.3.1)

probleminin optimal ¢dziimiinii bulmak i¢in x° baslangi¢ noktasini kullanarak ve

X" =x"- A Vf X"

iterasyon iliskisi ile optimal ¢oziime yakinsayan bir x" dizisi olusturulur. Burada

2, 20 uygun adim uzunlugudur ve Vf x" , X" noktasinda f fonksiyonunun gradyent

vektoridiir.
Ancak ele alinan problemlerde f fonksiyonu tiirevlenemez olacaktir. Boylece f

fonksiyonunun tanim kiimesindeki bazi noktalarda Vf gradyent vektorii mevcut

olmayacagindan gradyent metot kullanilamaz. Bu durumda gradyentler yerine

subgradyentlerin konuldugu gradyent metotla uyumlu subgradyent metot kullanilir.

Teorem 3.3: R" iizerinde tamml1 bir konveks fonksiyonun X € R" gibi bir noktada

minimumunun olmas igin gerekli ve yeter sart 0 of X olmasidur.

Ispat: Subgradyentin tanimindan X" € R" igin 0e of X" ise VxeR" igin

f x —f x >0 x-x
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olur. Buradan f x >f x olup ilk kisim ispat edilmis olur. Eger X eR"
fonksiyonun minimum noktasi ise o zaman VxeR" i¢in f x >f X yazlabilir. Bu

esitsizligin her iki tarafindan f X" ifadesi cikarilirsa
f x-fx >0

olur. Esitsizligin sag tarafi sifir oldugundan esitsizlik

f x—f x >0 x-x
seklinde yazilabilir. Buda 0 e of X~ demektir. Bdylece ispat tamamlanmustir.

Simdi subgradyent metodun bazi adim uzunluklar ile yakinsama sonuglarini verecegiz.
X", f nin bir minimumu olsun ve ayni1 zamanda f nin subgradyentlerinin normu sinirlt

2

olsun.

Standart gradyent descent metot i¢in yakinsamanin ispatinin her bir adimda
fonksiyonun degerinin azalmasina dayali oldugunu hatirlayalim. Subgradyent metotda
anahtar nitelik fonksiyonun degeri degildir. Ciinkii her adimda azalmayabilir. Bunun

yerine optimal kiimeye Oklid uzaklig: kullanilir.
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x"in f fonksiyonunu minimum yapan keyfi bir optimal nokta oldugunu hatirlayalim.

x =P, x* —As" esitligi kullanilip

2 2
‘XkH—X* _ PQ Xk_/L(Sk _x

2 2

2 2
‘Xk+l_x* SHXk—ﬂ.kSk—X*

2 2

ka“ —-X E s”x" —x*Hz—ZﬂkskT X< —x' +/1k2Hs" H (3.3.1.1)

2
2

yazilabilir. Burada subgradyentin tanimi hatirlanacak olursa

esitsizligi vardir. Buradan da skT x“—x" >f x* —f x° olup bu esitsizlik

(3.3.1.1) ifadesine uygulanacak olursa

2 2 2
Hx"+1 —X*H s”xk X -24, f x* —f° +/‘tk2HskH
2 2 2

olur. Bu ifadede f x* = f"dur.

Bu esitsizlik toplam sembolii ile

2
HX k+1 _X* SHxl _X*
2

K _ K _
2—2;21 f x' —f +§2ﬁ”s'”i

2
seklinde ifade edilir. Bu ifadede HX X H2 >0 oldugu g6z oniine alinsin. Boylece
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k ) 2

ZZA[f X' —f*}s”xl —x'

i=1 i=1

2

s Is'| (33.1.2)

2

olur. Ayrica

.....

elde edilir. Burada f,%, . iterasyon noktalar1 boyunca fonksiyonun almis oldugu en iyi

minimum degeridir. Son olarak HS X H <G varsaymmini kullanarak
2

temel esitsizlik elde edilir.

Bu esitsizlikten cesitli yakinsama sonuglart ¢ikar.

X", f nin herhangi bir minimumu oldugu i¢in
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k
dist x', X" 2+Gzz/12
fl—f'< > = (3.3.1.3)

yazilir. Burada X" ifadesi optimal kiimeyi gostermektedir ve dist x*, X" ifadesi x*

noktasinin optimal kiimeye olan uzakligidir.

Simdi baz1 adim boylar1 i¢in bu sonucu inceleyelim (Boyd and Vandenberghe 2004).
A, =holsun. O zaman

dist x* X" +G2h%k
2hk

f'<

best

2
olur. Sag taraf k — oo igin GTh ye yakinsar. Boylece 4, =h adim boyu ile subgradyent

2

metot i¢in fbett -f'< olur. $imdi de A = adim boyu ic¢in bakalim.

Io*

S

A = H ” i¢cin

dist x* X" +h%k
2hk/G

fr<

best

olur. Sag taraf kK — o« i¢in %h ye yakinsar. Boylece A, = adim boyu ile

Jo*

k
best

subgradyent metot i¢in f fr< ch olur.
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Bir bagka adim boyu ise Z/Lf <o, Zﬂk = oo olmasi durumudur. O zaman
k=1 k=1

best =

ifadesi k — oo igin sifira yakinsar. Bir bagka deyisle subgradyent metot yakinsar. Bu

adim boyu i¢in bir 6rnek verecek olursak A, = % verilebilir.

Bir bagka adim boyu azalan adim boyu da diyebilecegimiz bir adim boyudur. Eger A,

dizisi sifira yakinsar ve toplanamaz ise o zaman (3.3.1.3) esitliginin sag tarafi sifira

yakinsar yani subgradyent metot yakinsar. Bunu géstermek i¢in bir & >0 sayisi alalim.

O zaman A Sé, biitlin i > N, i¢in olacak sekilde bir N, tamsayisi vardir. Ayrica

biitiin k > N, i¢in

Zk:& zé(uxl X'

i=1

2 2% 2
G >4

i=1

olacak sekilde bir N, tamsayist vardir. Clinki Z/ll = oo seklindedir. Simdi
i=1

N =max N;,N, olsun. O zaman biitiin kK > N i¢in

1 k
YRR RN W
irfllink fx' —f'< 2|< SN . =N +1 k
.., ) 22& > z ;
=1 i=1 i=N; +1
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N I Y
- HX Xt ;/1' i=N1+1GZ '
2 Hxl X 2+G2iﬂf 2 k A
g 2 -1 ' i=N;+1 I
£ €
=Z4+2=¢
2 2

olur.

Bir baska adim boyu ise Polyak’s adim boyudur. Eger verilen fonksiyonun optimal

fox —f
¢oziimde aldig1 deger biliniyorsa A, = ————— adim boyu kullanilarak optimal

Js*]

¢oziime gidilebilir.
3.3.2. Deflected Subgradyent metot

Bu boliimde (Guta 2003) calismasindaki sonuglar incelenmistir.

Subgradyent metodun en 6nemli davranislarindan birisi her bir  x* iterasyonunda

“ noktasmndan Xx° optimal ¢oziimiine gidilirken

olusan s subgradyentlerinin, x
aralarinda ag1 olusturmalaridir. Bu sekilde iterasyon ilerlerken s* subgradyent yonii ile
bir onceki s hareket yonii arasindaki a¢i genis ag¢1 olabilir. Bu durum gelecek
noktanin bir Onceki noktaya yakin bir yere diigmesine sebep olabilir. Bu ise

yakinsamay1 yavaslatir.
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=12
X
i1
X
s
X
i+l
ic+2
X

*

X

Sekil 3.9. iterasyon noktalarmin olusturdugu zikzaklar

A, pozitif bir skaler ve s" € R™ olsun. Bir iterasyon kurali olarak n=0,1,2,... i¢in

Xn+1 — PQ (Xn _insn)

alalim. Eger herhangi iki (yada daha fazla) ardisik x*,x*"' € Q noktalarma uyumlu s*

ve Sk+l

arasindaki a¢1 genis ag1 ise yani;
ss“" <0

ise kural birinci tiir zikzak durumundadir.

Boyle bir zikzak olusumu subgradyent metodu her bir asamada yavaslatabilir. Boyle bir
durumun olmasini yani giincel adim yonii ile 6nceki adim yonii arasindaki aginin genis

acili olmast durumunu ortadan kaldirmak i¢in subgradyent yoniinii saptirmaya ihtiyag
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duyulur. Bu son dedigimizi gergeklestirmek ve yakinsamanin hizini artirmak igin x*
iterasyonunda s* subgradyent yénii bir deflected (saptirilmis) subgradyent yon olan d*
ile yer degistirilip piir subgradyent metot modifiye edilir. d* asagidaki prosediirle

bulunur:

d* =s* +5,d*?

burada s eof (x*) dir ve 8, >0 saptirma parametresi diye adlandirilan uygun bir

skalerdir. k=0 i¢in d“" =0 dir. Yani deflected subgradyent metot, énceki adimda
kullanilan yon ve giincel subgradyent yoniin bir lineer kombinasyonu olan d* arastirma

yoniinde taginir.

Bu boliimde deflected subgradyent metodunu goz Oniine alacagiz. Bu metot, piir
subgradyent metoda kiyasla optimal ¢oziime gétiiren hareket yonleri arasindaki agilar
dar agili olusacaktir. Ayrica bu bolimde subgradyent vektoriin her bir olumlu

ozelliginin deflected subgradyent vektore genisletilebilecegi de gosterilecektir.

Deflected subgradyent algoritma

Adim 0: (baslangi¢c durum)

x° € Q bir baslangi¢ noktasini seg ve k =0 igin d“* =0 olarak al.

Adim 1: bir s* e of (x*) subgradyenti al

d“ =s* +5,d" (3.3.2.1)

X =P, (x* = 4,d%) (3.3.2.2)
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(0, ve A, karar vermek i¢in kurallar verilecek)
k=k+1
olarak al.
Adim 2: Istenilen optimallik elde edilinceye kadar Adim 1 e don.
Deflected subgradyent yonlerin bazi 6zellikleri géz 6niine alinacak ve sirasiyla (3.2.2.1)

ve (3.2.2.2) esitliklerinde verilen &, saptirma parametresi Ve 4, adim uzunluguna karar

vermek i¢in bir kural verilecektir. Bunun i¢in sonucu gelecek teoremde kullanilacak

asagidaki lemma g6z Oniine alinacaktir.

Lemma3.1: Q, R" nin kapali konveks bir alt kiimesi, x°eQ ve y=x"-4d olsun.
Burada d, R™ de bir vektdr ve A bir pozitif skalerdir. Eger X' =P,(y) ve p=y-x

Ise 0 zaman
p.d <0 ve Hxl—XOHSHy—xOH

seklindedir.

Ispat: Bu lemmanin sonuclari dogrudan konveks kiimenin 6zelliklerinden goriiliir.

Ozellikle p vektorii x' de Q nin destek hiperdiizlemine diktir ve boylece A(X°x'y)

licgen sonucu olarak x' de ag1 genistir.
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Sekil 3.10. Lemmanin ispatinin sekil {izerinde gosterimi

Teorem 3.4: s* e of (x*) olsun ve d*, (3.3.2.1) tarafindan verilsin. Eger Yk =0,1,2,...

1¢in
0< A4, <L_2f* (3.3.2.3)
o]
Ise 0 zaman
d¥(x* —x") > s*(x* = x") (3.3.2.4)
olur.

Ispat: Tiimevarim uygulayarak ispat edelim. (3.3.2.4) k =0 i¢in gegerlidir. Teoremin
iddiasinin m=Kk igin dogru oldugunu kabul edip m=k+1 i¢in dogru oldugunu

gosterelim. (3.3.2.1) denklemi kullanilarak

d k+l(xk+1 _ X*) — Sk+1(Xk+l _ X*) + 5k+1d k (Xk+1 _ X*) (3325)
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yazilabilir. Boylece sadece &,,,d* (X" —x") >0 oldugu gosterilmelidir. Simdi

p* =Py (X = 4d")+(x* - 2,d") olup
d“ (X" =x") = d* (P, (x* = £d*) - x")
:dk(xk —ﬂfkdk _ pk _X*)
. 2
=d*(x* = x") - A d*| —d*p*

>d (¢ ~x) = A [ (3.3.2.6)

son ifadedeki bu esitsizlik Lemma 3.1 deki —p“d* >0 olmasindandir. Diger yandan

teoremde verilen sart kullanilarak s* e of (x*) i¢in asagidaki esitsizlik yazilabilir;
0<A[d¥[ < F(x)— 7 <85 (x —x) <d(x ~x")
son esitsizlik timevarim hipotezinden yazilmistir. Boylece
d“(x ~x) -4 Jd¥[ =0
elde edilir.
Bu (3.3.2.6) ile birlikte diistiniiliirse
5., d(x =x") =0
oldugu goriiliir. Burada 9, ,, > 0 dir. Bu son durumla (3.3.2.5) iliskisi degerlendirilirse

d k+1(Xk+l _ X*) > Sk+l(Xk+l _ X*)
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olur ve ispat tamamlanir.

Teorem 3.5: x* deflected subgradyent kurali tarafindan olusturulan iterasyonlarin bir

dizisi olsun. Onceki teoremin sartlar1 altinda biitiin k lar icin;
i- d“(x*=x")>0

=< -]

seklindedir. Burada x* optimal olmayan nokta ve x* bir optimal ¢oziimdiir.

Ispat: i- s*(x* =x")> f* — " >0 oldugu i¢in sonug Teorem 3.4 dan direkt goriiliir.

2

x| [t 4

2

g”x" ~Ad"-x"

=[x =+ 2| Ao 20t (¢ =) | (33.27)
ifadesinde Teorem 3.4 deki sart uygulanirsa
Al = F O £ <2(F ()~ £9)

yazilir. f fonksiyonunun konveksligi ve Teorem 3.4 kullanilirsa asagidaki iliski elde

edilir;
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AT <21 % ]2 % <26t #x
Buradan
Ao -2t xox <o
sonucu ¢ikarilir. Bu ifade (3.3.2.7) ile birlikte diistiniiliirse

ka+l —x*

<[x =]

ifadesi elde edilir. Boylece ispat tamamlanmustir.

Teorem 3.5’in i- sikkinda goriildiigii gibi deflected subgradyent vektoriin subgradyent

vektore benzedigi goriiliir. Fakat deflected subgradyent vektér X optimal noktasina

onciiliik eden her bir noktadaki hareket yonii ile dar agilidir. Ustelik Teorem 3.5 in

ikinci kismi, Hx" - x*H dizisinin azalan oldugunu garantiler ve bunun bir sonucu olarak

deflected subgradyent metot her bir iterasyon sonucunda optimal ¢oziime yaklagmig

olur. Asagidaki teorem &, saptirma parametresinin se¢iminde yardimci olacaktir.

Teorem 3.6: x“ deflected subgradyent prosediir tarafindan olusturulan bir dizi olsun.

Teorem 3.4 iin sartlar1 altinda eger sd“™" <0 ise

Skd k-1
S, =1, W (3.3.2.8)

olur. Diger durumlarda ise 6, =0 olur. Burada 0 <7, <2 seklindedir. Boylece
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d“ x¥—x* ¥ xf—x"
k 2 k
o] |

(3.3.2.9)

ii- Eger d* ve s vektorleri x—x" vektorii ile sirasiyla ¢f ve ¢ agilarim

olusturuyorsa o zaman

seklindedir.

ispat: i- Eger s*d“'>0 ise 0 zaman &, =0dir ve boylece d* =s* olup (3.3.2.9)

goriiliir. Simdi de s“d*™* <0 olmas1 durumunu géz 6niine alalim. Bu durumda teoremin

kabuliinden

yazilir. O zaman

2 2 2 2
o <[ =+ a0 - <']
_ K k-1 k-1||?
=0, 25°d" +6, Hd H
=0, 2s*d* " -7, s*d*?

=5,(2—-17,)s d"*
<0

olarak elde edilir. Bu son esitsizlik 7, i¢in verilen sart ve sd*" <0 olmasindandir.

Boylece
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& <[ (3.3.2.10)

olur. (3.3.2.10) ifadesi, Teorem 3.4 ile beraber diisiiniiliirse

d“ x*—x* ¥ x=x"

>
o] Js*]

olarak elde edilir.

ii- ¢ ve ¢ nin dar ac1 oldugu agiktir.

) dk x*—x" ) sk xK—x
S T o Rl = | PO |

olup teoremin birinci kismindan

cos i >cos ¢

yazilabilir. Boylece agilar dar ag1 oldugundan ve kosiniis fonksiyonu 0,90 araliginda

monoton azalan oldugundan

by <4

olur. Subgradyent yonii s* hareketin 6nceki yonii ile genis acili oldugu zaman Teorem
3.6 nin (3.3.2.8) kuralina gore secilen bir saptirma parametresi iterasyon dizisinin

birinci tiir zikzak yapmasinin 6niine geger.
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Teorem 3.6 nin ikinci sikkindan ¢ikaracagimiz sonuglardan biri de deflected
subgradyent yonii olan d* daima en az subgradyent yonii kadar iyidir. Ciinkii deflected

subgradyent adim yénii olan d* piir subgradyent vektor yoniine gore optimal ¢oziime

giden en iyi yol ile daha dar agilidir. Boylece yakinsamanin hiz artar.

Teorem 3.7: d*, K.iterasyonda deflected subgradyent yon olsun. Teorem 3.6 nin

sartlar1 altinda eger 7, 21 ise 0 zaman

d“d**>0
olur.

k

ispat: s“d“*>0 durumunda d* =s" dir. Boylece iddia dogrulanir. Boylece biz

s“d“" <0 durumu goz éniine alinacaktir. Bu durumda 7, >1 oldugundan

dkdk—l: sk+6kdk_l dk—l
= sd o g s d L (5, :_Tkskdk—l/udk—luz)

= 1-7, sd“*

>0
elde edilir. Boylece ispat tamamlanmuistir.

Teorem 3.7 nin 6nemi 1<z, <2 arahgindan alinan 7, ile segilen saptirma

parametresi onceki adim yonii ile giincel deflected subgradyent yonii arasindaki aginin
dar a¢1 olmasimi saglamasidir. Béylece bu metot piir subgradyent metotta olusabilen

birinci tiir zikzak durumunu engellemis olur.
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7, =1 se¢imi Onceki yOne ortagonal bir yon secimi i¢in kullanilir. Bu yukaridaki
teoremin ispatinda da agik¢a goriilmektedir. Ama 7, i¢in Onerilen kullanim 7, =1,5

kullanimidir. Deflected subgradyent algoritmanin performansi pratikte piir subgradyent
algoritmanin performansindan tstiindiir. Aslinda literatiirde saptirma parametresinin
seciminde ¢esitlilik vardir. (3.3.2.8) ifadesindeki gibi verilen saptirma parametresi ile
deflected subgradyent prosediir tarafindan olusturulan hareketin yonii, piir subgradyent
prosediiriin birinci tiir zikzak yaptigi durumda onun subgradyent yoniinii sadece
dondiirebilir. Ayric1 saptirma, dnceki yon ile giincel yon arasindaki aginin genis a1

olmas1 durumunda yapilir.

Bir baska saptirma parametresi se¢imi, giincel subgradyent olan s* ile d** arasindaki
acinin tipini hesaba katmadan, Onceki hareketin yonii ile gilincel hareketin yonii
arasindaki aciy1 ikiye bdlen bir hareket yonii se¢imi i¢in her bir iterasyon noktasinda

saptirma yapmay1 onermistir. Bu yonii elde etmek icin saptirma parametresi

[s*]

e

%

esitligi ile bulunur. Saptirma parametresinin bu segimi ile  d* =s* +4,d*™ yonii s* ile
d“*" arasindaki agiy1 ikiye boler ve bundan dolay1 bu stratejiye ortalama yon stratejisi
denir. Bundan baska subgradyent s ve hareketin onceki yonii d** in konveks
kombinasyonu bazi zamanlarda giincel adim yonii d* y1 belirlemek igin kullanilir.

Yani, o, € 0,1 igin

d“=¢s"+ 1-a, d“*

seklindedir. Bu durumda eger s*d“*>0 ise 0o zaman d*d“*>0 olur.(herhangi bir

a, >0 igin) Ancak eger s“d“* <0 ise o zaman birinci tiir zikzag1 ortadan kaldirmak

icin @, nin kisitlanmasina ihtiyag vardir. Eger s“d** <0 ise ¢, igin
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o]
Hd k—l”z _ gkt

d“d“'>0 < 0<q, <

dir. Béylece eger sd** <0 ise bu durumda e, nin segimi 0 < ¢, < e, dir. Burada

o]

o, =min<l, 5
Hdk—lH _gkgkt

olursa birinci tiir zikzak ortadan kalkar.

3.3.3. Kosullu Subgradyent metot

Bu boliimde (Guta 2003) ¢alismasindaki sonuglar incelenmistir.

Kosullu subgradyent metot, deflected subgradyent metot tarafindan ortadan

kaldirllamayan piir subgradyent metodun ikinci tir zikzak durumunu ortadan

kaldirmada kullamilir. Deflected subgradyent metodun s

subgradyent yoni ile
hareketin Onceki yonii arasindaki ag¢mnin, genis olmasi durumunda kullanildigini
hatirlayalim. Ancak bazi durumlarda s* subgradyent yonii ve hareketin 6nceki yonii
arasindaki ag1, dar olmasina ragmen istenilen bolgeye x* — 4, s* nin projeksiyonu, x* ya
¢ok yakin bir sekilde bolgenin sinirina diigsebilir. Boyle bir durumda iterasyon noktalari
hemen hemen hi¢ degistirilmemis gibi olur ya da prosediir cok yavas gelisip anlamli bir

degisiklik olmaz. Asagidaki problem piir (ve deflected) subgradyent metotlarinin

muhtemel yavas yakinsamasini gosterir.

Ornek 3.6: min x, - 2x,

X, X, €Q
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Burada Q= x,X, e R®:x —X,>0,0<x <1,0<X, <1 seklindedir.

Optimal amag degeri -1 ve optimal ¢oziim X = 1,1 dir. Herhangi bir x* e Q iterasyon
noktasinda subgradyent s“= 1,-2 olup hareket yonii olan —s* = -1,2 , x" optimal
¢Ozlime gotliren yon ile dar acilidir ve 6nceki adim yoni ile asla genis agili olamaz.
Yani adim yonii daima -1,2 subgradyent vektoriiniin yonidir. (3.3.2.8) saptirma

kural1 ile veya ortalama yon stratejisi ile ya da konveks kombinasyon adim yonii ile

deflected subgradyent metotlarinin adim yonii daima piir subgradyent metot ile ¢akisir.

Bundan dolay1 baslangi¢ noktasini 0,0 segip

fox* —f" 1+f x

d °

A =

adim kuralin1 kullanarak piir subgradyent metotla ¢ézelim. O zaman iterasyonlar

k
seklinde elde edilir. Amag deger f x* = —1+19F dir. Bu 6rnek i¢in kuralin optimal

noktaya yakinsamasi ¢ok yavastir.



39

x =(L1)

Sekil 3.11. Piir subgradyent metotla olusan ikinci tiir zikzak
Bu ornekte olusan zikzak subgradyentler uygun kiimenin X, X, :X =X, yiizeyine
hemen hemen dik olmasindan dolayidir. Subgradyent metodun bdyle bir zikzak

durumuna ikinci tiir zikzak diyecegiz. Bunun i¢in 6nce asagidaki tanimlar1 vermeliyiz.

Bazi x € Q noktalarinda Q nin bir normal konisi

N, x = yeR™:y z—x <0,VzeQ

kiimesidir.

Bazi x e Q de Q kiimesinin bir tanjant konisi

T, X = zeR":zy<0,Vye N, X
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kiimesidir. N, x ve T, X her ikisi sifir1 iceren bostan farkli kapali konveks alt

kiimelerdir.

Sekil 3.12. xebd Q noktasinin tanjant ve normal konisi

Eger xeint Q iseburada int Q ,Q nin i¢ini ifade eder. O zaman N, X = 0 ve
T, x =R™ olur. N, x ve T, X in elemanlar1 X de sirasiyla normal vektorler ve
tanjant vektorler diye adlandirilir. Herhangi bir ze Q i¢in ye N, X olmak iizere
y z—X <0 oldugu i¢in z—xeT, X olduguna dikkat edelim yani Q- X T, X
seklindedir. Yani tanjant koninin tanimi ayn1 zamanda Q— X tarafindan olusturulan

koninin kapanig1 olarak da ifade edilebilir.

T, X =cl zeR":z=a y-x ,yeQ,a>0

Ya da buna esit olarak

T, X =cl zeR":x+4zeQ,1>0
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yazilabilir. Eger Q bir polihedral kiime ise o zaman

T, X = ze R":x+ Az € Q,bazid > Oigin

olduguna dikkat edelim.

Eger xebd Q de d¢T, x ise deR"™ ye X noktasinda uygun olmayan yondiir

denir. Burada bd Q ,Q nin sinirindaki noktalarin kiimesidir. Yani eger

bazi ve N, X igindv>0

ise d vektorii xebd Q noktasinda uygun olmayan bir yondiir. Asagida ikinci tiir

zikzagin formal bir tanimi verilecek.

A, pozitif bir skaler ve d" € R™ olsun. Bir iterasyon prosediirii

n+1 n n
X" =P, x"+4,d

olsun. Eger herhangi iki (yada daha fazla) ardisik iterasyon noktas1 X, x* e Q da

dv>0 ve d“'w>0 (3.3.3.1)

k k+1

olacak sekilde ve N, x* ve weN, X vektorleri olusuyorsa ikinci tiir zikzak

formu olusur. Minimumu bulunacak fonksiyonlar i¢in d", negatif subgradyenttir.
Tanima dikkat edilirse ikinci tiir zikzak sadece iterasyon noktalar1 QQ nin smirinda
oldugu zaman meydana ¢ikar. Yoksa (3.3.3.1) sartim1 saglayan v ve W olusmaz. Bu

boliimde adim yoniine karar verirken ve kosullu subgradyent metot yakinsamasini
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kurarken, uygun kiime g6z Oniine alinarak piir subgradyent metod genellenecek.
Kosullu subgradyent metot ikinci tiir zikzak olusumunu oOnledigi i¢in piir

subgradyentten daha iyi performansa sahiptir.

Bir problemi goz 6niine alalim. f:R™ — R konveks bir fonksiyon olsun. Boylece f

stireklidir ama her yerde tiirevlenebilir olmasi gerekmez. Ayrica Q € R™ bostan farkli
kapali ve konveks kiime olsun ve bazi X €Q ig¢in f*=f(Xx")>—- oldugunu

varsayalim. Problem

f =minf x (3.3.3.2)

XeQ

olarak g6z Oniine alinir. Bununla birlikte

Q= xeQ:f x =f°

optimal ¢oziimlerin konveks kiimesi ve bostan farklidir. (3.3.3.2) probleminin
ozellikleri aksi sOylenmedikge biitlin tartisma boyunca gecerlidir. Subgradyent ve
subdiferansiyelin taniminda Q uygun bdlgesinin bir etkisi yoktu. Simdi Q uygun
bolgesini de hesaba katarak kosullu subgradyent ve kosullu subdiferansiyelin

tanimlarini verelim.

Tamm 3.3: f:R™ >R konveks bir fonksiyon ve Q< R"™ olsun. xeQ de f nin

kosullu subdiferansiyeli

0%f X = §eR™: f X +§ z—-x <f z ,VzeQ

kiimesidir. §€ 8”f x elemam X de f nin kosullu subgradyenti diye adlandirilir.
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Q nim sinirinda olmayan yani iginde olan noktalarda subdiferansiyel ile kosullu

subdiferansiyel aynidir. Asagidaki Sekil 3.13 de AB ¢izgisinin normal vektori S,, R de
diizgiin konveks fonksiyonun bir kosullu subgradyentidir. ilgili kiimemiz Q= a,b
kapali araligidir. Dikkat edilirse grafik s, y1 da igeren bir ¢cok kosullu subgradyente
sahip iken CD tanjant ¢izgisine a noktasinda normal olan sadece s, subgradyent

vektoriidiir. Benzer olarak EF dogrusunun §, normal vektorii b noktasindaki f nin

kosullu subgradyentlerinden biridir. Kosullu subgradyent sadece fonksiyona degil ayni

zamanda ilgili Q kiimesine de baglidir. Verilen bir konveks f fonksiyonu ve onun

tanim kiimesindeki bir X noktast i¢in Of X  bostan farkli bir kiimedir.

of x co*f x oldugu agiktir. Boylece 0°f X bostan farklidir.

I
I
I
I
I
|
|
b
Sekil 3.13. Q= a,b kiimesinin ug noktalar1 i¢in subgradyent ve kosullu subgradyentler

Teorem 3.15: (optimallik sartlar1) Asagidaki ifadeler gegerlidir.
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a) x e Q" olmast i¢in gerek ve yeter sart 0€9°f X olmasidur.

b) X e Q" olmast i¢in gerek ve yeter sart —0f X M N, X # & olmasidur.

Ispat: a) Verilen ifade f nin konveksligi ve kosullu subgradyent tanimindan kolayca

goriiliir. b) xeQ olsunve —of x M N, X =& oldugunu varsayalim. Bu bize biitiin
se—of X vebazi xeQ igin S X—X >0 oldugunu ima eder. 0e—of X oldugu igin

0 x—x >0 eliskisi elde edilir. O halde xe Q" <-af x NN, x =& olur.

Diger taraftan —of X NN, X #J oldugunu kabul edelim. Bu sedf X Ve
biitin xeQ i¢in s X—X >0 oldugu anlamindadir. O zaman kosullu subgradyentin

tanimindan sedf x <o%f X oldugu icin

olup s x—x >0 olduguda diisiiniilirse f X >f X olup ispat tamamlanr.

Teorem 3.16: (kosullu subdiferansiyelin karakterizasyonu) Her bir x € Q igin

o%f x =of x +N, x

seklindedir.

Ispat: ve 0*f x oldugunu varsayalim. Burada x € Q keyfi sabittir. Boylece



45

fz-fx2>=2vz-x VzeQ igin

seklindedir, h:Q—>R, hz=f z-f x —-vz-x yardimc fonksiyonunu

tanimlayalim. h fonksiyonunun, Q da konveks oldugu agiktir. Biitin ze€ Q igin

hz>0vehx =0 dir. Boylece x, Q kiimesinde h i¢in bir minimum noktadir.

Boylece optimallik kosullarindan

—oh x "N, X #J

olur. Ustelik h nin tammindan 6h x =0f x — v yazilir. Boylece —s, +Ve N, X

olacak sekilde bir s, e of X olusur. Yani baz1 n,e N, X i¢in n,=-s +Vv Yya da
v=s,+n,edf x +N, x olur. Béylece 0°f x cof x +N, x olur. Diger
taraftan v, e f x ve v,e N, X olmakiizere v=V,+Vv,e of X +N, X oldugunu

varsayalim. Boylece; biitiin ze R™ ve v, e f X igin

fz-fxz2v z-x (3.3.3.3)

olur. VzeQ ve v,e N, X igin

v, z—x <0 (3.3.3.4)

olur. (3.3.3.3) ve (3.3.3.4) ifadeleri taraf tarafa toplanirsa

fz-fXx2=2v+v, z-X =v 2-X
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olur. Buda v= v, +v, €0”f x anlamindadir. Yani of x +N, x <o“f x olup

ispat tamamlanur.

§eo”f x* , x“eQ da f nin bir kosullu subgradyenti olsun. Bir kosullu subgradyent

optimizasyon verilen bir x° € Q noktasindan baslar. (3.3.3.2) problemi k =0,1,2,... i¢in

Xt =P, x“-458" (3.3.3.5)

kurali ile bir x* iterasyon dizisi olusturulur. Burada §*=s"+Vv* seklindedir.

k

s“eaf x* , v¥eN, x* ve 4 >0 yakinsamay: garanti edecek bir kurala gore

secilen adim uzunlugudur. Kosullu subgradyent metot, piir ve deflected subgradyent

metotlarin bazi eksikliklerini hafiflettigi gibi onlarin 6nemli iki 6zelligini de korur. Bu

ozellikler sunlardir: x* —Q, §€d°f x* ile (3.3.3.5) kosullu subgradyent kuralina

gore olusturulan bir dizi ise

i-optimal olmayan biitin x* lar igin § x*—x" >0 seklindedir. Ciinkii kosullu

subgradyentin tanimindan
§ X —x" >2f x* —f x* >0 (3.3.3.6)

oldugunu biliyoruz. Bu yiizden kosullu subgradyentin optimal ¢dziime gotiiren bir yon

ile dar acil1 olmasi subgradyent vektor ile benzer 6zelligidir.

2 f x* —f x' .
NG T
5]

ii- 0< 4, < (3.3.3.7)

=|x

<ka —X
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seklindedir. Yani ka — X*H dizisi kesin azalandir.

Asagidaki teorem 4, adim uzunlugunun sec¢imine bir sart koyarak kosullu subgradyent

prosediir tarafindan olusturulan x* iterasyon dizisinin yakinsamasini saglar.

Teorem 3.17: biitiin k=0,1,2,... icin x* < Q, A4 >0 adim uzunlugu ile (3.3.3.2)

problemine uygulanan (3.3.3.5) kosullu subgradyent prosediir tarafindan olusturulan

iterasyonlarin bir dizisi olsun. Burada 4, >0 ve

k—

lim2, =0, > 4 =0 ve Y 4° <o (3.3.3.8)
k=0 k=0
olsun. Eger sup, H§k H <oo ise 0 zaman x“ , Q' nin bir elemanina yakinsar.

Ispat: X" € Q" ve k >1 olsun. Her bir k iterasyonunda

2

* *

2 <
ka+1—x :HPQ X< -8 —x

2

*

s”x" ~ 28" —x

=[x x| —228 x—x" + 225 (3.3.3.9)

yazilir. (3.3.3.9) ifadesinin tekrarli uygulamasi
) ) K o k-1 -
[ x| <[x*=x| =22 48" ¥ -x" + 3 479 (3.3.3.10)
j=0 j=0

olur. O zaman (3.3.3.6)ifadesinden Vj >0 i¢in
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§h xI-x" >0 (3.3.3.11)
yazilir. Boylece (3.3.3.10) ve (3.3.3.11) ifadelerinden

2 2 & 2
[x = <[x* = x| + 2428 (3.3.3.12)
j=0
yazilir. ¢ =sup; H§JH ve p:iﬁ,jz olarak tanimlanirsa herhangi bir j >0 igin
=0

'] <c ve Sa7<p
j=0
elde edilir. (3.3.3.12) ifadesinden herhangi bir k >1 igin
[ =x T < x|+ pe

yazilir. Bu x“-x" dizisinin smirh oldugu anlamma gelir. Bu yiizden x* da

stirhdir. Simdi §' x' =X~ —0 olacak sekilde x* min X' alt dizisi olmadigint

varsayalim. O zaman biitin k > K igin § x*-x" >¢ ile § >0 olmalidir. Burada

K yeterince biiylik dogal sayidir. (3.3.3.11) dan dolay1 dizi negatif degildir. Bu

Zﬂ ; = oo sartiyla birlikte diigtiniilirse
j=0

k—>0

k-1
IimZﬂﬁ‘ xI—x" =0
j=0

olur. Ustelik
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k—>o0 &= k—>o0 &=

k-1 )

. ~ill2 .

lim E /IJ.ZHSJH <c? ve lim E }tjz <
j=0 j=0

olup (333.10) dan [x*-x'| -0 olur. Bu mimkin degildir. x* dizsi

§ x'—x° —0 olacak sekilde x' alt dizisi igermelidir. (3.3.3.6) dan

f X — " olur. Ustelik x* sl oldugu igin X' dizisinin bir x gibi bir yigilma

noktast olusur. f nin siirekliliginden f x = f* dir. Boylece XxeQ dir. Simdi X e

yakinsayan biitin  x*  dizilerini gostermek igin
HXN —)_(H <g Ve iﬂtz <-£
2
t=N 2c

olacak sekilde £ >0 ve N =N ¢ bulunsun. O zaman herhangi bir k > N igin benzer

olarak (3.3.3.12) ifadesindeki gibi
[ =X <[x =X + jk_z:@jzugiuz <Sili=e

elde edilir. Bu keyfi herhangi bir kiicik & >0 icin oldugundan teoremin ispati

tamamlanir.

Kosullu subgradyentlerin  §* dizisinin simrlilig1 (3.3.3.5) metodunda v* nin uygun

secimiyle garantilenebilir. Miimkiin yollardan biri

V=P , —s (3.3.3.13)
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seklindedir. Burada s“eof x* seklindedir. of x* smirli bir konveks kiime ve

(3.3.3.13) ifadesine gore segilen bir v* da smirli oldugu igin
§=v'+s

dizisi de sinirhdir.

Dogal sonug: (uyarlamali adim uzunlugu sec¢im kurali)

(3.3.3.5) metodundaki 4, nin yerine adim uzunluklarinin keyfi bir dizisi 7, olsun. Her
ikisi de (3.3.3.8) ifadesini saglayan 4, ve A, dizileri olup biitin k lar i¢in

A ST < ﬂ_k olursa teorem 3.17 nin iddias1 gergeklesir.

A ve Z dizisinin elemanlar1 keyfi olarak kiigiik ve biiyiik yapilabilir. Ornek olarak

strastyla (3.3.3.8) sartlar1 saglanirken

M
L +kK

ve A,

A =

(04
L +kK

yazilsin. Burada o >0 yeterince kiiclik, M >0 gerektigi kadar biiylik ve >0 dir.

Dogal sonug 3.18 in sart1 bize adim boyu se¢iminde esneklik saglar. Asagidaki 6rnegi
daha once piir subgradyentle ¢6zmiistiikk. Simdi kosullu subgradyentle ¢6ziip kosullu

subgradyentin etkisini gorecegiz.

Ornek 3.7: Ornek 3.6 durumuna Polyak’s adim uzunlugunu kullanarak (3.3.3.5)

metodunu uygulayacagiz. X° = 0,0 ile baslayalm. x° da normal koni
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N, X = yeR*:y,+y,<0,y, <0

seklindedir. s°= 1,2 olup hareket yonii —-s° = -1,2 olur. —=s® = —1,2 nin normal

koni {izerine iz diisimii v’ = — % : % dir. Boylece x° da bir kosullu subgradyent

olur. Buradan A, = % =2 olur. Boylece
§

=P, x°-45° =P, 11 =11

bulunur. Yani optimal ¢6ziime sadece bir iterasyonda ulasildi. Dikkat edilirse kosullu
subgradyent metodun etkinligi segilen kosullu subgradyent yone baglidir ve keyfi
secilen kosullu subgradyent 2. tiir zigzag1 ortadan kaldirmayabilir. Ornegin yukaridaki

ornekte -1,1 de N, x° 1 bir elemamdir ve bdylece §°= 1,-2 + -11 = 0,-1

x° da bir kosullu subgradyenttir. Ama uygun bir yon degildir.
3.3.4. Zikzak-Free Subgradyent metot
Bu boliimde (Guta 2003) ¢alismasindaki sonuglar incelenmistir.

Subgradyent metotlarin adim yonlerinden meydana ¢ikan zikzak davranisi prosediiriin
yavas yakinsamasina sebep olup, metodun performansini azaltmaktadir. Daha Once
bahsedildigi gibi zikzak olgusu, birinci tiir yada ikinci tiir zikzak seklinde ortaya
cikabilir. Biitlin prosediirler her iki zikzak tiirline maruz kalabilir. Bu durum 6zellikle

genis boyutlu problemleri oldukga verimsizlestirir.
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Sirasiyla Boliim 3.3.2 ve Bolim 3.3.3 de tartisilan deflected subgradyent ve kosullu
subgradyent metotlar, piir subgradyent metodun zikzak olusumunu engelleme amagli
dizayn edilmistir. Ancak deflected subgradyent metot, birinci tiir zikzak durumunda ise
yarasa da ikinci tir zikzak ile ilgili degildir. Diger taraftan kosullu subgradyent metot,
ikinci tiir zikzak durumunda zikzaklari kaldirsa da birinci tir zikzak olusumunu

engelleyememektedir.

Bu boliimde segilen adim yonii ile her iki zikzak tiiriinii de tamamen ortadan kaldiracak
yeni bir strateji dizayn edilecektir. Bu strateji, deflected ve kosullu subgradyent
prosediirleri birlikte diisiiniip birlestirmeyi amaglar. 3.boliimde ikinci tiir zikzak
durumunun, iterasyon noktalarmin uygun bolgenin goéreceli sinir1 boyunca degistigi
zaman olacagi soylenmisti. Bu sekilde olusan zikzak durumunun, uygun bir kosullu
subgradyent adim yonii ile kontrol altina alinabilecegi ifade edilmisti. Deflected
subgradyent metot ise uygun bir saptirma parametresi ile iterasyon noktalar1 uygun
kiimenin iginde hareket ederken, birinci tiir zikzak durumunun olusumunu ortadan
kaldirmaya yardim ediyordu. Simdi Oyle bir prosediir insa edilecek Ki; iterasyon
noktalart uygun bolgenin sinir1 boyunca hareket ederken kosullu subgradyenti taklit
edecek ve her ne zaman gerekirse deflected subgradyent prosediire gececek. Yani
dizayn edilen prosediir, her bir noktada sonu¢ subgradyent yoniinii inceleyecek ve
ortaya ¢ikan zikzak tiirliniin egilimi hakkinda bilgi verecek. Bu bilgiye dayali olarak

uygun adim yonii secilerek zikzak olusumu engellenecek.

Bu boliimde 6zel kurallar yardimiyla secilen subgradyent adim yonii ile zikzak

olgusunu tamamen ortadan kaldirabilen yeni bir algoritma sunulacaktir. Bir d* adim

k

yonii bir x“ ebdQ iterasyon noktasinda bazi ve N, x* icin d*v>0 ise bu v

yoniiniin uygun olmayacagi soylenebilir.(yani d* vektorii, x* noktasmda bir normal
vektorle dar agili sekildedir.) Ciinkii boyle bir yonle, ikinci tiir zikzak olgusu daha da

katiilesebilir. Bu zorluktan kurtulmak i¢in uygun olmayan bu yonii kullanmaktansa
x“ ebdQ igin uygun bir tanjant vektoriinii yon olarak segip bir sonraki iterasyon

noktasina gidilebilir. X* noktasinda bu yén
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AF = s vk (3.3.4.1)

kurali tarafindan belirlenebilir. Burada s* e of x* ve v = P« —s* dir. (eger s*

o X

vektorii, X noktasinda uygun bir yon degilse) A¢ =s* + PN y —s* vektorii, N, x"
Q

normal konisine ortogonal oldugu icin A* vektérii, X noktasinda Q kiimesinin tanjant

vektoridir.

A" vektorii, (3.3.4.1) kurali ile elde edilen x* noktasinda f fonksiyonunun bir kosullu

subgradyentidir. Ancak A* vektoriinii daima bir adim yonii olarak kullanan kosullu

subgradyent metoda zit olarak bu prosediirde A“ vektoriinii, sadece iterasyon

noktasinda subgradyent uygun bir yon olmadiginda kullanilir. Diger durumlarda yani
eger s“ uygun olmayan yon degilse ya da x* eint Q ise birinci tiir zikzak olusumunu

n

engellemek i¢in deflected subgradyent stratejisine gegilir. Boylece Q de X

iterasyonlarinin dizisini olusturan iiretken prosediir asagidaki gibi olur.
Uretken hibrid subgradyent algoritma
Adim0: k=0, A" =0 ve x° € Q olarak al.
Adim 1: (adim yoniine karar verme)
Eger x“ da s uygun yon degil ve x* ebdQ ise
A ="V (3.3.4.2)

Diger durumlarda
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A* =s* +5, A"

olarak al. Burada s*eof x* , V=P , —s* ve &, uygun secilen saptirma

Ng X

parametresidir.

Adim 2:
X =P, x“ -1 A" (3.34.3)

Adim 3: k=k+1 al ve istenilen optimallik gerceklesene kadar Adim 1 e donerek tekrar

et.

(3.3.4.2) tarafindan verilen adim yonii ya kosullu subgradyent ya da bir deflected
subgradyent yon olmasi nedeniyle hibrid (melez) subgradyent yon diye adlandirilir. Bu

metodu kullanirken zikzak olusumunu ortadan kaldirmak i¢in uygun bir 4, adim
uzunlugu ve J, saptirma parametresi segilmelidir. Ayrica bu prosediirde subgradyentin
iki 6nemli 6zelligi olan

i- x* da adim yonii optimal ¢6ziime onciilikk eden adim yonii ile dar agili olmali yani

A xE—x" >0

ii- ka — X*H dizisi kesin azalan olmali ve 0 a yakinsamali

ozellikleri korunmalidir. Asagidaki Lemma’lar teoremlerin ispatinda kullanilacaktir.
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Lemma 3.2: Q, bostan farkli kapali konveks ve R™ nin bir alt kiimesi olsun. Eger

veR™ve P =P, v ise0zaman

i- herhangi bir x € Q igin |P, — x| <|v—x|

li- herhangi bir « >0 skaleri ve herhangi bir xeQ i¢gin « V=X P,—-v <0

ispat: v—P, e N, P, olduguna dikkat edelim. Bu yilizden herhangi bir X € Q igin

v

x-P v-P, <0 (3.34.4)

olur.

i- (3.3.4.4) ifadesindeki esitsizlikten direkt olarak xv—XP, SVPV—”PV”2 elde edilir.

Simdi biz asagidaki iliskide bu son esitsizlik kullanilirsa

IR~ = =R -l +2 -,
<IRJF - 28, ~2JR ]
~Ip.-vf

<0

olup birinci esitsizlik elde edilir.
ii- tekrar (3.3.4.4) i kullanarak

X-v+v-P, v-P <0

x—v v-P, <-|v-P| <0
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v-x P,-v <0

yazilir. Lemma 3.2 icin asagidakileri sOylenebilir. x* (3.3.4.3) kurali tarafindan

olusturulan iterasyonlarin bir dizisi olsun. O zaman

X=X ve v=Xx-4A" yazilirsa Lemma 3.2 nin i. stkkindan

Hx“—x””s”xk — A A =X (3.3.4.5)
yazilir.
Xx=x, v=x"-4A" ve a = L yazilarak Lemma 3.2 nin ii. sikkindan
A XX+ 4 A% >0
A X x 2 A (3.3.4.6)

yazilir. Bu iligkiler asagidaki lemmanin ispatinda kullanilacaktir.

Lemma 3.3: x* < Q (3.3.4.3) tarafindan olusturulan iterasyonlarn bir dizisi ve A,

adim yonti (3.3.4.2) tarafindan verilen hibrid subgradyent yonii olsun. Eger

fx< —f"

oy

0<4 < (3.3.4.7)

ise 0 zaman herhangi bir x* iterasyon noktast igin
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AY X —x" > xf —f x

olur.

Ispat: Tiimevarim yoéntemini kullanahm. k=0 olsun. O zaman va

AN=s"+P  —s° €d”f x° yada A"=s"eof x” di. Her iki durum igin kural

dogrudur. Ciinkii bu kural hem kosullu subgradyent hem de piir subgradyent icin de
gegerliydi. k e N icin iddiann dogru oldugunu kabul edelim. O zaman x** de s**

uygun olmayan yén ve x“* € bdQ durumunda

Ak+l — Sk+1 + PNQ o _Sk+l

X

elde edilir. Bu yine kosullu subgradyent yon oldugundan bunun igin kural dogrudur.

Yani

Ak+1 Xk+1_X Zf Xk+1 —f X

elde edilir. Diger durum yani x*eint Q durumunda inceleyelim. k =0 durumunda
A’ =s’eof x° olup kural saglanir. k € N igin iddianin dogru oldugunu kabul edelim

ve k+1 icin dogru oldugunu gosterelim. A** =s*"* + 5, A" dir. Boylece
A XX =M X X 45, A XX (3.3.4.8)

Simdi A* x*"=x" >0 oldugunu gosterecegiz.

*

AR Xyt o AR xRk Ky
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ZAk Xk_X* +Ak Xk+l_Xk
>f x —f x° +A° x*"=x* (hipotezden)

>f x —f X -4 | [(334.6)den]

>0 [ 4, daverilen sartlardan ]

olur. Bu elde edilen sonug (3.3.4.8) ifadesinde kullanilirsa

* *

Ak+l Xk+1_X* ZSk+1 Xk+l_X Zf Xk+1 —f X
elde edilir.

Teorem 3.18: x* , (3.3.4.3) tarafindan olusturulan iterasyonlarmn bir dizisi ve A"

adim yonii (3.3.4.2) tarafindan verilen hibrid subgradyent adim yonii olsun. Eger

fx< —f"

[

0<4 < (3.3.4.9)

ise 0 zaman biitin x* ¢ Q" i¢in

i- A x*—x" >0
li- [ = < x =]

iii- Eger baz1 X" iterasyon noktalarinda A" =0 ise 0 zaman X" bir optimal ¢6zimdiir.

Ispat: i-) Lemma 3.3 den biitiin x* ¢ Q" icin
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A X —x" >f x* —f x" >0

oldugu agiktir.

ii-) Lemma 3.2 kullanilarak

2

*

«12
O I

:Hx"—x*H2+ik[ﬂk [a [ —2a% x-x° ]

yazilir. Simdi [ﬂk HAk HZ —2A* X=X }<O oldugu gosterilmelidir. 4, daki sartlar ve

Lemma 3.3 kullanilarak
ﬂkHAkHZ <f X —f <A X -x" <2A* X -X
olur. Boylece A, HAk H2 —2A* x*—x" <0 olur ve ispat tamamlanir.
iii-) T =min f x" :x"eQ <f Xx" olup diger taraftan lemma 3.3 kullanilarak
f x" —f"<A" x"=x" =0

yazilir. Boylece f x" < f” olur. Buda f X" = f” oldugunu gosterir. Teorem 3.18 ile

goriildii ki hibrid subgradyent, subgradyentlerin iki 6nemli 6zelligini korudu. Bunlara

deginilecek olursa
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i-) herhangi bir iterasyon noktasindaki A* hibrid subgradyent yon x* noktasindan bir

optimal ¢6ziim olan X  noktasina onciiliik eden yon ile dar agili formdadar.

ii-) ka — X*H dizisi monoton azalandir.
Teorem 3.19: x* < Q dizisi O<g, <y <1 icin

fox< —f"

(3.3.4.10)
2

A =

adim uzunlugunu kullanarak hibrid subgradyent prosediir tarafindan bir dizi olsun. Eger

sup HAkH:k:O,LZ,... <o ve Q° bostan farkli ise o zaman bazi X €Q’ icin

f x¥ >f" ve x* —x olur.

Ispat: Lemma 3.2 kullanilarak

2

* 2 *
Hx"+1 —X :Hx" — A A =X

_ Hx" —x*H2 + A7 HA" H2 — 24 A X=X

) fx —f fx —f )
=ka—x HZ + 1 HA"HZ 24, HAKHZ AR XK —x
K g2
<[ =X~ g 24 % (3.3.4.11)
N
<|x x| =& f x - (3.3.4.12)

C



61

yazilabilir. Burada ¢ =sup HAk H 'k=0,12,... seklindedir. (3.3.4.11) ifadesi Lemma 3.3

kullanilarak elde edildi ve (3.3.4.12) ifadesi, 2—, >1 ve x, > g, oldugundan yazild.

(3.3.4.12) den f x* —f" ’ —0vyada f x* — f” sonucu ¢ikarilir.

Teorem 3.20: A“, hibrid adim yénii (3.3.4.2) tarafindan verilsin. Adim uzunlugu

A, >0 ve saptirma parametresi 6, ya

k A k-1

i-) eger S“A*' <0 ise &, = -1, &2, diger durumlarda &, =0 (3.3.4.13)

2™

burada 1<z, <2 ve s“*eof x* dir. Yada

ii-) 5, = [+ (3.3.4.14)
) 3.4,

tarafindan verilsin. O zaman hibrid subgradyent prosediir, 1.tiir ve 2.tiir zikzaklardan

kurtulur.

Ispat: s“, uygun olmayan yon olsun yani; x“ebd Q ve s*, x daki Q mn bir

normal vektorii ile dar acili olsun. O zaman A* =s*+ PN y —s*  bir normal vektore
Q

ortogonaldir ve boylece A* €T, x“ olur. Boylece 2.tiir zikzak ortaya ¢cikmaz. Eger s*
o y Y g

uygun olmayan yon degilse bu durumda sadece 1.tliir zikzak ortaya c¢ikabilir. Bunun

icinde A* =s"+5, A" kullanilr.
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i-) simdi eger o, (3.3.4.13) e gore segilirse 6, ya 0 dir ya da pozitif bir skalerdir. Eger
s“A**>0 ise 0 zaman S, =0 olur ve A“=s" elde edilir. Boylece S“A**<0

durumunu g6z 6nilinde bulunduralim. O zaman

K Akl _ ok k-1 k-1]|2
AN =K A 45, ]| A
— gkAK? _TkSkAk—l

= 1-7, s"A**

>0

olur. Burada 1-7, <0 ve s*A*" <0 oldugundan yazildi. Béylece ayn1 zamanda 1.tiir

zikzak da olugsmamuis oldu.

Sk
ii-) eger S, (3.3.4.14) tarafindan verilirse o zaman A* =s* + H H A" seklindedir.

2™

Her iki taraf A** ile carpilirsa

AKAKT — gk AL +HskHHAk—1H

sl Tz )
>0 [cauchy-schwarz esitsizligi]

bulunur.

3.4. Niimerik Uygulamalar

Ornek 3.8: f X,y =max —x,x+Yy,x-2y fonksiyonunun minimum noktasini veya

2 . (0
noktalaridan birini bulunuz. Burada Q=RxR ve u° = [3] olsun.(u” = (Oj dir.)
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Coziim: Azalan adim boyu kurali ile birlikte piir subgradyent metodunu kullanalim.
Daha sonra da deflected subgradyent metodu kullanarak ¢oziime gidip iki metodu
kiyaslayalim. Goriildiigii lizere burada Q bolgesiyle alakali herhangi bir kisitlama

olmadigindan 2.tiir zikzak olusmaz. Dolayisiyla bu 6rnek icin kosullu subgradyent

metottan yararlanmayacagiz. $imdi azalan adim boyu kuralim 4, = ﬁ. ile birlikte piir
+

subgradyent metodu uygulayalim. f X,y =max —-x,x+y,x—-2y  fonksiyonu

0

2 1
u =£3J noktasinda f, = x+y iizerindedir. Dolayisiyla subgradyent s, =(J olur. Piir

subgradyent algoritmasini uygulayacak olursak;
ut =u’ -4,
. (2 1) (1
u = —1 =
3 1 2
N .
olur. Simdi de u = 5 noktasinin f X,y =max —x,x+Yy,x—2y fonksiyonunda

1
hangi alt fonksiyon iizerine diistiigiine bakalim. u* :(2] noktast f,=x+Yy

1
tizerindedir. Piir subgradyent yine s, = {J dir. O halde

u®> =u'-4s, ifadesinden
o 1) 1(1) (05
2) 2l1) |15
2 R
u® =[3) —>Hu° —u H =3,605551

u' = @j - Hul —u’

olur. Bu sekilde devam ederse;

= 2,236068
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0,5

j—> Hu2 —u*H =1,581139
1,5

0,1666

]—> Hu3 —u*H -1,178511
1,1666

-0,0833

— |u* —u"| =0,920447
0,9166

—-0,2833

N Hu5 —u*H =0,770642
0,7166

—0,4500
0,5500

N Hu6 —u*H =0,710634

-0,3071

j—> Hu7 —u*H =0,62995
0,5500

—-0,1821

j N Hus - uH =0,579376
0,5500

—0,2933 o
j N Hu —u H -0,527881
0,4389

N HulO - uH =0,479581
0,4389

—0,2009

-0,2842 0

j—>”u ~u’|| =0,449304
0,4380

0,3480 j

N Hu12 —u*H =0,401827

—0,1240

N Hu13 —u*H =0,369432
0,3480

—0,1954

- Hu“ —u*H =0,338658
0,2766

-0,1287

- Hu“” —u*H =0,305075
0,2766

—0,1912
0,2141

- Hul6 —u*H =0,287047
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. (~0,1324 -
U= a1 —>Hu —0,251732
s [—0,0794 X
T P —> —0,227458
o [~0,1294 X
T P —> =0,206947
—0,0794
u® = 01615 ]—> u® —u H_o 179964
. (—0,1270 .
U =| 1139 —> —0,170593
~0,0815
u? = 01130 j—>”u22—u H—o 140054
~0,0380 .
uz (0 1130 j—>”u23 —0,120071

seklinde devam eder. Dikkat edilirse her bir iterasyonda minimum noktaya biraz daha

yaklastik. Simdi bunu grafik lizerinde gorelim.

f

//

Sekil 3.14. Piir subgradyentle optimal noktaya yaklasma
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Sekle bakildiginda bir ¢ok kez zikzak yapildigi goriliir. Bu zikzaklar Boliim 3.3.2 de
tanimlanan 1.tlir zikzaklardir. Bunlardan kurtulmak igin deflected subgradyent metot
kullanilacak ve sonunda da deflected subgradyent metodun minimuma yaklasma hizinin

ptir subgradyent metottan ¢ok daha iyi oldugunu gortilecektir.

3
Deflected subgradyent algoritmada da u°=[2] baslangi¢c noktasiyla baslayalim.

Baslangig i¢in d° = s° durumu vardir. O halde

1 1
olur. Simdi hareketin dnceki yonii d° = (J oldu. Giincel subgradyent yonii ise s" = [J

dir. Hatirlanacagi iizere hareketin yeni yoniinii belirlemek i¢in hareketin 6nceki yonii ile
giincel subgradyent yoniin carpimina bakiyorduk. Eger carpim sifirdan kiiciikse yani
hareketin dnceki yonii ile giincel subgradyent arasindaki ag1 genis ise 0 zaman hareketin

yeni yonii
d“=s*+5.d“"

formiilii ile belirlenir. Eger carpim sifira esit ya da sifirdan biiyiikse o zaman hareketin

yonii giincel subgradyenttir. O halde carpima bakalim
1
d’'= 11 (:J =2>0

olup yeni adim yoni giincel subgradyent yonii olacaktir. O halde
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, (1) 1(1 0,5
u = —_— =
2) 2\1 15
olur. Bu sekilde her bir adimda hareketin yonii belirlenerek devam edilirse
. (01666} , (-0,0833) . (-0,2833) , (-0,4500
u’ = Uu' = U° = U =
1,1666 0,9166 0,7166 0,5500
olup buraya kadar hareketin yeni yénii hep giincel subgradyent yon olur. u® noktasi igin

1
hareketin 6nceki yonii d° =(1] dir. Giincel subgradyent yoniinii bulmak igin u®
noktasmin hangi alt fonksiyon iizerine diistiigiinii bulmaliyiz. u® noktas: f, =-x alt

-1
fonksiyonu iizerine diismektedir. O halde giincel subgradyent s° Z[O j dir. Simdi

hareketin yeni yoniinii tespit etmek igin hareketin dnceki yonii ile giincel subgradyent

yoniin ¢carpimina bakacagiz.
5.6 -1
d>s’= 11 0 =-1<0

olup hareketin yeni yoniinii belirlemek i¢in d* =s* +6,d" kuralim kullanacagiz. Bu

kurala gore hareketin yeni yonii

olur. Buna gore

o —0,4500) 1(-0,25) (-0,414286
10,5500 | 7\0,75 | |0,442857
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olur. Bu sekilde devam edilirse

3 o .
j N Hu —u H —3,605551
2

0.5j > Ju? ~u’| =1,581139
15
0,1666] N Hus _U*H —1,178511
1,1666 |
-0,0833 5 Hu4 _U*H =0,920447
0,9166
-0,2833) |u® - =0, 770642
0,7166
—0,4500 N Hue _U*H =0,710634
0,5500
-0, 414286] 7 || _
— |u" —u"| =0.606428
0,442857
—-0,289286 8 _ .
j"”“ ~u’|=0,52897
0,442857
-0,178175
i j > |u® ~u’| =0,477356
0,442857
_ —0,128175j_) u* —u’ =0,366033
0,342857 |
_ (~0,219084 —|u™ - =0,33388
0,251948
_0,198251] N _U*H —0,274215
0,189448 |
_0,121328j - [u® ~u’| =0,224969
0,189448
0, o49899j R H”M B UH —0,195908
0,189448
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5 _ [—o, 016566

J—> HulS —u*H =0,123895
0,122781

seklinde devam eder. Her bir iterasyonda minimuma yaklagsmalar1 noktasinda her iki
metoda baktigimizda piir subgradyent metot ile deflected subgradyent metot arasinda
gozle gorilir bir fark vardir. Pir subgradyent metotla 23.adimda elde ettigimiz
yakinligr deflected subgradyent metot ile 15.adimda elde ediyoruz. Bunun boyle
olmasimin sebebi deflected subgradyent metodun piir subgradyentte olusan zikzaklari
ortadan kaldirmasidir. Bunu deflected subgradyentle elde ettigimiz grafige bakinca da
anlayabiliriz.

e

Sekil 3.15. Deflected subgradyentle optimale yaklasma

Gorildigt tizere 1.tir zikzak davranigi deflected subgradyent sayesinde ortadan

kalkmistir. Bu da algoritmanin minimum noktaya olan yaklagmasini hizlandirmistir.
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4. ARASTIRMA BULGULARI

Bu tezde subgradyent ve subdiferansiyel kavramlari ifade edildikten sonra subgradyent
metot verilmistir. Subgradyent metodun modifiye edilmis halleri olan piir subgradyent
metot, deflected subgradyent metot, kosullu subgradyent metot ve zikzak-free
subgradyent metotlar1 verilip, bu metotlarin uygun adim uzunluguyla optimal noktaya
yaklastiklar1 ispat edilmistir. Piir subgradyent metodun bazi iterasyonlarda maruz
kaldig1 birinci tiir zikzak durumunun deflected subgradyent metot tarafindan ortadan
kaldirildig1 goriilmiistiir. Bunun bir sonucu olarak deflected subgradyent metodun,
optimum noktaya ulasma hiz1 agisindan piir subgradyent metottan ¢ok daha iyi oldugu,
niimerik uygulamalar kismindaki 6rnek yardimiyla goriilmiistiir. Yine piir subgradyent
metodun bazi iterasyonlarda maruz kaldigi ikinci tiir zikzak durumunun kosullu
subgradyent metot tarafindan ortadan kaldirildig1 goriilmiistiir. Boliim 3.3.3 deki 6rnek
yardimiyla kosullu subgradyent metodun bu o6zelliginden dolay1r optimum noktaya

ulagsma hiz1 piir subgradyentten ¢ok daha iyi oldugu goriilmiistiir.
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5. SONUC

Tezde tiirevlenemeyen fonksiyonlarin minimum noktalarinin subgradyent metot
yardimiyla nasil bulunacagi verilmistir. Metodu daha etkili kilmak i¢in subgradyent
metot iizerinde yapilmis yenilikler incelenmistir. Yapilan bu degisikliklerle metodun
aktivitesinin artti@i ve minimum noktaya daha hizli ulasildigi goriilmistiir. Verilen

niimerik 6rnekler yardimiyla da bu durum agik bir sekilde ortaya konmustur.
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