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SIMGELER VE KISALTMALAR

Bu c¢alismada kullanilmis bazi simgeler ve kisaltmalar, agiklamalar1 ile birlikte

asagida sunulmustur.

Simge Aciklama

L(f;x) L operatoriiniin 1 fonksiyonuna uygulanmasi
N Dogal sayilar kiimesi

R Reel sayilar kiimesi

C [a,b] [a,b] deki siirekli fonksiyonlarin uzayi

C|a,b] uzaymnda ”f”C[a,b] = max

f (x)‘ ile taniml

Cla.b] asx<b

olan norm

B [O, ) [O, OO) da taniml sinirl fonksiyonlar uzay1

B, [0,) [O,oo) da tanimh ‘f(x)‘ <M, (1+ x’”) sartini
saglayan fonksiyonlar uzay1

B,[0,0) [0,00) da tanimh |f(x)|£pr(x) sartini
saglayan fonksiyonlar uzay1

C, [O, ) B, [0, OO) uzayindaki stirekli fonksiyonlar uzay1

C,[0,0) B,[0,00) uzaymdaki siirekli fonksiyonlar uzay

C[0,) [0,00) da tanimli siirekli fonksiyonlar uzay:

C(X) X de siirekli fonksiyonlar uzay1



Cg [0,00)

H,

o(f;9)

Q(f39)

Q,(f39)

Aciklama

M < oo sartini

C [O,oo) dan olan ve lim
= 14 x"

m

saglayan fonksiyonlar uzay1

Cp[O,OO) dan olan ve limM<oo sartini

X—>0 p X
saglayan fonksiyonlar uzayi
C,[0,0) ve B, [0,0) uzaylarinda

||||m = sup L ile taniml1 olan norm
xe[0,) 1+x"

C,[0,0) ve B, [0,0) uzaylarinda

{ = sup — — ile taniml1 olan norm
b= s
Stireklilik modiilii

C)[0,0) uzaymndaki agirlikl siireklilik modiilii
C, [0,0) uzaymdaki agirlikls siireklilik modiili
n €N olmak tizere A, operatorlerinin dizisi

r tamsayisinin ¢ - genellesmesi

g - binom katsay1lar1



Simge

X1

Aciklama

n—

(-4

I
(=}

il |:I’l+k—1:| L
> x
ol K

S fonksiyonunun ¢ tiirevi

q - Meyer-Konig ve Zeller operatorleri dizisi
q - Szasz-Mirakjan operatorleri dizisi
f fonksiyonunun boliinmiis farklar

e” lstel fonksiyonunun ¢ -genellesmesi



1. GIRIS

Yaklagim teorisinin amaci, keyfi bir fonksiyonun daha basit, daha kullanigh olan
diger fonksiyonlar cinsinden bir gosterimini elde etmektir. Boyle bir gdsterim

fonksiyon hakkinda daha kolay bilgi elde etmenin bir yolunu verir. Bu nedenle 1885
yilinda Weierstrass [a,b] araliginda stirekli her f fonksiyonuna bir polinomla
yaklagilabilecegini ifade etmistir, [1]. Bu ifade yaklasimlar teorisinin temelini teskil

etmektedir. Daha sonra 1912 yilinda Bernstein, Weierstrass in bu ifadesinin bir ispati

olarak, bir f fonksiyonuna yakinsayan polinomlari, toplam bi¢iminde lineer
operatorler dizisi seklinde gostermis ve bdylece lineer operatdrler teorisinin
olugmasini saglamistir, [2]. 1951 yilinda Bohman lineer pozitif operatorlerin [0,1]
kapal1 araliginda siirekli bir fonksiyona diizgiin yakinsamasi i¢in yalnizca {i¢ kosulu
gerceklemesi gerektigini ifade ve ispat etmistir, [3]. Daha sonra 1953 yilinda
Korovkin, Bohman 1 bu ifadesini [a,b] araligina genellemistir, [4]. Bohman ve
Korovkin teoremleri lineer pozitif operatdrler teorisinin gelismesine biiyiik katki

saglamigtir. Bu teoremlerin sartlarini saglayan ¢ok sayida operator tanimlanmis ve bu

operatorlerin yaklagim 6zellikleri incelenmistir.

Yaklasimlar teorisinde ¢- genellesme kavrami ise ilk kez Lupas tarafindan 1987
yilinda yapilmistir, [5]. Lupas, Bernstein polinomlarinin bir ¢ tipli genellesmesini

yapmustir. Daha sonra, 1996 yilinda, Phillips klasik Bernstein polinomlarmin farkl

bir g tipli genellesmesini tanimlamistir. Bu genellesme bu giin ¢ -Bernstein
polinomlar1 olarak literatiire ge¢mistir. Ayrica Phillips, g-Bernstein polinomlarinin

yaklagim 6zelliklerini incelemistir, [6].

1960 yilinda Meyer-Konig ve Zeller tarafindan

if[ k j[nzk]xk(l—x)m, 0<x<lise

Mn(f,X): k=1 n+k+1
(1) , x=lise

(1.1)



seklinde tanimlanan Meyer-Konig ve Zeller operatorlerinin [7], ¢ -genellesmesi ilk

olarak 2000 yilinda Trif tarafindan tanimlanmis, yaklasim ve monotonluk 6zellikleri

incelenmistir, [8].

(1.1) Meyer-Konig ve Zeller operatorlerinin farkl bir genellesmesini ise 2007 yilinda

Rempulska ve Skorupka tanimlamiglardir. Bu operatorler sirastyla

l1mb =, hmb =0 olmak iizere ne N, x€[0,b,) i¢in

n—»0 n

n+1 k k
w2 St

seklinde tanimlanir. Rempulska ve Skorupka agirlikli uzaylarda diferensiyellenebilir

1<b, <b

n+l >

fonksiyonlar i¢in bu operatdrlerin bazi yaklasim 6zelliklerini incelemislerdir, [9].

2012 yilinda Erencin, ince ve Olgun (1.2) operatorlerinin g -genellesmesini

tanimlamis ve agirhkli uzaylarda bu operatorlerin - yaklasim 6zelliklerini

incelemislerdir. Bu operatorler ise

(bn) pozitif artan ve sinirsiz bir dizi olmak iizere g € (0,1) ,neN ve xe [O,bn) igin

e[V

seklinde tanimlanmistir, [10].

Ln,q(f;x)=ll[(

2006 yilinda Szasz-Mirakjan operatdrlerinin [11], 0 <x < . K

ve limb, = olmak iizere

n—>0

[n]qx s [k]qbn [n]l;xk
Sn,q(f;x)zE[— p JZfL o) J[k]q!bn" (1.4)

n k=0



seklinde tanimlanan bir ¢- genellesmesi Aral tarafindan tanimlanarak, yaklasim
Ozellikleri verilmistir, [12]. Daha sonra Aral ve Gupta, ¢-tiirev yardimiyla bu

operatorlerin farkli 6zelliklerini ¢alismislardir, [12,13].

2010 yilinda Mahmudov tarafindan Szasz-Mirakjan operatorlerinin, xe[0,00) ,

0<g<l1ve feC[0,) olmak iizere

I - M) ] 3t
na([3X) == S =7 ° (1.5)
R H(H(I_Q)C]‘/[”]x); (q [n]jq (]!

Jj=0

seklinde tanimlanan farkli bir g -genellesmesi tanimlanmis ve agirlikli uzaylarda bu

operatorlerin yaklasim 6zellikleri incelenmistir, [14].

Operatorlerin g genellesmelerini ¢aligmaktaki ama¢ ¢ nun se¢imiyle daha iyi bir
yaklagim derecesi elde etmektir. Bu nedenle operatorlerin g genellesmeleri

yapilirken g =1 segildiginde klasik operatore doniismesine dikkat edilir.

Bu tezde ilk olarak, Erencin, Ince ve Olgun tarafindan tanimlanan ¢ - Meyer- Konig
ve Zeller operatorleri tanitilarak, bu operatdrlerin agirlikli uzaylarda yaklasim
ozellikleri incelenecek, diferensiyel denklemlere bir uygulamasi ve Stancu- tip kalani
verilecektir. Daha sonra, Mahmudov tarafindan tanimlanan ¢- Szasz- Mirakjan
operatorlerinin, agirlikli uzaylarda yaklasim 6zellikleri incelenecek ve son olarakta

bu operatorler i¢in bir Voronovskaja- tip sonug verilecektir.



2. TEMEL TANIM VE TEOREMLER

Bu boliimde lineer pozitif operatorler ve sahip oldugu temel 6zellikler verilecektir.
2.1. Lineer Pozitif Operatorler

2.1.1. Tanim [15]:

X ve Y normlu iki fonksiyon uzayr olsun. Eger X den alinmis herhangi f
fonksiyonuna Y de bir g fonksiyonu karsilik getiren bir L kurali varsa bu L

kuralina X den Y ye bir operator denir.
feX, geY ve x, g nin tanim kiimesine ait olmak tizere
L(f;x)=g(x)

ya da daha agik bigimde; 7, f nin x, g nin tanim kiimesine ait olmak tlizere

seklinde gosterilir.

2.1.2 Tanim [15]:

L:X — Y bir operatér olsun. Eger L operatori Vf,, f, € X ve Vo, €R igin

L(af,+ Bf,;x)=aL(f;x)+ BL(f,;x)

kosulunu sagliyor ise, L operatoriine lineer operatdr denir.

2.1.3. Tanim [15]:

L:X — Y biroperator ve f € X olsun. Eger />0 iken L( f ) >( gercekleniyorsa

L operatoriine pozitif operatér denir. Lineerlik ve pozitiflik kosullarini saglayan L

operatoriine, lineer pozitif operatdr denir.



2.1.4. Lemma [15]:

L:X - Y bir lineer pozitif operatér olsun. f,g€ X olmak ilizere f<g ise

L ( f; x) <L ( g; x) dir. Buna L lineer operatdriiniin monotonluk 6zelligi denir.

2.1.5. Lemma [15]:

L: X —Y bir lineer pozitif operatdr olsun. Bu durumda

;X)

|L(f50)| <L(f

dir.
2.1.6. Tanim [16]:

[a,b] kapali ve sonlu araliginda tanimli, siirekli fonksiyonlar uzayr C [a,b] ile

gosterilir. C [a, b] ,

=max
Cla,b] a<x<b

|7

/()
normu ile bir lineer normlu uzaydir.
2.1.7. Tamim [17,18]:

x €[0,00) ve m >0 i¢in
|f(x)|SMf(1+x’”)

kosulunu saglayan fonksiyonlarin uzay1 Bm[O,oo) ile gosterilir. Burada M ,, f

fonksiyonuna bagli pozitif bir sabittir

B, [0,00) uzayindaki siirekli fonksiyonlarin uzay: da C, [0,00) ile gosterilir. Bagka

bir deyisle

C,[0,0):= B, [0,0) N C[0,0)

m



dir. Burada C [O,oo), [O,oo) daki siirekli fonksiyonlarin uzayidir. Ayrica 1+x" ye

agirlik fonksiyonu, B, [0,00) ve C, [0,00) uzaylarina da agirlikli uzaylar denir.

C,[0,0) uzaymnda

m

lim M

xow ] 4 x"

<0

kosulunu gercekleyen tiim f* fonksiyonlarmin uzay1 ise C, [0,00) ile gosterilir.
Agiktirki C, [0,00) = C, [0,0) = B, [0,%0) dir. B, [0,%0) ve C,[0,00) uzay1

I, = sup

vefo.o) 1+ x™
normu ile birer lineer normlu uzaydir.
Burada 8zel olarak m =2 segilirse, p(x)=1+x" olmak iizere B,[0,00)=B,[0,),
C,[0,:0) =C,[0,:0) ve C;[0,00)=C7[0,0) seklinde gdsterilir.

2.1.8. Tanim [19]:

fe C[a,b] olsun. Herhangi bir 6 >0 igin

o(f:0)= sup |7 (1)~ (x)
a4

ile tanimlanan a)( f;0 ) ifadesine f fonksiyonunun siireklilik modiilii denir.

2.1.9. Lemma [19]:

Siireklilik modiilii agagidaki 6zelliklere sahiptir.

i) w(f;6)=0



ii) 6, <6, ise o(f;6,)<w(f:6,)
iii) meN i¢in o(f;m8)<ma(f;0)
iv)Her 2 eR" i¢in o( f/348) <(A+1)a(f;5)

v) 51i_)rg}a)(f;5)=0

vi) ‘f(t)—f(x)‘ﬁa)(f;t—xD

vii) [ £ (£) = £ (x)| S(@H]w(ﬂé)

2.2. g Analizi

2.2.1 Tanim [20]:

Herhangi sabit ¢ >0 reel sayist i¢in negatif olmayan bir » tamsayisinin, ¢-

genellegsmesi [r]q ve g - faktoriyeli [r]q! ile gosterilir ve sirastyla

[, - __qq g1

r ,q =
12,0, e
[l’]q {l ,r=0

seklinde tanimlanir. Ayrica

n—1

(v.a), =[] (1=a'%) @

s=0

ve ¢ - binom katsayilar1 da



mq:% n>r>0

olarak tanimlidir. Ayrica

n+k-1

(xlq) :i{ L }xk, ¥ <1 (2.2)

olup, £ > 0 icin asagidaki ifadeler gecerlidir.

[k], =aqlk-1] +1 (2.3)
[k]q =q’ [k—2]q +q+1 (2.4)
[k], =¢*[k=3], +4" +q+1 (2.5)

2.2.2. Tanim [20]:

Bir f* fonksiyonunun g- tiirevi D, f ile gosterilir ve

()0 = LI o, (0,7)(0)=tim(0,1) (4 2o

olarak tanimlidir.

Belirtelim ki
. B df (x)
1ql£rlquf(x) - dx

olur. Yani ¢ =1 durumunda klasik tiirev tanimina denktir. Ayrica ¢arpimin ve

bolimun tirevi

D, (u(x)v(x)) =D, (u (x))v(x) +u(qx)D, (v(x)) (2.7)

%S



(2.8)

(2.9)
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3. g- MEYER- KONIG VE ZELLER OPERATORLERI

Bu boliimde g - Meyer- Konig ve Zeller operatorlerinin tanimi, yaklagim 6zellikleri,

diferansiyel denklemlere uygulanmasi ve Stancu tip kalani verilecektir.
3.1. g- Meyer- Konig ve Zeller Operatorlerinin Tanim

3.1.1. Tamim [10]:

neN, qe (0,1) , (bn ) artan ve sinirsiz pozitif bir say1 dizisi ve x € [O,bn) olsun.

L, (f3)= ﬂ,q(x)gf([n[f]li]q bj["zk} (bij G.1)

seklinde tanimlanan operatorler, Meyer-Konig ve Zeller operatorlerinin  ¢-

genellesmesi olarak adlandirilir. Burada £,  (x) = H [1 -q° biJ dir.
s=0

n

Agiktir ki x € [O,b") ve ¢ E(O,l) i¢in (3.1) ile tamml L, = operatorleri lineer ve

pozitiftir.

(bn) sinirsiz bir dizi oldugundan L, , operatérlerinin tamm bolgesi [0, bn), n—> 0
igin sonsuza genisler. Bu durumda L, operatorlerinin yaklasim 6zellikleri

maksimum norm yardimiyla incelenemez. Bu yiizden agirlikli norm ile pozitif yari
eksen tizerinde siirekli fonksiyonlarin agirlikli uzaylarinda baz1 yaklasim ozellikleri

incelenecektir.

3.2. g- Meyer- Konig ve Zeller Operatorlerinin Yaklasim Ozellikleri
3.2.1. Lemma [10]:

neN, ge (0,1) Ve X € [0, bn) olsun. Bu durumda (3.1) ile verilen L, = operatdrleri

i¢in asagidaki ifadeler gergeklenir.



fspat:

(2.2) de n yerine n+1 ve x yerine X alinirsa,

11

(i)

(i)

(iii)
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(3.2)




+k+1
[n+k+1]q <[n+k+2] [”]q <[n+k+1]q oldugundan " ]q <1 ve

@’ [n+k+2]q
1
<
[n+k+1]q [n]q

dir. Bunlar1 (3.2) de kullanirsak

Ln)q(tz;x)quer b, X

(],

[n+k+2] -1

bulunur. Yine benzer sekilde (3.2) de [n +k+ l]q = esitligi ve

q

[n+k+ l]q <[n+k+ 2]q esitsizligi kullanilirsa

L,,(f:x)2q°P, (x) iw{n ‘ kl [ijk

par q[n+k+2]q k

d 1 n+k X *
—x*P __ =
¥ ”’q(x)k_o[n+k+2]i k l(bj

13

(3.3)

(3.4)

bulunur. (3.4) esitsizliginin sag tarafindaki toplamin son kismu bie[o,l) ile

n

carpilirsa
L, (tz;x) > x°

elde edilir. (3.3) ve (3.5) den

xZSLn,q(tz;x)qu2+ b, x

(],

(3.5)
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bulunur. Bu da ispat1 tamamlar.

3.2.2. Lemma [10]:

neN, ge (0,1) ve X € [O,bn) olsun. Bu durumda (3.1) ile tanimli L, =~ operatori
i¢in
L, ((t —x)4 ;x) < (q,f +6q, — 7)x4

{(”[2]% +[3], )a;-4(1+[2], )+6}ix3 (3.6)

[,
1+[2 2 2 b: 2 bj
+[( +[ ]q”+[ ]qn)qn}—x +—tx
qn

(7], 7]
gerceklenir.

Ispat:

L, ((t — x)4 ;x) =L, (t4;x) —4xL, (t3;x) +6x°L,, (tz;x)

(3.7)
—4x°L, (t:x)+x"L,  (1;x)
oldugu biliniyor. Boylece
o [k {nﬂj ( x Jk
L (£;x)=P (x _p’° —
nq( ) nq( )kz_(;[n+k]3 n k \ bn
q
(3.8)

o [K], L [nk=1] )
B [n]q,[k_qq!(_J

2
b,
q

olup (3.8) esitliginde (2.3) kullanilirsa
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L(t3;x):Pw (x)zw:[k

]qq[k—l]q . [n—i—k—l]q! x ,

k=1 [n+k]z g [I’l] ![k—l] ![b )
i [k]q , [n+k- 1 X
+Rq,q(x);[n+k];b T 1] (b_}

:qa,qu)i[["]q p A1, (b_j

k=2 l’l+k]2 ! [n

+R,,q(X)i( glk-1], +1)b3 [n+k-1] ! (xj

= R M U R L RN

N R e A
L(z,x)—qﬂ,q(x);[wk];b [n], [k -2] (b_j
+qu,q(X):Zz[n jk] b, nt[l; 12 (bij -

R [n+k-1] 1 ()
Ln,q (t3>‘x)=q31)n,q (X)Z 2 bj [n] |[k_3‘i ' b_
q q n

© | \ [n+k—1]q! X ‘

elde edilir. Bu esitligin sag tarafindaki toplamin birinci kisminda k yerine k +3,

ikinci kisminda & yerine k +2 ve tgilincii kisminda & yerine k +3 alinirsa
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watrn-rn o E () )

g+ 2)p, (3l Lt H[

kdn+k+2f'ﬁnLqH” b,
g e )

bulunur. (3.10) esitliginin sag tarafindaki toplamin birinci kisminda

X 2
E} (3.10)

[n+k+3] -1 1 1
[n +k+ 2] =——% — esitligi, ikinci kisminda > > >
! q [n+k+2] [n+k+3]
esitsizligi ve tiglincii kistmda >

3 > esitsizligi kullanilirsa
[n+k+1]  [n+k+3]

o [n+k+1] [n+k] V(Y
i o] ](b—J :

= n+k+3] [n] [

o [n+k+1] [n+k] V(& p
q x) 7
k=0 I’l+k+3] b

'p o [n+k+1], n+k] . -

T k:O[ﬂ+k+3 '[k b_ b
‘ 3.11)

0y p o n+k+1q [n [xj 2
+ —_—

a5, k:o n+k+32 b &

» ( )i 1 [n+k ( J
+ X

" ko[l’l+k+3

bulunur. (3.11) esitsizliginin i¢iincii kisimda x°b, > x* oldugu dikkate alinirsa
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2 o [nek+1], [nek] V(o)
wln)en e

+261Pn,q(x)i[[n+k+l]]q [n+k]j,!.[%]kxzbn (3.12)

=0 n+k+3;["]q![k q'

o 1 [n+k]q! x g ,
O T L![k]q!(b_J x”"

n

elde edilir. (3.12) esitsizliginin birinci ve ikinci toplam ifadesinde

[n+k+3]q—q—1

2

q

L, (t3;x)zg,q(x);[a] ![kﬁ'!(flk .

~(1+q)P ,ﬁ:; n+k+3] [Z;E(]}]f:!(%f v

[n+k+ l]q = esitligi kullanilirsa

. [n+k] ! (2 . i 13
2 n+k+3] [n]q![k]q!(b_nj o .13)
= k] ! ‘
—2(1+Q)an(x L nk), [i] x°b,
q - k:o[n+k+3]q [n],[%], 1\ &

P i [n+k]] v!(bij" 5

=0 n+k+3] [”l] [ ,
olur. (3.13) esitsizligi diizenlenirse Lemma 3.2.1 (i) den

1 [n+k] !

k
L, (t5x)>x (1 A P
n53)2 2 =1+ 0) B, (5) 2o [n+k+3], [n ]q![k]q!(bn} ¥
k
P i 1 [n+k] ! (ij -
= [n+k+3] [ ]q![k]q! b,

Z n+k+3] [[n]+'[kk]]"(bi} i
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olup xb? > x’b, oldugu goz dniine alinirsa

- 1 [n+k] V()
L, (t; —(1 =X
n(3)2 8 (1 0) B, () X [n+k+3], [n ]q![k]q!(bnj ¥
3.14
N I T G19
(%) | =1 x°b,
i [n+k+3] [ ]q![k]q! b,
elde edilir. (3.14) esitsizliginin sag tarafindaki son toplamda x°h > x°,
! > < esitsizlikleri kullanilirsa
[n+k+3], [n+k+3],
L, (fix)zx-(2+ i [+ ], ikxzb (3.15)
ma\l 0)Fa (%) 2, n+k+3] [n] 1K), 1\, © '

elde edilir. (3.15) esitsizliginde esitsizligi kullanilirsa Lemma

[n+k+3] " [n]

3.2.1 (i) den

L,,(fx)2x" =(2+q)x [b— (3.16)

n]q
bulunur. Benzer sekilde

[n+k] !

Loy (1'53) =B, :Zon+k "["]q’[ki’(%]k
2l im 3[[’1];E€k_—131!!(b%]k

olup (2.3) den
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- [k]; s [n+k—1]q!(xjk

VBl 20,

bn
) i [k]j y [n+k—1] ! [x]"

Skl " [n], =1,

(3.17)

bulunur. (3.17) nin sag tarafindaki birinci toplamda (2.4) ve (3.17) nin sag
tarafindaki ikinci toplamda (2.3) kullanilirsa

(K], , [n+k-1] !

Lw(z“;x)=q3Pn,q(x)i[n+k]z b, [], ![k—31!(%Jk
[k, . [rek-1]! (xjk

k:z[?H—kE ! [n]q![k—Z]q! b_n
[k], ., [nrk=1] 00
Ve [n+k] % [n]q![k—l]q!(bnj

elde edilir. (3.18) esitliginin sag tarafindaki birinci toplaminda (2.5), ikinci toplamda

(3.18)

(2.4) ve li¢clincii toplamda da (2.3) kullanirsa,

L, (15x)=a"B, ()3 T b [;[;;[l;c_—lé]*]"(bi]

5 4 3 “ 1 B [n+k 1] al k
+(q +2q" +3q )f;,q(x)z; [n] [ - ] [b_nj

(3.19)

s 4 =] 4[n+k1] Y
+(q +3q +3q)Pn,q(x)Z;,[n+k] [n] [ _ ] (b_j

1 A [n+k—1] !

+P,, (x)g e k] b [n]. ![k—li !Kbij

bulunur. (3.19) esitliginin sag tarafindaki toplamin birinci kisminda & yerine & +4,

ikinci kisminda & yerine k+3, {i¢giincii kisminda £ yerine k+2 ve dordiincii

kisimda & yerine k +1 alinirsa,
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Ln,q (14;x) = q6x4Pn,q (x)i

[n+k+3]q[n+k+2]q[n+k+l] [n+k]' lJ
b

=0 [n+k+4]<31 [ ] '[k]
0 [n+k+2] [n+k+1] [n+k] ! [xj
+(q¢° +2¢* +3¢° )x’b P =
(q q q )X n n,q(x)kz [l’l+k+3] [ ] ]q' b
o [n+k+1] [n+k] ([«
+(q* +3¢> +3q)x’b’P, —
(¢°+34° +3¢) B} B, , ( ;Hk” ACK (bJ
* 1 [n+k] ! [ j
+xb P, 7| =
Db ) L T ICAGAY
elde edilir. Buradan
[n+k+3]q[n+k+2]q[n+k+l]q<1
3 5
[n+k+4]q
[n+k+2]q[n+k+1]q< 1
3 2
[n+k+3]q [n]q
[n+k+1], 1
3 2
[n+k+2]q [n]q
ve
1 1
3< 3
[n+k+1]q [n]q
olduklar1 g6z oniine alinirsa,
b b’ b’
an(t“;x)_ Ox* +x0 2 (q5+2q4+3q3)+x2—”2(q3+3q2+3q)+x — (3.20)
| [], [], ),

elde edilir. Lemma 3.2.1 (1), (i1), (ii1), (3.16) ve (3.20) den (3.7) diizenlenirse,
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L,, ((t—x)4 ;x)é(q6 +6q—7)x4
b,

[],

+[(1+1+q+l+q+q2)q3 —4(2+q)+6}x3

+[(1+1+q+1+2q+q2)q]x2i+x A

[, [],

:(q6 +6q—7)x4

o (1021, +[3], )a’ =4 (1+[2], J+6 | [:ﬁ

+[(1+[2]q+[2]j)quzi+x b’

[l [n],
elde edilir.

0<g<1 olacak sekilde bir ¢ segilirse lim[n]q :% dir. Bu yiizden L,
n—»0 _q s

operatorlerinin yakinsakligini garanti etmek i¢in ¢ yerine VaeN igin 0<gq, <I ve

limg, =1 olacak sekilde bir (qn) dizisi secilecektir. Boylece

Lmqn ((t - x)4 ;x) < (q,f +6q, — 7))64

+{ (14121, +[3], )i -4(1+12], )+6J%x3

+{ (1421, +[2], )qJ[:] v +ﬁx

olur. Bu da ispat1 tamamlar.

3.2.3. Onerme [17,18]:
VneN igin 4, lineer pozitif operatorleri igin
A :C [O,oo)—>Bp [O,oo)

n - p

olmasi i¢in gerek ve yeter sart

A, (p;x)”p <M

P
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olmasidir. Burada p(x) =1+x" ve M , bir pozitif sabittir.
3.2.4. Teorem [17,18]:

VneN igin 4, : C, [O,OO)—>BP [0,00) lineer pozitif operatorleri verilsin. Eger

p(x) =1+x" olmak iizere (Aw) lineer pozitif operator dizisi igin,

lim

n—0

=0, v=0,12

P

A4, (tv;x)—xv

sart1 saglanirsa bu durumda herhangi bir f € Cg [O,oo) icin

lim|4, (f3x)= 1 (x)], =0

olur.

3.2.5. Lemma [10]:

(g,), YneN igin 0<gq, <1 ve limg, =1 olacak sekilde bir dizi olsun. Eger

lim[bi =0 ise bu durumda p(x)=1+x2 olmak tizere VneN i¢in (Ln,q ),
n—% |\ n n
qn

C, [O,oo) uzayindan B, [0,00) uzayia giden bir lineer pozitif operator dizisidir.

fspat:

L, (pix)=L,, (1+¢:x)=L,, (ix)+L,, (ix) dir. Lemma 3.2.1 (i) ve (iii)

den
L : L Ix)+L 1%
Sup n,q, (;)z’x) — Sup n,q, ( x) 2”,% ( x)
xe[O,bn) 1+x xe[O,b”) 1+x

1+q,x" + b, X

[n],,

< su
xe[O,Ib)n) 1+x2
=1+gqg, + b,
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. b . b
olur. limg, =1 ye lim—2—=0 oldugundan her neN igin g, +—=— <M olacak

e, 7],

L ;X
sekilde bir pozitif M sabiti vardir. Buradan sup "’i’Lpz)<1+M dir. O halde
xe[0,b,) +Xx

Onerme 3.2.3 den ispat tamamlanur.

Belirtelim ki,

q, :Ll ve b = Jn alinrsa Lemma 3.2.5 in sartlar1 saglanir.
n+

3.2.6 Teorem [10]:

(qn), VneN i¢in 0<g, <l ve limg, =1 olacak sekilde bir dizi olsun. Eger

n—>0

lim[bi =0 ise bu durumda her f € C)[0,0) igin,
n—o n
qﬂ

| Ly, (fix)=1(x)
lim sup

2 =0
% el0,b,) I+x
esitligi saglanir.

fspat:

Her n€N igin Onerme 3.2.3 den L, , : C,[0,00) — B, [0,0) dir.

P

L, (f3x),xe[0,b,)

An(f;x)z{f(x) ,x2b

seklinde tanimlanan A, operatoriinii ele alalim. Teorem 3.2.4 den

lim sup ‘L"’q” (tv;xz)_xv =0, v=0,12
=% 0,5, I+x

oldugunu gostermek yeterlidir. Lemma 3.2.1 (i), (ii) ve (iii) den
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lim sup 5 =0, v=0,1
1% xel0,b,) 1+x
ve
2 b,, 2
_l’_ J—
L, (tz;x)—xz‘ O [n]q e
< .
xfﬁl.l,lz,) 1+x2 _xe[l(;l,II:J)n) 1+x2
b
—1)x2 n
(qn )x +[n]q X
_xf[lz)l,li?n) 1+x°

L, (tz;x)—xz‘

2

Sl—qn+b—”

[n],,

sup
xe[O,bn) 1 +X

. . b o
elde edilir. ¢,€(0,1), limg, =1 ve hmﬁzo oldugundan son esitsizlikten
n—>0 n—o0 n
an

2.\ _ .2
lim sup L (1 xz) i ‘:o
% 10,5, I+x

olur. Bu da ispat1 tamamlar.

3.2.7. Teorem [10]:

(qn), VneN i¢in 0<g, <l ve limg, =1 olacak sekilde bir dizi olsun. Eger

n—>0

lim[bi =0 ise bu durumda her f € C)[0,0) igin,
n—o n
qﬂ

L, (fix)=f (%)
)

esitsizligi saglanir. Burada a)( f ;5), Tanim 2.1.8 ile tanimlanmig siireklilik

modilidir ve 6, , = [1-¢, + [ bi dir.
v ‘/ "
qn
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fspat:

L, operatdrinin lineerlik ve monotonluk dzellikleri ve Lemma 2.1.5 den

L, (f:x)=f(x)|<L,, (£ ()-£(x)

;x) (3.21)

olur. Bu durumda Lemma 2.1.9 (vii), Lemma 3.2.1 (i) ve L, operatriiniin lineerlik

ozelliginden

L, (fix)-f(x)|<L,, [( e |] (f36); ]
L, (o(f:6)x)+L,, [' _ | o(f35); J
=a)(f;5)(1+%Ln,q"( - ;x)j

;x) ifadesinde Cauchy- Schwarz esitsizligi kullanilirsa, Lemma

bulunur. Lwn( —

3.2.1 (i) den

1
L, (fi9)- £ ()< w(f;a)(ng\/% () ;x)j
elde edilir. L, ((t — x)2 ;x) ifadesi diizenlenirse Lemma 3.2.1 (i), (ii) ve (iii) den,

Ln’qn ((t —x)2 ;x) = [Ln’qn (tz;x)_xZ]_ 2X[Ln,q,, (t;x) —x]

=IL,, (tz;x)—xz‘

<(1-gq,)x’ +——x
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olur. Eger =6, , = [l-q,+ [ bj’ segilirse,
" \/ n
qn

L, (f:x)=f(x)
sup

xe[0,5,) 1+ x°

<20(f;6,, )

elde edilir.

3.2.8. Tamim [21]:

fe Cg [0,00) olsun. Herhangi bir § >0 i¢in

o |f (x+R)— f(x)
Q(f39)= \h\s&s,ir[sz,,) (1 +h? )(1 + xz)

seklinde tanimli Q( 1 5) ifadesine f fonksiyonunun f ECE [0,00) uzayinda

agirlikli siireklilik modiilii denir.

3.2.9. Lemma [21]:

fe Cg [0,00) icin agirlikli siireklilik modiilii asagidaki 6zelliklere sahiptir.
i) Q(f;6)=0

ii) 6,6, ise Q(136,)<Q(f36,)

iii ) ;l_r)glﬂ(f;é')zo

iv) meN i¢in Q(fim8)<2m(1+5°)Q(f:5)

v ) Herhangi A4 >0 i¢in Q(f;/w)s2(1+/1)(1+52)Q(f;5)

vi) [£(0) =1 () < (107) (14 (= x)" ) £3]e )
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vii ) ‘f(t)—f(x)‘S2(1+§2)(1+x2)(1+@)(1+(r—x)2)9(f;5)

3.2.10. Teorem [10]:

(g,), VneN i¢in 0<g, <l ve limg, =1 olacak sekilde bir dizi olsun. Bu

n—o

durumda eger lim [ bj’ =0 ise, her f € Cg [0,00) i¢in,
n—»0 n
n

L, (f:x)=f(x)|
sup 3
xe[0.b,) (1+x7)

< MQ( iKY )

saglanir. Burada M, n den bagimsiz pozitif bir sabit, Q( 1 5), Tanim 3.2.8 ile

taniml1 agirlikli siireklilik modiilii ve

b,

11,

b

K, =max {q: +6q, -7, (1+[2], +[3], )a:-4(1+[2], )+ [

(0ot L o g }

dir.
Ispat:

L, , operatoriiniin lineerlik dzelligi kullanilarak, Lemma 2.1.5 ve Lemma 3.2.9 (vii)

den

L, (fix)=f(x)|<2(1+8)(1+x*)Q( f;5)

. , (3.22)
xL,, ((1 + %) (1 +(1—x) );xj

elde edilir. Diger yandan
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S(x):(1+@j(l+(l—x)z)

segilirse, bu durumda

i) |t—x|£5n ise |t;—x|él olup S(x)32(1+5,,2) dir.

n

2
i) [t—x|> 0, ise |"‘5_—)421 dir. Béylece 1< |tgx| =) olup

n n n

S(x)s{(t;;) +(l_5;) }(“;ﬂj‘) +(t—x)2]

Z(t—x)z[(t—x)2+§nz(t—x)2J

S5 S,

n n

bulunur. Béylece

2(1+6)

t—x|£5n

2

5 ,t—x|25n

olup her x € [O,bn) ve t € [0,00) icin

S(x)sz(1+5,f){1+ (t;f)4} (3.23)

n

olur. (3.23) esitsizligi (3.22) de kullanilirsa

L, (fi0)- £ ()| <4(1+6°) Q(f;é)(1+x2)[l+%Lw” () ;x)}
(3.24)
< 16Q(f;§)(1+x2){1 +%LM ((r=x)" ;x)}
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olur. Lemma 3.2.2, (3.24) de kullanilirsa

L, (f;x)—f(x)‘ < 16Q(f;5)(1+x2){1+%1<n’% (x* 420+ +x)}

elde edilir. 6 =K, se¢ilirse bu durumda;

L, (fix)= £ (x) 216Q(£1Ky, )1+ )1+ (2" + 07 + 07 +x)]

olup

Ln,qn (f;x)_f(x)‘
sup

S (er )3 <MQ(f:K), )

>“ " n,q,

bulunur. Bu da ispat1 tamamlar.

3.2.11. Sonug:

Teorem 3.2.7 de L,, operatdrinin C p[O,oo) uzayindaki yaklasiminin derecesi,
sireklilik modiili yardimiyla hesaplanmistir. Teorem 3.2.10 da ise L

n.q,

operatoriiniin Cp3 [O,oo) uzayindaki yaklagiminin derecesi, agirlikli siireklilik modiilii

yardimiyla hesaplanmuigtir.

3.3. g- Meyer- Konig ve Zeller Operatorlerinin Diferensiyel Denklemlere

Uygulanmasi

Bu kisimda (3.1) ile verilen L, operatorleri i¢in g- tirevle ilgili bir fonksiyonel

diferensiyel denklem verilecektir.

3.3.1. Teorem [10]:

0<g<1 igin gn(t)zL’tt , f€C)[0,0) ve x€[0,b,) olsun. Bu durumda
q

b

n n

VneN igin (3.1) ile tammli L, operatori
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q"[n+1]q
[n]—beM(f;x)zo

n n

[ZL x(l —biJDqLM (f;x)—[l —q" bijL""’ (fg,:x)+
diferensiyel denklemini saglar.

fspat:

q - tiirevin tanimindan

n

(s v ]
T
a5

X b, qk —
kzz;'f [ [n + k]q k . b,
olur. Burada

x & X x |~ X
1__ 1_ S+1_ — 1_ n+1_ 1_ s v
( bn jg( I bn} ( I bn]ﬁo( I bn)

_ﬁ[l g bijp (%) (3.25)
Bleg[176)

yazilabilir. ¢ tamsayilarinin tanimimdan
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¢ =(a-D[K], +1

esitligi (3.25) de kullanilirsa

ﬁ%m@—i}@gﬂumr= i g T

n

—(1_3—)[’1](1[1—%“ bin (x)

e
XZ?{h+kL@

ool 16
:_q"[’[?sz L Ne x)+[1—(] ‘% B (x)

elde edilir. Burada g, [

K, ] 1,

[n+k]q !
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n n

n ! 1
9 x(l—biquLM7 ( ;x)+q[’[;]q——;]"an,q (f;x)—(l—q”“ biJL”’q (fg,;x)=0

olur.

3.4. g -Meyer- Konig ve Zeller Operatorlerinin Bir Stancu- Tip Kalam

Bu boliimde bolinmis farklar yardimiyla L, operat6rii i¢in Stancu- tip kalani
verilecektir.

3.4.1. Tamim [13]:

Xg> X, X, , f in tanim kiimesinin ayrik noktalar1 olmak lizere f fonksiyonunun

boliinmiis farklar

f[xo,xl,---,xn]:zn:nfL’)
r=0 H(xr —xj)

J#r

seklinde tanimlanir. Burada » sabit kalir ve j, 0 dan n e kadar » disindaki tiim

degerleri alir.

3.4.2. Teorem [10]:

[],
[n+k]q

Eger xe[O,bn)\{ b,; k—0,1,2..} ise bu durumda

Ly, (fx)=f(x)=bF, (x)i[n:l]cﬂ] f[x,[n[-li]/i] b”’[n[-l:c_i]i] b,

saglanir.
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fspat:

L, , operatdriiniin lineerliginden
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elde edilir. Diger yandan

f[ [k+1]q bJ

n+k+1] " n+k]q "

X b
[k+1]q [k]q
+f([n+k+1]q b"J f[[n+k]q an

k




35

[n+k+1 [n+k 8
[k+1]
[[n+k+l "]
[k+1] [k+1
{[n+k+l] ][[n+k+1] [n+k ”J
f[[n+k] J
[k+1]q
J[ n+k] [n+k+1]q b"]

k+1]
{[n+k+l] [n+k] }

f[x [k] [k+1 n}

[k+1]q ) [k ] (x)
f{x’[n+k+1]q'bn] f{ ’[n+k]q } [ [k+1] ][ J

[n+k b [n+k+1]

{ [k+1], [4], }
[n+k+1] [n+k

bulunur. Esitligin sag tarafinda

1_qk+1 1_qn+k _l_qk 1_qn+k+1
[k+1]q B [k]q _l-g 1-q 1-q 1-g¢
[n+k+1]q [n+k]q [n+k]q[n+k+l]q

¢“(-q" (1-q)+1-q)

(1-g)(1-9)

T [nek] [nrk 1],

q*[n],
],

:[n+k [n+k+1]

esitligi kullanilirsa,
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[k+1] [k] [k] [k+1]
f[x,—qbn}f{x, ! bn]:f[x, —p, g bn}
[n+k+1]q [n+k]q [n+k]q [n+k+1]q (328)
L aln,
[n+k]q [n+k+1]q "

elde edilir. Son olarak (3.28), (3.27) de yerine yazilirsa,

L. (fix)f(x)=bxP e, e+,
mg S g (% Z(; n+k+1] x’[n+k]q ”’[n+k+1]q "

|:I’l+k—1:| (xjk
x —_—
k b,

q

esitligini elde ederiz ki bu da ispat1 tamamlar.

3.4.3. Tamim [15]:

(a,b) araliginda tamimlanmis [ (x) fonksiyonunun bu aralikta olan keyfi (n+1)
noktadaki n- inci bolinmiis farklar1 pozitif ise f (x) fonksiyonuna n- inci
basamaktan konveks, negatif ise f (x) fonksiyonuna #- inci basamaktan konkav,

sifirise f (x) fonksiyonuna # - inci basamaktan sabit fonksiyon denir.

3.4.4. Sonug:

Eger [, [O,bn) araliginda  konveks ise bu durumda 0O<g<l,

k
e[O,bn)\{%bn; k—0,1,2,--} veher neN igin L, (f5x)—f(x)=0 du.
n
q

3.4.5. Sonug:

(3.1) ile tammli L, , operatorii i¢in g =1 durumunda da tiim sonuglar gegerlidir, [9].



37

4. q- SZASZ- MIRAKJAN OPERATORLERI

Bu boliimde agirlikli uzaylarda g - Szasz- Mirakjan operatdrlerinin tanimi, yaklagim

ozellikleri ve Voronovskaja tip sonucu verilecektir.

4.1. g-Szasz- Mirakjan Operatorlerinin Tanimi
4.1.1. Tanim [20]:

e” Ustel fonksiyonunun iki tane g - genellesmesi vardir:

\(

=0
_ S Kr-1)2 2 _ _
kZ:(;q [k]q! (1+(1 q)z) . gl<1

dir. Ayrica g -tiirev tanimindan

D, E(ax) = aE(qax) 4.1)
dir.

4.1.2. Tanim [14]:

qe(O,l), neN ve f:[0,00)—>R olsun. Bu durumda ¢- Szasz- Mirakjan

operatorleri

S, (f3x) =
(4.2)

k=0

Zf( s (4:x)
qk—Z[n]q nk s
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seklinde tanimlanir. Burada

olup

IR (O]
S TR

=1 (4.3)

NgE

>~
Il

olur ve agiktir ki S, =~ operatorii lineer ve pozitiftir.

4.1.3. Lemma [14]:

qe (0,1) olsun. Bu durumda (4.2) ile verilen S, , operatorleri i¢in

s, () = zmﬁs (:2) (4.4)
q

= ] 2j-m-1 [n
rekiirans formiilii gegerlidir.
fspat:

(4.2) de [k]q = [k—l]q +¢"" esitligi kullanilirsa

q q
_ 1 i q[k];" q@,k l[n]’;*l xk
E([n], x) 15 " " [n], [k-1],!
o wq([k—ll +q") o= (] &
E([n]q x) pam (k—2)m[ ]: [k_l]q|
k- k=1
_ q i N (n/.l}q(kl)(m/) [k—l]j (k2),1,, _ q(k l)ik ) [n]q X
E([n],x) &=\ g ] [k-1] !
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st S )t S L
nq ’ E([n]q x) \J ) [n];"fj pell Al [n]:{ [k—l]q'
e e K, el
E([n],x)5=\7 ) g [n] 5 4" [n], [£],!
" m X .
= S (t/;x
3 st
elde edilir.
4.1.4. Lemma [14]:
qe(O,l) igin,
S,.q (Lx)=1 (i
S, (t:x)=gx (i)
2
Sn,q(tz;x):qx2+[z] X (ii1)
q
S (t3'x)= g +(2q2+q) x +x° (iv)
(], [],
S, (r%:x)= q4x+(3q3+3q2+q) X +£3q+2+1] r L X )
] ] ), ¢ '
esitlikleri gegerlidir.
fspat:
1 & M a] Xt
S, (%) = 247



Sn,q (l;x) =1
olur.

(%],
Z k=2 [n] q

1
E([n],x)i=q"[n], [£],!

S,,(tx)=

(k=1)(k-2) [ n]’;—l o

— ]' N 2
_E([n]qx);q -] 1

son esitlikte £ yerine k£ +1 alinirsa (4.3) den
Sy (t;x)=gx

bulunur. (4.4) rekiirans formiilii kullanilirsa (i) ve (i1) den

S,, (tz;x) _42 S,, (Lx)+xS,  (t:x)

= x +gx’

. qx . gx L X .
gﬂ@ixy=hrSw(yﬂ+2pﬁﬂgqcﬁ)+gsw(ﬁﬂ)
q q

=4 )g +(2q2+q)

(1], 7],

X
+x°

olup ve (i), (ii), (iii) ve (iv) den

4 2

S, (tx) =258, (5x)+3155, (nx)+3==S, , (F1x)+=

—
S
J—
<

[, ™ [,
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4 3.2 2 3 2
S, (t*x IUESEY S i M PR B B [, PP S N
A P O K OB W | )
4 2 3 4
=q)§+(3q3+3q2+q) x2+(3q+2+l] +=
[] [] q
q q

elde edilir. Bu da ispat1 tamamlar.

4.1.5. Lemma [14]:

(g,), YneN i¢in 0<g, <1, limg, =1 ve limg, =a olacak sekilde bir dizi olsun.

Bu durumda her x €[0,0) i¢in,

lim[n] S,, (t-xx)=(a~1)x (4.5)
lim[nL7 S, ((l—x)2 ;x) =(l-a)x’ +x (4.6)
lim[n]’ S, ((1-x)"sx)=3x"+6(1-a)x’ +3(1-a)’ ¥ 4.7)

esitlikleri saglanir.
fspat:
Lemma 4.1.4 (1), (i1), (ii1), (iv) ve (v) den

S0 ((t —x)’ ;x) =S,, (t4; x) —4xS,, (t3;x) +6x°S, (tz;x) —4xS, , (t;x)+x*

4 2 3 4
:qf+(3q3+3q2+q)x—2+{3q+2+lj al er—2
[], [n], q)[n], 4

3 2 2
—4){6] al +(2q2+q) al +x3J+6x2 {qx2 +2 x]—4qx4+x4

(7], 7], 7],




S, a ((t—x)4;x): q4x+(3q2+q—q3) x +[2+l—q—2q2j
q

[], [],
-

bulunur. Béylece [n] (g, ~1)=g, —1 oldugundan hipotezden

lim[n] S, (t-xx)=lim[n] (g,-1)x

n—»o qn

=lim(g) —1)x

n—>ow

=(a-1)x

n—ow n n—»o0

lim[n], S, ((r=x)"sx)=lim[n], [(lqn)xz . ["Ij]x J

= )lci_r)g((l—q;’ )x2 +qfx)

=(1-a)x’ +x

ve (4.8) den

lim[]; S,., ((t=x)"sx) = hm[ L (347 4, qz>x2]

n—0 n—0 [n]
an
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(4.8)

n—0

4,

=3x? -1—6(1—a)x3 -1-3(1—(1)2 x*

elde edilir. Bu da ispat1 tamamlar.

4.1.6. Lemma [14]:

Her 0<g <1, xe[0,0), neN ve k>0 icin

X X - X
xD,8 (%;) =[K], su (%5] —xq"" [n], s, (q’gj

+1im[[n]q" (1-9:)(20,+1) , [n], (1=0.) (20, +1)

(i)



xDan,q(’”;f} ), )X)Sn,q(f'"”;x)——[n]qx S, (1":%)

q (q +(1-¢"
0zdeslikleri gecerlidir.
fspat:

(1) Tanim 2.2.2, (2.8), (2.9) ve (4.1) kullanilarak

43

(i)

(iii)

x) M [n]: E([”]q x)[k]q S xkE([n]q x)
xDqsnk(q, J— q [k]q! qu([n]qx/q)E([”]qx)
T k(k2*1) n]l; x* k-1 k(kzil) [n]];
=[ ]qq [k]q'qu([n] x/q)—xq [n]qq [k]q!qu([n]qx/q)
=[], 5. (%2} —xq"" [n] 5,4 [‘1’ xj
bulunur.
(i)
k X 1 k(kzil) [n]]; x
qSu|9— |= 1 !
( QJ ﬁ{H(l—CI)‘J] n]qqu [k]"'
k X 1 k(kz_l) [n]l‘; x
qSu| 49— |= © ! :
( qj (1+(1—q)[ ]q Jg(”(l—q)Q’[”]ﬂ) H
_ q s (q;x
g e (4:%)

olur.
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(111) (1) den

xDqu[tm;gj ki E]q m([k]q—qk‘lx[”]q)sn{q;gj

i\a [,
— N [k]q " n k-2 [k]q P f
_; qk—z[n]q [ ]q {qkz [”]q q ] ,,k[q, j
4 .
q

olarak bulunur. Bu da ispat1 tamamlar.
4.1.7. Lemma [14]:
0<g<1ve meN igin

J

Sha (t’";x) = Zam,j () x;n—j
= [n]q

(4.9)
esitligi saglanir. Burada

a,.,;(9)= L], ((Z),iam’” (4) , m=0, j>1,




45

a0 (q)=1, a,,(q)=0, m>0, a, (q)=0, m<}. (4.10)
olup, S, , ( t"; x), sabit bir terimi olmaksizin m . dereceden bir polinomdur.

fspat:

2
Lemma 4.1.4 (ii) ve (iii) den S, (#;x)=g¢x, S, (tz;x) =gx’ + 9% oldugundan

(],

m=1,2 i¢in a,, = q, a,, =q olup (4.9) gegerlidir.
Simdi kabul edelim ki (4.9) m icin saglansin. Lemma 4.1.6 (iii) den
Snjq (tm+1;x>

= q(q +(1—q" )x)ﬁDqu (t’”;gj+qx5n,q (t'”;x)
q

X & X! " J
=qlq+ a, ———+gx) a, (g —
farli-e ))nlq; oA T R O
) m xj+1 m ) X'1+1
=’ [/],.,( ﬁ +43a,,(9) o+ a(1-0) X[, 4, () TRy
= q [n]q = [n]q j=l q [”]q
m+ m+ 1
=g——a, (q)+qx""a,, () +q(1-q)x [m], = a,..(4)
[n], q
N -J —j+l x!
+22:( [/], 4., (9)a” +qa,,,(9)+q(1-9)[i-1],a,,.(2)q )[n]’""“
=
q
X 1 m+1 L q m/ )+am] l(q) xj
=q4a,,\9 _m+_ m,m + m—j+
,1( )[I’l]q q 1 Z q [n]q j+1
X [j]q a,,(q)+a,,.(q) x
= qj—Z [n];n—jJrl

olur. Bu da ispat1 tamamlar.
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4.1.8. Lemma [14]:

meNuU{0} ve ¢ €(0,1) sabit olsun. Bu durumda

S (1+t”’;x)

SKm(q), neN (4.11)

m

olacak sekilde bir K (q) pozitif sabiti vardir. Ayrica her f € C,: [0,00) i¢in

S, (N, <K (@)l

, neN (4.12)

esitsizligi gecerlidir. Yani herhangi bir meN u{O} icin S C [0,00) dan

n,q >

C [O, oo) a bir lineer pozitif operatordiir.

fspat.‘

(4.11) esitsizligi m =0 i¢in aciktir. m >1 olsun. Bu durumda (4.9) ve Lemma 4.1.4
(1) den

1 1 1 i X
S (1+¢";x)= ) - <1 =K
1+x" ”’q( ! ,x) 1+x" i 1+x" ,-Z:;am"/ (q) [n]:_" " (q) " (q)

olup K, (), m ve g ya bagh pozitif bir sabittir. Diger taraftan her f e C, [0,0)

i¢in

18,0 (P, <170, 5. (1)

m

olup (4.11) den

Sua (/)

<K, (q9)|f

m

elde edilir.
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4.2. g - Szasz- Mirakjan Operatorlerinin Yaklasim Ozellikleri

Bu boliimde q- Szasz- Mirakjan operatorlerinin yaklasim 6zellikleri incelenecektir.

Oncelikle bu kisimda, kullanilacak olan ifade ve dnermeler verilecektir.
4.2.1. Tanim [22]:

P bir kiime olsun. P {izerinde taniml1 “<” bagintis1 asagidaki 6zellikleri sagliyor

ise, “<” bagintisina siralama bagintis1 ve (P,S) ikilisine de sirali kiime denir. Her

x,y,z € P igin,

1) x<x,

n)x<yvey<xise x=y,

iii ) Her x,y,zeM i¢in x<y ve y<zise x<z.

Bu kosullar sirasiyla yansima, ters simetri ve gecisme 6zelligi olarak adlandirilir.
4.2.2. Tanim [22]:

P bostan farkli ve siral1 bir kiime olsun. Eger her x,y € P i¢in
sup{x,y}=xvy
ve

inf {x,y} =xAy
olmak {izere sup{x, y} eP, inf {x, y} € P ise P ye bir latis denir.

4.2.3. Tanim [19]:

E bir reel vektdr uzayr ve E lizerinde vektor islemleri ile uyumlu “<” kismi

siralama bagintisi tanimli olsun. Eger her x,y € £ i¢in x <y olmak iizere asagidaki

sartlar saglanirsa, £ uzayma sirali vektor uzayi denir.

1)Her ze £ i¢gin x+z< y+z
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ii)Her c eR ve ¢ >0 i¢cin ax<ay
4.2.4. Tanim [19]:
Siral1 bir (E,S) vektor uzay1 ayni zamanda bir latis ise, £ ye vektor latis denir.

Bu durumda, bir vektor latiste |x| =sup{-x,x}, x" :=sup{x,0} ve x :=sup{-x,0}

elemanlarina sirastyla x in mutlak degeri, pozitif kismi ve negatif kismi1 denir.

4.2.5. Tanim [19]:

E bir vektor latis olsun. Her f,g€E igin |f|£|g|:>||f||£||g|| sartin1 saglayan

norma latis normu denir.

4.2.6. Tanim [23]:

E bir Banach uzayi, (E,S) bir vektor latis ve E lizerindeki norm latis normu ise E

ye bir Banach latis denir.

*

C, [0,00) bir Banach latisdir.

4.2.7. Tanim [22]:

L ve K birer latis ve f :L — K bir lineer operator olsun. Her a,b € L igin,
flavb)=f(a)v f(b)

ve

flanb)=f(a)nf(b)

ise, yani f sup ve inf islemlerini koruyorsa, f ye bir latis homomorfizmi denir.
4.2.8. Tanim [23]:

E bir Banach latis ve H, E nin bir alt kiimesi olsun. E ‘den E ’ye her (L)), .,

lineer pozitif operatdrler dizisi igin,
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1) sgl) ||Ln || <

ve

ii) Her g € H igin, ’111_>mw L(g)=g

kosullart saglaniyorken, her f € E igin

lim L, ()= /

oluyorsa, H ye E nin bir Korovkin alt kiimesi denir.

4.2.9. Onerme (Lineer Pozitif Operatorlere Gére Genel Korovkin Tip Ozellik) [19]:

X kompakt bir uzay, H, C (X ) in bir Korovkin alt kiimesi ve f €C (X ) olsun.

Eger E bir Banach latis, S:C(X)— E bir latis homomorfizmi ve (L, ), C(X) den

E ye bir lineer pozitif operator dizisi ise, bu durumda her # € H i¢in

limZ, (h)=S(h)

n—»0
ise

limL, (f)=S(f)

dir.

4.2.10. Onerme [19]:

{1, t, tz} , C,[0,) igin bir Korovkin alt kiimedir.
4.2.11. Teorem [14]:

qne(O,l) olsun. Her feC;[O,oo) icin (Sn,q,,) dizisinin f e [O,A] da diizgiin

yakinsak olmasi i¢in gerek ve yeter sart limg, =1 olmasidir.
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fspat:

< : limg, =1 ve 4>0 olsun. T,:C[0,00) > C[0, 4], TA(f):=f|[0’A] seklinde

n—0

tanimlanan 7, bir latis homomorfizmidir. Agiktir ki Lemma 4.1.4 (i), (ii) ve (iii) den

P (Sn,qn (t)) —T,(1)

T,(S,, (#)>7.(7)

olup bu yakinsamalar [O, A] araliginda diizgiin yakinsaktir. Diger yandan Onerme
4.2.10 dan {1,2,£*}, C;[0,00) igin bir Korovkin alt kiimedir ve C,[0,%0), C[0,1] e
izomorftur, [19, Onerme 4.2.5]. Béylece Onerme 4.2.9 dan f € C,[0,20) ve 4> 0

i¢in

limHSn% (f,x)—f(x)” =0

n—»o C[O,A]
olur.

= : Kabul edelim ki (qn) dizisi 1 e yakinsamasm. Bu durumda (qn) dizisinin,

a#1 ve a€l0,1) olmak iizere ¢, — &, (k — ) olacak sekilde bir (an ) < (0,1)

alt dizisi vardir. Boylece

1-
L I —>l-a, (k—>x)

[, ]an 1- (an )nk

olup

+q§k(1—an)x
(1-4:)

—>(a-1)x’+a’(1-a)x#0
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olur. Bu ise hipotezle celisir. Bu geliskiye limg, =1 oldugunu kabul etmekle

diisiildii. Dolaysiyla lim g, =1 di.
4.2.12. Teorem [14]:

feC,[0,) ve

/(2)=1(2*), z€[0,0)

olsun. Bu durumda her >0 ve x>0 i¢in

Sia, (f;x)f(x)‘<2a)[f*;\/(1qn)x+[3]j ]

dir. Eger f~ diizgiin siirekli ise bu durumda (qun) lineer pozitif operatdr dizisi

[O,A] da f e diizgiin yakinsar.
fspat:

Sabit bir f €C, [0,00) secilsin. Bu durumda ¢ > 0, xe[0,00) icin /" m tammindan

Sua, (£3%)=S,,, (1 (VF)sx)

olur. Boylece

S, (f3%)= 1 (x)|=

1l
Ms
<

e L (5 | (00 @13

T

(=]
=
3
—

S
—_—
S

IN
MS
<

. [%],, _ (\/;) S (4,5%)

b
I
(=]
_
—
S
—_
=

olup. (4.13) de Lemma 2.1.9 (vi) kullanilirsa



.., (%)= £ ( )\_; [f,m Jx

9,11,

N—

:ia) f*‘

b
k=0 Sn’qn (

elde edilir. Lemma 2.1.9 (vii) den

o0

5., (f:x)= 7 (x)|< a)( 1158, (

k=

(=]

zza)(f*;Sn,qn (\ﬁ“/;‘;x))

olur. Ispat1 tamamlamak i¢in her >0 ve x >0 igin

S

ﬁ—&\;x)sJ(l_qn)H[g]i

oldugu gosterilmelidir.

i)

Snk (qn ’ x)

\/;—\/;‘;x) \

[+, [‘

a1,

«/?—«/;‘;x))z 1+

S, (

A [

52

(4.14)
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3 k
S’l,qn ( \/; _\/; ’x) = k!Z ]q” _\/; Snk (qn;x)
k=0 n [”]q”
(%],
k-2
= |a. (]
= Z : Snk (qn;x)
k=0 [k]qn +\/;
9,11,
1 & (4]
<— b _x|s (X
X ; qulf—Z [n]qn nk (qn )

1 & [k]qn . 1 & [k]q,, V2 . 2.
x ; q’];_z [l’l]qn X Snk (qn"x) - x ; q:f_z [n]q” X Snk (qn’x)snk (qn’x)
2
1| 5], ©
S—= z k=2 X S (qn’x) ank (qn’x)
X \k=0|4, [”]qn k=0
2
1 - [k]q 1 . [k]q
— L —Xx|s X)L — =X S\ g,5X
PO R JZ 7 O R
1
=$\/sm (=) :x)
bulunur. Lemma 4.1.4 (1),(i1) ve (iii), (4.15) de kullanilirsa
1 & [A] 1
ﬁ; W—x S, (qn;x) < ﬁ\/S"’q” (z‘z;x)—2xSn’qn (t;x)+x2Sn’qn (l;x)
I 9
(4.16)

L x2+95x: _ x+¢13
o O 0>

elde edilir. Boylece (4.16), (4.14) de yerine yazilirsa ispat tamamlanir.
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Iyi bilinir ki, eger [0,00) araliginda f diizgiin siirekli degilse § - 0 i¢in Tanim
2.1.8 ile taniml siireklilik modiilii a)( 1 5) sifira yaklagsmaz. Bu nedenle asagida
verilecek teoremle C:;[O,oo) uzayinda direkt bir yaklasim teoremi ve agirlikli

stireklilik modiilii yardimiyla bir yaklagim derecesi verilecektir.

4.2.13. Tanim [24]:

Her f€C,[0,0) ve meN igin

o, (f:6)= swp LEHN=IG)

x200<h<ss 1+ (x + h)m

ifadesine f fonksiyonun C, [0,00) uzayinda agirlikl siireklilik modiilii denir.

4.2.14. Lemma [24]:

Agirlikly siireklilik modiilii agagidaki 6zelliklere sahiptir.
1) Q ( f;0 ) >0
i) 6, <3, ise Q,(f16)<Q,(f:5)

0

iii) limQ, (/35)
iv) Her 1€[0,0) i¢in Q, (f;46)<(A1+1)Q, (f39)
4.2.15. Teorem [14]:

Eger f eC, [0,0) ise

k| f !

< -
m+1 [n]q

S, (S)=1

esitsizligi saglanir ve burada k, f ve n den bagimsiz bir sabittir.
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Ispat:
Tamim 4.2.13 de & = |t — x| alinirsa, Tanim 4.2.13 ve Lemma 4.2.14 (iv) den
17 (6)- £ (x) < (1+(x+|z—x|)’”)[@+1]9m (f:5)
<(1+(2x+1) )[' A, J Q,(f;6)
olur. Bu durumda S, operatdriiniin lineerlik 6zelliginden ve Lemma 2.1.5 den

;%)
<0, (f;6)[SM ((1+2x+0)")sx)+s,, [(1+(2x+t)m ) i ;x| ;xD

S, o (£32)=f (x)|<S,, (|7 ()1 (%)

elde edilir. Bu esitsizligin sag tarafindaki ikinci kisma Cauchy- Schwarz esitsizligi

uygulanirsa

[,
B (A= Jz[l (zﬁq[kg;]q”" ENTPRRIE

—X

olur. Boylece



S, (%)~ £ (x)| £, (/; )( (14 (xeoy );x)

1/2 2
( 1 + 2x + t ; xD [S [M
> n.q 52

bulunur. Diger yandan Lemma 4.1.7 ve Lemma 4.1.8 den

Sa ((1+(2x+t)m);x)SKm (q)(l+xm)

(SM ((1 F(2rer)') xjj <K (g)(1+x")
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vz (4.17)
J

(4.18)

olacak sekilde K, (q) ve K (q) sabitleri vardir. Ayrica Lemma 4.1.4 (i),(ii) ve (iii)

den

5 172
(Sn"’ (%WH = é\/sm (£:x)-2xS,, (t:x)+x7S,  (1;x)

R NN SO
- J‘ D 6J[n]q [,

\/x +Xx
5\/ﬁ
1+x
o[l

olup (4.17), (4.18) ve (4.19) dan
S, (33)= 1 ()

SQM(f;x) K, (q)(1+x’”)+K,ln(q)%]

<0, (/32)| K, () (1+2")+ K. () K, 222 ]

o

(4.19)

(4.20)
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elde edilir. Burada

m+l

I+x" +x+x
K, =sup

x>0 1+ .X'm+l

olup, (420)de 5=, = [n]fl/2 segilirse istenen sonug elde edilir.
4.3. g- Szasz- Mirakjan Operatorleri icin Voronovskaja- Tip Sonucu
Simdi g - Szasz- Mirakjan operatdrleri icin Voronovskaja- tip sonucu verelim.

4.3.1. Teorem [14]:

VneN ig¢in qne(O,l), limg, =1 ve limg =a olsun. Bu durumda

n—0

£, f"eC;[0,0) olacak sekildeki herhangi bir f e C; [0,00) icin

(], (S... (/:2) = (x)) = (a=1)x £ (2) 4 1" (0)((1-a) )

olup bu yakinsama 4 >0 i¢in [0, A] da diizgilindiir.
fspat:

f,ff"e C; [0,00) ve X € [0,00) verilsin. Bu durumda Taylor formiiliinden

£(1)=f(x)+ f'(x)(t—x)+% £ (=) +r(rx) (=) @.21)

yazilir. Burada r(t;x) kalan terimin Peano formudur, r(t;x)eC;[O,oo) ve

limr(;x)=0 dir. S, , (421) e uygulanir ve esitligin her iki tarafi [n]q ile

t—>x

carpilirsa



58

(7], (8., (S ()= £ (x)))= 1 (2)[1], S, (t=x:%)
+%f"(x)[n]qn Sn’qn ((t—x)2 ;x) (4.22)
], S, (7(250) (=) 5

elde edilir. Bu esitligin son kismindaki S, (r(t ;x)(z‘—x)2 ;x) ifadesine Cauchy-

Schwarz esitsizligi uygulanirsa

X\/g(%% (22 (q,:%)) (4.23)

bulunur. Diger yandan r*(x ;x)=0 ve r*(¢;x)eC,[0,0) olup bdylece limg, =1
oldugundan Teorem 4.2.11 den [0, A] araliginda
S,q (77 (t :x):x) =1 (x 1x) (n—> ) (diizgiin), (4.24)

olur. Bu durumda (4.23), (4.24) ve (4.7) den

lgl;[n] . ( (; )(t—x); )<hm S, (z(t;x);x)

n—0

th[n \/ (1- x)4,x
=1lim,/S, ( t X ,x) 4.25)
\/hm[n] t X 4,x)

= 0./3x + 6 l—a)x +3(1-a) x*
-0



elde edilir. Yani lim[n] S,
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Sk g, Pma, (r(t ;x)(t_x)z;x)=0 olup, boylece (4.22), (4.25),

(4.5) ve (4.6) dan

ilir;[n]q (Sn,qn (f;x)—f(x)) =(a—1)x f'(x)+%f”()c)((l—a)x2 +x)

elde edilir.



10.

11.

12.

60

KAYNAKLAR

. Weierstrass, K., “Uber die analytische Darstellbarkeit sogennanter

willkiirlicher Funktionen reler Argumente”, Sitzungsberichte der Acad.,
Berlin, 633-639, 789-805 (1885).

Bernstein, S.N., “Demonstration du theoreme de Weierstrass fondee sur la
calcul des probabilities”, Comm. Soc. Math. Charkow Ser., 2(13):1-2 (1912).

Bohman, H., “On approximation of continuous and analytic functions”, Arkif
Fur Math., 2(3): 43-56 (1951).

Korovkin, P.P., “On convergence of linear positive operators in the space of
continous functions”, Dokl. Akad. Nauk. SSSR (N.S.), 90: 961-964 (1953).

Lupas, A., “A g-analogue of the Bernstein operator”, University of Cluj-
Napoca, Seminar on Numerical and Statistical Calculus, No.9 (1987).

Phillips, G.M., “Bernstein polynomials based on the ¢-integers”, Annals
Num. Math., 4:511-518 (1997).

Meyer-Konig, W.-Zeller, K., “Bernsteinsche potenzreihen”, Studia Math.,
19:89-94 (1960).

Trif, T., “Meyer-Konig ve Zeller operators based on ¢ -integers”, Rev. Anal.
Numer. Theory Approx., 29:221-229 (2000).

Rempulska, L., Skorupka, M., “Approximation by generalized MKZ-
operators in polynomial weighted spaces”, Anal. Theory Appl., 23:64-75
(2007).

Erencin, A., Ince, H.G., Olgun, A., “A class of linear positive operators in
weighted spaces”, Math. Slovaca, 62(1): 63-76 (2012).

Szasz, O., “Generalization of S. Bernstein’s polynomials to the infinite
interval”, J. Research Nat. Bur. Standards, 45:239-245 (1950).

Aral, A., “A generalization of Szasz-Mirakjan operators based on g¢-

integers”, Mathematical and Computer Modelling, 47(9-10): 1052-1062
(2008).



13.

14.

15

16.

17.

18.

19.

20.

21.

22.

23.

24.

61

Aral, A., Gupta, V., “The g -derivative and applications to g-Szasz-Mirakjan
operators”, Calcolo, 43(3): 151-170 (2006).

Mahmudov, N.I., “On ¢ -Parametric Szasz-Mirakjan Operators”, Mediterr. J.
Math., 7:297-311 (2010).

. Hacisalihoglu, H., Haciyev, A., “Lineer Pozitif Operatér Dizilerinin

Yakinsaklig1”, Ankara, 1-16 (1995).

Musayev, B., Alp, M., “Fonksiyonel Analiz”, Balcl Yayinlari, Kiitahya, 27-
83 (2000).

Gadjiev, A.D., “On P.P. Korovkin type theorems”, Math. Zametki, 20:781-
786 (1976), Math. Notes, 20:995-998 (1976).

Gadjiev, A.D., “The convergence problem for a sequence of positive linear

operators on unbounded sets and theorems analogous to that of P.P.
Korovkin”, Soviet Math. Dokl., 15:1433-1436 (1974).

Altomare, F., Campiti, M., “Korovkin-type Approximation Theory and its
Applications”, de Gruyter Studies in Mathematics, 17. Walter de Gryter,
Berlin, New York, xii+627 (1994).

Andrews, G.E., Askey, R., Roy, R., “Special Functions”, Cambridge
University Press, (1999).

Ispir, N., “On modified Baskakov operators on weighted spaces”, Turk. J.
Math., 25:355-365 (2001).

Davey, B.A., Priestley, H.A., “Introduction to Lattices and Order”,
Cambridge University Press, 1-2, 33-43 (2002).

Altomare, F., “Korovkin-type Theorems and Approximation by Positive
Linear Operators”, Surveys in Approximation Theory, 5: 92-164 (2010).

Lopez-Moreno, A.-J., “Weighted simaltaneous approxmation with Baskakov
type operators”, Acta Math. Hungar., 104(1-2): 143-151 (2004).



Kisisel Bilgiler

Soyadi, Adi

Uyrugu

62

OZGECMIS

: ADIGUZEL, Hakan

- T.C.

Dogum tarihi ve Yeri : 30.11.1987 Antalya

e-mail

Egitim
Derece
Yiiksek lisans
Lisans

Lise

Yabanc Dil
Ingilizce

Hobiler

: adiguzelhkn@gmail.com

Egitim Birimi Mezuniyet tarihi
Gazi Universitesi /Matematik Boéliimii
Atatiirk Universitesi/ Matematik Bolimii 2010

Antalya Atatiirk Lisesi 2005

Kitap okumak, miizik dinlemek, gitar calmak, dans etmek, satrang, sinema, tiyatro.



