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1. GIRIS

Bu tezde; Brinkman-Forchheimer denklemleri igin,

ul=7Au—au—b|u|au—Vp, V.u=0, xeQ, >0, (1.1)
u(x,0)=u,(x) xeQ, (1.2)
u=0 , xedQ, t>0 (1.3)

baslangi¢c sinir deger problemi {izerinde calisilacaktir. Burada; u:(ul,uz,u3)
akiskan hiz vektorii, y >0 Brinkman Katsayisi, @ >0 Darcy Katsayisi, b>0

Forchheimer Katsayisi ve p basingtir. o 6[1,2] verilen bir say1,Q) bolgesi ise 02

sinirt C* smifindan olan R’ {in sinirli bir bdlgesidir. Bu caligmada, (1.1)—(1.3)

probleminin ¢éziimlerinin varligi, tekligi, b ve a katsayilarina siirekli bagimliligi

incelenecektir.

Denklemlerin ¢ozlimlerinin katsayilara siirekli bagimliligi bir tiir kararli yapidir 6yle

ki; bu katsayilardaki kiigiikk degisikliklerin ¢oziimlere etkisini yansitir. Bu tip

yapilarla ilgili bircok sonu¢ Ames ve Straughan incelemesinde [2] bulunabilir.

Darcy ve Brinkman sistemlerinde anlatilan, akigkanin gecirgen ortamdaki akisinin

yapisal sabitligi; Ames ve Payne [3], Payne ve Straughan [4—7] makalelerinde
incelemislerdir. [7] de Payne ve Straughan akiskanin doygun gegirgen ortamdaki
akisgii  agiklayan (1.1)—(1.3) baslangic smir deger problemini a=1 igin

diisiinmiislerdir. Problemin L’ normunda b ve y katsayilarina siirekli bagimliligim
ispatlamiglardir. Bizim amacimiz; problemin 5 ve a katsayilarina siirekli

bagimliligim daha gii¢lii bir norm olan H' normunda gdstermektir.



[lerleyen boliimde;
Ho(Q.R)={uc H)(QR): V.u=0} ve L'(QR’)

fonksiyon uzaylar1 kullanilacaktir. Burada, ikinci uzay; FI(I) (Q, ]R3) in kapanisidir.

Yani;
I'(QR)=H(QR)c I (QR’)

dir. Kolaylik igin, I’ (Q, R3) _I (Q) ve Ho (Q, ]R3) — Ho (Q)  yazilacaktir.
L? deki norm igin H Hp notasyonu kullanilacaktir. I deki norm H H ve i¢ ¢arpim

<., > olarak tanimlacaktir.



2. ON BILGILER VE TEMEL KAVRAMLAR

2.1.Temel Tanimlar

2.1.1. Tanim

Bir (V,

H) bir normlu uzayindan her Cauchy dizisi norma gore yakinsak ise bu

normlu uzaya bir Banach Uzay:1 denir.

2.1.2. Tanim

R" nin herhangi bir Q bolgesi iizerinde tanimli siirekli fonksiyonlarin uzayina

C(Q) uzayi denir.
2.1.3. Tanim

R" nin herhangi bir Q bolgesi iizerinde tanimli, m ve m ye kadar olan mertebeden

tiirevleri siirekli olan fonksiyonlarin uzaymna C” (Q) uzay1 denir.

2.1.4. Tanim

Bir () bolgesi lizerinde her mertebeden tlirevlenebilen fonksiyonlarin uzayina

C” () uzayi denir.

C*(Q)={u: ueC*"(Q), k=0,1,2,..}



2.1.5. Tanim

p =1 gergel say1 olmak iizere R" iizerinde

“u(x)‘pdx<oo , xeR"

R/Y
kosulunu saglayan, olgiilebilir u fonksiyonlarinin sinifina, L, (R”) uzay1 denir.

Bu uzay tizerindeki norm da;

bl =l o | [l

bigiminde tanimlanir.

2.1.6. Tanim

L (Q) uzay1, hemen hemen her yerde sinirli ve olgiilebilir (8l¢tisii sifir olan yerler

disinda sinirli) fonksiyonlarin uzay1 olarak tanimlanir.
L (Q) ={u: ‘u (x)‘ <k , Q iizerinde hemen hemen her yerde}

2.1.7. Tanim

Q {izerinde taniml1 bir u fonksiyonu Q nin bir K alt climlesine ait noktalar i¢in

sifirdan farkli olsun. K, K nin kapanis1 olmak iizere;
K = {x:u(x);tO}

ifadesine # nun kompakt destegi denir.



2.1.8. Tanim

Q, R" nin agik ve smirli bir bolgesi olmak tizere; her mertebeden tiirevlenebilir ve

tiirevleri ile birlikte Q iizerinde kompakt destege sahip olan fonksiyonlarin uzayina

Cy (Q) uzay: denir.
2.1.9. Tanim

L (U , V) , normlu bir U uzayindan normlu bir V' uzayma lineer normlu operatorlerin

bir uzayidir. V=R oldugunda; L(U ,]R), U iizerindeki lineer fonksiyonellerin

uzayidir. U normlu uzayi tizerinde siirekli lineer fonksiyonellerin uzayr U nun dual

uzay1 olarak tanimlanir ve U' bigiminde gosterilir. L (U , R) =U"'

2.1.10. Tanim

k>0 tamsayl, 1< p<o olmak iizere kendisi ve k. mertebeye kadar tiim
genellestirilmis tirevleri L, (R”) sinifina ait olan fonksiyonlar uzayma W*” (R”)

Sobolev Uzay1 denir. Yani;
W'”’(]R”): { u eLP(R”): V|a|£k , D%u eLp(]R”)}
dir. Bu uzay iizerindeki norm ise ;

_ a
ol e = 2|7

ok L(®)

bi¢giminde tanimlanir.
e Eger, p=2ise; W (Q) =H" (Q) dir. Ayrica H™ (Q) uzayr H\' (Q)

uzayinin dualidir.



2.1.11. Tanim

H bir Hilbert uzay1, xe H ve (xn ) ,H uzayinda bir dizi olsun. Eger, Vy € H igin,

(x,,9) = (x.)

ise H, x noktasma zayif yakinsaktir denir. Burada, <,> H uzaymdaki i¢ ¢arpimdir.

2.1.12. Tanim

A bir kare matris olsun. Ax =Ax olacak sekilde, sifir olmayan bir x vektorii varsa

A ya A nin bir 6z degeri denir. Ayrica x vektoriine; A ya karsilik gelen 6z vektor,

(Z,x) ikilisine de A i¢in bir 6z ikili denir.
2.1.13. Tanim (Lipschitsz Stireklilik)

f (x) fonksiyonu bir 4 c R de tanimli olsun. Eger x,y € 4 i¢in,

£ ()= 1 () <kl
esitsizligini saglayacak sekilde, f fonksiyonundan bagimsiz bir k£ >0 sabiti varsa

f fonksiyonuna 4 da Lipschitz siireklidir denir.
2.1.14. Tanim

R" de bir Q bélgesi iizerinde bir distribution, C;’(Q) iizerinde tanimh siirekli
lineer fonksiyonel olarak tanimlanir. Bu durumda, bir distribution C; (Q) - R
bir siirekli lineer doniisiimdiir. Distributionlar uzayr C; (Q) uzaymin dual uzayidir

ve [Cg’ (Q)]‘ ile gosterilir.



2.2. llgili Teoremler

2.2.1. Teorem (Peona-Varlik)

g(t,u) fonksiyonu ¢ <t<t,+a ,

u| <o bolgesinde siirekli ve smirli olsun. Bu
durumda;

u'=g (t,u)

u (IO ) =u,

baslangic deger problemi, [to,to +a] aralig1 iizerinde en az bir u(t) ¢Oziimiine

sahiptir.

2.2.2. Teorem (Sobolev Gomiilme Teoremi)

Q bir I' Lipschitz sinirina sahip, R" de bir bdlge olsun. Eger, m>g ise bu

durumda; H" (Q) deki her v fonksiyonu siireklidir ve ;

sup‘v(x)‘ < c||x||H,,, (*)

esitsizligi saglanir. Teoreme gore, n =1 ise bu durumda; Q reel sayilarin bir alt

ciimlesi ise bylece H'(Q) deki fonksiyonlar siireklidir.n =2 ise 2-boyutlu uzayda
ueH’(Q)da ise u siireklidir. (*) dan ifade edilebilir ki ; £ (Q) normu ile

H" () dan sup normu ile C(Q) ya bir dzdeslik operatdrii sinirli bir operatdrdiir.

[:H"(Q)—>C(Q) : Hz(u)HC(Q) <K |ul,,.

u—)](u)



2.2.3. Teorem

X bir Banach uzay olsun. {un} — X bir dizi olsun dyleki X iginde bir u € X

noktasina zayif yakinsasin. Bu durumda,

H u Hﬁlim ian uH

n—»0
esitsizligi saglanir.
2.2.4. Teorem (Rellich-Kondrasov)

QcR" , C' smifindan sinirhh bir agik bolge olsun. Bu durumda, asagidaki

gémmeler kompakttir.

D) p<n ise; WY(Q) > [/(Q), l<qg<—2—,
n—p

i)y p=n ise; WY (Q) > L'(Q), 1<g<w,
i) p>n ise; W' (Q) - C(ﬁ)

Eger Q herhangi siirh bir bélge ise bu teorem W, (Q) igin gegerlidir.

2.2.5. Lemma

V', H Hilbert uzaylar ve V< HcV' olsun. Burada, V', V' nin dualive V, H
de yogun, H da V'de yogundur. Eger, u fonksiyonu L’ ((O,T ),V) ye ait ve bunun
tiirevi olan u, de I’ ((O,T ),V') ye ait ise; u fonksiyonu, H uzaymnda [0,T]
araliginda siirekli bir fonksiyona hemen hemen her yerde esittir ve (O,T ) araliginda

skalar distribution anlaminda gegerli olan asagidaki esitligi elde ederiz:

%(u,u) = %Hu (t)H2 = 2<u',u>.



2.3. Kullanilan Esitsizlikler

2.3.1. Sobolev Esitsizligi

np
n—p

ueW,”(Q)vel<p<n, 1<g< olsun. Bu durumda;

], < ]ve],

olur.

2.3.2. Young Esitsizligi

1 1
p,q<1, —+—=1 olsun. Bu durumda;
P 9

ab£83p+§q . (ab>0), (¢>0)

olur.
2.3.3. Cauchy-Schwarz Esitsizligi

x,y € R olmak iizere;

(e < | [] ]

(.,.) : R tizerindeki i¢ ¢arpim ve R {izerindeki i¢ ¢carpimla tanimlanmis norm:

1

H X H:(x,x)E dir.
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2.3.4. Holder Esitsizligi

1< p,g<oo l+l:1 olsun. Eger, ueL (Q), vel, (Q) ise;

yZ|
Jlwlae < ul, o v],
olur.

2.3.5. Genellestirilmis Holder Esitsizligi

1 1 .
1<p,..,p, <0 ve —+—+...+—=1 olmak iizere,
P P P

” ul(x)... um(x) ‘dx < ﬁ Hul Hp,.
o i
olur.

2.3.6. Gronwall Lemmas1

n(.) , [0,T] araliginda siirekli, negatif olmayan bir fonksiyon, ¢(z) ve v (¢),[0,T]

araliginda integrallenebilen, negatif olmayan fonksiyonlar olmak iizere;

7'(8) < 4(t)n (1) +y (2)

esitsizligi gecerli ise, her 0<7<T ig¢in,
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3. VARLIK

utzyAu—au—b|u|au—Vp, V.u=0, xeQ, >0, (1.1)
u(x,O)zuO (x) , xeQ), (1.2)
u=0 , xeo, t>0 (1.3)

p basing, y, a ve b pozitifsabitler, n=2 icin ¢>0, n>2 i¢cin 1<a <

n—2
olmak iizere, bu bolimde (1.1)- (1.3) probleminin ¢dziimiiniin varlik ve tekligi
Faedo-Calerkin metodu kullanilarak gosterilecektir. Bu metod birka¢ adimdan
olusur. Ilk adimda, H :) (Q) uzayindaki bir Q bolgesi i¢in standart bazlarin lineer

toplamindan olusan bir yaklasik ¢6ziim bulunacaktir. Sonra bu yaklasik ¢6ziimler

icin enerji tahminleri elde edilecektir. Son olarak, bu yaklasik ¢oziimiin, (1.1) —(1.3)

probleminin zayif ¢6zlimiine yakinsayan bir alt dizisi secilecektir.
Ik olarak, (1.1)-(1.3) probleminin zayif ¢5ziimii asagidaki formda tanimlanacaktir.

3.1. Tanim

wel((0.7).Ho(Q)) ve uwel((0.1).H ()

seklinde tanimlanan bir # fonksiyonu eger,

<ut,v>+7/(Vu,Vv)+a(u,v)+b(|u|au,v):0 , VVGFIL(Q) , Vie(0,T) (3.1)
u(x,0)=u0 (x) , xeQ (3.2)
esitliklerini sagliyor ise bu u fonksiyonu (1.1)-(1.3) probleminin bir ¢dziimiidiir.

~-1

Burada, (.,.), H :)(Q) ve H (Q) uzaylarindan alinan fonksiyonlarin i¢ ¢arpimdir.
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3.2. Teorem

n=2icin >0, n>2 i¢in 1<a< ve uoeﬁ;(Q) olsun. Bu durumda,

n-—

(1.1)-(1.3) probleminin bir u ¢dziimii vardir yle ki;

ueLz((o,T),Eé(Q)) ve uel((0.7).H"

(@)

dir. Ayrica, u e C((O,T),z2 (Q)) dir.

fspat ;
Teoremin ispat1 i¢in Faedo-Galerkin metodu kullanilacaktir. Ancak oncelikle,

-Aw, +Vp, =4w, , Vw, =0, xeQ (3.3)
w, =0, x € 0Q (3.4)
0z deger problemini goz Oniline alinacaktir. Burada, Q — R" de yeteri kadar diizgiin

0Q) sinirina sahip siirlt bir bélgedir. —A  pozitif ve self-adjoint operator, {ﬁk}

o0
k=12

O<hs<h<.<A<..ileliml = nisaglayan 6z degerler dizisi ve {w )

—w0 k=1
dizisi de bu 6z degerlere karsilik gelen 6z vektorler dizisidir. Oyle ki, bu dizi L (Q)

ve H i) (Q) icin bir ortogonal bazdir. Normallestirmeden sonra bu dizi

Zz (Q) de bir tam ortonormal sistem olarak alinabilir.Simdi li¢ adimdan olusan ispat

verilecektir.
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1.Adim (Yaklasik ¢oziim belirleme):

m keyfi pozitif bir sabit olmak iizere, (3.1)-(3.2) nin,

u, (x,t)::kam (t)w, (x) (3.5)

formundaki u, c¢ozlimleri aranacaktir.Burada w,,...,w, ler, (3.3)-(3.4)

m

ou,, (x,t)
ot

probleminin ¢dziimleridir. Kolaylik i¢in u,, (x,¢) yerine u, (¢) ve u,, (¢)=

yazilacaktir. Bu ifadeler (3.1) de yerine yazilirsa,

o (um' (t),v) + 7/(Vum (t),Vv)+ a(um (t),v) + b(‘um (t)‘a u, (t),v) =0

v yerine w, yazilip i¢ ¢arpilirsa,

= (um' (1), w, ) + }/(Vum (t),Vwk)+ a(um (1), wk)+b(‘um (t)‘a u, (t),w, ) =0 (3.6)
k=12,.,m, (3.7)

0<t<T ig¢in, elde edilir. Burada, u u, m w,...,w, ler tarafindan gerilen

om ° m

m—boyutlu H 0 (©) uzayindaki ortogonal projeksiyonudur. H 0 (Q) da, m >
i¢in u, —>u, dir.

m

it Zz (Q) de bir ortonormal climle

u,,, (3.5) yapisinda oldugundan ve {w, }

oldugundan; u,, (x,?) nin her iki yam w, ile garpilirsa,
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+ (e ls)o) = 320 (31w

= Lo ()=, ()ow)  ve £, (0)=(w) (1)) (3.8)
elde edilir. Burada,

for (t) = aZ;—": ve (um (t),wk) = E‘;um (x,t)wk (x) dx

dir. Bundan dolay1, (3.6)-(3.7) denklemleri f,, (1), f3, (£),- fom (¢) igin

m —boyutlu lineer olmayan 1.dereceden basit diferensiyel denklem sistemine denk

olur. Buradan,

f;cm’ :Ec(ﬂm’ﬁm""’ﬁ11n1) b k:1929"'9m’ (39)

elde edilir. Burada,

Fo==(rk +a) i (1)=D2_ f, (f)[fom(f)W, Wjawk}
j=1 j=1
dir. Baglangi¢ kosullari,
S (0)=(1,, (0),w,) , k=12,..m. (3.10)

olur. Buradan, her F, fonksiyonu f, , k=1,2,...,m i¢in siireklidir. Ayn1 zamanda
S » k=12,..,m i¢in diferensiyellenebilirdir. Dolayisiyla Peano’nun birinci
mertebeden diferensiyel denklemler igin varlik teoremi geregince bu problem,
(3.9)-(3.10) sartlanm saglayan, f,, (¢)=(/;, () fon (£)sees fon (2)) lokal
¢Oziimiine sahiptir. Dolayisiyla (3.5) seklinde tammlanan u,, (x,t), (3.6)-(3.7) nin

lokal ¢oziimiidiir. Daha biliylik ¢ ler i¢in genisletilmis c¢oziimler icin bazi

yaklagimlara ihtiyac vardir.
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2.Adim (Kesin yaklasim):

(3.6) nim her iki yam f,, (¢) ile ¢arpilip sonuglar & =1,2,...,m igin toplanir ve (3.5)

kullanilirsa,
. (u () fon (t)wk)+ ¥ (Ve (6, Y, fo () + (1, (£), 0, fin (£))

+b(\um(t)r u, (1),w, fkm(t)):O

a+2

1
o, () + 7|V, () +aa,, (1) + 8], (1) -0, (3.11)

2d
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elde edilir. Son esitlik 0 dan 7 ye integrallenirse,

a+2 dl‘ _ O

a+2

14 2 ! 2 ! 2 To
e L Ot 15, (OF e OF o 0
0 0 0 0

a+2

di=|u, (0) . (3.12)

a+2

Ty Ty
=, (T + [ {2V, ()] + 24l (0)] e+ 26 [, (1)
0 0

elde edilir. Hum (O)H < |luy|| oldugundan, Hum (O)H her m igin simirhdir. Boylece,

a+2

di=M,. (3.13)

a+2

(0 ¢ 27w (O +2af O s 20 1)

elde edilir. Burada M, pozitif sabittir. (3.13) iin sol tarafindaki ifadeden ilk ve son

terim ¢ikarilirsa,
T

o [{2rvu, () +2au, (O ftr < na, (3.14)
0

elde edilir. Buradan;

=u, e L((0.7).Ho(2)) . (3.15)

elde edilir.

Diger yandan (3.6) , fkm' (t) ile i¢ carpilir ve sonuglar k£ =1,2,...,m i¢in toplanirsa,

S CHOD WAIGIY LR URD W OMS I PROD WAOY



a+2
} - 0
a+2

= i (O + 5 54 P (O a0 +— 5

elde edilir. Son esitlik 0 dan 7| ye integrallenirse,

e

(o

t
.J'um
0

t1d 2 2 b
d. - Vu (t t
S+,(|)-2 dt {7” um( )H +aHu’"( )H +

+2

N +aln () + =5 s

ds + 7”Vu

a+2

a+?2

a+2

=7V, (O +al, (O

a+2

0{+2H

elde edilir. (3.17) esitliginin sag yaninda p=2, ¢=2 ve p=2,

Sobolev esitsizligi kullanilirsa,

17

(3.16)

(gjﬁ}k:o

(3.17)

g=a+2 igin
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) ds v () el () + =5 ()]
<71V, O)f +aco [V, (O)f +-" |, (O)] (3.18)
elde edilir. Burada, ¢, ve ¢, Sobolev sabitleridir.
u, m Ho(Q) uzaymdaki ortogonal projeksiyonu u,, oldugundan,
[Vee, (O)] <[V
elde edilir. Boylece (3.18) den,
s +y |V, (O +alu, () + a’i o ()17 < (3.19)
elde edilir. Burada,
M = 79 +ac, [V + o .
dir. Buradan (3.19) un sol yanindaki son terim yok saylirsa,
ds+7/HVu O +alu, () <M. (3.20)

elde edilir. Dolayisiyla,
—u el ((O,T),ﬁl) (@)

elde edilir.



19

Boylece istenilen (3.9)-(3.10) ¢dziimlerinin global varligini gdstermek igin  bir
kesin yaklagim elde edildi. Buradan  f,, , 1<k <m olmak iizere; F =(F,,...,F,)
nin, (3.9) denklemlerinin climlesinde Lipschitz sartin1 sagladigr goriiliir.
fin(t)=(u, (t),w,) oldugundan, Cauchy-Schwarz esitligi ve (3.20) kullanilirsa,
fim » 1<k <m nin ¢ de diizgiin siurh oldugu goriiliir. Buradan [1] varlik teoremine
gore (3.9)-(3.10) sisteminin f,, , 1<k <m ¢oziimleri, V¢ €[0,T] , VT >0 i¢in

genisletilebilir.

Simdi, ve Hé (Q) s

Vv” <1 ile sabitlensin ve v=v +v, bi¢iminde yazilsin.
Burada, v, espan{w,...w,} ve 1<k<m i¢in (v,,w,)=0 dir. w,..,w,
fonksiyonlar1 H 0 (Q) de ortogonal oldugundan, [V < [Vy]| < 1 elde edilir.

(3.6) kullanilirsa, her 0 <¢<T i¢in;

° (um',vl)+7(Vum,Vvl)+a(um,vl)+b( u, “ um,vl) =0. (3.21)
elde edilir. (3.5) kullanilirsa,
° <um',v> = (um',v) = —y(Vum,Vvl)—a(um,vl)—b(|um|a um,vl) =0. (3.22)

elde edilir. (3.22) de Cauchy-Schwarz esitsizligi kullanilirsa, Vv1|| <1 oldugundan;

oo

u, (t)‘a u, (t),vl)

S—y(Vum (t),Vvl)—a(um (t),vl)—b(

< (Va1 w1) = ()} (0

i

u, (6)] )

a+l

< —7”Vum (z‘)” + aHum (t)” —bHum (7) (3.23)

2a+l)’
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elde edilir. (3.23) de v lizerinden supremum alinir ve ||Vv|| <loldugu kullanilirsa,

a+1

o) (3.24)

u, (1)

<7V, ()] + alw, ()] + 2] (

H(Q)

elde edilir. (3.24) de p=2,g=2ve p=2, g=2(a+1) icin Sobolev esitsizligi

kullanilirsa,

a+l
[}

u, (1)

b ()

< }/HVum (t)” +ac, HVum (t)” +bd!"

Vu, (t)

a+l

<(y+ acO)HVum (Z)H +bdl"

Vu, (Z)

(3.25)

elde edilir. Burada ¢, ve d, Sobolev sabitleridir. (3.25) nin her iki tarafinin karesi

almir ve (a+ b)2 < 2(a2 + bz) kullanilirsa,

< [(7/ + coa)HVum (t)” +bdl"

Vu, (t)

<2(y+ca) |[Vu, (o) +26%d; "

a+lj|2

Vu, (t)

2(a+1)

(3.26)

elde edilir. (3.26) , 0 dan T ye integrallenirse,

=20+ j V [[vu, (¢ szt+2b2d§<“”>ﬁ\vum(t)uz(“”) dt (327)
(> 0
elde edilir. (3.20) kullanilirsa,

2
u, (t)

dt<2(y+cpa IHW (1) de + 267"
(@)

|

O I [, (e} e
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2 M* 2
<2(r+ca) +26°d, " = [|Vu, (1) dt
7 %

T
<E [|Vu, (1) dt (3.28)
0
elde edilir. Burada, E, =2(y+ coa)2 + 2b2d§(“”) M" dir. Buradan (3.14) ifadesi
4
(3.28) de kullanilirsa,
T 2
o | |lu, (¢ dt < M,. 3.29
J o < (329)
elde edilir. Burada M, pozitif sabittir. Dolayisiyla;
w, eI ((0.1).H ' (Q)) (3.30)

elde edilir.
3. Adim (Limite Gegis):

(3.6) ve (3.7) de m — o olacak sekilde limite gegilirse, (1.1)-(1.3) i¢in bir zayif

¢Oziim elde edilir. (3.14) ve (3.29) kestirimlerinden,

~-1

{u,} nin Lz((O,T),ﬁ:)(Q)) de sinirli ve {um'} nin de Lz((O,T),H (Q)) de

siirlt oldugu goriiliir.

~1 ~-1

Simdi, ueLz((O,T),Ho(Q)) ve u'eLz((O,T),H (Q)) fonksiyonlarina

yakinsayan {u, }<{u,} alt dizisini alinabilir. Bundan bdyle kolaylik igin & indisi

yok kabul edilecektir.) Oyle ki; VT >0 igin,



m-—»oo igin u, >u Lz((O,T),ﬁB(Q)) de,

~-1

moisin o, >, L((07).H(Q)) de
(3.14) ve Teorem 2.2.3 kullanlirsa,

lim inf |Vu, (1) dt

m—>o0

o 2 |va o)+ 2af (e e < 27
0 0 0

T
+2aj
0

m—>oo

elde edilir. (3.33) de p=M D, _M, alinirsa,
2a 2y

[fe@ffdrsp e  [[vu(effar<n,
0 0

elde edilir. Ayrica (3.32) ve Teorem 2.3 kullanilirsa,

T T
o [Ju(e)fde < [liminf
0 0

m—»0

2
u(t)H dt .

lim inf |, (¢)[dt <M, .

22

(3.31)

(3.32)

(3.33)

(3.34)

(3.35)

(3.6) ifadesinde, (3.31) ve (3.32) yi kullanarak m — oo igin limite gegilirse,

S —y

(Vum (t),Vv(t))dt - _:[(Vu(t),Vv(t))dt,

~-1

S —

~-1

(u, (1), v(0)de - I(u(t),v(t))dt . wel((07).H ' (2))

(3.36)

(3.37)

elde edilir. Ho (Q) siirekli yogun ve H (Q) igine gdmiilii oldugundan,

vel’ ((O,T),ﬁz) (Q))igin (3.36) ve (3.37) saglanir.Ayrica (3.32) kullamlirsa,
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. 1< >dt = j ), v(t)de vVeLz((o,T),ﬁL(Q)). (3.38)

elde edilir. Simdi,

m—» oo igin j(|um|a um,v)dt — JT-(|u|a u,v)dt R Vvel’ ((O,T),EE(Q))
0 0

veya bu ifadeye denk olan,

a

m— o igin ‘T[ (‘ u, um—‘ u ‘au,v) d — 0. (3.39)

0

ifadesi gosterilmelidir. Bunun i¢in asagidaki teorem verilecektir.
3.3. Teorem (kompaktlik)

X, c X, kompakt gomiilii olacak sekilde, X, = X, c X, siirekli gémiilii Banach

uzaylari olsun. 0<7 <o , 1< p<oo ve {“k};

dizisi L7((0,T),X,) de smrli ve
{u,}, dizisi de £7((0,T), X ,) smrh bir dizi olsun. Bu durumda, {u,},  dizisi
L7((0,T),X,) iginde kompakt bir ciimlede sinirhidir.

Teorem 2.2.3. ¢ gore Ho(Q) uzay, L () uzaymin igine kompakt gomiilmektedir.

{u,}, Lz((O,T),ﬁlo(Q)) de smirl ve {um'} de Lz((O,T),ﬁl(Q)) de smurli

oldugundan, X, = Ho (Q), X, -1 (Q) ve X, :E_I(Q) alinarak Teorem 3.3
uygulanirsa,
w,~u o L(01).0(Q) de. (3.40)

m

elde edilir. (3.39) ifadesini ispatlamak igin integrali,

(

olarak yeniden yazilsin. Burada ,

u

m

S —y

“u, —|u|a u,v) dt=L+L,,
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L

Il
O ey
fgmm—
<
—~
<
|
<
~—
<
N:
<
(¢]
h

) =1-((|um|a —|u|a)u,v)a't. (3.41)

dir. Simdi,Z, icin bir kestirim bulmaya galisilsin.ve L’ ((O,T ),EL (Q)) olsun.

Cauchy-Schwarz Es. ve p, =2 , p,=3 ve p, =6 icin genellestirilmis Holder Es.

kullanilirsa,

O, e (6) ()], [ ()] . (342)

p=2 ve g=3a i¢in Sobolev esitsizligi kullanilir, (3.42) de p=2 ve ¢=6

alinirsa,

L \giuum () -u(0)] - (¥, () [ (0)]

T

<d/d, IH”m (t)—u(t)” . HVum (1)

0

a

Vv (t)| dt. (3.43)

elde edilir. Burada d, ve d, Sobolev sabitleridir. (3.20) ve (3.43) den,

T
o | 1< dra. pax [¥u, O o ()0 - [7o(0] a (3.44)
T
<d2d, ¢ [, (6)-u(e)] - Vv (o)) . (3.45)
0

elde edilir. (3.45) de Cauchy-Schwarz esitsizligi kullanilirsa,

| o< | o (0 -stof drf- I va)\rdrf. (340

elde edilir.



vel? ((O,T),ﬁlo (Q)) oldugundan,

D:HVV(t)sztT <N,

olacak sekilde bir N, pozitif sabiti vardir. Boylece, (3.46) ve

||| Jl -0 drf

elde edilir. Burada, C, =d"d,D{ N, dir.
Béylece,(3.40) ifadesi (3.48) de kullanilirsa,

m—» o igin |L1|—>0.

elde edilir. Dolayisiyla, L, — 0 olur. Bu sonug,

“ —|u|a)u,v)dt —0.

m

T
m—> o igin L2=J.((u
0

oldugunu gosterir.

25

(3.47)

(3.47) den,

(3.48)

(3.49)

[0, oo) araliginda f (x) = x“ fonksiyonuna ortalama deger teoremi uygulanirsa,

o il =l = (O |+ (1=O)ul) " (f | =[]

(3.50)

elde edilir. Burada, 0 <@ <1 dir. Cauchy-Schwarz esitsizligi ve,

‘ |um|—|u| ‘ﬁ‘ u, —u ‘,

kullanilirsa,

T

oL = j( (O, |+ (1=0) )™ (Ju,| -

0

T
= |L|< a !i

).u,v)a't

+(1-6) |u| |um —u|.|u|.|v|dxdt.

(3.51)
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elde edilir. (3.51) de p, =6, p,=6, p,=6, p,=2 i¢in genellestirilmis Holder

esitsizligi kullanilirsa,

o | < aig(z)uum () -u@)] Jp ()] (o), a (3.52)

elde edilir. Burada,

6(a-1) 6
+(1—9)|u|) dx (3.53)

g(1)=|[(e

Q

u m

dir. g(¢) i¢in bir yaklagim bulmak igin,
(a+b)" <27 (a" +b") (3.54)

esitsizligi (3.53) de arka arkaya iki kez kullanilarak ,

« g()<] 2 (0%
Q

=

6(cr—1) n (1 . 9)6(a—1) |u|6(a71) )dx}

m

1 1 6(0{—1) 6
6(a-1) . 6(a-1)
:20!71 06(&—1) [I|um|6(a—l) dxj +(1_0)6(a—1) (J“ u 6( ]) dx}
Q Q
(a-1) (a-1) ‘
6(a—1 6(a—1
_ g [96@”) ) [ -0y (o 6((“)}6
- é i (1) (a-1)
< 272057 || w, (1) 6(0,_1>+H w() ], (3.55)

elde edilir. Burada, a ve b negatif olmayan reel sayilar ve k, = max {9,(1 - 0)} dir.
(3.55) de p=2 ve g =6(a—1) i¢in Sobolev esitsizligi kullanilirsa,
Vu, (t)

1 o
. g(t) < 2""126k§“1d3"‘1( ( 1)+H Vu(t)

(a_l)j (3.56)
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elde edilir. Burada, d; Sobolev sabitidir. (3.20) ve maxHVu(t)HSD3 , (burada

0<t<T
D, =M /y dir.) ifadesi (3.56) de kullamlirsa,
1
o sup g(¢t)<4, = 2°720k¢d¢ D (3.57)
0<t<T

elde edilir. (3.57) ifadesi (3.52) de kullanilirsa,

T
o L] < adyf|u, () =u ()] [y @), Ju ()], - (3.58)

0

elde edilir. (3.58) de p=2 ve ¢ =6 i¢in Sobolev esitsizligi kullanilirsa,

° |L2|

IN

aAOIHum () -u(t)] s [Vie(0)] s [V(c)] i

IN

i (0)-u0)] [Vt 193(0)] (5:9)

elde edilir. Burada, d, Sobolev sabitidir. Buradan,

L] < add? max|va(o) iuum (O)-u(t)] Jve(c)]
< aC, max|vu (1) Euum(z)_u(t)u [V (o) a
< aC, iuum () -u(t)] [ov(0)] d (3.60)

elde edilir. Burada, C,=4,d;D, dir. (3.60) de Cauchy-Schwarz esitsizligi

kullanilirsa,

1 1

+1ed = & fln0-wto a [ fivecop B

elde edilir. (3.61) ve (3.47)den,



28

e lL < ON, mum(t)_u(t)ﬂzdz. (3:62)

elde edilir. (3.40) ifadesi(3.62) de kullanilirsa,

m—o© i¢gin L, >0
elde edilir.

Sonug olarak; m — o i¢in L, + L, — 0 oldugundan, (3.39) ispatlanmis olur.

N sabit bir tamsay1 olsun.

v(x,t)z

IM-

g (t)wk (x) , (3.63)

(3.63) formunda VECI([O,T],HI)(Q)) secilsin. Burada, {gk}iv:l diizgiin

fonksiyonlar olsun. (3.6), g, ile carpilir ve m>N i¢in k=1 den N ye kadar

toplanirsa,

N

s Z{(um!’wk)gk +y(vum’vwk)gk +a(um’wk)gk +b(|um|a um’wk)gk} :0

k=1

m?>

:< u,, > y(Vu,,Vv)+a(u,,v +b(|u | u, v)=0. (3.64)

elde edilir. (3.64) de 0 dan T ye integral alinirsa,

. '1.{( Y ) (Vu,,Vv)+a(u, v)+b(

“u ,v)}dtzo. (3.65)

m

elde edilir. Sonugta, (3.65) de m — oo igin limite gegilirse,

oJ:{lim( )+}/hm(Vu Vv)+a11m(u v)+b11m(|u “u, )}dt:O

m—>0 m—> m-—>o0

elde edilir.
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Burada, (3.36), (3.37), (3.38) ve (3.39) kullanilirsa, veCl([O,T],ITI; (Q)) icin,
z a

. H u',v +7/ Vu Vv)+a(u v)+b(‘u ‘ u,v)}dtzo (3.66)
0

elde edilir. Buradan agik¢a goriiliir ki, (3.66) esitligi tim ve [’ ([O,T ] JH 0 (Q))
fonksiyonlan igin gegerlidir. Bu fonksiyonlar (3.63) formunda oldugundan bu
uzayda yogundur. Bundan dolay1 6zellikle; v e H ; (Q) ve 0<¢<T i¢in,

<u',v>+7/(Vu,Vv)+a(u,v)+b(‘u ‘a u,v)=0. (3.67)

elde edilir.

3.4. Sonug

(1.1)- (1.3) probleminin bir ¢éziimii u olsun. Oyle ki, u € L’ ((O,T),HE(Q)) ve

wel((0.1). 1 (©)]. Bu durumda,

ueL‘”((O,T),FI:)(Q)) ve uteLw((O,T),ﬁ_](Q)) dir.

Boylece, (3.20),(3.30) ve Lemma 2.2.5 gdzéniine alimirsa, (1.1)—(1.3) probleminin

bir zayif ¢6zlimii olan u nun ¢ i¢in siirekli oldugu goriiliir. Diger bir deyisle,
uec([0.7].°(2))

dir.

u (O) =u, oldugunu gostermek igin, (3.65) den v(T ) =0 ile her

ve ([0.7],7 () isin

O ey

{—<v',u>+7/(Vu,Vv)+ a(u,v)+b(‘u ‘a u,v)} dt = (u(O),v(O)) (3.68)
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dir. Benzer sekilde, (3.65) den,

{—<v', um> + 7(Vum,Vv) + a(um,v) +b(|um|a um,v)} dt = (um (0),v(0)) (3.69)

= e

elde edilir. ﬁ:)(Q) de u,(0)—>u, oldugundan (3.36)—(3.39) ifadeleri (3.69) de

tekrar kullanilirsa,

O ey

{—<v',u>+]/(Vu,Vv)+a(u,v)+b(‘u r u,v)}dt: (uo,v(O)) (3.70)

elde edilir. v(0) keyfi oldugundan, (3.68) ve (3.70) karsilagtinlarak, u(0)=u,

sonucuna varilir. Béylece teorem ispatlanmis olur. [14]
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4. TEKLIiK

Bu bolimde; (1.1)—(1.3) probleminin Teorem 3.2. de varligi verilen, bir zayif

¢ozlimii olan u nun tekligi gosterilecektir.

u nun tek olmadig kabul edilsin.
(u,p) ve (v,q) ikilileri (1.1)—(1.3) probleminin aym baslangi¢ kosullarina gére iki
asikar ¢6ziimi olsun. w=u—-v ve =z =p—q olacak sekilde bir w farkli ¢6ziimii

tammlansin. (1.1)—(1.3) den, (w,7) ¢dziimii,

w,=7/Aw—aw—b(|u|au,vav)—V7z, V.u=0, xe€Q, >0, (4.40)
w=0 , xeoQ, t>0 (4.41)
w(x,0)=0 xeQ, (4.42)

denklemini saglar. (4.40) ifadesi L’ (Q) de w ile i¢ carpilirsa,
. (wt,w)—y(Aw, w)+a(w,w)+b(|u|a u —|v|a v,w)+(V72, w) =0.
elde edilir. Buradan parca parca integral alinirsa,
o %E[g(ww) dt — 7;;1%st + )/i VwVwdx + a!; wwdx + bi [|u|a u— |v|a v} wdx
+.[ Vrwdx =0
Q

1d a a
:EEHWHZ + 7|Vl +a|w =—b j[|u| u—yl v] welx (4.43)

Q

(4.43), 0 dan T ye integrallenirse,
T T T

o Lu(r )+ 29w ar s afpto)f = [ =l s
0 0 0Q

v wof (444)
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elde edilir. Simdi,

J-[|u|a u—|v[* v} wdx > 0 (4.45)
Q
oldugu gosterilecektir.

a a 2 a a
o (bl )= 3l bl o

i=0

elde edilir. Burada,

(J* =11 (e =) 2 0 (4.46)

oldugu gosterilmelidir.

f(x)=x" fonksiyonu, [0,0) da monoton artan oldugundan (4.46)

gecerlidir. (4.44) iin sol yanindaki ilk terim pozitif ve sag yanindaki ilk terim negatif

oldugundan atilabilir. Bun durumda,
T T

o 2y [[owe)] e+ 2af (o) e < SO
0 0

elde edilir. w(0)=0 oldugundan,

e 02y [[Vw(e)f de+ 24 w(e)f i < 0.
0 0
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elde edilir. Son esitsizlik Ho (Q) da w=0 oldugunu ispat eder. Dolayistyla teklik

gosterilmis olur.

5. FORCHHEIMER KATSAYISINA SUREKLIi BAGIMLILIK

Bu béliimde;

u, = yAu—au—blul" u-Vp, Vu=0, xeQ, >0, (1.1)
u(x,0)=u,(x) ., xeQ (1.2)
u=0 ., xedQ, t>0 (1.3)

Probleminin ¢dziimlerinin H' normunda, b Forchheimer katsayisina siirekli

bagimlilig1 ispatlanacaktir.

5.1. Teorem :

1<a <2 olsun. Bu durumda bir u, € ;-Ivé (Q) igin (1.1) - (1.3) probleminin bir tek

ueC ([O,T ],17; (Q)) ¢Oziimii vardir. Ek olarak, herhangi bir 7 > 0 igin;

sup
0<t<T

Vu(r)|<D  ve .qut(t)uz dt<D (5.1)

dir. Burada D, (1.1) in baslangi¢ parametre ve verilerine bagli uygun pozitif sabittir.
fspat ;

(5.1) esitsizliklerini elde edebilmek igin;

Ik olarak (1.1) in her iki yan1 u, +u ile I*(Q) da i¢ carpilirsa;

0(u u +u):;/(Au,u[+u)—a(u,u,+u)—b(|u u,ut+u)—(Vp,u[+u)

:>(u u )+(ut,u)—7(Au,ul)—7/(Au,u)+a(u,ut)+a(u,u)+b(|u|a u,u[)

27t
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+b(|u| “u,u)+(Vp,u[)+(Vp,u) =0

2 ldy e ou ou
:>||ut|| +EE||M|| —}/{Iu,—ds—SJ;VuVut.dx}—]/{J.ut%ds—£VuVudx}

0Q a v oQ

+a li”unz +a ||u||2 +bj|u|a uu, dx + bj|u|a uudx + J.Vpu,dx +I Vpudx =0
2 df Q Q Q Q

=l +3 || [+ IIWII +y vl +——Ilull alflf +—— dtI " ax

er.|‘|u|a+2 dx=0
Q

d a+
:znu,n2+5{7nw||2+<a+1>||u||2+ [l }+zy||wn + 2afu

a+2

+2bj|u dx=0 (5.2)

ifadesi bulunur. Bu esitsizlikte,

2 2 2b at2
A5l e + 22 [

olarak aldigimizda (5.2) denklemi,

d
E¢(t)+

halini alir. Bu esitsizlikte Gronwall Lemmasi kullanilirsa;

.2 (effl gt )J

:Idd5(6a+l¢( )] dS<0

2a
a+1

$(1)<0

2a

= el g(1)-$(0)<0
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—2a
= ¢(t) < e $(0)
—2a
2b J.|u|a+2 dx < D, et (5.3)

Q

= ol +(a ) + 22

elde edilir. Burada,

D, :7/||Vu0||2+(a+1)||u0||2+a+2£|u0| * dx
dir. (5.3) den, ¢(¢) nin sirlilig: ve bdylece (5.1) in birinci kismi; (5.2) ifadesi

0 dan t ye integre edilir ve ¢(¢) nin siurlilig: kullamlirsa, (5.1) in ikinci kismu elde

edilir.

Simdi, (1.1)—(1.3) denklemlerinin(u, p) ve (v,q)seklinde iki ¢oziimiinin var
oldugu kabul edilsin ve asagidaki denklemler saglansin;

* (u,p) ikilisi igin,

utzyAu—au—bl|u|au—Vp, V.u=0, xeQ, t>0,
u(x,O)zuo(x) s xeQ),

u=0 , xedQ, t>0

e (v,q) ikilisi igin,

v, =yAv—av—b,|" v-Vq, Vu=0, xeQ, >0,
v(x,0)=u,(x) , xeQ,

v=0 , xeoQd, t>0

olsun. Bu durumda; w=u-v ve 7z=p-q alndiginda (w,r) ikilisi de,
w,=yAw—aw=b |ul" u+b,p|"v-Vz, V.w=0, xeQ, >0 (5.4)

w(x,O):O , xeQ, (5.5)
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w=0 , xeoQ), t>0 (5.6)

probleminin bir ¢ézlimii olur.

Simdi, (1.1)—(1.3) probleminin b Forchheimer Kkatsayisina siirekli bagiml

oldugunu veren teorem verilsin;
3.2. Teorem

(w, )ikilisi, (5.4)—(5.6) probleminin bir ¢6ziimii olsun. Bu durumda w(7) ,
[vw()[ +[w(?)] < K(&-8,).  vi>0 (5.7)

esitsizligini saglar. Burada; K, (1.1) > in parametrelerine bagl pozitif sabittir.

fspat:

(5.4), wile L’ (Q)anlaminda ig ¢arpilirsa,
° (wt,w) = y(Aw, w)—a(w, w)—b1 (|u|a u,w)+b2 (|v|a v, w)—(V;r, w)
= %%HWHZ — 7{5!; wz—v:ds —index}+ a||w||2 =-b, (|u|a u, w)+b2 (|v|a v, W)
—.[Vﬁwdx
Q
= L[l ol = () v )
—b, (|u|a u,w) —(7zw)‘aQ + Iﬂ' Vwdx
Q
= —(b1 —bz).(|u|a u,w) -b, (|u|a u —|v|a v, w)
= b [l e, w) =y [ = v. ) (5.8)

elde edilir. Burada; b=b, b, dir.

T:R° >R, T (u) = |u|a u olarak tanimlanan 7' operatorii monoton oldugundan;
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o ) -1 )0

i=1

:(|u|au—|v|a v,w)ZO (5'9)
olur. Bdylece, (5.8) den ;

1d
LLpf ol +alo <

l;(|u|a u,w)‘ (5.10)

elde edilir. Holder ve Sobolev Esitsizlikleri kullanilirsa;

° B(|u|a u,w) < ‘B‘

o
J.|u| uwdx
Q

Holder Esitsizliginden;
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< \;;\.H £|u|3aj;“ dx]a.(uz);.(wé)é

~ a
S 7 7
< |b|. s I -1

Sobolev Esitsizliginden;

(Vve Hy(QR),

|p <d, ||Vv

,1<p<6, (d,: Sobolev sbt) (5.11)
< [B| di |Vl d, [vuld, | va|
< [Bf di [vu " [ou]

.. e e
p=2 ve ¢ =— i¢in Young Esitsizliginden,
4

< v+ D (5:12)

elde edilir. (5.10) de (5.12) ve (5.1) kullanilirsa;

. —IIWII sVl +2alf < SOy = Kb L (K, =Dy

elde edilir. (5.4), L*(Q) de w, ile i¢ carpilirsa;
o (w,,wt)zy(Aw,wt)—a(w w (|u| u, w)+b (|v| v, w) (Vﬂ,w,)
= ||w||2 =y IW 8—st—ijVwabc —ali”w”2 -b (|u|au w, )+b (|v|a v w)
t : taU : t Zdt 1 >Nt 2 >t
_755” o —a——IIWII by (jf“ s, )+ (] v )

= |w| +%%{y”VW”2 + a||w||2} = b, (Juf" e, ) + (|v|a v, w,)+52 (lef 2.,
—b, (|u|a u,wt)
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=-b, (|u|a u —|v|a v, wt)—l;(

u|a u,wt) (5.13)

bulunur. Burada; 5=b1 —b, dir. (5.13) un sag tarafini elde etmek igin Ortalama

Deger Teoremi ve Holder Esitsizligi kullanilirsa;

(|M|au—|v|a v, Wt) < J“ (|u|au_|v|a V)
Q

< (a+1)j|€|a ||| dx

Q

|wt|dx ,

< (a+l)J.|u+kv|a.|w|.|wt|dx ,

Q

(a +b)p <27 (ap +b”) esitsizligi kullanilirsa ,

< (@ 1)27 [ (Juf M o

Q

<3(a+ 1) [ ([uf” +D") ol o e
Q

Holder Esitsizligi kullanilirsa ,

<3(a+1)|] u ¢ bl (5.14)

elde edilir. 1<a <2 oldugundan, Sobolev Esitsizligi kullanilirsa ,

a

+| v
3a

sz(ml)[dg (Iva +||w||a)}d0 [V w,

(5.1) den,

b

<6(a+1)D%dg"|Vw.|w,

p=2 ve e :bi icin Young Esitsizligi kullanilirsa ,
2

36 o g 2o 1
<300, (1) D) ol

2

2
s

<18b, (e +1)" 22D |vw| +(2b,)" |w,[’ (5.15)

elde edilir. Benzer sekilde (5. 13) un sag tarafinin son terimini elde etmek i¢in ,
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o
o |u| u,w,) |=

a
“u| uw,dx
Q

< J-|u|a+1 |wt|dx
Q

Holder Esitsizligi kullanilirsa ,

<[]l

SHu

| B e e
p=2 ve &£=— 1i¢in Young Esitsizligi kullanilirsa ,

] o

(a+1)

2Aa+1) Il

2(a+1)

Sobolev Esitsizligi kullanilirsa ,

‘bA‘ a+1
< Dl v
(5.1) den,
a a+l 2(a+1) N 2
= <|u| u,wt> <2 'D + (2 ) ‘ w, (5.16)

elde edilir. Buradan, (3.15) ve (3.16) ifadesi, (3.13) da yerine yazilirsa;

1d a a L a
o ||wt||2+5E{7||Vw||2+a||w||2}S—b2<|u| u—|v| v,wt>—b<|u| u,wt>

<185 (a+1)" di*?D* |[Vw|’ +%||wt||2
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+ b"zdg(a+l)D2(a+l) +%”Wt”2

1
2

= 2w, %{ 7|Vl + a||w||2; <36b2 (a+1) a2 D |Vl +2||w, +5* (d, D)

<(d,DY“” b* +36b2 (a+1) d2**D* || .

burada, K, =(d,D ve K, =36b(a+1) d2*?D* olarak alinirsa,

)2a+2

d -
= S (7ol +alnf | < K8+ K [vu (5.17)

bulunur. (5.17) , 217; ile carpilip, (5.12) u, eklenirse,

2

2
o LA LIS bl 2albf < (2854 Lo
dt | 2K, 2K, 2K, 2

2
= 1{7_||w||2 +M||w||2}+l||w||2 +2alwff < (KO s ]132 (5.18)
dt | 2K, 2K, 2 2K,

bulunur. Bu esitsizlik,

Y'(£)+ BY () < K ,b? (5.19)

denklemini saglar. Burada;

2K, K,

K, =K, + ,ﬂ:lgmin{l, 44 } Y(t)=* [Vl +(ay+2K,)|w]

y ay+2K,

dir. (5.19) " dan,

o YV'(1)+B Y (1) £ KD
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= vl + (ay+2K,) | < K3,B’1(1—e’ﬂ’)l;2

elde edilir.Buradan, teoremin kabullerinden (5.7) saglanmig olur ve >0 olmak
lizere;
b* >0 igin ||Vw||2 -0

elde edilir.
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6. DARCY KATSAYISINA SUREKLI BAGIMLILIK

Bu boliimde;

utzj/Au—au—b|u|au—Vp, V.u=0, xeQ, t>0, (1.1)
u(x,O):uO(x) s xeQ), (1.2)
u=0 , xeoQd, t>0 (1.3)

probleminin ¢dziimlerinin H' normunda, a Darcy katsayisina siirekli bagimlilig

ispatlanacaktir.

* (u,p) ikilisi,

u, = yAu—au—blul"u-Vp, V.u=0, xeQ, >0, (6.1)
u(x,0)=u,(x) ., xeQ (6.2)
u=0 ., xedQ, t>0 (6.3)
probleminin bir ¢dziimii ve,

o (v.q) ikilisi de;

v, =yAv—a,v—b| v-Vq, Vu=0, xeQ, >0, (6.4)
v(x,0)=u,(x) ., xeQ, (6.5)
v=0 ,  xedQ, t>0 (6.6)

probleminin bir ¢6ziimii olsun. Bu durumda;

w=u-v , m=p-q Ve d=a —a,
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olarak alinirsa ;

o u,—v, =y (Au=Av)-au-ay+ay+ay=b(ju u=p"v)-vz

olur. Bu durumda, (w,7) ikilisi,

o w, = phw—a (u=v)=(a,—a,)v=b(lu u=p|"v)-vz,

:>Wt:}/Aw—alw—&v—b(|u|au—|v|av)—Vﬂ', Vw=0, xeQ, t>0  (6.7)
w(x,0)=0 . xeQ, (6.8)

w=0 s xeoQ), t>0 (6.9)

probleminin bir ¢éziimiidiir.

4.1. Teorem :

(w, ) ikilisi, (6.7)—(6.9) nin bir ¢6ziimii ve 2—7/>1 olsun. Bu durumda w(7),
q
[vw()[ +[w) < L(a-a) .  Ve>0 (6.10)

esitsizligini saglar. Burada; L, (1.1) in parametrelerine bagl pozitif sabittir.
jspat :

(6.7) ifadesi, L’(Q) de w ile ig garpilirsa;

3 =1 v el i)

—b( |v| vw) IV 7zw)dx+J-7szdx
Q Q

1 d A A a a
= Ll ol o <) {(f ) () (6)



elde edilir.

Burada; Es. (5.9) ve p=2 ve g=i icin Young Esitsizligi kullanilirsa,

a,

ld, p 2 2 &y e ay e
o L sl < e + S

Sobolev Esitsizligi kullanilirsa,

Tdpe 1o G o @ o
= 3l o+ el < Szl
d 24°
= L s 27wl ol < 22 i vl

1

elde edilir. Diger yandan; (6.7), w, ile ig ¢arpilirsa,

45

(6.12)

. (wt,wt):y(AW,WZ)—aI(W,wt)—&(v,wt)—b((|u|au,wt)—(|v|av,wt))—(Vﬂ,wt)

0 d .
= ||wt||2 = }/{5[2 w, %ds —inthdx}—%E”w”z —a(v,w,)

—b((|u|a u,wt)—(|v|a v, wt))—£V(7zwt )dx+£7z‘7wtdx

d
= ol =L L o -

a d

= 3 Gl o Tl == 0= o ) o )

elde edilir. Diger yandan,

a a
b(|u| u —|v| v, wt)

< |b|.‘ (=i v

< |b| I(|u|a u —|v|a v).wt dx
Ortalama Deger Teoreminden,

< |p

a_[|6’|a ww,dx ,

- ) - )

(6.13)
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< |b|aJ-|u+kv|a ww,dx (0<k<1),
( (a+b)" <27 (ap +b”) ) esitsizliginden,

< |b| 3aJ.(|u|a +|v|a)wwt dx

elde edilir. Burada, %+ % +% =1 olmak iizere Holder Esitsizligi uygulanirsa,
S E T e I (6.14)

elde edilir. (6.14) de Sobolev Esitsizligi uygulanirsa,
< [ol3er (g [V + i [V )do [V o]
<[e[3adi (IVa|“ +[9o]" ) [V

ve (5.1) den,

< |b|6ad; D |V |w|

elde edilir. Son ifadeye Young Esitsizligi uygulanirsa,

IN

36 d; D o +

IN

185 ;0 [+ Lpuf

- ‘ el v | < L #1857z D o (6.15)

elde edilir.(6.4) ve Cauchy-Schwarz Esitsizligi kullanilirsa,

® a,v=—v, +7Av—b|v|a v—Vgq

= (azv, w,) = (—vt + 7/Av—b|v|a V—Vq,wt)—(Vq,wt)

= (v,w,) zi(—vt +7/Av—b|v|a v—Vq,wt)
a

2
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A

a

:‘—&(v,wt) = (vt —yAv+b|v|av+Vq,wt) . (6.16)
a,
elde edilir. Young Esitsizligi kullanilirsa;
. 1y o @
= |-a(vw)| < Sl + |y - v + b
2 a,
1 24° 2a+2
< gl = Sl eI 2] v
1 3A2 20+2
R e e S R R
n < 1 »  3a° 2 2 AP 4 B2 2a+2 6.17
= i) < ol + S+l o] v 7 (6.17)

elde edilir. 2a+2 <6 oldugundan (5.11) ve (5.1) ifadeleri (6.17) de kullanilirsa,

. 1 3a° 38’ -
o [Fa(en) < Sl + %”“”2* ai;[(doyo)ubz(doz))z ’ (6.18)

elde edilir. (6.15) ve (6.17) ifadesini, (6.13) de kullanilirsa;

d
LIl el 2l

_ ‘—251(\1, w,)— 2b(|u|a u —|v|a v, wt)

< ‘ 2a(v,w,) | + 2b(|u|au—|v|a v,wt)
2 6512 2 6512 2 2 2a+2 2 2 2 12a+2 N2a 2
S +—2[(d07D) +b*(d,D) }+||wt|| +18b2ad2“ D [V
2 2
< 64’

2
2

A2
O (DY +5* (d, DY |+ S| + 185} D [V
a2

d . 6"2
= SVl wal ] KTl o (619)

2
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elde edilir. Burada,

K4 = 6 |:(d0]/D)2 +b2 (dOD)2a+2:| ve LO _ 18b2a2d§a+2D2a

2
a,

dir. (6.12) ifadesi 7 L ile garpilirsa,
a4
d 2
o TE”WHZ-F 2]/T||Vw||2 + L, ||w||2 < raidj ||Vu||2 (6.20)

1

elde edilir. (6.19) ve (6.20) ifadesi toplandiginda,
d . A
ALl ()l ] + 2ol + B s 20 Sl +
1

64’ 2 2
sl + LoV
a,

+

d
o LAV (@)l |+ (2re L) IVl 2ol

A2 n2
<, L vl + K@+ S (6.21)
al aZ
elde edilir.
" :mm{L | u}
27 L,

alinirsa; (6.21) esitsizligi ,

Z(e)=y |Vl + (z+a) wf
fonksiyonunun sagladigz;

204k 2(1) < & | 22Vl + Suf+ K, (6.18)
2

1



esitsizligine doniisiir. (6.18) esitsizligi integrallenirse,

d 2L
. d—5(e"°’Z(5)) < e 2[ aOd [Vu || + 22||vt||2+ K‘J

1

t t
= [L(2(9)) a5 < [eva [%dg [Valf + a—62||vt||2+K4} 45
0 2

0 1

= e"Z(1)-Z(0) < &zje

0

A2
|2l + S| ao + Sy
2

( 2(0)=7[vw(O)] +(z+a)[w(0)f =0 ) oldugundan,

t

~2
= Z(1) < M@ [ [%d; Vel + %”v,”z} a5 + e e 1)
1 2

0 0

~2

| "d Vu 2| hlogs o SR ()
& | | ad; vaf + zllvzll e + —=H(l=e™)
0

0

(0<o<t = 6-1<0 = k/(5-t)<1) oldugundan,

~2

< @l 2t s Shr|as + L,
0 2

elde edilir. (5.1) kullanilirsa,

o Z(1) < (ZLOdD %D + &]
a, a, d,

elde edilir. Bu ifade, (6.10) esitsizligini saglar. Dolayisiyla ispat biter.
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