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1. GİRİŞ                                                                                                                          

 

Bu tezde;  Brinkman-Forchheimer  denklemleri için,  

 

tu u au b u u pαγ= ∆ − − −∇ ,                 .  = 0u∇  ,    ,x∈Ω       0t > ,                   ( )1.1  

( ) ( )0,0u x u x=      ,        ,x∈Ω                                                                              ( )1.2  

0u =                      ,        x∈∂Ω ,  0t >                                                                  ( )1.3  

 

başlangıç sınır değer problemi üzerinde çalışılacaktır. Burada;  ( )1 2 3, ,u u u u=  

akışkan hız vektörü,  0γ >   Brinkman  Katsayısı,  0a >   Darcy  Katsayısı,  0b >  

Forchheimer   Katsayısı ve p  basınçtır.  [ ]1, 2α ∈  verilen bir sayı,Ω  bölgesi ise ∂Ω  

sınırı 2C  sınıfından olan 3  ün sınırlı bir bölgesidir. Bu çalışmada, ( ) ( )1.1 1.3−  

probleminin çözümlerinin  varlığı, tekliği, b  ve  a  katsayılarına sürekli bağımlılığı 

incelenecektir.     

 

Denklemlerin  çözümlerinin katsayılara sürekli bağımlılığı bir tür kararlı yapıdır öyle 

ki; bu katsayılardaki küçük değişikliklerin çözümlere etkisini yansıtır. Bu tip 

yapılarla ilgili birçok sonuç Ames ve Straughan incelemesinde [ ]2  bulunabilir. 

Darcy ve  Brinkman sistemlerinde anlatılan, akışkanın geçirgen ortamdaki akışının 

yapısal sabitliği; Ames ve Payne [ ]3 , Payne ve Straughan [ ]4 7−  makalelerinde 

incelemişlerdir. [ ]7  de Payne ve Straughan akışkanın doygun geçirgen ortamdaki 

akışını açıklayan ( ) ( )1.1 1.3−  başlangıç sınır değer problemini  1α =  için 

düşünmüşlerdir. Problemin  2L  normunda b  ve γ  katsayılarına sürekli bağımlılığını 

ispatlamışlardır. Bizim amacımız; problemin b  ve a  katsayılarına sürekli 

bağımlılığını daha güçlü bir norm olan 1H  normunda göstermektir.  
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İlerleyen bölümde;   

 

( ) ( ){ }1 3 1 3
0 0, , :  .  = 0 H u H uΩ = ∈ Ω ∇    ve   ( )2 3,L Ω    

 

fonksiyon uzayları kullanılacaktır. Burada, ikinci uzay;  ( )1 3
0 ,H Ω  in kapanışıdır.  

Yani; 

( ) ( ) ( )2 13 3 2 3
0, , ,L H LΩ = Ω ⊂ Ω   

dir. Kolaylık için,  ( ) ( )2 23,L LΩ = Ω    ve  ( ) ( )1 13
0 0,H HΩ = Ω    yazılacaktır. 

pL deki norm için 
p
  notasyonu kullanılacaktır. 2L deki norm   ve iç çarpım  

.,.  olarak tanımlacaktır. 
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2. ÖN BİLGİLER VE TEMEL KAVRAMLAR 

 

 

2.1.Temel Tanımlar 

 

2.1.1. Tanım 

 

Bir  ( ),V   bir normlu uzayından her Cauchy dizisi norma göre yakınsak ise bu 

normlu uzaya bir Banach Uzayı denir.  

 

2.1.2.Tanım 

 
n  nin herhangi bir Ω  bölgesi üzerinde tanımlı sürekli fonksiyonların uzayına  

( )C Ω  uzayı denir.  

 

2.1.3. Tanım 

 
n  nin herhangi bir Ω  bölgesi üzerinde tanımlı, m  ve  m  ye kadar olan mertebeden 

türevleri sürekli olan fonksiyonların uzayına  ( )mC Ω   uzayı denir. 

 

2.1.4. Tanım 

 

Bir  Ω  bölgesi üzerinde her mertebeden türevlenebilen fonksiyonların uzayına 

( )C∞ Ω  uzayı denir. 

 

( )C∞ Ω = {u:  ( )ku C∈ Ω  , 0,1, 2,...k = } 
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2.1.5. Tanım 

 

1p ≥   gerçel sayı olmak üzere  n  üzerinde 

 

( )
n

p
u x dx < ∞∫  ,   nx∈  

koşulunu sağlayan, ölçülebilir u  fonksiyonlarının sınıfına, ( )n
pL  uzayı denir.     

Bu uzay üzerindeki norm da; 

( ) ( )
1

n
p

n

pp

p L
u u u x dx

⎛ ⎞
= = ⎜ ⎟⎜ ⎟

⎝ ⎠
∫         

biçiminde tanımlanır.  

 

2.1.6. Tanım 

 

( )L∞ Ω  uzayı, hemen hemen her yerde sınırlı ve ölçülebilir (ölçüsü sıfır olan yerler 

dışında sınırlı) fonksiyonların uzayı olarak tanımlanır. 

( )L∞ Ω ={u:  ( )u x k≤  ,  Ω  üzerinde hemen hemen her yerde} 

2.1.7. Tanım 

 

Ω  üzerinde tanımlı bir  u  fonksiyonu Ω  nın bir K  alt cümlesine ait noktalar için 

sıfırdan farklı olsun. K , K  nın kapanışı olmak üzere;  

 

K = ( ){ : 0}x u x ≠   

 

ifadesine u  nun kompakt desteği denir. 
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2.1.8. Tanım 

 

Ω ,  n  nin açık ve sınırlı bir bölgesi olmak üzere; her mertebeden türevlenebilir ve 

türevleri ile birlikte Ω  üzerinde kompakt desteğe sahip olan fonksiyonların uzayına 

( )0C∞ Ω  uzayı denir. 

 

2.1.9. Tanım 

 

( ),L U V , normlu bir U  uzayından normlu bir V  uzayına lineer normlu operatörlerin 

bir uzayıdır. V =  olduğunda; ( ),L U , U  üzerindeki lineer fonksiyonellerin 

uzayıdır. U normlu  uzayı üzerinde sürekli lineer fonksiyonellerin uzayı U  nun dual 

uzayı olarak tanımlanır ve 'U  biçiminde gösterilir. ( ), 'L U U=  

 

2.1.10. Tanım 

 

0k >  tamsayı,  1 p≤ < ∞  olmak üzere kendisi ve .k  mertebeye kadar tüm 

genelleştirilmiş türevleri  ( )n
pL  sınıfına ait olan fonksiyonlar uzayına  ( ),k p nW  

Sobolev Uzayı denir. Yani; 

 

( ),k p nW = ( ){ :n
pu L∈  kα∀ ≤  , ( )}n

pD u Lα ∈  

 

dır. Bu uzay üzerindeki norm ise ;   

 

( ), , n n
pk p L

k

u D uα
α ≤

= ∑  

 

biçiminde tanımlanır.  

•  Eğer,  2p =  ise ;   ( ) ( ),2k kW HΩ = Ω     dir. Ayrıca  ( )mH − Ω   uzayı  ( )0
mH Ω   

uzayının dualidir. 
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2.1.11. Tanım 

 

H  bir Hilbert uzayı , x H∈  ve ( )nx , H  uzayında  bir dizi olsun. Eğer, y H∀ ∈  için, 

, ,nx y x y→  

ise H , x  noktasına zayıf yakınsaktır denir. Burada, .,.  H  uzayındaki iç çarpımdır.  

 

2.1.12. Tanım 

 

A bir kare matris olsun. Ax xλ=   olacak şekilde, sıfır olmayan bir x  vektörü varsa 

λ  ya  A nın bir öz değeri denir. Ayrıca x  vektörüne; λ  ya karşılık gelen öz vektör, 

( ), xλ  ikilisine de A için bir öz ikili denir. 

 

2.1.13. Tanım (Lipschitsz Süreklilik) 

 

( )f x  fonksiyonu bir A⊂  de tanımlı olsun. Eğer ,x y A∈  için,  

( ) ( )f x f y k x y− < −  

eşitsizliğini sağlayacak şekilde, f  fonksiyonundan bağımsız bir 0k >  sabiti varsa 

f   fonksiyonuna A  da  Lipschitz süreklidir denir.  

 

2.1.14. Tanım 

 
n  de bir Ω  bölgesi üzerinde bir distribution, ( )0C∞ Ω  üzerinde tanımlı sürekli 

lineer fonksiyonel olarak tanımlanır. Bu durumda, bir distribution  ( )0C∞ Ω →  

bir sürekli lineer dönüşümdür. Distributionlar uzayı ( )0C∞ Ω  uzayının dual uzayıdır 

ve  ( )0 'C∞⎡ ⎤Ω⎣ ⎦   ile gösterilir. 
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2.2. İlgili Teoremler 

 

2.2.1. Teorem (Peona-Varlık) 

 

( ),g t u  fonksiyonu  0 0t t t a≤ ≤ +  , u < ∞  bölgesinde sürekli ve sınırlı olsun. Bu 

durumda; 

( )' ,u g t u=  

( )0 0u t u=  

başlangıç değer problemi,  [ ]0 0,t t a+  aralığı üzerinde en az bir  ( )u t  çözümüne 

sahiptir. 

 

2.2.2. Teorem (Sobolev Gömülme Teoremi) 

 

Ω  bir Γ  Lipschitz sınırına sahip, n  de bir bölge olsun. Eğer, 
2
nm >   ise bu 

durumda; ( )mH Ω  deki her  v  fonksiyonu süreklidir ve ; 

 

( )sup mH
v x c x≤                                                                                                   (*) 

 

eşitsizliği sağlanır. Teoreme göre, 1n =  ise bu durumda; Ω  reel sayıların bir alt 

cümlesi ise böylece ( )1H Ω  deki fonksiyonlar süreklidir. 2n =   ise 2-boyutlu uzayda 

( )2u H∈ Ω da  ise u  süreklidir. (*)  dan  ifade edilebilir ki ; ( )mH Ω  normu ile 

( )mH Ω  dan  sup normu ile ( )C Ω  ya bir özdeşlik operatörü sınırlı bir operatördür. 

                      

( ) ( ): mI H CΩ → Ω               ,             ( ) ( ) mHC
I u K u

Ω
≤               

                ( )u I u→  
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2.2.3. Teorem 

 

X  bir Banach uzay olsun. { }nu X⊂  bir dizi olsun öyleki X içinde bir u X∈  

noktasına zayıf yakınsasın. Bu durumda, 

 

 lim inf nn
u u

→∞
≤  

 

eşitsizliği sağlanır. 

 

2.2.4. Teorem (Rellich-Kondrasov) 

 
nΩ⊂  , 'C  sınıfından sınırlı bir açık bölge olsun. Bu durumda, aşağıdaki 

gömmeler kompakttır. 

)i  p n<   ise;      ( ) ( )1, p qW LΩ → Ω  ,      1 npq
n p

≤ <
−

 , 

)ii  p n=   ise;      ( ) ( )1,n qW LΩ → Ω  ,       1 q≤ < ∞  , 

)iii  p n>   ise;      ( ) ( )1, pW CΩ → Ω . 

Eğer Ω  herhangi sınırlı bir bölge ise bu teorem  ( )1,
0

pW Ω   için geçerlidir. 

 

2.2.5. Lemma 

 

V , H   Hilbert uzaylar ve  V H V ′⊂ ⊂   olsun. Burada, V ′ , V  nin duali ve  V , H  

de yoğun,  H  da  V ′de yoğundur. Eğer, u  fonksiyonu ( )( )2 0, ,L T V  ye ait ve bunun 

türevi olan tu  de ( )( )2 0, ,L T V ′  ye ait ise; u  fonksiyonu, H  uzayında [ ]0,T  

aralığında sürekli bir fonksiyona hemen hemen her yerde eşittir ve ( )0,T  aralığında 

skalar distribution anlamında geçerli olan aşağıdaki eşitliği elde ederiz: 

( ) ( ) 2
, 2 , .d du u u t u u

dt dt
′= =  
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2.3. Kullanılan Eşitsizlikler 

 

2.3.1. Sobolev Eşitsizliği 

 

( ),
0
k pu W∈ Ω  ve 1 p n≤ <  ,  1 npq

n p
≤ ≤

−
  olsun. Bu durumda; 

q p
u c u≤ ∇  

olur.  

 

2.3.2. Young Eşitsizliği 

 

, 1p q ≤  , 1 1 1
p q
+ =   olsun. Bu durumda; 

 
p p q

q

a bab
p q

ε
ε

≤ +  ,      ( ), 0a b >  ,  ( )0ε >   

olur.  

 

2.3.3. Cauchy-Schwarz Eşitsizliği 

 

,x y∈   olmak üzere; 

 

( ), .x y x y≤  

 

( ).,.  :  üzerindeki iç çarpım ve  üzerindeki iç çarpımla tanımlanmış norm:   

 

( )
1
2,x x x=      dir.  
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2.3.4. Hölder Eşitsizliği 

 

1 ,p q≤ ≤ ∞  ,  1 1 1
p q
+ =    olsun. Eğer,  ( )pu L∈ Ω  ,  ( )pv L∈ Ω  ise; 

 

( ) ( )p qL L
uv dx u v

Ω Ω
Ω

≤∫  

 

olur.  

 

2.3.5. Genelleştirilmiş Hölder Eşitsizliği 

 

11 ,..., mp p≤ ≤ ∞    ve   
1 2

1 1 1... 1
mp p p

+ + + =    olmak üzere, 

( ) ( )1
1

...
i

m

m i p
i

u x u x dx u
=Ω

≤ ∏∫  

 

olur. 

 

2.3.6. Gronwall Lemması 

 

( ).η  ,  [ ]0,T  aralığında sürekli, negatif olmayan bir fonksiyon, ( )tφ  ve ( )tψ , [ ]0,T  

aralığında integrallenebilen, negatif olmayan fonksiyonlar olmak üzere; 

 

( ) ( ) ( ) ( )' t t t tη φ η ψ≤ +  

eşitsizliği geçerli ise, her  0 t T≤ ≤  için, 

 

( )
( )

( ) ( )0

0

0

t

ts ds

t e s ds
φ

η η ψ
∫ ⎡ ⎤

≤ +⎢ ⎥
⎣ ⎦

∫    

olur. 
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3. VARLIK  

 

tu u au b u u pαγ= ∆ − − −∇ ,                  .  = 0u∇  ,    ,x∈Ω       0t > ,                  ( )1.1  

( ) ( )0,0u x u x=      ,        ,x∈Ω                                                                              ( )1.2  

0u =                      ,        x∈∂Ω ,    0t >                                                                ( )1.3   

p  basınç, ,γ  a   ve  b  pozitif sabitler,  2n =  için  0α ≥  ,  2n >   için  41
2n

α≤ ≤
−

  

olmak  üzere, bu bölümde  ( )1.1 - ( )1.3   probleminin çözümünün varlık ve tekliği 

Faedo-Calerkin metodu kullanılarak gösterilecektir. Bu metod birkaç adımdan 

oluşur. İlk adımda, ( )1
0H Ω   uzayındaki bir Ω  bölgesi için standart bazların lineer 

toplamından oluşan bir yaklaşık çözüm bulunacaktır. Sonra bu yaklaşık çözümler  

için enerji tahminleri elde edilecektir. Son olarak, bu yaklaşık çözümün, ( )1.1 - ( )1.3  

probleminin zayıf çözümüne yakınsayan bir alt dizisi seçilecektir. 

 

İlk olarak, ( )1.1 - ( )1.3  probleminin zayıf çözümü aşağıdaki formda tanımlanacaktır.  

 

3.1. Tanım 

 

( ) ( )( )12
00, ,u L T H∈ Ω    ve   ( ) ( )( )12 0, ,tu L T H

−
∈ Ω     

şeklinde  tanımlanan bir u  fonksiyonu eğer, 

 

( ) ( ) ( ), , , , 0tu v u v a u v b u u vαγ+ ∇ ∇ + + =   ,   ( )1
0v H∀ ∈ Ω  ,  ( )0,t T∀ ∈        ( )3.1  

( ) ( )0,0u x u x=  ,   x∈Ω                                                                                        ( )3.2    

eşitliklerini sağlıyor ise bu u  fonksiyonu ( )1.1 - ( )1.3  probleminin  bir çözümüdür. 

Burada, .,. ,  ( )1
0H Ω  ve  ( )1

H
−

Ω  uzaylarından alınan fonksiyonların iç çarpımıdır. 
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3.2. Teorem 

 

2n =  için  0α ≥  ,  2n >   için  41
2n

α≤ ≤
−

  ve  ( )1
00u H∈ Ω   olsun. Bu durumda, 

( )1.1 - ( )1.3  probleminin  bir u  çözümü vardır öyle ki; 

 

( ) ( )( )12
00, ,u L T H∈ Ω    ve   ( ) ( )( )12 0, ,tu L T H

−
∈ Ω  

dir. Ayrıca,  ( ) ( )( )2
0, ,u C T L∈ Ω   dir. 

 

İspat : 

 

Teoremin ispatı için Faedo-Galerkin metodu kullanılacaktır. Ancak öncelikle, 

 

j j j jw p wλ−∆ +∇ =   ,    0jw∇ =  ,   x∈Ω                                                             ( )3.3  

0jw =  ,     x∈∂Ω            ( )3.4  

 

öz değer problemini göz önüne alınacaktır. Burada,  nΩ⊂  de yeteri kadar düzgün 

∂Ω  sınırına sahip sınırlı bir bölgedir. −∆   pozitif ve self-adjoint operatör, { } 1k k
λ ∞

=
 ,  

1 20 ... ...kλ λ λ< ≤ ≤ ≤ ≤ , ile lim kk
λ

→∞
= ∞   ni sağlayan öz değerler dizisi ve { } 1k k

w ∞

=
  

dizisi de bu öz değerlere karşılık gelen öz vektörler dizisidir. Öyle ki, bu dizi  ( )2
L Ω  

ve ( )1
0H Ω  için bir ortogonal bazdır. Normalleştirmeden sonra bu dizi 

( )2
L Ω  de bir tam ortonormal sistem olarak alınabilir.Şimdi üç adımdan oluşan ispat 

verilecektir. 
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1.Adım (Yaklaşık çözüm belirleme):  

 

m  keyfi pozitif bir sabit olmak üzere, ( )3.1 - ( )3.2  nin, 

     

( ) ( ) ( )
1

, :
m

m km k
k

u x t f t w x
=

=∑                                                                                     ( )3.5    

 

formundaki  mu   çözümleri aranacaktır.Burada  1,..., mw w   ler , ( )3.3 - ( )3.4  

probleminin çözümleridir. Kolaylık için ( ),mu x t  yerine ( )mu t  ve ( ) ( ),m
m

u x t
u t

t
∂′ =

∂
 

yazılacaktır. Bu ifadeler ( )3.1  de yerine yazılırsa, 

 

( )( ) ( )( ) ( )( ) ( ) ( )( ), , , , 0m m m m mu t v u t v a u t v b u t u t v
α

γ′• + ∇ ∇ + + =  

 

v  yerine kw  yazılıp iç çarpılırsa, 

 

( )( ) ( )( ) ( )( ) ( ) ( )( ), , , , 0m k m k m k m m ku t w u t w a u t w b u t u t w
α

γ′⇒ + ∇ ∇ + + =       ( )3.6  

      

     ( )0m omu u=   ,   1, 2,...,k m=  ,                                                                          ( )3.7  

 

0 t T≤ ≤     için, elde edilir. Burada, omu  , 0u  ın 1,..., mw w  ler tarafından gerilen 

m − boyutlu ( )1
0H Ω  uzayındaki ortogonal projeksiyonudur. ( )1

0H Ω  da, m →∞   

için 0omu u→   dir. 

mu , ( )3.5  yapısında olduğundan ve { } 1

m
k k

w
=

 ,  ( )2
L Ω  de bir ortonormal cümle 

olduğundan;  ( ),mu x t  nin her iki yanı kw   ile çarpılırsa, 
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( )( ) ( ) ( )
1

, , ,
m

m k km k k
k

u x t w f t w x w
=

⎛ ⎞• = ⎜ ⎟
⎝ ⎠
∑  

 

( ) ( )( ),km m kf t u t w⇒ =      ve    ( ) ( )( ),km m kf t u t w′ ′=                                           ( )3.8  

elde edilir. Burada,  

 

( ) km
km

dff t
dt

′ =      ve    ( )( ) ( ) ( ), ,m k m ku t w u x t w x dx
Ω

= ∫  

dir. Bundan dolayı,  ( )3.6 - ( )3.7  denklemleri  ( ) ( ) ( )1 2, ,...,m m mmf t f t f t   için 

m − boyutlu lineer olmayan 1.dereceden basit diferensiyel denklem sistemine denk 

olur. Buradan, 

 

( )1 2, ,...,km k m m mmf F f f f′ =   ,   1, 2,...,k m= ,                                                         ( )3.9  

 

elde edilir. Burada, 

( ) ( ) ( ) ( )
1 1

,
m m

k k km jm jm j j k
j j

F a f t b f t f t w w w
α

γλ
= =

⎛ ⎞
⎜ ⎟= − + −
⎜ ⎟
⎝ ⎠

∑ ∑ , 

dir. Başlangıç koşulları, 

 

( ) ( )( )0 0 ,km m kf u w=   ,   1, 2,...,k m= .                                                               ( )3.10  

 

olur. Buradan, her kF  fonksiyonu kmf  ,  1, 2,...,k m=  için süreklidir. Aynı zamanda 

kmf  , 1, 2,...,k m=  için  diferensiyellenebilirdir. Dolayısıyla Peano’nun birinci 

mertebeden diferensiyel denklemler için varlık teoremi gereğince bu problem,  

( )3.9 - ( )3.10  şartlarını sağlayan, ( ) ( ) ( ) ( )( )1 2, ,...,km m m mmf t f t f t f t=   lokal 

çözümüne sahiptir. Dolayısıyla  ( )3.5  şeklinde tanımlanan ( ),mu x t , ( )3.6 - ( )3.7  nin 

lokal çözümüdür. Daha büyük t  ler için genişletilmiş çözümler için bazı 

yaklaşımlara ihtiyaç vardır. 



                                                                                                                                      15
 
                                                                                         
 
2.Adım (Kesin yaklaşım): 

 

( )3.6  nın her iki yanı ( )kmf t  ile çarpılıp sonuçlar 1, 2,...,k m=  için toplanır ve ( )3.5  

kullanılırsa, 

 

( ) ( )( ) ( ) ( )( ) ( ) ( )( ), , ,m km k m k km m k kmu t f t w u t w f t a u t w f tγ′• + ∇ ∇ +  

 

    ( ) ( ) ( )( ), 0m m k kmb u t u t w f t
α

+ =  

 

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )
1 1 1

, , ,
m m m

m km k m k km m k km
k k k

u t f t w u t w f t a u t w f tγ
= = =

⎛ ⎞ ⎛ ⎞ ⎛ ⎞′⇒ + ∇ ∇ +⎜ ⎟ ⎜ ⎟ ⎜ ⎟
⎝ ⎠ ⎝ ⎠ ⎝ ⎠

∑ ∑ ∑  

 

     ( ) ( ) ( )
1

, 0
m

m m k km
k

b u t u t w f t
α

=

⎛ ⎞+ =⎜ ⎟
⎝ ⎠

∑  

 

( ) ( )( ) ( ) ( )( ) ( ) ( )( ), , ,m m m m m mu t u t u t u t a u t u tγ′⇒ + ∇ ∇ +  

 

     ( ) ( ) ( )( ), 0m m mb u t u t u t
α

+ =  

 

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )m m m m m mu t u t dt u t u t dt a u t u t dtγ
Ω Ω Ω

′⇒ + ∇ ∇ +∫ ∫ ∫  

 

    ( ) ( ) ( ) 0m m mb u t u t u t dt
α

Ω

+ =∫  

 

( ) ( ) ( ) ( )2 2 2 2

2

1 0
2 m m m m

d u t u t a u t b u t
dt

α

α
γ

+

+
⇒ + ∇ + + =  .                            ( )3.11  
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elde edilir. Son eşitlik  0  dan  0T  ye integrallenirse, 

 

( ) ( ) ( ) ( )
0 0 0 0

2 2 2 2

2
0 0 0 0

1 0
2

T T T T

m m m m
d u t dt u t dt a u t dt b u t dt
dt

α

α
γ

+

+
• + ∇ + + =∫ ∫ ∫ ∫  

 

( ) ( ) ( ){ } ( ) ( )
0 0

2 2 2 2 2
0 2

0 0

2 2 2 0
T T

m m m m mu T u t a u t dt b u t dt u
α

α
γ

+

+
⇒ + ∇ + + =∫ ∫ . ( )3.12  

 

elde edilir.  ( ) 00mu u≤  olduğundan, ( )0mu  her m  için sınırlıdır. Böylece, 

 

( ) ( ) ( ){ } ( )
0 0

2 2 2 2
0 12

0 0

2 2 2
T T

m m m mu T u t a u t dt b u t dt M
α

α
γ

+

+
• + ∇ + + =∫ ∫ .           ( )3.13  

 

elde edilir.  Burada 1M  pozitif sabittir. ( )3.13  ün sol tarafındaki ifadeden ilk ve son 

terim çıkarılırsa, 

 

( ) ( ){ }
0

2 2
1

0

2 2
T

m mu t a u t dt Mγ• ∇ + ≤∫  .                                                           ( )3.14         

 

elde edilir. Buradan;   

 

( ) ( )( )12
00, ,mu L T H⇒ ∈ Ω  .                                                                                ( )3.15                        

elde edilir. 

 

 Diğer yandan ( )3.6 , ( )kmf t′  ile iç çarpılır ve sonuçlar 1, 2,...,k m=  için toplanırsa, 

 

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )
1 1 1

, , ,
m m m

m km k m km k m km k
k k k

u t f t w u t f t w a u t f t wγ
= = =

⎛ ⎞ ⎛ ⎞ ⎛ ⎞′ ′ ′ ′• + ∇ ∇ +⎜ ⎟ ⎜ ⎟ ⎜ ⎟
⎝ ⎠ ⎝ ⎠ ⎝ ⎠

∑ ∑ ∑  
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   ( ) ( ) ( )
1

, 0
m

m m km k
k

b u t u t f t w
α

=

⎛ ⎞′+ =⎜ ⎟
⎝ ⎠

∑  

 

( ) ( )( ) ( ) ( )( ) ( ) ( )( ), , ,m m m m m mu t u t u t u t a u t u tγ′ ′ ′ ′⇒ + ∇ ∇ +            

 

   ( ) ( ) ( )( ), 0m m mb u t u t u t
α ′+ =  

 

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )m m m m m mu t u t dt u t u t dt a u t u t dtγ
Ω Ω Ω

′ ′ ′ ′⇒ + ∇ ∇ +∫ ∫ ∫  

   

    ( ) ( ) ( ) 0m m mb u t u t u t dt
α

Ω

′+ =∫  

 

( ) ( ) ( ) ( )2 2 2 2

2

1 0
2 2m m m m

d bu t u t a u t u t
dt

α

α
γ

α
+

+

⎧ ⎫⇒ + ∇ + + =⎨ ⎬+⎩ ⎭
                  ( )3.16  

 

elde edilir. Son eşitlik  0  dan  0T  ye integrallenirse, 

 

( ) ( ) ( ) ( )
2 2 2 2

2
0 0

1 0
2 2

t t

m m m m
d bu t ds u t a u t u t ds
dt

α

α
γ

α
+

+

⎧ ⎫′• + ∇ + + =⎨ ⎬+⎩ ⎭∫ ∫  

 

( ) ( ) ( ) ( )
2 2 2 2

2
0

2
2

t

m m m m
bu s ds u s a u s u s

α

α
γ

α
+

+
′⇒ + ∇ + +

+∫  

  

( ) ( ) ( )2 2 2

2
0 0 0

2m m m
bu a u u

α

α
γ

α
+

+
= ∇ + +

+
                                                     ( )3.17  

 

elde edilir. ( )3.17  eşitliğinin sağ yanında  2p =  , 2q =   ve 2p =  ,  2q α= +   için  

Sobolev eşitsizliği  kullanılırsa,      
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( ) ( ) ( ) ( )
2 2 2 2

2
0

2
2

t

m m m m
bu s ds u t a u t u t

α

α
γ

α
+

+
′• + ∇ + +

+∫  

 

   ( ) ( ) ( )2 2 21
0 2

0 0 0
2m m m

bcu ac u u
α

α
γ

α
+

+
≤ ∇ + ∇ + ∇

+
                                         ( )3.18  

 

elde edilir. Burada, 0c  ve 1c   Sobolev sabitleridir. 

0u   ın  ( )1
0H Ω  uzayındaki  ortogonal projeksiyonu 0mu  olduğundan, 

 

( ) 00mu u∇ ≤ ∇  

 

elde edilir. Böylece ( )3.18  den, 

 

( ) ( ) ( ) ( )
2 2 2 2

2
0

2
2

t

m m m m
bu s ds u t a u t u t M

α

α
γ

α
+

+
′• + ∇ + + ≤

+∫ .                   ( )3.19  

 

elde edilir. Burada, 

 

2 2 21
0 0 0 02

bcM u ac u u αγ
α

+= ∇ + ∇ + ∇
+

. 

 

dir. Buradan ( )3.19  un sol yanındaki son terim yok sayılırsa, 

 

( ) ( ) ( )
2 2 2

0

2
t

m m mu s ds u t a u t Mγ′• + ∇ + ≤∫ .                                              ( )3.20  

 

elde edilir. Dolayısıyla, 

( ) ( )( )12
00, ,mu L T H′⇒ ∈ Ω  .                                                                                    

elde edilir. 
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Böylece istenilen ( )3.9 - ( )3.10  çözümlerinin  global varlığını göstermek için  bir 

kesin yaklaşım elde edildi. Buradan   kmf  ,  1 k m≤ ≤  olmak üzere; ( )1,..., mF F F=   

nin, ( )3.9  denklemlerinin cümlesinde Lipschitz şartını sağladığı görülür. 

( ) ( )( ),km m kf t u t w=    olduğundan, Cauchy-Schwarz eşitliği ve ( )3.20  kullanılırsa, 

kmf  , 1 k m≤ ≤  nin t  de düzgün sınırlı olduğu görülür. Buradan  [ ]1  varlık teoremine 

göre ( )3.9 - ( )3.10  sisteminin  kmf  ,  1 k m≤ ≤  çözümleri, [ ]0,t T∀ ∈  , 0T∀ >  için 

genişletilebilir.  

 

Şimdi, ( )1
0v H∈ Ω , 1v∇ ≤  ile sabitlensin ve  1 2v v v= +   biçiminde yazılsın. 

Burada, { }1 1,..., mv span w w∈  ve 1 k m≤ ≤   için ( )2 , 0kv w =  dir. 1,..., mw w  

fonksiyonları  ( )1
0H Ω  de ortogonal olduğundan,     1 1v v∇ ≤ ∇ ≤     elde edilir. 

( )3.6  kullanılırsa, her 0 t T≤ ≤  için; 

( ) ( ) ( ) ( )1 1 1 1, , , , 0m m m m mu v u v a u v b u u vαγ′• + ∇ ∇ + + = .                                   ( )3.21   

 

elde edilir. ( )3.5  kullanılırsa, 

( ) ( ) ( ) ( )1 1 1, , , , , 0m m m m m mu v u v u v a u v b u u vαγ′ ′• = = − ∇ ∇ − − = .                  ( )3.22  

 

elde edilir. ( )3.22  de Cauchy-Schwarz eşitsizliği kullanılırsa, 1 1v∇ ≤   olduğundan; 

 

( )( ) ( )( ) ( ) ( )( )1 1 1, , , ,m m m m mu v u t v a u t v b u t u t v
α

γ′• ≤ − ∇ ∇ − −  

 

                  ( )( ) ( )( ) ( ) ( )( )1 1 1m m m mu t v a u t v b u t u t v
α

γ≤ − ∇ ∇ − −  

 

                  ( ) ( ) ( ) ( )

1

2 1m m mu t a u t b u t
α

α
γ

+

+
≤ − ∇ + − .                                          ( )3.23   
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elde edilir.  ( )3.23  de v  üzerinden supremum alınır ve  1v∇ ≤ olduğu  kullanılırsa, 

 

( )
( )

( ) ( ) ( ) ( )1

1

2 1m m m m
H

u t u t a u t b u t
α

α
γ

−

+

+Ω

′• ≤ ∇ + + .                                     ( )3.24  

 

elde edilir. ( )3.24  de 2p =  , 2q =  ve 2p =  , ( )2 1q α= +   için  Sobolev eşitsizliği  

kullanılırsa,  

 

( )
( )

( ) ( ) ( )
1

11
0 0m m m m

H
u t u t ac u t bd u t

ααγ
−

++

Ω

′• ≤ ∇ + ∇ + ∇                       

                         ( ) ( ) ( ) 11
0 0m mac u t bd u t

ααγ
++≤ + ∇ + ∇ .,                                   ( )3.25  

 

elde edilir. Burada  0c  ve  0d  Sobolev sabitleridir. ( )3.25  nin her iki tarafının karesi 

alınır ve  ( ) ( )2 2 22a b a b+ ≤ +  kullanılırsa, 

 

( )
( )

( ) ( ) ( )
1

2 211
0 0m m m

H
u t c a u t bd u t

ααγ
−

++

Ω

⎡ ⎤′• ≤ + ∇ + ∇
⎣ ⎦

 

                         ( ) ( ) ( ) ( ) ( )2 2 12 2 12
0 02 2m mc a u t b d u t

ααγ
++≤ + ∇ + ∇  .                   ( )3.26  

 

elde edilir. ( )3.26  , 0  dan T  ye integrallenirse, 

 

( )
( )

( ) ( ) ( ) ( ) ( )
1

2 2 2 12 2 12
0 0

0 0 0

2 2
T T T

m m m
H

u t dt c a u t dt b d u t dt
ααγ

−

++

Ω

′• ≤ + ∇ + ∇∫ ∫ ∫      ( )3.27  

 

 elde edilir. ( )3.20  kullanılırsa, 

 

( )
( )

( ) ( ) ( ) ( ) ( )
1

2 2 2 22 2 12
0 0 0

0 0 0

2 2 max
T T T

m m m mt TH
u t dt c a u t dt b d u t u t dt

ααγ
−

+

≤ ≤Ω

′ ≤ + ∇ + ∇ ∇∫ ∫ ∫
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                           ( ) ( ) ( ) 22 2 12
0 0

0

2 2
T

m
Mc a b d u t dt

α
αγ

γ
+≤ + + ∇∫  

                          ( ) 2
1

0

T

mE u t dt≤ ∇∫                                                                       ( )3.28  

    elde edilir. Burada,  ( ) ( )2 2 12
1 0 02 2 ME c a b d

α
αγ

γ
+= + +    dir. Buradan  ( )3.14 ifadesi 

( )3.28  de kullanılırsa, 

 

( )
( )1

2

2
0

T

m
H

u t dt M
− Ω

′• ≤∫ .                                                                                ( )3.29  

 

elde edilir. Burada  2M  pozitif sabittir. Dolayısıyla; 

( ) ( )( )12 0, ,mu L T H
−′ ∈ Ω  .                                                                                  ( )3.30  

elde edilir. 

 

3.Adım (Limite Geçiş): 

 

( )3.6  ve ( )3.7  de  m →∞   olacak şekilde limite  geçilirse, ( )1.1 - ( )1.3  için bir zayıf 

çözüm elde edilir. ( )3.14  ve ( )3.29  kestirimlerinden, 

{ }mu  nin  ( ) ( )( )12
00, ,L T H Ω  de sınırlı  ve  { }mu ′  nin de  ( ) ( )( )12 0, ,L T H

−
Ω  de 

sınırlı olduğu görülür. 

 

Şimdi, ( ) ( )( )12
00, ,u L T H∈ Ω  ve ( ) ( )( )12' 0, ,u L T H

−
∈ Ω  fonksiyonlarına 

yakınsayan  { } { }
km mu u⊂  alt dizisini alınabilir.( Bundan böyle kolaylık için k  indisi 

yok kabul edilecektir.) Öyle ki;  0T∀ >  için, 
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m →∞  için   mu u→     ,   ( ) ( )( )12
00, ,L T H Ω    de,                                           ( )3.31   

m →∞  için   mu u′ ′→   ,    ( ) ( )( )12 0, ,L T H
−

Ω   de.                                          ( )3.32  

( )3.14  ve  Teorem 2.2.3  kullanılırsa, 

( ) ( ) ( )2 2 2

0 0 0

2 2 2 lim inf
T T T

mm
u t dt a u t dt u t dtγ γ

→∞
• ∇ + ≤ ∇∫ ∫ ∫  

                                                          ( ) 2
1

0

2 lim inf
T

mm
a u t dt M

→∞
+ ≤∫  .                   ( )3.33  

elde edilir. ( )3.33  de  1

2
MD

a
=   ve  1

1 2
MD
γ

=  alınırsa,                           

 

( ) 2

0

T

u t dt D≤∫      ve      ( ) 2
1

0

T

u t dt D∇ ≤∫                                                           ( )3.34  

elde edilir. Ayrıca ( )3.32  ve Teorem 2.3  kullanılırsa,  

 

( ) ( )
22

0 0

' lim inf
T T

mm
u t dt u t dt

→∞
′• ≤∫ ∫ .                                                                ( )3.35  

( )3.6  ifadesinde, ( )3.31  ve ( )3.32  yi kullanarak   m →∞  için limite geçilirse, 

 

( ) ( )( ) ( ) ( )( )
0 0

, ,
T T

mu t v t dt u t v t dt∇ ∇ → ∇ ∇∫ ∫ ,                                                     ( )3.36  

 ( ) ( )( ) ( ) ( )( )
0 0

, ,
T T

mu t v t dt u t v t dt→∫ ∫      ,   ( ) ( )( )12 0, ,v L T H
−

∀ ∈ Ω                ( )3.37                        

 

elde edilir. ( )1
0H Ω  sürekli yoğun ve ( )1

H
−

Ω  içine gömülü olduğundan, 

( ) ( )( )12
00, ,v L T H∈ Ω için ( )3.36  ve ( )3.37  sağlanır.Ayrıca ( )3.32  kullanılırsa, 
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( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )( )12
0

0 0

, ' , , 0, ,
T T

mu t v t dt u t v t dt v L T H′• → ∀ ∈ Ω∫ ∫ .            ( )3.38  

elde edilir. Şimdi, 

 

m →∞    için      ( ) ( )
0 0

, ,
T T

m mu u v dt u u v dtα α→∫ ∫  ,       ( ) ( )( )12
00, ,v L T H∀ ∈ Ω  

veya bu ifadeye denk olan, 

 

m →∞     için      ( )
0

, 0
T

m mu u u u v dt
α α

− →∫ .                                    ( )3.39                           

ifadesi  gösterilmelidir. Bunun için aşağıdaki teorem verilecektir. 

 

3.3. Teorem (kompaktlık) 

 

1 2X X⊂  kompakt gömülü olacak şekilde, 1 2 1X X X −⊂ ⊂  sürekli gömülü Banach 

uzayları olsun. 0 T≤ < ∞  ,  1 p< < ∞  ve  { } 1k k
u ∞

=
  dizisi  ( )( )10, ,pL T X  de sınırlı ve 

{ }'
1k k

u
∞

=
  dizisi de ( )( )10, ,pL T X −  sınırlı bir dizi olsun. Bu durumda, { } 1k k

u ∞

=
 dizisi 

( )( )00, ,pL T X  içinde kompakt bir cümlede sınırlıdır. 

Teorem 2.2.3. e göre ( )1
0H Ω  uzayı, ( )2

L Ω  uzayının içine kompakt gömülmektedir. 

{ }mu , ( ) ( )( )12
00, ,L T H Ω  de sınırlı ve { }mu ′  de ( ) ( )( )12 0, ,L T H

−
Ω  de sınırlı 

olduğundan, ( )1
01X H= Ω  , ( )2

0X L= Ω   ve  ( )1

1X H
−

− = Ω  alınarak  Teorem 3.3  

uygulanırsa, 

mu u→    ,     ( ) ( )( )22 0, ,L T L Ω     de .                                                               ( )3.40                         

elde edilir. ( )3.39  ifadesini ispatlamak için integrali, 

( ) 1 2
0

,
T

m mu u u u v dt L Lα α− = +∫ , 

olarak yeniden yazılsın. Burada , 
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( )( )1
0

,
T

m mL u u u v dtα= −∫     ve   ( )( )2
0

,
T

mL u u u v dtα α= −∫ .                              ( )3.41  

dir. Şimdi, 1L  için bir kestirim bulmaya çalışılsın. ( ) ( )( )12
00, ,v L T H∈ Ω  olsun.          

Cauchy-Schwarz Eş. ve 1 2p =  , 2 3p =  ve  3 6p =  için genelleştirilmiş Hölder Eş. 

kullanılırsa,   

 

( )( )1
0

,
T

m mL u u u v dtα• = −∫  

            ( )
1 1
6 2 336 2

0 0 0

T T T

m mv dt u u dt u dt

α
αα⎛ ⎞ ⎛ ⎞ ⎛ ⎞

≤ −⎜ ⎟ ⎜ ⎟ ⎜ ⎟
⎝ ⎠ ⎝ ⎠ ⎝ ⎠
∫ ∫ ∫  

            ( ) ( ) ( ) ( )
6 2 3

0

. .
T

m mv t u t u t u t dt
α

α
≤ −∫ .                                               ( )3.42  

2p =  ve 3q α=  için Sobolev eşitsizliği kullanılır, ( )3.42  de 2p =  ve 6q =  

alınırsa, 

( ) ( ) ( )( ) ( )1 1 2
0

. .
T

m mL u t u t d u t d v t dt
α

⇒ ≤ − ∇ ∇∫  

              ( ) ( ) ( ) ( )1 2
0

. .
T

m md d u t u t u t v t dt
αα≤ − ∇ ∇∫ .                                 ( )3.43  

elde edilir. Burada  1d  ve 2d  Sobolev sabitleridir. ( )3.20  ve ( )3.43  den, 

( ) ( ) ( ) ( )1 1 2 0
0

max .
T

m mt T
L d d u t u t u t v t dt

αα

≤ ≤
• ≤ ∇ − ∇∫                            ( )3.44  

            ( ) ( ) ( )1 2 3
0

.
T

md d D u t u t v t dtα α≤ − ∇∫ .                                                  ( )3.45  

elde edilir. ( )3.45  de Cauchy-Schwarz eşitsizliği kullanılırsa, 

( ) ( ) ( )
1 1
2 22 2

1 1 2 3
0 0

.
T T

mL d d D u t u t dt v t dtα α ⎡ ⎤ ⎡ ⎤
• ≤ − ∇⎢ ⎥ ⎢ ⎥

⎣ ⎦ ⎣ ⎦
∫ ∫ .                              ( )3.46  

elde edilir.  



                                                                                                                                      25
 
                                                                                         
 

( ) ( )( )12
00, ,v L T H∈ Ω  olduğundan,  

( )
1
22

1
0

T

v t dt N
⎡ ⎤

∇ ≤⎢ ⎥
⎣ ⎦
∫                                                                                             ( )3.47  

olacak şekilde bir 1N  pozitif sabiti vardır. Böylece, ( )3.46  ve ( )3.47  den, 

( ) ( )
1
22

1
0

T

T mL C u t u t dt
⎡ ⎤

• ≤ −⎢ ⎥
⎣ ⎦
∫ .                                                                   ( )3.48  

elde edilir. Burada, 1 2 3 1TC d d D Nα α=   dir.  

 

Böylece, ( )3.40  ifadesi ( )3.48  de  kullanılırsa, 

m →∞    için   1 0L → . 

elde edilir. Dolayısıyla,   1 0L →    olur. Bu sonuç, 

m →∞    için       ( )( )2
0

, 0
T

mL u u u v dtα α= − →∫ .                                             ( )3.49  

olduğunu gösterir. 

 

[ )0,∞  aralığında ( )f x xα=   fonksiyonuna ortalama değer teoremi uygulanırsa, 

( )( ) ( )1
1m m mu u u u u u

αα α α θ θ
−

• − = + − −                                                 ( )3.50  

 

elde edilir. Burada, 0 1θ< <  dir. Cauchy-Schwarz eşitsizliği ve, 

m mu u u u− ≤ − , 

kullanılırsa, 

 

( )( ) ( )( )1
2

0

1 . ,
T

m mL u u u u u v dt
α

α θ θ
−

• = + − −∫  

( )( ) 1
2

0

1 . . .
T

m mL u u u u u v dxdt
α

α θ θ
−

Ω

⇒ ≤ + − −∫ ∫                                       ( )3.51  
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elde edilir. ( )3.51  de 1 6p = , 2 6p = , 3 6p = , 4 2p =  için genelleştirilmiş Hölder 

eşitsizliği kullanılırsa, 

( ) ( ) ( ) ( ) ( )2 6 6
0

. .
T

mL g t u t u t v t u t dtα• ≤ −∫                                             ( )3.52  

elde edilir. Burada,  

( ) ( )( ) ( )
1
66 1

1mg t u u dx
α

θ θ
−

Ω

⎡ ⎤
= + −⎢ ⎥
⎣ ⎦
∫                                                                  ( )3.53  

dir. ( )g t  için bir yaklaşım bulmak için, 

( ) ( )2p p p pa b a b+ ≤ +                                                                                         ( )3.54  

eşitsizliği ( )3.53  de arka arkaya iki kez kullanılarak , 

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )( )
1
66 1 6 16 16 1 6 12 1mg t u u dxα ααα αθ θ− −−− −

Ω

⎡ ⎤
• ≤ + −⎢ ⎥

⎣ ⎦
∫  

    ( ) ( ) ( )

( )

( ) ( ) ( ) ( )
( )6 1

1
66 11 1

6 1 6 16 16 1 6 16 112 1mu dx u dx

α α

α ααα ααα θ θ

− −

− −−− −−−

Ω Ω

⎧ ⎫⎡ ⎤ ⎡ ⎤⎪ ⎪⎛ ⎞ ⎛ ⎞⎪ ⎪⎢ ⎥ ⎢ ⎥= + −⎨ ⎬⎜ ⎟ ⎜ ⎟⎢ ⎥ ⎢ ⎥⎝ ⎠ ⎝ ⎠⎪ ⎪⎢ ⎥ ⎢ ⎥⎣ ⎦ ⎣ ⎦⎪ ⎪⎩ ⎭

∫ ∫  

    ( ) ( )
( )

( )
( ) ( ) ( )

( )

( )
1

6 1 6 1 66 16 11

6 1 6 1
2 1mu t u t

α αααα

α α
θ θ

− −−−−

− −

⎡ ⎤= + −⎢ ⎥⎣ ⎦
 

 

    ( )
( )

( )
( )

( )

( )1 1 1
1 16

0
6 1 6 1

2 2 mk u t u t
α α

α α

α α

− −
− −

− −

⎡ ⎤≤ +⎢ ⎥⎣ ⎦
                                                ( )3.55  

 

elde edilir. Burada,  a  ve b  negatif olmayan reel sayılar ve  ( ){ }0 max , 1k θ θ= −  dır. 

( )3.55  de 2p =  ve ( )6 1q α= −  için Sobolev eşitsizliği kullanılırsa, 

 

( ) ( )
( )

( )
( )1 1 1

1 1 16
0 32 2 mg t k d u t u t

α α
α α α

− −
− − − ⎛ ⎞• ≤ ∇ + ∇⎜ ⎟

⎝ ⎠
                              ( )3.56  
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elde edilir. Burada, 3d  Sobolev sabitidir. ( )3.20  ve  ( ) 30

max
t T

u t D
≤ <

∇ ≤  , (burada 

3 /D M γ=  dir.) ifadesi ( )3.56  de  kullanılırsa, 

( )
1

1 1 1 16
0 0 3 3

0
sup 2 2

t T
g t A k d Dα α α α− − − −

≤ <
• ≤ = .                                                            ( )3.57  

elde edilir. ( )3.57  ifadesi  ( )3.52  de kullanılırsa, 

( ) ( ) ( ) ( )2 0 6 6
0

. .
T

mL A u t u t v t u t dtα• ≤ −∫ .                                               ( )3.58  

elde edilir. ( )3.58  de 2p =  ve 6q =  için Sobolev eşitsizliği kullanılırsa, 

( ) ( ) ( ) ( )2 0 2 2
0

T

mL A u t u t d u t d v t dtα• ≤ − ∇ ∇∫  

           ( ) ( ) ( ) ( )2
0 2

0

T

mA d u t u t u t v t dtα≤ − ∇ ∇∫                                        ( )3.59  

elde edilir. Burada, 2d  Sobolev sabitidir. Buradan, 

( ) ( ) ( ) ( )2
2 0 2 0

0

max .
T

mt T
L A d u t u t u t v t dtα

≤ <
• ≤ ∇ − ∇∫  

           ( ) ( ) ( ) ( )0 0
0

max .
T

mt T
C u t u t u t v t dtα

≤ <
≤ ∇ − ∇∫             

           ( ) ( ) ( )0
0

.
T

mC u t u t v t dtα≤ − ∇∫                                                          ( )3.60  

elde edilir. Burada,  2
0 0 2 3C A d D=   dir. ( )3.60  de Cauchy-Schwarz eşitsizliği 

kullanılırsa, 

( ) ( ) ( )
1 1
2 22 2

2 0
0 0

.
T T

mL C u t u t dt v t dt
⎡ ⎤ ⎡ ⎤

• ≤ − ∇⎢ ⎥ ⎢ ⎥
⎣ ⎦ ⎣ ⎦
∫ ∫                                          ( )3.61  

 

elde edilir. ( )3.61  ve ( )3.47 den, 



                                                                                                                                      28
 
                                                                                         
 

( ) ( )
1
22

2 0 1
0

.
T

mL C N u t u t dt
⎡ ⎤

• ≤ −⎢ ⎥
⎣ ⎦
∫                                                                ( )3.62  

elde edilir. ( )3.40  ifadesi ( )3.62  de  kullanılırsa,  2 0L →   bulunur. Dolayısıyla,  

m →∞    için   2 0L →  

elde edilir.  

Sonuç olarak; m →∞   için  1 2 0L L+ →  olduğundan, ( )3.39  ispatlanmış olur. 

 

N  sabit bir tamsayı olsun.  

 

( ) ( ) ( )
1

,
N

k k
k

v x t g t w x
=

= ∑ ,                                                                                    ( )3.63                        

 

( )3.63  formunda [ ] ( )( )11
00, ,v C T H∈ Ω  seçilsin. Burada, { } 1

N
k k

g
=

 düzgün 

fonksiyonlar olsun. ( )3.6 , kg  ile  çarpılır ve m N≥  için 1k =  den N  ye kadar 

toplanırsa, 

( ) ( ) ( ) ( ){ }
1

, , , , 0
N

m k k m k k m k k m m k k
k

u w g u w g a u w g b u u w gαγ
=

′• + ∇ ∇ + + =∑  

( ) ( ) ( ), , , , 0m m m m mu v u v a u v b u u vαγ′⇒ + ∇ ∇ + + = .                                      ( )3.64  

elde edilir. ( )3.64  de 0  dan T  ye integral alınırsa, 

 

( ) ( ) ( ) ( ){ }
0

, , , , 0
T

m m m m mu v u v a u v b u u v dtαγ′• + ∇ ∇ + + =∫ .                              ( )3.65  

elde edilir. Sonuçta, ( )3.65  de  m →∞  için limite geçilirse, 

 

( ) ( ) ( ) ( ){ }
0

lim , lim , lim , lim , 0
T

m m m m mm m m m
u v u v a u v b u u v dtαγ

→∞ →∞ →∞ →∞
′• + ∇ ∇ + + =∫  

elde edilir.  
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Burada, ( )3.36 , ( )3.37 , ( )3.38  ve ( )3.39  kullanılırsa, [ ] ( )( )11
00, ,v C T H∈ Ω  için, 

( ) ( ) ( ){ }
0

, , , , 0
T

u v u v a u v b u u v dt
α

γ′• + ∇ ∇ + + =∫                                         ( )3.66  

elde edilir. Buradan açıkça görülür ki, ( )3.66  eşitliği tüm  [ ] ( )( )12
00, ,v L T H∈ Ω  

fonksiyonları için geçerlidir. Bu fonksiyonlar ( )3.63  formunda olduğundan bu 

uzayda yoğundur. Bundan dolayı özellikle;  ( )1
0v H∈ Ω  ve  0 t T≤ ≤   için, 

( ) ( ) ( ), , , , 0u v u v a u v b u u v
α

γ′ + ∇ ∇ + + = .                                                   ( )3.67  

elde edilir.  

 

3.4. Sonuç 

 

( )1.1 - ( )1.3  probleminin bir çözümü u  olsun. Öyle ki, ( ) ( )( )12
00, ,u L T H∈ Ω    ve   

( ) ( )( )12 0, ,tu L T H
−

∈ Ω . Bu durumda,  

( ) ( )( )1
00, ,u L T H∞∈ Ω    ve   ( ) ( )( )1

0, ,tu L T H
−∞∈ Ω    dir.    

 

Böylece, ( )3.20 , ( )3.30  ve Lemma 2.2.5 gözönüne alınırsa, ( ) ( )1.1 1.3− probleminin 

bir zayıf çözümü olan u  nun  t  için sürekli olduğu görülür. Diğer bir deyişle, 

[ ] ( )( )2
0, ,u C T L∈ Ω  

dir.  

 

( ) 00u u=  olduğunu göstermek için, ( )3.65 den ( ) 0v T =  ile her 

[ ] ( )( )11
00, ,v C T H∈ Ω  için, 

( ) ( ) ( ){ } ( ) ( )( )
0

', , , , 0 , 0
T

v u u v a u v b u u v dt u v
α

γ• − + ∇ ∇ + + =∫                   ( )3.68  
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dir. Benzer şekilde, ( )3.65  den , 

( ) ( ) ( ){ } ( ) ( )( )
0

', , , , 0 , 0
T

m m m m m mv u u v a u v b u u v dt u vαγ• − + ∇ ∇ + + =∫        ( )3.69  

elde edilir.  ( )1
0H Ω  de  ( ) 00mu u→   olduğundan ( ) ( )3.36 3.39−  ifadeleri ( )3.69  de 

tekrar kullanılırsa, 

( ) ( ) ( ){ } ( )( )0
0

', , , , , 0
T

v u u v a u v b u u v dt u v
α

γ• − + ∇ ∇ + + =∫                       ( )3.70  

elde edilir. ( )0v  keyfi olduğundan, ( )3.68  ve ( )3.70  karşılaştırılarak,  ( ) 00u u=  

sonucuna varılır. Böylece teorem ispatlanmış olur. [ ]14  
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4. TEKLİK 

 

Bu bölümde; ( ) ( )1.1 1.3−  probleminin  Teorem 3.2. de varlığı verilen, bir zayıf 

çözümü olan u  nun tekliği gösterilecektir.  

 

u  nun  tek olmadığı kabul edilsin. 

( ),u p  ve  ( ),v q  ikilileri ( ) ( )1.1 1.3−  probleminin aynı başlangıç koşullarına göre iki 

aşikar çözümü olsun. w u v= −   ve  p qπ = −  olacak şekilde bir w  farklı çözümü 

tanımlansın. ( ) ( )1.1 1.3−  den, ( ),w π  çözümü, 

( ),tw w aw b u u v vα αγ π= ∆ − − −∇ ,        .  = 0u∇  ,   ,x∈Ω     0t > ,              ( )4.40  

0w =               ,        x∈∂Ω ,    0t >                                                                    ( )4.41      

( ),0 0w x =      ,        ,x∈Ω                                                                                  ( )4.42  

denklemini sağlar. ( )4.40  ifadesi ( )2L Ω  de w  ile iç çarpılırsa, 

( ) ( ) ( ) ( ) ( ), , , , , 0tw w w w a w w b u u v v w wα αγ π• − ∆ + + − + ∇ = . 

elde edilir. Buradan parça parça integral alınırsa, 

 

( )1
2

www dt wds w wdx a wwdx b u u v v wdx
t

α αγ γ
υΩ ∂Ω Ω Ω Ω

∂ ∂ ⎡ ⎤• − + ∇ ∇ + + −⎣ ⎦∂ ∂∫ ∫ ∫ ∫ ∫  

   0wdxπ
Ω

+ ∇ =∫  

2 2 21
2

d w w a w b u u v v wdx
dt

α αγ
Ω

⎡ ⎤⇒ + ∇ + = − −⎣ ⎦∫                                     ( )4.43  

( )4.43 , 0  dan T  ye integrallenirse, 

( ) ( ) ( )2 2 2

0 0 0

1
2

T T T

w T w t dt a w t dt b u u v v wdxdtα αγ
Ω

⎡ ⎤• + ∇ + = − −⎣ ⎦∫ ∫ ∫ ∫    

                                                                            ( ) 21 0
2

w+                               ( )4.44  
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elde edilir. Şimdi,     

 0u u v v wdxα α

Ω

⎡ ⎤− ≥⎣ ⎦∫                                                                                      ( )4.45   

olduğu gösterilecektir.  

( ) ( )
0

n

i i i
i

u u v v w u u v v wα α α α

=

• − = −∑                                                                                               

                     

                   ( ) ( )
0

1 1 1 1
2 2 2 2

n

i i i i i i i i i i i i
i

u u v u w u u w v v w v u v u wα α α α

=

⎡ ⎤= − + + − + − −⎢ ⎥⎣ ⎦
∑  

 

                   ( ) ( )( )2 2

0

1 1
2 2

n

i i i i
i

u v w w u v u vα α α α

=

⎡ ⎤= + + − −⎢ ⎥⎣ ⎦
∑  

 

                   ( ) ( )( )( )
0

1 1
2 2

n

i i
i

u v w w u v u v u vα α α α

=

= + + − − +∑ . 

 

elde edilir. Burada, 

( )( ) 0u v u vα α− − ≥                                                                                        ( )4.46  

olduğu gösterilmelidir.  

 

( )f x xα=  fonksiyonu, [ )0,∞  da monoton artan olduğundan ( )4.46  

geçerlidir. ( )4.44  ün sol yanındaki ilk terim pozitif ve sağ yanındaki ilk terim negatif 

olduğundan atılabilir. Bun durumda, 

( ) ( ) ( )2 2 2

0 0

12 2 0
2

T T

w t dt a w t dt wγ• ∇ + ≤∫ ∫  

elde edilir. ( )0 0w =  olduğundan, 

( ) ( )2 2

0 0

0 2 2 0
T T

w t dt a w t dtγ• ≤ ∇ + ≤∫ ∫ . 
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elde edilir. Son eşitsizlik ( )1

0H Ω  da 0w =  olduğunu ispat eder. Dolayısıyla teklik 

gösterilmiş olur. 

5. FORCHHEİMER KATSAYISINA SÜREKLİ BAĞIMLILIK 

 

Bu bölümde; 

tu u au b u u pαγ= ∆ − − −∇ ,                  .  = 0u∇  ,    ,x∈Ω       0t > ,                  ( )1.1  

( ) ( )0,0u x u x=      ,        ,x∈Ω                                                                                (1.2) 

0u =                      ,        x∈∂Ω ,    0t >                                                                 (1.3) 

Probleminin çözümlerinin 1H  normunda, b  Forchheimer katsayısına sürekli 

bağımlılığı ispatlanacaktır. 

 

5.1. Teorem : 

 

1 2α≤ ≤   olsun. Bu durumda bir  ( )1
0 0u H∈ Ω  için  (1.1) – (1.3) probleminin bir tek 

[ ] ( )( )1
00, ;u C T H∈ Ω  çözümü vardır. Ek olarak,  herhangi bir 0T >  için; 

( )
0
sup

t T
u t D

≤ ≤
∇ ≤          ve           ( ) 2

0

T

tu t dt D≤∫                                                   ( )5.1   

 

dir. Burada D, (1.1)  in başlangıç parametre ve verilerine bağlı uygun pozitif sabittir. 

 

İspat :  

 

( )5.1   eşitsizliklerini elde edebilmek için;  

İlk olarak (1.1)  in her iki yanı  tu u+   ile ( )2L Ω  da iç çarpılırsa; 

• ( ) ( ) ( ) ( ) ( ), , , , ,t t t t t tu u u u u u a u u u b u u u u p u uαγ+ = ∆ + − + − + − ∇ +  

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ), , , , , , ,t t t t t tu u u u u u u u a u u a u u b u u uαγ γ⇒ + − ∆ − ∆ + + +  
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     ( ) ( ) ( ), , , 0tb u u u p u p uα+ + ∇ + ∇ =  

 

2 21 .
2t t t t

d u uu u u ds u u dx u ds u udx
dt

γ γ
υ υ∂Ω Ω ∂Ω Ω

⎧ ⎫ ⎧ ⎫∂ ∂
⇒ + − − ∇ ∇ − − ∇ ∇⎨ ⎬ ⎨ ⎬∂ ∂⎩ ⎭ ⎩ ⎭

∫ ∫ ∫ ∫  

     2 21 0
2 t t

da u a u b u uu dx b u uudx pu dx pudx
dt

α α

Ω Ω Ω Ω

+ + + + + ∇ + ∇ =∫ ∫ ∫ ∫  

 

2 2 2 2 2 2 21
2 2 2 2t

d d a d b du u u u u a u u dx
dt dt dt dt

αγ γ
α

+

Ω

⇒ + + ∇ + ∇ + + +
+ ∫  

     2 0b u dxα+

Ω

+ =∫  

( )2 2 2 2 2 222 1 2 2
2t

d bu u a u u dx u a u
dt

αγ γ
α

+

Ω

⎧ ⎫
⇒ + ∇ + + + + ∇ +⎨ ⎬+⎩ ⎭

∫       

 

     22 0b u dxα+

Ω

+ =∫                                                                                               ( )5.2           

ifadesi bulunur.  Bu eşitsizlikte, 

 

( ) ( )2 2 221
2

bt u a u u dxαφ γ
α

+

Ω

= ∇ + + +
+ ∫  

olarak aldığımızda  ( )5.2  denklemi, 

( ) ( )2 0
1

d at t
dt a
φ φ+ ≤

+
  

halini alır. Bu eşitsizlikte Gronwall Lemması kullanılırsa; 

 

• ( )
2

1 . 0
a t

ad e t
dt

φ+
⎛ ⎞

≤⎜ ⎟
⎝ ⎠

 

( )
2

1

0

0
t a

ad e d
d

δ

φ δ δ
δ

+
⎛ ⎞

⇒ ≤⎜ ⎟
⎝ ⎠

∫  

( ) ( )
2

1 . 0 0
a t

ae tφ φ+⇒ − ≤  
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( ) ( )
2

1 . 0
a t

at eφ φ
−
+⇒ ≤  

( )
2

2 2 2 1
1

21 .
2

a t
abu a u u dx D eαγ

α

−
+ +

Ω

⇒ ∇ + + + ≤
+ ∫                                             ( )5.3  

 

elde edilir. Burada, 

( )2 2 2
1 0 0 0

21
2

bD u a u u dxαγ
α

+

Ω

= ∇ + + +
+ ∫  

 

dir.  ( )5.3  den,  ( )tφ  nin sınırlılığı ve böylece  ( )5.1  in birinci kısmı; ( )5.2  ifadesi 

0 dan  t ye integre edilir ve ( )tφ  nin sınırlılığı kullanılırsa, ( )5.1  in ikinci kısmı elde 

edilir. 

 

Şimdi, ( ) ( )1.1 1.3−  denklemlerinin ( ),u p  ve ( ),v q şeklinde iki çözümünün var 

olduğu kabul edilsin ve aşağıdaki denklemler sağlansın;  

• ( ),u p   ikilisi için, 

1tu u au b u u pαγ= ∆ − − −∇ ,                   .  = 0u∇  ,    ,x∈Ω       0t > ,                 

( ) ( )0,0u x u x=      ,        ,x∈Ω                                                                        

0u =                      ,        x∈∂Ω ,  0t >   

 

• ( ),v q   ikilisi için, 

2tv v av b v v qαγ= ∆ − − −∇ ,                    .  = 0u∇  ,    ,x∈Ω       0t > ,                 

( ) ( )0,0v x u x=      ,        ,x∈Ω                                                                        

0v =                      ,        x∈∂Ω ,  0t >   

olsun. Bu durumda;  w u v= −    ve   p qπ = −   alındığında  ( ),w π  ikilisi  de, 

1 2tw w aw b u u b v vα αγ π= ∆ − − + −∇ ,       . w = 0∇  ,   ,x∈Ω      0t >              ( )5.4           

( ),0 0w x =              ,        ,x∈Ω                                                                             ( )5.5  
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0w =                      ,        x∈∂Ω ,  0t >       ( )5.6  

probleminin bir çözümü olur. 

Şimdi, ( ) ( )1.1 1.3−  probleminin b  Forchheimer katsayısına sürekli bağımlı 

olduğunu veren teorem  verilsin; 

 

3.2. Teorem 

 

( ),w π ikilisi,  ( ) ( )5.4 5.6−  probleminin bir çözümü olsun. Bu durumda ( )w t  , 

( ) ( ) ( )2 2
1 2 ,w t w t K b b∇ + ≤ −         0t∀ >                                                     ( )5.7  

eşitsizliğini sağlar. Burada; K , ( )1.1 ’ in parametrelerine bağlı pozitif sabittir. 

 

İspat: 

 

( )5.4 , w  ile ( )2L Ω anlamında iç çarpılırsa, 

• ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )1 2, , , , , ,tw w w w a w w b u u w b v v w wα αγ π= ∆ − − + − ∇  

( ) ( )2 2
1 2

1 , ,
2

d ww w ds w wdx a w b u u w b v v w
dt

α αγ
υ∂Ω Ω

⎧ ⎫∂
⇒ − − ∇ ∇ + = − +⎨ ⎬∂⎩ ⎭

∫ ∫  

                                                                                  wdxπ
Ω

− ∇∫  

( ) ( ) ( )2 2 2
1 2 2

1 , , ,
2

d w w a w b u u w b v v w b u u w
dt

α α αγ⇒ + ∇ + = − + +  

                                                    ( ) ( )2 ,b u u w w wdxα π π
∂Ω

Ω

− − + ∇∫  

                                                 ( ) ( ) ( )1 2 2. , ,b b u u w b u u v v wα α α= − − − −  

                                                 ( ) ( )2, ,b u u w b u u v v wα α α= − − −                      ( )5.8  

elde edilir.  Burada;   1 2b b b= −   dir. 

3 3:T →  ,   ( )T u u uα=   olarak tanımlanan T  operatörü monoton olduğundan; 
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( ) ( )
1

,
n

i i i
i

u u v v w u u v v wα α α α

=

• − = −∑  

 

                  ( ) ( )
1

1 1 1 1
2 2 2 2

n

i i i i i i i i i i i i
i

u u v u w u v w v v w v u v v wα α α α

=

⎡ ⎤= − + + − + − −⎢ ⎥⎣ ⎦
∑  

                 

                  ( ) ( )
1

1 1 1 1
2 2 2 2

n

i i i i i i i i i i
i

u w u w u v w v v w v w u wα α α α

=

⎡ ⎤= + + − + −⎢ ⎥⎣ ⎦
∑  

                   

                  ( ) ( ) ( )
1

1 1 1
2 2 2

n

i i i i i i i i
i

u v w w u u v w v u v wα α α α

=

⎡ ⎤= + + + − +⎢ ⎥⎣ ⎦
∑  

 

                  ( ) ( )( )( )2

1

1 1
2 2

n

i i i i i
i

u v w u v u v u vα α α α

=

⎡ ⎤= + + + − −⎢ ⎥⎣ ⎦
∑  

 

               ( ) ( )( )2 22

1

1 0
2

n

i i i
i

u v w u v u vα α α α

=

⎡ ⎤= + + − − ≥⎢ ⎥⎣ ⎦
∑      

                 

( ), 0u u v v wα α⇒ − ≥                                                                                          ( )5.9  

olur. Böylece,  ( )5.8  den ; 

( )2 2 21 ,
2

d w w a w b u u w
dt

αγ+ ∇ + ≤                                                           ( )5.10  

 

elde edilir. Hölder ve Sobolev Eşitsizlikleri kullanılırsa; 

( ), .b u u w b u uwdxα α

Ω

• ≤ ∫  

Hölder Eşitsizliğinden; 
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                    ( ) ( )
1

1 133 2 62 6. . .b u dx u w

α

αα

Ω

⎡ ⎤
⎛ ⎞⎢ ⎥≤ ⎜ ⎟⎢ ⎥⎝ ⎠⎢ ⎥⎣ ⎦
∫  

                    
3 6 6

. . .b u u wα

α
≤  

Sobolev Eşitsizliğinden; 

 ( ( )1 3
0 ,v H∀ ∈ Ω ,   0p

v d v≤ ∇  , 1 6p≤ ≤ ,    ( 0d : Sobolev sbt)                  ( )5.11             

                                        0 0 0b d u d u d uαα≤ ∇ ∇ ∇  

                                        12
0b d u wαα ++≤ ∇ ∇  

2p =   ve 1ε
γ

=  için  Young Eşitsizliğinden,   

                                        ( )
2 2 4

2 1 20

2 2
b d u w

α
α γ

γ

+
+≤ ∇ + ∇                                     ( )5.12  

elde edilir.  ( )5.10   de ( )5.12  ve ( )5.1  kullanılırsa; 

 
2 22 2 2 2 2 2 4 1

0 02d w w a w b D d K b
dt

α αγ γ+ + −• + ∇ + ≤ =  ,        ( )2 2 2 4 1
0 0K D dα α γ+ + −=                        

elde edilir. ( )5.4 ,  ( )2L Ω  de  tw   ile  iç çarpılırsa; 

 

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )1 2, , , , , ,t t t t t t tw w w w a w w b u u w b v v w wα αγ π• = ∆ − − + − ∇  

( ) ( )2 2
1 2

1 , ,
2t t t t t

w dw w ds w w dx a w b u u w b v v w
dt

α αγ
υΩ Ω

⎧ ⎫∂
⇒ = − ∇ ∇ − − +⎨ ⎬∂⎩ ⎭

∫ ∫  

               ( ) ( )2 2
1 2

1 1 , ,
2 2 t t

d dw a w b u u w b v v w
dt dt

α αγ= − ∇ − − +  

{ } ( ) ( ) ( )2 2 2
1 2 2

1 , , ,
2t t t t

dw w a w b u u w b v v w b u u w
dt

α α αγ⇒ + ∇ + = − + +                                  

                                                          ( )2 , tb u u wα−                                                      
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                                                       ( ) ( )2

ˆ, ,t tb u u v v w b u u wα α α= − − −            ( )5.13  

bulunur.  Burada;  1 2b̂ b b= −  dir.  ( )5.13  un sağ tarafını elde etmek için Ortalama 

Değer Teoremi ve Hölder Eşitsizliği kullanılırsa; 

( ) ( ), t tu u v v w u u v v w dxα α α α

Ω

• − ≤ −∫  , 

                                       ( )1 . . tw w dxαα θ
Ω

≤ + ∫  , 

                                       ( )1 . . tu kv w w dxαα
Ω

≤ + +∫  , 

( ) ( )2p p p pa b a b+ ≤ +   eşitsizliği kullanılırsa ,  

                                       ( ) ( )1 2 . tu v w w dxα ααα
Ω

≤ + +∫  , 

                                       ( ) ( )3 1 . . tu v w w dxα αα
Ω

≤ + +∫  , 

Hölder Eşitsizliği kullanılırsa , 

                                       ( ) 63 3
3 1 . . tu v w w

α α

α α
α ⎡ ⎤≤ + +⎢ ⎥⎣ ⎦

                        ( )5.14                        

elde edilir.  1 2α≤ ≤    olduğundan, Sobolev Eşitsizliği kullanılırsa , 

 

                               ( ) ( )0 03 1 . td u v d w wα ααα ⎡ ⎤≤ + ∇ + ∇ ∇
⎣ ⎦

 , 

( )5.1  den ,                              

                              ( ) 1
06 1 . tD d w wα αα +≤ + ∇  , 

2p =   ve 
2

1
b

ε =  için  Young Eşitsizliği kullanılırsa ,                                                             

                           ( ) ( )2 1 2 22 2
2 0

2

36 11
2 2 tb D d w w

b
ααα
+

≤ + ∇ +  , 

                              ( ) ( )2 22 12 2 2
2 0 218 1 2 tb d D w b wα αα −+≤ + ∇ +                         ( )5.15  

elde edilir. Benzer şekilde  ( )5.13  un sağ tarafının son terimini elde etmek için , 
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, t tu u w u uw dxα α

Ω

• = ∫   

                       

                          1
tu w dxα+

Ω

≤ ∫  

Hölder Eşitsizliği kullanılırsa , 

                         
( ) ( )

1 1
2 1 22 1 2

tu dx w dx

α
αα

+
++

Ω Ω

⎛ ⎞ ⎛ ⎞
≤ ⎜ ⎟ ⎜ ⎟

⎝ ⎠ ⎝ ⎠
∫ ∫  

 

                         
( )

( )1

2 1
. tu w

α

α

+

+
≤  

2p =  ve  
2

1
b

ε =   için  Young Eşitsizliği kullanılırsa ,   

                       
( )

( )2 1 2

2 1

ˆ 1
ˆ2 2

t

b
u w

b

α

α

+

+
≤ +  , 

Sobolev Eşitsizliği kullanılırsa ,                 

 

                        
( ) ( )2 1 22 1

0

ˆ 1
ˆ2 2

t

b
d u w

b

α α+ +≤ ∇ + , 

( )5.1  den ,                                                    

( ) ( ) ( ) 1 22 1 2 11
0

ˆ ˆ, 2 2t tu u w b d D b wα α α
−

+ +−⇒ ≤ +                                   ( )5.16  

elde edilir.  Buradan,  ( )3.15   ve  ( )3.16   ifadesi, ( )3.13   da yerine yazılırsa;  

 

{ }2 2 2
2

1 ˆ, ,
2t t t

dw w a w b u u v v w b u u w
dt

α α αγ• + ∇ + ≤ − − −  

                                                    ( ) 2 222 2 2 2
2 0

118 1
2 tb d D w wα αα +≤ + ∇ +    
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                                                       ( ) ( ) 22 1 2 12
0

1 1ˆ
2 2 tb d D wα α+ ++ +  

{ } ( ) ( )2 2 2 2 22 2 22 2 2 2 2
2 0 0

ˆ2 36 1 2t t
dw w a w b d D w w b d D
dt

αα αγ α ++⇒ + ∇ + ≤ + ∇ + +

 

                                                    ( ) ( ) 22 2 22 2 2 2 2
0 2 0

ˆ 36 1d D b b d D wα α αα+ +≤ + + ∇   . 

burada, ( )2 2
1 0K d D α+=    ve    ( )22 2 2 2

2 2 036 1K b d Dα αα += +    olarak alınırsa, 

 

{ }2 2 22
1 2
ˆd w a w K b K w

dt
γ⇒ ∇ + ≤ + ∇                                                          ( )5.17    

bulunur.  ( )5.17  ,   
22K

γ    ile  çarpılıp,  ( )5.12 ’ u, eklenirse, 

 
2

2 2 2 2 222 1
0

2 2 2

2 ˆ2
2 2 2 2

a K Kd w w w a w K b w
dt K K K

γ γγ γγ
⎧ ⎫ ⎛ ⎞+

• ∇ + + ∇ + ≤ + + ∇⎨ ⎬ ⎜ ⎟
⎩ ⎭ ⎝ ⎠

    

 
2

2 2 2 2 22 1
0

2 2 2

2 ˆ2
2 2 2 2

a K Kd w w w a w K b
dt K K K

γ γγ γ⎧ ⎫ ⎛ ⎞+
⇒ ∇ + + ∇ + ≤ +⎨ ⎬ ⎜ ⎟

⎩ ⎭ ⎝ ⎠
         ( )5.18  

 

bulunur. Bu eşitsizlik,                                   

 

 ( ) ( ) 2
3
ˆ'Y t Y t K bβ+ ≤                                                                                           ( )5.19  

denklemini  sağlar. Burada;  

 

2 0
3 1

2K KK K
γ

= + ,   2
2

1 4min ,
2
aK

a K
β

γ γ
⎧ ⎫

= ⎨ ⎬+⎩ ⎭
,    ( ) ( )2 22

22Y t w a K wγ γ= ∇ + +  

dir. ( )5.19 ’ dan, 

 

( ) ( ) 2
3
ˆ'Y t Y t K bβ• + ≤  
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( ) ( ) 2
3
ˆ't t te Y t e Y t K b eβ β ββ⇒ + ≤  

( )( ) 2
3
ˆt td e Y t dt K b e

dt
β β⇒ ≤  

( )( ) 2
3

0 0

ˆ
t t

td e Y d K b e d
d

β βδδ δ δ
δ

⇒ ≤∫ ∫  

( ) 2
30 0
ˆ tt

Y e K b eβδ βδδ⇒ ≤  

( ) ( ) ( )2
3
ˆ0 1t tY t e Y K b eβ β⇒ − ≤ −  

( ) ( ) ( )
2

3
ˆ

0 1t tK bY t Y e eβ β

β
− −⇒ ≤ + −  

( ) ( )
2

3
ˆ

1 tK bY t e β

β
−⇒ ≤ −  

( ) ( )2 22 1 2
2 3

ˆ2 1 tw a K w K e bβγ γ β − −⇒ ∇ + + ≤ −  

 

elde edilir.Buradan,  teoremin kabullerinden  ( )5.7 sağlanmış olur  ve  0t >   olmak 

üzere; 
2ˆ 0b →      için    2 0w∇ →  

elde edilir. 
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6. DARCY KATSAYISINA SÜREKLİ BAĞIMLILIK 

 

Bu bölümde; 

tu u au b u u pαγ= ∆ − − −∇ ,              .  = 0u∇  ,    ,x∈Ω       0t > ,                       (1.1) 

( ) ( )0,0u x u x=      ,        ,x∈Ω                                                                                (1.2) 

0u =                      ,        x∈∂Ω ,  0t >                                                                   (1.3) 

probleminin çözümlerinin 1H  normunda,  a  Darcy katsayısına sürekli bağımlılığı 

ispatlanacaktır. 

 

( ),u p•  ikilisi, 

1tu u a u b u u pαγ= ∆ − − −∇ ,               .  = 0u∇  ,    ,x∈Ω       0t > ,                    ( )6.1  

( ) ( )0,0u x u x=      ,        ,x∈Ω                                                                              ( )6.2  

0u =                      ,        x∈∂Ω ,  0t >           ( )6.3  

probleminin bir çözümü ve, 

 

( ),v q•  ikilisi de; 

2tv v a v b v v qαγ= ∆ − − −∇ ,                .  = 0u∇  ,    ,x∈Ω       0t > ,                   ( )6.4  

( ) ( )0,0v x u x=      ,        ,x∈Ω                                                                              ( )6.5    

0v =                      ,        x∈∂Ω ,  0t >                                                                  ( )6.6    

probleminin bir çözümü olsun. Bu durumda;     

w u v= −      ,    p qπ = −      ve    1 2â a a= −      
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olarak  alınırsa ; 

( ) ( )1 1 1 2t tu v u v a u a v a v a v b u u v vα αγ π• − = ∆ −∆ − − + + − − −∇  

olur. Bu durumda,  ( ),w π  ikilisi, 

( ) ( ) ( )1 1 2tw w a u v a a v b u u v vα αγ π• = ∆ − − − − − − −∇ ,        

( )1 ˆtw w a w av b u u v vα αγ π⇒ = ∆ − − − − −∇  ,       0,w∇ =  ,x∈Ω   0t >          ( )6.7                        

     ( ),0 0w x =             ,        ,x∈Ω                                                                        ( )6.8  

     0w =                      ,        x∈∂Ω ,  0t >       ( )6.9  

probleminin bir çözümüdür. 

 

4.1. Teorem : 

 

 ( ),w π  ikilisi, ( ) ( )6.7 6.9−  nin bir çözümü ve  
1

2 1
a
γ
>  olsun. Bu durumda ( )w t , 

( ) ( ) ( )2 2 2
1 2w t w t L a a∇ + ≤ −   ,          0t∀ >                                               ( )6.10  

 

eşitsizliğini sağlar. Burada; L ,  ( )1.1   in parametrelerine bağlı pozitif sabittir.        

 

İspat :              

 

( )6.7  ifadesi , ( )2L Ω   de  w   ile  iç çarpılırsa; 

( )2 2
1

1 ˆ ,
2

d ww w ds w wdx a w a v w
dt

γ
υ∂Ω Ω

⎧ ⎫∂
• = − ∇ ∇ − −⎨ ⎬∂⎩ ⎭

∫ ∫                             

                  ( ) ( ),b u u v v w w dx wdxα α π π
Ω Ω

− − − ∇ + ∇∫ ∫  

( ) ( ) ( )( )2 2 2
1

1 ˆ , , ,
2

d w w a w a û w b u u w v v w
dt

α αγ⇒ + ∇ + ≤ − − −                ( )6.11   
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elde edilir.  

Burada;  Eş. ( )5.9   ve  2p =   ve  
1

1
a

ε =  için  Young Eşitsizliği kullanılırsa, 

2
2 2 2 2 21

1
1

ˆ1
2 2

ad aw w a w u w
dt a

γ⇒ + ∇ + ≤ +  

 

Sobolev Eşitsizliği kullanılırsa, 
2

2 2 2 221
0

1

ˆ1
2 2

ad aw w w d u
dt a

γ⇒ + ∇ + ≤ ∇  

2
2 2 2 22

1 0
1

ˆ22d aw w a w d u
dt a

γ⇒ + ∇ + ≤ ∇                                                    ( )6.12    

elde edilir. Diğer yandan;  ( )6.7 ,  tw   ile iç çarpılırsa, 

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )( ) ( )1 ˆ, , , , , , ,t t t t t t t tw w w w a w w a v w b u u w v v w wα αγ π• = ∆ − − − − − ∇  

( )2 21 ˆ ,
2t t t t
aw dw w ds w w dx w a v w

dt
γ

υ∂Ω Ω

⎧ ⎫∂
⇒ = − ∇ ∇ − −⎨ ⎬∂⎩ ⎭

∫ ∫        

                ( ) ( )( ) ( ), ,t t t tb u u w v v w w dx w dxα α π π
Ω Ω

− − − ∇ + ∇∫ ∫  

( ) ( ) ( )( )2 2 21 ˆ , , ,
2 2t t t t

ad dw w w a v w b u u w v v w
dt dt

α αγ
⇒ = − ∇ − − − −  

 

( ) ( ) ( )( )2 2 2
1

1 ˆ , , ,
2 t t t t

d w a w w a v w b u u w v v w
dt

α αγ⎡ ⎤⇒ ∇ + + = − − −⎣ ⎦         ( )6.13  

          

elde edilir. Diğer yandan, 

( ) ( ), . ,t tb u u v v w b u u v v wα α α α• − ≤ −  

                                        ( ). . tb u u v v w dxα α≤ −∫  

Ortalama Değer Teoreminden, 

                                        . tb ww dxαα θ≤ ∫ , 
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                                        . tb u kv ww dxαα≤ +∫                     ( )0 1k≤ < , 

( ) ( )( )12p p p pa b a b++ ≤ +   eşitsizliğinden,                                            

                                        ( )3 tb u v ww dxα αα≤ +∫                                               

elde edilir. Burada,  1 1 1 1
3 6 2
+ + =   olmak üzere  Hölder Eşitsizliği uygulanırsa, 

                                 ( ) 63 3
3 . . tb u v w w

α α

α α
α≤ +                                  ( )6.14  

elde edilir. ( )6.14  de Sobolev Eşitsizliği uygulanırsa, 

                                 ( )0 0 03 . tb d u d v d w wα αα αα≤ ∇ + ∇ ∇  

                                 ( )1
03 . . tb d u v w wα ααα +≤ ∇ + ∇ ∇  

ve ( )5.1  den, 

                                1
06 . tb d D w wα αα +≤ ∇  

elde edilir. Son ifadeye Young Eşitsizliği uygulanırsa,          

                                                           

                                2 22 2 2 2 2
0

1 136
2 2 tb d D w wα αα +≤ ∇ +  

                                2 22 2 2 2 2
0

118
2 tb d D w wα αα +≤ ∇ +  

( ) 2 22 2 2 2 2
0

1, 18
2t tb u u v v w w b d D wα α α αα +⇒ − ≤ + ∇                           ( )6.15     

elde edilir. ( )6.4  ve  Cauchy-Schwarz  Eşitsizliği kullanılırsa, 

 

2 ta v v v b v v qαγ• = − + ∆ − −∇  

( ) ( ) ( )2 , , ,t t t ta v w v v b v v q w q wαγ⇒ = − + ∆ − −∇ − ∇  

( ) ( )
2

1, ,t t tv w v v b v v q w
a

αγ⇒ = − + ∆ − −∇  
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( ) ( )
2

ˆ
ˆ , ,t t t

a
a v w v v b v v q w

a
αγ⇒ − = − ∆ + +∇ .                                                  ( )6.16  

elde edilir. Young Eşitsizliği kullanılırsa; 

 

( )
2 22
2
2

ˆ1ˆ ,
2 2t t t

aa v w w v v b v v
a

αγ⇒ − ≤ + − ∆ +  

 

                         
2 2 22 2 22 2

2 2 2
2

ˆ1 2
2 t t

aw v v b v
a

α

α
γ

+

+
⎡ ⎤≤ + + ∆ +⎢ ⎥⎣ ⎦

  

                         
2 2 22 2 22 2

2 2 2
2

ˆ1 3
2 t t

aw v v b v
a

α

α
γ

+

+
⎡ ⎤≤ + + ∆ +⎢ ⎥⎣ ⎦

  

( )
2 2 22 2 22 2

2 2 2
2

ˆ1 3ˆ ,
2t t t

aa v w w v v b v
a

α

α
γ

+

+
⎡ ⎤⇒ − ≤ + + ∆ +⎢ ⎥⎣ ⎦

                       ( )6.17  

 

elde edilir. 2 2 6α + ≤  olduğundan  ( )5.11  ve  ( )5.1  ifadeleri  ( )6.17  de kullanılırsa, 

( ) ( ) ( )
2 2

2 2 2 2 22
0 02 2

2 2

ˆ ˆ1 3 3ˆ ,
2t t t

a aa v w w v d D b d D
a a

αγ +⎡ ⎤• − ≤ + + +⎣ ⎦                ( )6.18    

 

elde edilir.  ( )6.15  ve  ( )6.17   ifadesini,  ( )6.13  de  kullanılırsa; 

( ) ( )2 2 2 ˆ2 2 , 2 ,t t t
d w a w w a v w b u u v v w
dt

α αγ⎡ ⎤• ∇ + + = − − −⎣ ⎦  

( ) ( )ˆ2 , 2 ,t ta v w b u u v v wα α≤ + −          

( ) ( )
2 2

2 2 2 22 2 22 2 2 2 2 2
0 0 02 2

2 2

ˆ ˆ6 6 18t t t
a aw v d D b d D w b d D w
a a

α α αγ α+ +⎡ ⎤≤ + + + + + ∇⎣ ⎦  

( ) ( )
2 2

2 22 2 22 2 2 2 2 2
0 0 02 2

2 2

ˆ ˆ6 6 18t
a ad D b d D v b d D w
a a

α α αγ α+ +⎡ ⎤≤ + + + ∇⎣ ⎦  

2
2 2 2 22

4 02
2

ˆ6ˆ t
d aw a w K a v L w
dt a

γ⎡ ⎤⇒ ∇ + ≤ + + ∇⎣ ⎦ .                                     ( )6.19  
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elde edilir. Burada,   

 

( ) ( )2 2 22
4 0 02

2

6K d D b d D
a

αγ +⎡ ⎤= +⎣ ⎦      ve     2 2 2 2 2
0 018L b d Dα αα +=    

dir. ( )6.12  ifadesi   0

1

L
a

τ =    ile çarpılırsa, 

2
2 2 2 22

0 0
1

22d aw w L w d u
dt a

τ γτ τ• + ∇ + ≤ ∇                                          ( )6.20  

 

elde edilir. ( )6.19  ve ( )6.20  ifadesi toplandığında, 

( )
2

2 2 2 2 22 2
0 0 0 42

1

ˆ ˆ2 2d aw a w w L w L d u K a
dt a

γ τ γτ⎡ ⎤• ∇ + + + ∇ + ≤ ∇ +⎣ ⎦  

                                                                                  
2

2 2
02

2

ˆ6
t

a v L w
a

+ + ∇        

( ) ( )2 2 2 2
0 02d w a w L w L w

dt
γ τ γτ⎡ ⎤• ∇ + + + − ∇ +⎣ ⎦  

                                
2 2

2 22 2
0 0 42 2

1 2

ˆ ˆ6ˆ2 t
a aL d u K a v
a a

≤ ∇ + +                                ( )6.21                        

elde edilir.  

 

( )
0

0

1min ,
2

a
k

L
τ

τ
⎧ ⎫+⎪ ⎪= ⎨ ⎬
⎪ ⎪⎩ ⎭

     

alınırsa; ( )6.21  eşitsizliği , 

 

( ) ( )2 2Z t w a wγ τ= ∇ + +   

fonksiyonunun sağladığı; 

 

( ) ( ) 2 22 20
0 0 42 2

1 2

2 6ˆ' t
LZ t k Z t a d u v K

a a
⎡ ⎤

+ ≤ ∇ + +⎢ ⎥
⎣ ⎦

                                   ( )6.18  
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eşitsizliğine dönüşür. ( )6.18  eşitsizliği integrallenirse, 

 

( )( )0 0
2 22 20

0 42 2
1 2

2 6ˆk t k t
t

Ld e Z e a d u v K
d a a

δ
δ

⎡ ⎤
• ≤ ∇ + +⎢ ⎥

⎣ ⎦
 

 

( )( )0 0
2 22 20

0 42 2
1 20 0

2 6ˆ
t t

k k
t

Ld e Z d e a d u v K d
d a a

δ δδ δ δ
δ

⎡ ⎤
⇒ ≤ ∇ + +⎢ ⎥

⎣ ⎦
∫ ∫  

 

( ) ( ) ( )0 0 0

2
2 22 20 4

02 2
1 2 00

ˆ2 6ˆ0 1
t

k t k k t
t

L a Ke Z t Z a e d u v d e
a a k

δ δ
⎡ ⎤

⇒ − ≤ ∇ + + −⎢ ⎥
⎣ ⎦

∫  

 

( ) ( ) ( ) ( )( )2 2
0 0 0 0Z w a wγ τ= ∇ + + =   olduğundan, 

 

( ) ( )0 0 0 0

2
2 22 20 4

02 2
1 2 00

ˆ2 6ˆ 1
t

k t k k t k t
t

L a KZ t e a e d u v d e e
a a k

δ δ− −⎡ ⎤
⇒ ≤ ∇ + + −⎢ ⎥

⎣ ⎦
∫  

 

( ) ( ) ( )0 0

2
2 22 20 4

02 2
1 2 00

ˆ2 6ˆ 1
t

k t k t
t

L a KZ t a d u v e d e
a a k

δ δ− −⎡ ⎤
⇒ ≤ ∇ + + −⎢ ⎥

⎣ ⎦
∫   

( )( )00 0 1t t k tδ δ δ< ≤ ⇒ − ≤ ⇒ − <    olduğundan, 

 

                
2

2 22 20
0 42 2

1 2 00

ˆ2 6ˆ
t

t
L aa d u v d K

a a k
δ

⎡ ⎤
≤ ∇ + +⎢ ⎥

⎣ ⎦
∫    

elde edilir.  ( )5.1  kullanılırsa, 

 

( ) 2 20 4
02 2

1 2 0

2 6ˆ L KZ t a d D D
a a d

⎛ ⎞
• ≤ + +⎜ ⎟

⎝ ⎠
   

elde edilir. Bu ifade,  ( )6.10   eşitsizliğini sağlar. Dolayısıyla ispat biter. 
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