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SIMGELER VE KISALTMALAR

Bu calismada bazi simgeler, aciklamalari ile birlikte agsagida sunulmustur.

Simgeler

Aciklamalar

Metrik uzay
Kismi metrik uzay
Dizi

dizisi e yakinsar
Altkime
Eleman
En az
Her ( Herhangi)
Konik
Reel Banach uzay
Topoloji

Topolojik uzay



1.Giris

X bostan farkli bir kime ve T:X — X bir dénisum olsun. x = Tx olacak
sekilde bir x € X noktasina T déniisiimiiniin sabit noktasi denir. Ornegin,

X =(0,1] olsun. T: X - X, Tx = x? igin x, = 1 bir sabit noktadir.

X = (—,+») olsun. T: X - X, Tx = x3 igin x, = —1, x;, = 0 ve x, = 1 sabit

noktalardir.
X = [Og] olsun. T: X — X, Tx = sinx igin x, = 0 bir sabit noktdr.

Bir x € X icin T(x) c X bir kime ise yani, T bir ¢cogul degerli dontsim ise o
zaman x € Tx olacak sekilde x € X noktasina T ¢ogul degerli donisuimundn

bir sabit noktasi denir

(X,d) bir metrik uzay ve T: X —» X donugumu verilsin. Her x,y € X ve x #y

icin d(Tx,Ty) < d(x,y) ise T ye buzulme denir.

Herx,ye X ve 0 < k <o igin d(Tx,Ty) < kd(x,y) ise T ye Lipschitz surekili,
0<k<1icinT ye k-bluziulme, k =1 ise T ye genislemeyen (nonexpansive)
bizlilme denir. Geniglemeyen buzilmelerde her € > 0 igin d(x,y) <é =
d(Tx,Ty) < € olacak sekilde bir § vardir, boylece geniglemeyen bluzulmeler

sureklidir.

Tam metrik uzaylar Uzerinde sabit nokta teoremi cgaligmalari Banach ile
baglamigtir. Banach blzulme dénisim prensibi olarak da bilinen asagidaki

teoremi vermisgtir.

“(X,d) bir tam metrik uzay ve f:X — X donusumu her x,y € X ve bir a €
[0,1) icin d(fx,fy) < ad(x,y) esitsizligini saghyorsa f dénusuml bir tek
z € X sabit noktasina sahiptir, Ustelik her x € X icin y, = f™*x seklinde

tanimlanan {y,,} dizisi z noktasina yakinsar.”



Bir P konigi, E Banach uzayinin bir altkimesidir oyle ki
(i) P Kapali, bogtan farkli ve P # {0}
(i) a, b negatif olmayan reel sayilar ve x, yeP ise, 0 zaman
ax + byeP
(iii) P n (—P) = {0}
dir.

MO  bir sabit ve x,yeE olsun. Her 0 <x <y igin x < My sarti

saglaniyorsa P bir normal koniktir denir.

1992 de Matthews kismi metrigi uzaklik fonksiyonunun bir genellestiriimis
hali olarak tanimladi [1],[7],[8],[10], [12]. Metrik taniminda x =y <
d(x,y) = 0 oldugunu biliyoruz ama kismi metrik de x =y oldugu zaman
p(x,y) sifirdan farkh olabilir. Matthews kismi metrik uzayi igin Banach sabit
nokta teoremini ispatladi. Kismi metrik kavrami 0&zellikle Bilgisayar,

enformasyon ve Biyoloji bilimlerinde énemli role sahiptir [9].

Matthew, Banach buzilme teoremini kismi metrik uzaylarinda genisletilmistir.
[1],[7], [8], [10], [12].



2. Bazi Temel Kavramlar ve Teoremler

Bu bodliumde ileride kullanacagimiz bazi temel tanimlara ve teoremlere yer

verilecektir.
2. 1. Tanim

F:X x X - X bir donlisum ve (x,y)eX x X olsun. Eger

F(x,y)=xveF(y,x)=y
ise, 0 zaman (x,y) ikilisi F donusumunun ikili sabit noktasidir denir.

2. 1. Ornek

(1) X=1[0,1] olsun. F: X XX - X, F(x,y) = \/x_y donusimund tanimlayalim.
O zaman F(0,0) =0 ve F(1,1) =1 dir, yani (0,0) ve (1,1) ikilileri F nin ikili
sabit noktalaridir.

(2) X =[-1,0) ve F: XXX > X, F(x,y) = % olsun. Bu durumda (x,y) =
(=1,—1) bu donusumaun ikili sabit noktasidir.

(3) X =(0,1) ve F:XxX = X, F(x,y) = % olsun. Bu durumda F nin X de

sabit noktasi yoktur.
2. 2. Tanim

(X,<) kismen sirali kime ve F: X X X - X bir donusim olsun. Her x,y € X
icin
X1,X, EX ve x; < x, = F(x1,y) < F(xy,y),

Y Y. €EX ve y1 <y, = F(x,y;) < F(x,y,)
kosullari saglaniyorsa, F, X de karisik monoton ozelligine sahiptir denir.



2. 3. Tanim

(X,<) kismen sirali kime, F: XXX - X ve g:X — X olsun. Her x,y € X
icin
x1,%, €X,  g(x1) < glxy) = Flxy,y) < F(xp, ),

yuy2 €X, 9(y1) £g2) =F,y1) = F(x,y2)
kosullari saglaniyorsa, F karisik g-monoton 6zelligine sahiptir denir.

2. 4. Tanim

F:XxX - Xveg:X — X iki donusum olsun.
F(x,y) = g(x), F(y,x) = g()
olacak sekilde (x,y)eX x X varsa, (x,y) ikilisine F ve g nin cakigik ikili

noktasidir denir.

2. 2. Ornek

X=[-1,1] olsun. F:XxX =X, Flxy)="2ve g:X - X, g(x) = x? iki

donldsim olsun. F(1,1) =1 ve g(1) =1 dir, yani (1,1) ikilisi F ve g nin
cakisik ikili noktasidir.

2. 5. Tanim

Bos olmayan bir X kimesi ve bir d: X XX - R, (x,y) = d(x,y) dénisumu
verilsin. Eger d donusumu her x,y,z € X icin

(d1) d(x,y) =2 0,

(d2)d(x,y) =0=x=y,

(d3) d(x,y) = d(y,x),

(d4) d(x,z) <d(x,y) +d(y,z), (Uggen esitsizligi)

Ozelliklerini sagliyorsa X Uzerinde uzaklik fonksiyonu ya da metrik adini alir

ve bu durumda (X, d) ikilisine bir metrik uzay denir.



Bu tanimda R yerine E Banach uzayi yazilmis olsaydi (X, d) ikilisi Banach

degerli metrik uzay! adini alacakti.
2. 1. Onerme

Eger d fonksiyonu (d1), (d3), (d4) aksiyomlarini ve (d2)'nin yalnizca yeter
sartini sagliyorsa, d metrigine X Uzerinde bir pseudo metrik (yari metrik)

denir.
2. 3. Ornek

X = {a, b} ve d:XxX->R fonksiyonunu alalim.

d ={((a,a),0),((b,b),0),((a,b),1),((b,a), 1)}

metrik olma sartlarini saglar, dolayisiyla (X, d) bir metrik uzaydir.
2. 6. Tanim

(X,d) bir metrik uzay, x € X ve ¢ > 0 olsun. x’in d metrik uzayinda sirayla
acik ve kapali komsuluklari
B(x,e) ={y € X: d(x,y) <¢&}, B(x,e) ={y€X: d(x,y) < &}

ile tanimlanir.
2. 7. Tanim

{x,}, (X,d) metrik uzayinda bir dizi ve x € X olsun. Eger her € > 0 igin, bir
m € N vardir 6yle ki her n > m igin d(x, x,) < € oluyorsa {x,}, x noktasina

yakinsiyor denir ve n - o iken x,, - x veya lim,,_,, x,, = x ile gosterilir.



2. 8. Tanim

(X,d) bir metrik uzay ve {x,} bu uzayda bir dizi olsun. € > 0 igin, m,n > N
olmak Uzere
d(x,,xm) < &

sartini saglayan bir N = N(¢) varsa {x,} dizisine Cauchy dizisi denir.
2. 9. Tanim

Bir (X,d) metrik uzayindaki her Cauchy dizisi uzayin bir elemanina
yakinsiyorsa, X uzayina tam metrik uzay denir. X de her {x,} dizisinin bir
altdizisi {x,,} olsun Gyle ki {x,,}, X de yakinsak ise, o zaman (X,d) metrik

uzayina dizisel kompakttir denir.
2. 1. Onerme

(X,d) bir metrik uzay olsun. {x,} ve {y,}, n > o iken x, > x ve y, -y
olacak sekilde X’ de iki dizi olsun. O zaman n — o iken d(x,,y,) = d(x,y)
dir.

2. 10. Tanim

(X,d) bir Banach degerli metrik uzay ve T: X — X bir dontsim olsun. X de

{x, }nen dizisiicin

lim x, = x = lim T(x,) =T(x)
n—->0oo

n—->0oo

oluyorsa T sureklidir.

Huang ve Zhang E Banach uzayi Uzerinde asagidaki teoremi ispatlamislar.



2. 1. Teorem

(X,d) bir tam metrik uzay ve P,M sabitli bir normal konik olsun. k €
[0,1) sabiti igin T: X — X donlUsumu her x,y € X igin

d(Tx,Ty) < kd(x,y)
kosulunu sagliyorsa T nin X de bir tek sabit noktasi vardir ve her x € X igin

iterasyon {T™x} dizisi bir tek noktaya yakinsar.



3. METRIK UZAYLARDA SABIT NOKTA TEOREMLERI

3. 1. Metrik Uzayda ikili Sabit Nokta Teoremleri

F. Sabetghadam ikili sabit nokta icin asagidaki teoremi ispatlamistir.
3. 1. Teorem

(X,d) tam metrik uzay olsun. F: X x X - X dénusumd, k,[ negatif olmayan
sabitler ve k + | < 1 olmak Uzere, her x,y,u,v € X igin

d(F(x, ), F(u, v)) < kd(x,u) + ld(y,v) (3.1)

kosulunu sagliyorsa, F nin X de bir ikili sabit noktasi vardir.

Bu teoremin bir sonucu asagida verilmigtir
3. 1. Sonug

(X,d) bir tam metrik uzay! olsun. Her bir x,y,u,veX i¢cin F:X X - X

donusumu, ke[0,1) bir sabit olmak uzere,
d(F(x,y), Fw,v)) <5 (d@x,u) + d(y, ), (3.2)

sartini sagliyorsa F nin bir tek sabit noktasi vardir.
3. 1. Ornek

E=R?*, P={(x,y)eR?*x,y = 0} € R? ve X = [0,1] olsun.

d:X X-E, dx,y)=(Ux—=yllx—=y][) tanimlayalm. O zaman (X,d) bir
tam Banach degerli metrik uzaydir. F:X X - X, F(x,y) =(x+y)/6
donlistiminl goézonine alirsak F, k = 1/3 igin (3. 2) deki bizilme kosulunu

saglar, gercekten



d(F(x,y), F(u,v)) = d(%,u%v) =%d(x+y,u+v) =%[(|x+y—u—v|,|x+

y—u-—v|)] =%[|x—u+y—v|,|x—u+y—v|] S%[Ix—u|+|y—v |, 1

x—ul+ly—vl] =%(d(x,u)+d(y,v)).

Bdylece sonug 3. 1 den F nin bir ikili sabit noktasi vardir ki o nokta (0, 0) dir.
x+

Eder F:XxX - X, F(xy)= Ty seklinde tanimlansaydi F fonksiyonu

k = 1icin (3.2) kosulunu saglayacakti,

d(F(x, ), F(u, v)) < %(d(x, u) +d(y, v)) (3.4)
F(1,1) =1

Buradan (0,0) ve (1,1) noktalari F nin ikili sabit noktalari olur béylece F nin
ikili sabit noktasi birden fazla olacakti, yani sonu¢ 3. 1 ve Teorem 3. 1 de F
nin bir tek sabit noktasi olmasi i¢cin k<1lve k+4+1<1 kosullarinin

saglanmasi gerekir.

Simdi bu calismadaki teoremlerin ispatinda kullanilan Bhaskar ve

Lakshmikantham teoremlerini ifade edelim.
3. 2. Teorem

(Bhaskar ve Lakshmikantham Teoremi 1) (X,<) kismen sirali kume,
(X,d)tam metrik uzay, F:X x X - X, X Uzerinde karisik monoton 06zelligi

olan surekli bir dontigum olsun. k € [0,1) ve herx > u,y < v i¢in

k
d(F(x, y), F(u, v)) < > [d(x,u) + d(y,v)]

olsun. xo < F(xy,¥9) Ve Yy, = F(yy x,) olacak sekilde x,,y, € X varsa, o

zaman x = F(x,y) ve y = F(y,x) olacak sekilde x,y € X vardir.
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Ispat

xo < F(x0,¥0) =x1 V& Yo = F(yo,%) =y, diyelim.x, = F(x;,y,) ve y, =

F(y,,x,) dersek

F?(x0,¥0) = F(F(xo'YO)' F(yo, xo)) =F(x1,y1) = x;
F?(yo, %) = F(F(YO' Xo), F(xOryO)) =F(y1,x1) = y,.

F nin karigik monoton 6zelligi oldugundan

Xy = F2(x0,y0) = F(x1,¥1) = F(x0,¥0) = X1
ve

V2 = F2(¥0,%0) = F(y1,%1) < F(¥o, X0) = Y1

elde edilir. Boylece her n = 1,2,3, ... igin

Xn4+1 = Fnﬂ(xo' Vo) = F(F"(xo, Yo), F*(¥o, xo))

ve

Yn+1 = Fn+1()’0' Xo) = F(Fn()’o' xo), F™ (xo, )’0))-
yani

xo < F(xo,¥0) = x1 < F2(xg,¥0) = x5 < - < F™1(xg,y9) < -
ve

Yo = F(¥o,%0) = y1 = F?(¥9, %) = ¥o = -+ = F™1(yg, %) = -

elde edilir. iddia ediyoruz ki her n € N igin

d(F™(x0,y0), F™(x0,¥0)) < kz—n [d(F (x0,¥0), %0) + A(F (Yo, %0), ¥0)] (3. 5)

ve

d(F™ (¥, %0), F"(¥0, %)) < kz_” [d(F (Yo, x0), ¥0) + d(F (x0,¥0), X%0)] (3. 6)

n=1igin xy < F(xq,¥5) V€ Yo = F(yy,%x9) oldugundan
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d(FZ (X0, Y0, F(xor.VO)) = d(F(F(XOJyO); F(yo,%0) ), F(XO:YO)) (hipotezden)

< =[d(d(F(x0,¥0), x0) + d(F(¥o, X0), Yo)]-

N | =

elde edilir. Benzer olarak

d(Fz (0, X0), F Vo, xo)) = d(F(F(YO' x0), F (X0, ¥0) ), F(yOer))

........................ < - [d(d(F(yo,x0), yo) + d(F(xg, ¥o), X0)]-

N | X

(3.5), (3. 6) ve

Fn+1(x0’ Yo) = F™(x0,¥0)
Ve

F™*1(yo, 9) < F™(¥o, %)
oldugundan

d(F"+2(x0, ¥o), F™*1 (o, }’o))
= d(F(F"+1 (%0, ¥0), F™** (yo, xo))» F(F™ (x0,¥0), F" (0, %0)))
< S [d(Fn+1 (%0, Y0), F" (xo’YO)) + d(F™ (¥, %), F™ (o, xo))]

< [A(F Gro,¥0), o) + d(F (70, ), Y0)],

elde edilir. Benzer olarak

d(F™2 (v, %0), F™*1 (y9,x0)) < %ﬂ [d(F (yo,%0),Yo) + d(F (x0,¥0), X0)]-

Simdi  {F"'(xy,y0)} ve {F"™(yyx,)}, X de Cauchy dizisi olduklarini

gosterelim. m > n olsun.

d(F”(xO, Yo), F™ (xo, }’0)) < d(Fm (%0, ¥0), Fm-1 (%o, 3’0))
+ ot d(Fn+1 (%0, ¥0), F™ (xo;}’o))
< (kM4 k™) [

= d(F(¥0,%0),y0) + d(F(xp,¥0),%o)].
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k‘l’l

< 2(1-k)

[d(F (o, X0), Yo) + d(F (x0,¥0), X0)].

elde edilir. k <1 oldugundan {F™(y,,x,)}, X de Cauchy dizisidir. Benzer
olarak {F™(y,, x¢)}, X de Cauchy dizisidir. X tam metrik uzay oldugundan

lim, o F™"(xg,V9) =x Ve lim,, 0 F™"(Vg, Xo) =y

olacak sekilde x,y € X vardir. € > 0 olsun. F, (x,y) de surekli oldugundan

§>o icin  d(x,u) +d(y,v) <8 olacak sekilde bir §>0 vardir ve

d(F(x,y),F(u,v)) < § dir.

{F"(xo,70)} > x ve {F"(¥,%,)} > y oldugundan, y = min (£,%) > 0 igin

ngy, my vardir dyle ki n = ny, ve m > my igin

d(Fn(XO'yO)JX) < 2 ve d(Fn(yOIXO)!.V) < .

Simdin € N, n > max{ny, my} icin

d(F(x,y),x) < d(F(x,y), F"**(xo,¥0)) + d(F"** (o, ¥5), X)
= d (F(, ), F(F™ (o, 70), F (0, X0)) ) + d(F™* (xo, %), %)
<§+u§a

¢ keyfi oldugundan F(x,y) = x. Benzer olarak F(y,x) = y. O
3. 3. Teorem

(Bhaskar ve Lakshmikantham Teoremi 2) (X,<) kismen sirali kume,
(X, d) tam metrik uzay olsun. X, (i) ve (ii) kosullarini saglasin:
(i) {x,} azalmayan dizisi x noktasina yakinsiyorsa, o zaman her n igin

Xn < X,
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(i) {y,} artmayan dizisi y noktasina yakinsiyorsa, o zaman hern igin
Y= Yo
F:X X X - X, X Uzerinde karigsik monoton 06zelligi olan bir dontsum olsun.
k€[0,1) veherx >u,y <v igin
k
d(F(x,y), F(u,v)) < > [d(x,u) + d(y,v)]
olsun.
Xo < F(X0,¥0) Ve Yo =F(o, %)

olacak sekilde x,,y, € X varsa, o zaman x = F(x,y) ve y = F(y,x) olacak

sekilde x,y € X vardir.
3. 2. ikili Sabit Nokta Teoremlerin integral Denkleminde Uygulamasi

asagidaki kosullari saglayan ¢: [0, ) — [0, o) fonksiyonlarin kiimesi olsun
(i) ¢ surekli ve azalmayandir,
(ii) @(t) = 0ancak ve ancak t =0
(iii) Vt,s € [0,00)icin p(t +5) < @(t) + p(s)
¥ asagidaki kosullari saglayan { :[0,00) — [0,0) fonksiyonlarin kimesi

olsun

vV r > 0icin lim,_y(t) > 0 ve lim,_,,+ Y(t) = 0.
Omegin, @1 = kt, k>0, 9,(t) = ==, @3(t) = In (¢ + 1) Ve @,(t) = min{t, 1}

fonksiyonlari @ ye aittir.

In (2t+1)

Yy =kt,k>0,y, = fonksiyonlari ise ¥ ye aittir.

3. 4. Teorem

(X, <) bir kismen sirali kime, (X,d) bir tam metrik uzay ve F: X XX = X,
X Uzerinde karisik monoton 6zelligi olan bir donusum olsun. x,, y, € X ve

Xo < F(x0,¥0) Ve ¥y = F(yo,x0)
olsun. Her x,y,u,v€X ,x=>uvey<vigin
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o(d(F (e y), Fuv))) < 3 p(d(xw) + d(y,v)) — p(EE220) - (2.9)

kosulunu saglayacak sekilde ¢ € ¢ ve Y € ¥ var olsun. Kabul edelim ki
(a) F sureklidir
veya
(b) X asagidaki 6zellikleri saglasin:
(i) {x,} azalmayan dizisi x noktasina yakinsiyorsa, o zaman her n
icin  x, <x,
(ii) {y,,} artmayan dizisi y noktasina yakinsiyorsa, o zaman hern
iciny < y,.
Ozellikleri saglansin. O zaman x = F(x,y)ve y = F(y,x) olacak sekilde

x,y € X vardir. Yani F nin X de ikili sabit noktasi vardir.
3. 2. Sonug

(X, <) bir kismen sirali kime, (X,d) bir tam metrik uzay ve F: X x X - X,
X Uzerinde karisik monoton 6zelligi olan bir donusum olsun. x,, y, € X ve
Xo < F(x0,¥0) Ve ¥y =F(yo, %)

olsun. Her x,y,u,vE€X, x>u vey<v igin

d(F(x,y),F(w,v)) < %(d(x, w) +dy,v)) - qj(_d(x'u);rd(y,v))

kosulunu saglayacak sekilde bir ¢y € ¥ var olsun. Kabul edelim Ki
(a) F sureklidir
veya
(b) X asagidaki 6zellikleri sagliyor:
(i) {x,} azalmayan dizisi x noktasina yakinsiyorsa, o zaman her n
icin  x, <x,
(ii) {y,} artmayan dizisi y noktasina yakinsiyorsa, o zaman hern
iciny < y,.
Ozellikleri saglansin. O zaman x =F(x,y) ve y = F(y,x)olacak sekilde

x,y € X vardir. Yani F nin X de ikili sabit noktasi vardir
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3. 3. Sonug

(X,<) bir kismen sirali kime, (X,d) bir tam metrik uzay ve F: X XX - X,
X Uzerinde karisik monoton 6zelligi olan bir dontigum olsun. x,, y, € X ve
xo < F(xo,¥0) Ve yo = F(yo,%o)
olsun. Her x,y,u,v€X ,x=uvey<vigin
d(F(x,y), F(u,v)) <5[d(xw) +d(y,v)]
olacak gekilde bir k € [0, o) var olsun. kabul edelim ki
(a) F sureklidir
veya
(b) X asagidaki ozellikleri saghyor:
(i) {x,} azalmayan dizisi x noktasina yakinsiyorsa, o zaman her n
icin  x, <x,
(i) {y,,} artmayan dizisi y noktasina yakinsiyorsa, o zaman hern
iciny < y,.
Ozellikleri saglansin. O zaman x = F(x,y) ve y = F(y,x)olacak sekilde
x,y € X vardir. Yani F nin X de ikili sabit noktasi vardir

Simdi ikili sabit noktalarin tek olduklarini gosterelim

3.5. Teorem

Teorem (3. 4) in hipotezinde her (x,y),(z,t) € X X X icin (x,y) ve (zt) ile
kiyaslanacak sekilde bir (u,v) € X x X var olsun. O zaman F nin bir tek ikili
sabit noktasi vardir.

3. 4. Sonug

Sonug¢ 3. 2 nin hipotezinde X x X de ki her (x,y) ve (z,t) i¢in (x,y) ve (z,t)

ile kiyaslanabilir bir (u,v) € X x X varsa o zaman F nin bir tek ikili sabit

noktasi vardir.
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3. 6. Teorem
Teorem 3. 4 de x, ve y, kiyaslanabilirise zaman F nin sabit noktasi vardir.
3. 5. Sonug

Sonu¢ 3. 2 nin hipotezinde x, ve y, kiyaslanabilir ise zaman F nin sabit
noktasi vardir.
Simdi yukaridaki teoremler ve sonuglarin bir integral denkleminin ¢ézimunde

kullanimini gérelim.

Nguyen Van Luong ve Nguyen Xuan Thuan yukaridaki teoremleri kullanarak

asagidaki integral denklemini ¢ozmauglerdir.

© , asagidaki kosullari saglayan tum 6:[0,00) — [0,00) fonksiyonlarini
gOstersin
(i) 6 artandir.
(i) Bir ¢ € W vardir ¢yle ki her x € [0, ) igin
X X
000) =3 - W).

x? _x _In(x+1)
2(x+1) ve 05(x) = 2 2

fonksiyonlari © fonksiyonlardir. Asagidaki integral denklemini géz 6nlne

Ornegin 0 <k <% iken 6,(x) = kx, 6,(x) =

alalim. t € I = [a, b] icin

x(t) = f:(kl(t, s) + ky(t,s)) (f(s,x(s)) + g(s,x(s))) ds + h(t) (3.7)

integral denklemi 3.1. Varsayimi saglasin.
3. 1. Varsayim

(i) ki(s,t) =0 ve hert,s € [a,b]igin k,(s,t) < 0.
(i) BirA,u > 0 ve 6 € vardir dyle ki her x,y € R,x > y icin
0<f(t,x)—f(t,y) <26(x —y)
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ve
—uo(x —y) < g(t,x) —gt,y) <0
(iii)  max{A, u}sup.e; f;(kl (t,s) — k,(t,s))ds < %

3. 1. Tanim

Her t € [a, b] icin a(t) < B(t),
a(t) < f: ki (t, s)(f (s, a(s)) + g(s, B(s)))ds
+ ff ka2 (8, $)(f (s, B(s)) + g (s, a(s)))ds + h(t)

ve
B() = [ ki (t,5)(f (5, B(s)) + g (s, a(s)))ds

+ ff ko (t, s)(f (s, a(s)) + g(s, B(s)))ds + h(t)
oluyorsa, (a,f) € C(I,R) x C(I,R) elemani (3.7) integral denkleminin ikili alt

ve Ust ¢cozUmudur denir.
3. 7. Teorem

(3. 7) integral denkleminde ki,k,eCUXI,R),f,g €ECIXRR) ve
h € C(I,R) olsun ve varsayim (3. 1) saglansin. (3.7) denkleminin ikili alt ve

ust ¢ozumu varsa , (3. 7) denkleminin C (1, R) de bir tek ¢ozimu vardir.
ispat

X = C(I, R) olsun ve X Uzerinde her t € [a, b] igin

xYECU,R) , x<y eox()y((®)

iligkisini tanimlayalim. (X, d) bir tam metrik uzay ve

d(x,y) = supeelx(t) —y ()| , vx,y€C( R).

olsun. {u,},X de bir monoton azalmayan dizi olsun ve u € X noktasina
yakinsasin. O zaman her t € I igin reel degerli

U (8) S up(8) < S up(t) < -
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dizisi, u(t) ye yakinsiyor. Bu nedenle her t € I ve n € N igin u,(t) < u(t) dir.
Yani hern € N igin u,, < u dir.
Benzer olarak {v,},X de bir monoton artmayan dizi v € X e yakinsasin ve
her t € I ve n € Nigin v(t) < v, (t) dir.
Yani her n € N igin v,, < v dir. Bdylece sonug (3. 2) deki (b) sarti saglanir.
Ayrica X x X = C(I,R) x C(I,R) kismen sirali bir kimedir bdylece her t € I
icin

(,y),(u,v) EX XX, (x,y) < (u,v) © x(t) <u(t) ve y(t) = v(t)
saglanir. Her x,y € X icin maks{x(t),y(t)} ve min{x(t),y(t)} sirasiyla her
t € I icin X de Ust ve alt sinirlar olsun. O zaman her (x,y), (u,v) € X X X i¢in
bir (max{x(t), y(t)}, min{x(t), y(t)}) € X X X vardir éyle ki (x,y) ve (u,v) ile
kiyaslanabilirdir. Her t € [a, b] icin

F:XXX->X
b

F(x,y)(@) = fkl(t, $)(f(s,x(s)) + g(s,y(s)))ds

a

+ ff ko (8, $)(f (s, y(s)) + g(s,x(s)))ds + h(t)
tanimlayalim.
Simdi F nin karisik monoton 6zelligi oldugunu gosterelim. Her x; < x, ve her
t € [a,b] igin x,(t) < x,(t) oldugunu biliyoruz. Simdi varsayim (3. 1) de f ve

g nin 6zelliklerinden

F (1, y)(8) = FGea ) = J) k(6,9 (F(5,%1(5)) + g (5, ¥(5)))ds
+ [7 ko (,5)(F(5,9(5)) + g (5,21 (5)))ds + h(D)
= [T ki (t,5) (F(5,22(5)) + g (5, ¥(5)))ds
— [} ko (£, )(f (5,9(5)) + g(5,22(5)))ds — h(t)
= [ ks (&, )(F(5,2:(5)) — £ (5,%5(5)))ds

+ 17 ko (t,5)(g(5,21(5)) = g(5,%,(5)))ds < 0
elde edilir. Boylece her t € [a,b] igin  F(xq,y)(t) < F(xy,y)(t) dir . Yani
F(xy,y) < F(x,,y) dir.
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Benzer olarak y, =y, ise 0 zaman t € [a,b] igin y;(t) = y,(t) dir. Simdi

varsayim (3. 1) de f ve g nin 6zelliklerinden
b
PG (©) = Fy)® = [ a6 5x() + (s (s))ds

+ [ ke (6, 5) (F(5,91(5)) + (s, x()))ds + h(D)
= [7 ky (6, $) (£ (5,%(5)) + (5, ¥2(5)))ds

— [} ko (£, ) (f(5,72(5)) + g(s, x(5)))ds — h(t)
= [ ki (£,5)(g(5,71.(5)) — g(5,y2(s)))dls

+ 1 ko (£,5) (f (5,31()) = f(5,2()))ds < 0
elde edilir. Boylece her t € [a, b] igin F(x,y,)(t) < F(x,y,)(t) dir. Dolayisiyla
F(x,y,) < F(x,y,) dir, yani F(x,y) ,x de azalmayan ve y de artmayandir.
Simdi her x >u,y<v , yanit € [a,b] olmak Uzere her x(t) > u(t) ve
y(t) < v(t) igin
d(F(x,y), F(u,v) = supee|F (x, y)(t) — F(w, v)(8)]

= supye; | [, ka(,5) (£ (5,2()) + g(5,(s)) ) ds

+ 1 ka(t,5) (£ (5,7()) + g(s,x(s)) ) ds + h(t)

— [ ki (6,9 (s, u(s)) + g(s,v(s)))ds

+ 11 ko (8, 9)F (5,0(5)) + g (s, u(s)))ds — h(t) |
= supees | f ka(65) [(F(5,%(5)) = £(5,u() + g(5,7()) = g(5,v())) | ds
+ 17 ko (6,9 [(£(5.()) = F(s,v(5)) + g(5,x(5)) — g5, u(s)) )] ds |
= supier | f, ka (69)[(f(5,%(9)) = f(5,u(s)) = 9(5,v()) — g5, ¥(s))]ds
— [V ka (6, [ (£ (5, v()) = f(5,7(5)) — g(5,x(5)) — g(s,u(s)))]ds
< supger | [7 ke (t,9)[20(x(s) — u(s)) + 18 (v(s) — y(s))]ds
— [P ko (8,5)[26(v(s) = y(5)) + uO(x(s) — u(s))]ds |

< maks{A, u}sup,e; f;(kl (t,5) — ka(£,9))[0(x(s) —u(s)) + 8(v(s) — y(s))]ds
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elde edilir. 8 artan bir fonksiyon ve x >y ve y < v oldugundan her s €
[a, b] icin G(x(s) — u(s)) <0(d(x,u), 8(v(s) —y(s)) <6(d(v,y)) dir.

Boylece
b
ACF (), F(wv)) < maks(, wsupees [ (ka(65) = ko (6)

X [6(x(s) —u(s)) + 0(w(s) — y(s)]ds

< maks{2,u}. [6(d(x,w) + 6(d(W, y))]. supres [ (ky (L, 5)
_k,(t,s))ds

< %(H(d(x, w) +d(v, y)))

<0(d(x,u) +dw,y))

_dxuw)+dy) _ d(xuw)+dw,y)

1A0Y) _y(Lxa 1 dv)y

olur. Boylece her x > y ve y < v igin

d(xuw)+dw,y) _ d(xu)+dw,y)

2 lp( 2
olur. Simdi («, ) (3. 7) integral denkleminin ikili alt ve Ust ¢6zUmu olsun. O
zaman her t € ligin a(t) < F(a,B) , B(t) = F(a,p)dir, yani a < F(a,p) ve

d(F(x,v),F(u,v)) <

B = F(a,B) dir. Sonug olarak sonug (3. 2) ve sonug (3. 4) den (x,y), F nin bir
tek ikili sabit noktasidir. « < 8 oldugundan sonug (3. 5) in hipotezi saglanir,
yani t € [ igin x(t) = y(t) dir. Bdylece x = F(x,x) ve x(t) bir (3. 7) integral

denkleminin bir tek ¢ozUmudur. o
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4. Kismi Banach Degerli Metrik Uzayda ikili Sabit Nokta Teoremleri

4. 1. Kismi Banach Degerli Metrik Uzayda Bazi Sabit Nokta Teoremleri

Bu kisimda, kismi Banach degerli metrik uzaylarda bazi temel tanimlar,

ornekler ve teoremlere yer verilecektir.

4. 1. Tanim

X#QPvep:X XX - Rolsun. Her x,y,z € X i¢in

(p1) x =y ancak ve ancak p(x,x) = p(x,y) = p(y,¥);

(P2) 0 <p(x,x) <p(x,y);

(P3) p(x,y) =py,x);

(p4) px,y) <p(x,2) +p(z,y) —p(z2)
kosulari saglaniyorsa p ye bir kismi metrik denir. Bu tanimda R yerine E
Banach uzay! yazilmis olsaydi (X, p) ikilisi Banach degerli kismi metrik uzay

olacakti.

X # @ ve p kismi Banach degerli metrik olmak tzere (X,p) ikilisine kismi

Banach degerli metrik uzay denir.

p(x,y) = 0 ise o zaman (p1), (p2) ve (p3) den x = y elde edilir, fakat x = y

ise 0 zaman p(x, y), 0 dan farkh olabilir.

Her metrik uzay kismi metrik uzaydir, fakat her kismi metrik uzay metrik uzay

olmayabilir.
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4. 1. Ornek

E = R?, P={(x,y) €EE: x,y = 0}, X =R* ve p:XXX->E,
p(x,y) =(maks{x,y}, amaks{x,y} ) ve a >0 olsun. (X,p) kismi Banach
degerli metrik uzay oldugunu gosterelim.
1) x =y ancak ve ancak p(x,x) = p(x,y) = p(y,x) durumunu inceleyelim.
p(x,x) = (maks{x, x}, amaks{x, x}) = (x, ax)
= p(x,y) =(maks{x, y}, amaks{x, y})
= p(y,y) =(maks{y, y}, amaks{y, y})
ancak ve ancak x = y;
2) 0 <p(x,x) <p(x,y) durumunu inceleyelim.

0 < p(x,x) = (x,ax) < (maks{x, y},amaks{x, y}) = p(x,y) dir;

3) p(x,y) = p(y,x) durumunu inceleyelim.

p(x,y) =(maks{x, y}, amaks{x, y})=(maks{y, x}, amaks{y, x})= p(y, x) dir;

4) p(x,y) <p(x,z) +p(z,y) —p(z, z) durumunu inceleyelim.

x<y<zise

p(x,z) = (maks{x, z}, amaks{x, z}) = (z, az)

p(x,y) =(maks{x, y}, amaks{x, y})= (v, ay)

p(y,z) = (maks{y, z}, amaks{y, z}) = (z, az)

p(z,z) = (maks{z, z}, amaks{z, z}) = (z, az)
simdi
(y,ay) < (z,az) + (z,az) — (z,az) dir. Diger durumlarda benzer olarak
gosterilir. Simdi (X,p) nin kismi Banach degerli metrik uzay olmadigini
gOsterelim.
Banach degerli metrik uzayin (1) sartina gére V x,yeXicin 0 <p(x,y) ve
p(x,y) =0 x =y olmaldir fakatXde x =1y ise p(x,y) sifirdan farkh

olabilir.
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4. 2. Tanim

(X,p) bir kismi metrik uzay, x € X ve € > 0 olsun. p kismi metrik uzay igin

sirayla agik ve kapali komsuluklar

B.(x) ={y € X: p(x,y) <&}, B.(x)={y€X: p(x,y) <¢}
ile tanimlanir.

4. 1. Lemma

(X, p) kismi metrik uzayda, her x € X igin By, ) (x) agik komsulugu bostur.

Ispat

Komsuluk tanimindan By, ) (x) = {y € X: p(x,y) < p(x,x)} dir. Kismi metrik
uzay tanimina gore her x,y € X igin p(x,x) < p(x,y) oldugundan By . (x)

acik komsulugu bostur.

4. 2. Ornek

p:R™ X R~ - R*, her x,y € R™ i¢in, p(x,y) = —min{x, y}, ile tanimlanan bir
fonksiyon olsun. (R7, p) bir kismi metrik uzaydir. Her x,y,z € R~ igin

p1) p(x,x) = p(x,y) = p(y,y) ise, 0 zaman - x = —y dir. Bdylece x = y dir.
p2) min{x, y} < x, dolayisiyla p(x,y) = p(x,x) = —x.

p3) p(x,y) = p(y, x) oldugu asikardir.

p4) p(x,z) < p(x,y) +p(y,z) — p(z, z) ipatlamak igin

min{x, z} >min{x, y}+min{y, z} —min{z, z} oldugunu gostermeliyiz.

(
(
(
(

x <y < z durumunda
x =min{x,z} > x + y — z oldugu asikardir. Diger durumlarda benzer olarak

gosterilir.

Simdi tanimladigimiz kismi metrik uzayin agik komsulugunu inceleyelim.
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B.(x) ={y € X: —min{x,y} <e}=(—¢0) ve x=>—¢ dur. Cinki x < —¢
oldugunu kabul edersek, o zaman p(x,x) = —x > ¢ ve B.(x) bos kime
oluyor. y € B.(x) olsun. O zaman —min{x, y} < & ve dolayisiyla min{x, y} >

—¢ elde edilir, yani y > —¢.
4. 3. Tanim

(X,d) bir metrik uzay ve |.| bir agirlik olsun. Her x,y € X igin d(x,y) = |x| —

|y| oluyorsa (X, d, |.|) Gglisine agirlikli metrik uzay denir.
4. 2. Lemma

(X,d, |.]) agirlikl metrik uzay olsun. Her x,y € X igin

_d(xy) + x| + |yl
p(x,y) = 3

tanimlayalim. O zaman p(x, y) kismi metrik uzaydir ve = p(x, x) = |x|dir.

4. 3. Lemma

p(x,y) kismi metrik uzay olsun.
d(x,y) =2p(x,y) —p(x,x) —p(y,y)
p(x,x) = |x|
diyelim. O zaman (X, d, |.|) agirhkl metrik uzaydir.

4. 4. Tanim

q, X de bir yari metrik ve |. | bir agirlik olsun. Her x,y € X igin

x|+ q(x,y) = |yl + q(v,x)
oluyorsa (X, q, |.]) Uglistne agirlikl yari metrik uzay denir.
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4. 4. Lemma

(X, q,1.1) agirhkli yari metrik uzay olsun. Her x,y € X igin

p(x,y) = |x| + q(x,¥)
tanimlayalim. O zaman p(x, y) kismi metrik uzaydir ve = p(x, x) = |x| dir.

ispat

(p1-) Asikardir.
(Ple)Vx,y€X, p(x,x) =px,y) =p».y)
=|x| = q(x,y) + |x| = |yl

= lx] = q(x,y) + |x| = q(y,x) + |yl = |yl
=q(x,y) =q@,x)=0
= X =y,

(P2)Vx,yeX, 0<q(x,y)
=Vx,y€eX, |x| <qlx,y)+ |x|
=Vxy€eX plx,x) <plx7y),
(P3)Vx,y €X, qlx,y) + x| = q(y,x) + |yl
=Vx,y€X p(y,x)=pky)
(P4 Vx,y,z€X, q(x,2) < q(x,y) +q(,2)
=Vx,y,z€X, qx,2) + x| < qlx,y) + x| + (q(r,2) + [y]) — [yl
=Vx,y,z€X, px,z) <pky) +p¥2z) —p®»y).

4. 5. Lemma

p(x,y) kismi metrik uzay olsun.
q(x,y) =p(x,y) —p(x,x)
p(x,x) = |x|
diyelim. O zaman (X, q, |.|) agirlikh yari metrik uzaydir.
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4. 5. Tanim

X bostan farkli bir kime, 7, X in kuvvet kimesi olan P(X) in bir altkimesi
olsun. Asagidaki 6zellikleri saglayan 1 ailesine X Uzerinde bir topoloji denir.
(i) ©Xer
(i) Her A, A,, ..., A, ETigin N[, 4; €T,
(i)  Her {4;};e; c Tigin U;e; 4; € T dIr.

7 nun elemanlarina X in acgik altkimeleri, (X, t) ikilisine topolojik uzay denir.

4. 6. Tanim

(X, t) topolojik uzay ve g S t olsun. Her T e t ve x € T igin x € B € T olacak

sekilde bir B € 8 varsa  kumesine 7 topolojisinin bir tabani denir.

4. 6. Lemma

(X,p) kismi metrik uzayda, agik komguluklarin kimesi, X uUzerinde bir =t
topoloijisi icin bir tabandir. Bu topolojiye kismi metrik topoloji denir ve t[p] ile

gosterilir. Ayrica bu topoloji ayriktir.

Ispat

X € By(xx)+1 Oldugundan, X = Uyex Bpex)+1(x) asikardir. B.(x) ve Bs(y),
(X,p) de iki komsuluk ve z € B.(x) N Bs(y) olsun.
#=p(z 2) + min{e — p(x,2), § —p(y,2)}
diyelim. £ — p(x,z) > 0 ve § — p(y,z) > 0 oldugundan p(z,z) < u ve z € B,(z)
elde edilir.
Z € B,(z) alalm. z € B.(x) N Bs(y) oldugunu gosterelim. (p4) den
p(x,2) <p(x,z) +p(z2) —p(z2)
<p—p(z72) +px2)
<e—plxz)+plxz2) ==



27

Dolayisiyla zZ € B.(x) dir. Benzer olarak
r(.2) <py,z) +p(z2) —p(z2)
...... <u—-plz,2) +py, 2)

............................ <5—-plyz)+ply,z)=94.
Z € Bs(y) dir. Sonug olarak z € B.(x) N Bs(y) dir. Dolayisiyla
B.(2) < B.(x) N B5(y).
Boylece (X,p) kismi metrik uzayda, acik komsuluklar kimesi X Gzerinde bir
topoloji igin bir tabandir.

t[p] nin ayrik topoloji oldugunu gosterelim. x,y € X iki ayrik nokta olsun.

p(x,x) <p(x,y) dir. &= (PG y) +p(x, x))/z >0 alrsak x € B.(x) ve

y € B.(x) elde edilir.
4. 7. Lemma

Her p kismi metrik, B.(a) agik komsulugu ve x € B.(a) igin, x € Bs(x) < B.(a)
olacak sekilde bir § > 0 vardir.

ispat

X € B.(a) oldugundan p(x,a) <& oldugunu goériyoruz. § =¢—p(x,a)+
p(x,x) alahm. p(x,a) <e oldugundan 6§ >0 dir. Ayrica p(x,a)<c¢
oldugundan p(x, x) < ¢ elde edilir. Boylece x € Bs(x) dir. y € Bs(x) alalim. O
zaman

p(x,y) <6 =

p(x,y) <e—-px,a)+plxx) =

p(x,y) +p(x,a) —p(x,x) <e =

p(y,a) <e=

Yy € B:(a).
Boylece Bs(x) < B.(a) dir.
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4. 8. Lemma

(X,p) bir kismi metrik uzay olsun. d,:X xX - R*, d,(x,y) =p(x,y)—
p(x,x) seklinde tanimlanan fonksiyon X Uzerinde bir kismi yari metriktir ve

T, = Tq, dir.

Ispat

x,y € X alahm. p(x,x) < p(x,y) oldugundan 0 < d,(x,y) dir. $imdi d,, nin X
uzerinde bir yari metrik oldugunu gosterelim. x,y,z € X olsun. Eger x = y ise,
0 zaman d,(x,y) =d,(y,x) =0 oldugunu gbruyoruz. Eger d,(x,y) =
d,(y,x) = 0 ise, o zaman p(x,y) — p(x,x) = p(y,x) — p(y,y) = 0 dir. BGylece
p(x,y) =p(x,x) =p(y,y) elde edilir ve kismi metrik tanimindan x =1y
oldugunu gorayoruz.

Simdi 7, = 74, oldugunu gosterelim. x €X, e >0 ve y € de(x, €) olsun. O
zaman d,(x,y) = p(x,y) —p(x,x) <e dir. Boylece p(x,y) <p(x,x) +¢ ve
y € By(x,&) dir. O zaman 7, 2 T, dIr.

y € By(x,¢) alirsak p(x,y) <p(x,x) + e oldugu asikardir. O zaman
dy,(x,y) =p(x,y) —plx,x) <eveyE Ba, (x, ) oldugunu gortyoruz. Boylece

T, C ‘L'dpdll’. Sonug olarak 7, = Ta, dir. o

4. 7. Tanim

(X, p) kismi metrik uzayda {x,,} dizisini alalim. x € X olsun. Eger
Ve>0 ve x €By(x) igin AN >13n=>=Nigin x, € B.(x),
ise, o zaman {x,} dizisi x noktasina yakinsiyor denir ve lim,_ x,, = x ile

gOsterilir.
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4. 1. Onerme

(X,p) kismi metrik uzayinda {x,} dizisi x € X noktasina yakinsiyor ancak ve

ancak p(x, x) = lim,_,, p(x,, x).

ispat

X, = x olsun. O zaman her e > 0 i¢in bir N > 1 vardir oyle ki her n > N igin
Xn € Bo(x). Yani 0 < p(x,,x) <& dur. Kismi metrik tanimindan p(x,x) <
p(xn, x) < e <p(x,x) + ¢ dur. Boylece 0 < p(x,,x) —p(x,x) < ¢ elde edilir.
n—+4oo iken 0 <lim,_,, p(x,x) —plx,x) <e ve & keyfi oldugundan
lim,,_ o p(x,, x) = p(x, x) elde edilir.

Simdi lim,,_,; p(x,, x) = p(x,x) oldugunu varsayalim. O zaman her & >0
icin bir N > 1 vardir dyle ki her n > N igin p(x,,x) < p(x,x) +¢& dir. €¢>0
olsun, & = € — p(x,x) alallm. O zaman x,, € B.(x) dir. Boylece her £ > 0 igin

bir N > 1 vardir dyle ki her n > N igin x,, € B.(x) dir, yani x,, — x.

4. 1. Teorem

{x,}, (X,p) kismi metrik uzay Uzerinde bir dizi olsun. x,, » x € X ve p(x,y) =

p(y,y) oluyorsa o zaman y, {x,} dizisinin limit noktasidir.

Ispat

X, = x € Xve p(x,y) = p(y,y) olsun. Her c € int P igin bir N vardir éyle ki her
n > N igin

P(xn, y) < p(xn, x) + p(x,y) —p(x,x) K¢ +p(y, )
elde edilir, boylece x,, » y. O
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4. 8. Tanim
(X, p) bir metrik uzay olsun;

(i) limy, ;00 P (X, X) Varsa {x,,} dizisi (X, p) kismi metrik uzayinda bir
Cauchy dizisidir.

(ii) Eger X de her {x,} Cauchy dizisi bir x € X noktasina yakinsiyorsa
ve p(x,x) = limy, 0 P(Xy, Xp) i€ 0 zaman (X,p) metrik uzayi
tamdir denir.

(i) F:X—>X bir fonksiyon ve x,€X olsun. Her &>0 igin
F (Bp(xo, 6)) € B, (Fxy, ¢) olacak sekilde bir § > 0 varsa o zaman

F, x, noktasinda sureklidir.

(X, p) bir kismi metrik uzay olsun.
pS: X XX > R*
p*(x,y) =2p(x,y) —p(x,x) —p(¥,y)
fonksiyonu X Gzerinde bir metriktir.

4. 2. Onerme

(X, p) kismi metrik uzay olsun.
(a) {x,,} dizisi (X,p) de Cauchy dizisidir ancak ve ancak {x,} dizisi (X,p?®)
de Cauchy dizisi ise.
(b) (X,p) kismi metrik uzayi tamdir ancak ve ancak (X, p®) uzayi tamdir.

Ayrica lim,, e p*(xp,x) =0 ancak ve ancak

p(x' x) = lim,, o, p(xnrx) = im0 (X, Xm)-

4. 9. Lemma

limy, e P5 (%, %) = 0 & p(x,x) = limy, 00 P(Xpy , X) = liMyy 100 P(Xp , X7) -
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Ispat

lim, . p°(x,,x) =0
olimy, e Zp(xn’ x) — p(xn'xn) - p(x’ x)=0

= (limn—mo p(xn' x) - lirnn—mo p(xrv xn)) + (7111_{?0 p(xnr x) - lirnn—wo p(x' x)) =0

© p(x,x) = limy 0 p(Xp, %) = limy 00 DX, %) .0
4. 3. Onerme

(X,p) kismen siral bir kismi metrik uzay! ve T: X — X bir donigum olsun. T,
X, € X noktasinda sureklidir eger X de ki her {x,,} dizisi igin
(@) (X,p) de x,, x, noktasina yakinsiyorsa (X,p) de Tx,, Tx, noktasina
yakinsiyor.
(b) (X,p) de x,, x, noktasina dizgun yakinsiyorsa (X,p) de Tx,, Tx,
noktasina dizgun yakinsiyor.

Egder T her x, € X noktasinda surekli ise T, X de sureklidir denir.

4. 9. Tanim

(X1,p1) ve (X5, py) iki kismi metrik uzay ve t(p,) ve 7(p,) sirayla bu uzaylarin
urettigi topolojiler olsun. Eger T: (X;,t(p1)) = (X2, t(py)) ve T: (X1, t(p:°)) =
(X5, 7(p,*)) dontstmleri strekli ise 0 zaman T: (X1,p;) — (X3, p2) sureklidir.

4. 10. Tanim

(X, <) kismen sirali kime ve f:X — X olsun. Eger her x,y € X ve x < y igin

fx < fy oluyorsa, f ye monoton azalmayandir denir.
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4. 11. Tanim

(X,p) bir kismi metrik uzay ve F: X — X bir dondsim olsun. c € [0,1) olmak
Uzere her x,y € X icin
p(F(),F(y) < ep(x,y)

oluyorsa F donusUmu bir buzilmedir denir.
4. 2. Teorem (Matthews)

(X,p) tam kismi metrik uzay Uzerindeki her F blzulmesi i¢in F(x) = x olacak

sekilde bir tek x € X sabit noktasi vardir ayrica p(x,x) = 0 dir.
4. 3. Teorem

(X, p) bir tam kismi metrik uzay, P, K sabitli bir normal kon olsun. T: X — X bir
doénusum olsun ve her x,y € X i¢cin ¢ € (0,1) olmak Uzere

p(Tx,Ty) < cp(x,y)

saglansin. O zaman T nin X de bir tek sabit noktasi var ve her x € X igin

(T™x) itarsyon dizisi bir sabit noktaya yakinsiyor.
ispat

Xo € X alahm. x; = Txy, x, = Tx; = T?x, ..., Xpy1 = Tx, = T 1x,, ... dizisini

tanimlayalim. Her m,n, m > n igin kismi metrik uzay taniminin (4) sikkindan

p(xm: xn) < p(xm' xm—l) + p(xm—ll xm—z) + -+ p(xn+2'xn+1) + p(xn+1'xn)
- Z;cn;ln_l p(xm—k' xm—k)

S (™4™ 24 o+ cMp(xq, Xx0)

1—cm—n

1
=c p(x1,%0) < Cnﬁp(xpxo)

1-c

elde edilir. P, K sabitli bir normal kon oldugundan
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IpCen 21l < €K+ o, x0)1
elde edilir. Boylece (X,p) de (T™x) bir Cauchy dizisidir dyleki (X,p)de
limy, ;500 P(T™x0, T™x) = 0 dir ve (X,p) tam uzay oldugundan (T"x,) bir
x € X noktasina yakinsiyor.
limy, 1500 P(T™x0, T™xo) = p(x,x) = limy,_,0, p(T"x¢,x) =
limy,,o0 p (X, X) = limy 0 p (o, T™0) = limyco p (X, X)) = 0
dir. Her n € N igin
p(Tx,x) < p(Tx, T"1xo) + p(T™xo, x) — p(T™ 1o, T )
< cp(x, T"xq) + p(T™1xq, x)
ve
Ip(Tx, )l < KellpCx, T"x) |l + lp(T™**x0, )1l - 0
elde edilir. Boylece p(Tx,x) =0 dir. Fakat 0 < p(Tx,Tx) < cp(x,x) =0
oldugundan
p(Tx,Tx) = p(Tx,x) = p(x,x) =0
kismi metrik uzay taniminin (1) sikkindan Tx = x olur. y, T nin bagka bir sabit
noktasi olsun. O zaman
p(x,y) =p(Tx,Ty) < cp(x,y)
ve ¢ <1 oldugundan p(x,y) = 0 olmalidir, diger yandan y ve x, p(x,x) =
p(Tx,x) =0 ve p(y,y) =p(Ty,y) =0 dir, dolayisiyla p(x,y) =p(x,x) =
p(y,y) dir. Bdylece x = y dir. o

4. 4. Teorem

(X, p) bir tam kismi Banach degerli metrik uzay, P, K sabitli bir normal kon ve
T:X — X bir dénuslm olsun. Her x,y € X igin k € (0,%) olmak Uzere
p(Tx,Ty) < k(p(Tx,x) + p(Ty,y))

saglansin. O zaman T nin X de bir tek sabit noktasi var ve her x € X igin

(T™x) itarsyon dizisi sabit noktaya yakinsiyor.
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Ispat

Xo € X alalim. x; = Txg, x, = Tx; = T?xg, ..., Xp41 = Tx, = T 1x,, ... dizisini
tanimlayalim.
P(xni1, Xn) = p(Txn, Txn—1)

< k(p(Totn, xn) + p(Txp—1, Xp-1))

= k(p(Xn+1, X0 ) + p(Xn, Xp-1))

. k
boylece ¢ = P dersek,

P(Xny1,Xn) < %p(xn'xn—l)
elde edilir. Her m > n igin
P Xn) < Py Xm—1) + P(Xm—1, Xm-2) + = + D(Xnt2, Xn41) + D (Xp1, Xn)
— X P (et Xm—t)
S (@4 4+ cM)p(x, Xo)
< C"ip(xl,xo)

elde edilir. P, K sabitli bir normal kon oldugundan

IpCon, 1)1l < €K lIpCey, %0
elde edilir, yani m,n - o« iken p(x,,,x,) — 0 dir. Boylece (x,) bir Cauchy
dizisidir. X tam uzay oldugundan n — o« iken x,, = x olacak sekilde bir x € X
vardir ve
lim pxy, x) = p(x,x) = lim plen, x,) = 0
elde edilir.
p(Tx,x) < p(Tx,Txy) + p(Txn, x) — p(Txn, TXy)
< k[p(Tx, x) + p(Txp, x)]

ve

1
p(Tx’ x) < m [kp(Txnrxn) + p(xn+1rx)]
1
lp(Tx, )|l < Km(kllp(xnﬂ.xn)ll + lpCens, ) — 0
bdylece p(Tx, x) = 0 dir. Fakat
p(Tx,Tx) < k[p(Tx,x) + p(Tx,x)] = 2kp(Tx,x) =0
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oldugundan p(Tx,Tx) = p(Tx,x) =p(x,x) =0 elde edilir. Kismi metrik
tanimindan Tx = x dir. Yani x, T nin bir sabit noktasidir. y,T nin bagka bir
sabit noktasi olsun.

p(x,y) = p(Tx,Ty) < k[p(Tx,x) + p(Ty,y)] = 0

boylece

p(x,y) = p(x,x) = p(y,y) = 0 diryanix = y dir. o
4. 2. Kismi Banach Degerli Metrik Uzayda ikili Sabit Nokta Teoremleri

Bu boélimde kismi metrik uzayda ikili sabit nokta teoremlerine yer verilecektir.
H. Aydi, Sabetghadam’in teoremini genisleterek kismi metrik uzayda

asagidaki teoremleri ispatlamigtir.

4. 5. Teorem

(X,p) bir tam kismi Banach degerli metrik uzay ve T: X X X — X bir donigum
olsun. Her x,y,u,v € X icin 0 < a,b ve 0 < a + b < 1 olmak Uzere

p(T(x,y),T(u,v)) < ap(x,u) + bp(y,v)
saglansin. O zaman T nin X de bir tek ikili sabit noktasi var.

Ispat

X0, Yo € X alalim. x; = T(xo,¥0),¥1 = T(Vo, %), X2 = T(x1,¥1),¥2 = T(¥1,%1)
vers X1 =T V) Yner = T, x,), ... dizisini tanimlayalm. n > 0ve

n € N olsun. Hipotezden

P (X, Xns1) = D(T (-1, Yn-1), T ((Xn, ¥n))
< ap(xn—l' xn) + bp(yn—l' yn) (1)
ve
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PWn Yne1) = P(Tn-1, Xn-1), T (Vs Xn))
< ap(Yn-1,Yn) + bp(xn_1,%p) (2)

yazabiliriz. p,, = p(xpn, Xns1) ¥ PVns Yne1) V€ 8 = a + b diyelim. (1) ve (2) den

Pn = P(Xn, Xnt1) + PV Y1) < (0 (-1, xn) + D(Vn—1, Yn))= OPn—1
ve

Pn < 0pn_1 < 8%ppp < < 8"y
elde edilir. Eger py = p(xo,x1) + p(¥o,y1) = 0 ise, 0 zaman kismi metrigin

tanimindan p(xy, x;) = p(¥o,y1) = 0 dir. Kismi metrigin ikinci 6zelliginden

0 < p(x0,X0) < p(x0,%1) = 0 = p(xg,%0) = p(x0,%1) = 0 3)

(3) den ve kismi metrigin ikinci ve Uguncu 6zeliginden

0 < p(xlixl) < P(xpxo) = p(xO'xl) =0- p(xllxl) = p(XOle) =0 (4)

Boylece p(x1,x1) = p(xg,x1) = p(xp,xo) dir. Kismi metrigin tanimindan

Xo = X1 ve benzer olarak y, = y, elde edilir. Simdi

x; = xo = T(x0,¥0), Y1 = Yo = T(yo,%o)

elde edilir, yani (xq,y,), T nin ikili sabit noktasidir. Eger p, > 0 ise, 0 zaman

her m,n € N ve m < nigin

P(Xm, Xn) < DX, Xn—1) + D(Xn—1, Xn—2) + =+ P(Xms2, Xme1) + D Xmt1, Xm)
— IR P (Kn—k Xnk) ()
ve
POms Yn) < PO Yn-1) + PWn-1,Yn-2) + -+ POms2, Ym+1) + PWVm+1, Ym)
— X0 2 Wneio Vi) (6)
(5) ve (6) dan
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p(xm'xn) + p(ym' yn) < Pn-1tPnt+tt+Dn
- 2712;1171_1(29 (xn—k' xn—k) + p()’n—k' yn—k))
SPp-1tPptt+t Dy

bdylece

P, %) + DYy Yn) < ("1 +8"72 + 4+ 6™)py
5m

1—sP0

p® tanimindan p*(x,y) < 2p(x,y) dir. Her n > m igin

<

P (X X)) + P° Wiy Yn) < 2P (X, Xn) + 2P (Vs V) = 2%290
elde edilir. 0 <8 <1 oldugundan {x,}, {y,,} dizileri (X,p*) da Cauchy
dizilerdir. Onerme 4. 2 den (X, p) tam oldugundan (X,p*) tamdir, dolayisiyla
lim,, o p5(x,, x) = 0ve lim,_, p°(y,,y) =0 olacak sekilde x,y € X vardir.
Onerme 4. 2 den
lim p(n, %) = (o, ) = Jim plx, ) = 0
ve
lim p(y,, y) =p(y,y) = lim p(yn, y) = 0
Simdi
0<p(T(xy)x) <p(TXY) %ns1) + P(Xns1, X) = P(Xns1, Xpsa )

< (T, Y), T(xn yn)) + p(Xn4q, %)

< ap(x,Xy) + bp(¥, ) + p(Xn11, %)
elde edilir. n —» oo iken limit alirsak p(T (x,y),x) = 0 olur, diger taraftan
0<p(T(xy),T(xy)) < ap(x,x)+bp(y,y) =0,
yani p(T(x,y),T(x,y)) = p(T(x,y),x) = p(x,x) dir dolayisiyla T(x,y) = x dir.
Benzer olarak T(y,x) =y dir. Béylece (x,y), T nin ikili sabit noktasidir.
(u,v), T nin bir bagka ikili sabit noktasi olsun. (x #u, y # v)

0 <plxu) = p(T(x, y) +T(u, v)) < ap(x,u) + bp(y,v)

0<p,v) =p(T(,x) +T(w,w) < ap(y,v) + bp(x,u)
iki tarafi toplarsak
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0 <p(x,u)+pQy,v) < (a+b)(aplx,u) + bp(y,v))

elde edilir. 0<a+b <1 oldugundan p(x,u)+p(y,v) =0 ve bdylece
p(x,w) =p(y,v) = plx,x) = p(y,y) = 0dir. Simdi

p(u,u) = p(T(u, v), T(u, v)) < ap(u,u) + bp(v,v)

p(v,v) = 'p(T(v, u), T (v, u)) < ap(v,v) + bp(u,u)

iki tarafi toplarsak

p(wu) +p,v) < (a+b)(pwu) +p,v))

elde edilir. 0<a+b<1 oldugundan p(u,u)+p(,v)=0 ve bodylece
p(u,u) =p,v) =0 dir. Simdi p(u,u) = p(x,u) = p(x,x) oldugundan x = u
ve p(v,v) = p(v,y) = p(y,y) oldugundan v = y dir yani T nin bir tek ikili sabit

noktasi vardir.o
4. 6. Teorem

(X,p) bir tam kismi Banach degerli metrik uzay veT: X X X — X bir donlisum
olsun. Her x,y € X icin k,l negatif olmayan degerler ve k+1[<1 olmak
uzere

p(T(x,y), T(w,v)) < kp(T(x,¥),x) + lp(T(w,v),u)

saglansin. O zaman T nin X de bir tek ikili sabit noktasi vardir.

Ispat

X0, Yo € X alalim. x; =T (xo,¥0), y1 =T o, %0), X2 = T(x1,¥1),¥2 =T (Y1, %1)
vy Xng1 =T V) Va1 = T, %), ... dizisini tanimlayalm. n €N ve
n > 0 olsun. Hipotezden
P (X, Xni1) = P(T (Xn-1, Yn-1) , T (Xn, ¥n))

< kp(T (Xn-1, Yn-1), Xn-1) + Ip(T (Xn, y), %)

= kp Xy, Xn—1) + Ip(Xn41, Xn)

bdylece 6 = % dersek, p(xp, xp41) < 6 p(x,, x,—1) elde edilir. Benzer olarak

Py Yne1) < 6 p(n, Yn—q1) €lde edilir. Boylece yukaridaki teoremin ispati gibi
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{x,} ve {y,} dizilei (X,p) da Cauchy dizileridir. (X,p) tam uzay oldugundan
lim, ., X, = x ve lim,_,,, y, = y olacak gekilde x,y € X vardir ve
lim pxy, x) = p(x,x) = lim plen, x,) =0
ve
limy e Py ¥) =0V, y) = limy 00 PO ¥0) =0 .
Hipotezden ve kismi metrik tanimindan
...... 0<p(T(x,y),x)
< p(T(x,y), T(xn yn)) + P(T Cn, Y), %) — P(T (p, Y), T (X Vi)
< kp(T(x,¥),x) + lp(Xpt1,%n) + p(Xpy1, )
elde edilir. n —» oo iken Ip(x,41,%n) + P(Xp41,x) = 0 olacak ve 0 < k oldugu
icin p(T(x,y),x) = 0 dir. Hipotezden
p(TCy),T(x,y)) < (k + Dp(T(x,), %)
elde edilir ve 0 <k+1<1 oldugundan p(T(x,y),T(x,y)) =0 elde edilir.
Simdi
p(T(x, ), T(x,)) = p(T(x,y),x) = p(x,x) = 0
oldugundan ve kismi metrik 6zelliginden T(x,y) =x elde edilir. Benzer

olarak T(y,x) = y dir. Boylece (x, y), T nin ikili sabit noktasidir. o
4. 7. Teorem

(X,p) bir kismi metrik uzay ve F:X—->X bir donusim olsun.
@(t): [0,0) —=[0,0) déndsimu surekli, azalmayan ve her t > 0 igin ¢(t) <t
olsun. Her x,y € X igin

p(F(), F) < ¢(p(x, )

oluyorsa F donusUmunun bir tek sabit noktasi vardir.

4. 8. Teorem
(X,<) sirali kime, (X,p) tam kismi uzay ve F: X XX — X donUsimu X

uzerinde karisik monoton 6zelligi olsun. x, < F(xq,v0) Ve Yo = F(yo,%0)

olacak sekilde x,,y, € X olsun. ¥ : [0,+oo[— [0,+co[ surekli ve azalmayan
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fonksiyonu ve ]0, +oo[ araliginda pozitif olsun ve -, y¥"(t) her t > 0 igin

yakinsak olsun. Her x,y,u,v € X, x > uvey < wvigin

p(F(x,y),F(u, U)) <
%l/) (maks {p(x, u) +p(y,v), p(x, F(x, y)) + p(y, F(y, x)),p(u, F(u, v)) +

p(v, F(v,u)), % [p(x, F(w,v)) + p(w, F(x, %)) + p(v, F(v,x)) + p(y, F (v, u))]})
4. 1)
(a) F surekli
veya
(b) X asagidaki 6zellikleri saghyor
(i) Eger {x,} azalmayan dizisi x noktasina yakinsiyorsa, o zaman her
nigin  x, <x,
(i) Eger {y,} artmayan dizisi y noktasina yakinsiyorsa, 0 zaman hern
icin y < y,.
Ozelliklerini saglasin. O zaman x =F(x,y)ve y = F(y,x) olacak sekilde

x,y € X vardir. Yani F nin X de ikili sabit noktasi vardir.
ispat

Y tanimindan Y (t) < t oldugu asikardir. X de {x,,} ve {y,} dizilerini asagidaki
gibi olusturalim. Her n > 0 igin

Xn+1 = F(Xn, Yn) V€ Yny1 = F(Yn, Xp). (4.2)
Hern > 0i¢in x,, < x,41 V€ y,, = yny1  Oldugunu gosterelim.
n =0 olsun. xo < F(Xo,¥0), Yo = F(¥o,%0), X1 = F(X0,¥0) V& y1 = F(¥o,%o)
oldugundan x, < x; ve y; <y, elde edilir. x, <x,,1, Yns1 <ypve F nin
karigik monoton 6zelligi oldugundan

Xntz = F(Xni1, Yne1) = F(n, Ynae1) = F (o, Yn) = Xnga (4. 3)
ve

Yn+z2 = Fni1 Xnt1) < Fn Xni1) < F(n X)) = Ynoa- (4. 4)
elde edilir. Dolayisiyla her n = 0 igin



< Xn+2 ve Vn+1 = Yn+2

oldugunu gorayoruz. Simdi

Xn+1

p(xrv xn) + p(xn—lJ Xn+1 ) < P(xn—p xn) + p(xn' xn+1)

ve

PO ¥n) + Pn-1,Yn+1) < PWn-1,Yn) + POn Yns1)
ve 1 ise azalmayan oldugundan her n > 0 igin

p(xn+1'xn) = p(F(xn' Yn): F(xn—ll yn—l))
< 2 (maks{p (e, Xn-1) + P O Y1) Ctn, F (6, ) +

PWn F Vs X)),
p(xn—liF(xn—lr Yn—l)) + p(yn—lrF(yn—lixn—l))’

1
E [p(xnr F(xn—lr :Vn—l)) + p(xn—l' F(xnr :Vn))

0 Wn-1, F s %n)) + Do F V-1, Xn—1))1H)
1
= El/}(maks{p(xn, Xn—1) + PO Yn—1)P (X, X41) + DO Yns)s

P(Xn—1, %) + DWn—1, Yn),

1
E [p(xnr xn) + p(xn—lr xn+1) + +p(yn—1r yn+1) +p(3’n' Yn)]})

1
=3 Y(maks{p(x,, xn—1) + PO Yn—1), P X, Xnt1) + POy V1))
(4. 5)

ve benzer olarak

p(yn+1'yn) = p(F(yn'xn):F(yn—lfxn—l))

< % Y(maks{p(xn, Xp-1) + DOn Yn-1), DOy Xn41) + PV, Yns1))
(4. 6)
elde edilir.
Pn = PO, Xn41) + PV, Yns1) dersek

Pn < Y(maks{p,_1,0}) < maks{p,_1,pn}. (4.7)
elde edilir. Eger her n igin

maks{p(xn—l' xn) + p(yn—ll yn)' p(xn’xn+1) + p(yn' yn+1)}
= p(xn' xn+1) + p(ynl yn+1)
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oldugunu kabul edersek (4. 7) den
Pn < Y(Pn) <Pn

elde edilir ve bu ise p,, > 0 olmasiyla gelisir ve
maks{p(Xp—1,Xn) + PYn-1, Yn) D (Xn, ¥ns1) + PWn, Yns1)}

= P Xp-1) + P(Vn, Yn-1),
ve
Pn < @(Pn-1) < Pn-1- (4.8)
elde edilir. Boylece {p,} azalan dizidir ve p, - p* olacak sekilde p*
mevcuttur. (4. 8) de n — oo iken
P =e®)<p,
ve p* = 0 elde edilir. Boylece

lim p, = lim (p(tn, Xns1) + PO, Ynar)) = 0
= lim p(xn, Xn41) = 1Mo PO Ynsa) =0 (4. 9)

elde edilir. Simdi {x,} ve {y,} dizilerinin Cauchy dizisi olduklarini
gostermeliyiz. Her m > n igin

P(xn, Xim) + PWns Ym) < P(Xm-1, Xm) + PWim-1, Ym)

+ o+ D01, Xn) + PO, Yn) — RS P Cometer Xmt) + P Wt Ym—k)

S Pm-1,Xm) + P(Vm-1, Ym) + -+ + DXns1, %) + DWns1, Yn)-
p® tanimindan p®(x,y) < 2p(x,y), herm > n, n,m — oo igin
P* (X, X)) + D Vs Yim) < 2p (X, Xm) + 2P (Y, Y) = 0.
Boylece {x,} ve {y,} dizileri (X,p®) uzayda Cauchy dizilerdir. Kismi metrik
uzay tam oldugundan Lemma 4. 2 den (X,p®) de tamdir dolayisiyla
lim,,,p° (X, x) =lim, L p°(yn,y) =0 olacak sekilde x,y € X vardir.
Lemma 4. 2 den
p(x,x) = lim p(xy, %) = lim p(en, %)

ve

Py, y) = limy e p(Yn, ) = limyse0 P (Vs Y)
elde edilir. (p2) ve(4. 9) dan

lim p(yn, yn) < lim p(yn, Yni1) =0
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=lim,_, p(yn' yn) =0
boylece

p(,y) = limy 0 D(Vn, ¥) = limy0o (Y, Y) = 0.
Benzer olarak

p(x,x) = lim p(x,, x) = lim p(x,, x,) =0
n—oo n—oo
elde edilir. Simdi teoremin (a) sikkini ispatlayalim.
x = limy e Xn = 1My o0 F (X411, Yne1) = FUiMy o0 Xppq, My 00 Yne1) =

F(x,y),
ve

Y =1limy o Yp = iMoo F(Yni1, Xpt1) = FLMy o Yy, imp o0 Xn41) =

F(y, x).

bdylece x = F(x,y) vey = F(y, x) elde edilir.

Simdi (b) sikkini ispatlayalim. {x,,} azalmayan bir dizi ve x, - x ve {y,}
artmayan bir dizi ve y,, - y oldugundan (b) sikkina gére her n igin x,, < x ve
Yn =y dir. (4. 1) den

p(F(x,y), F(xn, y))

< ~p(maks{p(x,x) + 0, y0), P F(,7)) + p (3, F(3,%)),

P (X, Xnt1) + Do Ynt1),
1
> [p(x, Xp41) + p(xn, F(x, )

+P W F (0, %)) + pns Yne)1D)
n — oo alirsak y tanimindan

PF (%), %ns1) <5 @0 FO6Y) +p(, F(,5)), (4. 10)
ve benzer olarak
P(F(, %), Yns1) <5 @ FO6y) +p(3, F(, ). (4.11)

Hipotezden ve (4. 10) dan
p(x, F(x,)) < p(x, Xn11) + P(%ns1, F(6, 1)) = P(ns1, Xni1)
< 0, xn) + p(F(n, ¥0) , F (%, 7))
<plox) +5 @ Fy) +p(n, FO,x).  (4.12)

Benzer olarak (4. 11) den
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PV, F3, %) < p Yne1) + D(nsv, F0, X)) = DWnsts Ynst)
< p(,yn) + P(F O %) , F (3, X))
<pym) + 3P Fey) +p(n, F,x).  (4.13)
n — oo iken (4. 12), (4. 13) ve her x,y € X i¢in 0 < p(x, y) oldugundan
p(x, F(x, ) +p(y, F(y,x)) < p(x,F(x,y)) + p(y, F(y, %))
ve
P, F(y,x) +p(x,F(x,y)) =0
olur ve bdylece
p(y, F(y,x) = p(x,F(x,y)) =0
elde edilir. Dolayisiyla F(x,y) = x ve F(y,x) =y dir. O

Simdi ispatladigimiz teoremle ilgili bir 6rnek verelim.
4. 3. Ornek

X =[0,1], (X, <) kismen sirali kime ve p(x,y) = max{x, y}, X Uzerinde kismi
metrik olsun. X asagidaki 6zellikleri saglasin:
(i) {x,} azalmayan dizisi x noktasina yakinsiyorsa, o zaman her
nigin  x, <x,

(i) {y,} artmayan dizisi y noktasina yakinsiyorsa, o zaman her n
icin y < y,.
Hert > 0icin Y(t) = % ve F: XXX ->X,F(x,y) = l—colsun.

F surekli ve X de monoton 6zelligi vardir. X de x, = 0,y, = i vardir oyle Ki

0=1xy<F(xg,5) =0 ve i=y0 > F (o, x0) =% dir. x,y,u,v € X ve (x,y) <

(u, v) olsun.
p(F(x,y), F(u,v)) = maks {%%} = %
< %ll)(maks{u +y,x+y,u+v, %[p (x,%) +p (u,%) +p (v'y%x) N

P2
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asikardir dolayisiyla (4. 1) saglanir. Boylece F nin X de ikili sabit noktasi
vardir ve F(0,0) = 0 dir.

4. 9. Teorem

Teorem 4. 8 de X x X deki her (x,y) ve (z,t) icin X X X de (x,y) ve (z,t) ile

kiyaslanabilir (u, v) varsa F nin bir tek ikili sabit noktasi vardir.
Ispat

Teorem 4. 8 den F nin ikili sabit noktalar kimesi bog degildir. (x,y) ve (z,t)
F nin ikili sabit noktalari olsun yani x = F(x,y),y = F(y,x),z = F(z,t) ve
t = F(t,z) olsun. x = z ve y = t oldugunu gdstermeliyiz. Her n > 0 igin

U =U Vo=V, Uppr =FUp V), Vni1 = F(Vn uy)

olacak sekilde {u,} ve {v,} dizilerini tanimlayalim.

(w,v) ile (x,y) kyaslanabilir oldugundan (x,y) = (u,v) = (uy, v,) alabiliriz.
Tumevarimla her n = 0 igin

(x,y) = (up, vn) (4.14)
oldugunu goéruyoruz. Teorem 4. 8 ispatindaki gibi {u,} ve {v,} dizileri (X, p®)

uzayinda Cauchy dizileridir. Boylece
p(e,e) = lim p(e,u,) = lim p(u,,u,) =0

n—-oo n,m—-oco

(4. 15)

p(g,9) = lim p(g,vp) = lim p(vp, v,) =0
olacak sekilde e,g € X vardir. Her t > 0 i¢in (t) <t oldugunu biliyoruz.
Ayricap(x,x) +p(y,y) < p(x,u,) + p(y,v,) dir. (4. 1) ve (4. 14) den
P Ungs) = POF (6, ¥), F(itn, v) < 5 (p(maks{pe,un) + p(, v2),
p(x,x) + (v, ¥), p(Un, Uns1) + P(Vn, Vnsa),
~[P(xty) + P, tner) + 2, 00) + PO, vn+1)]})) (4. 16)
elde edilir. (4. 15) ve (4. 16) dan n — oo iken

POt Uner) <5 (P Uy) + (7, 70)), (4.17)
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ve benzer olarak

PO, Vnar) <5 (P06 Un) + (7, V0)) (4.18)
elde edilir. lim,,_, op(Up, Up41) + P(Vp, Vpy1) = 0 0ldugundan n — oo iken
P, Uny1) + PV, Vnia) < pOx Up) + DU, Untr) — P(Un, Up)

+p (¥, vn) + (W, Vnt1) — P(Vn, V)

< p(x,up) +p(y, vn) (4.19)
elde edilir. Boylece {p(x,u,) + p(y,v,)} azalan dizidir ve lim,_, p(x,u,) +
p(y,v,) = a olacak sekilde bir « = 0 vardir. @ = 0 oldugunu goéstermeliyiz.
a > 0 diyelim.n — oo iken (4. 19) dan

a<a

elde edilir. Boylece a = 0 dir ve lim,,_,,p(x,u,) + p(y,v,) = 0 ve

lim,,_,p(x, u,) = lim,_, p(y,v,) =0 dir. Simdi

0 < lim,,p(x, x) <lim,,,p(x,u,) =0 (4. 20)
ve
0 <lim, e p(Uy uy ) <lim,_,p(,u,) =0 4. 21)

oldugundan, (4. 20) ve (4. 21) den
lim, e p(up, Uy ) = lim, o, p(x,u,) = p(x,x) =0 dir. Bdylece u, »x ve
benzer olarak v, -y dir. Benzer olarak u, -z ve v, -t oldugunu

gosterebiliriz. Boylece x = zve y =t dir. o

4. 9. Teorem

Teorem 4. 8 de x, ve y, karsilastirilabilir ve (x,y), F nin ikili sabit noktasi ise

0 zaman x = y dir.

Ispat

Xo < Yo olsun. Her n igin F(x,,,V,) = Xp41 V€ F(Vy, X,) = Yn4+1 OlMak Uzere
X, <y, oldugunu godsterelim. n=0 igin x, <y, saglanir. F nin karigik
monoton 6zelligi oldugundan

Xn+1 = F(xnr yn) < F(ynr yn) < F(yn; xn) < Vn+1
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elde edilir, yani her n i¢in x,, < y,, dir.

X, < Yn iken (4. 1) den

P i1, Ynv1) = PF (e, Yn), F (Y, %))

< ~(maks{2pCn, V), POt Xne1) + PO Va1 P s Xna1) + PO Yt

1
E [zp(xnrxn+1) + zp(yn: Yn+1)]})

< p(xn, Yn) (4.22)
elde edilir. Boylece {p(x,,y,)} bir azalan dizidir ve lim,_ ., p(x,,V,) =71
olacak sekilde bir r > 0 vardir. n — o iken (4. 22) den

r<r
elde edilir, bdylece r = 0 dir. Teorem (4. 1) in ispatindaki gibi lim,,_,, x,, = x
and lim,,_,, y, =y dir, yani lim,_. p(x,, y,,) = p(x,y) = 0 dir. Boylece x =

yelde edilir. O
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5. Sonug¢

ik bélimde sabit nokta kavrami ile kismi metrik uzayda verilen sabit nokta

teoremleri hakkinda bilgi verilmigtir.

ikinci bolimde ise metrik uzayda ikili sabit nokta tanimi ve gelecek

bdlimlerde kullanilacak bazi temel teoremler verilmigtir.

Uglincti boéliimde metrik uzayda ikili sabit nokta teoremleri ve bu teoremiin

integral denkleminin ¢ézimuande kullanimi verilmistir.

Doérdlinct bolimde kismi metrik uzayda temel tanimlar, kismi metrik
topolojisi, sabit nokta ve ikili sabit nokta teoremler ve bu teoremle ilgili ornek

verilmigtir.
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