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1.Giriş 
 

ܺ boştan farklı bir küme ve ܶ: ܺ ՜ ܺ bir dönüşüm olsun.  ݔ ൌ  olacak ݔܶ

şekilde bir ݔ א ܺ  noktasına ܶ dönüşümünün sabit noktası denir. Örneğin, 

ܺ ൌ ሺ0, 1ሿ olsun. ܶ: ܺ ՜ ݔܶ ,ܺ ൌ ଴ݔ ଶ içinݔ ൌ 1 bir sabit noktadır. 

ܺ ൌ ሺെ∞, ൅∞ሻ olsun. ܶ: ܺ ՜ ݔܶ ,ܺ ൌ ଴ݔ ଷ içinݔ ൌ െ1, ݔଵ ൌ 0 ve ݔଶ ൌ 1 sabit 

noktalardır. 

 

ܺ ൌ ቂ0, గ
ଶ

ቃ olsun. ܶ: ܺ ՜ ݔܶ ,ܺ ൌ sin ଴ݔ için ݔ ൌ 0 bir sabit noktdır. 

 

Bir ݔ א ܺ   için ܶሺݔሻ ؿ ܺ bir küme ise yani, ܶ bir çoğul değerli dönüşüm ise o 

zaman ݔ א ݔ olacak şekilde ݔܶ א ܺ   noktasına  ܶ çoğul değerli dönüşümünün 

bir sabit noktası denir 

.  

ሺܺ, ݀ሻ bir metrik uzay ve ܶ: ܺ ՜ ܺ dönüşümü verilsin. Her ݔ, ݕ א ܺ ve ݔ ്  ݕ

için ݀ሺܶݔ, ሻݕܶ ൏ ݀ሺݔ,  .ሻ ise ܶ ye büzülme denirݕ

 

Her ݔ, ݕ א ܺ ve 0 ൑ ݇ ൏ ∞ için ݀ሺܶݔ, ሻݕܶ ൑ ݇݀ሺݔ,  ,ሻ ise ܶ ye Lipschitz sürekliݕ

0 ൑ ݇ ൏ 1 için ܶ ye ݇-büzülme, ݇ ൌ 1 ise ܶ ye genişlemeyen (nonexpansive) 

büzülme denir. Genişlemeyen büzülmelerde her ߝ ൐ 0 için ݀ሺݔ, ሻݕ ൏ ߜ ฺ

݀ሺܶݔ, ሻݕܶ ൑  vardır, böylece genişlemeyen büzülmeler ߜ olacak şekilde bir ߝ

süreklidir. 

 

Tam metrik uzaylar üzerinde sabit nokta teoremi çalışmaları Banach ile 

başlamıştır. Banach büzülme dönüşüm prensibi olarak da bilinen aşağıdaki 

teoremi vermiştir. 

 

“ሺܺ, ݀ሻ bir tam metrik uzay ve ݂: ܺ ՜ ܺ dönüşümü her ݔ, ݕ א ܺ ve bir ߙ א

ሾ0, 1ሻ için ݀ሺ݂ݔ, ሻݕ݂ ൑ ,ݔሺ݀ߙ  ሻ eşitsizliğini sağlıyorsa ݂ dönüşümü bir tekݕ

ݖ א ܺ sabit noktasına sahiptir, üstelik her ݔ א ܺ için ݕ௡ ൌ ݂௡ݔ şeklinde 

tanımlanan ሼݕ௡ሽ dizisi ݖ noktasına yakınsar.” 
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    Bir ܲ koniği, ܧ Banach uzayının bir altkümesidir öyle ki 

       ሺіሻ  ܲ Kapalı, boştan farklı ve ܲ ് ሼ0ሽ 

        ሺііሻ  ܽ, ܾ negatif olmayan reel sayılar ve ݔ,      ise, o zaman ܲ߳ݕ

ݔܽ                  ൅  ܲ߳ݕܾ

      ሺіііሻ ܲ ת ሺെܲሻ ൌ ሼ0ሽ 

dır. 

 

,ݔ bir sabit ve  0 ܯ       olsun. Her 0 ܧ߳ݕ ൑ ݔ ൑ ൑ ݔ  için ݕ  şartı  ݕ ܯ

sağlanıyorsa ܲ bir normal koniktir denir.  

 

   1992 de Matthews kısmi metriği uzaklık fonksiyonunun bir genelleştirilmiş 

hali olarak tanımladı ሾ1ሿ, ሾ7ሿ, ሾ8ሿ, ሾ10ሿ, ሾ12ሿ. Metrik tanımında ݔ ൌ ݕ ฻

݀ሺݔ, ሻݕ ൌ 0 olduğunu biliyoruz ama kısmi metrik de ݔ ൌ  olduğu zaman ݕ

,ݔሺ݌  ሻ sıfırdan farklı olabilir.  Matthews kısmi metrik uzayı için Banach sabitݕ

nokta teoremini ispatladı. Kısmi metrik kavramı özellikle Bilgisayar, 

enformasyon ve Biyoloji bilimlerinde önemli role sahiptir ሾ9ሿ. 

 

Matthew, Banach büzülme teoremini kısmi metrik uzaylarında genişletilmiştir. 

ሾ1ሿ, ሾ7ሿ, ሾ8ሿ, ሾ10ሿ, ሾ12ሿ.  
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2. Bazı Temel Kavramlar ve Teoremler  
 
Bu bölümde ileride kullanacağımız bazı temel tanımlara ve teoremlere yer 

verilecektir. 

 

2. 1. Tanım 

 

:ܨ  ܺ ൈ ܺ ՜ ܺ bir dönüşüm ve ሺݔ, ሻ߳ܺݕ ൈ ܺ olsun. Eğer 

,ݔሺܨ  ሻݕ ൌ ,ݕሺܨ ve ݔ ሻݔ ൌ  ݕ

ise, o zaman ሺݔ,  .dönüşümünün ikili sabit noktasıdır denir ܨ ሻ ikilisiݕ

 

2. 1. Örnek 

 

(1) ܺ ൌ ሾ0, 1ሿ olsun. ܨ: ܺ ൈ ܺ ՜ ,ݔሺܨ ,ܺ ሻݕ ൌ ඥݕݔ  dönüşümünü tanımlayalım. 

O zaman ܨሺ0, 0ሻ ൌ 0 ve ܨሺ1, 1ሻ ൌ 1 dir, yani ሺ0, 0ሻ ve ሺ1, 1ሻ ikilileri ܨ nin ikili 

sabit noktalarıdır.  

(2) ܺ ൌ ሾെ1, 0ሻ ve ܨ: ܺ ൈ ܺ ՜ ,ݔሺܨ ,ܺ ሻݕ ൌ ௫ା௬
ଶ

 olsun. Bu durumda ሺݔ, ሻݕ ൌ

ሺെ1, െ1ሻ bu dönüşümün ikili sabit noktasıdır. 

(3) ܺ ൌ ሺ0, 1ሻ ve ܨ: ܺ ൈ ܺ ՜ ,ݔሺܨ ,ܺ ሻݕ ൌ ௫ି௬
ଶ

 olsun. Bu durumda ܨ nin ܺ de 

sabit noktası yoktur. 

 

2. 2. Tanım 

 

ሺܺ, ൑ሻ  kısmen sıralı küme ve ܨ: ܺ ൈ ܺ ՜ ܺ  bir dönüşüm olsun. Her ݔ, ݕ א ܺ 

için 

,ଵݔ          ଶݔ א ܺ  ve  ݔଵ ൑ ଶݔ   ฺ ,ଵݔሺܨ ሻݕ ൑ ,ଶݔሺܨ                        ,ሻݕ

                                                                                                                                                

,ଵݕ          ଶݕ א ܺ  ve  ݕଵ ൑ ଶݕ  ฺ ,ݔሺܨ ଶሻݕ ൑ ,ݔሺܨ                          ଵሻݕ

koşulları sağlanıyorsa, ܨ, ܺ de karışık monoton özelliğine sahiptir denir. 
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2. 3. Tanım 

 

ሺܺ, ൑ሻ  kısmen sıralı küme, ܨ: ܺ ൈ ܺ ՜ ܺ ve ݃ ׷ ܺ ՜ ܺ olsun. Her ݔ, א ݕ ܺ 

için  

,ଵݔ    ଶݔ א ܺ,       ݃ሺ ݔଵሻ ൑  ݃ሺݔଶሻ  ฺ ,ଵݔሺܨ ሻݕ ൑ ,ଶݔሺܨ                      ,ሻݕ

,ଵݕ    ଶݕ א ܺ,       ݃ሺ ݕଵሻ ൑ ݃ሺݕଶሻ   ฺ ,ݔሺܨ ଵሻݕ ൒ ,ݔሺܨ                       ଶሻݕ

koşulları sağlanıyorsa, ܨ karışık ݃-monoton özelliğine sahiptir denir.       

 

2. 4. Tanım 

 

ܺ :ܨ ൈ ܺ ՜ ܺ ve ݃ ׷ ܺ ՜ ܺ iki dönüşüm olsun. 

,ݔሺܨ                ሻݕ ൌ ݃ሺݔሻ,              ܨሺݕ, ሻݔ ൌ ݃ሺݕሻ 

olacak şekilde ሺݔ, ሻ߳ܺݕ ൈ ܺ varsa, ሺݔ,  ve ݃ nin çakışık ikili ܨ ሻ ikilisineݕ

noktasıdır denir. 

 

2. 2. Örnek 

 

ܺ ൌ ሾെ1, 1ሿ olsun. ܨ: ܺ ൈ ܺ ՜ ,ݔሺܨ  ,ܺ ሻݕ ൌ ௫ା௬
ଶ

 ve ݃ ׷ ܺ ՜ ܺ, ݃ሺݔሻ ൌ  ଶ ikiݔ

dönüşüm olsun. ܨሺ1, 1ሻ ൌ 1 ve ݃ሺ1ሻ ൌ 1 dir, yani ሺ1, 1ሻ ikilisi ܨ ve ݃ nin 

çakışık ikili noktasıdır. 

 

2. 5. Tanım 

 

Boş olmayan bir ܺ kümesi ve bir ݀: ܺ ൈ ܺ ՜ Թ,   ሺݔ, ሻݕ ՜ ݀ሺݔ,  ሻ dönüşümüݕ

verilsin. Eğer ݀ dönüşümü her ݔ, ,ݕ ݖ א ܺ için 

(d1) ݀ሺݔ, ሻݕ ൒ 0, 

(d2) ݀ሺݔ, ሻݕ ൌ 0 ฻ ݔ ൌ  ,ݕ

(d3) ݀ሺݔ, ሻݕ ൌ ݀ሺݕ,  ,ሻݔ

(d4) ݀ሺݔ, ሻݖ ൑ ݀ሺݔ, ሻݕ ൅ ݀ሺݕ,  ሻ,     (üçgen eşitsizliği)ݖ

özelliklerini sağlıyorsa ܺ üzerinde uzaklık fonksiyonu ya da metrik adını alır 

ve bu durumda ሺܺ, ݀ሻ ikilisine bir metrik uzay denir. 



5 
 

Bu tanımda Թ yerine ܧ Banach uzayı yazılmış olsaydı ሺܺ, ݀ሻ ikilisi Banach 

değerli metrik uzayı adını alacaktı. 

 

2. 1. Önerme 

 

Eğer ݀ fonksiyonu (d1), (d3), (d4) aksiyomlarını ve (d2)’nin yalnızca yeter 

şartını sağlıyorsa, ݀ metriğine ܺ üzerinde bir pseudo metrik (yarı metrik) 

denir. 

 

2. 3. Örnek 

 

ܺ ൌ ሼܽ, ܾሽ ve ݀: ܺ ൈ ܺ ՜ Թ  fonksiyonunu alalım. 

݀ ൌ ൛൫ሺܽ, ܽሻ, 0൯, ൫ሺܾ, ܾሻ, 0൯, ൫ሺܽ, ܾሻ, 1൯, ሺሺܾ, ܽሻ, 1ሻൟ 

metrik olma şartlarını sağlar, dolayısıyla ሺܺ, ݀ሻ bir metrik uzaydır. 

 

2. 6. Tanım 

 

ሺܺ, ݀ሻ bir metrik uzay, ݔ א ܺ ve ߝ ൐ 0 olsun. ݔ’in ݀ metrik uzayında sırayla 

açık ve kapalı komşulukları 

,ݔሺܤ ሻߝ ൌ ሼݕ א ܺ:  ݀ሺݔ, ሻݕ ൏ ,ݔതሺܤ   ,ሽߝ ሻߝ ൌ ሼݕ א ܺ:  ݀ሺݔ, ሻݕ ൑  ሽߝ

 ile tanımlanır. 

 

2. 7. Tanım 

 

ሼݔ௡ሽ, ሺܺ, ݀ሻ metrik uzayında bir dizi ve ݔ א ܺ olsun. Eğer her ߝ ൐ 0 için, bir 

݉ א Գ vardır öyle ki her ݊ ൒ ݉ için ݀ሺݔ, ௡ሻݔ ൏ ,௡ሽݔoluyorsa ሼ ߝ  noktasına ݔ

yakınsıyor denir ve ݊ ՜ ∞ iken ݔ௡ ՜ veya lim௡՜ஶ ݔ ௡ݔ ൌ  .ile gösterilir ݔ
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2. 8. Tanım 

 

ሺܺ, ݀ሻ bir metrik uzay ve ሼݔ௡ሽ bu uzayda bir dizi olsun. ߝ ൐ 0 için,  ݉, ݊ ൐ ܰ 

olmak üzere  

݀ሺݔ௡, ௠ሻݔ ൏  ߝ

şartını sağlayan bir ܰ ൌ ܰሺߝሻ varsa ሼݔ௡ሽ dizisine Cauchy dizisi denir. 

 

2. 9. Tanım 

 

Bir ሺܺ, ݀ሻ metrik uzayındaki her Cauchy dizisi uzayın bir elemanına 

yakınsıyorsa, ܺ uzayına tam metrik uzay denir. ܺ de her ሼݔ௡ሽ dizisinin bir 

altdizisi ሼݔ௡௜ሽ  olsun öyle ki ൛ݔ௡௜ൟ, ܺ de yakınsak ise, o zaman ሺܺ, ݀ሻ metrik 

uzayına dizisel kompakttır denir. 

 

2. 1. Önerme 

 

ሺܺ, ݀ሻ bir metrik uzay olsun. ሼݔ௡ሽ ve ሼݕ௡ሽ, ݊ ՜ ∞ iken ݔ௡ ՜ ௡ݕ ve ݔ ՜  ݕ

olacak şekilde ܺ’ de iki dizi olsun. O zaman ݊ ՜ ∞ iken ݀ሺݔ௡, ௡ሻݕ ൌ ݀ሺݔ,  ሻݕ

dır. 

 

2. 10. Tanım 

 

ሺܺ, ݀ሻ bir Banach değerli metrik uzay ve ܶ: ܺ ՜ ܺ bir dönüşüm olsun. ܺ de 

ሼݔ௡ሽ௡אԳ dizisi için 

lim
௡՜ஶ

௡ݔ ൌ ݔ ฺ lim
௡՜ஶ

ܶሺ ௡ሻݔ ൌ ܶሺݔሻ 

oluyorsa ܶ süreklidir.  

 

Huang ve Zhang ܧ Banach uzayı üzerinde aşağıdaki teoremi ispatlamışlar. 
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2. 1. Teorem 

 

ሺܺ, ݀ሻ bir tam metrik uzay ve ܲ, ݇ .sabitli bir normal konik olsun ܯ א

ሾ0,1ሻ sabiti için ܶ: ܺ ՜ ܺ dönüşümü her ݔ, ݕ א ܺ için 

݀ሺܶݔ, ሻݕܶ ൑ ݇݀ሺݔ,           ሻݕ

koşulunu sağlıyorsa ܶ nin ܺ de bir tek sabit noktası vardır ve her ݔ א ܺ için 

iterasyon ሼܶ௡ݔሽ dizisi bir tek noktaya yakınsar. 
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3. METRİK UZAYLARDA SABİT NOKTA TEOREMLERİ 
 
3. 1. Metrik Uzayda İkili Sabit Nokta Teoremleri 
 

F. Sabetghadam  ikili sabit nokta için aşağıdaki teoremi ispatlamıştır. 

 

3. 1. Teorem 

 

ሺܺ, ݀ሻ tam metrik uzay olsun. ܨ: ܺ ൈ ܺ ՜ ܺ dönüşümü, ݇, ݈ negatif olmayan 

sabitler ve ݇ ൅ ݈ ൏ 1 olmak üzere, her ݔ, ,ݕ ,ݑ ݒ א ܺ için  

݀൫ܨሺݔ, ,ሻݕ ,ݑሺܨ ሻ൯ݒ ൑ ݇݀ሺݔ, ሻݑ ൅ ݈݀ሺݕ,  ሻ          (3.1)ݒ

koşulunu sağlıyorsa, ܨ nin ܺ de bir ikili sabit noktası vardır. 

Bu teoremin bir sonucu aşağıda verilmiştir 

 

3. 1. Sonuç 

 

ሺܺ, ݀ሻ  bir tam metrik uzayı olsun. Her bir ݔ, ,ݕ ,ݑ :ܨ için ܺ߳ݒ ܺ  ܺ ՜ ܺ 

dönüşümü, ݇߳ሾ0,1ሻ  bir sabit olmak üzere,  

        ݀൫ܨሺݔ, ,ሻݕ ,ݑሺܨ ሻ൯ݒ ൑ ௞
ଶ
 ൫݀ሺݔ, ሻݑ ൅ ݀ሺݕ,                                            ሻ൯,                    (3. 2)ݒ

şartını sağlıyorsa ܨ  nin bir tek sabit noktası vardır. 

 

3. 1. Örnek 

 

ܧ ൌ Թ² ,  ܲ ൌ ሼሺݔ, :ሻ߳Թଶݕ ,ݔ ݕ ൒ 0ሽ ك Թ², ve ܺ ൌ ሾ0,1ሿ olsun. 

݀: ܺ  ܺ ՜ ,ݔሺ݀ ,ܧ ሻݕ ൌ ሺפ ݔ െ ݕ ,פ פ ݔ െ ݕ ,ሻ tanımlayalım. O zaman ሺܺפ ݀ሻ bir 

tam Banach değerli metrik uzaydır. ܨ: ܺ  ܺ ՜ ܺ, ,ݔሺܨ ሻݕ ൌ ሺݔ ൅ ሻݕ 6⁄   

dönüşümünü gözönüne alırsak ܨ ,  ݇ ൌ 1 3⁄   için (3. 2) deki büzülme koşulunu 

sağlar, gerçekten 
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݀൫ܨሺݔ, ,ሻݕ ,ݑሺܨ ሻ൯ݒ ൌ ݀ ቀ௫ା௬
଺

, ௨ା௩
଺

ቁ ൌ ଵ
଺

݀ሺݔ ൅ ,ݕ ݑ ൅ ሻݒ ൌ ଵ
଺

ᇖሺ|ݔ ൅ ݕ െ ݑ െ ,|ݒ ݔ| ൅

ݕ െ ݑ െ ሻᇗ|ݒ ൌ ଵ
଺

ᇖפ ݔ െ ݑ ൅ ݕ െ ݒ ,פ פ ݔ െ ݑ ൅ ݕ െ ݒ ᇗפ ൑ ଵ
଺

ᇖפ ݔ െ ݑ פ ൅פ ݕ െ ݒ ,פ פ

ݔ െ ݑ פ ൅פ ݕ െ ݒ ᇗפ ൌ ଵ
଺

൫݀ሺݔ, ሻݑ ൅ ݀ሺݕ,             . ሻ൯ݒ

Böylece sonuç 3. 1 den ܨ  nin bir ikili sabit noktası vardır ki o nokta ሺ0, 0ሻ dır. 

Eğer ܨ: ܺ ൈ ܺ ՜ ,ݔሺܨ  ,ܺ ሻݕ ൌ ௫ା௬
ଶ

 şeklinde tanımlansaydı  ܨ  fonksiyonu  

݇ ൌ 1 için  ሺ3. 2ሻ koşulunu sağlayacaktı, 

 

     ݀൫ܨሺݔ, ,ሻݕ ,ݑሺܨ ሻ൯ݒ ൑ ଵ
ଶ

൫݀ሺݔ, ሻݑ ൅ ݀ሺݕ,  ሻ൯                      (3.4)ݒ

ሺ1,1ሻܨ      ൌ 1 

 

Buradan ሺ0, 0ሻ ve ሺ1, 1ሻ noktaları ܨ nin ikili sabit noktaları olur böylece ܨ nin 

ikili sabit noktası birden fazla olacaktı, yani sonuç 3. 1 ve Teorem 3. 1 de ܨ 

nin bir tek sabit noktası olması için ݇ ൏ 1 ve ݇ ൅ ݈ ൏ 1 koşullarının 

sağlanması gerekir. 

 

Şimdi bu çalışmadaki teoremlerin ispatında kullanılan Bhaskar ve 

Lakshmikantham teoremlerini ifade edelim. 

 

3. 2. Teorem 

 

(Bhaskar ve Lakshmikantham Teoremi 1) ሺܺ, ൑ሻ  kısmen sıralı küme, 

ሺܺ, ݀ሻ tam metrik uzay, ܨ: ܺ ൈ ܺ ՜ ܺ, ܺ üzerinde karışık monoton özelliği 

olan sürekli bir dönüşüm olsun. ݇ א ሾ0,1ሻ ve her ݔ ൒ , ݑ ݕ ൑  için  ݒ

݀൫ܨሺݔ, ,ሻݕ ,ݑሺܨ ሻ൯ݒ ൑
݇
2

ሾ݀ሺݔ, ሻݑ ൅ ݀ሺݕ,  ሻሿݒ

olsun.  ݔ଴ ൑ ,଴ݔሺܨ ଴ݕ     ଴ሻ    veݕ ൒ ,଴ݕሺܨ ,଴ݔ ଴ሻ olacak şekildeݔ ଴ݕ א ܺ varsa, o 

zaman ݔ ൌ ,ݔሺܨ ݕ  ሻ veݕ ൌ ,ݕሺܨ ,ݔ ሻ olacak şekildeݔ ݕ א ܺ vardır. 

 

 

 



10 
 

İݐܽ݌ݏ 

 

଴ݔ ൑ ,଴ݔሺܨ ଴ሻݕ ൌ ଴ݕ  ଵ veݔ ൒ ,଴ݕሺܨ ଴ሻݔ ൌ ଶݔ .ଵ diyelimݕ ൌ ,ଵݔሺܨ ଶݕ ଵሻ veݕ ൌ

,ଵݕሺܨ  ଵሻ dersekݔ

 

,଴ݔଶሺܨ   ଴ሻݕ ൌ ,଴ݔሺܨ൫ܨ ,଴ሻݕ ,଴ݕሺܨ ଴ሻ൯ݔ ൌ ,ଵݔሺܨ ଵሻݕ ൌ  ଶݔ

,଴ݕଶሺܨ   ଴ሻݔ ൌ ,଴ݕሺܨ൫ܨ ,଴ሻݔ ,଴ݔሺܨ ଴ሻ൯ݕ ൌ ,ଵݕሺܨ ଵሻݔ ൌ  .ଶݕ

 

  nin karışık monoton özelliği olduğundan ܨ 

 

ଶݔ    ൌ ,଴ݔଶሺܨ ଴ሻݕ ൌ ,ଵݔሺܨ ଵሻݕ ൒ ,଴ݔሺܨ  ଴ሻݕ ൌ  ଵݔ

ve 

ଶݕ    ൌ ,଴ݕଶሺܨ ଴ሻݔ ൌ ,ଵݕሺܨ ଵሻݔ ൑ ,଴ݕሺܨ ଴ሻݔ ൌ  ଵݕ

 

elde edilir. Böylece her ݊ ൌ 1,2,3, …  için 

௡ାଵݔ    ൌ ,଴ݔ௡ାଵሺܨ ଴ሻݕ ൌ ,଴ݔ௡ሺܨ൫ܨ ,଴ሻݕ ,଴ݕ௡ሺܨ  ଴ሻ൯ݔ

ve 

௡ାଵݕ    ൌ ,଴ݕ௡ାଵሺܨ ଴ሻݔ ൌ ,଴ݕ௡ሺܨ൫ܨ ,଴ሻݔ ,଴ݔ௡ሺܨ  .଴ሻ൯ݕ

 

yani 

  

଴ݔ  ൑ ,଴ݔሺܨ ଴ሻݕ ൌ ଵݔ ൑ ,଴ݔଶሺܨ ଴ሻݕ ൌ ଶݔ ൑ ڮ ൑ ,଴ݔ௡ାଵሺܨ ଴ሻݕ ൑  ڮ

ve 

଴ݕ  ൒ ,଴ݕሺܨ ଴ሻݔ ൌ ଵݕ ൒ ,଴ݕଶሺܨ ଴ሻݔ ൌ ଶݕ ൒ ڮ ൒ ,଴ݕ௡ାଵሺܨ ଴ሻݔ ൒   ڮ

 

elde edilir. İddia ediyoruz ki her ݊ א Գ için  

  ݀൫ܨ௡ାଵሺݔ଴, ,଴ሻݕ ,଴ݔ௡ሺܨ ଴ሻ൯ݕ ൑ ௞೙

ଶ
ሾ݀ሺܨሺݔ଴, ,଴ሻݕ ଴ሻݔ ൅ ݀ሺܨሺݕ଴, ,଴ሻݔ  ଴ሻሿ  (3. 5)ݕ

ve 

  ݀൫ܨ௡ାଵሺݕ଴, ,଴ሻݔ ,଴ݕ௡ሺܨ ଴ሻ൯ݔ ൑ ௞೙

ଶ
ሾ݀ሺܨሺݕ଴, ,଴ሻݔ ଴ሻݕ ൅ ݀ሺܨሺݔ଴, ,଴ሻݕ   ଴ሻሿ  (3. 6)ݔ

  ݊ ൌ 1 için ݔ଴ ൑ ,଴ݔሺܨ ଴ݕ ଴ሻ   veݕ ൒ ,଴ݕሺܨ   ଴ሻ  olduğundanݔ
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݀൫ܨଶሺݔ଴, ,଴ሻݕ ,଴ݔሺܨ ଴ሻ൯ݕ ൌ ݀൫ܨሺܨሺݔ଴, ,଴ሻݕ ,଴ݕሺܨ ,଴ሻ ሻݔ ,଴ݔሺܨ  ଴ሻ൯   (hipotezden)ݕ

                                      ൑ ௞
ଶ

ሾ݀ሺ݀ሺܨሺݔ଴, ,଴ሻݕ ଴ሻݔ ൅ ݀ሺܨሺݕ଴, ,଴ሻݔ  .଴ሻሿݕ

 

elde edilir. Benzer olarak 

 

݀൫ܨଶሺݕ଴, ,଴ሻݔ ,଴ݕሺܨ ଴ሻ൯ݔ ൌ ݀൫ܨሺܨሺݕ଴, ,଴ሻݔ ,଴ݔሺܨ ,଴ሻ ሻݕ ,଴ݕሺܨ  ଴ሻ൯ݔ

        …………………… ൑ ௞
ଶ

ሾ݀ሺ݀ሺܨሺݕ଴, ,଴ሻݔ ଴ሻݕ ൅ ݀ሺܨሺݔ଴, ,଴ሻݕ  .଴ሻሿݔ

 

(3. 5), (3. 6) ve  

,଴ݔ௡ାଵሺܨ  ଴ሻݕ ൒ ,଴ݔ௡ሺܨ   ଴ሻݕ

Ve 

,଴ݕ௡ାଵሺܨ ଴ሻݔ ൑ ,଴ݕ௡ሺܨ  ଴ሻݔ

olduğundan  

 

݀൫ܨ௡ାଶሺݔ଴, ,଴ሻݕ ,଴ݔ௡ାଵ ሺܨ   ଴ሻ൯ݕ

ൌ ݀ሺܨ൫ܨ௡ାଵ ሺݔ଴, ,଴ሻݕ ,଴ݕ௡ାଵ ሺܨ ,଴ሻ൯ݔ ,଴ݔ௡ ሺܨሺܨ ,଴ሻݕ ,଴ݕ௡ ሺܨ  ଴ሻሻሻݔ

  ൑ ௞
ଶ

ൣ݀൫ܨ௡ାଵ ሺݔ଴, ,଴ሻݕ ,଴ݔ௡ ሺܨ ଴ሻ൯ݕ ൅ ݀ሺܨ௡ାଵ ሺݕ଴, ,଴ሻݔ ,଴ݕ௡ ሺܨ  ଴ሻሻ൧ݔ

  ൑ ௞೙శభ

ଶ
ሾ݀ሺܨሺݔ଴, ,଴ሻݕ ଴ሻݔ ൅ ݀ሺܨሺݕ଴, ,଴ሻݔ  .଴ሻሿݕ

elde edilir. Benzer olarak 

 

  ݀൫ܨ௡ାଶሺݕ଴, ,଴ሻݔ ,଴ݕ௡ାଵ ሺܨ ଴ሻ൯ݔ ൑ ௞೙శభ

ଶ
ሾ݀ሺܨሺݕ଴, ,଴ሻݔ ଴ሻݕ ൅ ݀ሺܨሺݔ଴, ,଴ሻݕ  .଴ሻሿݔ

 

Şimdi  ሼܨ௡ሺݔ଴, ,଴ݕ௡ ሺܨ଴ሻሽ  ve ሼݕ , ଴ሻሽݔ ܺ de Cauchy dizisi olduklarını 

gösterelim.  ݉ ൐ ݊ olsun. 

 

    ݀൫ܨ௡ሺݔ଴, ,଴ሻݕ ,଴ݔ௠ ሺܨ ଴ሻ൯ݕ ൑ ݀൫ܨ௠ ሺݔ଴, ,଴ሻݕ ,଴ݔ௠ିଵ ሺܨ  ଴ሻ൯ݕ

                                             ൅ ڮ ൅ ݀൫ܨ௡ାଵ ሺݔ଴, ,଴ሻݕ ,଴ݔ௡ ሺܨ  ଴ሻ൯ݕ

൑ ሺ௞೘షభାڮା௞೙ሻ
ଶ

ሾ݀ሺܨሺݕ଴, ,଴ሻݔ ଴ሻݕ ൅   ݀ሺܨሺݔ଴, ,଴ሻݕ  .଴ሻሿݔ
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                        ൏ ௞೙

ଶሺଵି௞ሻ
ሾ݀ሺܨሺݕ଴, ,଴ሻݔ ଴ሻݕ ൅ ݀ሺܨሺݔ଴, ,଴ሻݕ  .଴ሻሿݔ

 

elde edilir. ݇ ൏ 1 olduğundan ሼܨ௡ሺݕ଴, ,଴ሻሽݔ ܺ de Cauchy dizisidir. Benzer 

olarak ሼܨ௡ሺݕ଴, ,଴ሻሽݔ ܺ de Cauchy dizisidir. ܺ tam metrik uzay olduğundan  

 

    lim௡՜ஶ ,଴ݔ௡ሺܨ ଴ሻݕ ൌ ve      lim௡՜ஶ      ݔ ,଴ݕ௡ሺܨ ଴ሻݔ ൌ  ݕ

 

 olacak şekilde ݔ, ݕ א ܺ vardır. ߝ ൐ 0 olsun. ܨ, ሺݔ,  ሻ  de sürekli olduğundanݕ
ఌ
ଶ

൐ 0 için ݀ሺݔ, ሻݑ ൅ ݀ሺݕ, ሻݒ ൏ ߜ olacak şekilde bir ߜ ൐ 0 vardır ve 

݀ሺܨሺݔ, ,ሻݕ ,ݑሺܨ ሻሻݒ ൏ ఌ
ଶ
 dir. 

 

       ሼܨ௡ሺݔ଴, ଴ሻሽݕ ՜ ,଴ݕ௡ሺܨve  ሼ ݔ ଴ሻሽݔ ՜ olduğundan, µ ݕ ൌ min ሺఌ
ଶ

, ఋ
ଶ
ሻ ൐ 0 için  

݊଴, ݉଴  vardır öyle ki  ݊ ൒ ݊଴ ve ݉ ൒ ݉଴  için 

    

  ݀ሺܨ௡ሺݔ଴, ,଴ሻݕ ሻݔ ൏ µ   ve   ݀ሺܨ௡ሺݕ଴, ,଴ሻݔ ሻݕ ൏ µ. 

 

Şimdi ݊ א Գ , ݊ ൒ ,ሼ݊଴ݔܽ݉ ݉଴ሽ  için 

 ݀ሺܨሺݔ, ,ሻݕ ሻݔ ൑ ݀൫ܨሺݔ, ,ሻݕ ,଴ݔ௡ାଵሺܨ ଴ሻ൯ݕ ൅ ݀ሺܨ௡ାଵሺݔ଴, ,଴ሻݕ  ሻݔ

                      ൌ ݀ ቀܨሺݔ, ,ሻݕ ,଴ݔ௡ሺܨ൫ܨ ,଴ሻݕ ,଴ݕ௡ሺܨ ଴ሻ൯ቁݔ ൅ ݀ሺܨ௡ାଵሺݔ଴, ,଴ሻݕ  ሻݔ

                       ൏ ఌ
ଶ

൅ µ ൑ ε. 

,ݔሺܨ keyfi olduğundan ߝ ሻݕ ൌ ,ݕሺܨ Benzer olarak .ݔ ሻݔ ൌ  □  .ݕ

 

3. 3. Teorem                

 

(Bhaskar ve Lakshmikantham Teoremi 2) ሺܺ, ൑ሻ  kısmen sıralı küme, 

ሺܺ, ݀ሻ tam metrik uzay olsun. ܺ, (i) ve (ii) koşullarını sağlasın: 

(i) ሼݔ௡ሽ azalmayan dizisi ݔ noktasına yakınsıyorsa, o zaman her ݊ için 

௡ݔ ൑  ,ݔ
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(ii) ሼݕ௡ሽ  artmayan dizisi ݕ noktasına yakınsıyorsa, o zaman her ݊  için 

ݕ ൑  .௡ݕ

:ܨ ܺ ൈ ܺ ՜ ܺ, ܺ üzerinde karışık monoton özelliği olan bir dönüşüm olsun. 

 ݇ א ሾ0,1ሻ  ve her ݔ ൒ , ݑ ݕ ൑  için  ݒ

݀൫ܨሺݔ, ,ሻݕ ,ݑሺܨ ሻ൯ݒ ൑
݇
2

ሾ݀ሺݔ, ሻݑ ൅ ݀ሺݕ,  ሻሿݒ

olsun.  

଴ݔ   ൑ ,଴ݔሺܨ ଴ݕ      ଴ሻ      veݕ ൒ ,଴ݕሺܨ  ଴ሻݔ

olacak şekilde ݔ଴, ଴ݕ א ܺ varsa, o zaman ݔ ൌ ,ݔሺܨ ݕ  ሻ veݕ ൌ ,ݕሺܨ  ሻ olacakݔ

şekilde ݔ, ݕ א ܺ vardır. 

 
3. 2. İkili Sabit Nokta Teoremlerin İntegral Denkleminde Uygulaması 

 

� aşağıdaki koşulları sağlayan ߮: ሾ0, ∞ሻ ՜ ሾ0, ∞ሻ fonksiyonların kümesi olsun 

     ሺ݅ሻ ߮ sürekli ve azalmayandır, 

    ሺ݅݅ሻ ߮ሺݐሻ ൌ 0 ancak ve ancak  ݐ ൌ 0 

   ሺ݅݅݅ሻ ݐ ׊, ݏ א ሾ0, ∞ሻ için ߮ሺݐ ൅ ሻݏ ൑ ߮ሺݐሻ ൅ ߮ሺݏሻ 

: aşağıdaki koşulları sağlayan ψ ߖ  ሾ0, ∞ሻ ՜ ሾ0, ∞ሻ fonksiyonların kümesi 

olsun 

 

ݎ ׊ ൐ 0 için lim௥՜௧ψሺtሻ ൐ 0 ve lim௧՜଴శ ψሺtሻ ൌ 0. 

Örneğin,  ߮ଵ ൌ ݇ ,ݐ݇ ൐ 0, ߮ଶሺݐሻ ൌ ௧
௧ାଵ

 , ߮ଷሺݐሻ ൌ ln ሺݐ ൅ 1ሻ ve ߮ସሺݐሻ ൌ ݉݅݊ሼݐ, 1ሽ 

fonksiyonları � ye aittir. 

ψଵ ൌ , ݐ݇ ݇ ൐ 0 , ψଶ ൌ ୪୬ ሺଶ௧ାଵሻ
ଶ

  fonksiyonları ise ߖ ye aittir. 

 

3. 4. Teorem 

 

ሺܺ, ൑ሻ bir kısmen sıralı küme, ሺܺ, ݀ሻ  bir tam metrik uzay ve ܨ: ܺ ൈ ܺ ՜ ܺ,

ܺ üzerinde karışık monoton özelliği olan bir dönüşüm olsun. ݔ଴, ଴ݕ  א ܺ ve 

଴ݔ                     ൑ ,଴ݔሺܨ ଴ݕ   ଴ሻ   veݕ ൒ ,଴ݕሺܨ       ଴ሻݔ

olsun. Her  ݔ, , ݕ ,ݑ ݒ א ܺ     , ݔ ൒ ݕ ve ݑ ൑   için ݒ
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   ߮൫݀ሺܨሺݔ, ,ሻݕ ,ݑሺܨ ሻሻ൯ݒ ൑ ଵ
ଶ

߮൫݀ሺݔ, ሻݑ ൅ ݀ሺݕ, ሻ൯ݒ െ ψሺௗሺ௫,௨ሻାௗሺ௬,௩ሻ
ଶ

ሻ    (2.1) 

koşulunu sağlayacak şekilde ߮ א Ԅ  ve ψ א  var olsun. Kabul edelim  ki  ߖ

(a) ܨ süreklidir  

veya 

      (b)  ܺ aşağıdaki özellikleri sağlasın: 

(i) ሼݔ௡ሽ azalmayan dizisi ݔ noktasına yakınsıyorsa, o zaman her  ݊ 

için    ݔ௡ ൑  ,ݔ

(ii) ሼݕ௡ሽ  artmayan dizisi ݕ noktasına yakınsıyorsa, o zaman her ݊  

için ݕ ൑  .௡ݕ

özellikleri sağlansın. O zaman  ݔ ൌ ,ݔሺܨ ݕ ሻ veݕ ൌ ,ݕሺܨ  ሻ olacak şekildeݔ

,ݔ ݕ א ܺ  vardır. Yani ܨ  nin ܺ de ikili sabit noktası vardır. 

  

3. 2. Sonuç 

 

ሺܺ, ൑ሻ bir kısmen sıralı küme, ሺܺ, ݀ሻ  bir tam metrik uzay ve ܨ: ܺ ൈ ܺ ՜ ܺ ,

ܺ üzerinde karışık monoton özelliği olan bir dönüşüm olsun. ݔ଴, ଴ݕ א ܺ ve 

଴ݔ                     ൑ ,଴ݔሺܨ ଴ݕ   ଴ሻ     veݕ ൒ ,଴ݕሺܨ  ଴ሻݔ

olsun. Her  ݔ, , ݕ ,ݑ ݒ א ܺ, ݔ ൒ ݕ ve   ݑ ൑   için   ݒ

  ݀ሺܨሺݔ, ,ሻݕ ,ݑሺܨ ሻሻ  ൑ݒ ଵ
ଶ

൫݀ሺݔ, ሻݑ ൅ ݀ሺݕ, ሻ൯ݒ െ ψሺௗሺ௫,௨ሻାௗሺ௬,௩ሻ
ଶ

ሻ     

koşulunu sağlayacak şekilde bir  ψ א  var olsun. Kabul edelim ki  ߖ

(a) ܨ süreklidir  

       veya 

      (b)  ܺ  aşağıdaki özellikleri sağlıyor: 

(i) ሼݔ௡ሽ azalmayan dizisi ݔ noktasına yakınsıyorsa, o zaman her  ݊ 

için    ݔ௡ ൑  ,ݔ

(ii) ሼݕ௡ሽ  artmayan dizisi ݕ noktasına yakınsıyorsa, o zaman her ݊  

için ݕ ൑  .௡ݕ

özellikleri sağlansın. O zaman  ݔ ൌ ,ݔሺܨ ݕ ሻ veݕ ൌ ,ݕሺܨ  ሻolacak şekildeݔ

,ݔ ݕ א ܺ  vardır. Yani ܨ  nin ܺ de ikili sabit noktası vardır  
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3. 3. Sonuç 

 

ሺܺ, ൑ሻ bir kısmen sıralı küme, ሺܺ, ݀ሻ  bir tam metrik uzay ve ܨ: ܺ ൈ ܺ ՜ ܺ,

ܺ üzerinde karışık monoton özelliği olan bir dönüşüm olsun. ݔ଴, ଴ݕ א ܺ ve 

଴ݔ                     ൑ ,଴ݔሺܨ ଴ݕ   ଴ሻ   veݕ ൒ ,଴ݕሺܨ     ଴ሻݔ

olsun. Her  ݔ, , ݕ ,ݑ ݒ א ܺ     , ݔ ൒ ݕ ve ݑ ൑   için ݒ

        ݀ሺܨሺݔ, ,ሻݕ ,ݑሺܨ ሻሻ  ൑ݒ ௞
ଶ

ሾ݀ሺݔ, ሻݑ ൅ ݀ሺݕ,  ሻሿݒ

olacak şekilde bir ݇ א ሾ0, ∞ሻ var olsun. kabul edelim ki 

(a) ܨ süreklidir  

veya 

 (b)  ܺ  aşağıdaki özellikleri sağlıyor: 

(i) ሼݔ௡ሽ azalmayan dizisi ݔ noktasına yakınsıyorsa, o zaman her  ݊ 

için    ݔ௡ ൑  ,ݔ

(ii) ሼݕ௡ሽ  artmayan dizisi ݕ noktasına yakınsıyorsa, o zaman her ݊  

için ݕ ൑  .௡ݕ

Özellikleri sağlansın. O zaman  ݔ ൌ ,ݔሺܨ ݕ ሻ veݕ ൌ ,ݕሺܨ  ሻolacak şekildeݔ

,ݔ ݕ א ܺ  vardır. Yani ܨ  nin ܺ de ikili sabit noktası vardır 

 Şimdi ikili sabit noktaların tek olduklarını gösterelim 

 

3.5. Teorem 

 

Teorem (3. 4) in hipotezinde her ሺݔ, ,ሻݕ ሺݖ, ሻݐ א ܺ ൈ ܺ  için ሺݔ, ,ݖሻ  ve ሺݕ  ሻ  ileݐ

kıyaslanacak şekilde bir ሺݑ, ሻݒ א ܺ ൈ ܺ var olsun. O zaman ܨ nin bir tek ikili 

sabit noktası vardır. 

 

3. 4. Sonuç               

 

Sonuç 3. 2 nin hipotezinde ܺ ൈ ܺ de ki her ሺݔ, ,ݖሻ ve ሺݕ ,ݔሻ için ሺݐ ,ݖሻ ve ሺݕ  ሻݐ

ile kıyaslanabilir bir ሺݑ, ሻݒ א  ܺ ൈ ܺ varsa o zaman ܨ nin bir tek ikili sabit 

noktası vardır. 
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3. 6. Teorem 

 

Teorem 3. 4 de ݔ଴ ve ݕ଴ kıyaslanabilir ise zaman ܨ nin sabit noktası vardır. 

 

3. 5. Sonuç 

 

Sonuç 3. 2 nin hipotezinde ݔ଴ ve ݕ଴ kıyaslanabilir ise zaman ܨ nin sabit 

noktası vardır. 

Şimdi yukarıdaki teoremler ve sonuçların bir integral denkleminin çözümünde 

kullanımını görelim. 

 

Nguyen Van Luong ve Nguyen Xuan Thuan yukarıdaki teoremleri kullanarak  

aşağıdaki integral denklemini çözmüşlerdir. 

 

Ө , aşağıdaki koşulları sağlayan tüm ߠ: ሾ0, ∞ሻ ՜ ሾ0, ∞ሻ fonksiyonlarını 

göstersin 

(i) ߠ artandır. 

(ii) Bir ψ א શ  vardır öyle ki her ݔ א ሾ0, ∞ሻ için  

ሻݔሺߠ ൌ ௫
ଶ

െ ψሺ௫
ଶ
ሻ. 

Örneğin 0 ൑ ݇ ൏ ଵ
ଶ
  iken  ߠଵሺݔሻ ൌ ሻݔଶሺߠ   , ݔ݇ ൌ ௫మ

ଶሺ௫ାଵሻ
ሻݔଷሺߠ   ݁ݒ   ൌ ௫

ଶ
െ ୪୬ ሺ௫ାଵሻ

ଶ
 

fonksiyonları Ө fonksiyonlardır. Aşağıdaki integral denklemini göz önüne 

alalım. ݐ א ܫ ൌ ሾܽ, ܾሿ  için 

ሻݐሺݔ  ൌ ׬ ൫݇ଵሺݐ, ሻݏ ൅ ݇ଶሺݐ, ሻ൯ݏ ቀ݂൫ݏ, ሻ൯ݏሺݔ ൅ ݃൫ݏ, ሻ൯ቁݏሺݔ ݏ݀ ൅ ݄ሺݐሻ௕
௔      (3.7) 

 integral denklemi 3.1. Varsayımı sağlasın. 

 

3. 1. Varsayım 

 

(i) ݇ଵሺݏ, ሻݐ ൒ 0  ve her ݐ, ݏ א ሾܽ, ܾሿ için ݇ଶሺݏ, ሻݐ ൑ 0. 

(ii) Bir ߣ , ߤ ൐ 0 ve ߠ א   vardır öyle ki her ݔ, ݕ א Թ , ݔ ൒  için ݕ

0 ൑ ݂ሺݐ, ሻݔ െ ݂ሺݐ, ሻݕ ൑ ݔሺߠߣ െ  ሻݕ
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ve  

െߠߤሺݔ െ ሻݕ ൑ ݃ሺݐ, ሻݔ െ ݃ሺݐ, ሻݕ ൑ 0 

                 ሺ݅݅݅ሻ      maxሼߣ, ூא௧݌ݑݏሽߤ ׬ ሺ݇ଵሺݐ, ሻݏ െ ݇ଶሺݐ, ݏሻሻ݀ݏ ൑ ଵ
ଶ

௕
௔ . 

 

3. 1. Tanım 

 

Her ݐ א ሾܽ, ܾሿ için ߙሺݐሻ ൑   ,ሻݐሺߚ 

ሻݐሺߙ             ൑ ׬ ݇ଵሺݐ, ௕,ݏሻሺ݂ሺݏ
௔ ሻሻݏሺߙ ൅ ݃ሺݏ,   ݏሻሻሻ݀ݏሺߚ

                    ൅ ׬ ݇ଶሺݐ, ௕,ݏሻሺ݂ሺݏ
௔ ሻሻݏሺߚ ൅ ݃ሺݏ, ݏሻሻሻ݀ݏሺߙ ൅ ݄ሺݐሻ 

ve 

ሻݐሺߚ            ൒ ׬ ݇ଵሺݐ, ௕,ݏሻሺ݂ሺݏ
௔ ሻሻݏሺߚ ൅ ݃ሺݏ,   ݏሻሻሻ݀ݏሺߙ

                   ൅ ׬ ݇ଶሺݐ, ௕,ݏሻሺ݂ሺݏ
௔ ሻሻݏሺߙ ൅ ݃ሺݏ, ݏሻሻሻ݀ݏሺߚ ൅ ݄ሺݐሻ  

oluyorsa, ሺߙ, ሻߚ א ,ܫሺܥ Թሻ ൈ ,ܫሺܥ Թሻ elemanı (3.7) integral denkleminin ikili alt 

ve üst çözümüdür denir. 

 

3. 7. Teorem  

 

(3. 7) integral denkleminde  ݇ଵ, ݇ଶ א ܫሺܥ ൈ ,ܫ Թሻ , ݂, א ݃ ܫሺܥ ൈ Թ, Թሻ ve 

݄ א ,ܫሺܥ Թሻ olsun ve varsayım (3. 1) sağlansın. (3.7) denkleminin ikili alt ve 

üst çözümü varsa , (3. 7) denkleminin ܥሺܫ, Թሻ de bir tek çözümü vardır. 

 

İݐܽ݌ݏ 

 

ܺ ൌ ݐ Թሻ olsun ve ܺ üzerinde her ,ܫሺܥ א ሾܽ, ܾሿ için 

,ݔ ݕ א ݔ    ,   Թሻ ,ܫሺܥ ൑ ֞ ݕ ሻݐሺݔ ൑  ሻݐሺ ݕ

ilişkisini tanımlayalım. ሺܺ, ݀ሻ bir tam metrik uzay ve 

 ݀ሺݔ, ሻݕ ൌ ሻݐሺݔ|ூא௧݌ݑݏ െ ,ݔ ׊                     ,   |ሻݐሺݕ ݕ א     . Թሻ ,ܫሺܥ

olsun. ሼݑ௡ሽ , ܺ de bir monoton azalmayan dizi olsun ve ݑ א ܺ noktasına 

yakınsasın. O zaman her ݐ א  için reel değerli ܫ

ሻݐଵሺݑ     ൑ ሻݐଶሺݑ ൑ ڮ ൑ ሻݐ௡ሺݑ ൑  ڮ



18 
 

dizisi, ݑሺݐሻ ye yakınsıyor. Bu nedenle her  ݐ א ݊ ve ܫ א Գ için ݑ௡ሺݐሻ ൑  .ሻ dirݐሺݑ 

Yani her ݊ א Գ için ݑ௡ ൑  .dir ݑ 

Benzer olarak ሼݒ௡ሽ , ܺ de bir monoton artmayan dizi ݒ א ܺ e yakınsasın ve 

her  ݐ א ݊ ve ܫ א Գ için ݒሺݐሻ ൑  .ሻ dirݐ௡ ሺݒ

Yani her ݊ א Գ için ݒ௡ ൑  .dir. Böylece sonuç (3. 2) deki (b) şartı sağlanır ݒ 

Ayrıca  ܺ ൈ ܺ ൌ ,ܫሺܥ Թሻ ൈ ,ܫሺܥ Թሻ kısmen sıralı bir kümedir böylece her ݐ א  ܫ

için 

   ሺݔ, ,ሻݕ ሺݑ, ሻݒ א ܺ ൈ ܺ, ሺݔ, ሻݕ ൑ ሺݑ, ሻݒ ֞ ሻݐሺݔ ൑ ሻݐሺݕ ሻ  veݐሺݑ ൒  ሻݐሺݒ

sağlanır. Her ݔ, ݕ א ܺ için maksሼݔሺݐሻ, ,ሻݐሺݔሻሽ ve minሼݐሺݕ   ሻሽ sırasıyla herݐሺݕ

ݐ א ,ݔiçin ܺ de üst ve alt sınırlar olsun. O zaman her  ሺ  ܫ ,ሻݕ ሺݑ, ሻݒ א ܺ ൈ ܺ için 

bir (maxሼݔሺݐሻ, ,ሻሽݐሺݕ minሼݔሺݐሻ, ሻሽሻݐሺݕ א ܺ ൈ ܺ vardır öyle ki ሺݔ, ,ݑሻ ve ሺݕ  ሻ ileݒ

kıyaslanabilirdir. Her ݐ א ሾܽ, ܾሿ için 

:ܨ    ܺ ൈ ܺ ՜ ܺ  

,ݔሺܨ ሻݐሻሺݕ ൌ න ݇ଵሺݐ, ,ݏሻሺ݂ሺݏ
௕

௔

ሻሻݏሺݔ ൅ ݃ሺݏ,  ݏሻሻሻ݀ݏሺݕ

                 ൅ ׬ ݇ଶሺݐ, ௕,ݏሻሺ݂ሺݏ
௔ ሻሻݏሺݕ ൅ ݃ሺݏ, ݏሻሻሻ݀ݏሺݔ ൅ ݄ሺݐሻ  

tanımlayalım. 

Şimdi ܨ nin karışık monoton özelliği olduğunu gösterelim. Her ݔଵ ൑  ଶ ve herݔ

ݐ א ሾܽ, ܾሿ  için ݔଵሺݐሻ ൑  ሻ olduğunu biliyoruz. Şimdi varsayım (3. 1) de ݂ veݐଶሺݔ

݃ nin özelliklerinden 

,ଵݔሺܨ  ሻݐሻሺݕ െ ,ଶݔሺܨ ሻݐሻሺݕ ൌ ׬ ݇ଵሺݐ, ௕,ݏሻሺ݂ሺݏ
௔ ሻሻݏଵሺݔ ൅ ݃ሺݏ,  ݏሻሻሻ݀ݏሺݕ

                                        ൅ ׬ ݇ଶሺݐ, ௕,ݏሻሺ݂ሺݏ
௔ ሻሻݏሺݕ ൅ ݃ሺݏ, ݏሻሻሻ݀ݏଵሺݔ ൅ ݄ሺݐሻ 

                                         െ ׬ ݇ଵሺݐ, ௕,ݏሻ ሺ݂ሺݏ
௔ ሻሻݏଶሺݔ ൅ ݃ሺݏ,  ݏሻሻሻ݀ݏሺݕ

                                         െ ׬ ݇ଶሺݐ, ௕,ݏሻሺ݂ሺݏ
௔ ሻሻݏሺݕ ൅ ݃ሺݏ, ݏሻሻሻ݀ݏଶሺݔ െ ݄ሺݐሻ 

                                         ൌ ׬ ݇ଵሺݐ, ௕,ݏሻሺ݂ሺݏ
௔ ሻሻݏଵሺݔ െ ݂ሺݏ,  ݏሻሻሻ݀ݏଶሺݔ

                                         ൅ ׬ ݇ଶሺݐ, ሻሺ௕ݏ
௔ ݃൫ݏ, ሻ൯ݏଵሺݔ െ ݃ሺݏ, ݏሻሻሻ݀ݏଶሺݔ ൑ 0 

elde edilir. Böylece her ݐ א ሾܽ, ܾሿ  için  ܨሺݔଵ, ሻݐሻሺݕ ൑ ,ଶݔሺܨ   ሻ dır . Yaniݐሻሺݕ

,ଵݔሺܨ ሻݕ ൑ ,ଶݔሺܨ  .ሻ dirݕ
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Benzer olarak ݕଵ ൒ ݐ ଶ ise o zamanݕ א ሾܽ, ܾሿ  için  ݕଵሺݐሻ ൒  ሻ dir. Şimdiݐଶሺݕ

varsayım (3. 1) de ݂ ve ݃ nin özelliklerinden 

,ݔሺܨ ሻݐଵሻሺݕ െ ,ݔሺܨ ሻݐଶሻሺݕ ൌ න ݇ଵሺݐ, ,ݏሻሺ݂ሺݏ
௕

௔

ሻሻݏሺݔ ൅ ݃ሺݏ,  ݏሻሻሻ݀ݏଵሺݕ

                                     ൅ ׬ ݇ଶሺݐ, ௕,ݏሻሺ݂ሺݏ
௔ ሻሻݏଵሺݕ ൅ ݃ሺݏ, ݏሻሻሻ݀ݏሺݔ ൅ ݄ሺݐሻ 

                                     െ ׬ ݇ଵሺݐ, ௕,ݏሻሺ݂ሺݏ
௔ ሻሻݏሺݔ ൅ ݃ሺݏ,  ݏሻሻሻ݀ݏଶሺݕ

                                     െ ׬ ݇ଶሺݐ, ௕,ݏሻሺ݂ሺݏ
௔ ሻሻݏଶሺݕ ൅ ݃ሺݏ, ݏሻሻሻ݀ݏሺݔ െ ݄ሺݐሻ 

                                     ൌ ׬ ݇ଵሺݐ, ௕,ݏሻሺ݃ሺݏ
௔ ሻሻݏଵሺݕ െ  ݃ሺݏ,  ݏሻሻሻ݀ݏଶሺݕ

                                     ൅ ׬ ݇ଶሺݐ, ௕,ݏሻሺ݂ሺݏ
௔ ሻሻݏଵሺݕ െ  ݂ሺݏ , ݏሻሻሻ݀ݏଶሺݕ ൑ 0 

elde edilir. Böylece her ݐ א ሾܽ, ܾሿ  için  ܨሺݔ, ሻݐଵሻሺݕ ൑ ,ݔሺܨ  ሻ dir. Dolayısıylaݐଶሻሺݕ

,ݔሺܨ ଵሻݕ ൑ ,ݔሺܨ ,ݔሺܨ ଶሻ dir, yaniݕ , ሻݕ  .de artmayandır ݕ de azalmayan ve ݔ

Şimdi her ݔ ൒ , ݑ ݕ ൑ ݐ yani , ݒ א ሾܽ, ܾሿ  olmak üzere her ݔሺݐሻ ൒  ሻ veݐሺݑ

ሻݐሺݕ ൑  ሻ içinݐሺݒ

݀ሺܨሺݔ, ,ሻݕ ,ݑሺܨ ሻݒ ൌ ,ݔሺܨ|ூא௧݌ݑݏ ሻݐሻሺݕ െ ,ݑሺܨ  |ሻݐሻሺݒ

                            ൌ ூሃא௧݌ݑݏ ׬ ݇ଵሺݐ, ሻݏ ቀ݂൫ݏ, ሻ൯ݏሺݔ ൅ ݃൫ݏ, ሻ൯ቁݏሺݕ ௕ݏ݀
௔  

                            ൅ ׬ ݇ଶሺݐ, ሻݏ ቀ݂൫ݏ, ሻ൯ݏሺݕ ൅ ݃൫ݏ, ሻ൯ቁݏሺݔ ݏ݀ ൅ ݄ሺݐሻ௕
௔  

                            െ ׬ ݇ଵሺݐ, ,ݏሻ݂൫ݏ ሻ൯ݏሺݑ ൅ ݃ሺݏ, ௕ݏሻሻሻ݀ݏሺݒ
௔  

                            ൅ ׬ ݇ଶሺݐ, ,ݏሻ݂൫ݏ ሻ൯ݏሺݒ ൅ ݃ሺݏ, ݏሻሻሻ݀ݏሺݑ െ ݄ሺݐሻሃ௕
௔  

      ൌ ூሃא௧݌ݑݏ ׬ ݇ଵሺݐ, ሻݏ ቂቀ݂൫ݏ, ሻ൯ݏሺݔ െ ݂൫ݏ, ሻ൯ݏሺݑ ൅ ݃൫ݏ, ሻ൯ݏሺݕ െ ݃൫ݏ, ሻ൯ቁቃݏሺݒ ௕ݏ݀
௔  

      ൅ ׬ ݇ଶሺݐ, ሻݏ ቂቀ݂൫ݏ, ሻ൯ݏሺݕ െ ݂൫ݏ, ሻ൯ݏሺݒ ൅ ݃൫ݏ, ሻ൯ݏሺݔ െ ݃൫ݏ, ሻ൯ቁቃ௕ݏሺݑ
௔  ሃݏ݀

      ൌ ூሃא௧݌ݑݏ ׬ ݇ଵሺݐ, ,ݏሻൣ൫݂൫ݏ ሻ൯ݏሺݔ െ ݂൫ݏ, ሻ൯ݏሺݑ െ ݃൫ݏ, ሻ൯ݏሺݒ െ ݃ሺݏ, ௕ݏሻሻ൯൧݀ݏሺݕ
௔  

      െ ׬ ݇ଶሺݐ, ,ݏሻൣሺ݂൫ݏ ሻ൯ݏሺݒ െ ݂൫ݏ, ሻ൯ݏሺݕ െ ݃൫ݏ, ሻ൯ݏሺݔ െ ݃ሺݏ, ሃ௕ݏሻሻሻ൧݀ݏሺݑ
௔  

      ൑ ூሃא௧݌ݑݏ ׬ ݇ଵሺݐ, ሻݏሺݔ൫ߠߣሻൣݏ െ ሻ൯ݏሺݑ ൅ ሻݏሺݒ൫ߠߤ െ ௕ݏሻ൯൧݀ݏሺݕ
௔  

      െ ׬ ݇ଶሺݐ, ሻݏሺݒ൫ߠߣሻൣݏ െ ሻ൯ݏሺݕ ൅ ሻݏሺݔሺߠߤ െ ሃ௕ݏሻሻ൧݀ݏሺݑ
௔  

 ൑ ,ߣሼݏ݇ܽ݉ ூא௧݌ݑݏሽߤ ׬ ൫݇ଵሺݐ, ሻݏ െ ݇ଶሺݐ, ሻݏሺݔ൫ߠሻ൯ൣݏ െ ሻ൯ݏሺݑ ൅ ሻݏሺݒ൫ߠ െ ௕ݏሻ൯൧݀ݏሺݕ
௔  
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elde edilir. ߠ artan bir fonksiyon ve ݔ ൒ ݕ ve ݕ ൑ ݏ olduğundan her ݒ א

ሾܽ, ܾሿ için  ߠ൫ݔሺݏሻ െ ሻ൯ݏሺݑ ൑ ,ݔሺ݀ሺߠ ,ሻݑ ሻݏሺݒሺߠ െ ሻሻݏሺݕ ൑ ,ݒሺ݀ሺߠ  .ሻሻ dirݕ

Böylece 

݀ሺܨሺݔ, ,ሻݕ ,ݑሺܨ ሻሻݒ ൑ , ߣሼݏ݇ܽ݉ ூא௧݌ݑݏሽߤ න ሺ݇ଵሺݐ, ሻݏ െ ݇ଶሺݐ, ሻሻݏ
௕

௔
 

                              ൈ ሻݏሺݔ൫ߠൣ െ ሻ൯ݏሺݑ ൅ ሻݏሺݒሺߠ െ  ݏሻሻ൧݀ݏሺݕ

                              ൑ , ߣሼݏ݇ܽ݉ .ሽߤ ,ݔ൫݀ሺߠൣ ሻ൯ݑ ൅ ,ݒሺ݀ሺߠ .ሻሻ൧ݕ ூא௧݌ݑݏ ׬ ሺ݇ଵሺݐ, ሻ௕ݏ
௔  

                              െ݇ଶሺݐ,  ݏሻሻ݀ݏ

                              ൑ ଵ
ଶ

ቀߠ൫݀ሺݔ, ሻݑ ൅ ݀ሺݒ,       ሻ൯ቁݕ

                              ൑ ,ݔሺ݀ሺߠ ሻݑ ൅ ݀ሺݒ,  ሻሻݕ

                              ൌ ௗሺ௫,௨ሻାௗሺ௩,௬ሻ
ଶ

െ ߰ሺௗሺ௫,௨ሻାௗሺ௩,௬ሻ
ଶ

ሻ 

olur. Böylece her  ݔ ൒ ݕ ve ݕ ൑  için ݒ

   ݀ሺܨሺݔ, ,ሻݕ ,ݑሺܨ ሻሻݒ ൑ ௗሺ௫,௨ሻାௗሺ௩,௬ሻ
ଶ

െ ߰ሺௗሺ௫,௨ሻାௗሺ௩,௬ሻ
ଶ

 

olur. Şimdi ሺߙ,  ሻ (3. 7) integral denkleminin ikili alt ve üst çözümü olsun. Oߚ

zaman her ݐ א ሻݐሺߙ  için ܫ ൑ ,ߙሺܨ ,  ሻߚ ሻݐሺߚ ൒ ,ߙሺܨ ߙ ሻdır, yaniߚ ൑ ,ߙሺܨ  ሻ veߚ

ߚ ൒ ,ߙሺܨ ,ݔሻ dır. Sonuç olarak sonuç (3. 2) ve sonuç (3. 4) den ሺߚ ,ሻݕ  nin bir ܨ

tek ikili sabit noktasıdır. ߙ ൑  ,olduğundan sonuç (3. 5) in hipotezi sağlanır ߚ

yani ݐ א ሻݐሺݔ için ܫ ൌ ݔ  ሻ dir. Böyleceݐሺݕ ൌ ,ݔሺܨ  ሻ bir (3. 7) integralݐሺݔ  ሻ veݔ

denkleminin bir tek çözümüdür.     □ 
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4. Kısmi Banach Değerli Metrik Uzayda İkili Sabit Nokta Teoremleri 
 
4. 1. Kısmi Banach Değerli Metrik Uzayda Bazı Sabit Nokta Teoremleri 
 

Bu kısımda, kısmi Banach değerli metrik uzaylarda bazı temel tanımlar, 

örnekler ve teoremlere yer verilecektir. 

 

4. 1. Tanım 

 

ܺ ് :݌ ve ׎ ܺ ൈ ܺ ՜ Թ olsun. Her ݔ, ,ݕ א ݖ ܺ için  
  (p1)   ݔ ൌ ,ݔሺ݌ ancak ve ancak ݕ ሻݔ ൌ ,ݔሺ݌ ሻݕ ൌ ,ݕሺ݌  ;ሻݕ

  (p2)   0 ൑ ,ݔሺ݌ ሻݔ ൑ ,ݔሺ݌  ;ሻݕ

  (p3)   ݌ሺݔ, ሻݕ ൌ ,ݕሺ݌  ;ሻݔ

  (p4)   ݌ሺݔ, ሻݕ ൑ ,ݔሺ݌ ሻݖ ൅ ,ݖሺ݌ ሻݕ െ ,ݖሺ݌  ሻݖ

koşuları sağlanıyorsa ݌ ye bir kısmi metrik denir. Bu tanımda Թ yerine ܧ 

Banach uzayı yazılmış olsaydı ሺܺ,  ሻ ikilisi Banach değerli kısmi metrik uzayı݌

olacaktı. 

 

ܺ ് ,kısmi Banach değerli metrik olmak üzere ሺܺ ݌ ve  ׎  ሻ ikilisine kısmi݌

Banach değerli metrik uzay denir. 

 

,ݔሺ݌  ሻݕ ൌ 0 ise o zaman (p1), (p2) ve (p3) den ݔ ൌ ݔ elde edilir, fakat ݕ ൌ  ݕ

ise o zaman ݌ሺݔ,  .ሻ, 0 dan farklı olabilirݕ

 

Her metrik uzay kısmi metrik uzaydır, fakat her kısmi metrik uzay metrik uzay 

olmayabilir. 

 

 

 

 

 



22 
 

4. 1. Örnek 

 

ܧ ൌ Թଶ, ܲ ൌ ሼሺݔ, ሻݕ א ,ݔ  :ܧ ݕ ൒ 0ሽ, ܺ ൌ Թା ve ݌: ܺ ൈ ܺ ՜  ,ܧ

,ݔሺ݌ ሻݕ ൌ(maks{ݔ, ,ݔ}αmaks ,{ݕ ߙ ve ( {ݕ ൒ 0 olsun. ሺܺ,  ሻ kısmi Banach݌

değerli metrik uzay olduğunu gösterelim. 

ݔ (1 ൌ ,ݔሺ݌ ancak ve ancak ݕ ሻݔ ൌ ,ݔሺ݌ ሻݕ ൌ ,ݕሺ݌  .ሻ durumunu inceleyelimݔ

,ݔሺ݌          ሻݔ ൌ ሺmaksሼݔ, ,ሽݔ αmaksሼݔ, ሽሻݔ ൌ ሺݔ,  ሻݔߙ

                    ൌ ,ݔሺ݌ ሻݕ ൌ(maks{ݔ, ,ݔ}αmaks ,{ݕ  ({ݕ

                    ൌ ,ݕሺ݌ ሻݕ ൌ(maks{ݕ, ,ݕ}αmaks ,{ݕ  ({ݕ

ancak ve ancak ݔ ൌ  ;ݕ

2) 0 ൑ ,ݔሺ݌ ሻݔ ൑ ,ݔሺ݌  .ሻ durumunu inceleyelimݕ

0 ൑ ,ݔሺߩ ሻݔ ൌ ሺݔ, ሻݔߙ ൑ ሺmaksሼݔ, ,ݔሽ,αmaksሼݕ ሽሻݕ ൌ ,ݔሺ݌  ;ሻ dirݕ

 

,ݔሺ݌ (3 ሻݕ ൌ ,ݕሺ݌  .ሻ durumunu inceleyelimݔ

,ݔሺ݌ ሻݕ ൌ(maks{ݔ, ,ݔ}αmaks ,{ݕ ,ݕ}ൌ(maks({ݕ ,ݕ}αmaks ,{ݔ ൌ({ݔ ,ݕሺ݌  ;ሻ dirݔ

 

,ݔሺ݌ (4 ሻݕ ൑ ,ݔሺ݌ ሻݖ ൅ ,ݖሺ݌ ሻݕ െ ,ݖሺ݌  .ሻ durumunu inceleyelimݖ

ݔ ൑ ݕ ൑  ise ݖ

,ݔሺ݌ ሻݖ ൌ ሺmaksሼݔ, ,ሽݖ αmaksሼݔ, ሽሻݖ ൌ ሺݖ,  ሻݖߙ

,ݔሺ݌ ሻݕ ൌ(maks{ݔ, ,ݔ}αmaks ,{ݕ ൌ({ݕ ሺݕ,  ሻݕߙ

,ݕሺ݌ ሻݖ ൌ ሺmaksሼݕ, ,ሽݖ αmaksሼݕ, ሽሻݖ ൌ ሺz,  ሻݖߙ

,ݖሺ݌ ሻݖ ൌ ሺmaksሼݖ, ,ሽݖ αmaksሼݖ, ሽሻݖ ൌ ሺz,  ሻݖߙ

 şimdi  

ሺݕ, ሻݕߙ ൑ ሺݖ, ሻݖߙ ൅ ሺz, ሻݖߙ െ ሺݖ,  ሻ dır. Diğer durumlarda benzer olarakݖߙ

gösterilir. Şimdi ሺܺ,  ሻ nin kısmi Banach değerli metrik uzay olmadığını݌

gösterelim. 

Banach değerli metrik uzayın (1) şartına göre ݔ ׊, için 0 ܺ߳ݕ ൑ ,ݔሺ݌  ሻ veݕ

,ݔሺ݌ ሻݕ ൌ 0 ՞ ݔ ൌ ݔ olmalıdır fakat ܺ de ݕ ൌ ,ݔሺ݌ ise ݕ  ሻ sıfırdan farklıݕ

olabilir.  
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4. 2. Tanım 

 

ሺܺ, ݔ ,ሻ bir kısmi metrik uzay݌ א ܺ ve ߝ ൐ 0 olsun. ݌ kısmi metrik uzay için 

sırayla açık ve kapalı komşuluklar 

ሻݔఌሺܤ ൌ ሼݕ א ,ݔሺ݌  :ܺ ሻݕ ൏ ሻݔതఌሺܤ   ,ሽߝ ൌ ሼݕ א ,ݔሺ݌  :ܺ ሻݕ ൑  ሽߝ

 ile tanımlanır. 

 

4. 1. Lemma 

 

ሺܺ, ݔ ሻ kısmi metrik uzayda, her݌ א ܺ için ܤ௣ሺ௫,௫ሻሺݔሻ açık komşuluğu boştur. 

 

İݐܽ݌ݏ 

 

Komşuluk tanımından ܤ௣ሺ௫,௫ሻሺݔሻ ൌ ሼݕ א ,ݔሺ݌  :ܺ ሻݕ ൏ ,ݔሺ݌  ሻሽ dir. Kısmi metrikݔ

uzay tanımına göre her ݔ, ݕ א ܺ için ݌ሺݔ, ሻݔ ൑ ,ݔሺ݌  ሻݔ௣ሺ௫,௫ሻሺܤ ሻ olduğundanݕ

açık komşuluğu boştur. 

 

4. 2. Örnek 

 

:݌ Թି ൈ Թି ՜ Թା, her ݔ, ݕ א Թି için, ݌ሺݔ, ሻݕ ൌ െminሼݔ,  ሽ, ile tanımlanan birݕ

fonksiyon olsun. ሺԹି, ,ݔ ሻ bir kısmi metrik uzaydır. Her݌ ,ݕ ݖ א Թି için 

(p1) ݌ሺݔ, ሻݔ ൌ ,ݔሺ݌ ሻݕ ൌ ,ݕሺ݌ – ሻ ise, o zamanݕ ݔ ൌ െݕ dir. Böylece ݔ ൌ  .dir ݕ

(p2) minሼݔ, ሽݕ ൑ ,ݔሺ݌ dolayısıyla ,ݔ ሻݕ ൒ ,ݔሺ݌ ሻݔ ൌ െݔ. 

(p3) ݌ሺݔ, ሻݕ ൌ ,ݕሺ݌  .ሻ olduğu aşikardırݔ

(p4) ݌ሺݔ, ሻݖ ൑ ,ݔሺ݌ ሻݕ ൅ ,ݕሺ݌ ሻݖ െ ,ݖሺ݌  ሻ ipatlamak içinݖ

minሼݔ, ሽݖ ൒minሼݔ, ,ݕሽ+minሼݕ ሽݖ െminሼݖ,  .ሽ olduğunu göstermeliyizݖ

ݔ ൑ ݕ ൑  durumunda ݖ

ݔ ൌminሼݔ, ሽݖ ൒ ݔ ൅ ݕ െ  olduğu aşikardır. Diğer durumlarda benzer olarak ݖ

gösterilir. 

 

Şimdi tanımladığımız kısmi metrik uzayın açık komşuluğunu inceleyelim. 
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ሻݔఌሺܤ ൌ ሼݕ א ܺ: െ minሼݔ, ሽݕ ൏ ሽߝ ൌ ሺെߝ, 0ሻ ve ݔ ൒ െߝ dur. Çünkü ݔ ൏ െߝ 

olduğunu kabul edersek, o zaman ݌ሺݔ, ሻݔ ൌ െݔ ൐  ሻ boş kümeݔఌሺܤ ve ߝ

oluyor. ݕ א ,ݔሻ olsun. O zaman െminሼݔఌሺܤ ሽݕ ൏ ,ݔve dolayısıyla minሼ ߝ ሽݕ ൐

െߝ elde edilir, yani ݕ ൐ െߝ. 

 

4. 3. Tanım 

 

ሺܺ, ݀ሻ bir metrik uzay ve |. | bir ağırlık olsun. Her ݔ, א ݕ ܺ için ݀ሺݔ, ሻݕ ൒ |ݔ| െ

,oluyorsa ሺܺ |ݕ| ݀, |. |ሻ üçlüsüne ağırlıklı metrik uzay denir. 

 

4. 2. Lemma 

 

ሺܺ, ݀, |. |ሻ ağırlıklı metrik uzay olsun. Her ݔ, א ݕ ܺ için 

,ݔሺ݌ ሻݕ ൌ
݀ሺݔ, ሻݕ ൅ |ݔ| ൅ |ݕ|

2  

tanımlayalım. O zaman ݌ሺݔ, ሻ kısmi metrik uzaydır ve ൌݕ ,ݔሺ݌ ሻݔ ൌ  .dir|ݔ|

 

4. 3. Lemma 

 

,ݔሺ݌   .ሻ kısmi metrik uzay olsunݕ

݀ሺݔ, ሻݕ ൌ ,ݔሺ݌2 ሻݕ െ ,ݔሺ݌ ሻݔ െ ,ݕሺ݌  ሻݕ

,ݔሺ݌ ሻݔ ൌ  |ݔ|

diyelim. O zaman ሺܺ, ݀, |. |ሻ ağırlıklı metrik uzaydır. 

 

4. 4. Tanım 

 

,ݍ ܺ de bir yarı metrik ve |. | bir ağırlık olsun. Her ݔ, א ݕ ܺ için 

|ݔ| ൅ ,ݔሺݍ ሻݕ ൌ |ݕ| ൅ ,ݕሺݍ  ሻݔ

oluyorsa ሺܺ, ,ݍ |. |ሻ üçlüsüne ağırlıklı yarı metrik uzay denir. 

 

 

 



25 
 

4. 4. Lemma 

 

ሺܺ, ,ݍ |. |ሻ ağırlıklı yarı metrik uzay olsun. Her ݔ, א ݕ ܺ için 

,ݔሺ݌ ሻݕ ൌ |ݔ| ൅ ,ݔሺݍ  ሻݕ

tanımlayalım. O zaman ݌ሺݔ, ሻ kısmi metrik uzaydır ve ൌݕ ,ݔሺ݌ ሻݔ ൌ  .dir |ݔ|

 

İݐܽ݌ݏ 

 

(p1՜) Aşikardır. 

(p1՚) ݔ ׊, ݕ א ܺ, ,ݔሺ݌ ሻݔ ൌ ,ݔሺ݌ ሻݕ ൌ ,ݕሺ݌  ሻݕ

|ݔ|ฺ           ൌ ,ݔሺݍ ሻݕ ൅ |ݔ| ൌ  |ݕ|

|ݔ| ฺ             ൌ ,ݔሺݍ ሻݕ ൅ |ݔ| ൌ ,ݕሺݍ ሻݔ ൅ |ݕ| ൌ  |ݕ|

,ݔሺݍ ฺ           ሻݕ ൌ ,ݕሺݍ ሻݔ ൌ 0 

ݔ ฺ             ൌ  ,ݕ

(p2) ݔ ׊, ݕ א ܺ, 0 ൑ ,ݔሺݍ  ሻݕ

,ݔ ׊ ฺ            ݕ א ܺ, |ݔ| ൑ ,ݔሺݍ ሻݕ ൅  |ݔ|

,ݔ ׊ ฺ             ݕ א ܺ, ,ݔሺ݌ ሻݔ ൑ ,ݔሺ݌  ,ሻݕ

(p3) ݔ ׊, ݕ א ܺ, ,ݔሺݍ ሻݕ ൅ |ݔ| ൌ ,ݕሺݍ ሻݔ ൅  |ݕ|

,ݔ ׊ ฺ          ݕ א ܺ, ,ݕሺ݌ ሻݔ ൌ ,ݔሺ݌  ,ሻݕ

(p4) ݔ ׊, ,ݕ ݖ א ܺ, ,ݔሺݍ ሻݖ ൑ ,ݔሺݍ ሻݕ ൅ ,ݕሺݍ   ሻݖ

        ฺ ,ݔ ׊ ,ݕ ݖ א ܺ, ,ݔሺݍ ሻݖ ൅ |ݔ| ൑ ,ݔሺݍ ሻݕ ൅ |ݔ| ൅ ሺݍሺݕ, ሻݖ ൅ ሻ|ݕ| െ  |ݕ|

,ݔ ׊ ฺ         ,ݕ ݖ א ܺ, ,ݔሺ݌ ሻݖ ൑ ,ݔሺ݌ ሻݕ ൅ ,ݕሺ݌ ሻݖ െ ,ݕሺ݌  .ሻݕ

 

4. 5. Lemma 

 

,ݔሺ݌  .ሻ kısmi metrik uzay olsunݕ

,ݔሺݍ ሻݕ ൌ ,ݔሺ݌ ሻݕ െ ,ݔሺ݌  ሻݔ

,ݔሺ݌ ሻݔ ൌ  |ݔ|

diyelim. O zaman ሺܺ, ,ݍ |. |ሻ ağırlıklı yarı metrik uzaydır. 
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4. 5. Tanım 

 

ܺ boştan farklı bir küme, ߬, ܺ in kuvvet kümesi olan ܲሺܺሻ in bir altkümesi 

olsun. Aşağıdaki özellikleri sağlayan ߬ ailesine ܺ üzerinde bir topoloji denir. 

(i) ׎, ܺ א ߬, 

(ii) Her ܣଵ, ,ଶܣ … , ௡ܣ א ߬ için ځ ௜ܣ א ߬௡
௜ୀଵ , 

(iii) Her ሼܣ௜ሽ௜אூ ؿ ߬ için ڂ ௜ܣ א ߬௜אூ  dır. 

߬ nun elemanlarına ܺ in açık altkümeleri, ሺܺ, ߬ሻ ikilisine topolojik uzay denir. 

 

4. 6. Tanım 

 

ሺܺ, ߬ሻ topolojik uzay ve ߚ ك ߬ olsun. Her ܶ א ߬ ve ݔ א ܶ için ݔ א ܤ ك ܶ olacak 

şekilde bir ܤ א  .kümesine ߬ topolojisinin bir tabanı denir ߚ varsa ߚ

 

4. 6. Lemma 

 

ሺܺ,  ߬  ሻ kısmi metrik uzayda, açık komşulukların kümesi, ܺ üzerinde bir݌

topolojisi için bir tabandır. Bu topolojiye kısmi metrik topoloji denir ve ࣎ሾ݌ሿ ile 

gösterilir. Ayrıca bu topoloji ayrıktır. 

 

İݐܽ݌ݏ 

 

ݔ א ܺ ,௣ሺ௫,௫ሻାଵ olduğundanܤ ൌ ڂ ௑אሻ௫ݔ௣ሺ௫,௫ሻାଵሺܤ  aşikardır. ܤఌሺݔሻ ve ܤఋሺݕሻ,

ሺܺ, ݖ ሻ de iki komşuluk ve݌ א ሻݔఌሺܤ ת  .ሻ olsunݕఋሺܤ

ߤ  ൌ ,ݖሺ݌ ሻݖ ൅ minሼߝ െ ,ݔሺ݌ ,ሻݖ ߜ െ ,ݕሺ݌   ሻሽݖ

diyelim. ߝ െ ,ݔሺ݌ ሻݖ ൐ 0 ve ߜ െ ,ݕሺ݌ ሻݖ ൐ 0 olduğundan ݌ሺݖ, ሻݖ ൏ ݖ ve ߤ א  ሻݖఓሺܤ

elde edilir.  

ݖ́ א ݖ́ .ሻ alalımݖఓሺܤ א ሻݔఌሺܤ ת  ሻ olduğunu gösterelim. (p4) denݕఋሺܤ

,ݔሺ݌ ሻݖ́ ൑ ,ݔሺ݌ ሻݖ ൅ ,ݖሺ݌ ሻݖ́ െ ,ݖሺ݌   ሻݖ

                                              ൏ ߤ െ ,ݖሺ݌ ሻݖ ൅ ,ݔሺ݌  ሻݖ

                                              ൑ ߝ െ ,ݔሺ݌ ሻݖ ൅ ,ݔሺ݌ ሻݖ ൌ  .ߝ
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Dolayısıyla ́ݖ א  ሻ dır. Benzer olarakݔఌሺܤ

,ݕሺ݌ ሻݖ́ ൑ ,ݕሺ݌ ሻݖ ൅ ,ݖሺ݌ ሻݖ́ െ ,ݖሺ݌   ሻݖ

                                      …… ൏ ߤ െ ,ݖሺ݌ ሻݖ ൅ ,ݕሺ݌  ሻݖ

           ………………………. ൑ ߜ െ ,ݕሺ݌ ሻݖ ൅ ,ݕሺ݌ ሻݖ ൌ  .ߜ

ݖ́ א ݖ́ ሻ dır. Sonuç olarakݕఋሺܤ א ሻݔఌሺܤ ת  ሻ dir. Dolayısıylaݕఋሺܤ

ሻݖఓሺܤ  ؿ ሻݔఌሺܤ ת  .ሻݕఋሺܤ

 Böylece ሺܺ,  ሻ kısmi metrik uzayda, açık komşuluklar kümesi ܺ üzerinde bir݌

topoloji için bir tabandır.  

߬ሾ݌ሿ nin ayrık topoloji olduğunu gösterelim. ݔ, ݕ א ܺ iki ayrık nokta olsun. 

,ݔሺ݌ ሻݔ ൏ ,ݔሺ݌ ߝ .ሻ dirݕ ൌ ሺ݌ሺݔ, ሻݕ ൅ ,ݔሺ݌ ሻሻݔ
2ൗ ൐ 0 alırsak ݔ א  ሻ veݔఌሺܤ

ݕ ב   .ሻ elde edilirݔఌሺܤ

 

4. 7. Lemma 

 

Her ݌ kısmi metrik, ܤఌሺܽሻ açık komşuluğu ve ݔ א ݔ ,ఌሺܽሻ içinܤ א ሻݔఋሺܤ ك  ఌሺܽሻܤ

olacak şekilde bir ߜ ൐ 0 vardır. 

 

İݐܽ݌ݏ 

 

ݔ א ,ݔሺ݌ ఌሺܽሻ olduğundanܤ ܽሻ ൏ ߜ .olduğunu görüyoruz ߝ ൌ ߝ െ ,ݔሺ݌ ܽሻ ൅

,ݔሺ݌ ,ݔሺ݌ .ሻ alalımݔ ܽሻ ൏ ߜ olduğundan ߝ ൐ 0 dır. Ayrıca ݌ሺݔ, ܽሻ ൏  ߝ

olduğundan ݌ሺݔ, ሻݔ ൏ ݔ elde edilir. Böylece ߜ א ݕ .ሻ dırݔఋሺܤ א  ሻ alalım. Oݔఋሺܤ

zaman 

,ݔሺ݌                 ሻݕ ൏ ߜ ฺ 

,ݔሺ݌                 ሻݕ ൏ ߝ െ ,ݔሺ݌ ܽሻ ൅ ,ݔሺ݌ ሻݔ ฺ 

,ݔሺ݌                 ሻݕ ൅ ,ݔሺ݌ ܽሻ െ ,ݔሺ݌ ሻݔ ൏ ߝ ฺ 

,ݕሺ݌                 ܽሻ ൏ ߝ ฺ 

ݕ                 א  .ఌሺܽሻܤ

Böylece ܤఋሺݔሻ ك  .ఌሺܽሻ dırܤ
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4. 8. Lemma 

 

ሺܺ, :ሻ bir kısmi metrik uzay olsun. ݀௣݌ ܺ ൈ ܺ ՜ Թା,    ݀௣ሺݔ, ሻݕ ൌ ,ݔሺ݌ ሻݕ െ

,ݔሺ݌  ሻ şeklinde tanımlanan fonksiyon ܺ üzerinde bir kısmi yarı metriktir veݔ

߬௣ ൌ ߬ௗ೛ dir. 

 

İݐܽ݌ݏ 

 

,ݔ ݕ א ܺ alalım. ݌ሺݔ, ሻݔ ൑ ,ݔሺ݌ ሻ olduğundan  0ݕ ൑ ݀௣ሺݔ,  ܺ ሻ dır. Şimdi ݀௣ ninݕ

üzerinde bir yarı metrik olduğunu gösterelim. ݔ, ,ݕ ݖ א ܺ olsun. Eğer ݔ ൌ  ,ise ݕ

o zaman ݀௣ሺݔ, ሻݕ ൌ ݀௣ሺݕ, ሻݔ ൌ 0 olduğunu görüyoruz. Eğer ݀௣ሺݔ, ሻݕ ൌ

݀௣ሺݕ, ሻݔ ൌ 0 ise, o zaman ݌ሺݔ, ሻݕ െ ,ݔሺ݌ ሻݔ ൌ ,ݕሺ݌ ሻݔ െ ,ݕሺ݌ ሻݕ ൌ 0 dır. Böylece 

,ݔሺ݌ ሻݕ ൌ ,ݔሺ݌ ሻݔ ൌ ,ݕሺ݌ ݔ ሻ elde edilir ve kısmi metrik tanımındanݕ ൌ  ݕ

olduğunu görüyoruz. 

Şimdi  ߬௣ ൌ ߬ௗ೛ olduğunu gösterelim. ݔ א ܺ, ߝ ൐ 0 ve ݕ א ,ݔௗ೛ሺܤ  ሻ olsun. Oߝ

zaman ݀௣ሺݔ, ሻݕ ൌ ,ݔሺ݌ ሻݕ െ ,ݔሺ݌ ሻݔ ൏ ,ݔሺ݌ dır. Böylece ߝ ሻݕ ൏ ,ݔሺ݌ ሻݔ ൅  ve ߝ

ݕ א ,ݔ௣ሺܤ ሻ dır. O zaman ߬௣ߝ ل ߬ௗ೛ dır. 

ݕ א ,ݔ௣ሺܤ ,ݔሺ݌  ሻ alırsakߝ ሻݕ ൏ ,ݔሺ݌ ሻݔ ൅   olduğu aşikardır. O zaman ߝ

݀௣ሺݔ, ሻݕ ൌ ,ݔሺ݌ ሻݕ െ ,ݔሺ݌ ሻݔ ൏ ݕ ve ߝ א ,ݔௗ೛ሺܤ  ሻ olduğunu görüyoruz. Böyleceߝ

߬௣ ك ߬ௗ೛dır. Sonuç olarak ߬௣ ൌ ߬ௗ೛ dır. □ 

 

4. 7. Tanım 

 

ሺܺ, ݔ .௡ሽ dizisini alalımݔሻ kısmi metrik uzayda ሼ݌ א ܺ olsun. Eğer 

ߝ ׊ ൐ 0  ve  ݔ א ܰ ׌  ሻ  içinݔఌሺܤ ൒ ד 1 ݊ ൒ ܰ için ݔ௡ א  ,ሻݔఌሺܤ

 ise, o zaman  ሼݔ௡ሽ dizisi ݔ noktasına yakınsıyor denir ve lim௡՜ஶ ௡ݔ ൌ  ile ݔ

gösterilir. 
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4. 1. Önerme 

 

ሺܺ, ݔ ௡ሽ dizisiݔሻ kısmi metrik uzayında ሼ݌ א ܺ noktasına yakınsıyor ancak ve 

ancak ݌ሺݔ, ሻݔ ൌ lim௡՜ஶ ௡ݔሺ݌ ,  .ሻݔ

 

İݐܽ݌ݏ 

 

௡ݔ ՜ ߝ olsun. O zaman her ݔ ൐ 0 için bir ܰ ൒ 1 vardır öyle ki her ݊ ൒ ܰ için 

௡ݔ א ሻ. Yani 0ݔఌሺܤ ൑ ,௡ݔሺ݌ ሻݔ ൏ ,ݔሺ݌ dur. Kısmi metrik tanımından ߝ ሻݔ ൑

,௡ݔሺ݌ ሻݔ ൏ ߝ ൏ ,ݔሺ݌ ሻݔ ൅ dur. Böylece 0 ߝ ൑ ,௡ݔሺ݌ ሻݔ െ ,ݔሺ݌ ሻݔ ൏  .elde edilir ߝ

݊ ՜ ൅∞ iken 0 ൑ lim௡՜ାஶ ݌ሺݔ௡, ሻݔ െ ,ݔሺ݌ ሻݔ ൏  keyfi olduğundan ߝ ve ߝ

lim௡՜ାஶ ݌ሺݔ௡, ሻݔ ൌ ,ݔሺ݌  .ሻ elde edilirݔ

Şimdi lim௡՜ାஶ ݌ሺݔ௡, ሻݔ ൌ ,ݔሺ݌ ଵߝ ሻ olduğunu varsayalım. O zaman herݔ ൐ 0 

için bir ܰ ൒ 1 vardır öyle ki her ݊ ൒ ܰ için ݌ሺݔ௡, ሻݔ ൏ ,ݔሺ݌ ሻݔ ൅ ߝ .ଵ dırߝ ൐ 0 

olsun, ߝଵ ൌ ߝ െ ,ݔሺ݌ ௡ݔ ሻ alalım. O zamanݔ א ߝ ሻ dir. Böylece herݔఌሺܤ ൐ 0 için 

bir ܰ ൒ 1 vardır öyle ki her ݊ ൒ ܰ için ݔ௡ א ௡ݔ ሻ dır, yaniݔఌሺܤ ՜  .ݔ

 

4. 1. Teorem 

 

ሼݔ௡ሽ, ሺܺ, ௡ݔ .ሻ kısmi metrik uzay üzerinde bir dizi olsun݌ ՜ ݔ א ܺ ve ݌ሺݔ, ሻݕ ൌ

,ݕሺ݌ ,ݕ ሻ oluyorsa o zamanݕ ሼݔ௡ሽ dizisinin limit noktasıdır. 

 

İݐܽ݌ݏ 

 

௡ݔ ՜ ݔ א ܺ ve ݌ሺݔ, ሻݕ ൌ ,ݕሺ݌ ܿ ሻ olsun. Herݕ  int ܲ için bir ܰ vardır öyle ki her א

݊ ൐ ܰ için 

,௡ݔሺ݌ ሻݕ ൑ ,௡ݔሺ݌ ሻݔ ൅ ,ݔሺ݌ ሻݕ െ ,ݔሺ݌ ሻݔ ا ܿ ൅ ,ݕሺ݌  ሻݕ

elde edilir, böylece ݔ௡ ՜  ᇝ .ݕ
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4. 8. Tanım 

 

ሺܺ,  ;ሻ bir metrik uzay olsun݌

 

(i) lim௡,௠՜ஶ ௡ݔሺ݌ , ,௡ሽ dizisi ሺܺݔ௠ሻ varsa ሼݔ  ሻ kısmi metrik uzayında bir݌

Cauchy dizisidir. 

(ii) Eğer ܺ de her ሼݔ௡ሽ Cauchy dizisi bir ݔ א ܺ noktasına yakınsıyorsa 

ve ݌ሺݔ, ሻݔ ൌ lim௡,௠՜ஶ ௡ݔሺ݌ , ,௠ሻ ise o zaman ሺܺݔ  ሻ metrik uzayı݌

tamdır denir. 

(iii) ܨ: ܺ ՜ ܺ bir fonksiyon ve ݔ଴ א ܺ olsun. Her ߝ ൐ 0 için 

ܨ  ቀܤ௣ሺݔ଴, ሻቁߜ ك ,଴ݔܨ௣ሺܤ ߜ ሻ olacak şekilde birߝ ൐ 0 varsa o zaman 

,ܨ   .଴ noktasında süreklidirݔ 

 

ሺܺ,   .ሻ bir kısmi metrik uzay olsun݌

:௦݌ ܺ ൈ ܺ ՜ Թା 

,ݔ௦ሺ݌ ሻݕ ൌ ,ݔሺ݌2 ሻݕ െ ,ݔሺ݌ ሻݔ െ ,ݕሺ݌  ሻݕ

fonksiyonu ܺ üzerinde bir metriktir. 

 

4. 2. Önerme 

 

ሺܺ,   .ሻ kısmi metrik uzay olsun݌

(a) ሼݔ௡ሽ dizisi ሺܺ, ,௡ሽ dizisi ሺܺݔሻ de Cauchy dizisidir ancak ve ancak ሼ݌  ௦ሻ݌

de Cauchy dizisi ise. 

(b) ሺܺ, ,ሻ kısmi metrik uzayı tamdır ancak ve ancak ሺܺ݌  .௦ሻ uzayı tamdır݌

Ayrıca lim௡՜ஶ ,௡ݔ௦ሺ݌ ሻݔ ൌ 0 ancak ve ancak 

,ݔሺ݌ ሻݔ ൌ lim௡՜ஶ ,௡ݔሺ݌ ሻݔ ൌ lim௡՜ஶ ሺ݌ ,௡ݔ  .௠ሻݔ

 

4. 9. Lemma 

 

lim௡՜ஶ ௡ݔ௦ሺ݌ , ሻݔ ൌ 0 ฻ ݌ሺݔ, ሻݔ ൌ lim௡՜ஶ ௡ݔሺ݌ , ሻݔ ൌ lim௡,௠՜ஶ ௡ݔሺ݌ ,  . ௡ሻݔ
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İݐܽ݌ݏ 

 

 lim௡՜ஶ ௡ݔ௦ሺ݌ , ሻݔ ൌ 0  

  ฻lim௡՜ஶ ,௡ݔሺ݌2 ሻݔ െ ,௡ݔሺ݌ ௡ሻݔ െ ,ݔሺ݌ ሻݔ ൌ 0 

  ฻ ሺlim௡՜ஶ ,௡ݔሺ݌ ሻݔ െ lim௡՜ஶ ,௡ݔሺ݌ ௡ሻሻݔ ൅ ሺ lim
௡՜ஶ

,௡ݔሺ݌ ሻݔ െ lim௡՜ஶ ,ݔሺ݌ ሻሻݔ ൌ 0 

  ฻ ݌ሺݔ, ሻݔ ൌ lim௡՜ஶ ௡ݔሺ݌ , ሻݔ ൌ lim௡,௠՜ஶ ௡ݔሺ݌ ,  □. ௡ሻݔ

 

4. 3. Önerme 

 

ሺܺ, :ܶ ሻ kısmen sıralı bir kısmi metrik uzayı ve݌ ܺ ՜ ܺ bir dönüşüm olsun. ܶ, 

଴ݔ א ܺ noktasında süreklidir eğer ܺ de ki her ሼݔ௡ሽ dizisi için  

(a) ሺܺ, ,଴ noktasına yakınsıyorsa ሺܺݔ ,௡ݔ ሻ de݌  ଴ noktasınaݔܶ ,௡ݔܶ ሻ de݌

yakınsıyor. 

(b) ሺܺ, ,଴ noktasına düzgün yakınsıyorsa ሺܺݔ ,௡ݔ ሻ de݌   ଴ݔܶ ,௡ݔܶ ሻ de݌

noktasına düzgün yakınsıyor. 

Eğer ܶ her ݔ଴ א ܺ noktasında sürekli ise ܶ, ܺ de süreklidir denir. 

 

4. 9. Tanım 

 

ሺ ଵܺ, ,ଵሻ ve ሺܺଶ݌  ଶሻ sırayla bu uzayların݌ଵሻ ve ߬ሺ݌ଶሻ iki kısmi metrik uzay ve ߬ሺ݌

ürettiği topolojiler olsun. Eğer ܶ: ሺ ଵܺ, ߬ሺ݌ଵሻሻ ՜ ሺܺଶ, ߬ሺ݌ଶሻሻ ve ܶ: ሺ ଵܺ, ߬ሺ݌ଵ
௦ሻሻ ՜

൫ܺଶ, ߬ሺ݌ଶ
௦ሻ൯ dönüşümleri sürekli ise o zaman ܶ: ሺ ଵܺ, ଵሻ݌ ՜ ሺܺଶ,  .ଶሻ süreklidir݌

 

4. 10. Tanım 

 

ሺܺ, ൑ሻ kısmen sıralı küme ve ݂: ܺ ՜ ܺ olsun. Eğer her ݔ, ݕ א ܺ ve ݔ ൑  için ݕ

ݔ݂ ൑  .oluyorsa, ݂ ye monoton azalmayandır denir ݕ݂
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4. 11. Tanım 

 

ሺܺ, :ܨ ሻ bir kısmi metrik uzay ve݌ ܺ ՜ ܺ bir dönüşüm olsun. ܿ א ሾ0, 1ሻ olmak 

üzere her ݔ, ݕ א ܺ için 

,ሻݔሺܨ൫݌ ሻ൯ݕሺܨ ൑ ,ݔሺ݌ܿ  ሻݕ

oluyorsa ܨ dönüşümü bir büzülmedir denir. 

 

4. 2. Teorem (Matthews) 

 

ሺܺ, ሻݔሺܨ büzülmesi için ܨ ሻ tam kısmi metrik uzay üzerindeki her݌ ൌ  olacak ݔ

şekilde bir tek ݔ א ܺ sabit noktası vardır ayrıca ݌ሺݔ, ሻݔ ൌ 0 dır. 

 
4. 3. Teorem  

 

ሺܺ, :ܶ .sabitli bir normal kon olsun ܭ ,ܲ ,ሻ bir tam kısmi metrik uzay݌ ܺ ՜ ܺ bir 

dönüşüm olsun ve her ݔ, ݕ א ܺ için ܿ א ሺ0, 1ሻ olmak üzere 

,ݔሺܶ݌ ሻݕܶ ൑ ,ݔሺ݌ܿ  ሻݕ

sağlansın. O zaman ܶ nin ܺ de bir tek sabit noktası var ve her ݔ א ܺ için 

ሺܶ௡ݔሻ itarsyon dizisi bir sabit noktaya yakınsıyor. 

 

İݐܽ݌ݏ 

 

଴ݔ א ܺ alalım. ݔଵ ൌ ଶݔ ,଴ݔܶ ൌ ଵݔܶ ൌ ܶଶݔ଴, …, ݔ௡ାଵ ൌ ௡ݔܶ ൌ ܶ௡ାଵݔ଴, … dizisini 

tanımlayalım. Her ݉, ݊,  ݉ ൐ ݊ için kısmi metrik uzay tanımının (4) şıkkından 

 

,௠ݔሺ݌  ௡ሻݔ ൑ ,௠ݔሺ݌ ௠ିଵሻݔ ൅ ,௠ିଵݔሺ݌ ௠ିଶሻݔ ൅ ڮ ൅ ,௡ାଶݔሺ݌ ௡ାଵሻݔ ൅ ,௡ାଵݔሺ݌  ௡ሻݔ

                 െ ∑ ,௠ି௞ݔሺ݌ ௠ି௞ሻ௠ି௡ିଵݔ
௞ୀଵ  

                 ൑ ሺܿ௠ିଵ ൅ ܿ௠ିଶ ൅ ڮ ൅ ܿ௡ሻ݌ሺݔଵ,  ଴ሻݔ

                 ൌ ܿ௡ ଵି௖೘ష೙

ଵି௖
,ଵݔሺ݌ ଴ሻݔ ൑ ܿ௡ ଵ

ଵି௖
,ଵݔሺ݌  ଴ሻݔ

 

elde edilir. ܲ, ܭ sabitli bir normal kon olduğundan  
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ԡ݌ሺݔ௠, ௡ሻԡݔ ൑ ܿ௡ܭ
1

1 െ ܿ
ԡ݌ሺݔଵ,  ଴ሻԡݔ

elde edilir. Böylece ሺܺ, ,ሻ bir Cauchy dizisidir öyleki ሺܺݔሻ de ሺܶ௡݌  ሻ de݌

lim௡,௠՜ஶ ,଴ݔሺܶ௠݌ ܶ௡ݔ଴ሻ ൌ 0 dır ve ሺܺ,  ଴ሻ birݔሻ tam uzay olduğundan ሺܶ௡݌

ݔ א ܺ noktasına yakınsıyor. 

        lim௡,௠՜ஶ ,଴ݔሺܶ௠݌ ܶ௡ݔ଴ሻ ൌ ,ݔሺ݌ ሻݔ ൌ lim௡՜ஶ ,଴ݔሺܶ௡݌ ሻݔ ൌ 

       lim௡՜ஶ ,௡ݔሺ݌ ሻݔ ൌ lim௡՜ஶ ,௡ݔሺ݌ ܶ௡ݔ଴ሻ ൌ lim௡՜ஶ ,௡ݔሺ݌ ௡ሻݔ ൌ 0 

dır. Her ݊ א Գ için 

,ݔሺܶ݌ ሻݔ ൑ ,ݔሺܶ݌ ܶ௡ାଵݔ଴ሻ ൅ ,଴ݔሺܶ௡ାଵ݌ ሻݔ െ ,଴ݔሺܶ௡ାଵ݌ ܶ௡ାଵݔ଴ሻ 

                            ൑ ,ݔሺ݌ܿ ܶ௡ݔ଴ሻ ൅ ,଴ݔሺܶ௡ାଵ݌  ሻݔ

ve 

ԡ݌ሺܶݔ, ሻԡݔ ൑ ,ݔሺ݌ԡܿܭ ܶ௡ݔ଴ሻԡ ൅ ԡ݌ሺܶ௡ାଵݔ଴, ሻԡݔ ՜ 0 

elde edilir. Böylece ݌ሺܶݔ, ሻݔ ൌ 0 dır. Fakat 0 ൑ ,ݔሺܶ݌ ሻݔܶ ൑ ,ݔሺ݌ܿ ሻݔ ൌ 0 

olduğundan 

,ݔሺܶ݌ ሻݔܶ ൌ ,ݔሺܶ݌ ሻݔ ൌ ,ݔሺ݌ ሻݔ ൌ 0 

kısmi metrik uzay tanımının (1) şıkkından ܶݔ ൌ  nin başka bir sabit ܶ ,ݕ .olur ݔ

noktası olsun. O zaman 

,ݔሺ݌ ሻݕ ൌ ,ݔሺܶ݌ ሻݕܶ ൑ ,ݔሺ݌ܿ  ሻݕ

ve ܿ ൏ 1 olduğundan ݌ሺݔ, ሻݕ ൌ 0 olmalıdır, diğer yandan ݕ ve ݌  ,ݔሺݔ, ሻݔ ൌ

,ݔሺܶ݌ ሻݔ ൌ 0 ve ݌ሺݕ, ሻݕ ൌ ,ݕሺܶ݌ ሻݕ ൌ 0 dır, dolayısıyla ݌ሺݔ, ሻݕ ൌ ,ݔሺ݌ ሻݔ ൌ

,ݕሺ݌ ݔ ሻ dir. Böyleceݕ ൌ  □ .dir ݕ

 

4. 4. Teorem 

 

ሺܺ,  sabitli bir normal kon ve ܭ ,ܲ ,ሻ bir tam kısmi Banach değerli metrik uzay݌

ܶ: ܺ ՜ ܺ bir dönüşüm olsun. Her ݔ, ݕ א ܺ için ݇ א ሺ0, ଵ
ଶ
ሻ olmak üzere 

,ݔሺܶ݌ ሻݕܶ ൑ ݇൫݌ሺܶݔ, ሻݔ ൅ ,ݕሺܶ݌  ሻ൯ݕ

sağlansın. O zaman ܶ nin ܺ de bir tek sabit noktası var ve her ݔ א ܺ için 

ሺܶ௡ݔሻ itarsyon dizisi sabit noktaya yakınsıyor. 
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İݐܽ݌ݏ 

 

଴ݔ א ܺ alalım. ݔଵ ൌ ଶݔ ,଴ݔܶ ൌ ଵݔܶ ൌ ܶଶݔ଴, …, ݔ௡ାଵ ൌ ௡ݔܶ ൌ ܶ௡ାଵݔ଴, … dizisini 

tanımlayalım. 

,௡ାଵݔሺ݌  ௡ሻݔ ൌ ,௡ݔሺܶ݌  ௡ିଵሻݔܶ

                    ൑ ݇൫݌ሺܶݔ௡, ௡ሻݔ ൅ ,௡ିଵݔሺܶ݌  ௡ିଵሻ൯ݔ

                     ൌ ݇ሺ݌ሺݔ௡ାଵ, ௡ ሻݔ ൅ ,௡ݔሺ݌  ௡ିଵሻሻݔ

böylece ܿ ൌ ௞
ଵି௞

 dersek, 

,௡ାଵݔሺ݌ ௡ሻݔ ൑
݇

1 െ ݇ ,௡ݔሺ݌  ௡ିଵሻݔ

elde edilir. Her ݉ ൐ ݊ için 

,௠ݔሺ݌ ௡ሻݔ ൑ ,௠ݔሺ݌ ௠ିଵሻݔ ൅ ,௠ିଵݔሺ݌ ௠ିଶሻݔ ൅ ڮ ൅ ,௡ାଶݔሺ݌ ௡ାଵሻݔ ൅ ,௡ାଵݔሺ݌  ௡ሻݔ

                  െ ∑ ,௠ି௞ݔሺ݌ ௠ି௞ሻ௠ି௡ିଵݔ
௞ୀଵ  

                  ൑ ሺܿ௠ିଵ ൅ ܿ௠ିଶ ൅ ڮ ൅ ܿ௡ሻ݌ሺݔଵ,  ଴ሻݔ

                  ൑ ܿ௡ ଵ
ଵି௖

,ଵݔሺ݌  ଴ሻݔ

elde edilir. ܲ, ܭ sabitli bir normal kon olduğundan  

ԡ݌ሺݔ௠, ௡ሻԡݔ ൑ ܿ௡ܭ
1

1 െ ܿ
ԡ݌ሺݔଵ,  ଴ሻԡݔ

elde edilir, yani ݉, ݊ ՜ ∞ iken ݌ሺݔ௠, ௡ሻݔ ՜ 0 dir. Böylece ሺݔ௡ሻ bir Cauchy 

dizisidir. ܺ tam uzay olduğundan ݊ ՜ ∞ iken ݔ௡ ՜ ݔ olacak şekilde bir ݔ א ܺ 

vardır ve 

lim
௡՜ஶ

,௡ݔሺ݌ ሻݔ ൌ ,ݔሺ݌ ሻݔ ൌ lim
௡՜ஶ

,௡ݔሺ݌ ௡ሻݔ ൌ 0 

elde edilir.  

,ݔሺܶ݌ ሻݔ ൑ ,ݔሺܶ݌ ௡ሻݔܶ ൅ ,௡ݔሺܶ݌ ሻݔ െ ,௡ݔሺܶ݌  ௡ሻݔܶ

              ൑ ݇ሾ݌ሺܶݔ, ሻݔ ൅ ,௡ݔሺܶ݌  ௡ሻሿݔ

ve 

,ݔሺܶ݌ ሻݔ ൑
1

݇ െ 1
ሾ݇݌ሺܶݔ௡, ௡ሻݔ ൅ ,௡ାଵݔሺ݌  ሻሿݔ

ԡ݌ሺܶݔ, ሻԡݔ ൑ ܭ
1

݇ െ 1 ሺ݇ԡ݌ሺݔ௡ାଵ, ௡ሻԡݔ ൅ ԡ݌ሺݔ௡ାଵ, ሻԡሻݔ ՜ 0 

böylece ݌ሺܶݔ, ሻݔ ൌ 0 dır. Fakat 

,ݔሺܶ݌ ሻݔܶ ൑ ݇ሾ݌ሺܶݔ, ሻݔ ൅ ,ݔሺܶ݌ ሻሿݔ ൌ ,ݔሺܶ݌2݇ ሻݔ ൌ 0 
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olduğundan ݌ሺܶݔ, ሻݔܶ ൌ ,ݔሺܶ݌ ሻݔ ൌ ,ݔሺ݌ ሻݔ ൌ 0 elde edilir. Kısmi metrik 

tanımından ܶݔ ൌ ,ݕ .nin bir sabit noktasıdır ܶ ,ݔ dir. Yani ݔ ܶ nin başka bir 

sabit noktası olsun. 

,ݔሺ݌ ሻݕ ൌ ,ݔሺܶ݌ ሻݕܶ ൑ ݇ሾ݌ሺܶݔ, ሻݔ ൅ ,ݕሺܶ݌ ሻሿݕ ൌ 0 

böylece  

 

,ݔሺ݌ ሻݕ ൌ ,ݔሺ݌ ሻݔ ൌ ,ݕሺ݌ ሻݕ ൌ 0 dir yani ݔ ൌ  □  .dir ݕ

 

4. 2. Kısmi Banach Değerli Metrik Uzayda İkili Sabit Nokta Teoremleri 
 

Bu bölümde kısmi metrik uzayda ikili sabit nokta teoremlerine yer verilecektir. 

H. Aydi, Sabetghadam’in teoremini genişleterek kısmi metrik uzayda 

aşağıdaki teoremleri ispatlamıştır. 

 

4. 5. Teorem 

 

ሺܺ, :ܶ ሻ bir tam kısmi Banach değerli metrik uzay ve݌ ܺ ൈ ܺ ՜ ܺ bir dönüşüm 

olsun. Her ݔ, ,ݕ ,ݑ ݒ א ܺ için 0 ൏ ܽ, ܾ ve 0 ൏ ܽ ൅ ܾ ൏ 1 olmak üzere 
,ݔሺܶሺ݌ ,ሻݕ ܶሺݑ, ሻሻݒ ൑ ,ݔሺ݌ܽ ሻݑ ൅ ,ݕሺ݌ܾ  ሻݒ

sağlansın. O zaman ܶ nin ܺ de bir tek ikili sabit noktası var. 

 

İݐܽ݌ݏ 

 

,଴ݔ ଴ݕ א ܺ alalım. ݔଵ ൌ ܶሺݔ଴, ,଴ሻݕ ଵݕ ൌ ܶሺݕ଴, ଶݔ ,଴ሻݔ ൌ ܶሺݔଵ, ,ଵሻݕ ଶݕ ൌ ܶሺݕଵ,  ଵሻݔ

௡ାଵݔ ,… ൌ ܶሺݔ௡, ,௡ሻݕ ௡ାଵݕ  ൌ ܶሺݕ௡, ݊ .௡ሻ,  … dizisini tanımlayalımݔ ൐ 0 ve 

݊ א Գ olsun. Hipotezden 

 

,௡ݔሺ݌ ௡ାଵሻݔ ൌ ,௡ିଵݔሺܶሺ݌ ,௡ିଵሻݕ ܶሺሺݔ௡,   ௡ሻሻݕ

                  ൑ ,௡ିଵݔሺ݌ܽ ௡ሻݔ ൅ ,௡ିଵݕሺ݌ܾ  ௡ሻ          (1)ݕ

ve 
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,௡ݕሺ݌ ௡ାଵሻݕ ൌ ,௡ିଵݕሺܶሺ݌ ,௡ିଵሻݔ ܶሺሺݕ௡,    ௡ሻሻݔ

                  ൑ ,௡ିଵݕሺ݌ܽ ௡ሻݕ ൅ ,௡ିଵݔሺ݌ܾ  ௡ሻ            (2)ݔ

 

yazabiliriz. ݌௡ ൌ ,௡ݔሺ݌ ௡ାଵሻݔ ൅ ,௡ݕሺ݌ ߜ ௡ାଵሻ veݕ ൌ ܽ ൅ ܾ diyelim. (1) ve (2) den 

 

௡݌  ൌ ,௡ݔሺ݌ ௡ାଵሻݔ ൅ ,௡ݕሺ݌ ௡ାଵሻݕ ൑ ,௡ିଵݔሺ݌ )ߜ ௡ሻݔ ൅ ,௡ିଵݕሺ݌  ௡ିଵ݌ߜ =(௡ሻݕ

ve 

௡݌ ൑ ௡ିଵ݌ߜ ൑ ௡ିଶ݌ଶߜ ൑ ڮ ൑  ଴݌௡ߜ

elde edilir. Eğer ݌଴ ൌ ,଴ݔሺ݌ ଵሻݔ ൅ ,଴ݕሺ݌ ଵሻݕ ൌ 0 ise, o zaman kısmi metriğin 

tanımından  ݌ሺݔ଴, ଵሻݔ ൌ ,଴ݕሺ݌ ଵሻݕ ൌ 0 dır. Kısmi metriğin ikinci özelliğinden 

 

0 ൑ ,଴ݔሺ݌ ଴ሻݔ ൑ ,଴ݔሺ݌ ଵሻݔ ൌ 0 ՜ ,଴ݔሺ݌ ଴ሻݔ ൌ ,଴ݔሺ݌ ଵሻݔ ൌ 0                      (3) 

 

(3) den ve kısmi metriğin ikinci ve üçüncü özeliğinden  

0 ൑ ,ଵݔሺ݌ ଵሻݔ ൑ ,ଵݔሺ݌ ଴ሻݔ ൌ ,଴ݔሺ݌ ଵሻݔ ൌ 0 ՜ ,ଵݔሺ݌ ଵሻݔ ൌ ,଴ݔሺ݌ ଵሻݔ ൌ 0     (4) 

 

Böylece ݌ሺݔଵ, ଵሻݔ ൌ ,଴ݔሺ݌ ଵሻݔ ൌ ,଴ݔሺ݌  ଴ሻ dir. Kısmi metriğin tanımındanݔ

଴ݔ ൌ ଴ݕ ଵ ve benzer olarakݔ ൌ  ଵ elde edilir. Şimdiݕ

 

ଵݔ ൌ ଴ݔ ൌ ܶሺݔ଴, ଵݕ               ,଴ሻݕ ൌ ଴ݕ ൌ ܶሺݕ଴,  ଴ሻݔ

 

elde edilir, yani ሺݔ଴, ,଴ሻݕ ܶ nin ikili sabit noktasıdır. Eğer ݌଴ ൐ 0 ise, o zaman 

her ݉, ݊ א Գ ve ݉ ൑ ݊ için 

 

,௠ݔሺ݌ ௡ሻݔ ൑ ,௡ݔሺ݌ ௡ିଵሻݔ ൅ ,௡ିଵݔሺ݌ ௡ିଶሻݔ ൅ ڮ ൅ ,௠ାଶݔሺ݌ ௠ାଵሻݔ ൅ ,௠ାଵݔሺ݌  ௠ሻݔ

                  െ ∑ ,௡ି௞ݔሺ݌ ௡ି௞ሻ௡ି௠ିଵݔ
௞ୀଵ                                                (5) 

ve  

,௠ݕሺ݌ ௡ሻݕ ൑ ,௡ݕሺ݌ ௡ିଵሻݕ ൅ ,௡ିଵݕሺ݌ ௡ିଶሻݕ ൅ ڮ ൅ ,௠ାଶݕሺ݌ ௠ାଵሻݕ ൅ ,௠ାଵݕሺ݌  ௠ሻݕ

                  െ ∑ ,௡ି௞ݕሺ݌ ௡ି௞ሻ௡ି௠ିଵݕ
௞ୀଵ                                                 (6) 

(5) ve (6) dan 
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,௠ݔሺ݌ ௡ሻݔ ൅ ,௠ݕሺ݌ ௡ሻݕ ൑ ௡ିଵ݌ ൅ ௡݌ ൅ ൅ ڮ ൅  ௠݌

                                  െ ∑ ሺ݌ሺݔ௡ି௞, ௡ି௞ሻݔ ൅௡ି௠ିଵ
௞ୀଵ ,௡ି௞ݕሺ݌  ௡ି௞ሻሻݕ

                                  ൑ ௡ିଵ݌ ൅ ௡݌ ൅ ൅ ڮ ൅  ௠݌

 

böylece 

 

,௠ݔሺ݌ ௡ሻݔ ൅ ,௠ݕሺ݌ ௡ሻݕ ൑ ሺߜ௡ିଵ ൅ ௡ିଶߜ ൅ ڮ ൅  ଴݌௠ሻߜ

൑
௠ߜ

1 െ ߜ  ,଴݌

,ݔ௦ሺ݌ ௦ tanımından݌ ሻݕ ൑ ,ݔሺ݌2 ݊ ሻ dir. Herݕ ൒ ݉ için 

,௠ݔ௦ሺ݌ ௡ሻݔ ൅ ,௠ݕ௦ሺ݌ ௡ሻݕ ൑ ,௠ݔሺ݌2 ௡ሻݔ ൅ ,௠ݕሺ݌2 ௡ሻݕ ൌ 2
௠ߜ

1 െ ߜ  ଴݌

elde edilir. 0 ൑ ߜ ൏ 1 olduğundan ሼݔ௡ሽ, ሼݕ௡ሽ dizileri ሺܺ,  ௦ ሻ da Cauchy݌

dizilerdir. Önerme 4. 2 den ሺܺ, ,ሻ tam olduğundan ሺܺ݌  ௦ ሻ  tamdır, dolayısıyla݌

lim௡՜ஶ ,௡ݔ௦ሺ݌ ሻݔ ൌ 0 ve lim௡՜ஶ ,௡ݕ௦ሺ݌ ሻݕ ൌ 0  olacak şekilde ݔ, ݕ א ܺ vardır. 

Önerme 4. 2 den 

lim
௡՜ஶ

,௡ݔሺ݌ ሻݔ ൌ ,ݔሺ݌ ሻݔ ൌ lim
௡՜ஶ

,௡ݔሺ݌ ௡ሻݔ ൌ 0 

ve  

lim
௡՜ஶ

,௡ݕሺ݌ ሻݕ ൌ ,ݕሺ݌ ሻݕ ൌ lim
௡՜ஶ

,௡ݕሺ݌ ௡ሻݕ ൌ 0 

 Şimdi 

0 ൑ ,ݔሺܶሺ݌ ,ሻݕ ሻݔ ൏ ,ݔሺܶሺ݌ ,ሻݕ ௡ାଵሻݔ ൅ ,௡ାଵݔሺ݌ ሻݔ െ ,௡ାଵݔሺ݌  ௡ାଵ ሻݔ

   ൑ ,ݔሺܶሺ݌ ,ሻݕ ܶሺݔ௡, ௡ሻሻݕ ൅ ,௡ାଵݔሺ݌  ሻݔ

   ൑ ,ݔሺ݌ܽ ௡ሻݔ ൅ ,ݕሺ݌ܾ ௡ሻݕ ൅ ,௡ାଵݔሺ݌  ሻݔ

elde edilir. ݊ ՜ ∞ iken limit alırsak ݌ሺܶሺݔ, ,ሻݕ ሻݔ ൌ 0 olur, diğer taraftan 

0 ൑ ,ݔሺܶሺ݌ ,ሻݕ ܶሺݔ, ሻሻݕ ൑ ,ݔሺ݌ܽ ሻݔ ൅ ,ݕሺ݌ܾ ሻݕ ൌ 0, 

yani ݌ሺܶሺݔ, ,ሻݕ ܶሺݔ, ሻሻݕ ൌ ,ݔሺܶሺ݌ ,ሻݕ ሻݔ ൌ ,ݔሺ݌ ,ݔሻ dir dolayısıyla ܶሺݔ ሻݕ ൌ  .dir ݔ

Benzer olarak ܶሺ ݕ, ሻݔ ൌ ,ݔdir. Böylece ሺ ݕ ,ሻݕ ܶ nin ikili sabit noktasıdır. 

ሺݑ, ,ሻݒ ܶ nin bir başka ikili sabit noktası olsun. (ݔ ് ݕ    ,ݑ ്  (ݒ

0 ൑ ,ݔሺ݌ ሻݑ ൌ ,ݔ൫ܶሺ݌ ሻݕ ൅ ܶሺݑ, ሻ൯ݒ ൑ ,ݔሺ݌ܽ ሻݑ ൅ ,ݕሺ݌ܾ  ሻݒ

0 ൑ ,ݕሺ݌ ሻݒ ൌ ,ݕ൫ܶሺ݌ ሻݔ ൅ ܶሺݒ, ሻ൯ݑ ൑ ,ݕሺ݌ܽ ሻݒ ൅ ,ݔሺ݌ܾ  ሻݑ

İki tarafı toplarsak 
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0 ൑ ,ݔሺ݌ ሻݑ ൅ ,ݕሺ݌ ሻݒ ൑ ሺܽ ൅ ܾሻሺܽ݌ሺݔ, ሻݑ ൅ ,ݕሺ݌ܾ  ሻሻݒ

elde edilir. 0 ൏ ܽ ൅ ܾ ൏ 1 olduğundan ݌ሺݔ, ሻݑ ൅ ,ݕሺ݌ ሻݒ ൌ 0 ve böylece 

,ݔሺ݌ ሻݑ ൌ ,ݕሺ݌ ሻݒ ൌ ,ݔሺ݌ ሻݔ ൌ ,ݕሺ݌ ሻݕ ൌ  0 dır. Şimdi 

,ݑሺ݌ ሻݑ ൌ ,ݑ൫ܶሺ݌ ,ሻݒ ܶሺݑ, ሻ൯ݒ ൑ ,ݑሺ݌ܽ ሻݑ ൅ ,ݒሺ݌ܾ  ሻݒ

,ݒሺ݌ ሻݒ ൌ ,ݒ൫ܶሺ݌ ,ሻݑ ܶሺݒ, ሻ൯ݑ ൑ ,ݒሺ݌ܽ ሻݒ ൅ ,ݑሺ݌ܾ  ሻݑ

 iki tarafı toplarsak 

,ݑሺ݌ ሻݑ ൅ ,ݒሺ݌ ሻݒ ൑ ሺܽ ൅ ܾሻሺ݌ሺݑ, ሻݑ ൅ ,ݒሺ݌  ሻሻݒ

elde edilir. 0 ൏ ܽ ൅ ܾ ൏ 1 olduğundan ݌ሺݑ, ሻݑ ൅ ,ݒሺ݌ ሻݒ ൌ 0 ve böylece 

,ݑሺ݌ ሻݑ ൌ ,ݒሺ݌ ሻݒ ൌ 0 dır. Şimdi  ݌ሺݑ, ሻݑ ൌ ,ݔሺ݌ ሻݑ ൌ ,ݔሺ݌ ݔ ሻ olduğundanݔ ൌ  ݑ

ve ݌ሺݒ, ሻݒ ൌ ,ݒሺ݌ ሻݕ ൌ ,ݕሺ݌ ݒ ሻ olduğundanݕ ൌ  dir yani ܶ nin bir tek ikili sabit ݕ

noktası vardır.□ 

 

4. 6. Teorem 

 

ሺܺ, :ሻ bir tam kısmi Banach değerli metrik uzay veܶ݌ ܺ ൈ ܺ ՜ ܺ bir dönüşüm 

olsun. Her ݔ, ݕ א ܺ için ݇, ݈ negatif olmayan değerler ve  ݇ ൅ ݈ ൏ 1 olmak 

üzere 

,ݔሺܶሺ݌ ,ሻݕ ܶሺݑ, ሻሻݒ ൑ ,ݔሺܶሺ݌݇ ,ሻݕ ሻݔ ൅ ,ݑሺܶሺ݌݈ ,ሻݒ  ሻݑ

sağlansın. O zaman ܶ nin ܺ de bir tek ikili sabit noktası vardır. 

 

İݐܽ݌ݏ 

 

,଴ݔ  ଴ݕ א ܺ alalım. ݔଵ ൌ ܶሺݔ଴, ,଴ሻݕ ଵݕ  ൌ ܶሺݕ଴, ଶݔ ,଴ሻݔ ൌ ܶሺݔଵ, ,ଵሻݕ ଶݕ ൌ ܶሺݕଵ,  ଵሻݔ

௡ାଵݔ ,… ൌ ܶሺݔ௡, ,௡ሻݕ ௡ାଵݕ  ൌ ܶሺݕ௡, ݊ .௡ሻ,  … dizisini tanımlayalımݔ א Գ ve 

݊ ൐ 0 olsun. Hipotezden 

,௡ݔሺ݌ ௡ାଵሻݔ ൌ ,௡ିଵݔሺܶሺ݌ , ௡ିଵሻݕ ܶሺݔ௡,  ௡ሻሻݕ

                  ൑ ,௡ିଵݔሺܶሺ݌݇ ,௡ିଵሻݕ ௡ିଵሻݔ ൅ ,௡ݔሺܶሺ݌݈ ,௡ሻݕ  ௡ሻݔ

                  ൌ ,௡ݔሺ݌݇ ௡ିଵሻݔ ൅ ,௡ାଵݔሺ݌݈  ௡ሻݔ

böylece ߜ ൌ ௞
ଵି௟

 dersek,  ݌ሺݔ௡, ௡ାଵሻݔ ൑ ,௡ݔሺ݌ ߜ  ௡ିଵሻ elde edilir. Benzer olarakݔ

,௡ݕሺ݌ ௡ାଵሻݕ ൑ ,௡ݕሺ݌ ߜ  ௡ିଵሻ elde edilir. Böylece yukarıdaki teoremin ispatı gibiݕ
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ሼݔ௡ሽ ve ሼݕ௡ሽ dizilei ሺܺ, ,ሻ da Cauchy dizileridir. ሺܺ݌  ሻ tam uzay olduğundan݌

lim௡՜ஶ ௡ݔ ൌ ve lim௡՜ஶ ݔ ௡ݕ ൌ ,ݔ olacak şekilde ݕ ݕ א ܺ vardır ve 

lim
௡՜ஶ

,௡ݔሺ݌ ሻݔ ൌ ,ݔሺ݌ ሻݔ ൌ lim
௡՜ஶ

,௡ݔሺ݌ ௡ሻݔ ൌ 0 

ve  

lim௡՜ஶ ,௡ݕሺ݌ ሻݕ ൌ ,ݕሺ݌ ሻݕ ൌ lim௡՜ஶ ,௡ݕሺ݌ ௡ሻݕ ൌ 0 . 

Hipotezden ve kısmi metrik tanımından 

……  0 ൑ ,ݔሺܶሺ݌ ,ሻݕ                          ሻݔ

൑ ,ݔሺܶሺ݌ ,ሻݕ ܶሺݔ௡, ௡ሻሻݕ ൅ ,௡ݔሺܶሺ݌ ,௡ሻݕ ሻݔ െ ,௡ݔሺܶሺ݌ ,௡ሻݕ ܶሺݔ௡,  ௡ሻሻݕ

            ൑ ,ݔሺܶሺ݌݇ ,ሻݕ ሻݔ ൅ ,௡ାଵݔሺ݌݈ ௡ሻݔ ൅ ,௡ାଵݔሺ݌  ሻݔ

elde edilir. ݊ ՜ ∞ iken ݈݌ሺݔ௡ାଵ, ௡ሻݔ ൅ ,௡ାଵݔሺ݌ ሻݔ ൌ 0 olacak ve 0 ൏ ݇ olduğu 

için ݌ሺܶሺݔ, ,ሻݕ ሻݔ ൌ 0  dır. Hipotezden 

,ݔ൫ܶሺ݌ ,ሻݕ ܶሺݔ, ሻ൯ݕ ൑ ሺ݇ ൅ ݈ሻ݌ሺܶሺݔ, ,ሻݕ  ሻݔ

elde edilir ve 0 ൏ ݇ ൅ ݈ ൏ 1 olduğundan ݌൫ܶሺݔ, ,ሻݕ ܶሺݔ, ሻ൯ݕ ൌ 0 elde edilir. 

Şimdi 

,ݔ൫ܶሺ݌ ,ሻݕ ܶሺݔ, ሻ൯ݕ ൌ ,ݔሺܶሺ݌ ,ሻݕ ሻݔ ൌ ,ݔሺ݌ ሻݔ ൌ 0 

 olduğundan ve kısmi metrik özelliğinden  ܶሺݔ, ሻݕ ൌ  elde edilir. Benzer ݔ

olarak ܶሺݕ, ሻݔ ൌ ,ݔdir. Böylece ሺ ݕ ,ሻݕ ܶ nin ikili sabit noktasıdır.   □ 

 

4. 7. Teorem 

 

ሺܺ, :ܨ ሻ bir kısmi metrik uzay ve݌ ܺ ՜ ܺ bir dönüşüm olsun. 

߮ሺݐሻ: ሾ0, ∞ሻ ՜ሾ0, ∞ሻ dönüşümü sürekli, azalmayan ve her ݐ ൐ 0 için ߮ሺݐሻ ൏  ݐ

olsun. Her ݔ, ݕ א ܺ için  

,ሻݔሺܨ൫݌ ሻ൯ݕሺܨ ൑ ߮൫݌ሺݔ,  ሻ൯ݕ

oluyorsa ܨ dönüşümünün bir tek sabit noktası vardır. 

 

4. 8. Teorem   

 

ሺܺ, ൑ሻ sıralı küme, ሺܺ, ൈ ܺ :ܨ ሻ tam kısmi uzay ve݌ ܺ  ՜  ܺ dönüşümü ܺ 

üzerinde karışık monoton özelliği olsun. ݔ଴ ൑ ,଴ݔሺܨ ଴ݕ ଴ሻ veݕ ൒ ,଴ݕሺܨ  ଴ሻݔ

olacak şekilde ݔ଴, ଴ݕ א ܺ olsun. ߰ ׷  ሾ0, ൅∞ሾ՜  ሾ0, ൅∞ሾ  sürekli ve azalmayan 
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fonksiyonu ve ሿ0, ൅∞ሾ aralığında pozitif olsun ve  ∑ ߰௡ሺݐሻஶ
௡ୀଵ  her ݐ ൐ 0 için 

yakınsak olsun. Her ݔ, ,ݕ ,ݑ ݒ א ݔ  ,ܺ ൒ ݕ ve ݑ ൑  için ݒ

 

,ݔሺܨ൫݌ ,ሻݕ ,ݑሺܨ ሻ൯ݒ ൑
ଵ
ଶ

߰ ቀ݉ܽ݇ݏ ቄ݌ሺݔ, ሻݑ ൅ ,ݕሺ݌ ,ሻݒ ,ݔ൫݌ ,ݔሺܨ ሻ൯ݕ ൅ ,ݕ൫݌ ,ݕሺܨ ,ሻ൯ݔ ,ݑ൫݌ ,ݑሺܨ ሻ൯ݒ ൅

,ݒ൫݌ ,ݒሺܨ ,ሻ൯ݑ ଵ
ଶ

,ݔ൫݌ൣ ,ݑሺܨ ሻ൯ݒ ൅ ,ݑ൫݌ ,ݔሺܨ ሻ൯ݕ ൅ ,ݒ൫݌ ,ݕሺܨ ሻ൯ݔ ൅ ,ݕ൫݌ ,ݒሺܨ  ሻ൯൧ቅቁݑ

(4. 1) 

(a) ܨ sürekli 

      veya 

     (b)  ܺ  aşağıdaki özellikleri sağlıyor 

         (i)  Eğer ሼݔ௡ሽ azalmayan dizisi ݔ noktasına yakınsıyorsa, o zaman her  

                  ݊ için    ݔ௡ ൑  , ݔ

         (ii)  Eğer ሼݕ௡ሽ  artmayan dizisi ݕ noktasına yakınsıyorsa, o zaman her ݊    

                için  ݕ ൑  .௡ݕ

özelliklerini sağlasın. O zaman  ݔ ൌ ,ݔሺܨ ݕ ሻ veݕ ൌ ,ݕሺܨ  ሻ olacak şekildeݔ

,ݔ ݕ א ܺ  vardır. Yani ܨ  nin ܺ de ikili sabit noktası vardır. 

 

İݐܽ݌ݏ 

 

߰ tanımından ߰ሺݐሻ ൏  ௡ሽ dizilerini aşağıdakiݕ௡ሽ ve ሼݔolduğu aşikardır. ܺ de ሼ ݐ

gibi oluşturalım. Her ݊ ൒ 0 için 

௡ାଵݔ     ൌ ,௡ݔሺܨ ௡ାଵݕ  ௡ሻ  veݕ ൌ ,௡ݕሺܨ  ௡ሻ.        (4. 2)ݔ

Her ݊ ൒ 0 için ݔ௡ ൑ ௡ݕ ௡ାଵ veݔ ൒                                                 .௡ାଵ   olduğunu gösterelimݕ

݊ ൌ 0 olsun. ݔ଴ ൑ ,଴ݔሺܨ ଴ݕ ,଴ሻݕ ൒ ,଴ݕሺܨ ଵݔ ,଴ሻݔ ൌ ,଴ݔሺܨ ଵݕ ଴ሻ veݕ ൌ ,଴ݕሺܨ  ଴ሻݔ

olduğundan ݔ଴ ൑ ଵݕ ଵ veݔ ൑ ௡ݔ .଴ elde edilirݕ ൑ ௡ାଵݕ ,௡ାଵݔ ൑  nin ܨ ௡veݕ

karışık monoton özelliği olduğundan 

௡ାଶݔ     ൌ ,௡ାଵݔሺܨ ௡ାଵሻݕ ൒ ,௡ݔሺܨ ௡ାଵሻݕ ൒ ,௡ݔሺܨ ௡ሻݕ ൌ  ௡ାଵ       (4. 3)ݔ

ve 

௡ାଶݕ     ൌ ,௡ାଵݕሺܨ ௡ାଵሻݔ ൑ ,௡ݕሺܨ ௡ାଵሻݔ ൑ ,௡ݕሺܨ ௡ሻݔ ൌ  ௡ାଵ.       (4. 4)ݕ

elde edilir. Dolayısıyla her ݊ ൒ 0 için 
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௡ାଵݔ     ൑ ௡ାଵݕ  ௡ାଶ   veݔ ൒   ௡ାଶݕ

olduğunu görüyoruz. Şimdi 

,௡ݔሺ݌ ௡ሻݔ ൅ ,௡ିଵݔሺ݌ ௡ାଵ ሻݔ ൑ ,௡ିଵݔሺ݌ ௡ሻݔ ൅ ,௡ݔሺ݌  ௡ାଵሻݔ

ve 

,௡ݕሺ݌ ௡ሻݕ ൅ ,௡ିଵݕሺ݌ ௡ାଵ ሻݕ ൑ ,௡ିଵݕሺ݌ ௡ሻݕ ൅ ,௡ݕሺ݌  ௡ାଵሻݕ

ve ߰ ise azalmayan olduğundan her ݊ ൒ 0 için 

,௡ାଵݔሺ݌  ௡ሻݔ ൌ ,௡ݔሺܨ൫݌ ,௡ሻݕ ,௡ିଵݔሺܨ   ௡ିଵሻ൯ݕ

                 ൑ ଵ
ଶ

߰൫݉ܽ݇ݏሼ݌ሺݔ௡, ௡ିଵሻݔ ൅ ,௡ݕሺ݌ ,௡ݔሺ݌,௡ିଵሻݕ ,௡ݔሺܨ ௡ሻሻݕ ൅

,௡ݕሺ݌                         ,௡ݕሺܨ  ,௡ሻ൯ݔ

,௡ିଵݔሺ݌                         ,௡ିଵݔሺܨ ௡ିଵሻሻݕ ൅ ,௡ିଵݕሺ݌ ,௡ିଵݕሺܨ  ,௡ିଵሻሻݔ
1
2

ሾ݌ሺݔ௡, ,௡ିଵݔሺܨ ௡ିଵሻሻݕ ൅ ,௡ିଵݔሺ݌ ,௡ݔሺܨ   ௡ሻሻݕ

൅݌ሺݕ௡ିଵ, ,௡ݕሺܨ ௡ሻሻݔ ൅ ,௡ݕሺ݌ ,௡ିଵݕሺܨ  ௡ିଵሻሻሿሽሻݔ

ൌ
1
2 ߰ሺ݉ܽ݇ݏሼ݌ሺݔ௡, ௡ିଵሻݔ ൅ ,௡ݕሺ݌ ,௡ݔሺ݌,௡ିଵሻݕ ௡ାଵሻݔ ൅ ,௡ݕሺ݌  ,௡ାଵሻݕ

,௡ିଵݔሺ݌ ௡ሻݔ ൅ ,௡ିଵݕሺ݌                                                         ,௡ሻݕ

 
1
2

ሾ݌ሺݔ௡, ௡ሻݔ ൅ ,௡ିଵݔሺ݌ ௡ାଵሻݔ ൅ ൅݌ሺݕ௡ିଵ, ௡ାଵሻݕ ൅݌ሺݕ௡,  ௡ሻ൨ൠ൰ݕ

ൌ
1
2  ߰ሺmaksሼ݌ሺݔ௡, ௡ିଵሻݔ ൅ ,௡ݕሺ݌ ,௡ିଵሻݕ ,௡ݔሺ݌ ௡ାଵሻݔ ൅ ,௡ݕሺ݌  ௡ାଵሻሽሻݕ

(4. 5) 

ve benzer olarak 

,௡ାଵݕሺ݌ ௡ሻݕ ൌ ,௡ݕሺܨ൫݌ ,௡ሻݔ ,௡ିଵݕሺܨ  ௡ିଵሻ൯ݔ

൑
1
2  ߰ሺmaksሼ݌ሺݔ௡, ௡ିଵሻݔ ൅ ,௡ݕሺ݌ ,௡ିଵሻݕ ,௡ݔሺ݌ ௡ାଵሻݔ ൅ ,௡ݕሺ݌  ௡ାଵሻሽሻݕ

(4. 6) 

elde edilir. 

௡݌ ൌ ,௡ݔሺ݌ ௡ାଵሻݔ ൅ ,௡ݕሺ݌  ௡ାଵሻ dersekݕ

௡݌ ൑ ߰ሺ݉ܽ݇ݏሼ݌௡ିଵ, ௡ሽሻ݌ ൏ ,௡ିଵ݌ሼݏ݇ܽ݉   ௡ሽ.        (4. 7)݌

 elde edilir. Eğer her ݊ için 

,௡ିଵݔሺ݌ሼݏ݇ܽ݉ ௡ሻݔ ൅ ,௡ିଵݕሺ݌ ,௡ሻݕ ,௡ݔሺ݌ ௡ାଵሻݔ ൅ ,௡ݕሺ݌  ௡ାଵሻሽݕ

      ൌ ,௡ݔሺ݌ ௡ାଵሻݔ ൅ ,௡ݕሺ݌  ௡ାଵሻݕ
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olduğunu kabul edersek (4. 7) den 

௡݌ ൑ ߰ሺ݌௡ሻ ൏   ௡݌

elde edilir ve bu ise  ݌௡ ൐ 0 olmasıyla çelişir ve 

,௡ିଵݔሺ݌ሼݏ݇ܽ݉ ௡ሻݔ ൅ ,௡ିଵݕሺ݌ ,௡ሻݕ ,௡ݔሺ݌ ௡ାଵሻݔ ൅ ,௡ݕሺ݌  ௡ାଵሻሽݕ

      ൌ ,௡ݔሺ݌ ௡ିଵሻݔ ൅ ,௡ݕሺ݌  ,௡ିଵሻݕ

ve 

௡݌ ൑ ߮ሺ݌௡ିଵሻ ൏  ௡ିଵ.              (4. 8)݌

elde edilir. Böylece ሼ݌௡ሽ azalan dizidir ve  ݌௡ ՜  כ݌ olacak şekilde כ݌

mevcuttur. (4. 8) de ݊ ՜ ∞ iken 

כ݌ ൑ ߮ሺכ݌ሻ ൏  ,כ݌

ve כ݌ ൌ 0 elde edilir. Böylece 

lim
௡՜ஶ

௡݌ ൌ lim
௡՜ஶ

൫݌ሺݔ௡, ௡ାଵሻݔ ൅ ,௡ݕሺ݌ ௡ାଵሻ൯ݕ ൌ 0 

                           ฺ lim
௡՜ஶ

,௡ݔሺ݌ ௡ାଵሻݔ ൌ lim௡՜ஶ ,௡ݕሺ݌ ௡ାଵሻݕ ൌ 0  (4. 9) 

elde edilir. Şimdi ሼݔ௡ሽ ve ሼݕ௡ሽ dizilerinin Cauchy dizisi olduklarını 

göstermeliyiz. Her ݉ ൐ ݊ için 

,௡ݔሺ݌        ௠ሻݔ ൅ ,௡ݕሺ݌ ௠ሻݕ ൑ ,௠ିଵݔሺ݌  ௠ሻݔ ൅ ,௠ିଵݕሺ݌  ௠ሻݕ

       ൅ ڮ ൅ ,௡ାଵݔሺ݌ ௡ሻݔ ൅ ,௡ାଵݕሺ݌ ௡ሻݕ െ ∑ ,௠ି௞ݔሺ݌ ௠ି௞ሻݔ ൅ ,௠ି௞ݕሺ݌ ௠ି௞ሻ௠ି௡ିଵݕ
௞ୀଵ  

       ൑ ,௠ିଵݔሺ݌ ௠ሻݔ ൅ ,௠ିଵݕሺ݌ ௠ሻݕ ൅ ڮ ൅ ,௡ାଵݔሺ݌ ௡ሻݔ ൅ ,௡ାଵݕሺ݌  .௡ሻݕ

,ݔ௦ሺ݌ ௦ tanımından݌  ሻݕ ൑ ,ݔሺ݌2 ݉ ሻ, herݕ ൐ ݊, ݊, ݉ ՜ ∞ için 

,௡ݔ௦ሺ݌ ௠ሻݔ ൅ ,௡ݕ௦ሺ݌ ௠ሻݕ ൑ ,௡ݔሺ݌2 ௠ሻݔ ൅ ,௡ݕሺ݌2 ௠ሻݕ ൌ 0. 

Böylece ሼݔ௡ሽ ve ሼݕ௡ሽ dizileri ሺܺ,  ௦ሻ uzayda Cauchy dizilerdir. Kısmi metrik݌

uzay tam olduğundan Lemma 4. 2 den ሺܺ,  ௦ሻ de tamdır dolayısıyla݌

lim௡՜ஶ݌௦ሺݔ௡, ሻݔ ൌ lim௡՜ஶ ௦ሺ݌ ,௡ݕ ሻݕ ൌ 0 olacak şekilde ݔ, ݕ א ܺ vardır. 

Lemma 4. 2 den 

,ݔሺ݌ ሻݔ ൌ lim
௡՜ஶ

,௡ݔሺ݌ ሻݔ ൌ lim
௡՜ஶ

,௡ݔሺ݌  ௡ሻݔ

ve 

 

,ݕሺ݌ ሻݕ ൌ lim௡՜ஶ ,௡ݕሺ݌ ሻݕ ൌ lim௡՜ஶ ,௡ݕሺ݌   ௡ሻݕ

elde edilir. (p2) ve(4. 9) dan 

lim
௡՜ஶ

,௡ݕሺ݌ ௡ሻݕ ൑ lim
௡՜ஶ

,௡ݕሺ݌ ௡ାଵሻݕ ൌ 0 



43 
 

   ฺlim௡՜ஶ ,௡ݕሺ݌ ௡ሻݕ ൌ 0 

böylece 

,ݕሺ݌ ሻݕ ൌ lim௡՜ஶ ,௡ݕሺ݌ ሻݕ ൌ lim௡՜ஶ ,௡ݕሺ݌ ௡ሻݕ ൌ 0. 

Benzer olarak 

,ݔሺ݌ ሻݔ ൌ lim
௡՜ஶ

,௡ݔሺ݌ ሻݔ ൌ lim
௡՜ஶ

,௡ݔሺ݌ ௡ሻݔ ൌ 0 

elde edilir. Şimdi teoremin (a) şıkkını ispatlayalım. 

ݔ ൌ lim௡՜ஶ ௡ݔ ൌ lim௡՜ஶ ሺܨ ,௡ାଵݔ ௡ାଵሻݕ ൌ ሺlim௡՜ஶܨ ,௡ାଵݔ lim௡՜ஶ ௡ାଵሻݕ ൌ

,ݔሺܨ  ,ሻݕ

ve 

ݕ ൌ lim௡՜ஶ ௡ݕ ൌ lim௡՜ஶ ሺܨ ,௡ାଵݕ ௡ାଵሻݔ ൌ ሺlim௡՜ஶܨ ,௡ାଵݕ lim௡՜ஶ ௡ାଵሻݔ ൌ

,ݕሺܨ  .ሻݔ

böylece ݔ ൌ ,ݔሺܨ ݕሻ veݕ ൌ ,ݕሺܨ  .ሻ elde edilirݔ

Şimdi (b) şıkkını ispatlayalım. ሼݔ௡ሽ azalmayan bir dizi ve ݔ௡ ՜  ௡ሽݕve ሼ ݔ

artmayan bir dizi ve ݕ௡ ՜ ௡ݔ olduğundan (b) şıkkına göre her ݊ için ݕ ൑  ve ݔ

௡ݕ ൒  dır. (4. 1) den ݕ

,ݔሺܨ൫݌ ,ሻݕ ,௡ݔሺܨ  ௡ሻ൯ݕ

൑ ଵ
ଶ

߰൫݉ܽ݇ݏሼ݌ሺݔ, ௡ሻݔ ൅ ,ݕሺ݌ ,ݔሺ݌ ,௡ሻݕ ,ݔሺܨ ሻሻݕ ൅ ,ݕሺ݌ ,ݕሺܨ  ,ሻ൯ݔ

,௡ݔሺ݌ ௡ାଵሻݔ ൅ ,௡ݕሺ݌  ,௡ାଵሻݕ
1
2

ሾ݌ሺݔ, ௡ାଵሻݔ ൅ ,௡ݔሺ݌ ,ݔሺܨ   ሻሻݕ

൅݌ሺݕ௡, ,ݕሺܨ ሻሻݔ ൅ ,௡ݕሺ݌  ௡ାଵሻሿሽሻݕ

݊ ՜ ∞ alırsak ߰ tanımından 

,ݔሺܨሺ݌ ,ሻݕ ௡ାଵሻݔ ൏ ଵ
ଶ

ሺ݌ሺݔ, ,ݔሺܨ ሻݕ ൅ ,ݕ൫݌ ,ݕሺܨ  ሻ൯,                         (4. 10)ݔ

ve benzer olarak 

,ݕሺܨሺ݌ ,ሻݔ ௡ାଵሻݕ ൏ ଵ
ଶ

ሺ݌ሺݔ, ,ݔሺܨ ሻݕ ൅ ,ݕ൫݌ ,ݕሺܨ  ሻ൯.                         (4. 11)ݔ

 Hipotezden ve (4. 10) dan 

,ݔ൫݌ ,ݔሺܨ ሻ൯ݕ ൑ ,ݔሺ݌ ௡ାଵሻݔ ൅ ,௡ାଵݔ൫݌ ,ݔሺܨ ሻ൯ݕ െ ,௡ାଵݔሺ݌  ௡ାଵሻݔ

                           ൑ ,ݔሺ݌ ௡ሻݔ ൅ ,௡ݔሺܨ൫݌ , ௡ሻݕ ,ݔሺܨ  ሻ൯ݕ

                           ൏ ,ݔሺ݌ ௡ሻݔ ൅ ଵ
ଶ

ሺ݌ሺݔ, ,ݔሺܨ ሻݕ ൅ ,ݕ൫݌ ,ݕሺܨ  ሻ൯.       (4. 12)ݔ

Benzer olarak (4. 11) den 
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,ݕ൫݌ ,ݕሺܨ ሻ൯ݔ ൑ ,ݕሺ݌ ௡ାଵሻݕ ൅ ,௡ାଵݕ൫݌ ,ݕሺܨ ሻ൯ݔ െ ,௡ାଵݕሺ݌  ௡ାଵሻݕ

                           ൑ ,ݕሺ݌ ௡ሻݕ ൅ ,௡ݕሺܨ൫݌ , ௡ሻݔ ,ݕሺܨ  ሻ൯ݔ

                           ൏ ,ݕሺ݌ ௡ሻݕ ൅ ଵ
ଶ

ሺ݌ሺݔ, ,ݔሺܨ ሻݕ ൅ ,ݕ൫݌ ,ݕሺܨ  ሻ൯.        (4. 13)ݔ

݊ ՜ ∞ iken (4. 12), (4. 13) ve her ݔ, ݕ א ܺ için 0 ൑ ,ݔሺ݌  ሻ olduğundanݕ

,ݔሺ݌ ,ݔሺܨ ሻሻݕ ൅ ,ݕ൫݌ ,ݕሺܨ ሻ൯ݔ ൏ ,ݔሺ݌ ,ݔሺܨ ሻሻݕ ൅ ,ݕ൫݌ ,ݕሺܨ  ሻ൯ݔ

ve 

,ݕሺ݌ ,ݕሺܨ ሻݔ ൅ ,ݔ൫݌ ,ݔሺܨ ሻ൯ݕ ൌ0 

olur ve böylece 

,ݕሺ݌ ,ݕሺܨ ሻݔ ൌ ,ݔ൫݌ ,ݔሺܨ ሻ൯ݕ ൌ0 

elde edilir. Dolayısıyla ܨሺݔ, ሻݕ ൌ ,ݕሺܨ  ve ݔ ሻݔ ൌ   dir. ᇝ ݕ

Şimdi ispatladığımız teoremle ilgili bir örnek verelim. 

 

4. 3. Örnek 

 

ܺ ൌ ሾ0, 1ሿ, ሺܺ, ൑ሻ kısmen sıralı küme ve ݌ሺݔ, ሻݕ ൌ ,ݔሼݔܽ݉  ሽ, ܺ üzerinde kısmiݕ

metrik olsun. ܺ  aşağıdaki özellikleri sağlasın: 

         (i)   ሼݔ௡ሽ azalmayan dizisi ݔ noktasına yakınsıyorsa, o zaman her  

                  ݊ için    ݔ௡ ൑  , ݔ

         (ii)   ሼݕ௡ሽ  artmayan dizisi ݕ noktasına yakınsıyorsa, o zaman her ݊    

                için  ݕ ൑                         .௡ݕ

Her ݐ ൒ 0 için ߰ሺݐሻ ൌ ௧
ଶ
 ve ܨ: ܺ ൈ ܺ ՜ ,ݔሺܨ ,ܺ ሻݕ ൌ ௫

ସ
 olsun. 

଴ݔ sürekli ve ܺ de monoton özelliği vardır. ܺ de ܨ ൌ 0, ଴ݕ ൌ ଵ
ସ
 vardır öyle ki 

0 ൌ ଴ݔ ൑ ,଴ݔሺܨ ଴ሻݕ ൌ 0 ve  ଵ
ସ

ൌ ଴ݕ ൒ ,଴ݕሺܨ ଴ሻݔ ൌ ଵ
଼
 dır. ݔ, ,ݕ ,ݑ ݒ א ܺ ve ሺݔ, ሻݕ ൑

ሺݑ,  .ሻ olsunݒ

,ݔሺܨ൫݌ ,ሻݕ ,ݑሺܨ ሻ൯ݒ ൌ ݏ݇ܽ݉ ቄ
ݔ
4 ,

ݑ
4ቅ ൌ

ݑ
4 

൑ ଵ
ଶ

࣒ሺ݉ܽ݇ݏሼݑ ൅ ,ݕ ݔ ൅ ,ݕ ݑ ൅ ଵ ,ݒ
ଶ

ቂ݌ ቀݔ, ௨ି௩
ସ

ቁ ൅ ݌ ቀݑ, ௫ି௬
ସ

ቁ ൅ ݌ ቀݒ, ௬ି௫
ସ

ቁ ൅

,ݕሺ݌ ௩ି௨
ସ

ሻቃ  
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aşikardır dolayısıyla (4. 1) sağlanır. Böylece ܨ nin ܺ de ikili sabit noktası 

vardır ve ܨሺ0,0ሻ ൌ 0 dır. 

 

4. 9. Teorem 

 

Teorem 4. 8 de ܺ ൈ ܺ deki her ሺݔ, ,ݖሻ ve ሺݕ ܺ ሻ içinݐ ൈ ܺ de ሺݔ, ,ݖሻ ve ሺݕ  ሻ ileݐ

kıyaslanabilir ሺݑ,  .nin bir tek ikili sabit noktası vardır ܨ ሻ varsaݒ

 

İݐܽ݌ݏ 

 

Teorem 4. 8 den ܨ nin ikili sabit noktalar kümesi boş değildir. ሺݔ, ,ݖሻ ve ሺݕ   ሻݐ

ݔ nin ikili sabit noktaları olsun yani ܨ ൌ ,ݔሺܨ ,ሻݕ ݕ ൌ ,ݕሺܨ ,ሻݔ ݖ ൌ ,ݖሺܨ  ሻ veݐ

ݐ ൌ ,ݐሺܨ ݔ .ሻ olsunݖ ൌ ݕ ve ݖ ൌ ݊ olduğunu göstermeliyiz. Her ݐ ൒ 0 için 

଴ݑ  ൌ ଴ݒ      ,ݑ ൌ ௡ାଵݑ       ,ݒ ൌ ,௡ݑሺܨ ௡ାଵݒ   ,௡ሻݒ ൌ ,௡ݒሺܨ      ௡ሻݑ

 olacak şekilde ሼݑ௡ሽ ve ሼݒ௡ሽ dizilerini tanımlayalım. 

ሺݑ, ,ݔሻ ile ሺݒ ,ݔሻ kyaslanabilir olduğundan ሺݕ ሻݕ ൒ ሺݑ, ሻݒ ൌ ሺݑ଴,  .଴ሻ alabilirizݒ

Tümevarımla her ݊ ൒ 0 için 

ሺݔ, ሻݕ ൒ ሺݑ௡,    ௡ሻ                                                                           (4. 14)ݒ

olduğunu görüyoruz. Teorem 4. 8 ispatındaki gibi ሼݑ௡ሽ ve ሼݒ௡ሽ dizileri ሺܺ,  ௦ሻ݌

uzayında Cauchy dizileridir. Böylece  

,ሺ݁݌ ݁ሻ ൌ lim
௡՜ஶ

,ሺ݁݌ ௡ሻݑ ൌ  lim
௡,௠՜ஶ

,௠ݑሺ݌ ௡ሻݑ ൌ 0 

                                                                                                      (4. 15) 

,ሺ݃݌ ݃ሻ ൌ lim
௡՜ஶ

,ሺ݃݌ ௡ሻݒ ൌ  lim
௡,௠՜ஶ

,௠ݒሺ݌ ௡ሻݒ ൌ 0 

olacak şekilde ݁, ݃ א ܺ vardır. Her ݐ ൒ 0 için ߰ሺݐሻ ൏  .olduğunu biliyoruz ݐ

Ayrıca ݌ሺݔ, ሻݔ ൅ ,ݕሺ݌ ሻݕ ൑ ,ݔሺ݌ ௡ሻݑ ൅ ,ݕሺ݌  ௡ሻ dır. (4. 1) ve (4. 14) denݒ

,ݔሺ݌ ௡ାଵሻݑ ൌ ,ݔሺܨሺ݌ ,ሻݕ ,௡ݑሺܨ ௡ሻݒ ൑ ଵ
ଶ

ሺ߰ሺ݉ܽ݇ݏሼ݌ሺݔ, ௡ሻݑ ൅  ,ሻ݊ݒ ,ݕሺ݌

,ݔሺ݌ ሻݔ ൅ ,ݕሺ݌ ,ሻݕ ,௡ݑሺ݌ ௡ାଵሻݑ ൅ ,௡ݒሺ݌  ,௡ାଵሻݒ
ଵ
ଶ

ሾ݌ሺݑ,ݔ௡ሻ ൅ ,ݔሺ݌ ௡ାଵሻݑ ൅ ,ݕሺ݌ ௡ሻݒ ൅ ,ݕሺ݌  ௡ାଵሻቃቅሻሻ            (4. 16)ݒ

elde edilir. (4. 15) ve (4. 16) dan ݊ ՜ ∞ iken 

,ݔሺ݌ ௡ାଵሻݑ ൏ ଵ
ଶ

ሺ݌ሺݔ, ௡ሻݑ ൅ ,ݕሺ݌  ௡ሻሻ,                                   (4. 17)ݒ
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ve benzer olarak 

,ݕሺ݌ ௡ାଵሻݒ ൏ ଵ
ଶ

ሺ݌ሺݔ, ௡ሻݑ ൅ ,ݕሺ݌  ௡ሻሻ                                    (4. 18)ݒ

elde edilir. lim௡՜ஶ݌ሺݑ௡, ௡ାଵሻݑ ൅ ,௡ݒሺ݌ ௡ାଵሻݒ ൌ 0 olduğundan ݊ ՜ ∞ iken 

,ݔሺ݌ ௡ାଵሻݑ ൅ ,ݕሺ݌ ௡ାଵሻݒ ൑ ,ݔሺ݌ ௡ሻݑ ൅ ,௡ݑሺ݌ ௡ାଵሻݑ െ ,௡ݑሺ݌   ௡ሻݑ

                                     ൅݌ሺݕ, ௡ሻݒ ൅ ,௡ݒሺ݌ ௡ାଵሻݒ െ ,௡ݒሺ݌   ௡ሻݒ

                                     ൏ ,ݔሺ݌ ௡ሻݑ ൅ ,ݕሺ݌  ௡ሻ                     (4. 19)ݒ

elde edilir. Böylece ሼ݌ሺݔ, ௡ሻݑ ൅ ,ݕሺ݌ ௡ሻሽ azalan dizidir ve lim௡՜ஶݒ ,ݔሺ݌ ௡ሻݑ ൅

,ݕሺ݌ ௡ሻݒ ൌ ߙ olacak şekilde bir ߙ ൒ 0 vardır. ߙ ൌ 0 olduğunu göstermeliyiz. 

ߙ ൐ 0 diyelim. ݊ ՜ ∞ iken (4. 19) dan 

ߙ ൏  ߙ

elde edilir. Böylece ߙ ൌ 0 dir ve lim௡՜ஶ݌ሺݔ, ௡ሻݑ ൅ ,ݕሺ݌ ௡ሻݒ ൌ 0 ve 

lim௡՜ஶ݌ሺݔ, ௡ሻݑ ൌ lim௡՜ஶ ,ݕሺ݌ ௡ሻݒ ൌ 0 dır. Şimdi  

0 ൑ lim௡՜ஶ ,ݔሺ݌ ሻݔ ൑ lim௡՜ஶ ,ݔሺ݌ ௡ሻݑ ൌ 0                          (4. 20) 

ve 

0 ൑ lim௡՜ஶ ,௡ݑሺ݌ ௡ ሻݑ ൑ lim௡՜ஶ ,ݔሺ݌ ௡ሻݑ ൌ 0                    (4. 21) 

olduğundan, (4. 20) ve (4. 21) den 

lim௡՜ஶ ,௡ݑሺ݌ ௡ ሻݑ ൌ lim௡՜ஶ ,ݔሺ݌ ௡ሻݑ ൌ ,ݔሺ݌ ሻݔ ൌ 0 dır. Böylece ݑ௡ ՜  ve ݔ

benzer olarak ݒ௡ ՜ ௡ݑ dır. Benzer olarak ݕ ՜ ௡ݒ ve ݖ ՜  olduğunu ݐ

gösterebiliriz. Böylece ݔ ൌ ݕ ve ݖ ൌ  □ .dır ݐ

 
4. 9. Teorem 

 

Teorem 4. 8 de ݔ଴ ve ݕ଴  karşılaştırılabilir ve ሺݔ, ,ሻݕ  nin ikili sabit noktası ise ܨ

o zaman ݔ ൌ  .dir ݕ

 

 İݐܽ݌ݏ 

 

଴ݔ  ൑ ,௡ݔሺܨ ଴ olsun. Her ݊ içinݕ ௡ሻݕ ൌ ,௡ݕሺܨ ௡ାଵ veݔ ௡ሻݔ ൌ  ௡ାଵ olmak üzereݕ

௡ݔ ൑ ݊ .௡ olduğunu gösterelimݕ ൌ 0 için ݔ௡ ൑  nin karışık ܨ .௡ sağlanırݕ

monoton özelliği olduğundan  

௡ାଵݔ ൌ ,௡ݔሺܨ ௡ሻݕ ൑ ,௡ݕሺܨ ௡ሻݕ ൑ ,௡ݕሺܨ ௡ሻݔ ൑  ௡ାଵݕ
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elde edilir, yani her ݊ için ݔ௡ ൑  .௡ dırݕ

௡ݔ  ൑  ௡ iken (4. 1) denݕ

,௡ାଵݔሺ݌ ௡ାଵሻݕ ൌ ,௡ݔሺܨሺ݌ ,௡ሻݕ ,௡ݕሺܨ     ௡ሻሻݔ

 ൑ ଵ
ଶ

࣒ሺ݉ܽ݇ݏሼ2݌ሺݔ௡, ,௡ሻݕ ,௡ݔሺ݌ ௡ାଵሻݔ ൅ ,௡ݕሺ݌ ,௡ାଵሻݕ ,௡ݔሺ݌ ௡ାଵሻݔ ൅ ,௡ݕሺ݌  ,௡ାଵሻݕ

1
2

ሾ2݌ሺݔ௡, ௡ାଵሻݔ ൅ ,௡ݕሺ݌2  ௡ାଵሻሿൠሻݕ

൏ ,௡ݔሺ݌  ௡ሻ                                                               (4. 22)ݕ

elde edilir. Böylece ሼ݌ሺݔ௡, ௡ሻሽ bir azalan dizidir ve lim௡՜ஶݕ ,௡ݔሺ݌ ௡ሻݕ ൌ  ݎ

olacak şekilde bir ݎ ൒ 0 vardır. ݊ ՜ ∞ iken (4. 22) den 

ݎ ൏  ݎ

elde edilir, böylece ݎ ൌ 0 dır. Teorem (4. 1) in ispatındaki gibi lim௡՜ஶ ௡ݔ ൌ  ݔ

and lim௡՜ஶ ௡ݕ ൌ dir, yani lim௡՜ஶ ݕ ,௡ݔሺ݌ ௡ሻݕ ൌ ,ݔሺ݌ ሻݕ ൌ 0 dır. Böylece ݔ ൌ

 elde edilir. ᇝݕ 
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5. Sonuç 
 
İlk bölümde sabit nokta kavramı ile kısmi metrik uzayda verilen sabit nokta 

teoremleri hakkında bilgi verilmiştir. 

 

İkinci bölümde ise metrik uzayda ikili sabit nokta tanımı ve gelecek 

bölümlerde kullanılacak bazı temel teoremler verilmiştir. 

 

Üçüncü bölümde metrik uzayda ikili sabit nokta teoremleri ve bu teoremiın 

integral denkleminin çözümünde kullanımı verilmiştir. 

 

Dördüncü bölümde kısmi metrik uzayda temel tanımlar, kısmi metrik 

topolojisi, sabit nokta ve ikili sabit nokta teoremler ve bu teoremle ilgili örnek 

verilmiştir.   
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