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1. GIRIS Osman UYAR

1.GIRIS

Bir polinom halkasinda bir idealin bir Grobner bazi bu polinom halkasindaki
monomialler Uzerindeki siralamaya bagli olarak degisir. Fakat siralamaya bagli
kalmaksizin o idealin Grobner bazi olan bir kime vardir. Bu kiimeye o idealin
evrensel Grobner bazi denir. Evrensel Grobner bazimin varliginin tamam ile cebirsel
bir ispat1 vardir. (N. Schwartz, 1998)

Bu tezde evrensel Grobner bazimin varligim topolojik argimanlarla
ispatlayan, (Adam S. Sikora, 2004) Adam S. Sikora tarafindan yazilmis bir makale
incelenmistir.

Tez iki bolimden olusmaktadir. ilk bolimde temel tamm ve teoremler ile
birlikte Cantor kumesi incelenmistir. Ikinci bolimde ise herhangi bir yar1 grup
Uzerindeki sol siralamalar Uizerinde 6zel bir topolojiden bahsedildi ve bu topoloji ile
serbest abelyen gruplar Gzerindeki sol siralamalarin Cantor kiimesine homeomorf
oldugu gosterildi. Son olarak evrensel Grobner bazinin varliginin topolojik bir ispati
verildi.
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2. TEMEL TANIM VE TEOREMLER

2.1. Temel Yapilar

Tamim 2.1.1: G bos olmayan bir kiime olmak Uzere G % G den G ye tamuml1 bir

x:GxG-G,(a,b) >axb

fonksiyonuna G Uzerinde bir ikili islem denir. Eger *, G Uzerinde bir ikili islem ise
(G ,*) ifadesine G de bir cebirsal yap: denir.

Tamm 2.1.2: G bostan farkli bir kime ve *, G kimesi Uzerinde bir ikili islem olsun.
Her a,b,ce€G icin ax(bxc)=(axb)*c oluyorsa = ikili islemi

assosyatif 6zellige sahiptir denir.

Tamm 2.1.3: Bostan farkli G kiimesi Uzerinde tarumlanan * ikili islemi assosyatif

0zellige sahip ise (G,*) cebirsel yapisina yart grup denir.

Tamm 2.1.4: G yar1 grubu birim elemana sahipse bu yar1 gruba monoid denir.

Tamim 2.1.5: (4, <) bir kismi sirali kime olsun. Her x,y € Aicinx <y, x =y ya
da y <x kosullarindan biri gerceklesiyorsa bu < kismi siralama bagintisina

tam(lineer) siralama bagintist denir.

Tamm 2.1.6: X bostan farkli herhangi bir kiime olsun. d: X x X — R fonksiyonu

i) Herx,y € X icind(x,y) =0

i) Her x,y € X icind(x,y) = d(y, x)

i) Hex,yeXicind(x,y)=0ox=y

iv) Herx,y,z€e Xicind(x,z) < d(x,y) +d(y, z)
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kosullarim sagliyor ise d fonksiyonuna X Uzerinde bir metrik, (X, d) ikilisine ise

bir metrik uzay denir.

Tanim 2.1.7: (X,d) bir metrik uzay olsun. a€eX ve r>0 icin
B(a,r) ={x € X|d(a,x) <r} kimesine a merkezli r yaricapli bir acik yuvar

denir.

Tanim 2.1.8: (X,d) bir metrik uzay ve Ac X olsun. x,y € A olmak Uzere
8§(4) = sup{d(x,y)|x,y € A} olarak tammlanan §(A4) sayisina A kiimesinin capt

denir.

Tamm 2.1.9: (X,d) bir metrik uzay ve A c X olsun. Eger A=0 veyaher a € A
icin B(a,r) c A olacak sekilde bir r > 0 sayisi bulunabiliyorsa A kimesine (X, d)

metrik uzayinda d metrigine g0Ore bir agik kiime denir

Tamm 2.1.10: (X, d) bir metrik uzay ve B c X olsun. Eger X — B tumleyen kiimesi
(X, d) metrik uzayinda d metrigine gore bir agik kime ise B kiimesine (X, d) metrik

uzayinda d metrigine gore bir kapali kiime denir.

Tamm 2.1.11: X bostan farkli bir kiime olsun. T < P(X) kime ailesi asagidaki
kosullar1 saglhiyorsa 7 alesine X Uzerinde bir topoloji, (X,t) Iikilisine ise

topolojik uzay denir.

i) X 0€eT
i) T allesinin sonlu tane elemanlarinin arakesiti yine t’ya ait

iii) T ailesinin herhangi sayidaki elemanlarinin birlesimi yine 7’ ya ait

Tamim 2.1.12: (X,t) bir topolojik uzay olsun.z’nun her bir elemanina (X,t)

topolojik uzayinda bir agik kiime denir.
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Tamim 2.1.13: (X,7) bir topolojik uzay ve B c X olsun. Eger X — B tumleyen
kimesi (X, 7) topolojik uzayinda bir agik kime ise B kimesine (X, 7) topolojik

uzayinda bir kapali kiime denir.

Tamm 2.1.14: (X, 7) bir topolojik uzay ve x, € X olsun. x, noktasim eleman kabul

eden X’ in her A agik kimesine x, noktastnin bir a¢tk komsulugu denir.

Tamim 2.1.15: (X,t) bir topolojik uzay ve x, € X olsun. x, noktasinin bir agik
komgsulugunu alt kiime kabul eden X’in her U at kimesine x, noktasinin bir

komsulugu denir.

Tamm 2.1.16: (X, 7) bir topolojik uzay ve @ # B < t olsun. Eger 7'nun her eleman
B'deki bazi elemanlarin birlesimi seklinde yazilabiliyor ve x € B; N B, iken
X € B3 € B; N B, olacak sekilde B; € B bulunabiliyorsa B’ye bir topoloji tabant

ve yakisaca taban denir.

Tamim 2.1.17: (X,t) bir topolojik uzay ve Y c X olsun. Y'nin alt kiimelerinin
7y ={A'|Her A€t icin A’ = ANY} ales Y Uzerinde bir topolojidir. iste bu 7y
topolojisine  biinyesel(indirgenen)topoloji, (Y,7y) topolojisine ise (X,1)

topolojik uzayinin alt uzay: denir.

Tamim 2.1.18: X ve Y iki topolojik uzay, f:X — Y bir fonksiyon ve x, € X olsun.
Eger f(x,) noktasinin her V komsulugu igin f(U) c V olacak x, noktasinin bir U

komsulugu varsa f fonksiyonuna x, noktasinda streklidir denir.

Tamim 2.1.19: X ve Y iki topolojik uzay, f:X —» Y bire-bir ve 6rten fonksiyon
olsun. Eger f ve f~! fonksiyonlar: siirekli ise f'ye bir homeomorfizm, X ve Y

topolojik uzaylarinada homeomor fturlar denir.
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Tamm 2.1.20: (X,t) bir topolojik uzay, x, € X ve (x;,)nen, X Uzayinda bir dizi
olsun. Eger x, noktasimin her U komsuluguna karsilik her n > n,, oldugunda x,, € U
olacak sekilde en az bir n, € N dogal sayisi bulunabiliyorsa (x,,)nen dizisi x,

noktasina yakinstyor denir.

Tamm 2.1.21: (X, 7) bir topolojik uzay olsun. X’in her farkli x, y noktalarinin ayrik
birer komsuluklar1 bulunabiliyorsa (X,t) topolojik uzayina Hausdorff uzay:

denir.

Tamm 2.1.22: (X,t) bir topolojik uzay olsun. Eger X uzayimn alt kiimelerinden
olusan bir A ailesinin elemanlarimin birlesimi X’ e esitse A ailesine X uzayinin bir
Ortusu denir. Eger A ailesinin elemanlar1 acik ise A ailesine X uzayinin bir acik

OrtusU denir.

Tamim 2.1.23: Eger bir topolojik uzayin her agik 6rtisiiniin sonlu bir alt 6rtiisii varsa

bu uzaya kompakt uzay denir.

Teorem 2.1.24: Bir A c R kiumesinin kompakt olmasi igin gerek ve yeter kosul

kapal1 ve sinirli olmasidir.

Teorem 2.1.25: X kompakt bir uzay olsun. X uzayinin kapali her alt uzay: da
kompakttir.

Tamim 2.1.26: Bir (X, 7) topolojik uzayinda X’ den ve bos kiimeden farkli hem agik
hem kapal1 hichir alt kiime yoksa bu uzaya baglantili uzay denir.

Tamm 2.1.27: (X, t) bir topolojik uzay ve x, € X olsun. x, noktasim igeren X’in
bitin baglantili alt kimelerinin birlesimi olan C(x,) kimesine x, noktasinin

baglantili bileseni denir.
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Tanim 2.1.28: R+ @ bir kime ve R lzerinde " +" ve "." ikili islemleri
tammlanmis olsun. Eger asagidaki kosullar saglamirsa (R, +,.) cebirsel yapisina bir
halka denir.

i) (R, +) bir degismeli gruptur.

i) Her a,b,c € Ricin (a.b).c = a.(b.c) dur.

iii) Her a,b,c €R icin a.(b+c)=a.b+a.c ve (a+b).c=a.c+b.c
dir.

Tamm 2.1.29: Birimli, degismeli ve sifirdan farkli her elemanin carpmaya gore tersi
varsa 0 zaman bu halkaya bir cism denir.

Tamim 2.1.30: R bir halka ve @ # S € R olsun. Eger S kimesi R halkasindaki

islemlerle birlikte bir halka oluyorsa S kimesine R halkasinin bir alt halkas: denir.

Tamim 2.1.31: R bir halka ve I, R nin bir alt halkast olsun. Eger her r € R ve her

a€licinr.a€lvea.r €1 isel yaR ninbir ideali denir.

Tanmim 2.1.32: R bir halka ve (M, +) abelyen bir grup olsun. Eger her r e R, n e M
icin, fifRxM — M, (r,m) — f(r,m) =r.m olarak tammlanan f fonksiyonu
asagidaki sartlari sagliyorsa, M’ ye R halkas Gizerinde bir sol R-modiil denir.

Her r,r, 17, € R ve her m,m;,m, € M icin,
i) r.(m; +m,) =r.m; +r.m,
i) (n+r)m=rm+r,m
iii) (riry).m =1, (r;. m)

Sag R-modul de benzer sekilde tanimlanir.

Tamm 2.1.33: A, B ve C ¢ abelyen grup olsun. h: A x B — € fonksiyonu
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|) Her ai,a, e Aveb €EB |(;|n, h(a1 + ay, b) - h(al, b) + h(az, b)
i) Her a € Ave by, b, € B icin, h(a, b, + b,) = h(a,b,) + h(a, b,)

kosullarini sagliyorsa h fonksiyonuna bilineer fonksiyon denir.

Tamm 2.1.34: R birimli bir halka, A bir sag R-moduil, B bir sol R-modul ve C bir
abelyen grup olsun. Eger h: A x B — C fonksiyonu herr € R, a € A, b € B igin,

h(ar,b) = h(a,rb)

kosulunu sagliyor ise h fonksiyonuna dengeli (balanced ) fonksiyon denir.

Tamim 2.1.35: R birimli bir halka, A, bir sag R-modul, B, bir sol R-modil, AQ B

bir abelyen grup ve h: A x B — AQzB bilineer ve dengeli bir fonksiyon olsun.
Eger her C abelyen grubu ve her T: A x B — C bilineer ve dengeli dontsima igin

AXB T C
h 7

T
AQ®gB

diagrami degismeli olacak sekilde bir tek T:A®zB — C grup
homomorfizmi varsa (A®zB, h) ikilisine (veyakisaca AQ B grubuna) Aile B nin R

tizerinde tensor carpim denir. h(a, b) = a®b olarak yazilir.
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Tanim 2.1.36: M bir R-modil ve B ¢ M olsun. Her m € M elemam ry, 1, ..., 1, € R
ve by, by, ..,b, €B olmak Uzere m =rb, +1r,b,+-+m1,b, seklinde

yazilabiliyorsaB’' ye M ‘nin Urete¢ kiimesidir denir.

Tamm 2.1.37: G bir lineer siralt yari1 grup, P bir K-cebiri ve her « € G igin P*

K-modul olsun. Eger

i) P = Ugec P*

ii) a < ficin P* c P#
iy  P*pP c path

V) Ngec P* ={0}

kosullar: saglamyorsa {P%: « € G} K-modil ailesine P'nin bir artan filtrasyonu
denir.

Benzer sekilde azalan filtrasyon da tammlanabilir.

Tanmim 2.1.38:G bir abelyen grup olsun. T(G) = {g|g € G vebir n € Z igin ng = 0}
G’ nin bir alt grubudur. Bu alt gruba G’ nin torsiyon alt grubu denir.

2.2. Cantor Kiimesi

Tamm 2.2.1: (X, t) bir topolojik uzay, x, € X ve A c X olsun. Eger x, noktasinin
her U komsulugunda x, noktasindan farkli A kimesine ait en az bir eleman

bulunabiliyorsa x, noktasina A kiimesinin bir yigilma noktast denir.

Tamm 2.2.2: Bir kiimenin her elemam aym zamanda o kiimenin yigilma noktasi da

oluyorsa bu kiimeye perfect klime denir.
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Tamm 2.2.3: (X, t) bir topolojik uzay olsun. x € X iken {x}, x’i iceren en genis

baglantil1 kime ise X uzayina tamamen baglantisiz uzay denir.

Onerme 2.2.4: (X,1) bir topolojik uzay, x,y € X ve x # y olsun. Eger x € U ve
y € U olacak sekilde hem agik hem kapali bir U c X varsa (X, t) topolojik uzayi

tamamen baglantisiz uzay olur.

Tamm 2.2.5: | = [0,1] kapal1 araligim alalim. Bu aralig1 U¢ esit parcaya bolelim ve
[0,1/3],[1/3,2/3],[2/3,1] kapal1 araliklarin: elde edelim. ¢; = [0,1/3] U [2/3,1]
kiimesini olusturalim. Daha sonra [0,1/3] ve [2/3,1] kapal1 araliklarim Uger esit
parcaya bolelim ve C, =[0,1/9]uU[2/9,1/3]uU[2/3,7/9]u [8/9,1] kimesini
olusturalim. Bu sekilde devam ederek C; o C, D -+ D C, ... kimelerini olusturalim.

C =n {C,|n € N} kiimesine Cantor kiimesi denir.

Cantor kiumesinin tamamen baglantisiz oldugunu gosterelim. x,y € C ve
x #y olsun. x <y oldugunu varsayabiliriz. z¢ C ve x <z <y olmak Uzere
G=(—,z)NC ve H=(z,0)NC agk kimeleri icin xeGcC, yeHCC
ayricaG U H = C ve G N H = @ olup Cantor kiimesi tamamen baglantisiz uzay

olur.

Cantor kiumesinin bir perfect kime oldugunu gosterelim. € > 0 verilsin.
1/3™ < ¢ olacak sekilde bir n, € N alalim. x € C ikeny € (x —1/3™,x +1/3™0)
c(x—¢ex+e¢g) olacak sekilde IyeC var olup x € C'olur. Buna gore
Cantor kUimesi perfect kiime olur.

[0,1] c R aralig1 kapal1 ve sinirli oldugundan kompakitir. € < [0,1] kapali
oldugundan Cantor kilimesi kompakttir. Ayrica C c [0,1] € R oldugundan R

Uzerindeki metrige gore Cantor kiimesi metrik uzaydur.

Tamm 2.2.6: [ bir kismi sirali kime olsun. i,i’ € I icin i < i" ve i’ <i" olacak

sekilde bir i"" € I varsaI’ya ybnlendirilmis kiime denir.

10
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Tamm 2.2.7: I bir yonlendirilmis kiime olsun. Her i € I i¢in X; topolojik uzaylar ve

i <i'isef; Xy — X; strekli fonksiyonlar olsun. Oyleki i < i’ <i" igin,

diagram degismeli ve her i € I icin f;:X; = X; birim fonksiyon ise {X;, fi;'}

sistemine ters(projektif)sistem denir.

Tanim 2.2.8: X, = {(X)ieilx; € X; ve i <i’ igin x; = f;;7(x;7)} olmak Uzere
X c[1X; at uzayina {X;, f;;r} ters(projektif) sisteminin ters(projektif)limiti

denir ve X, = LimX; ile gosterilir.

Yardima Teorem 2.2.9: {Cs}ses, X topolojik uzayimn bir continuum(kompakt,
baglantil1 ve Hausdorff) ailesi olsun. Eger her s;,s, € S icin (s,  Cg, N C, olacak

sekilde bir s; € S varsa, Nges C; continuum olur.

Teorem 2.2.10: {X;, f;;/}iire; continuum uzaylarin bir ters(projektif) sistemi ise

Xo = LimXi bir continuumdur.
ispat: X =T[IX;, her i€l icin Y;={(x)li<i’" icin f;,(x;)=x} ve

I; =I\{j €llj < i} olmak tzere f:]];e;, X; — X fonksiyonunu asagidaki sekilde

tanimlayalim.

11
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Zj ,jEIi

fx; 2{ ..
Gs) fi(x), j =i
Buna gore f(]'[je,in) =Y, olup her i €I icin Y;’ler continuum olur. i <j ise

Y, Y

7 oldugundan Y; =Y; nY; olup Yardimci Teorem 2.2.9'dan X, = N Y}

continuum olur.

Tamm 2.2.11: {X;, fur}iver ve{Yi, gir}i e 1Ki ters(projektif) sissemve i < i' < i

olsun.

fi’i’ fu’
X »X ./ » X
i i i
ce Py P Pi
v v gir v
o 17
Yiu gll ;Yi’ H ;Yi
Ll Ll

olacak sekilde @ = {p;: X; - Y;} fonksiyonlar ailesi var ise ® = {¢;};c; alesine
bu iki ters(projektif sistem arasinda bir fonksiyon denir. Boylece bu @ ailesi

ters(projektif) limitler arasinda &: LmX; — limY; fonksiyonunu belirler.
Teorem 2212 {X; firtiver Ve {Vi.guhives iki ters(projektif) sistem ve
® = {p;}ic; bu iki ters(projektif) sistem arasinda bir fonksiyon olsun. Bu durumda

asagidaki kosullar gerceklesir.

i) Eser ® siirekli ise @ de siirekli olur.

ii) Eger ® drtenise ® de orten olur.

12
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Tamm 2.2.13: X bir topolojik uzay olsun. X'i 6rten ayrik kiimelerin bir U ailesine

X'in bir parcalanist denir.

Tamm 2.2.14: U veV, X’in bir parcalarsi olsun. Eger her U € U igin U c V olacak
sekildeV € V varsaU, V'yi rafine eder denir. Ve U < V seklne gosterilir.

Teorem 2.2.15: X tamamen baglantisiz, kompakt, metrik uzay olsun. Bu durumda
her n € Nicin U € U, iken §(U) = Sup{d(x,y)|x,y e U} <1/2™ ve U, < U,
olacak sekilde sonlu ayrik agik U,, Ortusl vardir. Ayrica U, .1 = U, = Up—1 = -

projektif limiti X’ e homeomorfiktir.

Ispat: ikinci kismu ispatlayacagiz. Her ne€N icin ¥,:X > U, (x - U)
fonksiyonunu tammlayalim. x € X alalim. O halde bir tek U € U,, i¢in x € U olur.
froo1t (W1 (X)) = fre1(U) =V =W, (x) olup x € U c V oldugundan x € V € U,
olur. O halde ® = {¥,} bu iki projektif sistem arasinda siirekli ve 6rten fonksiyon
olur. ®: X = [jmX — [imU, ve X = [jmX kompakt, lim U, Hausdorff oldugundan
® kapalidir. x,y € X ve x # y olsun. d(x,y) = ¢ olacak sekilde bir € > 0 vardr.
1/2" <& olacak sekilde bir ne N airsak W,(x) # ¥,(y) olur. O halde
®(x) # ®(y) olup ® bire-bir bir fonksiyondur. Boylece Uy,q = Uy = Up_q = -+

projektif limiti X”e homeomorfik olur.

Yardima Teorem 2.2.16: X herhangi bir kompakt, tamamen baglantisiz, perfect
T, —uzay1 ve U, X icinde bostan farkli agik bir kiime ve n herhangi bir pozitif
tamsay1 ise U = U; UU, U ...U U, olacak sekilde bos olmayan U,, U, ..., U, ayrik
acik kiimeleri segilebilir.

Ispat: Ispat1 n = 2 durumu icin yapmak yeterlidir. @ # U c X agik kiimesini alalim.
X perfect oldugundan x € X icin x’in her komsulugu x’den farkl1 bir eleman icerir.
Dolayisiyla bir y#x olan yeU vardr. O halde U tek nokta olamaz.
p ve q noktalart U’ nun farkli noktalari ise V € X agik-kapal1 alt kiimesi igin p € V

13
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vegéVolur.Uy=UnV veU, =U -V olmak Gzerep € U,, q € U, oldugundan
U,, U,bostan farkli olur. AyricaU = U; U U, olur.

Teorem 2.2.17: Herhangi iki tamamen baglantisiz, perfect, kompakt, metrik uzay

homeomorfiktir.

Ispat: X ve Y bunun gibi uzaylar olsun. (U,) ve (V,) srasiyla X ve Y uzaylarimn
ayrik agik sonlu Ortllerinin dizileri olsun. U,, ve V,,’nin herhangi bir n igin aym
sayida elemana sahip oldugunu varsayabiliriz. Eger U, ={U,,,..,Uy} ve
V, ={V,, ..,V } ise herhangi Uy, Up'nin elemanlarimin bir birlesimidir. Benzer
sekilde herhangi bir Vij, V,'nin elemanlarimin bir birlesimidir. Ulj ve Vlj srasiyla
U, ve V,'nin aym sayida elemanlarimin birlesimidir oldugunu varsayabiliriz 6yle ki
Vo ©Vi; & Uy, c Uy, olur. Bu sekilde her n icin U, ve V,'nin Ortileri
eslestirilir. U, <f—1 U, {3 .. vel, Z 4 Z. srasiyla U,, ve V,,’nin tlretilmis dizileri

verilsin. ¢, (Un,-) =1y, olarak tammlayalim. Her n € NU {0} icin s,:U,, » V,

Sn (Unj) =Th, tersine t,: U, = V, t, (an) = Un, olup st =1, ve ts = 14 olacak
sekilde t ve s homeomorfizmalarint belirler. O halde ¢,,: X,, = Y, ve ¢: X, = Y,, bir

homeomorfizmadir ve X, X’e Y, Y’ye homeomorfiktir.

Sonug 2.2.18: Tamamen baglantisiz, perfect, kompakt, metrik uzay sadece C Cantor

kimesidir.(Homeomorfizm ile)
Sonug 2.2.19: C Cantor kiimesi 2Vo’ave CNo’ a homeomorfiktir.

Teorem 2.2.20: Her X kompakt metrik uzay Cantor kiimesinin bir stirekli gorinttisi-

dir.

Ispat: Uy, U,, ... X'in acik kimelerinin kaparslarindan olusan sonlu ériilerinin bir
dizisi olsun oyle ki U €U, kimes icin §(U)<1/2" ve n=23,.. ic¢in
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U, < U,_; kosullar1 sagglansin. Her n € N icin U,, = {Unl, e Unkn} olsun. Boylece
U, = {U11, - Ulkl} olur. Herhangi bir Uy, € Uy igin Vy, = {(w, ))|u € U, } olarak
tammlanr ve V; =V; V..U Vlkl’ Up,'nin ayrik birlesimidir. U, = {Uzl, o Uzkz}
olur. ¥y, = {(u, i,j)|u € Uzj} olarsk tammlanr ve V, =U%, Uu,ou,, Vay:
Uy, lerin ayrik birlesimidir. Uy = {Us,, .. Us, } olur. V5, = {(w 1./, k)|u € Us,)
olarak tammlanir ve V; = UK, U, 505, Uuy a0, Vg Us,'lann ayrik birlesimidir.

simdi f,:V, >V, ve f5:Vy - V, fonksiyonlarini srasiyla £, ((u, i,j)) = (u,i) ve
f((u,i,j k) = (u,i,j) olarak tammlayalim. f, fonksiyonu V. parcasi tizerinde
boylelikle V, Uzerinde, f; fonksiyonu Vs, parcasi Uzerinde boylelikle V; Gzerinde

. . fo o fai fs o f: o
stireklidir. Bu sekilde devam edersek -V, 5 V,_, — ... 5 V, = V, projektif sistemi

elde edilir. Ayrica ¢,:V; - X ve ¢,: - V, - X fonksiyonlar1 sirasiyla ¢, (u,i) = u
ve @,(u, i,j) = u olarak genel ifadeyle ¢@,:V, — X fonksiyonu ¢, (u, iy, .., ix,) =
u olarak tammlanir. Dolayisiyla {¢,} fonksiyonlari ¢: limV; — limX = X
fonksiyonunu belirler. ¢,,’ler siirekli ve 6rten oldugundan ¢ stirekli ve értendir. 1, X

Uzerinde belirlenmis donisum iken asagidaki diyagram elde edilir.

Vs fs SV, f2 A

- Q3 (%) 1
v v ‘}
X 1 » X 1 »X

a,b € V; daim. a = (a,i) ve b = (b, j)seklindedir ve a € U;,, b € U olur. d, X

Uzerinde bir metrik iken V; Uzerindeki bir metrik d,((a i), (b,j)) = d(a,b)
seklindedir. Benzer sekilde V,, Vs, ... Uzerindeki metrikler belirlenir. Eger (x4, x5, ... ),
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1, Y21 ) €V 188z = 1(x1) = 9o(x5) = -+ Ve z, = ¢1(y1) = 02(y2) = -
olur. (u,i) ve (u,j) icin d(u,u) =0 olur fakat d,,((u,i),(u,j)) # 0 oldugundan
dp(Xn, Yn) = d(zy, z,) oldugu agiktir. Simdi de V;,’un bir Cantor kiimesi oldugunu
goserelim. Herhangi bir ¥, kompakt oldugundan V,, kompakttir. [[;-, V;, metrik
uzayinin bir alt kimesi oldugundan V,, metrik uzaydir. V,,’un tamamen baglantisiz
oldugunu gogerelim. x = (x¢,x1,...), ¥y = (Y0, V1,..) € Vo, Ve x # y olsun. Bir n
icin x,, # y, olur. @,:V, = X icin z, = @, (x,) # ¢,(y,) = z, olur. Eger dp,, V;,
Uzerindeki bir metrik ise her m =n i¢in dy, (X, Yim) = d (24, z,) olur. O halde
Vio = Vin, U ... UV, olur. Buna gore §(V,,) = =6 (”mkn) = = 8V, )<
1/2™ olur. O halde m — +oo iken 5(mGm) — 0 olur. Dolayisiyla bir N € N var ki
m =N iken x,, €V, , Y & Vpp, Olur. V,, <V, kimesi hem agik hem kapalidir.
Dolayisiyla x € {(zy,2;,...) € Voolz, €V} ve v & {(zo,21,...) € Violz,, € Vy}
oldugu igin V,, tamamen baglantisizdir. V,, kiimesi perfect olmayabilir. Fakat C

Cantor kiimesi olmak Uzere V,, x C kimesi perfect kimedir. Ayrica V,, < C kimesi

kompakt, tamamen baglantisiz ve metriktir. Boylece V,, x C kiumesi Cantor

kimesidir. V,, x C 5 Voo ﬁX ve mqy, @ Orten oldugundan X bir Cantor kiimesinin

strekli goruntusiddr.
2.3. Monomial Siralamalari

Tanim 2.3.1: K[x4,...,x,], bir K cismi Uzerinde bir polinom halkas: olsun. Bu
polinom halkasi igindeki bir xil x,il" elemanina bir monomial, ¢ € K — {0} olmak

tizere bir cxil x,il" elemaninaise terim denir.
Tanim 2.3.2: K[x4,...,x,], bir K cismi Uzerinde bir polinom halkast olsun. Bu

polinom halkas: igindeki monomiallerin kiimesini M ile gosterelim. M Gzerindeki

bir < siralamasi asagidaki kosullar: saglayacak sekilde tanimlanir.
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i) Herhangi bir (my,m,) € M icin ya m; <m, ya m, <m; ya da
m,; = m, olur.

i) Herhangi m,,m,,m; € M icineger my < m, vem, < my isem; < my
olur.

iii) m # 1 olan herhangi bir m € M i¢gin 1 < m olur.

iv) Herhangi bir m;,m, € M icin eger m, < m, ise herhangi bir m e M

icinmm,; < mm, olur.

Ornek 23.3: M lzerinde lexiographic siralama: mn €M  aaim.
m= xil ...x,il" ven = x{l ...x,];” seklinde olsun. m < n @ bir k igin iy = ji,...,ix =

Jirlk+1 < Jr+1 Olmast anlamina gelir. Bu siralama kisaca Lex. ile gosterilir.

Ornek 2.3.4: M lizerinde degree lexiographic siralama: m,n € M aalm.
m=x..x," ven=x'.x" seklindeolsun. m <n & iy + -+ i, <j, + -+
Jjn Ve ya iy +--+i, =j, +--+j, olmasi anlamina gelir. Bu sralama kisaca

Deglex. olarak goserilir.

Ornek 2.3.5. M (izerinde reverse lexiographic siralama: m,n € M aaim.
m= xil ...x,il” ven = x{l ...x,];" seklinde olsun. m <n & iy + - +i, <j; +-+
Jjn Ve vya iy +--+i, =j; +--+j, ve bir k icin i, = jn,in_1 = Ju-1s-0lp =
Jirlk—1 = Jk—1 Olmasi anlamina gelir. Bu sralama kisaca Degrevlex. olarak

goserilir.
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3. YARI GRUPLARDA SIRALAMA

Assosyatif ikili isleme sahip G yar1 grubu verilsin. G Uzerindeki bir lineer
'<' gralamast a,b € G olmak Uzere her c € G icin eger a <b iken ca <cb
oluyorsa sol sralama, eger a < b iken ac < bc oluyorsa sag swralama olarak
tanumlanir. G yari1 grubunun tim sol ve sag siralamalarinin kiimesi sirastyla LO(G)
ve RO(G) ile gosterilir. Buna gore LO(G) = {< | <, G yar1 grubu Uizerinde bir sol
siralamadir} ve RO(G) = {< | <, G yar1 grubu Uzerinde bir sag siralamadir} seklinde
gogerilir. Eger G bir grup ise LO(G) ve RO(G) kimeleri arasinda her sol siralamaya
bir sag siralamay: karsilik getiren bire-bir esleme vardir. Yani a <, b ©® a™* <, b™!

olur.

Tanim 3.1.1: U,, ={<€ LO(G)|a,b € G igin a <b} c LO(G) olsun. LO(G)
Uzerine U,, kumelerini acik kabul eden en kiguk topolojiyi koyalim. Bu
topolojideki her agik kime U, ,, N ... N Uy, 5, seKlindeki kiimelerin bir birlesimidir.

Tanim 3.1.2: G'nin at kimelerinin G, € G, c --- © G olan keyfi tam filtrasyonu
(Uje1 G; = G) verilsin. <;,<,€ LO(G) icin p: LO(G) x LO(G) — R* fonksiyonunu

1/2", r=max{r e NU{O}a,b € G,,a <, b & a <, b} ise
0, max{r e NU{O}|a,b € G,,a <; b & a <, b} yoksa

p(<1<o)={
olarak tammlayalim.

Onerme 3.1.3: p, LO(G) Uzerinde bir metriktir ve bu metrigin olusturdugu LO(G)

Uzerindeki topoloji ile Tamm 3.1.1'de tamimlanan topoloji c¢akisir. Dolayisiyla bu

topoloji filtrasyonun seciminden bagimsizdir.

Ispat: Oncelikle Tamim 3.1.2'de tammlanan p fonksiyonunun LO(G) (izerinde bir

metrik oldugunu gosterelim.

19



3. YARI GRUPLARDA SIRALAMA Osman UYAR

i)

<;,<,€ LO(G) icin p(<{,<;) =1/2" veyap(<;,<,) =0 oldugu icin
daima p(<;,<,) = 0 olur.

<,,<,€ LO(G) icin p(<;,<;) =0 ©&<,=<, oldugunu gostermeliyiz.
<;=<, olsun. Her r € NU {0} icin <, |G, =<, |G, olur. Dolayisiyla
max{r|<, |G, =<, |G,} yoktur ve p(<;,<;) =0olur. p(<;,<;) =0
olsun. O halde max{r|<, |G, =<, |G,} yoktur. Her r € N U {0} icin
<; |G, =<, |G, olup G = Uy-,G, oldugundan <;=<, olur. Sonug
olarak p(<y,<,) = 0 &<;=<, olur.

<,,<,€ LO(G) icin p(<;,<3) = p(<;,<;) oldugunu gostermeliyiz.
p(<4,<;) = 0olsun. O halde <;=<, olup p(<;, <;) = p(<;, <;) olur.
p(<1,<;) #0olsun. Ohalder = max{r e NU{O}|a,b € G, a<,; b &
a <, b} olmak lzere p(<;,<;) =1/2" ve s = max{r e NU{0}|a,b €
G.a<,b e a<;b} omak Uzere p(<,,<;)=1/2%5 olup r=s
olmalidir. Sonug olarak p(<;,<;) = p(<,,<;) olur.

<1, <2, <3€ LO(G) igin p(<y,<3) < p(<q,<3) + p(<z,<3) oldugunu
gogtermeliyiz. p(<y,<;) =0 ise p(<y,<z) < p(<q,<3) + (<3, <3)
oldugu agiktir. p(<;,<;) #0 olsun. q = max{r|<, |G, =<, |G, }
olmak Uzere p(<;,<,) =1/29 olur. Bu durumda p(<;,<3) =0 ise
<1=<; owp q=max{r|<, |G, =<,|G,} = max{r|<; |G, =<; |G}
olur. Dolayisiyla p(<,,<3) =1/29 olur. p(<,,<3) =0ise <,=<;4
olup g =max{r|< |G, =<;|G;} = max{r|<, |G, =<3 |G,} olur
Boylelikle p(<,<,) = 1/29 olur. Simdi p(<,,<s) # 0 olsun. O halde
s = max{r|<, |G, =<3 |G,} olmak Uzere p(<;,<3) = 1/2° olur. Eger
p(<2,<3)#0 ise t=max{r|<; |G, =<5|G,} olmak Uzere
p(<,,<3) =1/2%0lur.1/29 <1/25+1/2" oldugunu gostermeliyiz.
s >t oldugunu varsayabiliriz. Eger g >s ise 1/279<1/2° olup
esitsizlik saglamr. Simdi g <s olsun. t <q <s ise <, |G; =<3 |G,
olup t = max{r|<, |G, =<5 |G,} olmasiyla ¢elisir. t =q ise 1/29 <

1/25+1/2t esitsizligi saglanr. t>gq ise <, |G, =<, |G, olup
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q = max{r|<; |G, =<,|G,} olmasiyla celisir. Sonu¢ olarak

p(<1,<z) < p(<q,<3) + p(<z,<3) olur.
Bu 6nermeile birlikte iki durum ortaya ¢ikar.
1. Her B(<,, 1/2") agik yuvari Tamim3.1.1' de tamimlanan topolojiye gore agiktir.

Ispat: <;€ B(<(,1/2") & p(<1,<0) <1/2" & <;|Gr41 =< [Gry1 OlUp

a,b € Gy Olmak lizere B(<,,1/27) = Ng<,p Uqp OlUI.

2. Her Uy, p, N ... N Uy, p, KUmesi p metrigine gore agiktir. Yani her <,€ U, ,, N

N Uq, p iGINB(<(,1/2") € Uy, p, N ... U, p, Olanr degeri vardir.

Ispat: @ # Uy, p, N .0 Uy, p, aGik kKiimesi icin ay, by, ..., ay, b, € G, olacak sekilde

bir re€N vardir. <,€ Uy, p, N..N Uy, p, aaim. B(<,,1/2") c Uy p, N..N

1.b1
Uq, », Oldugunu gosterelim. <;€ B(<,,1/2") alalm. <; |G;+q =< |G+, Olur.
Dolayisiyla her i€ {1,2,...,n} i¢in a; <; b; olur. O halde <;€ U,, ,,, N ...N U,

nvbn

olup B(<y,1/2") € Uy, p, N ... U, oOlUr.

1.b1
Teorem 3.1.4: LO(G) kompakttir, tamamen baglantisiz topolojik uzaydir.

Ispat: Once LO(G) nin tamamen baglantisiz oldugunu gosterelim. <;#<, olmak
Uzere <;,<,€ LO(G) daim. <;€ Uy}, <3€ Upq, Ugp UUp, = LO(G) ve U,y N
Uy, = 0 olacak sekilde a # b olan a,b € G oldugunu gosterecegiz. <;#<, olan
<;,<, lineer siralamalari icin a # b olan 3(a,b) € G % G vardr 6yleki a <, b ise
b <, a olur. O halde <,€ U, ), ve <,€ U, olur. Ayrica U, , U U, , = LO(G) ve

Ugp NUp g = @ olup LO(G) tamamen baglantsizdir.

Simdi de LO(G)’nin kompakt oldugunu gosterelim. G, € G, c - C G, C -+

olmak Uzere <,:<{,<y,..,<p,.. € LO(G) dizisini aaim. (<,) dizisinin G,'de
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aymi olan (<j ) alt dizisi, G,'de aym olan (<7 ) alt dizisi vardir. Bu sekilde devam
edersek her r € N icin G4, G5, ..., G,’ler sonlu elemanli olmak Uzere (<,) dizisinin

G,’'de aym olan (<} ) alt dizisi vardir

1 1 1
<t <t <i. .

2 2 2
<?.<i.<i..

T T T
<5 <P <P

olmak tizere (<) dizisinin <, =<7’ seklindeki (<) alt dizisini disunelim. Yani
<k, <}1,<§2,<§3, .. seklindedir. (<, ) dt dizisini <!, <? <3,.. ile gosterelim.
Asagidaki lemmaile bu dizinin yakinsak oldugunu gosterecegiz. Boylece LO(G)'nin
kompakt oldugunu gostermis olacagiz.

Lemma 3.15: <!, <% <3 .. dizis, a<®b ©a<"b (onlu tane n disinda)

olarak tammladigimiz <* siralamasina yakinsar.

Ispat: Once yukarida tammladigimiz <® sralamas: icin asagidaki Ozellikleri

goserelim.

i) <% siralamasi bir tam siralamadir.

a,b € G olsun. 3r e N icin a,b € G, olur. <"=<} olmak Uzere (<} : (<)

dizisinin G,’ de aym olan alt dizisi)

<i <t ..., <i, (<) dizisinin G,’de ayn olan alt dizisi

<{.<t....<t.,(<y) dizisinin G, de ayn olan alt dizisi
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<i, <ips <, (<p) dizisinin G,’de aym olan alt dizisi

<{H <P . <t (<p) dizisinin G,.,,"de aym olan dlt dizisi

olup j >r icin G,’de aynt olan (<{n) alt dizisinin terimleri G;'de aym olur.
Gy G, CCGpy ©GC--CG; oldugundan Gy, Gy, ...,G’de aym olur.
O halde a, b € G, icin (<,;) dizisinin i > r icin tum terimleri G,’de aym olur. Buna
gorei >ricinyaa <'byadab <! aolupyaa <® b yadab <® a olur. Boylece

<% siralamast bir tam siralamadir.
i) <% siralamasi bir sol siralamadir.

a,b € G olmak Uzere a <® b ise a <™ b (sonlu tane n disinda) olur. O halde
her ¢ € G icin ca <™ cb (sonlu tane n disinda) olup ca < cb olur. Bdylece <

siralamast bir sol siralamadir.

simdi <), —<* oldugunu gosterelim. r = max{r|<"|G, =<* |G,} olmak
Uzerea,b € G, dam. Ohaldea <" b @ a<®bolur.a<*b < a<"b (sonlu
tane n disindd) fakat a <" b'dir. p(<®,<™) =1/2" < 1/2" olup p(<®, <) <

1/2" olur. Bdylece <, —< olur.
Sonug 3.1.6: LO(G) Cantor kimesidir &
i) LO(G) # @

i) Her a;, by, ...,an,by €G igin Uy p, N..NUg , =@ Ve ya sonsuz

elemanlidir.
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Ispat: ii) kosulu LO(G) kimesinin perfect oldugunu soyler. Dolayisiyla bostan farkli
her kompakt, metrik, perfect ve tamamen baglantisiz uzay Cantor kimesine

homeomorf oldugundan ispat tamamlanir.
Onerme 3.1.7: n > 1 i¢in LO(Z™) Cantor kiimesine homeomorfiktir.

Ispat: Varsayalim ki bir m > 1 icin LO(Z™) Cantor kiimesine homeomorf olmasin.
n=min{m|m >1 ve LO(Z™) Cantor kiimesine homeomorf degildir} olsun.
LO(Z™) Cantor kumesine homemorf olmadigindan Sonu¢ 3.1.6'dan (a4, b;),
(az by),...,(as,bs) € Z" < Z"  vardr Gyle ki Ug p, NUg,p, N.. N Uq p. =
{<e Lo(Z™)| heri € {1,2,...,s}icin a; < b;} sonlu bir kiimedir. Gerektiginde sonlu
sayida farkli noktacifti ekleyerek genelligi bozmaksizin U, p, N Uq, p, N ... N Uqg_p,
kimesini tek elemanl: varsayabiliriz. Ote yandan i # j iken (bj — a;) vektorunin
(b; — a;) vektorinun bir rasyonel kati olmadigini varsayabiliriz. Yani i # j iken
m(bj — aj) =n(b; — a;) olacak sekilde m,n € Z yoktur. U, p, NUg,p, N...N
Uq,p,={<} olsun. v;,v, € Q" aam. v; <v, < her n € Z" igin nv;,nv, € Z"
olmak Uzere nv, < nv, olur. Boylelikle < srralamasini Q™' e genisletmis oluruz.
Simdi H ={x € R*|x’in Q™'deki her komsulugu pozitif ve negatif elemanlar
icerir } olmak Uzere Q" ® R o H kiimesini alalim. Bunagérex e H © x €U c
R™ acik alt kiimesi igin bir v,w € U N Q™ vardir dyle ki 0 <v ve w <O olur. H,
R™ de bir hiper diizlemdir. Aslinda bir « € R™ — {0} vardir 6yle ki H = {x|{a, x) =
0} olur. H, = {x|{a,x) > 0 ve H_ = {x|{a, x) < 0} olmak lizere R" \ H, H, ve H_
baglantil1 bilesenlerinden olusur. R*\ H =H, UH_ i¢cin x e H, ise x>0 ve
x € H_isex <O0olur. Her i € {1,2,..,s} igin a; < b; idi. a ={a},...,al'} € Z" ve
b=A{b},.., b"}€Z" olmak Ulzere b;—a; = (b} —a},..,b* —a) >0 olur.
a={ay,..,a,} € R*"—{0} olmak Uzere (a,b;—a;)=a;(b} —a})+ -+
a, (b — al*) olur. Boylece b; —a; € H, yada b, —a; € H olur. I ={i|b; —a; €
H} olsun. Dikkat edilirse {<'e LO(H NnZ™)| Her i € I icin a; <' b;} = {<} olur.
Aksi taktirde <'e LO(HNZ") ve her i€l igin aq; <'b; ise <', Z™ uUzerinde

dolayisiyla Q™ Uizerinde her i € {1,2,..., s} icin a; < b; olacak sekilde bir siralamaya
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genisletilebilir. Bu bir celigkidir. Cunkii Q™ Uzerinde i € {1,2, ..., s} icin a; < b;
olacak sekilde bir tek siralama vardir. O halde H N Z™ Sonug 3.1.6'min kosulunu
saglamiyor. I = {iy, ..., i} sonlu bir kiime olmak Uzere a;, < by, ,...,a;, < b;, olacak
sekilde bir tek < siralamasi vardir. Yani éyle (a;,, b;, ),---.(a;,, b;,) € Z" % Z™ vardir
oyle ki Usy, oy, NN Uaik,biksonludur. Oteyandan H N Z" c H ve dim(H N Z™) <
n —1 olur. Ayrica kabulimizden LO(H nZ™) Cantor kimesine homeomorfiktir.
DolayisiylayaH N Z™" = @ yadaH NZ" = Zolur. Eger HNZ" = @ isel = @ olur.
Her i € {1,2,...,s} icin b; —a; € H, olur. Dolayisiyla sonsuz coklukta H' ¢ R™
hiper dizlemleri ve bu hiper dizlemlere karsilik gelen Q™ Uzerinde <’ siralamalart
vardir oyle ki i € {1,2,...,s} icin a; <’ b; olur. Bu bir celiskidir. Eger HNZ" = Z
ise I tek elemanhdir. Clnku i # j iken (bj —a;) vektorl (b; — a;) vektorinin
rasyonel kat: degildi. Bir tek iy € {12,...,s} i¢in b;, —a;, € H olur. Dolayisiyla
sonsuz ¢oklukta H' ¢ R™ hiper diizlemleri vardir 6yle ki i € {1,2, ...,s} — {iy} icin
(bi, — a;,) ile (b; —a;) vektorleri aym bilesende olur. Dolayisiyla Q™ Uzerinde
sonsuz ¢oklukta <’ siralamalariigin a; <’ b; olurdu ki bu bir geliskidir. Sonug olarak
HNZ"+@® ve HNZ" +7Z olur. LO(HNZ") Cantor kimesine homeomorf
degildir. Bu bir ¢eliskidir. Clnkli (H N Z™) < Z™ oldugundan 1 < dim(H N Z™) <
n—1 olur ki LO(Z™) Cantor kimesine homeomorf olmayacak sekildeki 1’den

blylk en kictk dogal say1 n idi.
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4. iKi TARAFLI SSIRALAMALAR

Bir iki tarafl1 siralama, hem sol siralama hem de sag siralama olan bir lineer
siralamadir. G yar1 grubu Uzerindeki iki tarafli siralamalarin kiimesini BIO(G) ile
godeririz. Onerme 3.1.3'e gore BIO(G) kimesi RO(G) ve LO(G)den aym
topolojiyi alir.

Onerme 4.1.1: BI0(G), LO(G)’nin kapal1 alt kiimesidir. Boylece B/0(G) Cantor
kumesidir & BI0(G) bostan farklidir ve G’ nin elemanlarindan olusmus herhangi bir

sonsuzdur.

Ispat: Kabul edelim ki LO(G) lizerinde G'nin bir filtrasyonuyla olusturulmus bir
metrik olsun. <,, BIO(G) icinde <,.€ LO(G) limitine sahip bir dizi olsun.
Dolayisiylaa <, b & a <; b (sonlu tane i disinda) olur. <;€ BI/0(G) oldugundan
a<,b ise her c € G icin ac <, bc olur. Boylece <, € BiO(G) olur. O halde
BI0(G), LO(G) nin kapal: alt kiimesidir. Hipotezin ikinci kismi Sonug 3.1.6 ile ayn
ispata sahiptir.

Sani 4.1.2: n > 1 Uretegli F, serbest grubu icin LO(F,) ve BIO(E,) uzaylar1 Cantor

kiimesine homeomorfiktir.

G grubunun N%_,G* =1 olan G = G° o G* > -+ alt merkezi serisi verilsin.
G*/G**t gruplar Uzerindeki her (<;) tam siralamalar: G Uizerinde bir tam iki tarafl:
siralama belirler dyle ki bu G Uzerinde <;’lar tarafindan belirlenen siralama pozitif
olmay: korur. Yani g € G¥ — G**1ve g > 0 & gG**'’in her eleman pozitifitir.
Diger bir deyisle her h € G**1 icin gh > 0 olur. (Stephen Willard, 1970, L. Fuchs,
1963 , H. H. Teh, 1961) Ote yandan her torsiyonsuz abelyen grup lzerinde bir tam
siralama vardir. (T. Becker ve V. Weispfenning, 1993) Dolayisiyla eger her k icin

G*/G**! torsiyonsuz ise her k icin G*/G*** lizerinde bir <, tam siralamasi vardhr.
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Boylelikle bu <, siralamalar1 G Gzerinde bir iki tarafli siralama belirler. G Uzerindeki

bu iki tarafl1 siralamalara standart siralamalar denir ve SBI0(G) ile gosterilir.

Eser <€ SBIO(G) ise asagidaki 6zellikler saglanr.

i)

Her k icin G*/G**! Uzerinde <, tam siralamasi vardrr. (<:<,’'lar ile

belirleniyor)

i) g€Gk—GF, he Gk olsun. O halde g > 0 < gh >0 olur. (Sonlu

Uretilmigse torsiyonuna bolerek torsiyonsuz abelyen grup sayabiliriz.)

Onerme 4.1.4:
i) SBIO(G), BIO(G)’ nin kapal1 alt kiimesidir.
i) Eger G # Z ve her bir G¥/G*+* faktoru sonlu Uretilmis ise SBI0(G) ya
bos kiimedir ya da Cantor kiimesine homeomorfiktir.
Ispat
i) Bir <¢ SBIO(G) ise g € G¥ — G*** ve he GFtvardir. g >e ve
gh < e olur. Bdylece <’nin standart olmayan siralamalarindan olusmus
bir agik komsusu vardir. <€ Uy, . N BIO(G) c BIO(G) — SBIO(G) olup
BI0O(G) — SBIO(G) agiktir. O halde SBI0(G) kapalidhr.
i) G*/G** gruplarimi torsiyonsuz dolayisiyla serbest abelyen grup

varsayabiliriz. Aksi halde SB10(G) = @ olur. Clnki <€ SBIO(G) olsun.
aGk*t € Ty, ise bir n € N icin na € G**! olur. O halde —na € G**1,
a € Gk —G**1 vea > 0 olup —(n — 1)a > 0 celiskisi olur. SBIO(G) N
Ug b, N .0 Uq,p, =@ ve ya sonsuz elemanli oldugunu gostermek

yeterlidir. Varsayalimki SBIO(G) N Uy, p, N...N Ug,  # @ Olsun. Eger

1.b1
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bir k icin G*/G*** = 7Z™ (n > 2) ise Onerme 3.1.7 nin ispatindaki gibi
Ug, b, N .0 Uy, icinde sonsuz coklukta ¢ Uzerinde standart siralama
elde edebhiliriz. Dolayistyla simdi her k icin G*/G***'nin Z ve yatrivial
oldugunu varsayabiliriz. Bu durum aslinda her k icin G*/G**' =17
olmas: demektir. Gergekten bir k icin G*/G**1 trivial grup ise G! = G*
(her 1 > k) igin ve N{3GY = {e} oldugundan G nilpotent grup olur.
Dolayisiyla G*/G**1 = Z olacak sekildeki tek nilpotent grup G = Z olur.
(M. Hall Jr., 1959) Dolaysiyla her k icin G*/G*** = Z varsayabiliriz.
Her k icin G¥/G**' = Z tam olarak iki sralamaya sahip oldugundan
SBI0(G) ~ {0,1}"° olur.

Ornek 4.1.5: Ry = R: 8 ={[a,b)|a,b € R ve a < b} kimesini baz kabul eden
topoloji ile ve Rq=R: B' = {(a,b]la,b € R ve b > a} kimesini baz kabul eden
topoloji ile olsun. Rp/Z — Sj c R* ve Rg/Z — S§ < R? donustimleri icin
z = e?™Z djrekli ve oOrtendir. (x,y) € S* ¢ R? icin eger x/y € Q ise (x,y)
rasyoneldir diyelim. X = Sj x S§/~ olsun éyle ki (x1,y1) € S}, (x2,¥,) € S iken
(x1,¥1) ~ (x3,v2) & (x1,v1) = (x2,y,) veirrasyonel olur. U, X'in agcik kiimesidir
e UnS)vel n Sj agiktrr,

Onerme 4.1.6: Bi0(Z?) X’ e homeomorfiktir.

Ispat: Oncelikle Sj U S§ — BiO(Z?)'ye bir doniisim kuracagiz. x € Sp ile Z?2
tzerinde bir <, siralamasini iliskilendirecegiz. Bu siralamaya gore y € Z? pozitiftir
< R?'deki y ve x vektorleri arasindaki yonlii ag1 (0, ] arahigindadir. x € Sg ve Z?
tizerinde bir <* s ralamasini iliskilendirecegiz. y € Z? pozitiftir & R?'deki y ve x
vektorleri arasinda ki yonelmis aci [0,7) arahigindadir. y,z € Z? icin y <, z &

z—y poztiftr(0<, z-y) y=(mn)€Z? x€Sj ve p€Z® ign
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p+z—(p+y)=z—y olup p+y<,p+z olur. S5— BlO(Z*) (x »<,) ve

Sg = BIO(Z*) (x —»<*) dontsumlerini alalim.

Sp U S§/~ > BIO(Z2)

v

1 1
Sp VS

(x1,71) ~ (x2,¥2) olsun. (x;y;) € 5[1), (x2,¥2) € 5(1], x = (x191) = (x2,y,) ve
irrasyonel olsun. Bu durumda <,=<* oldugunu gosterelim. z € Z2 icin 0 <, z ©
0 <* z oldugunu goérmek yeterlidir. Eger z ile x arasindaki agi (0, ) araliginda ise
0<, z © 0 <* zolur. Varsayalim ki z ile x arasindaki ag1 = ve yaO olsun. z || x ve
ya z || —x olur. O halde z irrasyonel olur ki bu bir celiskidir. Clnkli z € Z? idi.
i:X = Sjy U S§/~ - BIO(Z*) dontisimii s6yle tammlanr:

_ [x] =»<,, x € S}
i([x]) = : 0

[X] -><*, X € S(]
i dontstiminin bire-bir oldugunu gosterelim. i([x]) = i([y]) olsun. Birinci durum
da x € Sy ve y € S} olsun. Bu durumda i([x]) =<, ve i([y]) =<, olur.<,=<,
olsun. Varsayalim ki x #y olsun. x ile y vektorleri arasindaki aci (O, ]
arahigindadir. z € Z? ve z ile x arasindaki ag1 6 Oyle ki y ile x arasindaki ag1 « ise
0+a>mrve0<6O<molsun. Yani Tt —a < 6 < m olsun. Bu durumda 0 <, z
olur. <,=<, idi. Dolayisiyla 0 <,, z geliskisi olusur. O halde z ile y arasindaki ag:
6 + a > m olur. Ikinci durumda x € S ve y € S§j olsun. Bu durumda i([x]) =<* ve

i([y]) =<¥ olsun. Benzer sekilde x = y oldugu gosterilir. Son olarak x € S[l) ve
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y € S olsun. Bu durumda i([x]) = i([y]) olsun. Yani <,=<* @ x ~y & x =y
ve ya irrasyonel olur. Boylelikle inceledigimiz bu ¢ durumla beraber i dontisumu
bire-bir olur. Simdi i donUstiminin orten oldugunu gosterelim. <€ BIO(Z?) bir
siralama olsun. Onerme 3.1.7'den bir H c R? bir boyutlu alt uzay: vardir 6yle ki C;
ve C, R? — H'nin baglantili bilesenleri olmak lzere R? - H =C, U C, olur.
x €C, ise0<x vexE€C, ise0>x olur. Bir [y] € X icin i([y]) =< oldugunu
gogtermeliyiz. H ¢ R? bir boyutlu alt vektor uzay: orjinden gecen bir dogru iken
H’ye paralel iki tane birim vektér vardir. x ve —x, H dogrusuna paralel (zit) birim
vektorler olsun. i([x]) = i([-x]) =< oldugunu iddaa ediyoruz. x € S} veya x € Sj
seklinde distnebiliriz. i([x]) =<*=< oldugunu gosterdlim. z € Z? icinz € H ise z
ile x arasindaki a¢1 [0,m) araliginda, z € C, ise —z ile x arasindaki ag1 (O, )
araligindadir. 0 <*—z olur. Ote yandan z€7? ise z<0 & —z>0 olur.
Boylelikle i dontsimi ortendir. Son olarak i donUstiminin strekli oldugunu
gosterelim. i~1(Uy4)c X'in her a € Z? igin agik oldugunu géstermemiz yeterlidir.
Upa = {< [0 < a} kimesi igin i~ (U, o) = {[x]]i([x] € Uy .} = {x € S}|0 <, a} U
{x € S§l0<*a} olur. A= {x €S5|0<,a} olmak Uzere A kimesinin acik
oldugunu gosterelim. x, € A alaim. 0 <, a ise a ile x, arasindaki a1 (0, 7]
araligindadir. x, € U c A olacak sekilde x,’in bir U komsulugunu bulmaliyiz. y € U
ise a ile y arasindaki a1 (0, ] araliginda olur. O halde 0 <, a olup x, EU c A

olur. Boylece A kimesi agiktir. B = {x € S§j|0 <* a} olmak Uizere B kiimesinin de

acik oldugu benzer sekilde gosterilir. Buna gore i™'(U,,)agik bir kiimedir.
Boylelikle i donustimi streklidir.

Her kompakt kimenin bir Cantor kimesi (zerinde tammli sirekli bir
donUsUmin gorantisti oldugu bilinmesine ragmen bu dénisimi yazmak zordur.
Fakat bu donlstimi Cantor kiimesinden S1’e orten bir doniisim olarak yazabiliriz.
LO(Z?), BiO(Z?) nin kapal1 alt kimesidir. BiO(Z?) de X’e homeomorfiktir. Ote
yandan S[l) ve Sg'nin topolojileri $'’in oklidyen topolojisinden daha zengin

oldugundan f: X — S strekli bir dontisiim olur. Buna gore X bir Cantor kiimesidir.
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5. GROBNER BAZINA BiR UYGULAMA

K[x4,...,x,], bir K cismi Uzerinde bir polinom hakasi olsun. ZZ, =
{(xq,...,x,)|x; € Z ve x; = 0} olmak Uzere K[x,,...,x,] polinom halkas: icindeki
xil ...x,il" monomialleri, xil ...x,il"’leri (iy,..,iy)’ e goturen izomorfizma ile ZZ, a
izomorfik olan bir monoidi belirler. Buna gore (xil,...,x,il") ve (x{l,...,x,];”)
monomialleri igin  (x..x™). (xt . x[") = (B x) olur. Ayrica
(x?...x2) = 1, bu monoidin birim elemardir. Bir G kiimesi Uizerindeki bir lineer
siralama, eger G’ nin her alt kimesi bir en kiiguk elemana sahipse iyi siralamadir. G
yart grubu icin G'nin tim iyi sol siralamalarimin kimesini LWO(G) ile gosteririz.
LWO(Z%,) kimesinin elemanlar1 K[x;,...,x,] icindeki monomiallerin siralamasi
olarak adlandirilir. ZZ, Gzerindeki bir < sol siralamas: bir iyi siralamadir ancak ve
ancak 0, < sol sralamas: icin en kugik elemandir. Boylece LWO(ZZ,) =

LO(ZZ,) — (U U,,) olur. U, o agik oldugu icin asagidaki sonucu sdyleyebiliriz.

Sonug 5.1.1: LWO(Z%,), LO(ZL,) n bir kapal1 alt kimesidir. Teorem 3.1.4'e gore
LWO(Z%,) kompakitir.

Bunun yaminda Onerme 3.1.7'nin ispatinda verilen kabul nedeniyle hem
LWO(Z%,) hem de LO(ZZ,) kimeleri n > 1 igin Cantor kiimesine homeomorfiktir.

Her w € K[xy,...,x,,] polinomu, m;’ler monomial olmak lzere Y% c;m;
olarak ayrstirihir. i # j icin m; # m;"dir ve sifirdan farkli ¢;'ler K cisminde
skalerdir. <, monomialler arasinda bir sol siralama ise ZZ%, Uzerindeki bir
sralamadir. (iy, ..., i) < G jn) © (2 %) < (xf* ... xI") olur. m;’ ler farkh
monomialler olmak Uzere (i #j iken m; #m;) w=X%c¢m; icin LM(w) =
max{m;|i = 1,2,...,d} olur. Yani LM(w) =m; ise her j # i i¢cin m; > m; olur.
Bdylece c¢;m;, w polinomunun en yiiksek dereceli terimi olur. I < K[x4, ..., x,] ideali
icin LM(I) =<m|Bir w € I igin m, w'min en yiksek dereceli monomiali> olur.

LM(I) < K[x4, ..., x,] oldugunu gosterelim.
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i) fi, fo € LM(I) igin f; — f, € LM(I) oldugunu gosterelim. f; = I-, c;my
olsun. O halde bir g; € I vardir dyle ki m;, g;"nin en buyik monomialidir.
fo =271 djn; olsun. O halde bir h; € I vardir dyle ki n;, h;y'nin en
blydk monomialidir. f; =c¢ymy +--+c,m, ve f,=dn, +--+
dnn, oOlarak yazilabilir. f; —f, =c¢m; +--+c,m,—dn —-—
Ay, OlUP f; — £, Nin bir monomiali bir k; € I' mn en biyuk monomiali
olur. Boylece f; — f, € LM(I)olur.

i) Her f € K[x4,...,x,] ve her g € LM(I) icin fg,gf € LM(I) oldugunu
gogterelim. g € LM(I) oldugu icin g = Y.I*, ¢;m; seklinde yazilir ve bir
h; € I vardir dyle ki m;, h;"nin en biyuk monomialidir. f = Y7, d;n;
seklindedir. fg = X7, Xy djcinym; olur. I < K[xq, ..., x,] oldugundan
hin; € I olur. Boylece nym;, h;n;'nin en blyuk monomiali olup fg €

LM(I) olur. Benzer sekilde gf € LM(I) oldugu gosterilir.

I @ K[xq,...,x,] icin eger LM(I) =< LM(f,),...,LM(f,;) > olacak sekilde

{fi....fay clvasa{f,, .., f;} kimesine I'mn bir Grobner bazi denir.

Monomialler Uzerindeki farkli sralamalar farkli Grobner baz1 verirler. Bunu

bir 6rnekle gorelim.

Ornek 5.1.2: I =< x2,x,x3 — x2 > olsun. < siralamasi, Lex. ve ya Deglex. ise bu
srralamaya gore I'mn Grobner bazi {x2,x,x%,x,x3 — x2x53} olur. < siralamas,

Degrevlex. ise bu siralamaya gore I’ mn Grobner bazi { x2,xZ — x,x3} olur.

Tanim 5.1.3: K[xy,..,x,] polinom halkasindaki < sralamasina sahip (f,g)
monomial ¢ifti igin, LCM en kiguk ortak kati gostermek Uzere < siralamasindaki

(f,g) monomial ciftinin S — polinomu S(f, g) asagidaki gibi tanimlidur.

LCM(LM(f),LM(g)) . LCM(LM(f),LM(g))
LT(f) LT(9)

S(f.g) =
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Ornek 5.1.4: (f, g) = (x%,x1x, — x2) ve < siralamasi Lex. olsun.

LM(f) = x2, LM(g) = x,x, olup LCM(LM(f),LM(g)) = x?x, olur. Boylece

S(f,g) = xx7 — x1 (X1, — x5) = x1x, olur.

Teorem 5.1.5: {fi, ..., fi}, K[x4, ..., x,] polinom halkasindaki monomiallerin sonlu
bir kimesi ve S(f;, fj), Spolinomlar1 olsun. {f;, ..., f}, < f1, ..., fx > idedinin bir
Grobner bazidir ancak ve ancak her i,j icin S(f;, f;) S-polinomlarinin (f1, ..., f)'ya

tam boltnebilmesidir.

Onerme 5.1.6: I <K[xq,..,x,] Ve fi,....f: €I olsun. A ={<€ LWO(Z%,)|
{fi,....fs}, < sralamasina gore I'nin bir Grobner bazi} olmak Uzere A kimesi,
LWO(Z%,) n bir agik alt kimesidir.

Ispat: <e LWO(Z%,) alahm. < sraamasina gére S(f;, f;), (fi,...f;)'ye tam
boltndr. (fi, ..., f;)’ deki tim monomialler (m4, ..., m;) olsun. Genelligi bozmaksizin
bu siralamaya gére m; > --- > m,, olsun. Buna gére <€ U = Up,1n, N Upym, N

N Uy m,_, © Aolup A, LWO(ZZ,) 1 bir acik alt kiimesidir.

Teorem 5.1.7: Her I < K[x4, ..., x,] ideali icin her monomial siralamasiyla I’ nin bir
Grobner bazi olan bir sonlu{f;, ..., f;} < I kiimesi vardir.

Badyle bir kiimeye I'nin bir evrensel Grobner bazi denir.

Ispat: Her {f;,...f.;} €I icin {fi,..,f.} kimesini I'mn Grobner bazi yapan

sralamasina gore I'mn bir Grobner bazidir. Simdi <€ LWO(ZZ%,) aam.
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.......... gs, b

{fi, o fs; 9101 Gsyr o Ry o B} KUMes I'min evrensel Grobner bazidir.
Asagidaki 6rnek Sonug 5.1.1'in Z3, icin gegerli olmadigim gosteriyor.

Ornek 5.1.8: K[x;,x,,...] icindeki monomiallerin monoidi ZZ,’a izomorfiktir.
{x1,x5,...} kimesi Uzerindeki herhangi bir < lineer siralamast K[x,, x5, ... ] Uzerinde
asagidaki gibi bir lexiographic siralama meydana getirir.

m = x;™Mx,m2... ven = x;™x,"2... K[xq, x5, ... ] icinde keyfi iki monomial
olsun. m; # n; olmak Uzere < siralamasi ile x; en kiglk degisken olsun. O zaman
m<n ancak ve ancak m; <n; olur. L lexiograhic anlamina gelmek Uzere
K[x;,x,,...] Uzerindeki bdyle bir siralamay1 <; ile gosteririz. <, siralamasi bir iyi
sralamadir & < bir iyi srralamadir. <!, <?, ..., <", ... iyi sralamalarin bir dizisi

olsun. Bir <™ siralamasi iginx,, <™ ... <" x3 <" x, <" x; <™ x4 <" ... OlSUN.

Z7. o' 1N {Gp}nez filtrasyonunu distinelim 6yle ki G,,, {x4,,,,, x, } kiimesinin

toplam derecesi en fazlan olan monomiallerinin kiimesi olsun.

{G}nez filtrasyonu LWO(ZZ,) Uzerinde bir metrik meydana getirir. Bu p
metrigi <!, <?e LWO(ZL,) icin,

1/2", r = max{r|] <! |G, =<?|G,}ise
0, max{r| <! |G, =<?|G,} yoksa

p(<t <) ={
olarak tanimlanr.
{xq,x,,...} Uzerindeki <!, <2, ..., <", .. iyi sralamalarin dizisini distnelim.

Bu dizinin belirledigi <},<?, ..,<?,.. lexiographic iyi sralamalarin dizisi
p metrigine gore yakinsaktir. Simdi ... X, <* X,,_; <® ... <% X, <® X; ile belirli
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yeni bir < lexiographic sralama taimlayalim. <} ,<? .., <% .. lexiographic
siralamalarin dizisinin <;° lexiographic siralamasina yakinsadiginm gosterelim. € > 0
verilsin. 1/2% < e olacak sekilde bir k € N alalim. n>k iken p(<P,<}) =
1/2% <& olup bu dizi <} sralamasina yakinsar. BOylece i =1,2,..,n icin
< |G; =<} |G; olur. Ayrica <j° siralamas ile bir en kiicik eleman olmadigindan

<, K[xq,x5, ... ] Uzerinde bir iyi siralama degildir.

Bunagére LWO(ZS,), LO(ZS,) n bir kapal alt kiimesi desildir.
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