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4.2. H2n+1 � S1 Lie Grubunda Üstel Dönüşümler . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 59

4.3. H2n+1 � S1 Lie Grubunda Komutatör E¼griler . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 68

5. BÖLÜM . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 71
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ÖZET

PSEUDO-KOMPLEKS L·IE GRUPLARININ E¼GR·IL·IKLER·I

ÜZER·INE

Bu çal¬̧sma alt¬bölümden oluşmaktad¬r.

Birinci bölüm çal¬̧sman¬n giri̧s k¬sm¬olup, Lie gruplar¬üzerinde yap¬lan çal¬̧s-

malar hakk¬nda literatürdeki bilgiler verildi.

·Ikinci bölümde; grup teorisi , manifoldlar, Lie gruplar ve kompleks manifoldlar

için kullan¬lan temel tan¬mlar ve teoremler verildi.

Üçüncü bölümde; genelleştirilmi̧s Lorentz Heisenberg grubun temel yap¬s¬ifade

edildi ve Lie grup üzerinde üstel dönüşüm yard¬m¬yla komutatör e¼griler incelendi.

Dördüncü ve beşinci bölüm ise çal¬̧sman¬n orijinal k¬s¬mn¬kapsamaktad¬r.

Dördüncü bölümde; Genelleştirilmi̧s Lorentz Heisenberg grubu yard¬m¬ylaH2n+1�

S1 Lie grubu ifade edilerek bu grup üzerinde üstel dönüşüm yard¬m¬yla komutatör

e¼griler elde edildi.

Beşinci bölümde; M2n+2 yaklaş¬k pseudo-kompleks manifoldu oluşturularak ayn¬

zamanda bir pseudo-kompleks Lie grubu olan bu manifoldun skaler e¼grilikleri, holo-

mor�k kesit e¼grilikleri ile Riemann e¼grilikleri aras¬ndaki baz¬yeni ba¼g¬nt¬lar ifade

ve ispat edildi. Son olarak, M2n+2; üzerinde üstel dönüşüm yard¬m¬yla komutatör

e¼grilerin bir karakterizasyonu verildi.

Alt¬nc¬bölüm ise; çal¬̧sman¬n sonuç k¬sm¬d¬r.

Anahtar Kelimeler: Lie Gruplar¬, Lie Cebirleri, Genelleştirilmi̧s Lorentz Heisen-

berg Grup, Komutatör E¼gri, Üstel Dönüşüm, Holomor�k Kesit E¼grili¼gi, Ricci E¼gril-

i¼gi.
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SUMMARY

ON THE CURVATURES OF PSEUDO-COMPLEX LIE GROUPS

This thesis consist of six chapters.

The �rst chapter has been devoted to the introduction.

In the second chapter; fundamental de�nitions and theorems of Lie groups, Lie

algebras and the theory of the complex manifolds are given.

In the third chapter is constructed that generalized Lorentzian Heisenberg group.

After, it is studied that comutator curves in terms of exponential maps in the gen-

eralized Lorentzian Heisenberg group.

The fourth and �fth chapters contain original part of our study.

In the fourth chapter; Lie groupH2n+1�S1 is constructed by generalized Lorentzian

Heisenberg group. Moreover, it is studied that comutator curves in terms of expo-

nential maps in the H2n+1 � S1.

In the �fth chapter; we construct almost pseudo-complex manifold M2n+2 which

is also pseudo-complex Lie group. Then, express and prove some new relations about

scalar curvatures, holomorphic sectional curvatures and Riemannian curvatures of

this manifold. Finally, it is studied that comutator curves in terms of exponential

maps in the M2n+2:

The sixth chapter has been devoted to the conclusion.

Keywords: Lie groups, Lie Algebras, Generalized Lorentzian Heisenberg Group,

Comutator Curve, Holomorphic Sectional Curvature and Ricci Curvature.
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1. BÖLÜM

G·IR·IŞ

Lie gruplar¬, grup i̧slemi üzerinde diferensiyelenebilir manifoldlard¬r. Bu du-

rumda Lie grubu ayn¬ zamanda bir grup, bir topolojik uzay ve bir manifolddur,

[19].

Lie gruplar¬, modern teorik �zikte ve matematikte yap¬lar¬n ve matematiksel

nesnelerin sürekli simetrisinin iyi geli̧smi̧s bir teorisini temsil eder. Bu gruplar,

Galois teorisinde diferensiyel denklemlerin sürekli simetrilerinin analizi için temel

bir çerçeve sa¼glamaktad¬r.

Lie gruplar¬teorisi, matemati¼gin diferensiyel geometri, analiz, topoloji ve cebir

gibi birçok dal¬nda uygulamalara sahiptir. Bu teori son otuz y¬l içerisinde gerek

matematiksel �zikte, gerekse mühendislikteki pek çok probleme başar¬ile uygulan-

m¬̧st¬r. Özellikle, lineer olmayan bir k¬smi türevli diferansiyel denklem veya denklem

sisteminin analitik çözümlerinin elde edilmesinde literatürdeki en önemli çözüm yön-

temlerinden biridir.

Diferensiyel denklem sistemlerinin integrasyonu ile ilgili çal¬̧smalarda, Lie gru-

plar¬Norveç�li matematikçi Sophus Lie (1842-1899) taraf¬ndan geli̧stirilmi̧stir. So-

phus Lie taraf¬ndan ortaya konulan, diferansiyel denklemin simetri analizi, Lie simetri

grubu ad¬verilen, denklemin tan¬mland¬¼g¬manifoldu de¼gi̧smez b¬rakan yerel dönüşüm

gruplar¬n¬n bulunmas¬yla, diferansiyel denklemlerin yeni çözümlerinin sistematik bir

prosedürle oluşturulmas¬n¬sa¼glayan bir teoridir. Bu teorinin, �zikte, özellikle hidro-

dinamikte, mekanikte, elektrodinamikte, kuantum teorisinde, istatistiksel mekanikte,

cisim teorisinde, tanecik �zi¼ginde, vb. uygulamalar¬vard¬r.

Herbir Lie grubuna eşlik eden sonlu boyutlu bir Lie cebiri vard¬r. Bu nedenle Lie

gruplar¬teorisi Lie cebirleri ile Lie gruplar¬aras¬ndaki ili̧skiye önemli bir yer ay¬r¬r.
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Yani, Lie grubunun özellikleri bu gruba kaŗs¬l¬k gelen Lie cebirine birer özellik olarak

aksettirilir. Bu teoride, örne¼gin, irtibatl¬, basit irtibatl¬Lie gruplar¬, birer izomor�zm

alt¬nda kendilerine ait olan Lie cebirleri taraf¬ndan tamamen belirtilebilirler. Bunun

için bu cins Lie gruplar¬n¬incelemek yerine onlar¬n Lie cebirlerini incelemek mümkün

olur, [19].

Bir Lie grup üzerinde inşa edilen üstel dönüşümler yard¬m¬yla bu grubun Lie ce-

birinin birçok topolojik ve analitik özellikleri belirlenebilmektedir. Cebirsel geometri

ve çok de¼gi̧skenli kompleks fonksiyonlar teorisinde de Lie gruplar¬n¬n geni̧s uygula-

malar¬vard¬r.

Calvaruso ve Marinosci; Homojen pseudo-Riemann manifoldlarda homojen geo-

dezikler için temel tan¬m ve teoremleri verdiler. Elde ettikleri bu temel tan¬m ve

teoremler yard¬m¬yla üç boyutlu unimodüler Lorentz Lie gruplar¬ndaki homojen

geodezikleri s¬n¬�and¬rd¬lar, [12].

Berdinsky ve Taimanov; üç boyutlu Lie gruplar¬nda yüzeyler için Weierstrass

temsil formüllerini elde ettiler ve bu Lie gruplar¬nda minimal yüzeyler için temel

denklemler oluşturdular. Ayr¬ca Dirac operatörünün spektral özelliklerini kulla-

narak, üç boyutlu Lie gruplar¬nda bu yüzeyler için karakterizasyonlar verdiler, [5].

Riemannian geometride sol invaryant Riemann metrikler ile verilen çözülebilir

ve nilpotent Lie gruplar önemli rol oynar. Her irtibatl¬homojen Riemann manifold

sol invaryant metrik ile verilen irtibatl¬Lie grup olarak temsil edilebilir, [20].

Nilpotent Lie gruplar aras¬nda en büyük öneme sahip olan¬iki ad¬mda çözülebilen-

lerdir. Genelleştirilmi̧s Heisenberg gruplar, sol invaryant metrik ile verilen basit

irtibatl¬iki ad¬mda nilpotent Lie gruplar¬n¬n bir alt s¬n¬f¬n¬oluşturur, [6].

Genelleştirilmi̧s Heisenberg gruplar, A. Kaplan taraf¬ndan, k¬smi diferensiyel den-

klemler hakk¬ndaki araşt¬rmas¬ile tan¬t¬lm¬̧st¬r. Kaplan, Kuadratik formlar ve iki
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ad¬mda nilpotent Lie gruplar yard¬m¬yla Genelleştirilmi̧s Heisenberg grubun temel

yap¬s¬n¬oluşturdu, [17].

Batat ve Rahmani; Heisenberg grup üzerinde oluşturulan üç metrik yard¬m¬yla

bu grubun izometri gruplar¬n¬tan¬mlad¬lar. Elde ettikleri bu üç metrikten yaln¬zca

birinin �at oldu¼gunu gösterdiler. Ayr¬ca bu metrikler için Jacobi vektör alanlar¬ve

geodezik e¼griler için aç¬k formüller elde ettiler, [4].

Chen ve Qui; üç boyutlu Heisenberg grubunda yüzeyler için Gauss dönüşümünü

ve ortalama e¼grilik vektörünü kullanarak çeşitli karakterizasyonlar verdiler. Daha

sonra Gauss dönüşümü için ikinci mertebeden k¬smi diferensiyel denklemler elde

ettiler. Ayr¬ca minimal yüzeyler ve sabit ortalama e¼grilikli yüzeyler için birçok

örnek oluşturdular, [13].

Turhan; n�boyutlu Lie grup üzerinde sol ötelemeler alt¬nda invaryant kalan

vektör alanlar¬n¬n cümlesinden bir Lie cebiri oluşturmuş ve bu Lie grubu üzerinde

tan¬mlad¬¼g¬metrik yard¬m¬yla e¼grilikleri elde etmi̧stir. Ayr¬ca bu Lie grubunun uni-

modular olmas¬için bir lineer dönüşüm yard¬m¬yla gerek ve yeter şartlar vermi̧stir.

Daha sonra baz¬Lie gruplar¬n¬n teşkili ve kompleks lineer temsilleri ile ilgili ifadeler

oluşturmuş ve Hermityen metri¼gin sa¼glad¬¼g¬baz¬e¼grilik ba¼g¬nt¬lar¬vermi̧s ve ispat

etmi̧stir, [29].

Bu çal¬̧smada iseH2n+1�S1 Lie grubu yard¬m¬ylaM2n+2 yaklaş¬k pseudo-kompleks

manifoldu oluşturularak ayn¬zamanda bir pseudo-kompleks Lie grubu olan bu mani-

foldun skaler e¼grilikleri, holomor�k kesit e¼grilikleri ile Riemann e¼grilikleri aras¬ndaki

baz¬yeni ba¼g¬nt¬lar ifade ve ispat edildi ve M2n+2 üzerinde üstel dönüşüm ve komu-

tatör e¼griler oluşturuldu.
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2. BÖLÜM

2.1 Temel Kavramlar

Tan¬m 2.1.1.

Reel say¬lar cismi üzerinde, r�tane vektör uzay¬, V1; V2; :::; Vr olsun.

f : V1 � V2 � :::� Vr ! R

fonksiyonu, 1 � i � r; için ui; vi 2 Vi ve a; b 2 R olmak üzere,

f (v1; :::; vi�1; avi + bui; vi+1; :::; vr) = af (v1; :::; vi�1; vi; vi+1; :::; vr)

+bf (v1; :::; vi�1; ui; vi+1; :::; vr)

şeklinde tan¬ml¬ise f ye r-lineer fonksiyon denir, [19].

Tan¬m 2.1.2.

V bir reel vektör uzay¬olsun.

h; i : V � V ! R

dönüşümü 8a; b 2 R ve 8u; v 2 V için

i) hu; vi = hv; ui ;

ii) hau+ bv; wi = a hu;wi+ b hv; wi ;

hu; av + bwi = a hu; vi+ b hu;wi

özelliklerine sahip ise h; i dönüşümüne V vektör uzay¬üzerinde bir simetrik bili-

neer form denir, [24].

h; i, V vektör uzay¬üzerinde bir simetrik bilineer form olsun. Bu simetrik bilineer

form üç de¼gi̧sik durum alt¬nda incelenebilir;
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1) Tan¬ml¬Durum: E¼ger,

i) 8v 2 V; v 6= 0 için hv; vi > 0 ise h; i simetrik bilineer formuna pozitif tan¬ml¬,

ii) 8v 2 V; v 6= 0 için hv; vi < 0 ise h; i simetrik bilineer formuna negatif tan¬ml¬,

denir.

2) Semi-tan¬ml¬Durum: E¼ger,

i) 8v 2 V için hv; vi � 0 ise h; i simetrik bilineer formuna pozitif semi-tan¬ml¬,

ii) 8v 2 V için hv; vi � 0 ise h; i simetrik bilineer formuna negatif semi-tan¬ml¬,

denir.

3) Non-dejenere Durum: E¼ger,

8w 2 V için hv; wi = 0 iken v = 0 ise h; i simetrik bilineer formuna non-dejenere

simetrik form denir, [24].

Tan¬m 2.1.3.

V1 � V2 � :::� Vr den R ye tan¬ml¬bütün r�lineer fonksiyonlar¬n cümlesini

L (V1; V2; :::; Vr;R)

ile gösterelim. Bu cümlede toplama ve skalarla çarpma i̧slemleri, s¬ras¬yla, 8 (u1; u2; :::; ur) 2

V1 � V2 � :::� Vr için

(f1 + f2) (u1; u2; :::; ur) = f1 (u1; u2; :::; ur) + f2 (u1; u2; :::; ur)

ve � 2 R olmak üzere,

(�f) (u1; u2; :::; ur) = �f (u1; u2; :::; ur)

5



şeklinde tan¬mlan¬rsa, bu iki i̧sleme göre L (V1; V2; :::; Vr;R) ; R üzerinde bir vektör

uzay¬olur. Bu vektör uzay¬na V �
1 ; V

�
2 ; :::; V

�
r dual vektör uzaylar¬n¬n tensör çarp¬m¬

denir ve

L (V1; V2; :::; Vr;R) = V �
1 
 V �

2 
 :::
 V �
r

ile gösterilir. V �
1 
 V �

2 
 ::: 
 V �
r tensör uzay¬n¬n herbir eleman¬na r: dereceden bir

tensör denir. E¼ger

V1 = V2 = ::: = Vr = V

ise V �
V �
:::
V � uzay¬na bir kovaryant tensör uzay¬ve bu uzay¬n herbir eleman¬na

r: dereceden bir kovaryant tensör denir, T r (V ) veya 
rV � ile gösterilir, [19].

Tan¬m 2.1.4.

Kovaryant tensörler için verilen tan¬mda V yerine V � (V nin dual uzay¬) al¬n¬rsa

(V �)� uzay¬V ye izomorf oldu¼gundan V � üzerinde s� lineer fonksiyonlar¬n vektör

uzay¬n¬ elde ederiz. Bu uzaya kontravaryant uzay denir ve Ts (V �) veya 
sV ile

gösterilir. Bu uzay¬n elemanlar¬na s. dereceden kontravaryant tensörler denir, [19].

Tan¬m 2.1.5.

Reel say¬lar cismi üzerinde bir vektör uzay¬V ve V �, V nin duali olsun.

L (V r; V �s;R) = ff jf : V r � V �s ! R; r + s-lineerg

cümlesi toplama ve skalarla çarpma i̧slemlerine göre bir vektör uzay¬d¬r. Bu uzaya

r. dereceden kovaryant ve s. dereceden kontravaryant tensör uzay¬denir. Bu uzay¬n

elemanlar¬na da (r; s)-tipinden tensör denir ve

T r (V )
 Ts (V
�) = 
r (V �)

s (V ) veya T rs (V )

ile gösterilir, [19].
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Tan¬m 2.1.6.

8� 2 Sr permütasyonu ve bir V vektör uzay¬üzerindeki bir r�lineer f fonksiyonu

için

i)

�f = f

yani

f
�
u�(1); u�(2); :::; u�(r)

�
= f (u1; u2; :::; ur)

ise r� lineer f fonksiyonuna bir simetrik r-lineer fonksiyon veya r. mertebeden

simetrik kovaryant tensör denir.

ii)

�f = (sgn�) f

yani

f
�
u�(1); u�(2); :::; u�(r)

�
= (sgn�) f (u1; u2; :::; ur)

ise r� lineer f fonksiyonuna bir alterne r-lineer fonksiyon veya r:mertebeden alterne

kovaryant tensör denir, [19].

Tan¬m 2.1.7.

V bir reel vektör uzay¬ve

h; i : V � V ! R

simetrik bilineer form olsun. W � V olmak üzere

h; i jW : W �W ! R

7



negatif tan¬ml¬olacak şekilde en büyük boyutluW alt uzay¬n¬n boyutuna h; i simetrik

bilineer formun indeksi denir, [24].

Tan¬m 2.1.8.

M; C1 manifold olmak üzere;

h; i : � (M)� � (M)! C1 (M ;R)

şeklinde tan¬ml¬simetrik, bilineer, non-dejenere fonksiyona M üzerinde metrik tensör

denir. Bu metrik tensörün indeksine M manifoldunun indeksi denir, [24].

Tan¬m 2.1.9.

M , C1 manifold ve h; i de M üzerinde sabit indeksli metrik tensör olmak üzere

(M; h; i) çiftine bir Semi-Riemann manifold denir, [24].

Tan¬m 2.1.10.

(M; h; i) bir Semi-Riemann manifold olsun. 8v 2M olmak üzere,

hv; vi > 0 ise v ye space-like vektör,

hv; vi < 0 ise v ye time-like vektör,

hv; vi = 0; v 6= 0; ise v ye light-like veya null vektör denir, [24].

Tan¬m 2.1.11.

D, C kompleks düzlemi üzerinde aç¬k bir cümle olsun. E¼ger z0 2 D; h 2 C olmak

üzere

lim
h!0

f (z0 + h)� f (z0)

h

8



mevcut ise D üzerinde tan¬ml¬f kompleks de¼gerli fonksiyonuna z0 2 D noktas¬nda

holomor�ktir denir, [29].

Tan¬m 2.1.12.

E¼ger � : D � Cn ! Cm bir dönüşüm ise

� (z) =
�
�1 (z) ; �2 (z) ; :::; �m (z)

�
şeklinde yaz¬labilir ve her �i, D üzerinde bir kompleks de¼gerli bir fonksiyon olmak

üzere, e¼ger her �i; D üzerinde holomor�k ise � ye holomor�k dönüşüm denir, [33].

Tan¬m 2.1.13.

M bir Hausdor¤ uzay ve fU�g�2A, M nin bir aç¬k örtüsü olsun.

 � : U� ! D� � Cn

homeomor�k dönüşümü U� \ U� 6= ? olmak üzere

f�� =  � �  �1� :  � (U� \ U�) � Cn !  � (U� \ U�) � Cn;

f�� =  � �  �1� :  � (U� \ U�) � Cn !  � (U� \ U�) � Cn

fonksiyonlar¬n¬n her ikiside holomor�k olsun.

E¼gerM bu özellikle birlikte f(U�;  �)g�2A dönüşümlerinin cümlesine ve fU�g�2A
aç¬k örtüsüne sahip iseM ye n-kompleks boyutlu kompleks manifold ve f(U�;  �)g�2A
ye de M nin bir holomor�k koordinat komşuluk sistemi denir, [19].

Tan¬m 2.1.14.

k � n olmak üzere M bir k-manifold ve �M de bir n-manifold olsun. 8p 2 M

noktas¬için �M de bir �U ve M de bir U koordinat komşulu¼gu mevcut ve

U =
�
m 2 �U : �xk+1 (m) = ::: = �xn (m) = 0

	
9



ise M ye �M nin bir alt manifoldu denir. Burada

f�x1; :::; �xng

koordinat sistemi �U de ve

fx1 = �x1 jU ; :::; xk = �xk jUg

da U daki koordinat sistemidir, [19].

Tan¬m 2.1.15.

M bir C1 manifold olsun. M üzerindeki vektör alanlar¬n¬n uzay¬� (M) olmak

üzere;

r : � (M)� � (M)! � (M) ; (X; Y )! rXY

dönüşümü

i. 8X; Y; Z 2 � (M) ve 8f; g 2 C1 (M;R) için

rfX+gYZ = frXZ + grYZ;

ii. 8X; Y 2 � (M) ve 8f 2 C1 (M;R) için

rX (fY ) = frXY + (Xf)Y

özelliklerini sa¼gl¬yorsa r ya M manifoldu üstünde bir a�n koneksiyon ve rX e de

X e göre kovaryant türev operatörü denir, [19].

Tan¬m 2.1.16.

M bir manifold ve r, M üstünde bir a�n konneksiyon olsun. E¼ger aşa¼g¬daki

özellikler sa¼glan¬yorsa r koneksiyonuna M üzerinde bir Riemann koneksiyonu ve

rX e de X e göre Riemann anlam¬nda kovaryant türev operatörü ad¬verilir.

10



i. r, C1 s¬n¬f¬ndand¬r,

ii. M nin bir A bölgesi üzerinde, C1 olan 8X; Y 2 � (M) için

rXY �rYX = [X; Y ]

dir,

iii. M nin bir A bölgesi üzerinde , C1 olan 8X; Y 2 � (M) ve 8p 2 A için

Xp hY; Zi = hrXY; Zi jp + hY;rXZi jp

dir, [19].

Tan¬m 2.1.17.

M ve M 0, s¬ras¬yla, n ve m boyutlu C1 s¬n¬f¬ndan manifoldlar olsun. E¼ger

' :M !M 0 diferensiyellenebilir dönüşümü birebir, '�1 dönüşümü mevcut ve difer-

ensiyellenebilir ise ' ye M den M 0 ye bir di¤eomor�zm denir. M ve M 0 manifold-

lar¬na da di¤eomor�k manifoldlar denir, [19].

Tan¬m 2.1.18.

M , n�boyutlu bir C1 s¬n¬f¬ndan manifold ve f : M ! R fonksiyonu verilsin.

a 2 M noktas¬n¬n bir komşulu¼gunda, f fonksiyonu (xi � ai) nin yak¬nsak kuvvet

serisi yard¬m¬yla ifade edilebiliyorsa f fonksiyonu a noktas¬nda analitiktir denir,

[19].

Tan¬m 2.1.19.

M , n�boyutlu bir C1 s¬n¬f¬ndan manifold ve p 2 M olsun. a(p) de p deki

analitik fonksiyonlar¬n bir s¬n¬f¬olsun.

v : a(p)! R

11



fonksiyonu aşa¼g¬daki şartlar¬sa¼gl¬yorsa v ye M nin p noktas¬ndaki tanjant vektörü

ad¬verilir.

f; g 2 a(p) ve �; � 2 R olmak üzere

i. v (�f + �g) = �v (f) + �v (g),

ii. v (fg) = v (f) g (p) + f (p) v (g) ; [29]:

Tan¬m 2.1.20.

r, M üzerinde bir a�n konneksiyon ve f , M nin bir di¤eomor�zmi olsun. M

üzerinde bir di¼ger r0 a�n koneksiyonu

r0
XY = f�1� (rf�Xf�X)

şeklinde tan¬mlans¬n. E¼ger r0 = r ise r ya f alt¬nda invaryantt¬r denir. Bu

durumda f ye M nin bir a�n dönüşümü ad¬verilir, [19].

Tan¬m 2.1.21.

M diferensiyellenebilir bir kompleks manifold ve (G; �) bir grup olsun. E¼ger

i. M nin noktalar¬ile G nin elemanlar¬eşlenebiliyor ve

ii.
G � G ! G

(a ; b) ! ab
ve

G ! G

a ! a�1

dönüşümlerinin her ikiside holomor�k ise (M;G) ikilisine bir kompleks Lie grubu

ad¬verilir. Burada M ye kompleks Lie grubunun temel manifoldu, G ye de temel

grubu denir, [20].
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Tan¬m 2.1.22.

G bir analitik grup olsun. G nin bir � noktas¬ndaki tanjant uzay¬T� olsun.

�; � 2 G ise bunlar¬bir � eleman¬na götüren

(�; �)! �
�! ���1

şeklinde bir sol öteleme mevcuttur. Bunu �� = ����1 şeklinde gösterelim.

E¼ger G üstünde bir X vektör alan¬, her �; � 2 G için

d����1X� = X�

özelli¼gini sa¼gl¬yor ise X vektör alan¬na bir sol invaryant vektör alan¬denir, [20].

Tan¬m 2.1.23.

M , n + p�boyutlu M 0 manifoldunun n boyutlu bir alt manifoldu olmak üzere

M nin �1; �2; :::; �p normal vektör alanlar¬için

� : T (M)

(X

�

;

T (M)

Y )

�!

�!

T (M)

� (X; Y )
=
Pp

i=1 h
i (X; Y ) � i

şeklinde tan¬ml¬dönüşüme M alt manifoldunun II: temel formu ad¬verilir (burada

hi ler � (M)� � (M)! � (M) şeklindeki bir dönüşümün bileşenleridir.), [24].

Tan¬m 2.1.24.

M , g metri¼gi ile bir pseudo-Riemann manifoldu olmak üzere 8X; Y 2 T (M) için

g (JX; JY ) = g (X; Y )

13



ise g ye M üzerinde bir pseudo-hermityen metrik ve üzerinde tan¬mland¬¼g¬M man-

ifoldunada pseudo-hermityen manifold ad¬verilir, [34].

Tan¬m 2.1.25.

V bir reel vektör uzay¬ve V nin bir J lineer endomor�zmi J2 = �I şart¬n¬

sa¼gl¬yorsa J ye V üzerinde bir kompleks yap¬ad¬verilir. Burada I, V nin özdeşlik

dönüşümüdür, [34].

Tan¬m 2.1.26.

M; n�boyutlu bir kompleks analitik manifold olsun.

J : TX(M)

X

!

!

TX(M)

JX

lineer endomor�zmi J2 = �1 şart¬n¬sa¼gl¬yorsa J ye M üzerinde bir yaklaş¬k kom-

pleks yap¬ve M manifolduna da bir yaklaş¬k pseudo-kompleks manifold ad¬verilir,

[34].

Tan¬m 2.1.27.

f :M !M 0 bir birebir immersiyon olacak şekilde n-boyutlu bir M manifoldu,

m�boyutlu bir M 0 manifoldunun bir alt manifoldu olsun (m � n). fe1; e2; :::; eng

de Tp (M) nin bir ortonormal baz¬olacak şekilde, Tf(p) (M 0) nin bir ortonormal baz¬

fe1; e2; :::; en; en+1; :::; emg olsun. Böylece fen+1; :::; emg ; Tp (M)? in bir ortonormal

baz¬olmak üzere

� =
1

n
(izB) =

1

n

X
i

B (ei; ei)

vektörüne ortalama e¼grilik vektörü ad¬verilir.
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E¼ger � = 0 ise M ye M 0 nün bir minimal alt manifoldu ad¬verilir, [9].

Tan¬m 2.1.28.

F cismi üzerinde tan¬mlanan bir vektör uzay¬(V;�; F;+; :;�) olsun. ~ i̧slemi

~ : V

(�

�

;

V

�)

�!

�!

V

�~ �

olmak üzere,

(i) 8 �; � 2 V ve 8 a 2 F için (a� �)~ � = a� (�~ �)

(ii) 8 �; �; 
 2 V için (�� �)~ 
 = (�~ 
)� (� ~ 
)

(iii) 8 �; �; 
 2 V için �~(� � 
) = (�~ �)�(�~ 
) özellikleri sa¼glan¬yorsa (V;�; F;+; �;�;~)
cebirsel yap¬s¬na cebir denir.

E¼ger 8 �; �; 
 2 V için

(i) �~ (� ~ 
) = (�~ �)~ 
 sa¼glan¬yorsa V ye birleşimli cebir,

(ii) 
 ~ � = � ~ 
 sa¼glan¬yorsa V ye de¼gişimli cebir,

(iii) 
 ~ e = e~ 
 = 
 sa¼glan¬yorsa V ye birimli cebir denir, [33].

Tan¬m 2.1.29.

V bir K cismi üzerinde vektör uzay¬ve

[; ] : V � V ! V

dönüşümüde

i. 2-lineer,

ii. Alterne ( 8X;Y 2 V için [X; Y ] = �[Y;X] ),

15



iii. Jakobi özdeşli¼gini sa¼glar. Yani 8X; Y; Z 2 V için

[X; [Y; Z]] + [Y; [Z;X]] + [Z; [X; Y ]] = 0

olarak verilsin. [; ] dönüşümüne, V üstünde bir Lie operatörü denir. (Bu takdirde

V vektör uzay¬na bir Lie cebiri denir.) ,[20].

8X; Y 2 V için [X; Y ] = rXY �rYX olarak yaz¬l¬r.

Tan¬m 2.1.30.

M , n-boyutlu bir Riemann manifoldu olsun. X;Y 2 TM(p) olmak üzere

R : TM(p)

(Xp

�

;

TM(p)

Yp

�

;

TM(p)

Zp

�

;

TM(p)

Wp)

�!

�!

R

R(Xp; Yp; Zp;Wp)

R(Xp; Yp; Zp;Wp) =< R(Xp; Yp)Zp;Wp >

şeklinde tan¬ml¬ 4. mertebeden kovaryant tensör alan¬na Riemann e¼grilik tensör

alan¬ve bunun bir p 2M noktas¬ndaki de¼gerine de Riemann e¼grili¼gi denir ve

K(p) =< R(X; Y )X; Y >

biçiminde gösterilir, [33].

Tan¬m 2.1.31.

fE1; E2; :::; Eng, M pseudo-Riemann manifoldunun Tx (M) tanjant uzay¬n¬n bir

ortonormal baz¬ise X; Y 2 Tx (M) için

S (X;Y ) =

nX
i=1

g (R (Ei; X)Y;Ei)

S fonksiyonuna Ricci tensörü denir, [24].
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Tan¬m 2.1.32.

fE1; E2; :::; Eng, M pseudo-Riemann manifoldunun TX (M) tanjant uzay¬n¬n bir

ortonormal baz¬ise S Ricci tensörü olmak üzere X; Y 2 TX (M) için
nX
i=1

S (Ei; Ei)

toplam¬na M nin x noktas¬ndaki skalar e¼grili¼gi denir, [21].

Tan¬m 2.1.33.

M manifoldunun Tx (M) tanjant uzay¬nda lineer ba¼g¬ms¬z iki tanjant vektör X

ve Y olsun. X ile Y nin gerdi¼gi Sp fX; Y g uzay¬P düzlemini göstermek üzere,

R (X; Y;X; Y ) =< R (X; Y )X; Y >

de¼gerine M manifoldunun P düzlemi ile elde edilmi̧s kesit e¼grili¼gi denir ve � (X;Y )

ile gösterilir, [34].

Tan¬m 2.1.34.

E¼ger P düzlemi J alt¬nda invaryant ise o taktirde � (P ) ye P düzlemi taraf¬ndan

belirlenen holomor�k kesit e¼grili¼gi ad¬verilir, [34].

Tan¬m 2.1.35.

E¼gerM nin tüm x noktalar¬ve Tx (M) nin tüm P düzlemi için � (P ) kesit e¼grili¼gi

sabit ise M ye sabit e¼grilikli uzay yada bir uzay formu denir. E¼ger bu sabit e¼grilik

her � (P ) için s¬f¬r ise bu manifolda �at veya düzlemseldir denir, [34].
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Tan¬m 2.1.36.

GL (n;C) = fA : A = [aij]n�n; aij 2 C; detA 6= 0g;

U (n) =
�
X 2 GL (n;C) : X t = X�1	 ;

SL (n;C) = fX 2 GL (n;C) : detX = 1g

olmak üzere;

SU (n) = U (n) \ SL (n;C)

şeklindedir.

gl (n;C) = fX : X 2 GL (n;C)g;

u (n) =
�
X 2 gl (n;C) : X t = X�1	 ;

sl (n;C) = fX 2 gl (n;C) : izX = 0g ;

so (n;R) =
�
X 2 gl (n;R) : X t = �X

	
olmak üzere

su (n) = u (n) \ sl (n;C)

dir, [20].

Tan¬m 2.1.37.

g bir Lie cebiri olsun. E¼ger 8x 2 g için iz (adx) = 0 oluyorsa g ye unimodular

cebir denir, [20].

Tan¬m 2.1.38.

Bir g Lie cebirinin herhangi bir u eleman¬için

� = adu : g

v

!

!

g

[u; v]

18



şeklinde tan¬ml¬lineer dönüşüm adu olarak isimlendirilir, [20].

Tan¬m 2.1.39.

G; g Lie cebiri ile birlikte bir Lie grup ve a 2 G için

� (a) : G

x

!

!

G

axa�1

şeklinde bir iç otomor�zm tan¬ml¬olsun. Bu taktirde

Ad : G

a

!

!

GL (g)

(T (� (a))) (e)

dönüşümüne G nin bir lineer temsili ad¬verilir. Buna göre 8x 2 G için

Ad (x) = Ad (ex) = eadx

d¬r, [20].

Tan¬m 2.1.40.

G bir topolojik grup olsun. E¼ger 8a; x; y 2 G için

g (ax; ay) = g (x; y)

oluyorsa G üzerinde tan¬ml¬g metri¼gine sol invaryant metrik denir. E¼ger 8a; x; y 2

G için

g (xa; ya) = g (x; y)

oluyorsa G üzerinde tan¬ml¬g metri¼gine sa¼g invaryant metrik denir. E¼ger g hem

sol hemde sa¼g invaryant metrik ise g ye bi-invaryant metrik denir.
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Tan¬m 2.1.41.

M bir Hausdor¤ topolojik uzay ve G bir topolojik grup olsun.

G � M

(g ; p)

�!

�!

M

g:p

örten dönüşümünde

(i) 8 g1; g2 2 G ve p 2M için

(g1:g2) :p = g1: (g2:p)

(ii) e; G grubunun birimi olmak üzere

e:p = p

şartlar¬sa¼glan¬yorsa G; M üzerine etki ediyor denir, [6].

Tan¬m 2.1.42.

8 p; q 2 M için g:p = q olacak şekilde g 2 G mevcut ise G; M üzerinde geçi̧sli

etki ediyor denir, [6].

Tan¬m 2.1.43.

G � M

(g ; p)

�!

�!

M

g:p

dönüşümü sürekli ise G; M üzerinde sürekli etki ediyor denir, [6].

E¼ger G; M üzerinde sürekli etki ediyor ise G ye topolojik öteleme grubu denir,

[6].
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Tan¬m 2.1.44.

8 p 2M için a:p = p; a = e yi sa¼gl¬yorsa G ye efektiftir denir, [6].

Tan¬m 2.1.45.

p; M de sabit bir nokta olsun. G (p) = fg 2 G j g:p = pg grubuna, G nin p

noktas¬ndaki izotropi grubu denir, [6].

Tan¬m 2.1.46.

p; M de sabit bir nokta olsun. Gp = fg:p 2 M j g 2 Gg cümlesine G nin

yörüngesi denir, [6].

Tan¬m 2.1.47.

g ve h iki cebir olmak üzere

' : g ! h

dönüşümü lineer olsun. Bu durumda 8X;Y 2 g için

' (X; Y ) = ('X) ('Y )

şart¬sa¼glan¬yorsa ' ye bir cebir homomor�zmi denir.

E¼ger ' dönüşümü ayn¬zamanda birebir ve örten ise ' ye bir cebir izomor�zmi

denir, [20].

Tan¬m 2.1.48.

g, karakteristi¼gi s¬f¬r olan bir K cismi üzerinde bir Lie cebiri ve

� : g ! gl (g)
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g nin sonlu boyutlu bir temsili olsun. O taktirde g üzerinde

� : g

(X

�

;

g

Y )

�!

�!

K

iz
(ad (X) ad (Y ))

şeklinde tan¬ml¬ simetrik bilineer forma bir Killing formu denir ve Kill(X; Y ) ile

gösterilir, [20].

Tan¬m 2.1.49.

(xi) lokal koordinat sistemine göre bir � lineer koneksiyonunun Christo¤el sem-

bolleri �ijk ile gösterilir. Buna göre:

rXjXi =
X
k

�kjiXk

yaz¬l¬r, [19].

Tan¬m 2.1.50.

Rhijk, j ve k ya göre anti-simetrik e¼grilik tensörü olmak üzere 

j e¼grilik formu


ji =
1

2
Rjiklw

k ^ wl

şeklinde tan¬mlan¬r. Burada fwig 1-formlar¬, lokal feig baz¬n¬n dual baz¬d¬r, [34].

Tan¬m 2.1.51.

(M;r) ve
�
~M; ~r

�
; s¬ras¬yla, r; ~r a�n koneksiyonlar¬ile birlikte n ve (n+ p)-

boyutlu iki diferensiyellenebilir manifold olsun.

x! Nx � Tf(x) ~M

şeklinde tan¬ml¬p boyutlu normal altuzay için

Tf(x) ~M = f� (TxM) +Nx
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eşitli¼gi mevcut ise f :M ! ~M immersiyonuna a�n immersiyon denir.

Her x noktas¬nda � (X;Y ) 2 Nx ve rXY 2 TxM olmak üzere

~rf�Xf�Y = f�rXY + � (X; Y )

şeklinde tan¬ml¬ise Nx e M nin x noktas¬ndaki normal uzay¬denir, [20].

Tan¬m 2.1.52.

M ve M 0; m ve n-boyutlu iki manifold ve B ile B0 de, s¬ras¬yla, M ve M 0 nin

temel topolojik uzaylar¬olsun. B�B0 bir irtibatl¬topolojik uzay olup bir manifoldun

temel uzay¬ad¬n¬al¬r.

(p; q) 2 B � B0 olmak üzere a (p), a0 (p), s¬ras¬yla, B ve B0 üzerinde p ve q

noktalar¬ndaki analitik fonksiyon s¬n¬�ar¬olsun.

�w1 : B �B0 ! B ve �w2 : B �B0 ! B0

izdüşümleri

�w1 (p; q) = p ve �w2 (p; q) = q

şeklinde tan¬mlans¬n. f 2 a (p) ve g 2 a (q) olmak üzere C (p; q) da

f � �w1 ve g � �w2

şeklinde fonksiyonlar ile bunlara (p; q) komşulu¼gunda analitik olarak ba¼g¬ml¬bütün

fonksiyonlar¬n s¬n¬f¬olmak üzere

(p; q)! C (p; q)

eşlemesi, temel uzay¬B�B0 olan, bir manifold tan¬mlar. Bu tan¬mlanan manifolda

M ve M 0 nin çarp¬m manifoldu ad¬verilir ve M �M 0 ile gösterilir, [20].
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Tan¬m 2.1.53.

G bir grup ve H, G nin bir altgrubu olmak üzere 8a 2 G için,

aHa�1 � H

oluyorsa H ya G nin bir normal altgrubu denir ve H C G şeklinde gösterilir.

H, G nin bir normal altgrubu olmak üzere

G=H = fHg : g 2 Gg

grubuna G nin H ile bölüm grubu denir, [33].

Tan¬m 2.1.54.

A, � çarp¬msal fonksiyonu ile birleşimli olmayan bir cebir ve D, A n¬n bir ideali

olsun. O zaman

�A = A=D =
�
�X = X +D : X 2 A

	
olmak üzere

�� : �A� �A! �A; ��
�
�X; �Y

�
= � (X; Y ) +D = � (X;Y )

şeklinde tan¬ml¬i̧slemle birlikte, �A cebirine bölüm cebiri denir, [33].

Tan¬m 2.1.55.

G bir Lie grubun temel grubu olsun. E¼ger C0G = G ve Cn+1G = (G;CnG)

olmak üzere

G = C0G C C1G C ::: C CpG = feg

olacak şekilde bir p pozitif tamsay¬s¬mevcut ise G grubuna n-ad¬mda Nilpotent grup

denir, [33].
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Tan¬m 2.1.56.

G bir Lie grup olsun. G(1) = (G;G) ve G(k+1) =
�
G(k); G(k)

�
olmak üzere normal

alt gruplardan oluşan

G B G(1) B G(2) B :::

serisini gözönüne alal¬m. E¼ger G(n) = feg olacak şekilde bir n say¬s¬varsa G ye

n�ad¬mda çözülebilirdir denir, [33].

Tan¬m 2.1.57.

Bir G grubunun bir a eleman¬için am = e olacak şekilde bir m do¼gal say¬s¬bu-

lunam¬yorsa a eleman¬sonsuz mertebedendir. Bu elemanlara serbest eleman denir.

E¼ger bir sonsuz devirli grubun elemenlar¬n¬n tamam¬serbest ise bu gruba serbest

grup ad¬verilir, [33].

Tan¬m 2.1.58.

Bir M manifoldu üzerindeki bir X vektör alan¬8Y; Z 2 � (M) için

LXg (Y; Z) = g (rYX;Z) + g (rZX;Y ) = 0

şart¬sa¼glan¬yor ise X e M üzerinde bir Killing vektör alan¬denir, [33].
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3. BÖLÜM

Bu bölümde H2n+1 genelleştirilmi̧s Heisenberg grubunun temel yap¬s¬incelenerek

bu grubun 2-ad¬m nilpotent oldu¼gu gösterildi. Bu grup üzerinde sol invaryant

Lorentz metrik ve ortonormal baz sistemi oluşturuldu. Daha sonra Coshul formülü

yard¬m¬yla baz vektörlerinin birbirleri yönündeki kovaryant türevleri elde edildi.

Ayr¬ca H2n+1 genelleştirilmi̧s Heisenberg grubunda üstel dönüşüm formülleri oluştu-

ruldu ve bu formüller kullan¬larak komutatör e¼griler karakterize edildi.

3.1. Genelleştirilmi̧s Lorentz Heisenberg Grubun Yap¬s¬

H2n+1 = Cn � R = f(z; t) : z 2 Cn; t 2 Rg

cümlesi verilsin. Bu cümle üzerinde

(x1; y1; :::; xn; yn; t) � (~x1; ~y1; ; :::; ~xn; ~yn; t) (3.1.1)

= (x1 + ~x1; y1 + ~y1; :::; ~t+ t+
1

2

nX
i=1

(~xiyi � ~yixi))

���i̧slemi tan¬mlans¬n. O zaman H2n+1 cümlesi bu i̧slemle birlikte bir grup olur.

Bu grubun birim eleman¬0 = (0; 0; :::; 0) ve herhangi bir (z; t) = (x1; y1; :::; xn; yn; t)

eleman¬n¬n tersi

(z; t)�1 = (�z;�t) = (�x1;�y1;�x2;�y2; :::;�xn;�yn;�t)

şeklinde tan¬ml¬d¬r.

Herhangi �; � 2 H2n+1 elemanlar¬n¬n komütatörü

[�; �] = � � � � ��1 � ��1 (3.1.2)

dir. Buna göre

� = (x1; y1; ; :::; xn; yn; t); � = (~x1; ~y1; ~x2; :::; ~xn; ~yn; ~t) 2 H2n+1
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olmak üzere,

[�; �] = (x1; y1; :::; xn; yn; t) � (~x1; ~y1; :::; ~xn; ~yn; ~t)

�(x1; y1; :::; xn; yn; t)�1 � (~x1; ~y1; :::; ~xn; ~yn; ~t)�1:

olur. (3.1.2) den

[�; �] = (x1; y1; :::; xn; yn; t) � (~x1; ~y1; :::; ~xn; ~yn; ~t)

�(�x1;�y1; :::;�xn;�yn;�t) � (�~x1;�~y1; :::;�~xn;�~yn;�~t)

yaz¬labilir. (3.1.2) i̧slemi kullan¬larak

[�; �] = (x1 + ~x1; y1 + ~y1; :::; xn + ~xn; yn + ~yn � yn � ~yn; ~t+ t+
1

2

nX
i=1

(~xiy � ~yixi))

�(�x1 � ~x1;�y1 � ~y1; :::;�xn � ~xn;�yn � ~yn;�~t� t+
1

2

nX
i=1

(~xiy � ~yixi))

= (x1 + ~x1 � x1 � ~x1; y1 + ~y1 � y1 � ~y1; :::; xn + ~xn � xn � ~xn

; yn + ~yn � yn � ~yn; ~t+ t� ~t� t+
1

2

nX
i=

(~xiy �
1

2
~yixi) +

1

2

nX
i=1

(~xiy � ~yixi)

+
1

2

nX
i=1

(�xi � ~xi) (yi + ~yi)� (�yi � ~yi) (x1 + ~x1)))

elde edilir. Burada gerekli düzenlemeler yap¬l¬rsa,

[�; �] = (0; 0; :::;
nX
i=1

(~xiy � ~yixi)) (3.1.3)

bulunur.

Burada [�; �] 6= 0 d¬r. Dolay¬s¬yla H2n+1 grubu de¼gi̧simli de¼gildir.
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Teorem 3.1.1.

H2n+1 grubu, 2-ad¬m nilpotent Lie grubudur.

·Ispat.

H2n+1 grubunun elemanlar¬�; �; �, s¬ras¬yla,

� = (x1; y1; ; :::; xn; yn; t); � = (~x1; ~y1; ~x2; :::; ~xn; ~yn; ~t); � = (x̂1; ŷ1; ; :::; x̂n; ŷn; t̂)

şeklinde verilsin.

(3.1.3) den H2n+1 grubunun elemanlar¬n¬n ikili komütatörü;

[[�; �] ; �] = [(0; 0; :::;
1

2

nX
i=1

(~xiy � ~yixi)); (x̂1; ŷ1; ; :::; x̂n; ŷn; t̂)]

olur. Buradan

[[�; �] ; �] = (0; 0; :::;
1

2

nX
i=1

(~xiy � ~yixi)) � (x̂1; ŷ1; ; :::; x̂n; ŷn; t̂)

�(0; 0; :::; 1
2

nX
i=1

(~xiy � ~yixi))�1 � (x̂1; ŷ1; ; :::; x̂n; ŷn; t̂)�1

elde edilir. Ters eleman özelli¼ginden

[[�; �] ; �] = (0; 0; :::;
1

2

nX
i=1

(~xiy � ~yixi)) � (x̂1; ŷ1; ; :::; x̂n; ŷn; t̂)

�(0; 0; :::;�1
2

nX
i=1

(~xiy � ~yixi)) � (�x̂1;�ŷ1; ; :::;�x̂n;�ŷn;�t̂)

= (x̂1; ŷ1; ; :::; x̂n; ŷn; t̂+
1

2

nX
i=

(~xiy � ~yixi))

�(�x̂1;�ŷ1; ; :::;�x̂n;�ŷn;�t̂�
1

2

nX
i=

(~xiy � ~yixi))

= (0; 0; :::; 0)

bulunur.
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Bu da H2n+1 grubunun, 2-ad¬m nilpotent Lie grubu olmas¬demektir.�

H2n+1 grubunda bir g Lorentz metrik oluşturup, bu grubun ortonormal baz¬

yard¬m¬yla baz vektör alanlar¬n¬n birbirine göre kovaryant türevlerini hesaplayal¬m.

H2n+1 grubu için g metri¼gi [6];

g =
nX
i=1

dx2i +

nX
i=1

dy2i � (dt+
1

2

nX
i=1

(yidxi � xidyi))
2 (3.1.4)

şeklinde tan¬mlan¬r. H2n+1 grubunun Lie cebiri h2n+1 olsun. Bu taktirde

Xi =
@

@xi
� 1
2
yi
@

@t
; Yi =

@

@yi
+
1

2
xi
@

@t
; T =

@

@t
(3.1.5)

olmak üzere fXi;Yi;Tg ortonormal bir baz olur. Bu baz¬n duali de

�iXi
= dxi; �iYi

= dyi; �T = dt+
1

2

nX
i=1

(yidxi � xidyi) (3.1.6)

dir. Ayr¬ca Xi;Yi;T (1 � i � n) vektör alanlar¬için (3.1.4) den

g (Xi;Xi) = g (Yi;Yi) = 1 ve g (T;T) = �1 (3.1.7)

dir.

Xi;Yi;T (1 � i � n) vektör alanlar¬için bracket operatörü,

[Xi;Yi] = T; [Xi;T] = 0; [Yi;T] = 0; 1 � i � n: (3.1.8)
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(3.1.2) den Xi;Yi vektör alanlar¬n¬n komütatörü:

[Xi;Yi] = XiYiX
�1
i Y

�1
i

= (0; 0; :::; 1; 0; :::; 0; 0;�1
2
yi) � (0; 0; :::; 0; 1; :::; 0; 0;

1

2
xi)

�(0; 0; :::; 1; 0; :::; 0; 0;�1
2
yi)

�1 � (0; 0; :::; 0; 1; :::; 0; 0; 1
2
xi)

�1

= (0; 0; :::; 1; 0; :::; 0; 0;�1
2
yi) � (0; 0; :::; 0; 1; :::; 0; 0;

1

2
xi)

�(0; 0; :::;�1; 0; :::; 0; 0; 1
2
yi) � (0; 0; :::; 0;�1; :::; 0; 0;�

1

2
xi)

= (0; 0; :::; 1; 1; :::; 0; 0;
1

2
xi �

1

2
yi +

1

2
) (3.1.9)

�(0; 0; :::;�1;�1; :::; 0; 0; 1
2
yi �

1

2
xi +

1

2
)

(0; 0; :::; 1� 1; 1� 1; :::; 0; 0; 1
2
xi �

1

2
yi +

1

2
+
1

2
yi �

1

2
xi +

1

2
)

= (0; 0; :::; 0; 0; :::; 0; 1)

= T;

olur. Yani

[Xi;Yi] = T; 1 � i � n (3.1.10)

d¬r.

Benzer hesaplamalarla

[Xi;T] = [Yi;T] = 0; 1 � i � n (3.1.11)

elde edilir.

Şimdi H2n+1 grubu için g metri¼ginin Levi-Civita koneksiyonlar¬n¬hesaplayal¬m:

H2n+1 grubunda X;Y; Z vektör alanlar¬için Coshul formülü

2g (rXY; Z) = g ([X;Y ]; Z)� g ([Y; Z]; X) + g ([Z;X]; Y ) (3.1.12)

biçimde tan¬mlan¬r, [20]. Burada X = Xi; Y = Xi vektör alanlar¬kullan¬larak,

2g (rXi
Xi; Z) = g ([Xi;Xi]; Z)� g ([Xi; Z];Xi) + g ([Z;Xi];Xi) (3.1.13)
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elde edilir. (3.1.13) eşitli¼ginde, (3.1.8) kullan¬l¬r ve braket operatörünün anti-simetrik

oldu¼gu gözönüne al¬n¬rsa

2g (rXi
Xi; Z) = �2g ([Xi; Z];Xi)

bulunur.

[Xi;Yi] = T; [T;Xi] = 0

eşitliklerinden ve (3.1.5) den

g (rXi
Xi; Z) = 0

elde edilir. Z 6= 0 ve g Lorentz metri¼gi non-dejenere oldu¼gundan

rXi
Xi = 0 (3.1.14)

bulunur. Benzer şekilde

rYi
Yi = 0 ve rTT = 0 (3.1.15)

oldu¼gu gösterilebilir.

Xi;Xj birer vektör alan¬ve i 6= j olsun.

Bu durumda (3.1.12) de X = Xi ve Y = Xj al¬n¬rsa

2g (rXi
Xj; Z) = g ([Xi;Xj]; Z)� g ([Xj; Z];Xi) + g ([Z;Xi];Xj)

elde edilir. Burada (3.1.9) ve (3.1.11) gözönüne al¬n¬rsa

2g (rXi
Xi; Z) = �g ([Xj; Z];Xi) + g ([Z;Xi];Xj) (3.1.16)

bulunur. E¼ger (3.1.8) sistemi (3.1.16) eşitli¼ginin sa¼g taraf¬nda kullan¬l¬rsa

g ([Xj; Z];Xi) = 0 ve g ([Z;Xi];Xj) = 0

olur. Dolay¬s¬yla

g (rXi
Xj; Z) = 0
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elde edilir. Z 6= 0 ve g Lorentz metri¼gi non-dejenere oldu¼gundan

rXi
Xj = 0 (3.1.17)

bulunur. Ayr¬ca [Xi;Xj] = 0 ve Tan¬m 2.1.30 dan

[Xi;Xj] = rXi
Xj �rXj

Xi = 0

olur. Buradan

rXi
Xj = rXj

Xi

elde edilir. Dolay¬s¬yla

rXj
Xi = 0 (3.1.18)

bulunur.

Di¼ger taraftan benzer yöntemle

rYi
Yj = rYj

Yi = 0 (3.1.19)

elde edilir.

Şimdi Xi;Yi;T (1 � i � n) vektör alanlar¬n¬n kovaryant türevinin s¬f¬rdan farkl¬

oldu¼gu durumlar¬inceleyelim:

i) rTXi =rXi
T = 1

2
Yi dir. Gerçekten;

X = Xi; Y = T; Z = Yi vektör alanlar¬(3.1.12) de verilen Coshul formülünde

yerine yaz¬l¬rsa

2g (rXi
T;Yi) = g ([Xi;T];Yi)� g ([T;Yi];Xi) + g ([Yi;Xi];T) (3.1.20)

olur. (3.1.11) dan [Xi;T] = 0; [T;Yi] = 0 oldu¼gu (3.1.20) da göz önüne al¬n¬rsa

2g (rXi
T;Yi) = g ([Yi;Xi];T) (3.1.21)
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bulunur. (3.1.9) dan braket operatörünün anti-simetrik özelli¼ginden [Yi;Xi] = �T

olur. Bu de¼ger (3.1.21) da yerine yaz¬l¬rsa

2g (rXi
T;Yi) = �g (T;T) (3.1.22)

elde edilir. (3.1.5) den g (T;T) = �g (Yi;Yi) oldu¼gundan

2g (rXi
T;Yi) = g (Yi;Yi)

yaz¬l¬r.

Benzer şekilde

2g (rXi
T;Xi) = 0

bulunur. (3.1.5) den

2g (rXi
T;Xi) = g (Yi;Xi) (3.1.23)

yaz¬l¬r. Yine benzer düşünceyle (3.1.5) kullan¬larak

2g (rXi
T;T) = g (Yi;T) (3.1.24)

elde edilir. (3.1.22), (3.1.23), (3.1.24) ifadelerinden her C 2 fXi;Yi;Tg vektör alan¬

için

2g (rXi
T;C) = g (Y;C) (3.1.25)

olur. (3.1.25) eşitli¼ginden

rXi
T =

1

2
Yi (3.1.26)

bulunur. Tan¬m 2.1.30 da

[X;Y] = rXY�rYX

oldu¼gu göz önüne al¬n¬r ve [Xi;T] = 0 oldu¼gu (3.1.26) da kullan¬l¬rsa

rXi
T =rTXi (3.1.27)
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olur. Dolay¬s¬yla (3.1.26) ve (3.1.27) den

rTXi = rXi
T =

1

2
Yi

elde edilir.

ii) rTYi =rYi
T = �1

2
Xi d¬r. Gerçekten;

X = Yi; Y = T; Z = Xi vektör alanlar¬kullan¬larak, Coshul formülünden

2g (rYi
T;Xi) = g ([Yi;T];Xi)� g ([T;Xi];Yi) + g ([Xi;Yi];T)

yaz¬labilir. (3.1.11) de¼gerleri burada gözönüne al¬n¬rsa

2g (rYi
T;Xi) = g ([Xi;Yi];T) (3.1.28)

bulunur. (3.1.9), (3.1.28) de kullan¬l¬rsa

2g (rYi
T;Xi) = g (T;T)

elde edilir. (3.1.5) den g (Xi;Xi) = �g (T;T) oldu¼gundan

2g (rYi
T;Xi) = �g (Xi;Xi) (3.1.29)

yaz¬l¬r.

(3.1.5) kullan¬larak

2g (rYi
T;Yi) = 0

bulunur. Benzer şekilde (3.1.5) kullan¬l¬rsa, s¬ras¬yla,

2g (rYi
T;Yi) = g (Xi;Xi) ; (3.1.30)

2g (rYi
T;T) = g (Xi;T) (3.1.31)

yaz¬l¬r. (3.1.28), (3.1.29), (3.1.30), (3.1.31), den 8C 2 fXi;Yi;Tg vektör alan¬için

2g (rYi
T;C) = g (Y;C)
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olarak elde edilir. Buradan

rYi
T = �1

2
Xi (3.1.32)

bulunur.

[X;Y] = rXY �rYX

eşitli¼ginden ve [Yi;T] = 0 oldu¼gundan

rYi
T =rTYi = 0 (3.1.33)

olur. O halde (3.1.32) ve (3.1.33) eşitlikleri birlikte düşünülürse

rTYi = rYi
T = �1

2
Xi

elde edilir.

(i) ve (ii) ye benzer şekilde

rXi
Yi =

1

2
T

bulunur.

[Xi;Yi] = rXi
Yi�rYi

Xi

eşitli¼ginden

rYi
Xi = �

1

2
T

olur.

Böylece göre elde edilen hesaplamalar sonucu,

rXi
Xi = rYi

Yi = rTT = 0;

rTXi = rXi
T =

1

2
Yi; (3.1.34)

rTYi = rYi
T = �1

2
Xi;

rXi
Yi = �rYi

Xi =
1

2
T
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yaz¬l¬r.

Buna göre H2n+1 grubunda e¼grilik tensör alanlar¬yla ilgili

R (X; Y )Z = rXrYZ �rYrXZ �r[X;Y ]Z (3.1.35)

formülünü kullanarak hesaplayal¬m:

Bunun için (3.1.35) de X = Z = T;Y = Xi yaz¬l¬rsa

R (T;Xi)T =rTrXi
T�rXi

rTT�r[T;Xi]T: (3.1.36)

elde edilir.

(3.1.36) da (3.1.34) ve [T;Xi] = 0 oldu¼gu göz önüne al¬n¬rsa,

R (T;Xi)T =
1

2
rTYi = �

1

4
Xi (3.1.37)

bulunur.

Benzer şekilde, (3.1.35) de X = Z = T;Y = Yi al¬n¬rsa

R (T;Yi)T =rTrYi
T�rYi

rTT�r[T;Yi]T (3.1.38)

olur. (3.1.38) de (3.1.34) ve [T;Yi] = 0 oldu¼gu göz önüne al¬n¬rsa

R (T;Yi)T = �
1

2
rTXi = �

1

4
Yi (3.1.39)

elde edilir. Benzer düşünceyle (3.1.35) de X = T;Y = Xi; Z = Xj al¬narak

R (T;Xi)Xj = rTrXi
Xj �rXi

rTXj �r[T;Xi]Xj = �
1

4
T (3.1.40)

bulunur. Buna göre s¬f¬rdan farkl¬olan di¼ger e¼grilik vektör alanlar¬, s¬ras¬yla,

R
�
Xi;Xj

�
Yk =

1

4
�jkYi�

1

4
�ikYj;

R
�
Yi;Yj

�
Xk =

1

4
�jkXi�

1

4
�ikXj; (3.1.41)

R (Xj;Yk)Xi = �1
2
�jkYi�

1

4
�ikYj;

R (Xj;Yk)Yi =
1

2
�jkXi+

1

4
�ijXk;

R
�
T;Xj

�
Xk = �1

4
�jkT
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şeklinde elde edilir, [3].

Teorem 3.1.2.

H2n+1 genelleştirilmi̧s Lorentz Heisenberg grubunda fx1; :::; xn; y1; :::; yn; tg ko-

ordinat sistemi olmak üzere sol invaryant g metri¼gi için aşa¼g¬daki eşitlikler geçerlidir:

i)

g

�
@

@xi
;
@

@xi

�
= 1� 1

4
y2i ; g

�
@

@xi
;
@

@xj

�
= �1

4
yiyj;

ii)

g

�
@

@xi
;
@

@yi

�
=
1

4
xiyi; g

�
@

@xi
;
@

@yj

�
=
1

4
xjyi;

iii)

g

�
@

@xi
;
@

@t

�
= �1

2
yi; g

�
@

@yi
;
@

@t

�
=
1

2
xi;

iv)

g

�
@

@t
;
@

@t

�
= �1:

·Ispat. i) H2n+1 grubu için bir ortonormal baz sistemi fXi;Yi;Tg olmak üzere

(3.1.5) den

Xi =
@

@xi
� 1
2
yi
@

@t
;

Yi =
@

@yi
+
1

2
xi
@

@t
;

T =
@

@t

d¬r. Buradan

@

@xi
= Xi +

1

2
yiT;

@

@yi
= Yi �

1

2
xiT; (3.1.42)

@

@t
= T
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eşitlikleri elde edilir. (3.1.42) den i = j için,

g

�
@

@xi
;
@

@xi

�
= g(Xi +

1

2
yiT;Xi +

1

2
yiT)

olur. g lineer oldu¼gundan

g

�
@

@xi
;
@

@xi

�
= g (Xi;Xi) +

1

4
y2i g (T;T)

yaz¬l¬r. Buradan da

g

�
@

@xi
;
@

@xi

�
= 1� 1

4
y2i (3.1.43)

elde edilir.

Benzer şekilde (3.1.42) den i 6= j için,

g

�
@

@xi
;
@

@xj

�
= g(Xi +

1

2
yiT;Xj +

1

2
yjT)

ya da

g

�
@

@xi
;
@

@xj

�
=
1

4
yiyjg (T;T)

yaz¬l¬r. Buradan

g

�
@

@xi
;
@

@xj

�
= �1

4
yiyj

d¬r.

ii) (3.1.42) den i = j için

g

�
@

@xi
;
@

@yi

�
= g

�
Xi +

1

2
yiT;Yi �

1

2
xiT

�
ya da

g

�
@

@xi
;
@

@yi

�
= �1

4
xiyig (T;T)

yaz¬l¬r. Buradan

g

�
@

@xi
;
@

@yi

�
=
1

4
xiyi

dir. Benzer şekilde (3.1.42) den i 6= j için,

g

�
@

@xi
;
@

@yj

�
= g

�
Xi +

1

2
yiT;Yj �

1

2
xjT

�
:
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Ayr¬ca g lineer oldu¼gundan

g

�
@

@xi
;
@

@yj

�
=
1

4
xjyi

bulunur.

iii) (3.1.42) den

g

�
@

@xi
;
@

@t

�
= g

�
Xi +

1

2
yiT;T

�
ya da

g

�
@

@xi
;
@

@t

�
= �1

2
yi

elde edilir. Benzer şekilde

g

�
@

@yi
;
@

@t

�
=
1

2
xi;

olur.

iv) (3.1.42) den

g

�
@

@t
;
@

@t

�
= �1

yaz¬l¬r. Bu da ispat¬tamamlar.�

3.2. Genelleştirilmi̧s Lorentz Heisenberg Grubunda Üstel Dönüşümler

ve Taylor Formülü

Tan¬m 3.2.1.

H2n+1 Heisenberg grubunun Lie cebiri h2n+1 olsun.

exp : h2n+1

X

!

!

H2n+1

expX

dönüşümü, H2n+1 Heisenberg grubunda üstel dönüşüm olarak adland¬r¬l¬r ve 8s; t 2

R için

exp (t+ s)X = exp tX exp sX (3.2.1)
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yaz¬l¬r, [20].

p 2 H2n+1 ve f 2 C1 (H2n+1) olsun. � (t) = exp tX homomor�zmi için �0 (0) = X

oldu¼gundan

~Xpf = X (f � Lp) =
�
d

dt
f (p exp tX)

�
t=0

(3.2.2)

yaz¬labilir, [20].

(3.2.2) den ~Xf in (p expuX) deki de¼gerih
~Xf
i
(p expuX) =

�
d

dt
f (p expuX exp tX)

�
t=0

=
d

du
f (p expuX)

şeklinde elde edilir. Benzer şekilde ~Xmf in (p expuX) 2 H2n+1 deki de¼gerih
~Xmf

i
(p expuX) =

dm

dum
f (p expuX)

olur.

Şimdi kabul edelimki f 2 C1 (H2n+1) fonksiyonu p de analitik olsun. O zaman

h2n+1 Lie cebirinde s¬f¬r¬n ¬n bir N0 komşulu¼guda

f (p exp tX) =
1X
m=0

1

m!

h
~Xmf

i
(g) (3.2.5)

bulunur, [20]. Bu da N0 komşulu¼guda Taylor aç¬l¬m¬(formülü) d¬r.

Teorem 3.2.2

Xi;Yi;T; (1 � i � n),H2n+1 de ortonormal baz vektör alanlar¬, �i; �i; �i; �i; 
; � 2

C1 (H2n+1) diferensiyellenebilir fonksiyonlar olmak üzere H2n+1 deki E ve K vektör

alanlar¬için

exp (tE) exp (tK) = expft
nX
i=1

[(�i + �i)Xi + (�i + �i)Yi + (
 + �)T]

+
t2

2

T (�)T�t

2

2
�T (
)T+

t2

2
�g (3.2.6)
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dir. Burada

� = [

nX
i=1;j=1

[�iXi (�j)Xj � �jXj (�i)Xi + �i�iT� �jYj (�i)Xi

+�iXi (�)T��T (�i)Xi � �i�iT+ �iYi (�j)Xj � �jXj (�i)Yi

+�iYi

�
�j
�
Yj � �jYj (�i)Yi + �iYi (�)T� �T (�i)Yi

+
T (�j)Xj � �jXj (
)T+
T
�
�j
�
Yj + �iXi

�
�j
�
Yj � �jYj (
)T]

dir.

·Ispat. Xi;Yi;T (1 � i � n)H2n+1 de ortonormal baz vektör alanlar¬, �i; �i; �i; �i; 
; � 2

C1 (H2n+1) diferensiyellenebilir fonksiyonlar ve H2n+1 deki bu bazlar cinsinden E

ve K vektör alanlar¬

E =
nX
i=1

�iXi + �iYi + 
T;

K =
nX
j=1

�jXj + �jYj + �T

şeklinde olsun. Kabul edelimki f 2 C1 (H2n+1) fonksiyonu s¬f¬rda analitik olsun.h
~Enf

i
(p exp tE) =

dn

dtn
f (p exp tE) (3.2.7)

bulunur. (3.2.7) formülünde ~K vektör alan¬göz önüne al¬n¬rsa,h
~En ~Kmf

i
(0) =

�
dn

dtn
dm

dtm
f (exp tE exp sK)

�
s=0;t=0

elde edilir. O halde f (exp tE exp sK) fonksiyonu için Taylor serisi, yeterince küçük

s ve t ler için

f (exp tE exp sK) =
X
m;n�0

tn

n!

sm

m!

h
~En ~Kmf

i
(0) (3.2.8)

olur. t = 0 da analitik olan H2n+1 de herhangi bir B (t) fonksiyonu için

exp tE exp tK = expB (t) (3.2.9)
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olsun. B (t) fonksiyonunun bileşenlerini (3.2.9) ifadeleri kullanarak hesaplayal¬m.

B (t) fonksiyonu t = 0 da analitik oldu¼gundan B1 ve B2; H2n+1 de key�vektörler

olmak üzere

B (t) = tB1 + t2B2 +O
�
t3
�

(3.2.10)

olarak yaz¬l¬r. Burada O (t3) ; � > 0 için jtj < � olmak üzere serinin analitik kalan¬d¬r.

Bu taktirde (3.2.10) dan

f (expB (t)) = f
�
exp

�
tB1 + t2B2

��
+O

�
t3
�

(3.2.11)

olarak elde edilir. (3.2.11) de Taylor formülü kullan¬l¬rsa

f (expB (t)) =
1X
n=0

1

n!

��
tB1 + t2B2

�n
f
�
(0) +O

�
t3
�

(3.2.12)

bulunur, [20]. E¼ger t = s için (3.2.8) ve (3.2.12) eşitlikleri birlikte düşünülürse

B1 = E+K;

ve
1

2
~B2
1 +

~B2 =
1

2
~E2 + ~E~K+

1

2
~K2

elde edilir. Buradan

B1 = E+K; B2 =
1

2
[E;K]

bulunur.

Son olarak [E;K] ifadesini, H2n+1 dekiXi;Yi;T baz vektörlerinden yararlanarak

hesaplayal¬m:

[E;K] =

"
nX
i=1

�iXi + �iYi + 
T;

nX
j=1

�jXj + �jYj + �T

#

=

"
nX
i=1

�iXi;

nX
j=1

�jXj

#
+

"
nX
i=1

�iXi;

nX
j=1

�jYj

#
+

"
nX
i=1

�iXi; �T

#

+

"
nX
i=1

�iYi;

nX
j=1

�jXj

#
+

"
nX
i=1

�iYi;

nX
j=1

�jYj

#
+

"
nX
i=1

�iYi; �T

#

+

"

T;

nX
j=1

�jXj

#
+

"

T;

nX
j=1

�jYj

#
+ [
T; �T] :
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Eşitli¼gin sa¼g taraf¬ndaki braket operatörleri ayr¬ayr¬hesaplan¬rsa:"
nX
i=1

�iXi;
nX
j=1

�jXj

#
=

nX
i=1;j=1

�i�j [Xi;Xj] +

nX
i=1;j=1

�iXi (�j)Xj �
nX

i=1;j=1

�jXj (�i)Xi

=
nX

i=1;j=1

�iXi (�j)Xj �
nX

i=1;j=1

�jXj (�i)Xi;

"
nX
i=1

�iXi;

nX
j=1

�jYj

#
=

nX
i=1;j=1

�i�j [Xi;Yj] +
nX

i=1;j=1

�iXi

�
�j
�
Yj �

nX
i=1;j=1

�jYj (�i)Xi

=
nX
i=1

�i�iT+
nX

i=1;j=1

�iXi

�
�j
�
Yj �

nX
i=1;j=1

�jYj (�i)Xi;

"
nX
i=1

�iXi; �T

#
=

nX
i=1

�i� [Xi;T] +
nX
i=1

�iXi (�)T�
nX
i=1

�T (�i)Xi

=
nX
i=1

�iXi (�)T�
nX
i=1

�T (�i)Xi;

"
nX
i=1

�iYi;
nX
j=1

�jXj

#
=

nX
i=1;j=1

�i�j [Yi;Xj] +
nX

i=1;j=1

�iYi (�j)Xj �
nX

i=1;j=1

�jXj (�i)Yi

= �
nX
i=1

�i�iT+
nX

i=1;j=1

�iYi (�j)Xj �
nX

i=1;j=1

�jXj (�i)Yi;

"
nX
i=1

�iYi;
nX
j=1

�jYj

#
=

nX
i=1;j=1

�i�j [Yi;Yj] +
nX

i=1;j=1

�iYi

�
�j
�
Yj �

nX
i=1;j=1

�jYj (�i)Yi

=

nX
i=1;j=1

�iYi

�
�j
�
Yj �

nX
i=1;j=1

�jYj (�i)Yi;

"
nX
i=1

�iYi; �T

#
=

nX
i=1

�i� [Yi;T] +

nX
i=1

�iYi (�)T�
nX
i=1

�T (�i)Yi

=

nX
i=1

�iYi (�)T�
nX
i=1

�T (�i)Yi;
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"

T;

nX
j=1

�jXj

#
=

nX
j=1


�j
�
T;Xj

�
+

nX
j=1


T (�j)Xj �
nX
j=1

�jXj (
)T

=
nX
j=1


T (�j)Xj �
nX
j=1

�jXj (
)T;

"

T;

nX
j=1

�jYj

#
=

nX
j=1


�j
�
T;Yj

�
+

nX
j=1


T
�
�j
�
Yj �

nX
j=1

�jYj (
)T

=
nX
j=1


T
�
�j
�
Yj �

nX
j=1

�jYj (
)T;

[
T; �T] = 
� [T;T] + 
T (�)T� �T (
)T

elde edilir. O halde

[E;K] =
nX

i=1;j=1

�iXi (�j)Xj �
nX

i=1;j=1

�jXj (�i)Xi +
nX
i=1

�i�iT+
nX

i=1;j=1

�iXi

�
�j
�
Yj

�
nX

i=1;j=1

�jYj (�i)Xi +
nX
i=1

�iXi (�)T�
nX
i=1

�T (�i)Xi �
nX
i=1

�i�iT

+
nX

i=1;j=1

�iYi (�j)Xj �
nX

i=1;j=1

�jXj (�i)Yi +
nX

i=1;j=1

�iYi

�
�j
�
Yj (3.2.13)

�
nX

i=1;j=1

�jYj (�i)Yi +
nX
i=1

�iYi (�)T�
nX
i=1

�T (�i)Yi +
nX
j=1


T (�j)Xj

�
nX
j=1

�jXj (
)T+

nX
j=1


T
�
�j
�
Yj �

nX
j=1

�jYj (
)T+ 
T (�)T� �T (
)T:

Ayr¬ca H2n+1 grubu 2-ad¬mda nilpotent oldu¼gundan

O
�
t3
�
= 0 (3.2.14)

olur.

Bulunan bu ifadeler (3.2.12) de yerine yaz¬l¬rsa ispat tamamlanm¬̧s olur. �

Teorem 3.2.2 göz önüne al¬nd¬¼g¬nda aşa¼g¬daki sonuç verilebilir.
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Sonuç 3.2.3

Xi;Yi;T (1 � i � n) H2n+1 de ortonormal baz vektör alanlar¬ve t 2 R olmak

üzere

i) exp (tXi) exp (tYi) = exp
n
t (Xi +Yi) +

t2

2
T
o
;

ii) exp (tXi) exp (tT) = exp t (Xi +T) ;

iii) exp (tYi) exp (tT) = exp t (Yi +T)

dir.

Teorem 3.2.4

H2n+1 Heisenberg grubunda E ve K vektör alanlar¬için

exp (�tE) exp (�tK) exp (tE) exp (tK) = expft2
T (�)T�t2�T (
)T+t2�g

d¬r. Burada �i; �i; �i; �i; 
; � 2 C1 (H2n+1) diferensiyellenebilir fonksiyonlar olmak

üzere

� = [
nX

i=1;j=1

[�iXi (�j)Xj � �jXj (�i)Xi + �i�iT� �jYj (�i)Xi

+�iXi (�)T��T (�i)Xi � �i�iT+ �iYi (�j)Xj � �jXj (�i)Yi

+�iYi

�
�j
�
Yj � �jYj (�i)Yi + �iYi (�)T� �T (�i)Yi

+
T (�j)Xj � �jXj (
)T+
T
�
�j
�
Yj + �iXi

�
�j
�
Yj � �jYj (
)T]

dir.

·Ispat. (3.2.6) ifadesine, s¬ras¬yla, exp (�tE) ve exp (�tK) uygulan¬rsa

exp (�tE) exp (�tK) exp (tE) exp (tK) = expft
nX
i=1

[(�i + �i)Xi + (�i + �i)Yi + (
 + �)T]

�t
nX
i=1

[(�i + �i)Xi + (�i + �i)Yi + (
 + �)T] +
t2

2
[E;K] +

t2

2
[E;K] g
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elde edilir. Gerekli düzenlemeler yap¬l¬r ve (3.2.13) ifadesi bu eşitlikte yerine yaz¬l¬rsa

istenen elde edilir. �

Teorem 3.2.4 gözönüne al¬nd¬¼g¬nda aşa¼g¬daki sonuç verilebilir.

Sonuç 3.2.5.

H2n+1 Heisenberg grubunda Xi;Yi;T baz vektör alanlar¬olmak üzere

i) exp (�tXi) exp (�tYi) exp (tXi) exp (tYi) = exp ft2Tg ;

ii) exp (�tXi) exp (�tT) exp (tXi) exp (tT) = 1H2n+1 ;

iii) exp (�tYi) exp (�tT) exp (tYi) exp (tT) = 1H2n+1 :

dir.

Teorem 3.2.6.

H2n+1 Heisenberg grubunun Lie cebiri h2n+1 olmak üzere Xi;Yi;T (1 � i � n)

vektör alanlar¬yard¬m¬yla verilen E ve K vektör alanlar¬için

exp (tE) exp (tK) exp (�tE) = expft
nX
j=1

[�jXj+�jYj]+t�T+
t2

2

T (�)T�t

2

2
�T (
)T+

t2

2
�g

d¬r. Burada t 2 R, �i; �i; �i; �i; 
; � 2 C1 (H2n+1) diferensiyellenebilir fonksiyonlar

ve

� = [
nX

i=1;j=1

[�iXi (�j)Xj � �jXj (�i)Xi + �i�iT� �jYj (�i)Xi

+�iXi (�)T��T (�i)Xi � �i�iT+ �iYi (�j)Xj � �jXj (�i)Yi

+�iYi

�
�j
�
Yj � �jYj (�i)Yi + �iYi (�)T� �T (�i)Yi

+
T (�j)Xj � �jXj (
)T+
T
�
�j
�
Yj + �iXi

�
�j
�
Yj � �jYj (
)T]
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dir.

·Ispat.

Yeterince küçük t 2 R ler için (3.2.8) göz önüne al¬n¬rsa

f (exp (tE) exp (tK) exp (�tE)) =
X

m;n;p�0

tm

m!

tn

n!

tp

p!

h
~Em ~Kn

�
�~Ep

�
f
i
(0) (3.2.15)

yaz¬l¬r. t = 0 da analitik olan herhangi bir S (t) fonksiyonu için

exp (tE) exp (tK) exp (�tE) = expS (t)

olur, [22]. H2n+1 de iki analitik fonksiyon S1; S2 olmak üzere

S (t) = tS1 + t2S2 +O
�
t3
�

dir. Di¼ger taraftan f fonksiyonu analitik oldu¼gundan

f (expS (t)) = f
�
exp

�
tS1 + t2S2

��
+O

�
t3
�

(3.2.16)

olur. (3.1.16) ifadesinde Taylor seri aç¬l¬m¬göz önüne al¬n¬rsa

f (expS (t)) =
1X
0

1

n!

h�
t ~S1 + t2 ~S2

�n
f
i
(0) +O

�
t3
�

(3.2.17)

bulunur. (3.2.15) ve (3.2.17) eşitlikleri kaŗs¬laşt¬r¬l¬rsa

S1 = K ve S2 = [E;K]

elde edilir. Di¼ger taraftan [Xi;Yi] = T oldu¼gu (3.2.13) de yerine yaz¬l¬rsa ispat

tamamlan¬r.�
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Teorem 3.2.6 göz önüne al¬nd¬¼g¬nda aşa¼g¬daki sonuç verilebilir.

Sonuç 3.2.7.

H2n+1 Heisenberg grubunun baz vektör alanlar¬Xi;Yi;T olmak üzere

i) exp (tXi) exp (tYi) exp (�tXi) = exp
n
tYi +

t2

2
T
o
;

ii) exp (tXi) exp (tT) exp (�tXi) = exp (tYi) exp (tT) exp (�tYi) = exp ftTg

dir. Burada t 2 R dir

3.3. Genelleştirilmi̧s Lorentz Heisenberg Grubunda Komutatör E¼griler

Tan¬m 3.3.1.

H2n+1 Heisenberg grubunda X; Y vektör alanlar¬olmak üzere


 : I

t

!

!

H2n+1


 (t) =
exp

�
�t 12X

�
exp

�
�t 12Y

�
exp

�
t
1
2X
�
exp

�
t
1
2Y
�
; t � 0

biçiminde tan¬mlanan e¼griye bu grubun komutatör e¼grisi ad¬verilir, [27].

Teorem 3.3.2.

H2n+1 Heisenberg grubunda Xi ve Yi baz vektörleri yard¬m¬yla komutatör e¼gri


 (t) = exp tT

dir. Özel olarak t = 0 daki tanjant vektörü


0 (0) = T

dir.
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·Ispat. Xi ve Yi baz vektörleri yard¬m¬yla,


 (t) = exp
�
�t 12Xi

�
exp

�
�t 12Yi

�
exp

�
t
1
2Xi

�
exp

�
t
1
2Yi

�
elde edilir. Teorem 3.2.5 ve Tan¬m 3.3.1 birlikte kullan¬larak


 (t) = exp ftTg

bulunur. Öte yandan Tan¬m 3.2.1 den


0 (0) = T

olur. Bu da ispat¬tamamlar.�

Teorem 3.3.3.


 (t) ; H2n+1 Heisenberg grubunun bir komutatör e¼grisi ve fXi;Yi;Tg de H2n+1
da ortonormal baz sistemi olsun. Buna göre;

i) Xi ve T baz vektörleri yard¬m¬yla tan¬mlanan komutatör e¼gri regüler de¼gildir.

ii)Yi ve T baz vektörleri yard¬m¬yla tan¬mlanan komutatör e¼gri regüler de¼gildir.

·Ispat. Teorem 3.3.2 ispat¬na benzer şekilde [Xi;T] = [Yi;T] = 0 oldu¼gu göz

önüne al¬n¬rsa ispat tamamlan¬r.�

Şimdi key� vektör alanlar¬için regülerli¼gi inceleyelim:

Teorem 3.3.4.

H2n+1 Heisenberg grubunda E ve K vektör alanlar¬yard¬m¬yla komutatör e¼gri


 (t) = expft
T (�)T�t�T (
)T+t�g
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d¬r. Burada t 2 R, �i; �i; �i; �i; 
; � 2 C1 (H2n+1) diferensiyellenebilir fonksiyonlar

ve

� = [
nX

i=1;j=1

[�iXi (�j)Xj � �jXj (�i)Xi + �i�iT

��jYj (�i)Xi + �iXi (�)T��T (�i)Xi

��i�iT+ �iYi (�j)Xj � �jXj (�i)Yi

+�iYi

�
�j
�
Yj � �jYj (�i)Yi + �iYi (�)T

��T (�i)Yi + 
T (�j)Xj � �jXj (
)T

+
T
�
�j
�
Yj + �iXi

�
�j
�
Yj � �jYj (
)T]

dir.

·Ispat. Teorem 3.2.4 ve Tan¬m 3.3.1 birlikte kullan¬l¬rsa istenen elde edilir.�

Sonuç 3.3.5.

H2n+1 Heisenberg grubunda komutatör e¼grinin t = 0 daki tanjant vektörü


0 (0) = 
T (�)T��T (
)T+�

dir. Burada t 2 R ve �i; �i; �i; �i; 
; � 2 C1 (H2n+1) diferensiyellenebilir fonksiyon-

lard¬r ve

� = [

nX
i=1;j=1

[�iXi (�j)Xj � �jXj (�i)Xi + �i�iT

��jYj (�i)Xi + �iXi (�)T��T (�i)Xi

��i�iT+ �iYi (�j)Xj � �jXj (�i)Yi

+�iYi

�
�j
�
Yj � �jYj (�i)Yi + �iYi (�)T

��T (�i)Yi + 
T (�j)Xj � �jXj (
)T

+
T
�
�j
�
Yj + �iXi

�
�j
�
Yj � �jYj (
)T]

dir.
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4. BÖLÜM

Bu bölümdeH2n+1 genelleştirilmi̧s Heisenberg grubunR2n+1 e di¤eomor�k oldu¼gu

gösterildi. H2n+1 genelleştirilmi̧s Heisenberg grubu yard¬m¬yla H2n+1�S1 Lie grubu

oluşturuldu. Bu Lie grubu üzerinde tan¬mlanan metrik yard¬m¬yla kovaryant türevler

ve e¼grilik tensörleri elde edildi. Daha sonra H2n+1 � S1 Lie grubunun Lie cebiri

yard¬m¬yla üstel dönüşüm formülleri bulundu. Son olarak bu üstel dönüşümler kul-

lan¬larak H2n+1 � S1 Lie grubu üzerinde komutatör e¼grilerin bir karakterizasyonu

incelendi.

4.1. H2n+1 � S1 Lie Grubunun Oluşumu ve E¼grilik Özellikleri

P ve T , (n� 1)�mertebeli kolon matrisler ve Q 2 R olmak üzere

H2n+1 =

8>>><>>>:
26664
In P T

0 1 Q

0 0 1

37775 : P; T (n� 1)�mertebeli kolon matrisler,Q 2 R

9>>>=>>>;
şeklindeki reel matrislerin teşkil etti¼gi Heisenberg grubu bir Lie grubudur. Ayr¬ca

H2n+1 Lie grubu R2n+1 e di¤eomor�ktir. Gerçekten

	 : R2n+1 ! H2n+1; (X; Y; Z)! 	(X;Y; Z)

öyleki

X =

26666664
X1

X2

...

Xn

37777775 ; Y =
26666664
Y1

Y2
...

Yn

37777775 ; Z = [Z1Z2:::Zn]

olmak üzere

	(X; Y; Z) =

26664
In �Zt X

0 1 Y

0 0 1

37775 ; (4.1.1)
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dönüşümünün bir di¤eomor�zm oldu¼gunu gösterelim:

R2n+1 de koordinat fonksiyonlar¬diferensiyellenebilir oldugundan 	 diferensiyel-

lenebilirdir.

	 nin tersinin olmas¬ için 	 nin birebir ve örten olmas¬gerekir. 8 (X;Y; Z) ;� eX; eY ; eZ� 2 R2n+1 için
	(X; Y; Z) = 	

� eX; eY ; eZ� (4.1.2)

olsun. Gösterelimki (X; Y; Z) =
� eX; eY ; eZ� dir. Bunun için (4.1.1) dan (4.1.2)

yard¬m¬yla 26664
In �Zt X

0 1 Y

0 0 1

37775 =
26664
In � eZt eX
0 1 eY
0 0 1

37775
yaz¬l¬r. Matrislerin genel özelliklerinden

�Zt = � eZt; X = eX; Y = eY
oldu¼gu elde edilir. Transpoz tan¬m¬ndan

Z = eZ; X = eX; Y = eY
yaz¬labilir. Dolay¬s¬yla

(X; Y; Z) =
� eX; eY ; eZ�

olur. Yani 	 birebirdir.

8
 =

26664
In �Zt X

0 1 Y

0 0 1

37775 2 H2n+1 için en az bir (X; Y; Z) 2 R2n+1 vard¬r öyleki
	(X; Y; Z) = 
 d¬r. Böylece 	 örten bir fonksiyon olur. Sonuç olarak 	 nin tersi

vard¬r.
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Şimdi, 	�1 dönüşümünün diferensiyellenebilir oldu¼gunu gösterelim. H2n+1 de bir

eleman¬n tersi 	�1 = �	 olarak tan¬mland¬¼g¬ndan 8 (X; Y; Z) 2 R2n+1 için

	�1 (X; Y; Z) = �

26664
In �Zt X

0 1 Y

0 0 1

37775 =
26664
In Zt �X

0 1 �Y

0 0 1

37775
elde edilir. 	 diferensiyellenebilir oldu¼gundan dolay¬�	 de diferensiyellenebilirdir.

Yani 	�1 dönüşümü diferensiyellenebilir olur. O halde 	 : R2n+1 ! H2n+1 bir

di¤eomor�zmdir.

Şimdi H2n+1 � S1 Lie grubunun temel yap¬s¬n¬ve cebirsel özelliklerini verelim.

(i), (n�1)-mertebeli ve i. sat¬r¬ndaki eleman¬1 olan bir kolon matrisi göstermek

üzere 26664
Ir (i) 0

0 1 0

0 0 1

37775 ;
26664
Ir 0 0

0 1 1

0 0 1

37775 ;
26664
Ir 0 (i)

0 1 0

0 0 1

37775
2n+ 1 tane matrisi göz önüne alal¬m. Bu durumda H2n+1 � S1 Lie grubu

H2n+1 � S1 =

8>>>>>>>>>>>>>>>>>><>>>>>>>>>>>>>>>>>>:

0BBBBBBBBBBBBBBBBBB@

1 0 ::: 0 an+11 an+21 0

0 1 ::: 0 an+12 an+22 0

::: ::: ::: ::: 0

1 an+2n+1 0

::: ::: ::: ::: ::: ::: :::

0 0 1 ::: 0

0 0 ::: 0 0 ::: e2�ia

1CCCCCCCCCCCCCCCCCCA

: aji ; a 2 R

9>>>>>>>>>>>>>>>>>>=>>>>>>>>>>>>>>>>>>;
biçiminde tan¬mlanabilir. Bu Lie grubu GL (n+ 3;C) Lie grubunun kapal¬irtibatl¬

bir altgrubuna kaŗs¬l¬k gelir, [1].
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H2n+1 � S1 üstündeki koordinat fonksiyonlar¬xi; y; zi; t (1 � i � n) olmak üzere

A 2 H2n+1 � S1 için bu koordinat fonksiyonlar¬n¬

xi (A) = an+1i ; y (A) = an+2n+1; zi (A) = an+2i ; t (A) = a

şeklinde tan¬mlayal¬m.

H2n+1 � S1 grubu için g metri¼gi;

g =
rX
i=1

�
�2i + 
2i

�
� �2 � �2 (4.1.3)

şeklinde tan¬mlan¬r. Bu taktirde

Xi =
@

@xi
; Y =

@

@y
+

nX
i=1

xi
@

@zi
; Zi =

@

@zi
; T =

@

@t
(4.1.4)

olmak üzere fXi;Y;Zi;Tg ; H2n+1�S1 grubunun ortonormal bir baz¬olur. Bu baz¬n

duali de

�i = dxi; � = dy; 
i = dzi � xidy; � = dt (4.1.5)

dir. Ayr¬ca Xi;Y;Zi;T (1 � i � n) vektör alanlar¬için

g (Xi;Xi) = g (Zi;Zi) = 1 ve g (T;T) = g (Y;Y) = �1 (4.1.6)

dir.

Buna göre braket ba¼g¬nt¬lar¬1 � i; j � n olmak üzere

[Xi;Y] = Zi; [T;Xi] = 0; [Zi;Xi] = 0; [Zi;Y] = 0; (4.1.7)

[Xi;Xj] = 0; [Zi;Zj] = 0; [Zi;T] = 0; [Y;Xi] = 0

olarak elde edilir.

Di¼ger taraftan H2n+1 � S1 de A;B;C vektör alanlar¬için Coshul formülü

2g (rAB;C) = g ([A;B]; C)� g ([B;C]; A) + g ([C;A]; B) (4.1.8)
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biçimde tan¬mlan¬r, [20].

Coshul formülü yard¬m¬yla Xi;Y;Zi;T vektör alanlar¬n¬n birbirine göre ko-

varyant türevlerini hesaplayal¬m.

(4.1.8) de A = B = Xi yaz¬l¬rsa;

2g (rXi
Xi; C) = g ([Xi;Xi]; C)� g ([Xi; C];Xi) + g ([C;Xi];Xi)

olur. (4.1.7) ve braket operatörünün anti-simetrik oldu¼gu birlikte kullan¬l¬rsa

2g (rXi
Xi; C) = �2g ([Xi; C];Xi)

bulunur. Ayr¬ca (4.1.5) ve (4.1.7) den

g (rXi
Xi; C) = 0

elde edilir. C 6= 0 ve g; pseudo-Riemann metri¼gi non-dejenere oldu¼gundan

rXi
Xi = 0

bulunur. Benzer şekilde

rYY = 0; rTT = 0 ve rZiZi = 0

d¬r.

Bu da gösterirki her baz vektörünün kendi yönündeki türevi s¬f¬ra eşittir.

Xi ve Xj birer vektör alan¬ve i 6= j olsun. Bu durumda (4.1.8) de A = Xi ve

B = Xj al¬n¬rsa

2g (rXi
Xj; C) = g ([Xi;Xj]; C)� g ([Xj; C];Xi) + g ([C;Xi];Xj)

elde edilir. Bu eşitlikte (4.1.7) göz önüne al¬n¬rsa

2g (rXi
Xj; C) = �g ([Xj; C];Xi) + g ([C;Xi];Xj) (4.1.9)
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bulunur. Ayr¬ca (4.1.7), (4.1.9) eşitli¼ginin sa¼g taraf¬nda göz önüne al¬n¬rsa

g ([Xj; C];Xi) = 0 ve g ([C;Xi];Xj) = 0 (4.1.10)

olur. (4.1.10) eşitlikleri (4.1.9) da yerine yaz¬l¬rsa

g (rXi
Xj; C) = 0

elde edilir. O halde

rXi
Xj = 0 (4.1.11)

bulunur. Di¼ger taraftan [Xi;Xj] = 0 ve

[Xi;Xj] = rXi
Xj �rXj

Xi

oldu¼gu (4.1.11) ile birlikte göz önüne al¬n¬rsa

rXi
Xj = rXj

Xi (4.1.12)

elde edilir. (4.1.11) ve (4.1.12) den

rXj
Xi = 0

bulunur.

Benzer düşünceyle Coshul formülü ve (4.1.7) birlikte kullan¬l¬rsa

rZiZj = rZjZi = rYY = 0; (4.1.13)

rTXi = rTZi = rTY = 0

elde edilir.

Di¼ger taraftan (4.1.8) de A = Xi ve B = Zi vektör alanlar¬kullan¬larak

2g (rXi
Zi;Y) = g ([Xi;Zi];Y)� g ([Zi;Y];Xi) + g ([Y;Xi];Zi) (4.1.14)

bulunur. (4.1.7), (4.1.14) de göz önüne al¬n¬rsa

2g (rXi
Zi;Y) = �g (Zi;Zi)
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yaz¬l¬r. (4.1.6) dan g (Zi;Zi) = �g (Y;Y) oldu¼gundan

2g (rXi
Zi;Y) = g (Y;Y) (4.1.15)

elde edilir.

(4.1.7) kullan¬larak

2g (rXi
Zi;T) = g ([T;Xi];Zi) = 0

olur. (4.1.6) dan

2g (rXi
Zi;T) = g (Y;T) (4.1.16)

yaz¬l¬r. Benzer şekilde (4.1.7) kullan¬l¬rsa, s¬ras¬yla,

2g (rXi
Zi;Xi) = g (Y;Xi) ; (4.1.17)

2g (rXi
Zi;Zi) = g (Y;Zi) (4.1.18)

bulunur.

(4.1.15)-(4.1.18) den 8C 2 fXi;Y;Zi;Tg vektör alan¬için vektör alan¬için

2g (rXi
Zi;C) = g (Y;C) (4.1.19)

olarak elde edilir. Buradan

rXi
Zi =

1

2
Y (4.1.20)

bulunur. (4.1.7) sistemi ve (4.1.20) birlikte göz önüne al¬n¬rsa

rXi
Zi = rZiXi =

1

2
Y

elde edilir.

Benzer şekilde

rXi
Y =

1

2
Zi = �rYXi;

rZiY = rYZi=
1

2
Xi
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bulunur.

Böylece elde edilen hesaplamalar sonucu,

rXi
Zi = rZiXi =

1

2
Y;

rXi
Y = �rYXi=

1

2
Zi; (4.1.21)

rZiY = rYZi=
1

2
Xi

d¬r.

Teorem 4.1.1

H2n+1 � S1 Lie grubunda fXi;Zi;Y;Tg ortonormal baz olmak üzere, bu Lie

grubu üzerinde tan¬ml¬e¼grilik tensörü için aşa¼g¬daki eşitlikler geçerlidir:

R (Xi;Zi;Xi;Zi) =
1

4
;

R (Xi;Y;Xi;Y) =
3

4
; (4.1.22)

R (Xi;Xi;Zi;Zi) =
1

4
;

R (Zi;Y;Zi;Y) = �1
4
:

·Ispat. Tan¬m 2.1.31 de X = Xi; Y = Zi; Z = Xi;W = Zi al¬n¬rsa, H2n+1 � S1

deki e¼grilik tensörü,

R (Xi;Zi;Xi;Zi) = g(R (Xi;Zi)Xi;Zi)

şeklinde yaz¬l¬r. Burada

R (X; Y )Z = rXrYZ �rYrXZ �r[X;Y ]Z

oldu¼gu göz önüne al¬n¬rsa

R (Xi;Zi;Xi;Zi) = g(rXi
rZiXi �rZirXi

Xi �r[Xi;Zi]Xi;Zi) (4.1.23)
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elde edilir. (4.1.23) de (4.1.21) sistemi kullan¬l¬rsa

R (Xi;Zi;Xi;Zi) =
1

2
g(rXi

Y;Zi) (4.1.24)

olur. Ayn¬zamanda (4.1.24) de (4.1.21) sistemi tekrar kullan¬l¬rsa

R (Xi;Zi;Xi;Zi) =
1

4
g(Zi;Zi) (4.1.25)

elde edilir. (4.1.25) de (4.1.6) göz önüne al¬n¬rsa

R (Xi;Zi;Xi;Zi) =
1

4

bulunur.

Benzer yöntemle, s¬ras¬yla,

R (Xi;Y;Xi;Y) =
3

4
; (4.1.26)

R (Xi;Zi;Xi;Zi) =
1

4
;

R (Zi;Y;Zi;Y) = �1
4
:

elde edilir. Böylece ispat tamamlan¬r.�

4.2. H2n+1 � S1 Lie Grubunda Üstel Dönüşümler ve Taylor Formülü

Tan¬m 4.2.1.

H2n+1 � S1 grubunun Lie cebiri k olsun .

k

X

!

!

H2n+1 � S1

expX

dönüşümü H2n+1 � S1 grubunda üstel dönüşüm olarak adland¬r¬l¬r, [20].
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Teorem 4.2.2

H2n+1 � S1 Lie grubunda exp üstel dönüşüm ve bu Lie grubunda herhangi iki

vektör alan¬F;U olmak üzere

exp (tF) exp (tU) = exp[t
nX
i=1

[
�
f1i + u

1
i

�
Xi +

�
f2 + u2

�
Y+

�
f3i + u

3
i

�
Zi +

�
f4 + u4

�
T

+
t2

2
f2Y

�
u4
�
T+

t2

2
f4T

�
u4
�
T�t

2

2
u4T

�
f4
�
T+

t2

2
f4T

�
u2
�
Y�t

2

2
u2Y

�
f4
�
T

�t
2

2
u4T

�
f2
�
Y +

t2

2
f2Y

�
u2
�
Y�t

2

2
u2Y

�
f2
�
Y+

t2

2
z+O

�
t3
�
]

d¬r. Burada t 2 R ve fki ; ukj 2 C1 (H2n+1 � S1) diferensiyellenebilir fonksiyonlar ve

z =
nX

i=1;j=1

[f1iXi

�
u1j
�
Xj � u1jXj

�
f1i
�
Xi + f

1
iu
2Zi + f

1
iXi

�
u2
�
Y

� u2Y
�
f1i
�
Xi + f

1
iXi

�
u3j
�
Zj�u3jZj

�
f1i
�
Xi + f

1
iXi

�
u4
�
T

� u4T
�
f1i
�
Xi � f2u1jZj + f2Y

�
u1j
�
Xj � u1jXj

�
f2
�
Y + f2Y

�
u3j
�
Zj

+f3iZi
�
u1j
�
Xj � u1jXj

�
f3i
�
Zi � u3jZj

�
f2
�
Y + f3iZi

�
u2
�
Y � u2Y

�
f3i
�
Zi

+ f3iZi
�
u3j
�
Zj � u3jZj

�
f3i
�
Zi + f

3
iZi

�
u4
�
T� u4T

�
f3i
�
Zi + f

4T
�
u1j
�
Xj

� u1jXj

�
f4
�
T+ f4T

�
u3j
�
Zj � u3jZj

�
f4
�
T]

dir.

·Ispat. Xi;Y;Zi;T (1 � i � n) H2n+1 � S1 de ortonormal baz vektör alanlar¬,

fki ; u
k
j 2 C1 (H2n+1 � S1) diferensiyellenebilir fonksiyonlar olsun. E ve K vektör

alanlar¬n¬bu bazlar cinsinden

F =

nX
i=1

f1iXi + f
2Y+f3iZi + f

4T; (4.2.1)

U =
nX
j=1

u1jXj + u
2Y+u3jZj + u

4T
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olarak göz önüne alal¬m.

Kabul edelimki f fonksiyonu 0 da analitik olsun. H2n+1�S1 deki F vektör alan¬

için h
~Fnf

i �
g exp t~F

�
=

dn

dtn
f (g exp tF) (4.2.2)

yaz¬l¬r. (4.2.2) formülünde U vektör alan¬göz önüne al¬n¬rsah
~Fn ~Umf

i
(0) =

�
dn

dtn
dm

dtm
f (exp tF exp sU)

�
s=0;t=0

(4.2.3)

elde edilir. Bununla birlikte f (exp tF exp sU) fonksiyonu için (4.2.3) yard¬m¬yla

Taylor serisi, yeterince küçük s ve t ler için

f (exp tF exp sU) =
X
m;n�0

tn

n!

sm

m!

h
~Fn ~Umf

i
(0)

olur.

Burada gerekli düzenlemeler yap¬l¬rsa

exp (tF) exp (tU) = exp(tF+tU+
t2

2
[F;U] +O

�
t3
�
) (4.2.4)

olur, [27].

Buna göre [F;U] ifadesi H2n+1 � S1 deki Xi;Y;Zi;T baz vektörlerinin braket
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operatöründen yararlanarak hesaplan¬rsa:

[F;U] =

"
nX
i=1

f1iXi + f
2Y+f3iZi + f

4T;

nX
j=1

u1jXj + u
2Y+u3jZj + u

4T

#

=

"
nX
i=1

f1iXi;

nX
j=1

u1jXj

#
+

"
nX
i=1

f1iXi; u
2Y

#
+

"
nX
i=1

f1iXi;

nX
j=1

u3jZj

#

+

"
nX
i=1

f1iXi; u
4T

#
+

"
f2Y;

nX
j=1

u1jXj

#
+
�
f2Y; u2Y

�
+

"
f2Y;

nX
j=1

u3jZj

#

+
�
f2Y; u4T

�
+

"
nX
i=1

f3iZi;
nX
j=1

u1jXj

#
+

"
nX
i=1

f3iZi; u
2Y

#
(4.2.5)

+

"
nX
i=1

f3iZi;
nX
j=1

u3jZj

#
+

"
nX
i=1

f3iZi; u
4T

#
+

"
f4T;

nX
j=1

u1jXj

#

+
�
f4T; u2Y

�
+

"
f4T;

nX
j=1

u3jZj

#
+
�
f4T; u4T

�
elde edilir. Eşitli¼gin sa¼g taraf¬ndaki herbir terime ait braket, s¬ras¬yla, ayr¬ ayr¬

hesaplan¬rsa;

"
nX
i=1

f1iXi;
nX
j=1

u1jXj

#
=

nX
i=1;j=1

�
f1iXi

�
u1j
�
Xj � u1jXj

�
f1i
�
Xi

�
; (4.2.6)"

nX
i=1

f1iXi; u
2Y

#
=

nX
i=1

�
f1iu

2Zi + f
1
iXi

�
u2
�
Y � u2Y

�
f1i
�
Xi

�
; (4.2.7)"

nX
i=1

f1iXi;

nX
j=1

u3jZj

#
=

nX
i=1;j=1

�
f1iXi

�
u3j
�
Zj�u3jZj

�
f1i
�
Xi

�
; (4.2.8)"

nX
i=1

f1iXi; u
4T

#
=

nX
i=1

�
f1iXi

�
u4
�
T� u4T

�
f1i
�
Xi

�
; (4.2.9)
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"
f2Y;

nX
j=1

u1jXj

#
= �

nX
j=1

�
f2u1jZj + f

2Y
�
u1j
�
Xj � u1jXj

�
f2
�
Y
�
; (4.2.10)�

f2Y; u2Y
�
= f2Y

�
u2
�
Y�u2Y

�
f2
�
Y; (4.2.11)"

f2Y;
nX
j=1

u3jZj

#
=

nX
j=1

�
f2Y

�
u3j
�
Zj � u3jZj

�
f2
�
Y
�
; (4.2.12)�

f2Y; u4T
�
= f2Y

�
u4
�
T�u4T

�
f2
�
Y; (4.2.13)

"
nX
i=1

f3iZi;
nX
j=1

u1jXj

#
=

nX
i=1;j=1

�
f3iZi

�
u1j
�
Xj � u1jXj

�
f3i
�
Zi
�
; (4.2.14)"

nX
i=1

f3iZi; u
2Y

#
=

nX
i=1

�
f3iZi

�
u2
�
Y � u2Y

�
f3i
�
Zi
�
; (4.2.15)"

nX
i=1

f3iZi;
nX
j=1

u3jZj

#
=

nX
i=1;j=1

�
f3iZi

�
u3j
�
Zj � u3jZj

�
f3i
�
Zi
�
; (4.2.16)"

nX
i=1

f3iZi; u
4T

#
=

nX
i=1

�
f3iZi

�
u4
�
T� u4T

�
f3i
�
Zi
�
; (4.2.17)

"
f4T;

nX
j=1

u1jXj

#
=

nX
j=1

�
f4T

�
u1j
�
Xj � u1jXj

�
f4
�
T
�
; (4.2.18)�

f4T; u2Y
�
= f4T

�
u2
�
Y�u2Y

�
f4
�
T; (4.2.19)"

f4T;
nX
j=1

u3jZj

#
=

nX
j=1

�
f4T

�
u3j
�
Zj � u3jZj

�
f4
�
T
�
; (4.2.20)�

f4T; u4T
�
= f4T

�
u4
�
T�u4T

�
f4
�
T (4.2.21)
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bulunur. (4.2.6)-(4.2.21) de¼gerleri (4.2.5) de yerine yaz¬l¬rsa

[F;U] =
nX

i=1;j=1

f1iXi

�
u1j
�
Xj �

nX
i=1;j=1

u1jXj

�
f1i
�
Xi +

nX
i=1

f1iu
2Zi

+
nX
i=1

f1iXi

�
u2
�
Y �

nX
i=1

u2Y
�
f1i
�
Xi +

nX
i=1;j=1

f1iXi

�
u3j
�
Zj

�
nX

i=1;j=1

u3jZj
�
f1i
�
Xi +

nX
i=1

f1iXi

�
u4
�
T�

nX
i=1

u4T
�
f1i
�
Xi

�
nX
j=1

f2u1jZj +

nX
j=1

f2Y
�
u1j
�
Xj �

nX
j=1

u1jXj

�
f2
�
Y+f2Y

�
u2
�
Y

�u2Y
�
f2
�
Y +

nX
j=1

f2Y
�
u3j
�
Zj �

nX
j=1

u3jZj
�
f2
�
Y+f2Y

�
u4
�
T

�u4T
�
f2
�
Y+

nX
i=1;j=1

f3iZi
�
u1j
�
Xj �

nX
i=1;j=1

u1jXj

�
f3i
�
Zi (4.2.22)

+
nX
i=1

f3iZi
�
u2
�
Y �

nX
i=1

u2Y
�
f3i
�
Zi +

nX
i=1;j=1

f3iZi
�
u3j
�
Zj

�
nX

i=1;j=1

u3jZj
�
f3i
�
Zi +

nX
i=1

f3iZi
�
u4
�
T�

nX
i=1

u4T
�
f3i
�
Zi

+
nX
j=1

f4T
�
u1j
�
Xj �

nX
j=1

u1jXj

�
f4
�
T+f4T

�
u2
�
Y�u2Y

�
f4
�
T

+
nX
j=1

f4T
�
u3j
�
Zj �

nX
j=1

u3jZj
�
f4
�
T+f4T

�
u4
�
T�u4T

�
f4
�
T

olur. (4.2.22) de¼geri (4.2.4) denkleminde yerine yaz¬l¬r ve gerekli i̧slemler yap¬l¬rsa

istenilen elde edilir.

Böylece teoremin ispat¬tamamlan¬r.�

Sonuç 4.2.3.

H2n+1�S1 Lie grubunda exp üstel dönüşüm olmak üzere bu grubun Xi;Y;Zi;T

baz vektörleri yard¬m¬yla

i) exp (tXi) exp (tY) = exp
n
t (Xi +Y) +

t2

2
Zi

o
;
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ii) exp (tXi) exp (tT) = exp t (Xi +T) ;

iii) exp (tZi) exp (tT) = exp t (Zi +T) ;

iv) exp (tY) exp (tT) = exp t (Y +T)

d¬r.

Teorem 4.2.4.

H2n+1 � S1 grubununda iki vektör alan¬F ve U olmak üzere

exp (�tF) exp (�tU) exp (tF) exp (tU)

= exp[t2f2Y
�
u4
�
T+t2f4T

�
u4
�
T�t2u4T

�
f4
�
T+t2f4T

�
u2
�
Y�t2u2Y

�
f4
�
T

�t2u4T
�
f2
�
Y + t2f2Y

�
u2
�
Y�t2u2Y

�
f2
�
Y+t2z+O

�
t3
�
]

d¬r. Burada t 2 R ve fki ; ukj 2 C1 (H2n+1 � S1) diferensiyellenebilir fonksiyonlar ve

z =
nX

i=1;j=1

[f1iXi

�
u1j
�
Xj � u1jXj

�
f1i
�
Xi + f

1
iu
2Zi + f

1
iXi

�
u2
�
Y

� u2Y
�
f1i
�
Xi + f

1
iXi

�
u3j
�
Zj�u3jZj

�
f1i
�
Xi + f

1
iXi

�
u4
�
T

� u4T
�
f1i
�
Xi � f2u1jZj + f2Y

�
u1j
�
Xj � u1jXj

�
f2
�
Y + f2Y

�
u3j
�
Zj

+f3iZi
�
u1j
�
Xj � u1jXj

�
f3i
�
Zi � u3jZj

�
f2
�
Y + f3iZi

�
u2
�
Y � u2Y

�
f3i
�
Zi

+ f3iZi
�
u3j
�
Zj � u3jZj

�
f3i
�
Zi + f

3
iZi

�
u4
�
T� u4T

�
f3i
�
Zi + f

4T
�
u1j
�
Xj

� u1jXj

�
f4
�
T+ f4T

�
u3j
�
Zj � u3jZj

�
f4
�
T]

dir.

·Ispat. Teorem 4.2.2 kullan¬l¬rsa

exp (�tF) exp (�tU) exp (tF) exp (tU) = expft
nX
i=1

[(�i + �i)Xi + (�i + �i)Yi + (
 + �)T]

�t
nX
i=1

[(�i + �i)Xi + (�i + �i)Yi + (
 + �)T] +
t2

2
[F;U] +

t2

2
[F;U] g
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elde edilir. Di¼ger taraftan bu ifadenin sa¼g taraf¬nda [F;U] nun (4.2.22) de elde edilen

de¼geri göz önüne al¬n¬rsa teoremin ispat¬tamamlan¬r. �

Sonuç 4.2.5.

H2n+1�S1 Lie grubunda exp üstel dönüşüm olmak üzere bu grubun Xi;Y;Zi;T

baz vektörleri yard¬m¬yla

i) exp (�tXi) exp (�tY) exp (tXi) exp (tY) = exp ft2Zig ;

ii) exp (�tXi) exp (�tT) exp (tXi) exp (tT) = 1H2n+1�S1 ;

iii) exp (�tZi) exp (�tT) exp (tZi) exp (tT) = 1H2n+1�S1 ;

iv) exp (�tY) exp (�tT) exp (tY) exp (tT) = 1H2n+1�S1 :

dir.

Teorem 4.2.6.

H2n+1 � S1 Lie grubunda exp üstel dönüşüm olmak üzere

exp (tF) exp (tU) exp (�tF)

= exp[t
nX
i=1

[u1iXi+u
3
iZi] + tu4T+tu2Y+

t2

2
f2Y

�
u4
�
T+

t2

2
f4T

�
u4
�
T

�t
2

2
u4T

�
f4
�
T+

t2

2
f4T

�
u2
�
Y�t

2

2
u2Y

�
f4
�
T

�t
2

2
u4T

�
f2
�
Y +

t2

2
f2Y

�
u2
�
Y�t

2

2
u2Y

�
f2
�
Y+

t2

2
z+O

�
t3
�
]
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d¬r. Burada t 2 R ve fki ; ukj 2 C1 (H2n+1 � S1) diferensiyellenebilir fonksiyonlar ve

z =
nX

i=1;j=1

[f1iXi

�
u1j
�
Xj � u1jXj

�
f1i
�
Xi + f

1
iu
2Zi + f

1
iXi

�
u2
�
Y

� u2Y
�
f1i
�
Xi + f

1
iXi

�
u3j
�
Zj�u3jZj

�
f1i
�
Xi + f

1
iXi

�
u4
�
T

� u4T
�
f1i
�
Xi � f2u1jZj + f2Y

�
u1j
�
Xj � u1jXj

�
f2
�
Y + f2Y

�
u3j
�
Zj

+f3iZi
�
u1j
�
Xj � u1jXj

�
f3i
�
Zi � u3jZj

�
f2
�
Y + f3iZi

�
u2
�
Y � u2Y

�
f3i
�
Zi

+ f3iZi
�
u3j
�
Zj � u3jZj

�
f3i
�
Zi + f

3
iZi

�
u4
�
T� u4T

�
f3i
�
Zi + f

4T
�
u1j
�
Xj

� u1jXj

�
f4
�
T+ f4T

�
u3j
�
Zj � u3jZj

�
f4
�
T]

dir.

·Ispat. Kabul edelimki f fonksiyonu s¬f¬r da analitik olsun. Yeterince küçük t

ler için

f (exp (tF) exp (tU) exp (�tF)) =
X

m;n;p�0

tm

m!

tn

n!

tp

p!

h
~Fm ~Un

�
�~Fp

�
f
i
(0) (4.2.23)

yaz¬l¬r. Bu fonksiyon için Taylor seri aç¬l¬m¬kullan¬l¬rsa ve [F;U] nun (4.2.22) de¼geri

göz önüne al¬n¬rsa ispat tamamlan¬r.

Sonuç 4.2.7.

H2n+1 � S1 Lie grubunda Xi;Y;Zi;T baz vektörleri olmak üzere

i) exp (tXi) exp (tY) exp (�tXi) = exp
n
tY + t2

2
Zi

o
;

ii) exp (tZi) exp (tY) exp (�tZi) = exp (tT) exp (tY) exp (�tT) = exp ftYg ;

iii) exp (tXi) exp (tT) exp (�tXi) = exp (tZi) exp (tT) exp (�tZi) = exp ftTg :

d¬r.
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4.3. H2n+1 � S1 Lie Grubunda Komutatör E¼griler

Tan¬m 4.3.1.

H2n+1 � S1 grubunun Lie cebiri k olsun. Bu taktirde X; Y 2 k olmak üzere


 : I

t

!

!

H2n+1 � S1


 (t) =
exp

�
�t 12X

�
exp

�
�t 12Y

�
exp

�
t
1
2X
�
exp

�
t
1
2Y
�
; t � 0:

biçiminde tan¬mlanan e¼griye H2n+1 � S1 Lie grubunda komutatör e¼gri denir, [27].

Teorem 4.3.2.

H2n+1� S1 grubunun baz¬fXi;Y;Zi;Tg olmak üzere fXi;Yg ikilisi yard¬m¬yla

komutatör e¼gri


 (t) = exp tZi

dir. Ayr¬ca komutatör e¼grinin t = 0 daki tanjant vektörü


0 (0) = Zi

dir.

·Ispat. Teorem 4.2.5 ve Tan¬m 4.3.1 birlikte kullan¬l¬rsa


 (t) = exp
�
�t 12Xi

�
exp

�
�t 12Y

�
exp

�
t
1
2Xi

�
exp

�
t
1
2Y
�
= exp ftZig

elde edilir. Böylece ispat tamamlanm¬̧s olur.

Teorem 4.3.3.

H2n+1�S1 grubunun baz¬fXi;Y;Zi;Tg olmak üzere, fXi;Tg ; fZi;Tg ; fXi;Zig ;

fZi;Yg ; fY;Tg ikilileri yard¬m¬yla tan¬mlanan komutatör e¼gri regüler de¼gildir.
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·Ispat.

[Xi;T] = [Zi;T] = [Xi;Zi] = [Zi;Y] = [Y;T] = 0

oldu¼gu göz önüne al¬n¬rsa Teorem 4.3.2 ispat¬na benzer şekilde ispat yap¬l¬r.

Sonuç 4.3.4.

H2n+1� S1 grubunda herhangi iki vektör alan¬F ve U olmak üzere bu vektörler

yard¬m¬yla komutatör e¼gri


 (t) = exp[tf2Y
�
u4
�
T+tf4T

�
u4
�
T�tu4T

�
f4
�
T+tf4T

�
u2
�
Y�tu2Y

�
f4
�
T

�tu4T
�
f2
�
Y + tf2Y

�
u2
�
Y�tu2Y

�
f2
�
Y+tz+O(t

3
2 )]

dir. Burada t 2 R, fki ; ukj 2 C1 (H2n+1 � S1) diferensiyellenebilir fonksiyonlar ve

Xi;Y;Zi;T (1 � i � n) H2n+1 � S1 de ortonormal baz vektör alanlar¬,

z =
nX

i=1;j=1

[f1iXi

�
u1j
�
Xj � u1jXj

�
f1i
�
Xi + f

1
iu
2Zi + f

1
iXi

�
u2
�
Y

� u2Y
�
f1i
�
Xi + f

1
iXi

�
u3j
�
Zj�u3jZj

�
f1i
�
Xi + f

1
iXi

�
u4
�
T

� u4T
�
f1i
�
Xi � f2u1jZj + f2Y

�
u1j
�
Xj � u1jXj

�
f2
�
Y + f2Y

�
u3j
�
Zj

+f3iZi
�
u1j
�
Xj � u1jXj

�
f3i
�
Zi � u3jZj

�
f2
�
Y + f3iZi

�
u2
�
Y � u2Y

�
f3i
�
Zi

+ f3iZi
�
u3j
�
Zj � u3jZj

�
f3i
�
Zi + f

3
iZi

�
u4
�
T� u4T

�
f3i
�
Zi + f

4T
�
u1j
�
Xj

� u1jXj

�
f4
�
T+ f4T

�
u3j
�
Zj � u3jZj

�
f4
�
T]

dir.

69



·Ispat.

Teorem 4.2.4 ve Tan¬m 4.3.1 birlikte kullan¬l¬rsa ispat aç¬kt¬r. �

Sonuç 4.3.5.

H2n+1 � S1 grubunda herhangi iki vektör alan¬F ve U olmak üzere bu vektör

alanlar¬yard¬m¬yla komutatör e¼grinin t = 0 daki tanjant vektörü


0 (0) = f2Y
�
u4
�
T+f4T

�
u4
�
T�u4T

�
f4
�
T+f4T

�
u2
�
Y�u2Y

�
f4
�
T

�u4T
�
f2
�
Y + f2Y

�
u2
�
Y�u2Y

�
f2
�
Y+z+O(t

1
2 )

dir. Burada fki ; u
k
j 2 C1 (H2n+1 � S1) diferensiyellenebilir fonksiyonlar veXi;Y;Zi;T

(1 � i � n) H2n+1 � S1 de ortonormal baz vektör alanlar¬d¬r.
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5. BÖLÜM

Bu bölümde H2n+1�S1 Lie grubu üzerinde J kompleks yap¬s¬yard¬m¬yla yaklaş¬k

pseudo-kompleks Lie grubu oluşturuldu. Bu Lie grubu üzerinde kovaryant türevler

ve e¼grilik tensörleri elde edildi. Baz vektörlerinin oluşturdu¼gu holomor�k düzlem-

ler yard¬m¬yla holomor�k kesit e¼grilikleri hesapland¬. Daha sonra H2n+1 � S1 Lie

grubunun Lie cebiri yard¬m¬yla üstel dönüşüm formülleri oluşturuldu. Son olarak

bu üstel dönüşümler kullan¬larak M2n+2 Lie grubu üzerinde komutatör e¼grilerin bir

karakterizasyonu verildi.

5.1. M2n+2 Yaklaş¬k Pseudo-Kompleks Lie Grubunun Oluşumu ve E¼gri-

lik Özellikleri

J : TX(H2n+1 � S1)

X

!

!

TX(H2n+1 � S1)

JX

lineer endomor�zmi J2 = �1 şart¬n¬sa¼gl¬yorsa J ye H2n+1�S1 üzerinde bir yaklaş¬k

kompleks yap¬ve H2n+1�S1 Lie grubuna da bir yaklaş¬k pseudo-kompleks Lie grubu

denir, [1].

Burada k¬sal¬¼g¬n hat¬r¬için J lineer endomor�zmi ile verilen H2n+1� S1 yaklaş¬k

pseudo-kompleks Lie grubunu M2n+2 ile gösterelim.

M2n+2 üzerinde

JXi = Zi; (5.1.1)

JZi = �Xi; (5.1.2)

JY = T; (5.1.3)

JT = �Y (5.1.4)

olacak şekilde (1; 1) tipinde J tensör alan¬yaz¬l¬l¬r. Buna göre J ninM2n+2 üstünde
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bir sol invaryant yaklaş¬k kompleks yap¬ tan¬mlad¬¼g¬ ve g nin de J ye göre bir

pseudo-hermityen metrik oldu¼gu aç¬kt¬r. Yani

g (JXi; JXi) = g (Xi;Xi) ;

g (JZi; JZi) = g (Zi;Zi) ;

g (JY; JY) = g (Y;Y) ;

g (JT; JT) = g (T;T)

dir.

Yard¬mc¬Teorem 5.1.1.

J , M2n+2 üstünde bir sol invaryant yaklaş¬k kompleks yap¬olmak üzere

rJXi
JZj = rJZjJXi = �

1

2
Y;

rJXi
JT = rJTJXi= �

1

2
Xi; (5.1.5)

rJZiJT = �rJTJZi =
1

2
Zi

dir. Burada fXi;Y;Zi;Tg ; H2n+1 � S1 in bir baz¬ve bu baza kaŗs¬l¬k gelen M2n+2

nin bir baz¬fJXi;JY;JZi;JTg d¬r.

·Ispat.

Hipotezden J , M2n+2 üstünde bir sol invaryant yaklaş¬k kompleks yap¬tan¬m-

lar. fJXi;JY;JZi;JTg ; s¬ras¬yla, (5.1.1), (5.1.2), (5.1.3), (5.1.4) de vektör alanlar¬

olsunlar. ·Ilk olarak; rJXi
JXj kovaryant türevi için (5.1.1) kullan¬l¬rsa

rJXi
JXj = rZiZj = 0
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bulunur. Benzer biçimderJZiJZj;rJYJY;rJTJT nin kovaryant türevi için, s¬ras¬yla,

(5.1.2), (5.1.3) ve (5.1.4) göz önüne al¬n¬rsa

rJZiJZj = rJYJY =rJTJT =0

olur. Yine (5.1.1) göz önüne al¬n¬rsa, s¬ras¬yla, rJXi
JZj;rJZjJXi ifadelerinin s¬f¬r-

dan farkl¬kovaryant türevleri;

rJXi
JZj = �rZiXj = �

1

2
Y;

rJZjJXi = �rXj
Zi = �

1

2
Y;

rJXi
JZj = rJZjJXi = �

1

2
Y

elde edilir. Benzer yöntemle

rJXi
JT=rJTJXi =�

1

2
Xi

rJZiJT=�rJTJZi =
1

2
Zi;

bulunur.

Önerme 5.1.2. J , M2n+2 üstünde bir sol invaryant yaklaş¬k kompleks yap¬

olsun. M2n+2 nin R e¼grilik tensörleri, s¬ras¬yla,

R (JZi; JXi; JZi; JXi) =
1

4
;

R (JZi; JT; JZi; JT) =
3

4
;

R (JXi; JT; JXi; JT) = �1
4

dir. Burada fXi;Y;Zi;Tg ; H2n+1 � S1 in bir baz¬ve bu baza kaŗs¬l¬k gelen M2n+2

nin bir baz¬fJXi;JY;JZi;JTg d¬r.
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·Ispat.

Teorem 4.1.1 ve Yard¬mc¬Teorem 5.1.1 birlikte kullan¬l¬rsa ispat aç¬kt¬r. �

Tan¬m 2.1.32 kullan¬larak, Ricci tensörünü;

� (U;V) =
nX
i=1

[R (U;Xi;V;Xi) +R (U;Zi;V;Zi) (5.1.6)

+R (U;Y;V;Y) +R (U;T;V;T)]

olarak yaz¬l¬r. Burada Xi;Y;Zi;T (1 � i � n) H2n+1�S1 de ortonormal baz vektör

alanlar¬ve R e¼grilik tensörüdür.

Teorem 5.1.3.

H2n+1�S1 deXi;Y;Zi;T birer vektör alan¬olsun. Xi;Y;Zi;T vektör alanlar¬na

göre H2n+1 � S1 üstünde � Ricci tensörleri;

� (Xi;Xi) = n; � (Zi;Zi) = 0; (5.1.7)

� (Y;Y) =
n

2
; � (T;T) = 0

dir.

·Ispat

(5.1.6) eşitli¼gi hipotezde verilen Xi;Y;Zi;T vektör alanlar¬na göre yaz¬l¬rsa

� (Xi;Xi) =

nX
i=1

[R (Xi;Xi;Xi;Xi) +R (Xi;Zi;Xi;Zi)

+R (Xi;Y;Xi;Y) +R (Xi;T;Xi;T)]

olur.
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Burada (4.1.12) göz önüne al¬n¬rsa

� (Xi;Xi) =

nX
i=1

[R (Xi;Zi;Xi;Zi) +R (Xi;Y;Xi;Y)]

= n (5.1.8)

elde edilir. Benzer i̧slemler, s¬ras¬yla, � (Zi;Zi) ; � (Y;Y) ; � (T;T) için yap¬l¬rsa

� (Zi;Zi) =
nX
i=1

[R (Zi;Xi;Zi;Xi) +R (Zi;Zi;Zi;Zi)

+R (Zi;Y;Zi;Y) +R (Zi;T;Zi;T)]

=
nX
i=1

[R (Zi;Xi;Zi;Xi) +R (Zi;Y;Zi;Y)]

= 0; (5.1.9)

� (Y;Y) =
nX
i=1

[R (Y;Xi;Y;Xi) +R (Y;Zi;Y;Zi)

+R (Y;Y;Y;Y) +R (Y;T;Y;T)]

=
nX
i=1

[R (Y;Xi;Y;Xi) +R (Y;Zi;Y;Zi)]

=
n

2
; (5.1.10)

� (T;T) =
nX
i=1

[R (T;Xi;T;Xi) +R (T;Zi;T;Zi)

+R (T;Y;T;Y) +R (T;T;T;T)]

= 0 (5.1.11)

bulunur. (5.1.8), (5.1.9), (5.1.10) ve (5.1.11) eşitlikleri istenendir. Böylece ispat

tamamlan¬r.�

Sonuç 5.1.4.

M2n+2 manifoldunun � skalar e¼grili¼gi

� =
nX
i=1

[� (Xi;Xi) + � (Zi;Zi) + � (Y;Y) + � (T;T)] =
3n2

2
(5.1.12)
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d¬r. Burada fXi;Y;Zi;Tg ; H2n+1 � S1 in bir baz¬ve bu baza kaŗs¬l¬k gelen M2n+2

nin bir baz¬fJXi;JY;JZi;JTg ve R e¼grilik tensörüdür.

·Ispat. (5.1.7) eşitlikleri kullan¬l¬rsa ispat aç¬kt¬r.�

Tan¬m 2.1.32 kullan¬larak, �-Ricci tensörü ��

�� (U;V) =

nX
i=1

[R (U;Xi;JV;JXi) +R (U;Zi;JV;JZi) (5.1.13)

+R (U;Y;JV;JY) +R (U;T;JV;JT)]

şeklinde verilir. Burada Xi;Y;Zi;T (1 � i � n) H2n+1 � S1 de ortonormal baz

vektör alanlar¬ve R ise e¼grilik tensörüdür.

Teorem 5.1.5.

H2n+1 � S1 üzerinde Xi;Y;Zi;T birer vektör alan¬olsun. Bu vektör alanlar¬na

göre M2n+2 üstünde ��-Ricci tensörleri;

�� (Xi;Xi) = �� (Zi;Zi) = �� (T;T) = �� (Y;Y) = 0 (5.1.14)

dir.

·Ispat. (5.1.13) eşitli¼gini fXi;Y;Zi;Tg vektör alanlar¬na göre yaz¬p, s¬ras¬yla,

�� (Xi;Xi) ; �
� (Zi;Zi) ; �

� (T;T) ; �� (Y;Y) de¼gerlerini hesaplayal¬m: Buna göre

�� (Xi;Xi) =
nX
i=1

[R (Xi;Xi;JXi;JXi) +R (Xi;Zi;JXi;JZi) (5.1.15)

+R (Xi;Y;JXi;JY) +R (Xi;T;JXi;JT)]

yaz¬l¬r. Buradan eşitli¼gin sa¼g taraf¬ndaki ifadenin bileşenleri ayr¬ayr¬hesaplan¬rsa,

R (Xi;Xi;JXi;JXi) = R (Xi;Xi;Zi;Zi) = �R (Xi;Zi;Xi;Zi) ;

R (Xi;Zi;JXi;JZi) = �R (Xi;Zi;Zi;Xi) = R (Xi;Zi;Xi;Zi) ;

76



R (Xi;Y;JXi;JY) = R (Xi;Y;Zi;T) = 0;

R (Xi;T;JXi;JT) = �R (Xi;T;Zi;Y) = 0

olur. Elde edilen ifadeler (5.1.15) de yerine yaz¬l¬rsa

�� (Xi;Xi) = 0

elde edilir. Di¼ger taraftan �� (Zi;Zi) için

�� (Zi;Zi) =
nX
i=1

[R (Zi;Xi;JZi;JXi) +R (Zi;Zi;JZi;JZi) (5.1.16)

+R (Zi;Y;JZi;JY) +R (Zi;T;JZi;JT)]

yaz¬l¬r. (5.1.16) n¬n sa¼g taraf¬ndaki her terim ayr¬ayr¬hesaplan¬rsa;

R (Zi;Xi;JZi;JXi) = �R (Zi;Xi;Xi;Zi) = R (Zi;Xi;Zi;Xi) ;

R (Zi;Zi;JZi;JZi) = R (Zi;Zi;Xi;Xi) = �R (Zi;Xi;Zi;Xi) ;

R (Zi;Y;JZi;JY) = �R (Zi;Y;Xi;T) = 0;

R (Zi;T;JZi;JT) = R (Zi;T;Xi;Y) = 0

bulunur. Bu ifadeler (5.1.16) da yerine yaz¬l¬rsa

�� (Zi;Zi) =
nX
i=1

[R (Zi;Xi;Zi;Xi)�R (Zi;Xi;Zi;Xi) + 0 + 0] = 0

olur. Benzer şekilde �� (T;T) ve �� (Y;Y) hesaplan¬rsa

�� (T;T) = �� (Y;Y) = 0

elde edilir. �
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Sonuç 5.1.6.

fXi; JXig ; fZi; JZig ; fY; JYg ; fT; JTg vektörlerinin oluşturdu¼gu holomor�k

düzlemler, s¬ras¬yla, �1; �2; �3; �4 olmak üzere M2n+2 Lie grubunun holomor�k kesit

e¼grili¼gi

�Xi;JXi
(�1) = �Zi;JZi (�2) = �

1

4
; �Y;JY (�3) = �T;JT (�4) = 0

d¬r.

·Ispat

Holomor�k kesit e¼grili¼ginin tan¬m¬ndan, fXi; JXig ; fZi; JZig ; fY; JYg ; fT; JTg

vektörlerinin oluşturdu¼gu holomor�k düzlemler için, s¬ras¬yla, �1; �2; �3; �4 olmak

üzere bu düzlemler için holomor�k kesit e¼griliklerini ayr¬ ayr¬ hesaplayal¬m. R;

M2n+2 de e¼grilik tensörü olmak üzere

�Xi;JXi
(�1) = R (Xi; JXi)

= g (R (Xi; JXi) JXi;Xi)

= g (R (Xi;Zi)Zi;Xi)

= g (R (Xi;Zi)Zi;Xi) (5.1.17)

elde edilir. Di¼ger taraftan (5.1.17) nin sa¼g taraf¬ndaki ifade hesaplan¬rsa

R (Xi;Zi)Zi = rXi
rZiZi �rZirXi

Zi �r[Xi;Zi]Zi

= �1
2
rZiY

= �1
4
Xi (5.1.18)

bulunur. (5.1.18), (5.1.17) de yerine yaz¬l¬rsa

�Xi;JXi
(�1) = �

1

4
g (Xi;Xi) = �

1

4
(5.1.19)
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olur.

R; M2n+2 de e¼grilik tensörü olmak üzere, �Zi;JZi (�2) holomor�k kesit e¼grili¼gini

hesaplayal¬m:

fZi; JZig düzlemi için (4.1.6) dan g (Zi;Zi) = 1 burada göz önüne al¬n¬rsa

�Zi;JZi (�2) = R (Zi; JZi)

= g (R (Zi; JZi) JZi;Zi)

= g (R (Zi;Xi)Xi;Zi)

= g
�
rZirXi

Xi �rXi
rZiXi �r[Zi;Xi]Xi;Zi

�
= �1

2
g (rXi

Y;Zi)

= �1
4
g (Zi;Zi)

= �1
4

(5.1.20)

bulunur. (5.1.19) ve (5.1.20) birlikte göz önüne al¬n¬rsa fY; JYg ; fT; JTg vektör-

lerinin oluşturdu¼gu holomor�k düzlemler için benzer i̧slemler yap¬larak

�Y;JY (�3) = �T;JT (�4) = 0

oldu¼gu görülür. Bu da teoremin ispat¬n¬tamamlar.�

Tan¬m 5.1.7.

u ve v; M2n+2 üzerinde iki vektör alan¬ olmak üzere Q ve � fonksiyonlar¬,

s¬ras¬yla,

Q (u+ Jv) = R (u+ v;J (u+ v) ;u+ v;J (u+ v)) ; (5.1.21)

� (u;v) = R (u;v;u;v)�R (u;v; Ju; Jv) (5.1.22)

şeklinde tan¬mlan¬r. Burada �;Q 2 C1 (M2n+2) d¬r, [22].
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Teorem 5.1.8.

M2n+2 yaklaş¬k pseudo-kompleks Lie grubu ve �;Q 2 C1 (M2n+2) olmak üzere

R (Xi;Y;Xi;Y) =
1

12
[3Q (Xi + JY) + 3Q (Xi � JY)�Q (Xi +Y)

�Q (Xi �Y)� 4Q (Xi)� 4Q (Y)] +
1

6
[� (Xi;JY)(5.1.23)

+3� (Xi;Y)� � (JXi;JY) + � (JXi;Y)]

dir. Burada fXi;Y;Zi;Tg ; H2n+1 � S1 in bir baz¬ve bu baza kaŗs¬l¬k gelen M2n+2

nin bir baz¬fJXi;JY;JZi;JTg d¬r.

·Ispat

(5.1.21) de u = Xi ve v = Y yaz¬l¬rsa,

Q (Xi + JY) = R (Xi +T;J (Xi +T) ;Xi +T;J (Xi +T))

elde edilir. (5.1.1)-(5.1.4) den

Q (Xi + JY) = R (Xi +T;Zi �Y;Xi +T;Zi �Y)

olur. R nin her bileşene göre lineer olmas¬göz önüne al¬n¬rsa,

Q (Xi + JY) = R (Xi;Zi �Y;Xi +T;Zi �Y) +R (T;Zi �Y;Xi +T;Zi �Y)

= R (Xi;Zi;Xi +T;Zi �Y) +R (Xi;�Y;Xi +T;Zi �Y)

+R (T;Zi;Xi +T;Zi �Y) +R (T;�Y;Xi +T;Zi �Y)

= R (Xi;Zi;Xi;Zi �Y) +R (Xi;Zi;T;Zi �Y) (5.1.24)

+R (Xi;�Y;Xi;Zi �Y) +R (Xi;�Y;T;Zi �Y)

+R (T;Zi;Xi;Zi �Y) +R (T;Zi;T;Zi �Y)

+R (T;�Y;Xi;Zi �Y) +R (T;�Y;T;Zi �Y)
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elde edilir. (5.1.24) de gerekli hesaplamalar yap¬larak yerine yaz¬l¬rsa

Q (Xi + JY) = R (Xi;Zi;Xi;Zi)�R (Xi;Zi;Xi;Y)

+R (Xi;Zi;T;Zi)�R (Xi;Zi;T;Y)

�R (Xi;Y;Xi;Zi) +R (Xi;Y;Xi;Y)

�R (Xi;Y;T;Zi) +R (Xi;Y;T;Y) (5.1.25)

+R (T;Zi;Xi;Zi)�R (T;Zi;Xi;Y)

+R (T;Zi;T;Zi)�R (T;Zi;T;Y)

�R (T;Y;Xi;Zi) +R (T;Y;Xi;Y)

�R (T;Y;T;Zi) +R (T;Y;T;Y)

olur. Di¼ger taraftan (5.1.25) in sa¼g taraf¬ndaki s¬f¬r olan bileşenler

R (Xi;Zi;Xi;Y) = R (Xi;Zi;T;Zi) = R (Xi;Zi;T;Y) = 0;

R (Xi;Y;Xi;Zi) = R (Xi;Y;T;Zi) = R (Xi;Y;T;Y) = 0;

R (T;Zi;Xi;Zi) = R (T;Zi;Xi;Y) = R (T;Zi;T;Zi) = 0;

R (T;Zi;T;Y) = R (T;Y;T;Zi) = R (T;Y;T;Y) = 0

ve s¬f¬rdan farkl¬olan bileşenler

R (Xi;Zi;Xi;Zi) ; R (Xi;Y;Xi;Y)

oldu¼gundan bu ifadeler (5.1.25) de yerine yaz¬l¬rsa,

Q (Xi + JY) = R (Xi;Zi;Xi;Zi) +R (Xi;Y;Xi;Y) (5.1.26)

elde edilir. Benzer şekilde

Q (Xi � JY) = R (Xi;Zi;Xi;Zi) +R (Xi;Y;Xi;Y) (5.1.27)

bulunur. Di¼ger taraftan

Q (Xi) = R (Xi;JXi;Xi;JXi) = R (Xi;Zi;Xi;Zi) ; (5.1.28)

Q (Y) = R (Y;JY;Y;JY) = R (Y;T;Y;T) = 0
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olur. Q (Xi +Y) ; Q (Xi �Y) ifadelerini hesaplayal¬m:

Q (Xi +Y) = R (Xi +Y;J (Xi +Y) ;Xi +Y;J (Xi +Y))

= R (Xi +Y;Zi +T;Xi +Y;Zi +T) (5.1.29)

= R (Xi;Zi;Xi;Zi) +R (Zi;Y;Zi;Y) ;

Q (Xi �Y) = R (Xi �Y;J (Xi �Y) ;Xi �Y;J (Xi �Y))

= R (Xi �Y;Zi �T;Xi �Y;Zi �T) (5.1.30)

= R (Xi;Zi;Xi;Zi) +R (Zi;Y;Zi;Y) :

(5.1.29) ve (5.1.30) dan

Q (Xi +Y) = Q (Xi �Y) = R (Xi;Zi;Xi;Zi) +R (Zi;Y;Zi;Y) (5.1.31)

bulunur.

Ayrca (5.1.22) den

� (Xi;Y) = R (Xi;Y;Xi;Y)�R (Xi;Y; JXi; JY)

= R (Xi;Y;Xi;Y)�R (Xi;Y;Zi;T) ;

� (JXi;JY) = � (Zi;T) = R (Zi;T;Zi;T)�R (Zi;T;JZi;JT)

= R (Zi;T;Zi;T)�R (Zi;T;Xi;Y)

� (Xi;JY) = � (Xi;T) = R (Xi;T;Xi;T)�R (Xi;T;JXi;JT)

= R (Xi;T;Xi;T)�R (Xi;T;Zi;�Y)

� (JXi;Y) = � (Zi;Y) = R (Zi;Y;Zi;Y)�R (Zi;Y;JZi;JY)

= R (Zi;Y;Zi;Y)�R (Zi;Y;�Xi;T)
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elde edilir. Burada

R (Xi;Y;Zi;T) = R (Zi;T;Zi;T) = R (Zi;T;Xi;Y) = 0;

R (Xi;T;Xi;T) = R (Xi;T;Zi;Y) = R (Zi;Y;Xi;T) = 0

olduklar¬göz önüne al¬n¬rsa

� (Xi;Y) = R (Xi;Y;Xi;Y) ;

� (JXi;Y) = R (Zi;Y;Zi;Y) ;

� (JXi;JY) = � (Xi;JY) = 0;

olur.

(5.1.25)-(5.1.31) ifadelerinden (5.1.23) elde edilir.�

5.2. M2n+2 Yaklaş¬k Pseudo-Kompleks Lie Grubunda Üstel Dönüşüm-

ler ve Taylor Formülü

Tan¬m 5.2.1.

M2n+2 yaklaş¬k pseudo-kompleks Lie grubunun Lie cebiri m2n+2 olsun.

exp : m2n+2

X

!

!

M2n+2

expX

dönüşümü M2n+2 grubunda üstel dönüşüm olarak adland¬r¬l¬r, [20].
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Teorem 5.2.2.

M2n+2 yaklaş¬k pseudo-kompleks Lie grubunda

exp (tA) exp (tC) = exp[t

nX
i=1

�
A1i + C

1
i

�
Zi +

�
A2 + C2

�
T

�
�
A3i + C

3
i

�
Xi �

�
A4 + C4

�
Y +

t2

2
A2T

�
C2
�
T�t

2

2
C2T

�
A2
�
T

�t
2

2
A2T

�
C4
�
Y+C4Y

�
A2
�
T� t2

2
A4Y

�
C2
�
T+

t2

2
C2T

�
A4
�
Y

+
t2

2
A4Y

�
C4
�
Y�t

2

2
C4Y

�
A4
�
Y+

t2

2
P+O(t3)]

dir. Burada fJXi; JT;JZi; JYg, M2n+2 nin baz¬ ve A1i ;A
2;A3i ;A

4;C1i ;C
2
i ;C

3
i ;C

4

holomor�k fonksiyonlar olmak üzere

P =
nX

i=1;k=1

A1iZi
�
C1k
�
Zk � C1kZk

�
A1i
�
Xi + A

1
iZi

�
C2
�
T

�C2T
�
A1i
�
Zi � A1iZi

�
C3k
�
Xk+C

3
kXk

�
A1i
�
Zi � A1iZi

�
C4
�
Y

+C4Y
�
A1i
�
Zi + A

2T
�
C1k
�
Zk + C

3
kXk

�
A2
�
T� A3iXi

�
C1k
�
Zk

�C1kZk
�
A2
�
T� A2T

�
C3k
�
Xk + u

1
jXj

�
f3i
�
Zi � A3iXi

�
C2
�
T

+C2T
�
A3i
�
Xi + A

3
iXi

�
C3k
�
Xk � C3kXk

�
A3i
�
Xi + A

3
iC

4Zi

+A3iXi

�
C4
�
Y � C4Y

�
A3i
�
Xi � A4Y

�
C1k
�
Zk + C

1
kZk

�
A4
�
Y

�A4C3kZi + A4Y
�
C3k
�
Y � C3kXk

�
A4
�
Y

dir.

·Ispat. JXi; JY;JZi; JT (1 � i � n)M2n+2 de ortonormal baz vektör alanlar¬ve

A1i ;A
2;A3i ;A

4;C1i ;C
2
i ;C

3
i ;C

4 holomor�k fonksiyonlar olsun. M2n+2 de A ve C vektör

alanlar¬bu bazlar cinsinden

A =
nX
i=1

A1iJXi + A
2JY+A3iJZi + A

4JT; (5.2.1)

C =
nX
k=1

C1kJXj + C
2JY+C3kJZk + C

4JT
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şeklinde yaz¬l¬r. Buna göre (5.1.1) sistemi (5.2.1) de yerine yaz¬l¬rsa

A =

nX
i=1

A1iZi + A
2T�A3iXi � A4Y;

C =

nX
k=1

C1kZk + C
2T�C3kXk � C4Y

elde edilir. 0 = (0; 0; :::; 0) 2 M2n+2 ve f fonksiyonu s¬f¬r da analitik olan bir

fonksiyon olmak üzere Taylor formülünü kullanarak

exp (tA) exp (tC) = exp(tA+tC+
t2

2
[A;C] +O

�
t3
�
) (5.2.2)

bulunur. Buna göre

[A;C] =

"
nX
i=1

A1iZi + A
2T�A3iXi � A4Y;

nX
k=1

C1kZk + C
2T�C3kXk � C4Y

#

=

"
nX
i=1

A1iZi;
nX
k=1

C1kZk

#
+

"
nX
i=1

A1iZi;C
2T

#
�
"

nX
i=1

A1iZi;
nX
k=1

C3kXk

#

�
"

nX
i=1

A1iZi;C
4Y

#
+

"
A2T;

nX
k=1

C1kZk

#
+
�
A2T;C2T

�
�
"
A2T;

nX
k=1

C3kXk

#

�
�
A2T;C4Y

�
�
"

nX
i=1

A3iXi;
nX
k=1

C1kZk

#
�
"

nX
i=1

A3iXi;C
2T

#
5.2.3

+

"
nX
i=1

A3iXi;
nX
k=1

C3kXk

#
+

"
nX
i=1

A3iXi;C
4Y

#
�
"
A4Y;

nX
k=1

C1kZk

#

�
�
A4Y;C2T

�
+

"
A4Y;

nX
k=1

C3kXk

#
+
�
A4Y;C4Y

�
elde edilir. Eşitli¼gin sa¼g taraf¬ndaki herbir terime ait braket operatörü, s¬ras¬yla,

ayr¬ayr¬hesaplan¬rsa;
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"
nX
i=1

A1iZi;
nX
k=1

C1kZk

#
=

nX
i=1;k=1

�
A1iZi

�
C1k
�
Zk � C1kZk

�
A1i
�
Xi

�
; (5.2.4)"

nX
i=1

A1iZi;C
2T

#
=

nX
i=1

�
A1iZi

�
C2
�
T� C2T

�
A1i
�
Zi
�
; (5.2.5)"

nX
i=1

A1iZi;
nX
k=1

C3kXk

#
=

nX
i=1;k=1

�
A1iZi

�
C3k
�
Xk�C3kXk

�
A1i
�
Zi
�
; (5.2.6)"

nX
i=1

A1iZi;C
4Y

#
=

nX
i=1

�
A1iZi

�
C4
�
Y � C4Y

�
A1i
�
Zi
�
; (5.2.7)

"
A2T;

nX
k=1

C1kZk

#
=

nX
k=1

�
A2T

�
C1k
�
Zk � C1kZk

�
A2
�
T
�
; (5.2.8)�

A2T;C2T
�
= A2T

�
C2
�
T�C2T

�
A2
�
T; (5.2.9)"

A2T;
nX
k=1

C3kXk

#
=

nX
k=1

�
A2T

�
C3k
�
Xk � C3kXk

�
A2
�
T
�
; (5.2.10)�

A2T;C4Y
�
= A2T

�
C4
�
Y�C4Y

�
A2
�
T; (5.2.11)

"
nX
i=1

A3iXi;
nX
k=1

C1kZk

#
=

nX
i=1;k=1

�
A3iXi

�
C1k
�
Zk � u1jXj

�
f3i
�
Zi
�
; (5.2.12)"

nX
i=1

A3iXi;C
2T

#
=

nX
i=1

�
A3iXi

�
C2
�
T� C2T

�
A3i
�
Xi

�
; (5.2.13)"

nX
i=1

A3iXi;

nX
k=1

C3kXk

#
=

nX
i=1;k=1

�
A3iXi

�
C3k
�
Xk � C3kXk

�
A3i
�
Xi

�
; (5.2.14)"

nX
i=1

A3iXi;C
4Y

#
=

nX
i=1

[A3iC
4Zi + A

3
iXi

�
C4
�
Y (5.2.15)

�C4Y
�
A3i
�
Xi];
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"
A4Y;

nX
k=1

C1kZk

#
=

nX
k=1

�
A4Y

�
C1k
�
Zk � C1kZk

�
A4
�
Y
�
; (5.2.16)�

A4Y;C2T
�
= A4Y

�
C2
�
T�C2T

�
A4
�
Y; (5.2.17)"

A4Y;

nX
k=1

C3kXk

#
=

nX
i=1

[�A4C3kZi + A4Y
�
C3k
�
Y (5.2.18)

�C3kXk

�
A4
�
Y];�

A4Y;C4Y
�
= A4Y

�
C4
�
Y�C4Y

�
A4
�
Y (5.2.19)

bulunur. (5.2.4)-(5.2.19) de¼gerleri (5.2.3) da yerine yaz¬l¬rsa

[A;C] =
nX

i=1;j=1

A1iZi
�
C1k
�
Zk �

nX
i=1;j=1

C1kZk
�
A1i
�
Xi +

nX
i=1

A1iZi
�
C2
�
T

�
nX
i=1

C2T
�
A1i
�
Zi �

nX
i=1;k=1

A1iZi
�
C3k
�
Xk+

nX
i=1;k=1

C3kXk

�
A1i
�
Zi

�
nX
i=1

A1iZi
�
C4
�
Y +

nX
i=1

C4Y
�
A1i
�
Zi +

nX
k=1

A2T
�
C1k
�
Zk (5.2.20)

�
nX
j=1

C1kZk
�
A2
�
T+ A2T

�
C2
�
T�C2T

�
A2
�
T�

nX
k=1

A2T
�
C3k
�
Xk

+
nX
k=1

C3kXk

�
A2
�
T� A2T

�
C4
�
Y+C4Y

�
A2
�
T�

nX
i=1;k=1

A3iXi

�
C1k
�
Zk

+
nX

i=1;k=1

u1jXj

�
f3i
�
Zi �

nX
i=1

A3iXi

�
C2
�
T+

nX
k=1

C2T
�
A3i
�
Xi

+
nX

i=1;k=1

A3iXi

�
C3k
�
Xk �

nX
i=1;k=1

C3kXk

�
A3i
�
Xi +

nX
i=1

A3iC
4Zi

+

nX
i=1

A3iXi

�
C4
�
Y �

nX
i=1

C4Y
�
A3i
�
Xi �

nX
k=1

A4Y
�
C1k
�
Zk

+
nX
k=1

C1kZk
�
A4
�
Y � A4Y

�
C2
�
T+C2T

�
A4
�
Y �

nX
i=1

A4C3kZi

+

nX
k=1

A4Y
�
C3k
�
Y �

nX
k=1

C3kXk

�
A4
�
Y + A4Y

�
C4
�
Y�C4Y

�
A4
�
Y

olur. (5.2.20) de¼geri (5.2.2) de yerine yaz¬l¬rsa ve gerekli i̧slemler yap¬l¬rsa istenen
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elde edilir. Böylece teoremin ispat¬tamamlan¬r.�

Sonuç 5.2.3.

M2n+2 yaklaş¬k pseudo-kompleks Lie grubunda

i) exp (tJXi) exp (tJT) = exp t (Zi �Y) ;

ii) exp (tJXi) exp (tJY) = exp t (Zi +T) ;

iii) exp (tJXi) exp (tJZi) = exp ft (Zi �Xi)g ;

iv) exp (tJZi) exp (tJT) = exp t(�Xi �Y+
t2

2
Zi);

v) exp (tJZi) exp (tJY) = exp t (�Xi +T) ;

vi) exp (tJY) exp (tJT) = exp t (Y �T)

d¬r. Burada fXi;Y;Zi;Tg ; H2n+1 � S1 in bir baz¬ve bu baza kaŗs¬l¬k gelen M2n+2

nin bir baz¬fJXi;JY;JZi;JTg d¬r.

Teorem 5.2.4.

M2n+2 yaklaş¬k pseudo-kompleks Lie grubunda

exp (�tA) exp (�tC) exp (tA) exp (tC) = exp[t2A2T
�
C2
�
T

�t2C2T
�
A2
�
T� t2A2T

�
C4
�
Y+t2C4Y

�
A2
�
T� t2A4Y

�
C2
�
T+t2C2T

�
A4
�
Y

+t2A4Y
�
C4
�
Y�t2C4Y

�
A4
�
Y+t2P+O(t3)]

dir. Burada fJXi; JT;JZi; JYg, M2n+2 nin baz¬ ve A1i ;A
2;A3i ;A

4;C1i ;C
2
i ;C

3
i ;C

4
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holomor�k fonksiyonlar olmak üzere

P =
nX

i=1;k=1

A1iZi
�
C1k
�
Zk � C1kZk

�
A1i
�
Xi + A

1
iZi

�
C2
�
T

�C2T
�
A1i
�
Zi � A1iZi

�
C3k
�
Xk+C

3
kXk

�
A1i
�
Zi � A1iZi

�
C4
�
Y

+C4Y
�
A1i
�
Zi + A

2T
�
C1k
�
Zk + C

3
kXk

�
A2
�
T� A3iXi

�
C1k
�
Zk

�C1kZk
�
A2
�
T� A2T

�
C3k
�
Xk + u

1
jXj

�
f3i
�
Zi � A3iXi

�
C2
�
T

+C2T
�
A3i
�
Xi + A

3
iXi

�
C3k
�
Xk � C3kXk

�
A3i
�
Xi + A

3
iC

4Zi

+A3iXi

�
C4
�
Y � C4Y

�
A3i
�
Xi � A4Y

�
C1k
�
Zk + C

1
kZk

�
A4
�
Y

�A4C3kZi + A4Y
�
C3k
�
Y � C3kXk

�
A4
�
Y

dir.

·Ispat. Teorem 5.2.2 ye, s¬ras¬yla, exp (�tA) ve exp (�tC) uygulan¬r ve gerekli

düzenlemeler yap¬l¬rsa istenen elde edilir. �

Sonuç 5.2.5.

M2n+2 yaklaş¬k pseudo-kompleks Lie grubununda

i) exp (�tJXi) exp (�tJT) exp (tJXi) exp (tJT) = 1M2n+2;

ii) exp (�tJXi) exp (�tJY) exp (tJXi) exp (tJY) = 1M2n+2;

iii) exp (�tJZi) exp (�tJT) exp (tJZi) exp (tJT) = exp
t2

2
Zi;

iv) exp (�tJZi) exp (�tJY) exp (tJZi) exp (tJY) = 1M2n+2;

vi) exp (�tJY) exp (�tJT) exp (tJY) exp (tJT) = 1M2n+2

d¬r. Burada fXi;Y;Zi;Tg ; H2n+1 � S1 in bir baz¬ve bu baza kaŗs¬l¬k gelen M2n+2

nin bir baz¬fJXi;JY;JZi;JTg d¬r.
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Teorem 5.2.6.

M2n+2 yaklaş¬k pseudo-kompleks Lie grubunda

exp (tA) exp (tC) exp (�tA) = exp[t
nX
k=1

�
C1kZk�C3kXk

�
+ tC2T� tC4Y + t2A2T

�
C2
�
T

�t2C2T
�
A2
�
T� t2A2T

�
C4
�
Y+t2C4Y

�
A2
�
T� t2A4Y

�
C2
�
T+t2C2T

�
A4
�
Y

+t2A4Y
�
C4
�
Y�t2C4Y

�
A4
�
Y+t2P+O(t3)]

dir. Burada fJXi; JT;JZi; JYg, M2n+2 nin baz¬ ve A1i ;A
2;A3i ;A

4;C1i ;C
2
i ;C

3
i ;C

4

holomor�k fonksiyonlar olmak üzere

P =
nX

i=1;k=1

A1iZi
�
C1k
�
Zk � C1kZk

�
A1i
�
Xi + A

1
iZi

�
C2
�
T

�C2T
�
A1i
�
Zi � A1iZi

�
C3k
�
Xk+C

3
kXk

�
A1i
�
Zi � A1iZi

�
C4
�
Y

+C4Y
�
A1i
�
Zi + A

2T
�
C1k
�
Zk + C

3
kXk

�
A2
�
T� A3iXi

�
C1k
�
Zk

�C1kZk
�
A2
�
T� A2T

�
C3k
�
Xk + u

1
jXj

�
f3i
�
Zi � A3iXi

�
C2
�
T

+C2T
�
A3i
�
Xi + A

3
iXi

�
C3k
�
Xk � C3kXk

�
A3i
�
Xi + A

3
iC

4Zi

+A3iXi

�
C4
�
Y � C4Y

�
A3i
�
Xi � A4Y

�
C1k
�
Zk + C

1
kZk

�
A4
�
Y

�A4C3kZi + A4Y
�
C3k
�
Y � C3kXk

�
A4
�
Y

dir.

·Ispat. Kabul edelimki f fonksiyonu s¬f¬r da analitik olsun. Yeterince küçük t

ler için

f (exp (tA) exp (tC) exp (�tA)) =
X

m;n;p�0

tm

m!

tn

n!

tp

p!

h
~Am~Cn

�
�~Ap

�
f
i
(0) :

Teorem 5.2.2 göz önüne al¬n¬rsa ispat tamamlan¬r. �
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Sonuç 5.2.7.

M2n+2 yaklaş¬k pseudo-kompleks Lie grubunda

i) exp (tJXi) exp (tJT) exp (�tJXi) = exp t (�Y) ;

ii) exp (tJXi) exp (tJY) exp (�tJXi) = exp t (T) ;

iii) exp (tJXi) exp (tJZi) exp (�tJXi) = exp ft (Zi �Xi)g ;

iv) exp (tJZi) exp (tJT) exp (�tJZi) = exp tf�Y+t
2

2
Zig;

v) exp (tJZi) exp (tJY) exp (tJZi) = exp t (T) ;

vi) exp (tJY) exp (tJT) exp (�tJY) = exp t (�Y)

d¬r. Burada fXi;Y;Zi;Tg ; H2n+1 � S1 in bir baz¬ve bu baza kaŗs¬l¬k gelen M2n+2

nin bir baz¬fJXi;JY;JZi;JTg d¬r.

5.3. M2n+2 Yaklaş¬k Pseudo-Kompleks Lie Grubunda Komutatör E¼griler

Tan¬m 5.3.1

M2n+2 yaklaş¬k pseudo-kompleks Lie grubunda


 : I

t

!

!

M2n+2


 (t) =
exp

�
�t 12X

�
exp

�
�t 12Y

�
exp

�
t
1
2X
�
exp

�
t
1
2Y
�
; t � 0:

biçiminde tan¬mlanan e¼griye M2n+2 yaklaş¬k pseudo-kompleks Lie grubunda kom-

pleks de¼gerli komutatör e¼gri denir, [27].

Teorem 5.3.2.

M2n+2 yaklaş¬k pseudo-kompleks Lie grubunun baz¬fJXi; JT;JZi; JYg olmak

üzere JZi ve JT vektörleri yard¬m¬yla komutatör e¼gri


 (t) = exp tJXi
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dir. Ayr¬ca komutatör e¼grinin t = 0 daki tanjant vektörü


0 (0) = JXi

dir.

·Ispat. Kabul edelimki 
; M2n+2 yaklaş¬k pseudo-kompleks Lie grubunda komu-

tatör e¼gri olsun. JZi ve JT baz vektörleri kullan¬l¬rsa


 (t) = exp
�
�t 12JZi

�
exp

�
�t 12JT

�
exp

�
t
1
2JZi

�
exp

�
t
1
2JT

�
yaz¬l¬r. Ayr¬ca Teorem 5.2.5 ve Tan¬m 5.3.1 birlikte göz önüne al¬n¬rsa


 (t) = exp ftJXig

elde edilir. Bu da ispat¬tamamlar.�

Sonuç 5.3.3.

M2n+2 yaklaş¬k pseudo-kompleks Lie grubunun baz¬fJXi; JT;JZi; JYg olmak

üzere fJXi; JTg ; fJXi; JYg ; fJXi; JZig ; fJZi; JYg ; fJY; JTg baz vektörleri yard¬m¬yla

tan¬mlanan komutatör e¼gri regüler de¼gildir.

Key� vektör alanlar¬için regülerli¼gi inceleyelim:

(5.2.1) deki A ve C vektörleri yard¬m¬yla komutatör e¼gri


 (t) = exp[tA2T
�
C2
�
T�tC2T

�
A2
�
T� tA2T

�
C4
�
Y

+tC4Y
�
A2
�
T� tA4Y

�
C2
�
T+tC2T

�
A4
�
Y

+tA4Y
�
C4
�
Y�tC4Y

�
A4
�
Y+tP+O(t

3
2 )]

dir. Burada fJXi; JT;JZi; JYg, M2n+2 nin baz¬ ve A1i ;A
2;A3i ;A

4;C1i ;C
2
i ;C

3
i ;C

4

holomor�k fonksiyonlard¬r.
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Buna göre aşa¼g¬daki sonucu verebiliriz:

Sonuç 5.3.4.

M2n+2 yaklaş¬k pseudo-kompleks Lie grubunda A ve C vektörleri yard¬m¬yla

verilen komutatör e¼grinin t = 0 daki tanjant vektörü


0 (0) = A2T
�
C2
�
T�C2T

�
A2
�
T� A2T

�
C4
�
Y

+C4Y
�
A2
�
T� A4Y

�
C2
�
T+C2T

�
A4
�
Y

+A4Y
�
C4
�
Y�C4Y

�
A4
�
Y+P+O(t

3
2 )

dir. Burada fJXi; JT;JZi; JYg, M2n+2 nin baz¬ ve A1i ;A
2;A3i ;A

4;C1i ;C
2
i ;C

3
i ;C

4

holomor�k fonksiyonlard¬r.

·Ispat.

Sonuç 5.3.2 ve Sonuç 5.3.3 birlikte kullan¬l¬rsa ispat aç¬kt¬r. �
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6. BÖLÜM

SONUÇ

Genelleştirilmi̧s Lorentz Heisenberg grubu oluşturulmuş ve bu grup yard¬m¬yla

H2n+1�S1 Lie grubu ifade edilerek bu grup üzerinde üstel dönüşüm tan¬mlanm¬̧st¬r.

Bu dönüşüm kullan¬larak komutatör e¼griler elde edilmi̧stir.

Daha sonra, H2n+1 � S1 Lie grubu yard¬m¬yla M2n+2 yaklaş¬k pseudo-kompleks

manifoldu oluşturularak ayn¬zamanda bir pseudo-kompleks Lie grubu olan bu mani-

foldun skaler e¼grilikleri, holomor�k kesit e¼grilikleri ile Riemann e¼grilikleri aras¬ndaki

baz¬yeni ba¼g¬nt¬lar ifade ve ispat edilmi̧stir. Ayr¬ca M2n+2; üzerinde üstel dönüşüm

yard¬m¬yla komutatör e¼grilerin bir karakterizasyonu elde edilmi̧stir.

Teorem 5.1.3 e ba¼gl¬olarak aşa¼g¬daki sonuç elde edildi.

Sonuç 6.1.1.

M2n+2 manifoldunun � skalar e¼grili¼gi, H2n+1 � S1 in fXi;Y;Zi;Tg ortonormal

baz¬na göre

� =
3n2

2

d¬r.

Teorem 5.1.5 e ba¼gl¬olarak aşa¼g¬daki sonuç elde edildi.

Sonuç 6.1.2.

fXi; JXig ; fZi; JZig ; fY; JYg ; fT; JTg vektörlerinin oluşturdu¼gu holomor�k

düzlemler, s¬ras¬yla, �1; �2; �3; �4 olmak üzereM2n+2 manifoldunun holomor�k kesit

e¼grili¼gi

�Xi;JXi
(�1) = �Zi;JZi (�2) = �

1

4
; �Y;JY (�3) = �T;JT (�4) = 0
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d¬r.

Teorem 5.2.2 e ba¼gl¬olarak aşa¼g¬daki sonuç elde edildi.

Sonuç 6.1.3.

M2n+2 yaklaş¬k pseudo-kompleks Lie grubunun fJXi; JT;JZi; JYg baz¬ için

aşa¼g¬daki eşitlikler geçerlidir:

i) exp (tJXi) exp (tJT) = exp t (Zi �Y) ;

ii) exp (tJXi) exp (tJY) = exp t (Zi +T) ;

iii) exp (tJXi) exp (tJZi) = exp ft (Zi �Xi)g ;

iv) exp (tJZi) exp (tJT) = exp t

�
�Xi �Y+

t2

2
Zi

�
;

v) exp (tJZi) exp (tJY) = exp t (�Xi +T) ;

vi) exp (tJY) exp (tJT) = exp t (Y �T) :

Bu çal¬̧sma, s¬ras¬yla, H2n+1; H2n+1�S1 veM2n+2 Lie gruplar¬nda üstel dönüşüm

ve komutatör e¼grilerin araşt¬r¬lmas¬nda önemli bir referans olacakt¬r. Üstel dönüşüm

ve komutatör e¼gri kavramlar¬kullan¬larak Lie gruplar¬ve bu gruplar¬n Lie cebir-

lerinin çeşitli cebirsel ve geometrik özellikleri incelenebilir.
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