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OZET

PSEUDO-KOMPLEKS LIiE GRUPLARININ EGRILIKLERI
UZERINE

Bu calisma alt1 boliimden olusmaktadir.

Birinci bolim caligmanin giris kismi olup, Lie gruplar iizerinde yapilan calis-
malar hakkinda literatiirdeki bilgiler verildi.

Ikinci béliimde; grup teorisi , manifoldlar, Lie gruplar ve kompleks manifoldlar
icin kullanilan temel tanimlar ve teoremler verildi.

Uciincii boliimde; genellestirilmis Lorentz Heisenberg grubun temel yapisi ifade
edildi ve Lie grup iizerinde iistel doniigiim yardimiyla komutator egriler incelendi.

Dordiincii ve beginci boliim ise ¢alismanin orijinal kisimni kapsamaktadir.

Dordiincii boliimde; Genellegtirilmig Lorentz Heisenberg grubu yardimiyla Hs,, 1 X
St Lie grubu ifade edilerek bu grup iizerinde iistel doniisiim yardimiyla komutator
egriler elde edildi.

Besinci boliimde; M?"*2 yaklagik pseudo-kompleks manifoldu olusturularak ayni
zamanda bir pseudo-kompleks Lie grubu olan bu manifoldun skaler egrilikleri, holo-
morfik kesit egrilikleri ile Riemann egrilikleri arasindaki baz yeni bagintilar ifade
ve ispat edildi. Son olarak, M?"*2 iizerinde iistel doniistim yardimiyla komutator
egrilerin bir karakterizasyonu verildi.

Altinc boliim ise; calismanin sonug kismidir.

Anahtar Kelimeler: Lie Gruplari, Lie Cebirleri, Genellestirilmis Lorentz Heisen-
berg Grup, Komutatsr Egri, Ustel Doniisiim, Holomorfik Kesit Egriligi, Ricci Egril-

igi.
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SUMMARY

ON THE CURVATURES OF PSEUDO-COMPLEX LIE GROUPS

This thesis consist of six chapters.

The first chapter has been devoted to the introduction.

In the second chapter; fundamental definitions and theorems of Lie groups, Lie
algebras and the theory of the complex manifolds are given.

In the third chapter is constructed that generalized Lorentzian Heisenberg group.
After, it is studied that comutator curves in terms of exponential maps in the gen-
eralized Lorentzian Heisenberg group.

The fourth and fifth chapters contain original part of our study.

In the fourth chapter; Lie group H,, 1 xS is constructed by generalized Lorentzian
Heisenberg group. Moreover, it is studied that comutator curves in terms of expo-
nential maps in the Hy,; x S!.

In the fifth chapter; we construct almost pseudo-complex manifold M?"*2 which
is also pseudo-complex Lie group. Then, express and prove some new relations about
scalar curvatures, holomorphic sectional curvatures and Riemannian curvatures of
this manifold. Finally, it is studied that comutator curves in terms of exponential
maps in the M?"+2,

The sixth chapter has been devoted to the conclusion.

Keywords: Lie groups, Lie Algebras, Generalized Lorentzian Heisenberg Group,

Comutator Curve, Holomorphic Sectional Curvature and Ricci Curvature.
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1. BOLUM
GIRIS

Lie gruplari, grup islemi iizerinde diferensiyelenebilir manifoldlardir. Bu du-
rumda Lie grubu aymi zamanda bir grup, bir topolojik uzay ve bir manifolddur,

[19].

Lie gruplari, modern teorik fizikte ve matematikte yapilarin ve matematiksel
nesnelerin siirekli simetrisinin iyi gelismig bir teorisini temsil eder. Bu gruplar,
Galois teorisinde diferensiyel denklemlerin siirekli simetrilerinin analizi i¢in temel

bir gerceve saglamaktadir.

Lie gruplar: teorisi, matematigin diferensiyel geometri, analiz, topoloji ve cebir
gibi bir¢cok dalinda uygulamalara sahiptir. Bu teori son otuz yil igerisinde gerek
matematiksel fizikte, gerekse miihendislikteki pek ¢ok probleme basari ile uygulan-
mistir. Ozellikle, lineer olmayan bir kismi tiirevli diferansiyel denklem veya denklem
sisteminin analitik ¢oziimlerinin elde edilmesinde literatiirdeki en 6nemli ¢6ziim yon-

temlerinden biridir.

Diferensiyel denklem sistemlerinin integrasyonu ile ilgili ¢calismalarda, Lie gru-
plart Norveg’li matematik¢i Sophus Lie (1842-1899) tarafindan geligtirilmigtir. So-
phus Lie tarafindan ortaya konulan, diferansiyel denklemin simetri analizi, Lie simetri
grubu adi verilen, denklemin tanimlandigi manifoldu degismez birakan yerel doniisiim
gruplarinin bulunmasiyla, diferansiyel denklemlerin yeni ¢oziimlerinin sistematik bir
prosediirle olusturulmasini saglayan bir teoridir. Bu teorinin, fizikte, 6zellikle hidro-
dinamikte, mekanikte, elektrodinamikte, kuantum teorisinde, istatistiksel mekanikte,

cisim teorisinde, tanecik fiziginde, vb. uygulamalar1 vardir.

Herbir Lie grubuna eglik eden sonlu boyutlu bir Lie cebiri vardir. Bu nedenle Lie

gruplar: teorisi Lie cebirleri ile Lie gruplar1 arasindaki iligkiye 6nemli bir yer ayirir.



Yani, Lie grubunun 6zellikleri bu gruba karsilik gelen Lie cebirine birer 6zellik olarak
aksettirilir. Bu teoride, 6rnegin, irtibatl, basit irtibath Lie gruplari, birer izomorfizm
altinda kendilerine ait olan Lie cebirleri tarafindan tamamen belirtilebilirler. Bunun
icin bu cins Lie gruplarini incelemek yerine onlarin Lie cebirlerini incelemek miimkiin

olur, [19].

Bir Lie grup iizerinde insa edilen iistel doniisiimler yardimiyla bu grubun Lie ce-
birinin bir¢ok topolojik ve analitik 6zellikleri belirlenebilmektedir. Cebirsel geometri
ve ¢ok degiskenli kompleks fonksiyonlar teorisinde de Lie gruplarinin genis uygula-

malar: vardir.

Calvaruso ve Marinosci; Homojen pseudo-Riemann manifoldlarda homojen geo-
dezikler icin temel tanim ve teoremleri verdiler. Elde ettikleri bu temel tanim ve
teoremler yardimiyla {i¢ boyutlu unimodiiler Lorentz Lie gruplarindaki homojen

geodezikleri smiflandirdilar, [12].

Berdinsky ve Taimanov; ii¢ boyutlu Lie gruplarinda yiizeyler i¢cin Weierstrass
temsil formiillerini elde ettiler ve bu Lie gruplarinda minimal yiizeyler icin temel
denklemler olugturdular. Ayrica Dirac operatoriiniin spektral ozelliklerini kulla-

narak, ii¢ boyutlu Lie gruplarinda bu yiizeyler igin karakterizasyonlar verdiler, [5].

Riemannian geometride sol invaryant Riemann metrikler ile verilen ¢oziilebilir
ve nilpotent Lie gruplar 6énemli rol oynar. Her irtibatli homojen Riemann manifold

sol invaryant metrik ile verilen irtibath Lie grup olarak temsil edilebilir, [20].

Nilpotent Lie gruplar arasinda en biiyiik 6neme sahip olani iki adimda ¢oziilebilen-
lerdir. Genellestirilmig Heisenberg gruplar, sol invaryant metrik ile verilen basit

irtibath iki adimda nilpotent Lie gruplarimin bir alt sinifim olugturur, [6].

Genellegtirilmig Heisenberg gruplar, A. Kaplan tarafindan, kismi diferensiyel den-

klemler hakkindaki arastirmasi ile tanitilmigtir. Kaplan, Kuadratik formlar ve iki



adimda nilpotent Lie gruplar yardimiyla Genellestirilmis Heisenberg grubun temel

yapisit olusturdu, [17].

Batat ve Rahmani; Heisenberg grup tizerinde olusturulan i¢ metrik yardimiyla
bu grubun izometri gruplarini tanmimladilar. Elde ettikleri bu ii¢ metrikten yalnizca
birinin flat oldugunu gosterdiler. Ayrica bu metrikler i¢in Jacobi vektor alanlar: ve

geodezik egriler i¢in agik formiiller elde ettiler, [4].

Chen ve Qui; ii¢ boyutlu Heisenberg grubunda yiizeyler i¢in Gauss doniistimiinii
ve ortalama egrilik vektoriinii kullanarak cesitli karakterizasyonlar verdiler. Daha
sonra Gauss doniigtimii i¢in ikinci mertebeden kismi diferensiyel denklemler elde
ettiler. Ayrica minimal yiizeyler ve sabit ortalama egrilikli yiizeyler icin bircok

ornek olusturdular, [13].

Turhan; n—boyutlu Lie grup iizerinde sol ttelemeler altinda invaryant kalan
vektor alanlarimin ciimlesinden bir Lie cebiri olusturmus ve bu Lie grubu iizerinde
tanmimladigl metrik yardimiyla egrilikleri elde etmigtir. Ayrica bu Lie grubunun uni-
modular olmast i¢in bir lineer doniistim yardimiyla gerek ve yeter sartlar vermistir.
Daha sonra bazi Lie gruplarinin tegkili ve kompleks lineer temsilleri ile ilgili ifadeler
olusturmus ve Hermityen metrigin sagladigi baz egrilik bagintilar1 vermis ve ispat

etmistir, [29].

Bu calismada ise Hy,,,; xS! Lie grubu yardimiyla M?"*+? yaklasik pseudo-kompleks
manifoldu olusturularak ayni zamanda bir pseudo-kompleks Lie grubu olan bu mani-
foldun skaler egrilikleri, holomorfik kesit egrilikleri ile Riemann egrilikleri arasindaki
baz1 yeni bagintilar ifade ve ispat edildi ve M?"*2 iizerinde {istel doniisiim ve komu-

tator egriler olusturuldu.



2. BOLUM

2.1 Temel Kavramlar

Tanim 2.1.1.
Reel sayilar cismi tizerinde, r—tane vektor uzayi, Vi, Vs, ..., V.. olsun.
fVixVox .. xV,—R
fonksiyonu, 1 < ¢ < r, i¢in u;,v; € V; ve a,b € R olmak iizere,

f(vla“'yvi—laa'vi+buiavi+17"'av7“) = (If (Ulv"'>Ui—lavi7'0i+la"'7'vr)

+bf (U1, ey Vim1, Wiy Vi1 ey Uy
seklinde taniml ise f ye r-lineer fonksiyon denir, [19].
Tanim 2.1.2.
V' bir reel vektor uzay olsun.
(,):VxV >R

doniisimii Va, b € R ve Yu,v € V icin
i) (u,v) = (v,u),
i) (au + bv,w) = a (u, w) + b (v, w),
(u,av + bw) = a (u,v) + b (u, w)
ozelliklerine sahip ise (,) doniigtimiine V' vektor uzay iizerinde bir simetrik bili-

neer form denir, [24].

(,), V vektor uzayi iizerinde bir simetrik bilineer form olsun. Bu simetrik bilineer

form ii¢ degisik durum altinda incelenebilir;
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1) Tanimli Durum: Eger,

i) Yo e V, v # 0 i¢in (v,v) > 0 ise (,) simetrik bilineer formuna pozitif taniml,
ii) Vo € V, v # 0 i¢in (v, v) < 0 ise (,) simetrik bilineer formuna negatif taniml,

denir.
2) Semi-tanimlh Durum: Eger,

i) Vo € V igin (v,v) > 0 ise (,) simetrik bilineer formuna pozitif semi-taniml,
ii) Vv € V icin (v,v) <0 ise (,) simetrik bilineer formuna negatif semi-taniml,

denir.

3) Non-dejenere Durum: Eger,

Vw € V igin (v, w) = 0 iken v = 0 ise (, ) simetrik bilineer formuna non-dejenere

simetrik form denir, [24].

Tanim 2.1.3.

Vi x V4 x ... x V, den R ye taniml biitiin r—lineer fonksiyonlarin ciimlesini
L(Vi,Va, ... VisR)

ile gosterelim. Bu ciimlede toplama ve skalarla ¢arpma iglemleri, sirasiyla, ¥V (uy, usg, ..., u,) €

Vi x Vo x ... xV,igin

(fl + fg) (Ul,'u,g, ...,UT> = fl (’LLl,UQ, ...,ur) + f2 (’U,l,u2, ...,ur)

ve A € R olmak {izere,

(Af) (w1, ug, .oy uy) = Nf (ug, ug, ..., uy)



seklinde tanimlanirsa, bu iki igleme gore L (V1, Vs, ..., V;;R) | R iizerinde bir vektor
uzay1 olur. Bu vektor uzayma Vi*, V5", ..., V¥ dual vektor uzaylarinin tensor ¢arpimi
denir ve

LVi,Va, VaR) =Vi@Vy®.. @V

ile gosterilir. V" @ V5 @ ... ® V. tensor uzayimn herbir elemanina r. dereceden bir

tensor denir. Eger

ise V*@V*®...@V* uzayma bir kovaryant tensor uzayi ve bu uzayin herbir elemanina

r. dereceden bir kovaryant tensor denir, 7" (V') veya ®"V* ile gosterilir, [19].
Tanim 2.1.4.

Kovaryant tensorler igin verilen tanimda V' yerine V* (V' nin dual uzay1) alimirsa
(V*)* uzay1 V ye izomorf oldugundan V* iizerinde s— lineer fonksiyonlarin vektor
uzaymni elde ederiz. Bu uzaya kontravaryant uzay denir ve Ty (V*) veya ®°V ile

gosterilir. Bu uzayin elemanlarina s. dereceden kontravaryant tensorler denir, [19].
Tanim 2.1.5.
Reel sayilar cismi iizerinde bir vektor uzay1 V' ve V*, V' nin duali olsun.
L(V"V*R)={f|f:V"xV* - R,r+ s-lineer}

ciimlesi toplama ve skalarla carpma islemlerine gore bir vektor uzayidir. Bu uzaya
r. dereceden kovaryant ve s. dereceden kontravaryant tensor uzayi denir. Bu uzayin

elemanlarina da (r, s)-tipinden tensor denir ve
T"(V)T, (V7)) =@" (V') @ @ (V) veya T{ (V)

ile gosterilir, [19].



Tanim 2.1.6.

Vo € S, permiitasyonu ve bir V' vektor uzay: iizerindeki bir r—lineer f fonksiyonu
icin
i)
of =f
yani

f (uo'(l)7u0'(2)7"'7u0'(7‘)) = f(ul,u2,...,ur)

ise r— lineer f fonksiyonuna bir simetrik r-lineer fonksiyon veya r. mertebeden

simetrik kovaryant tensor denir.

ii)
of = (sgno) f
yani
f (ug(l),ug(g), ...,uU(T)) = (sgno) f (u1,us, ..., u,)

ise r— lineer f fonksiyonuna bir alterne r-lineer fonksiyon veya r. mertebeden alterne

kovaryant tensor denir, [19].

Tanim 2.1.7.

V' bir reel vektor uzayi ve
(,):VxV =R
simetrik bilineer form olsun. W C V olmak iizere

(Vw:WxW-—-R



negatif tanimh olacak gekilde en biiyiik boyutlu W alt uzayinin boyutuna (, ) simetrik

bilineer formun indeksi denir, [24].
Tanim 2.1.8.
M, C*° manifold olmak iizere;
() x (M) x x (M) — C% (M;R)
seklinde tanimli simetrik, bilineer, non-dejenere fonksiyona M iizerinde metrik tensor

denir. Bu metrik tensoriin indeksine M manifoldunun indeksi denir, [24].

Tanim 2.1.9.

M, C*° manifold ve (,) de M tizerinde sabit indeksli metrik tensor olmak tizere

(M, (,)) ciftine bir Semi-Riemann manifold denir, [24].

Tanim 2.1.10.

(M, (,)) bir Semi-Riemann manifold olsun. Vv € M olmak iizere,

(v,v) > 0 ise v ye space-like vektor,
(v,v) <0 ise v ye time-like vektor,

(v,v) =0, v # 0, ise v ye light-like veya null vektor denir, [24].

Tanim 2.1.11.

D, C kompleks diizlemi iizerinde agik bir ciimle olsun. Eger zg € D, h € C olmak
uzere

lim
h—0

f(z0+h) = f (%)
h



mevcut ise D iizerinde taniml f kompleks degerli fonksiyonuna zy € D noktasinda

holomorfiktir denir, [29].
Tanim 2.1.12.
Eger ¢ : D C C* — C™ bir doniigiim ise
0(2) = (" (2),0° (2) .. 6™ (2))

seklinde yazilabilir ve her ¢°, D iizerinde bir kompleks degerli bir fonksiyon olmak

iizere, eger her ¢', D iizerinde holomorfik ise ¢ ye holomorfik doniisiim denir, [33].

Tanim 2.1.13.

M bir Hausdorff uzay ve {U,} M nin bir agik ortiisii olsun.

acA’
Y, Uy, — D, CC"
homeomorfik déntisiimii U, N Uz # & olmak iizere

foa = Vg0, i, (UaNUs) CC" — 9y (Us NUp) C C",
fapg = Yot 105 (UaNUs) CC" — 1, (UsNUs) C C"

fonksiyonlariin her ikiside holomorfik olsun.

Eger M bu 6zellikle birlikte {(Ua, 1)}, 4 doniisiimlerinin ctimlesine ve {Us} . 4

acik Ortiisiine sahip ise M ye n-kompleks boyutlu kompleks manifold ve {(Uq, ¥4) } e a

ye de M nin bir holomorfik koordinat komguluk sistemi denir, [19].

Tanim 2.1.14.

k < n olmak tizere M bir k-manifold ve M de bir n-manifold olsun. Vp € M

noktasi icin M de bir U ve M de bir U koordinat komsulugu mevcut ve
U= {me Ua_:kﬂ(m)::j:n(m):O}

9



ise M ye M nin bir alt manifoldu denir. Burada
{Z1, ..., T}
koordinat sistemi U de ve
{r1 =71 |y, e = Tk U}
da U daki koordinat sistemidir, [19].

Tanim 2.1.15.

M bir C* manifold olsun. M iizerindeki vektor alanlarmim uzayr x (M) olmak
izere;

Vix(M)xx(M)—x(M),(X,Y) - VxY

doniistimii

i. VXY, Zex(M)veVf,ge C®(M,R) igin
VixigyZd = [VxZ +gVyZ,
ii. VX,Y € x (M) ve Vf € C>® (M, R) icin
Vx (fY) = fVxY +(X)Y

ozelliklerini saghyorsa V ya M manifoldu tistiinde bir afin koneksiyon ve Vi e de

X e gore kovaryant tiirev operatorii denir, [19].

Tanim 2.1.16.

M bir manifold ve V, M iistiinde bir afin konneksiyon olsun. Eger asagidaki
ozellikler saglaniyorsa V koneksiyonuna M iizerinde bir Riemann koneksiyonu ve

Vx e de X e gore Riemann anlaminda kovaryant tiirev operatorii ad1 verilir.

10



i. V, C*° simifindandir,
ii. M nin bir A bolgesi tizerinde, C* olan VX, Y € x (M) igin

VxY = VyX = [X,Y]

dir,
iii. M nin bir A bolgesi iizerinde , C* olan VX, Y € x (M) ve Vp € A igin

Xp (Y, Z> - <VXY) Z> |p+ (Y, VXZ) |p
dir, [19].

Tanim 2.1.17.

M ve M', sirasiyla, n ve m boyutlu C* smmfindan manifoldlar olsun. Eger
@ : M — M’ diferensiyellenebilir doniisiimii birebir, ¢! doniisiimii mevcut ve difer-
ensiyellenebilir ise ¢ ye M den M’ ye bir diffeomorfizm denir. M ve M’ manifold-

larina da diffeomorfik manifoldlar denir, [19].
Tanim 2.1.18.

M, n—boyutlu bir C*° simifindan manifold ve f : M — R fonksiyonu verilsin.
a € M noktasmin bir komsgulugunda, f fonksiyonu (z; — a;) nin yakimsak kuvvet
serisi yardimiyla ifade edilebiliyorsa f fonksiyonu a noktasinda analitiktir denir,

19].

Tanim 2.1.19.

M, n—boyutlu bir C* snifindan manifold ve p € M olsun. a(p) de p deki

analitik fonksiyonlarin bir sinifi olsun.
v:a(p) = R

11



fonksiyonu asagidaki sartlar1 sagliyorsa v ye M nin p noktasindaki tanjant vektorii
ad1 verilir.

f,9 € a(p) ve A\, u € R olmak iizere

Lo (Af 4 pg) = A (f) + po(g),

i. v(fg) =v(f)gp)+fp)v(g), 29

Tanim 2.1.20.

V, M iizerinde bir afin konneksiyon ve f, M nin bir diffeomorfizmi olsun. M

tizerinde bir diger V' afin koneksiyonu
VY = 71 (Vix fX)

seklinde tammlansin. Eger V' = V ise V ya f altinda invaryanttir denir. Bu

durumda f ye M nin bir afin doéniigiimii adi verilir, [19].

Tanim 2.1.21.

M diferensiyellenebilir bir kompleks manifold ve (G, -) bir grup olsun. Eger
i. M nin noktalar1 ile G nin elemanlar: eslenebiliyor ve
ii.

G x G —- @ G — G

ve

(@ , b)) — ab a — a!

doniigiimlerinin her ikiside holomorfik ise (M, G) ikilisine bir kompleks Lie grubu
adi verilir. Burada M ye kompleks Lie grubunun temel manifoldu, G ye de temel

grubu denir, [20].

12



Tanim 2.1.22.

G bir analitik grup olsun. G nin bir ¢ noktasindaki tanjant uzay: 7, olsun.

o, T € (G ise bunlar bir p elemanina gotiiren
1

(0,1) = p 10"

seklinde bir sol dteleme mevcuttur. Bunu ¢, = ¢,,-1 seklinde gosterelim.

Eger G iistiinde bir X vektor alani, her 0,7 € G icin
d¢7’o’*1XO' = XT
ozelligini sagliyor ise X vektor alanina bir sol invaryant vektor alan denir, [20].

Tanim 2.1.23.

M, n + p—boyutlu M’ manifoldunun n boyutlu bir alt manifoldu olmak iizere

M nin (4, (s, .-+, ¢, normal vektor alanlar i¢in

a : T(M) x T(M) — T(M)

X , Y) — aXY) = MY

seklinde tanimh déniisiime M alt manifoldunun 77. temel formu adi verilir (burada

hi ler x (M) x x (M) — x (M) seklindeki bir doniigiimiin bilegenleridir.), [24].

Tanim 2.1.24.

M, g metrigi ile bir pseudo-Riemann manifoldu olmak iizere VX,Y € T (M) igin
g(JX,JY)=g(X)Y)
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ise g ye M iizerinde bir pseudo-hermityen metrik ve iizerinde tanimlandigi M man-

ifoldunada pseudo-hermityen manifold adi verilir, [34].

Tanim 2.1.25.

V bir reel vektoér uzayr ve V nin bir J lineer endomorfizmi J? = —I sartim
sagliyorsa J ye V iizerinde bir kompleks yap1 adi verilir. Burada I, V nin 6zdeslik

dontigiimiidiir, [34].

Tanim 2.1.26.

M, n—boyutlu bir kompleks analitik manifold olsun.

Jo Tx(M) — Tx(M)
X — JX

lineer endomorfizmi J? = —1 sartim saghyorsa .JJ ye M {izerinde bir yaklasik kom-

pleks yapi ve M manifolduna da bir yaklagik pseudo-kompleks manifold adi verilir,

[34].
Tanim 2.1.27.

f+ M — M’ bir birebir immersiyon olacak sekilde n-boyutlu bir M manifoldu,
m—boyutlu bir M’ manifoldunun bir alt manifoldu olsun (m > n). {e1,es,...,e,}
de T, (M) nin bir ortonormal baz olacak sekilde, T’ (M) nin bir ortonormal baz
{e1, €2, ..., €n, €011, ..., €} Olsun. Boylece {eni1, ..., em}, T (M)L in bir ortonormal

baz1 olmak tizere

n

1 1
=—(izB) = — B (e;, e;
i (2B) = L3 B e
vektoriine ortalama egrilik vektorii adi verilir.

14



Eger =0 ise M ye M’ niin bir minimal alt manifoldu adi verilir, [9].

Tanim 2.1.28.

F' cismi iizerinde tanmimlanan bir vektor uzay1 (V, @, F, +, ., ®) olsun. & iglemi

®: 'V x V — 'V

(O[ ) 6) — 04@6

olmak {izere,

() Va,BeVveVaceFign(a®a)®B=a0 (a®B)
(i) Vo, B,y € Vigin (@ f) @7 = (a®7) & (B®7)
(iii) Vo, 5,7 € Vigina®(5 & v) = (a ® 5)®(a ® v) ozellikleri saglaniyorsa (V, ®, F, +, -, ©, ®)

cebirsel yapisina cebir denir.
Eger V a, B, v € V icin
() a® (@) = (a® B) ® vy saglaniyorsa V' ye birlesimli cebir,
(il) y® B = f ® v saglaniyorsa V' ye degigimli cebir,
(iii) Y ® e = e ® v = 7 saglanmyorsa V' ye birimli cebir denir, [33].
Tanim 2.1.29.
V bir K cismi iizerinde vektor uzay: ve
L]: VXV -V
donitistimiide

i. 2-lineer,

ii. Alterne (VX,Y €V igin [X,Y] = —[Y, X]),
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iii. Jakobi 6zdegligini saglar. Yani VXY, 7 € V i¢in
XY Z][+ Y, [2, X]] + [2,[X, Y]] =0

olarak verilsin. [,] doniigiimiine, V' iistiinde bir Lie operatori denir. (Bu takdirde
V' vektor uzayma bir Lie cebiri denir.) ,[20].
VX,Y € Vigin [X,Y] = VxY — Vy X olarak yazlir.

Tanim 2.1.30.

M, n-boyutlu bir Riemann manifoldu olsun. X,Y € T)/(p) olmak iizere

(Xp ’ Y;J 5 Zp ) Wp) - R(Xpﬂy;)aZpaWp)

R(XP,Y;,, Zp: Wp) =< R(XmY;))va Wp >

seklinde tanimli 4. mertebeden kovaryant tensor alanina Riemann egrilik tensér

alany ve bunun bir p € M noktasindaki degerine de Riemann egriligi denir ve
K(p) =< R(X,Y)X,Y >
bi¢iminde gosterilir, [33].

Tanim 2.1.31.

{E1, Es, ..., E,}, M pseudo-Riemann manifoldunun 7, (M) tanjant uzaymin bir
ortonormal bazi ise X,Y € T, (M) igin

S(X,Y)=> g(R(E,X)Y,E)
i=1
S fonksiyonuna Ricci tensorii denir, [24].
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Tanim 2.1.32.

{E1, Es, ..., E, }, M pseudo-Riemann manifoldunun T’x (M) tanjant uzaymin bir

ortonormal bazi ise S Ricci tensorii olmak tizere X,Y € Tx (M) igin
> S(E;, E)
i=1

toplamima M nin x noktasindaki skalar egriligi denir, [21].

Tanim 2.1.33.

M manifoldunun 7, (M) tanjant uzayinda lineer bagimsiz iki tanjant vektor X

ve Y olsun. X ile Y nin gerdigi Sp{X, Y} uzay1 P diizlemini gostermek iizere,
R(X,)Y,X)Y)=<R(X,)Y)X,Y >

degerine M manifoldunun P diizlemi ile elde edilmis kesit egriligi denir ve  (X,Y)

ile gosterilir, [34].
Tanim 2.1.34.

Eger P diizlemi J altinda invaryant ise o taktirde x (P) ye P diizlemi tarafindan

belirlenen holomorfik kesit egriligi ad1 verilir, [34].
Tanim 2.1.35.

Eger M nin tiim z noktalar1 ve T, (M) nin tiim P diizlemi i¢in & (P) kesit egriligi
sabit ise M ye sabit egrilikli uzay yada bir uzay formu denir. Eger bu sabit egrilik

her x (P) i¢in sifir ise bu manifolda flat veya diizlemseldir denir, [34].
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Tanim 2.1.36.

GL(n,C) =
Un) =
SL(n,C) =
olmak {izere;
seklindedir.
gl (n,C)
u (n)
sl (n,C)
so(n,R)
olmak tizere
dir, [20].
Tanim 2.1.37.

{A:A= [aij]w, a;; € C,det A £ 0},

X7

{X € GL(n,C) :det X =1}

{X € GL(n,C)

{X:X eGL(nC)},

(
{Xegl(nC): X1 =X""},

{X €gl(n,C):izX =0},
{X egl(n,R): X' =-X}

=u(n)Nsl(n,C)

su (n)

g bir Lie cebiri olsun. Eger Vz € ¢ i¢in iz (ad,) = 0 oluyorsa ¢g ye unimodular

cebir denir, [20].

Tanim 2.1.38.

Bir g Lie cebirinin herhangi bir v elemani i¢in

p=ad,: ¢ — g

v o— [u,v]
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seklinde taniml lineer doniigiim ad,, olarak isimlendirilir, [20].
Tanim 2.1.39.
G, g Lie cebiri ile birlikte bir Lie grup ve a € G i¢in

¢(a): G — G

r — azra !

seklinde bir i¢ otomorfizm taniml olsun. Bu taktirde

Ad: G — GL(g)
a — (T(¢(a)))(e)

doniigiimiine GG nin bir lineer temsili ad1 verilir. Buna gore Vo € G icin
Ad (z) = Ad (&%) = e2¥”
dir, [20].
Tanim 2.1.40.
G bir topolojik grup olsun. Eger Va,x,y € G i¢in
g(az,ay) = g (z,y)

oluyorsa G iizerinde tanimli g metrigine sol invaryant metrik denir. Eger Va, x,y €
G igin

g (ra,ya) = g (z,y)
oluyorsa G iizerinde taniml g metrigine sag invaryant metrik denir. Eger g hem

sol hemde sag invaryant metrik ise g ye bi-invaryant metrik denir.
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Tanim 2.1.41.

M bir Hausdorff topolojik uzay ve G bir topolojik grup olsun.

G x M — M

(9,p) — gp
orten doniisiimiinde

(i) VY g1,92 € G ve p € M igin
(91.92) .0 = g1. (g2.p)
(ii) e, G grubunun birimi olmak iizere
ep=p

sartlar1 saglaniyorsa G, M {izerine etki ediyor denir, [6].

Tanmim 2.1.42.

V p,q € M icin g.p = q olacak sekilde g € G mevcut ise G, M iizerinde gegisli
etki ediyor denir, [6].

Tanim 2.1.43.

G x M — M
(g, p) — gp

dontisiimii siirekli ise G, M tzerinde strekli etki ediyor denir, [6].

Eger GG, M iizerinde siirekli etki ediyor ise G ye topolojik tteleme grubu denir,

[6].
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Tanim 2.1.44.

V p € M igin a.p = p, a = e yi saghyorsa G ye efektiftir denir, [6].

Tanim 2.1.45.

p, M de sabit bir nokta olsun. G (p) = {g € G | g.p = p} grubuna, G nin p

noktasindaki izotropi grubu denir, [6].

Tanim 2.1.46.

p, M de sabit bir nokta olsun. G, = {g.p € M | g € G} ciimlesine G nin

yoriingesi denir, [6].
Tanmim 2.1.47.

g ve h iki cebir olmak iizere

p:g—h
doniigiimii lineer olsun. Bu durumda VX, Y € g igin
P (X,Y) = (0X) (¢Y)

sart1 saglaniyorsa ¢ ye bir cebir homomorfizmi denir.
Eger ¢ doniigiimii ayn1 zamanda birebir ve orten ise ¢ ye bir cebir izomorfizmi

denir, [20].

Tanim 2.1.48.

g, karakteristigi sifir olan bir K cismi iizerinde bir Lie cebiri ve

p:g—gl(g)
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¢ nin sonlu boyutlu bir temsili olsun. O taktirde g tizerinde

T g x g — K

Ky . g (ad(0ad()

seklinde tanmimli simetrik bilineer forma bir Killing formu denir ve Kill(X,Y") ile

gosterilir, [20].
Tanim 2.1.49.

(z%) lokal koordinat sistemine gore bir I' lineer koneksiyonunun Christoffel sem-

bolleri F; i ile gosterilir. Buna gore:
Vi, X; =Y ThX;
k
yazilir, [19].
Tanim 2.1.50.

Rh

iiks J ve k ya gore anti-simetrik egrilik tensorti olmak iizere ¥ egrilik formu
O = 1 R wk l
i T 9 W Aw

seklinde tammlamir. Burada {w'} 1-formlar, lokal {e;} bazinin dual bazidir, [34].

Tanim 2.1.51.

(M, V) ve (M , @) , swrastyla, V, V afin koneksiyonlari ile birlikte n ve (n + p)-
boyutlu iki diferensiyellenebilir manifold olsun.

r— N, C Tf(m)M

seklinde tanimli p boyutlu normal altuzay icin

Tf(x)M = fu (TxM) + N,
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esitligi mevcut ise f : M — M immersiyonuna afin immersiyon denir.

Her x noktasinda o (X,Y) € N, ve VxY € T, M olmak iizere
VixfY = £.VxY +a(X,Y)
seklinde taniml ise N, e M nin z noktasindaki normal uzay1 denir, [20].
Tanim 2.1.52.

M ve M', m ve n-boyutlu iki manifold ve B ile B’ de, sirasiyla, M ve M’ nin
temel topolojik uzaylari olsun. B x B’ bir irtibath topolojik uzay olup bir manifoldun
temel uzay1 adini alir.

(p,q) € B x B’ olmak iizere a(p), a’ (p), swrasiyla, B ve B’ iizerinde p ve q

noktalarindaki analitik fonksiyon simiflar1 olsun.
wy:BxB — Bvew,: Bx B — B

izdiigiimleri
w1 (p,q) = p ve Wy (p,q) = q

seklinde tanimlansin. f € a(p) ve g € a(q) olmak iizere C (p, q) da
f oWy Ve go Wo

seklinde fonksiyonlar ile bunlara (p, ¢) komsulugunda analitik olarak bagiml biitiin

fonksiyonlarin sinifi olmak tizere

(p,q) — C(p,q)

eslemesi, temel uzay1 B x B’ olan, bir manifold tanimlar. Bu tanimlanan manifolda

M ve M’ nin garpim manifoldu adi verilir ve M x M’ ile gosterilir, [20].
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Tanim 2.1.53.
G bir grup ve H, G nin bir altgrubu olmak tizere Va € G igin,
aHa ' C H

oluyorsa H ya GG nin bir normal altgrubu denir ve H < G seklinde gosterilir.

H, G nin bir normal altgrubu olmak iizere
G/H={Hg:g€e G}
grubuna G nin H ile bsliim grubu denir, [33].
Tanim 2.1.54.

A, a carpimsal fonksiyonu ile birlesimli olmayan bir cebir ve D, A nin bir ideali
olsun. O zaman

A:A/D:{X:X—FD:XEA}
olmak tizere

a:AxA—-Aa(X,)Y)=aX,)Y)+D=a(X,Y)
seklinde tanmiml iglemle birlikte, A cebirine boliim cebiri denir, [33].
Tanmim 2.1.55.

G bir Lie grubun temel grubu olsun. Eger C°G = G ve C""'G = (G,C"QG)
olmak tizere

G=C"G<aC'Ga..<aC"G ={e}

olacak gekilde bir p pozitif tamsayis1 mevcut ise G grubuna n-adimda Nilpotent grup

denir, [33].
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Tanim 2.1.56.

G bir Lie grup olsun. GV = (G, G) ve G*D = (G®, G*¥)) olmak tizere normal
alt gruplardan olusan

GG > GO

serisini gozoniine alahm. Eger G = {e} olacak sekilde bir n sayisi varsa G ye

n—adimda ¢oziilebilirdir denir, [33].
Tamm 2.1.57.

Bir G grubunun bir a eleman icin a™ = e olacak gekilde bir m dogal sayis1 bu-
lunamiyorsa a elemani sonsuz mertebedendir. Bu elemanlara serbest eleman denir.
Eger bir sonsuz devirli grubun elemenlarinin tamami serbest ise bu gruba serbest

grup adi verilir, [33].
Tanim 2.1.58.
Bir M manifoldu iizerindeki bir X vektor alam VY, Z € x (M) igin
Lxg(Y,2)=g(VyX,Z)+g(VzX,Y)=0

sart1 saglaniyor ise X e M iizerinde bir Killing vektor alam denir, [33].
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3. BOLUM

Bu boliimde Hy,, 1 genellestirilmig Heisenberg grubunun temel yapisi incelenerek
bu grubun 2-adim nilpotent oldugu gosterildi. Bu grup iizerinde sol invaryant
Lorentz metrik ve ortonormal baz sistemi olusturuldu. Daha sonra Coshul formiilii
yardimiyla baz vektorlerinin birbirleri yoniindeki kovaryant tiirevleri elde edildi.
Ayrica Hy, 1 genellestirilmis Heisenberg grubunda iistel doniisiim formiilleri olustu-

ruldu ve bu formiiller kullanilarak komutator egriler karakterize edildi.

3.1. Genellestirilmis Lorentz Heisenberg Grubun Yapisi

H2n+1 =C" XR:{(Z,t)ZZECn,tGR}

ciimlesi verilsin. Bu ciimle iizerinde

(T1, YLy ooy Ty Yns £) O (T4, U1y 5 oeey Ty Uniy 1) (3.1.1)
3 _ 1, . 3
= (371+361,?/1+y1,~~;t+t+§;($z’yi—yi$i))

70” iglemi tanimlansin. O zaman Hy,,,; ctimlesi bu iglemle birlikte bir grup olur.

Bu grubun birim elemani1 0 = (0,0, ..., 0) ve herhangi bir (z,t) = (z1,v1, ..., Tn, Yn, t)

elemanmnin tersi
(z,t)*l = (—z,—t) = (—x1, —Y1, — T2, —Y2, -y —Tpy —Yn, —t)

seklinde tanimhidir.

Herhangi £, n € Hy,41 elemanlarinin komiitatorii
€] =Eonot on™t (3.1.2)
dir. Buna gore

52 (‘Tlaylv ) "'7xn7yn7t>7 n= (i’l,@l,f% "'7'%n7gn7£) € H2n+1
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olmak tizere,

[gan] = (mlayla -">$n>yn7t) © (-%172617 "'75jn7gn>t)

O(:El) Y1y ooy Ty Yn,y t)_l o (‘%17 glv ) jn7 g’rm -E)_l

olur. (3.1.2) den

[S’n] = (ﬁlvyla "'7xn7yn7t) o (5717:&1’ "'>jn7gn7£>

O(_'rh Y1,y —Tn, —Yn, _t) © (_jla _gla sy _j’ru _g’ru _t)

yazilabilir. (3.1.2) iglemi kullanilarak

[§,m = (561+m1,y1+y1,---,xn+mmyn+yn—yn—ymt+t+§Z(ﬂfiy—y¢xi))
=1

O(_xl — X1, = Y1 = Y1y, =Ty — Tpy —Yp — Y, —t — T + 5 21(ny - yzxz))

= i+ T -1 =T, +h = — Py T+ Ty — Ty — Ty,
n

_ . . I, 1. I,
,yn‘f'yn—yn—yn,t+t—t—t+52($i?/—§yz‘$z‘)+52($z‘y—yi$z‘)
= i=1

+% Z (=2 — 23) (Y + 5i) — (—yi — T) (21 + T1)))

elde edilir. Burada gerekli diizenlemeler yapilirsa,

n

€,m] = (0,0, ..., Z(i‘zy — Uix;)) (3.1.3)

i=1
bulunur.

Burada [£, 7] # 0 dir. Dolaysiyla Hy,,,; grubu degisimli degildir.
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Teorem 3.1.1.
Hs,+1 grubu, 2-adim nilpotent Lie grubudur.
ispat.

Hy,, 11 grubunun elemanlar &, n, o, sirasiyla,

~, A

é-: (xlayla ) "'7xnayn7t)7 n= (i.bglvj% ---wijnagnvt)a 0 = (‘%lagla ) "-7*%n7:gn7t)

seklinde verilsin.

(3.1.3) den Hy, 1 grubunun elemanlarmm ikili komiitatorii;

[[5777] 70] = [(0707 sy 5 Z(xzy - yl'xz))a ($17y17 ) "‘7xn7ynat)]
=1
olur. Buradan
[[5777]70-] = (0707---752:(%9_%%))O($1ay1”-~-7$n7ymt)
=1
1, . N A
0(07077§Z(x1y_y1x2)) 1O<I17y177”'7'rn7yn7t) !
i=1

elde edilir. Ters eleman 6zelliginden

n

1 ~

[[5777]70-] = <O707"'7§Z('%iy_gixi))o(£17g177"'7:%n7:&n7t>
i=1

A,

1 n
O(O, 0, couy —5 ;(fﬁzy - gjlxz)) o (—i’l, —gl, g sery —QAZn, —gn, —t)
(b1 5 3 i — i)

= X — Y — Y; Ty

1, Y15, y Ly Yny 9 - €Ty Yils

O(_i'la _gla PREER] _jjn7 _gna —t— = Z(‘%Zy - glxl))
~ (0,0,...,0)
bulunur.
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Bu da H,,,; grubunun, 2-adim nilpotent Lie grubu olmas1 demektir.[]

Hy, 1 grubunda bir g Lorentz metrik olugturup, bu grubun ortonormal bazi

yardimiyla baz vektor alanlarinin birbirine gore kovaryant tiirevlerini hesaplayalim.

Hs,, 11 grubu i¢in g metrigi [6];

n

9= Z da + Z dy; — (dt + ; > (yidz; — widy;))’ (3.1.4)

=1
seklinde tanimlanir. Hy,; grubunun Lie cebiri hg, 1 olsun. Bu taktirde

o 1 0 0 1 (’9 0

olmak iizere {X;,Y;, T} ortonormal bir baz olur. Bu bazin duali de

n

i i 1
dir. Ayrica X;,Y;, T (1 <i <n) vektor alanlar1 i¢in (3.1.4) den

dir.

X, Y;, T (1 <i<n) vektor alanlar igin bracket operatorii,

X, Y] =T, [X;,T| =0, [Y;,T|=0, 1 <i<n. (3.1.8)
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(3.1.2) den X;,Y; vektor alanlarimin komiitatorii:

1 1
= (0,0,...,1,0,...,0,0,—5%)o(o,o,...,o,1,...,o,o,§xi)
1 1
o(o,o,...,1,0,...,0,0,—5%)—1o(0,0,...,0,1,...,0,0, 5%)_1
1 1
= (o,o,...,1,0,...,0,0,—5%)o(o,o,...,o,1,...,0,0,5;1:1-)
1 1
(0,0, ...,—1,0,...,0,0, §yi)o(0,0,...,O,—1,...,0,0,—§:pi)
1 1 1
= (0,0,....,1,1,...,0,0, =2; — =y; + — 3.1.9
( J Y 9 ? J 9 ? 72&: 2y + 2) ( )
(0,0 1,-1,..,0,0 L ! + 1)
o) ceey T - —Y; — =Ly -
) Y ) ) ) ) ) 72y 2‘/[; 2
1 1 1 1 1 1
0,0,..,1—=1,1-1,...,0,0, =2; — —y; + = + =y T+ =)

olur. Yani

dir.

Benzer hesaplamalarla
X;, T|=1[Y;,T] =0, 1<i<n (3.1.11)
elde edilir.

Simdi Hly, ;1 grubu i¢in g metriginin Levi-Civita koneksiyonlarini hesaplayalim:

Hs, .1 grubunda XY, Z vektor alanlar: i¢in Coshul formiilii
29(VxY, Z) = g([X,Y], 2) —g([Y. Z], X) + g ([Z, X],Y) (3.1.12)
bigimde tanimlamr, [20]. Burada X = X;, Y = X vektor alanlar1 kullanilarak,
29 (Vx,X;, Z) = g ([X4, Xi], Z) — g (X4, 2], X4) + 9 ([Z, Xi], X3) (3.1.13)
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elde edilir. (3.1.13) egitliginde, (3.1.8) kullanilir ve braket operatoriiniin anti-simetrik

oldugu gozoniine alinirsa
29 (VXiXi7 Z) =29 ([XU Z]7 Xl)

bulunur.

esitliklerinden ve (3.1.5) den

elde edilir. Z # 0 ve g Lorentz metrigi non-dejenere oldugundan
Vx,X; =0 (3.1.14)

bulunur. Benzer sekilde

oldugu gosterilebilir.
X, X; birer vektor alan ve ¢ # j olsun.

Bu durumda (3.1.12) de X = X, ve Y = X, aliirsa
29 (Vx, X, Z) = g ([Xi, Xj], 2) — g ([X;, 2], X3) + g (12, X4, X;)
elde edilir. Burada (3.1.9) ve (3.1.11) gozoniine alinirsa
29 (Vx,X;, Z) = —g (X, 2], X3) + ¢ ([Z. Xi], X;) (3.1.16)
bulunur. Eger (3.1.8) sistemi (3.1.16) esitliginin sag tarafinda kullanihirsa
9(1X;, 2], X;) = 0ve g ([Z,Xi], X;) = 0

olur. Dolayisiyla
9(Vx,X;,Z)=0
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elde edilir. Z # 0 ve g Lorentz metrigi non-dejenere oldugundan
Vx,X; =0 (3.1.17)
bulunur. Ayrica [X;, X;] =0 ve Tanim 2.1.30 dan
(X, X;] = Vx,X; —Vx,X; =0

olur. Buradan

Vx.X; = Vx, X,

elde edilir. Dolayisiyla
Vx,X; =0 (3.1.18)

bulunur.

Diger taraftan benzer yontemle
Vv, Y; =Vy,Y; =0 (3.1.19)

elde edilir.
Simdi X;,Y;, T (1 <i < n) vektor alanlarinin kovaryant tiirevinin sifirdan farklh

oldugu durumlar: inceleyelim:

i) VX, = Vx,T= %Yi dir. Gergekten;

X =X,,Y =T, Z =7, vektor alanlar1 (3.1.12) de verilen Coshul formiiliinde

yerine yazilirsa
29 (Vx,T,Y;) = g ([Xi, T], Y3) — g ([T, Yi], X3) + g ([Y3, X3, T) (3.1.20)
olur. (3.1.11) dan [X;, T] =0, [T,Y;] = 0 oldugu (3.1.20) da gz oniine alinirsa
29 (Vx,T,Y;) =g ([Y:, X;], T) (3.1.21)
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bulunur. (3.1.9) dan braket operatoriiniin anti-simetrik zelliginden [Y;, X;] = =T

olur. Bu deger (3.1.21) da yerine yazilirsa
29 (Vx,T,Y;) = —g (T, T)
elde edilir. (3.1.5) den ¢ (T, T) = —¢(Y;,Y;) oldugundan
29 (Vx,T,Y;) = g(Y;, Y5)

yazilir.
Benzer sekilde

bulunur. (3.1.5) den
29 (Vx, T, X;) = g (Y, X)

yazilir. Yine benzer diigiinceyle (3.1.5) kullanilarak

29(Vx, T, T) = g(Y;,T)

(3.1.22)

(3.1.23)

(3.1.24)

elde edilir. (3.1.22), (3.1.23), (3.1.24) ifadelerinden her C' € {X;,Y;, T} vektor alam

icin
29 (Vx,T,C)=g4(Y,C)

olur. (3.1.25) esitliginden

1

bulunur. Tamim 2.1.30 da
X, Y] =VxY-VyX

oldugu goz 6niine alinir ve [X;, T] = 0 oldugu (3.1.26) da kullanilirsa

Vx, T =V1X;
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olur. Dolaysiyla (3.1.26) ve (3.1.27) den

1
elde edilir.

ii) VoY, = Vy,T = —%Xi dir. Gergekten;

X=Y,;, Y =T, Z =X, vektor alanlar1 kullanilarak, Coshul formiiliinden
29 (Vy,T,X;) = g ([Y;, T], Xi) — g ([T, X3], Y3) + g ([X5, Y], T)
yazilabilir. (3.1.11) degerleri burada gozoniine alimirsa
29 (Vy, T, X;) = g ([Xi, Y], T) (3.1.28)
bulunur. (3.1.9), (3.1.28) de kullanilirsa
29 (Vy, T, X;) = g(T,T)
elde edilir. (3.1.5) den ¢ (X;,X;) = —g (T, T) oldugundan
29 (Vy, T, X;) = —g(X;, X)) (3.1.29)

yazilir.
(3.1.5) kullanilarak

bulunur. Benzer sekilde (3.1.5) kullanilirsa, sirasiyla,

29 (Vy.T,T) = ¢(X;,T) (3.1.31)

yazilir. (3.1.28), (3.1.29), (3.1.30), (3.1.31), den VC € {X,,Y;, T} vektor alanm igin
29 (Vy,T,C)=¢(Y,C)
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olarak elde edilir. Buradan

1
Vy,T =X, (3.1.32)

[

bulunur.

X, Y] = VxY — VyX

esitliginden ve [Y;, T| = 0 oldugundan
Vy, T =V1Y;=0 (3.1.33)
olur. O halde (3.1.32) ve (3.1.33) esitlikleri birlikte diigiiniiliirse
1
VrYi=Vy,T=—2X,
elde edilir.

(i) ve (ii) ye benzer gekilde

1
bulunur.
X, Y| =Vx,Y,—Vy, X,
esitliginden
1
olur.

Boylece gore elde edilen hesaplamalar sonucu,

VXZX’L - leYl - VTT - O,

1
ViX, = VxT=3Y, (3.1.34)
1
VrY; = VYiT=—§Xz‘,
1
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yazilir.

Buna gore Hy, ,; grubunda egrilik tensor alanlariyla ilgili
R(X,Y)Z =VxVyZ —VyVxZ =V xy|Z (3.1.35)

formiiliinii kullanarak hesaplayalim:

Bunun i¢in (3.1.35) de X = Z = TY = X, yazilirsa

R(T,X,)T =V1Vx,T — Vx, V1T — Vir x,T. (3.1.36)

elde edilir.
(3.1.36) da (3.1.34) ve [T, X;] = 0 oldugu gvz 6niine alimirsa,

1 1

bulunur.

Benzer sekilde, (3.1.35) de X = Z = T.Y =Y, alinirsa
R(T,Y,)T =V1Vy,T — Vy, V2T — Viry, T (3.1.38)

olur. (3.1.38) de (3.1.34) ve [T,Y;] = 0 oldugu goz niine alinirsa

R(T,Y,)T = —%VTXi = —iYi (3.1.39)
elde edilir. Benzer diistinceyle (3.1.35) de X = T)Y = X, Z = X, alinarak
R(T,X;)X; = VoVx,X; = Vx,V1X; = Vir x X, = —ET (3.1.40)
bulunur. Buna gore sifirdan farkl olan diger egrilik vektor alanlari, sirasiyla,
R (Xi, Xj) Y, = ;léjkyi_iéiij’
R(Y.,Y;) X, = }lajkxi—iaikxj, (3.1.41)
R(X;,Y,)X; = —%(5jkYi_;15iij7
R(X;,Y,Y; = %5iji+;l5z‘ij;
R(TX)Xe = —0uT



seklinde elde edilir, [3].
Teorem 3.1.2.

Ha, .1 genellegtirilmis Lorentz Heisenberg grubunda {z1, ..., ., 41, ..., Yn, t} ko-

ordinat sistemi olmak iizere sol invaryant g metrigi icin asagidaki esitlikler gecerlidir:

0 0N_ 1o (0 9N_ 1.
g 8I2‘7 8:102 n 4yl ’ g (‘3@-’ (9xj a 4yzy];
o oN_ 1 (2 9N_1
g 81‘178% N 4 i 9 8xi78yj N 4 jy“

9 oN_ Lt (0 9y _1
Iz ot )~ 2% I\ a¢) ~ 27"

9 0\ _ 4
A A

Ispat. i) Hy, .1 grubu i¢in bir ortonormal baz sistemi {X;,Y;, T} olmak iizere

(3.1.5) den

i

0 1 0

X; = agi—i%‘?y
1
Y, = 8yi+§xi§’
dir. Buradan

aii = Xi+%yiT>
(9?,/¢ _ Yi—%aziT, (3.1.42)
g~
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egitlikleri elde edilir. (3.1.42) den i = j igin,

o 0 1 1
2 L) = g(Xi + T, X+~
g(f)xi’ﬁx) g( +5Y Z+2yT)

olur. g lineer oldugundan

) 1,
g (a_x; a—xl) =g (X, X;) + Zyig(Ta T)

yazilir. Buradan da

g (i i) =1- ly? (3.1.43)

elde edilir.
Benzer sekilde (3.1.42) den i # j igin,

o 0 1 1
) (X + =y T, X 4 =y T
g(axi’axj) 9(Xi+ 4T X; + 5y, T)

ya da

g 0 1
g (8_1'1’ a—xj) = Zying (T>T)

9 9N_ L
g axi’ axj - 4yzy]
dur.
ii) (3.1.42) den i = j i¢in

g 0 1 1
a 438 | — Xz a iTuYi -5 iT

yazilir. Buradan

ya da

o 0 1
= — 2.0 (T. T
g((%i,ay) 43723/19( ,T)

o0 9N_1
g a$278y1 - 4 ’Lyl

dir. Benzer gekilde (3.1.42) den i # j igin,

g 0 1 1
— ) =g(X,+-yT,Y; — -2, T ).
g(@x/@y]) g( +2y J 2in )
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Ayrica g lineer oldugundan

o0 9N_L
g axzaayj _4 ]yl

bulunur.

iii) (3.1.42) den

o 0 1
— W — ) =g X, + =y, T
g(&:/m) g( z+2yz ,T)

9 9y_ 1.
IN\oz, 0t) ~ 2¥

ya da

elde edilir. Benzer gekilde

9 9y_1
Iy, ot) ~ 2"

9 0\ _ 4
INovat) ~

yazilir. Bu da ispat1 tamamlar.[]

olur.

iv) (3.1.42) den

3.2. Genellestirilmis Lorentz Heisenberg Grubunda Ustel Déniisiimler

ve Taylor Formiilii
Tanim 3.2.1.

Hs,,+1 Heisenberg grubunun Lie cebiri by, 11 olsun.
exp: bopr1 — Hoppr
X — expX

doniigiimii, Hy,,; Heisenberg grubunda tistel doniigiim olarak adlandirihir ve Vs, t €
R i¢in
exp (t+ s) X = exptX expsX (3.2.1)
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yazilir, [20].
p € Hy,y 1 ve f € C (Hy,, 1) olsun. 6 () = exp tX homomorfizmi igin §' (0) = X
oldugundan

X f=X(fol,) = {%f (pexp tX)} (3.2.2)

t=0
yazilabilir, [20].

(3.2.2) den X f in (pexpuX) deki degeri
- d d
[Xf] (pexpuX) =< —f (pexpuX exptX) = —f(pexpuX)
dt o du

seklinde elde edilir. Benzer sekilde X™ f in (pexpuX) € Hy, 41 deki degeri

m

d—mf (pexpuX)

[me] (pexpuX) = o

olur.
Simdi kabul edelimki f € C'*° (Hy,, ;) fonksiyonu p de analitik olsun. O zaman

honi1 Lie cebirinde sifirin in bir Ny komsuluguda
exptX) :ii[xmf] (3.2.5)
p p — m' b
bulunur, [20]. Bu da Ny komsuluguda Taylor acilimu (formiilii) dur.

Teorem 3.2.2

X;, Y, T, (1 <i<n),H sy, deortonormal baz vektor alanlari, o, 5;, \i, p;, 7, € €
C* (Hy,+1) diferensiyellenebilir fonksiyonlar olmak iizere H, 1 deki E ve K vektor

alanlari i¢in

exp (tE) exp (1K) = exp{t ¥ [(o + X)X+ (8, + 11,) Yi + (v + &) T
t2 = t2 t2

+57T () T-5 €T (v) T+ 11} (3.2.6)
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dir. Burada

M= [ [@Xi ()X = A% () X+ aip T — 1Y () X,
i=1,j=1

+0;X; (§) T—ET (o) Xi — BT + B,Y5 (V) X — N X (8;) Y
+5,Y; (Mj) Y, - Y (B)Yi+B,Yi ()T —ET(B,) Y
+T (M) X; = A X; () THT (1) Y + X (1) Y — Y5 () T

dir.

Ispat. X;,Y;, T (1 <i < n)Hy,,; de ortonormal baz vektdr alanlari, oy, 5;, Ai, 14,7, € €
C* (Hay,41) diferensiyellenebilir fonksiyonlar ve Hl, 1 deki bu bazlar cinsinden E
ve K vektor alanlar
i=1

K = Z)\ij +/Lij +€T

j=1
seklinde olsun. Kabul edelimki f € C*° (Hjy,. ;) fonksiyonu sifirda analitik olsun.

n

[E"f] (pexptE) = %f (pexptE) (3.2.7)

bulunur. (3.2.7) formiiliinde K vektor alam goz oniine alinirsa,

- B dr dm
[E K f] (0) = [%dt_mf (exptE exp sK)} o

elde edilir. O halde f (exptE exp sK) fonksiyonu i¢in Taylor serisi, yeterince kiigiik
s ve t ler icin
5™ [~ o~
f(exptBexpsK) = 3 =2 [E”Km f] (0) (3.2.8)

n!m!
m,n>0

olur. t = 0 da analitik olan Hy,; de herhangi bir B (t) fonksiyonu i¢in
exptEexptK = exp B (t) (3.2.9)
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olsun. B (t) fonksiyonunun bilegenlerini (3.2.9) ifadeleri kullanarak hesaplayalim.
B (t) fonksiyonu ¢t = 0 da analitik oldugundan B; ve By, Hy, 1 de keyfi vektorler
olmak tizere

B(t) = tB; +t*By + O () (3.2.10)

olarak yazilir. Burada O (%), € > 0 icin || < € olmak iizere serinin analitik kalamdir.

Bu taktirde (3.2.10) dan
f(expB(t)) = [ (exp (tB1 + t*Bs)) + O (£°) (3.2.11)

olarak elde edilir. (3.2.11) de Taylor formiilii kullanilirsa

[e.9]

flexpB(t) =) % [(tB1 +*By)" f] (0) + O (#*) (3.2.12)

n=0

bulunur, [20]. Eger ¢t = s i¢in (3.2.8) ve (3.2.12) egitlikleri birlikte diisiiniiliirse
B —E+K,

ve

1oy =~ lef =~~ 1-=
—B?>+ B,=-E’+EK + -K?
g Pt b2 = gl A B A

elde edilir. Buradan

1
Bi=E+K, By=;[EK|

bulunur.

Son olarak [E, K| ifadesini, Hy, 1 deki X;,Y;, T baz vektorlerinden yararlanarak

hesaplayalim:
B,K] = En: a;X; + 3,Y; + 1T, En: AX; 4 1Y+ €T
=1 Jj=1
= i a; X, i ANX |+ i a; X, i Y|+ i a; X;, £T

[ i=1 j=1 i=1 j=1 i=1

+ Zn; B,Y;, iAij + iﬁiYi,iquj + zn;ﬁiYi,gT
= = p pm P

+ _fyT, i XS |+ [T, i 1w, Y| + [T, ET).
= p=
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Esitligin sag tarafindaki braket operatorleri ayr1 ayri hesaplanirsa:

[Z OéiXZ', Z )\jX]’] = Z Oéi)\j [X“ XJ} + Z OéiXi ()\]) Xj — Z )\ij (Oéz) X
=1 7=1 i=1,7=1 i=1,7=1 i=1,7=1
= D aXiW)X; - Y AX; ()X
i=1,j=1 i=1,j=1
[Z aiXZ', Z ,U,J-Yj] = Z aiuj [XZ, YJ] + Z OéZ'XZ‘ (/Lj) Yj — Z ,U,ij (Oél) Xl
i=1 j=1 i= lj 1 i=1,j=1 i=1,j=1
Z o T+ Z a; X; ( ,M] Z 1Y (aq) X,
i=1,7=1 i=1,7=1

[i a; X, T
i=1

= Dol X T+ 3 aiXi (O T— Y €T () X
= Z a; X; (§) T— ZfT (a;) X

[ZBZYZ-,ZAJ-XJ-] = > BNYLX ]+ D BYi(NX - Y AX ()Y
i=1 j=1

= lj 1 i=1,5=1 i=1,5=1

_ —Zﬁ/\T+ Z BY ()X — Y AX(8)Y

i=1,j=1 i=1,j=1

[Z BiYi, Zﬂij] = Z Bi:uj (Y3, Y]+ Z BiY; (Mj) Y, — Z Mij (B:) Y
i=1 j=1 i= 1j 1 i= 1j 1 i=1,j=1
DR A ATH T S
i=1,j=1 1=1,j=1

[Z B,Y; T

=1

- Zﬁig Y, T] —|—ZBZ-YZ» (€) T—ZﬁT (8)Y
_ ZﬁiYi (g)T—ZﬁT(ﬁ )Y
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7T, Z)‘ij] = D> N [TX]+) ATM)X =) AX; ()T
s j=1

j=1 J=1
= Y ATO)X; =) AX; ()T
=1 j=1

VRIS SRS SIS WAL
j=1 j=1 j=1 j=1
= > AT () Y, = > i Y;(3)T
=1 j=1

VT, ET] =+ [T, T]+4T(§) T - €T (y) T

elde edilir. O halde

n

EK = > X Z X (o X+Za,MZT+ Z ;X (1) Y

i=1,j=1 i= 1] 1 i= 1J 1

_ Z 1,Y; (o) X, +Zal ; T—ZfT(ai)Xi—Zﬁi)\iT
i=1,j=1 i=1 i=1

+ Z BiYi(A) X — Z A X (8:) Yi+ Z BiYi (1) Y;  (3.2.13)
i=1,7=1 i=1,7=1 i=1,7=1

= 3 Y (B)Yi+ Y BY (6 T- ZﬁT (B)Y:+ 3 AT () X
i=1,j=1 i=1 j j=1

= NX; (DT AT (1) Y Zu] NT+T ()T €T ()T
=1 Jj=1

Ayrica Hs,, 1 grubu 2-adimda nilpotent oldugundan
O(t*) =0 (3.2.14)

olur.

Bulunan bu ifadeler (3.2.12) de yerine yazilirsa ispat tamamlanmig olur. [J

Teorem 3.2.2 gtz oniine alindiginda agagidaki sonug verilebilir.
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Sonug 3.2.3

X, Y;, T (1 <i<n)Hy,,; de ortonormal baz vektér alanlar1 ve ¢t € R olmak

lizere
i) exp (1X;)exp (tY;) = exp {t (Xi +Y;)+ %T} :
ii) exp (tX;) exp (tT) = expt (X; + T),

iii) exp (tY;)exp (tT) = expt (Y; + T)
dir.

Teorem 3.2.4

Hy, 1 Heisenberg grubunda E ve K vektor alanlar: icin
exp (—tE) exp (—tK) exp (tE) exp (tK) = exp{t*yT (£) T—t2¢T (y) T+t*11}

dir. Burada oy, 8;, A\i, 14;,7,& € C%° (Ha,41) diferensiyellenebilir fonksiyonlar olmak

lizere
i=1,j=1
+a;X; (§) T—ET (04) X — BANT 4 8,Y5 (A) X5 — N X (8:) Y
+5,Yi (ﬂj) Y; - Nij B)Yi+B8,Y: (§) T —ET(8,) Y
9T (X)) X = A X (7) T+ (1) Y+ X (1) Y5 — 11X 5 (7) T
dir.

Ispat. (3.2.6) ifadesine, sirasiyla, exp (—tE) ve exp (—tK) uygulanirsa
exp (—tB) exp (—tK) exp (tE) exp (1K) = exp{t Y _[(c; + \) Xy + (8; + 1) Yi + (7 + ) T
i=1
t? t?

_tZ[(ai+)\i)Xi+(5i+ﬂi)Yi+(7+§)T]+§[E7K}+§[E7K]}
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elde edilir. Gerekli diizenlemeler yapilir ve (3.2.13) ifadesi bu esitlikte yerine yazilirsa

istenen elde edilir. [
Teorem 3.2.4 gozoniine alindiginda asagidaki sonug verilebilir.

Sonug 3.2.5.

Hs,,+1 Heisenberg grubunda X;, Y;, T baz vektor alanlari olmak iizere
i) exp (—tX;) exp (—tY;) exp (tX;) exp (tY;) = exp {t*T},
ii) exp (—tX;) exp (—tT) exp (tX;) exp (tT) = 1u,, .,

iii) exp (—tY;) exp (—tT)exp (tY;) exp (tT) = 1n,, -
dir.

Teorem 3.2.6.

Hy,+1 Heisenberg grubunun Lie cebiri by, 1 olmak iizere X;, Y;, T (1 <i < n)

vektor alanlar1 yardimiyla verilen E ve K vektor alanlar igin
n t2 t2 t2
exp (tE) exp (tK) exp (—tE) = exp{t Z[)\ijjLquj]—i-th—i—EvT () T—5€T () T+ 11}

j=1
dir. Burada t € R, «y, 8;, Miy 11,7, € € C™ (Hy,41) diferensiyellenebilir fonksiyonlar

ve
M= [ ) (X ()X = AKX () X + ai T — 1Y (i) X;
i=1,j=1

+a;X; (§) T—ET () X — BANT 4 8,Y5 (A) X5 — N X (8:) Y
+8, Y (Hj) Y; — 1Y (B)Yi +8,Y: () T—ET(8,)Y;
+T (M) X; = AKX () THT (1) Y + X (1) Y — Y5 (7) T
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dir.
ispat.
Yeterince kiigiik ¢ € R ler igin (3.2.8) goz oniine alinirsa
o _

f (exp (tE) exp (tK) exp (—1E)) = m%ﬁw [B"K" (<87) £] (0) (3:2.15)

yazilir. ¢ = 0 da analitik olan herhangi bir S () fonksiyonu i¢in
exp (tE) exp (tK) exp (—tE) = exp S (t)
olur, [22]. Hy, 1 de iki analitik fonksiyon S, Sy olmak iizere
S(t) =tS1 + 252+ O ()

dir. Diger taraftan f fonksiyonu analitik oldugundan

fexp S (t)) = f (exp (tS1 + ¢753)) + O (%) (3.2.16)
olur. (3.1.16) ifadesinde Taylor seri a¢ihmi géz 6niine alinirsa
© 4 ) o
flexps ()= - [(tsl + t252) f} (0)+ 0 () (3.2.17)
0
bulunur. (3.2.15) ve (3.2.17) esitlikleri kargilagtirilirsa
S1=Kve S, = [E K]

elde edilir. Diger taraftan [X;,Y;] = T oldugu (3.2.13) de yerine yazilirsa ispat

tamamlanir.[]
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Teorem 3.2.6 goz 6niine alindiginda asagidaki sonug verilebilir.

Sonug 3.2.7.

Hs,,+1 Heisenberg grubunun baz vektor alanlar1 X;, Y,;, T olmak iizere
i) exp (tX;)exp (tY;) exp (—tX;) = exp {tYi + %T} ,

ii) exp (tX;) exp (tT) exp (—tX;) = exp (tY;) exp (tT) exp (—tY;) = exp {tT}
dir. Burada t € R dir

3.3. Genellestirilmis Lorentz Heisenberg Grubunda Komutator Egriler

Tanim 3.3.1.

Hy, .1 Heisenberg grubunda X, Y vektor alanlari olmak {izere

v I — Hypp

exp (—t%X> exp <—t%Y> exp (t%X) exp (t%Y) , >0
t — ()=

bigiminde tanimlanan egriye bu grubun komutatér egrisi adi verilir, [27].

Teorem 3.3.2.
Hy,, .1 Heisenberg grubunda X; ve Y; baz vektorleri yardimiyla komutator egri
v (t) = exptT
dir. Ozel olarak ¢ = 0 daki tanjant vektorii
7 (0)=T
dir.
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Ispat. X; ve Y; baz vektorleri yardimiyla,
v (t) = exp <—t%Xi> exp (—t%Yl) exp (t%XZ) exp (t%Yi)
elde edilir. Teorem 3.2.5 ve Tanim 3.3.1 birlikte kullanilarak
7 (t) = exp {tT}
bulunur. Ote yandan Tanim 3.2.1 den
7 (0)=T
olur. Bu da ispat1 tamamlar.[]

Teorem 3.3.3.

v (t), Ha, 11 Heisenberg grubunun bir komutator egrisi ve {X;,Y;, T} de Hs, 11

da ortonormal baz sistemi olsun. Buna gore;

i) X; ve T baz vektorleri yardimiyla tanimlanan komutator egri regiiler degildir.

ii) Y; ve T baz vektorleri yardimiyla tanimlanan komutator egri regiiler degildir.

Ispat. Teorem 3.3.2 ispatina benzer sekilde [X;, T] = [Y;, T] = 0 oldugu goz
oniine alinirsa ispat tamamlanir.[]

Simdi keyfi vektor alanlar: icin regiilerligi inceleyelim:

Teorem 3.3.4.

Hy,, .1 Heisenberg grubunda E ve K vektor alanlar1 yardimiyla komutator egri

v (t) = exp{tyT (§) T—t{T () T+I}
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dir. Burada t € R, oy, 5;, Ai, i1;,7, & € C* (Hy, 1) diferensiyellenebilir fonksiyonlar

ve
M= [ (X ()X = A% () X + gy T
i=1,j=1

—1; Y () Xi + ;X (§) T—ET () X
—BANT + B,Y3 (X)) X5 = A X (68;) Y
+8.Y (1) Y5 — ;Y5 (B) Y+ 3,Y ()T
=T (8) Yi +9T () X; — A4 X; () T

T (1) Y+ iXs (1) Y — ;Y (7) T
dir.
ispat. Teorem 3.2.4 ve Tamim 3.3.1 birlikte kullanilirsa istenen elde edilir.[]

Sonug 3.3.5.
Hs,,+1 Heisenberg grubunda komutator egrinin ¢ = 0 daki tanjant vektorii
7 (0) =T (§) T—ET (v) T+II

dir. Burada t € R ve o, 3;, Ai, 11,7, & € C (Hy,41) diferensiyellenebilir fonksiyon-

lardir ve

I = | i 06X (M) X5 = XX () X + i, T
Ta¥, (00X, 0., (6 T—€T (a) X,
—B,NT + 5,Y; ()\j) X — N X (8,)Y;
+8,Yi (1) Y — ;Y5 (B:) Y+ B,Y: (§) T
=T (B) Y +9T (V) X; = N X; (1) T

T (1) Y5+ X (1) Y5 — ;Y5 () T
dir.
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4. BOLUM

Bu boliimde Hy,,, ; genellestirilmis Heisenberg grubun R?"*! e diffeomorfik oldugu
gosterildi. Hy, 1 genellestirilmis Heisenberg grubu yardimiyla H,,; x S! Lie grubu
olusturuldu. Bu Lie grubu iizerinde tanimlanan metrik yardimiyla kovaryant tiirevler
ve egrilik tensorleri elde edildi. Daha sonra Hy,,; x S' Lie grubunun Lie cebiri
yardimiyla tistel doniigiim formiilleri bulundu. Son olarak bu iistel doniigiimler kul-
lanilarak Hy,; x S! Lie grubu iizerinde komutator egrilerin bir karakterizasyonu

incelendi.
4.1. Hy,41 x S' Lie Grubunun Olusumu ve Egrilik Ozellikleri

P ve T, (n x 1) —mertebeli kolon matrisler ve @) € R olmak iizere

S

Y

P
Hy, 1 = 1 : P, T (n x 1) — mertebeli kolon matrisler,@) € R
0

= O N

0
0
seklindeki reel matrislerin tegkil ettigi Heisenberg grubu bir Lie grubudur. Ayrica

Hy,, 4, Lie grubu R?"*! e diffeomorfiktir. Gercekten

U R*™ 5 Hy, ., (X,Y,2)— U (X,Y,2)

oyleki i i i i
X1 Y
Xo Y,
X = _ , Y = _ , L= 017y )
X, Y.,
olmak tizere
I, -7t X
U(X,Y,Z)= 0 1 Y |, (4.1.1)
0 0 1



doniigiimiiniin bir diffeomorfizm oldugunu gosterelim:
R+ de koordinat fonksiyonlar1 diferensiyellenebilir oldugundan ¥ diferensiyel-
lenebilirdir.
U nin tersinin olmasi igin ¥ nin birebir ve ¢rten olmasi gerekir. V(X,Y, 7).,
<)?,§7, Z) € R?"*! jcin
V(X,Y,Z) =0 (}? Y, Z) (4.1.2)

olsun. Gosterelimki (X,Y,Z) = ()N(,f/, 2) dir. Bunun icin (4.1.1) dan (4.1.2)

yardimiyla
I, 7' X I, 7' X
0 1 Y|=]l0 1 Y
0 0 1 0o 0 1

yazilir. Matrislerin genel 6zelliklerinden

—Zt=-7' X=X,Y=Y

oldugu elde edilir. Transpoz tanimindan

yazilabilir. Dolayisiyla

olur. Yani ¥ birebirdir.

I, -7t X
VQ =1 0 1 Y | €Hy,yy igin en az bir (X,Y, Z) € R vardir syleki
0 0 1

U (X,Y,Z) = Q dir. Boylece ¥ &rten bir fonksiyon olur. Sonug olarak W nin tersi

vardir.
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Simdi, ¥~! doniisiimiiniin diferensiyellenebilir oldugunu gosterelim. Hy,; de bir

elemanin tersi U~=! = —W¥ olarak tammlandigindan V (X, Y, Z) € R*"*! igin

I, -7t X I, 7t -X
VXY, Z)=—-]0 1 Y |=]0 1 -Y
0 0 1 0 0 1

elde edilir. ¥ diferensiyellenebilir oldugundan dolayr —V¥ de diferensiyellenebilirdir.
Yani U~! doniistimii diferensiyellenebilir olur. O halde ¥ : R**! — H,, ., bir

diffeomorfizmdir.
Simdi Hy,,; x S' Lie grubunun temel yapisin1 ve cebirsel 6zelliklerini verelim.

(i), (n x 1)-mertebeli ve i. satiridaki elemani 1 olan bir kolon matrisi gostermek

lizere
I, (i) 0 I, 00 I, 0 (i)
o 1 0o}, 10111, 1010
0 0 1 0 0 1 0 0 1

2n + 1 tane matrisi goz 6niine alalim. Bu durumda Hy,; x S! Lie grubu

( )

1 0 .. 0 a a™ 0
0 1 .. 0 ay™ ay™ 0
0
1 a3 0 .
H2n+1 X Sl = i . Clg,(l eR
0 0 1 0
(\0 0 .. 0 0 .. e¥ma )

bi¢iminde tanimlanabilir. Bu Lie grubu GL (n + 3,C) Lie grubunun kapali irtibath
bir altgrubuna kargilik gelir, [1].
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My, .1 x S! iistiindeki koordinat fonksiyonlar1 z;,y, z;,t (1 < i < n) olmak iizere

A € Hy,1 x St icin bu koordinat fonksiyonlarini

v (A) =a™, y(A) =aply, 2z (A) =a] ™ t(4) =a

7

seklinde tanimlayalim.
Hy, 1 x S' grubu i¢in g metrigi;

r

g=> (a+7) -8 -7’ (4.1.3)

i=1
seklinde tanimlanir. Bu taktirde

0 9, 0

0 < 0
X =2 y=2 A A 414
or; oy " ;x 07 07 ot (4.14)

olmak tizere {X;,Y,Z,, T}, Hy,,; xS' grubunun ortonormal bir bazi olur. Bu bazin

duali de

a; =dx;, f=dy, v, =dz —x;dy, n=dt (4.1.5)
dir. Ayrica X;,Y,Z,, T (1 <i<n) vektor alanlar igin

dir.

Buna gore braket bagintilar1 1 <, 7 < n olmak iizere

X, Y] = Z;, [T,X;]=0, [Z;,X;] =0, [Z;,; Y] =0, (4.1.7)
[Xiuxj] = O) [ZZ)ZJ] - 07 [szT] = 07 [Yuxz] =0

olarak elde edilir.

Diger taraftan Hy,; x S' de A, B, C vektor alanlar icin Coshul formiilii
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bi¢imde tanimlanr, [20].
Coshul formiilii yardimiyla X;,Y,Z,, T vektor alanlarimin birbirine gore ko-
varyant tiirevlerini hesaplayalim.

(4.1.8) de A = B = X, yazilirsa;
29 (Vx,X;, 0) = g ([X;, X4}, C) — g ([Xi, C], Xi) + g ([C, X3], X;)
olur. (4.1.7) ve braket operatoriiniin anti-simetrik oldugu birlikte kullanilirsa
29 (Vx,X;,C) = —2¢ (X, C], X;)
bulunur. Ayrica (4.1.5) ve (4.1.7) den
9 (Vx,X;,C)=0
elde edilir. C' # 0 ve g, pseudo-Riemann metrigi non-dejenere oldugundan
Vx,X;=0
bulunur. Benzer sekilde
VyY =0, VT =0ve Vz,Z; =0

dar.

Bu da gosterirki her baz vektoriiniin kendi yoniindeki tiirevi sifira egittir.

X, ve X; birer vektor alan1 ve ¢ # j olsun. Bu durumda (4.1.8) de A = X, ve

B = X; alinirsa
29 (Vx,X;,C) = g ([Xi, X5, C) — g ([X;, CL, Xi) + 9 ([C, Xi], X;)
elde edilir. Bu esitlikte (4.1.7) gtz oniine alinirsa
29 (Vx,X;,C) = =g ([X;,C1, Xi) + 9 ([C, Xi], X)) (4.1.9)
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bulunur. Ayrica (4.1.7), (4.1.9) esitliginin sag tarafinda goz 6niine alinirsa
g(X;,C,X;) =0ve g([C,X;],X;)=0 (4.1.10)
olur. (4.1.10) esitlikleri (4.1.9) da yerine yazilirsa
9(Vx,X;,C)=0

elde edilir. O halde
Vx,X; =0 (4.1.11)

bulunur. Diger taraftan [X;, X,] =0 ve
[Xi, X;] = Vx, X; — Vx, X;
oldugu (4.1.11) ile birlikte g6z 6niine alinirsa
Vx.X; = Vx, X, (4.1.12)
elde edilir. (4.1.11) ve (4.1.12) den
Vx,X; =0

bulunur.

Benzer diigiinceyle Coshul formiilii ve (4.1.7) birlikte kullamlirsa

Vz,Z; = Vz,Z;=VyY =0, (4.1.13)
VTXz‘ - VTZZ' = VTY =0

elde edilir.
Diger taraftan (4.1.8) de A = X; ve B = Z; vektor alanlar1 kullanilarak

29 (inZi7 Y) =9 ([XH Zi]> Y) -9 ([Zi> YL XZ) +g ([Y’ Xi]7 Zi) (4'1'14)
bulunur. (4.1.7), (4.1.14) de goz oniine alinirsa
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yazilir. (4.1.6) dan g (Z;,Z;) = —g (Y,Y) oldugundan
29(Vx,Z;,Y)=9g(Y,Y) (4.1.15)

elde edilir.
(4.1.7) kullanilarak

29 (Vx,2;,T) = g([T,Xi],Z;) = 0
olur. (4.1.6) dan
29 (Vx,Z;,T)=¢g(Y,T) (4.1.16)
yazilir. Benzer gekilde (4.1.7) kullanilirsa, sirasiyla,
29 (Vx,Z;,X;) = ¢g(Y,X)), (4.1.17)
29(Vx,Zi,Z;) = g(Y,Z;) (4.1.18)

bulunur.

(4.1.15)-(4.1.18) den VC € {X,,Y,Z,, T} vektor alan: i¢in vektor alam igin

olarak elde edilir. Buradan

1

bulunur. (4.1.7) sistemi ve (4.1.20) birlikte gtz oniine alinirsa
1
Vx,Z; =Vz,X; = iY

elde edilir.
Benzer sekilde

1
Vx, Y = §Zi:—vYXm
1
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bulunur.

Boylece elde edilen hesaplamalar sonucu,

1
inZZ’ == Vzl)(Z - iY’
1

1
VaY = VyZ=;X;

dir.
Teorem 4.1.1

My, .1 x S! Lie grubunda {X;,Z;, Y, T} ortonormal baz olmak iizere, bu Lie

grubu iizerinde tanimh egrilik tensorii i¢in agsagidaki esitlikler gegerlidir:

R(X,, 2. X, Z;) — i
R(X.Y.X,Y) = z (4.1.22)
R(X, X, 2, Z;) — i
R(Z:,Y,Z:Y) — —}l.

ispat. Tamm 2.1.31 de X = X,;,Y = Z;, Z = X;, W = Z; ahmirsa, Hy,,; x S
deki egrilik tensorii,
R(X;,Z;,X;,Z;) = g(R(X;,Z;) X, Z;)
seklinde yazilir. Burada
R(X,Y)Z =VxVyZ —NyVxZ —Vixy|Z
oldugu goz oniine alinirsa
R(X;,2;,X;,Z;) = 9(Vx,Vz,X; = Vz,Vx, X, — Vix, 2,X;, Z;) (4.1.23)
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elde edilir. (4.1.23) de (4.1.21) sistemi kullanilirsa
R(X;,Z:,X;,Z;) = %g(VXiY, Z;) (4.1.24)
olur. Ayni zamanda (4.1.24) de (4.1.21) sistemi tekrar kullanilirsa
R(X;,Z;,X;,Z;) = ig(zi, Z;) (4.1.25)

elde edilir. (4.1.25) de (4.1.6) goz oniine alinirsa

R (X27 Zi7 Xi7 Zz) =

bulunur.

Benzer yontemle, sirasiyla,

3

R(X,Y, X, Y) = (4.1.26)
1

R(X7,7Z17XZ7Zl) = ZLJ
1

R(ZHYaZHY) = _Z

elde edilir. Boylece ispat tamamlanir.[]
4.2. Hy,,; x S* Lie Grubunda Ustel Doniisiimler ve Taylor Formiilii
Tanim 4.2.1.

Hy, 1 X S' grubunun Lie cebiri £ olsun .

£t — My X St

X — exp X

doniigiimii Hy,; x S! grubunda iistel déniigiim olarak adlandirilir, [20].
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Teorem 4.2.2

Hy,41 x S! Lie grubunda exp iistel doniisiim ve bu Lie grubunda herhangi iki

vektor alam1 F, U olmak iizere

n

exp (tF)exp (tU) = explt Y [(l +u)) X;+ (P+ ) Y+ (F +ud) Z; + (F +u") T
=1
+ﬁf2Y (u?) T+ﬁf4T (uh) s\ () T+ﬁf4T (u?) v-Ly ()T
2 2 2 2 2

Pur @)Y+ Lpy ) YLy () va b o @
—SWT (F) Y + 57Y () Y5 Y () Y57 +0 () ]

dir. Burada t € R ve §¥ u¥ € C*° (Hy,,; x S!) diferensiyellenebilir fonksiyonlar ve

Ried |
F=) o [0X () X —wX (1) Xo + F’Z + 11X (u) Y
i=1,j=1

—wY (1) Xi + X (0)) Z;—w5Z; () X + ;X (u') T

—u'T (F}) Xi — F5Z; + 7Y (u)) X; —wX; (P) Y + Y (u]) Z;
+2Z; (u}) X; — ulX; () Zi — 225 () Y + £2; () Y - v?Y () Z;
+ 2 (u3) Z; — w325 (%) Zi + 12 (u*) T —w*T () Z; + T (u}) X
=X () T+ £ () Z; — w2 (') T

dir.

Ispat. X,,Y, Z,,T (1 <i<n)Hy xS de ortonormal baz vektor alanlari,
f,uf € C™ (Hy,.1 x S') diferensiyellenebilir fonksiyonlar olsun. E ve K vektor
alanlarim bu bazlar cinsinden

F o= Y §iXi+PY+{Z; + T, (4.2.1)
i=1
U = Zujl-Xj + u2Y+u§Zj +u'T

j=1
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olarak goz oniine alalim.
Kabul edelimki f fonksiyonu 0 da analitik olsun. Hy,,; x St deki F vektor alam
icin
- - dn
[F”f} (g exp tF) = %f (gexptF) (4.2.2)
yazilir. (4.2.2) formiiliinde U vektor alani gz oniine alinirsa

Ry 1m _ dr d"
[F U f] (0) = {%dt—mf (exp tF exp sU)] o (4.2.3)

elde edilir. Bununla birlikte f (exptF expsU) fonksiyonu igin (4.2.3) yardimiyla

Taylor serisi, yeterince kiiciik s ve t ler i¢in

1" 8™ (=, =m
f (exptFexpsU) = z; por i [F U f} (0)
m,n>0
olur.
Burada gerekli diizenlemeler yapilirsa
t2
exp (tF) exp (tU) = exp(tF—i—tU—f—E [F, U]+ 0 (%)) (4.2.4)

olur, [27].
Buna gore [F, U] ifadesi Hy, 1 x S' deki X;,Y,Z;, T baz vektorlerinin braket
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operatoriinden yararlanarak hesaplanirsa:

[F, U]

L i=1

if%xi, iujl'xj
j=1

Li=1

i 11X, u'T
=1

J=1

n

> fiXiw'Y

=1

]C2Y, i u}Xj
j=1

Xn: 12, Zn: wX;

i=1 j=1

i f?zza i u?Zj
i=1 j=1

f4Ta Z u;‘)zj
j=1

+

+ +

+ [PY, u'T] + +

+ +

+ [T, v*Y] +

elde edilir.

hesaplanirsa;

li XS,
i=1 j=1 i
[Zn: fi X, u’Y

i=1 ] i=

S X+ PYHZ 4+ PTY X, + Y +ulZ; +u'T

+

_|_

S
i=1 j=1
fZY, i U?Zj]
7j=1

(4.2.5)

(Y, u*Y] +

Xn: f? ZZ y uQY]

+

i 27, u'T
=1

Li=1
f4T’ Z u}Xj]
j=1

+ [f*T, u*T]

Esitligin sag tarafindaki herbir terime ait braket, sirasiyla, ayri ayri

[Zf}Xz-,Zu?zj = 3 X (@) 2,82, (1) X (4.2.8)
1=1 j=1 J i=1,j=1
[Zﬁx@-,u@ = ST [EX: (uf) T —u'T (1) X, (4.2.9)
=1 h =1
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[f2Y,Zu;Xj = =Y [PuZ; +7Y (u)) X; —uX; () Y], (4.2.10)
=1 i=1
Y v’Y] = FY () Y-u*Y ()Y, (4.2.11)
[fQY,Zuj?zj = Y [FPY () Z; - iz, () Y], (4.2.12)
j=1 h j=1
Y, uw'T] = FY (u') T-u'T (7)Y, (4.2.13)
[Zf?zi,Zu;Xj] = > 02 () X - X, (i7) 2] (4.2.14)
i=1 j=1 i=1,j=1

=1 i=1

[i f?Zi,L@Y] = i [22; (v*) Y —v’Y () Z4] , (4.2.15)

[Zn:ffzﬂzn:ug?za‘] = Y (72 () Z; -2, (7)) 2], (4.2.16)
i=1 j=1

i=1,j=1
liﬁ’zw“T =§n3[f?Zz~ (u!) T —u'T (5}) Z4] . (4.2.17)
=1 i=1
FEY W — Y FT )X X ()T, 2s)
j=1 i j=1
[FT.u?Y] = T (1) Y?Y () T, (4.2.19)
f4T7zn:u§?Zj = Xn:[f4T(u§?)Zj—u§?Zj(f4)T], (4.2.20)
j=1 i j=1
[F'T,u'T] = §'T (u') T—u'T () T (4.2.21)
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bulunur. (4.2.6)-(4.2.21) degerleri (4.2.5) de yerine yazilirsa

F,Ul = Y X)X - > wuX, ()X + ) fwz
i=1,j=1 i=1,j=1 i=1

X ()Y =Y Y () X+ Y X (u) Z
i=1 i=1

i=1,j=1

- Wz (ﬁ)XﬁZﬁXi (u4)T—Zu4T (1) X

i=1,j=1
=3 PulZi+ > Y (u)) ZuX ) Y+2Y (u?) Y
j=1 j=1

—uQY(f2)Y+Zn:f2Y Z—Zu3z Y+PY (u) T

n

2) Y+ i 1z (ujl) X = Z U;Xj (f?) Z, (4.2.22)

i=1,5=1 i=1,j=1
+Zf§zi( %) Zu2Y () Z; + Z BZ; (u
=1 i=1,5=1
- > wZ (i) Zi+2f?Zi (u4)T—Zu4T () Z
i=1,j=1 - —
+ 1T (u)) Zu X; () T+{'T (1) Y —u?Y () T
j=1

+if4T Z;— ZuSZ ) T+*T (u*) T—uT (f) T
j=1

olur. (4.2.22) degeri (4.2.4) denkleminde yerine yazilir ve gerekli iglemler yapilirsa
istenilen elde edilir.

Boylece teoremin ispati tamamlanir.[]
Sonug 4.2.3.

Hy, 1 x St Lie grubunda exp {istel doniisiim olmak tizere bu grubun X;,Y,Z,, T

Y i)

baz vektorleri yardimiyla
i) exp (tX;) exp (tY) = exp {t (X;+Y)+ %Zl} :
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ii) exp (tX;)exp (tT) = expt (X; + T),
iii) exp (tZ;) exp (tT) = expt(Z; + T),
iv) exp (tY)exp (tT) = expt (Y + T)
dir.

Teorem 4.2.4.

sy, x S! grubununda iki vektor alam F ve U olmak {izere

exp (—tF) exp (—tU) exp (tF) exp (tU)
= exp[t’fY (u*) T+F'T (u!) T—u'T (§*) T+*F'T (v*) Y—t2?Y (§) T
_PWT ()Y 4+ £2Y (u2) Y=u?Y () Y2 +0(t)

dir. Burada t € R ve f¥, u? € C* (Hy, 11 x S') diferensiyellenebilir fonksiyonlar ve

F= Y0 0% () X, = WX (71) X + e Z + X () Y

J
i=1,j=1

=Y (1) X + X (4) 2,652, (7)) X + X (') T

—u'T (f;) Xi — PG Z; + 7Y () X; — X, (P) Y + 7Y (u)) Z;
+0Z; (uh) X; — ulX; () Zi — 225 () Y + 2; () Y — v?Y () Z;
+BZ () Zy —u3Z; () Zi + 22 (u!) T —u'T () Z + 1T (u}) X,

—wX; () T+ 1'T (v]) Z; — wjZ; (') T)
dir.

ispat. Teorem 4.2.2 kullanilirsa

exp (—tF) exp (—1U) exp (tF) exp (1U) = exp{t 3 _ [(: + A) Xi + (5 + ) Yi+ (7 + ) T]
t? t2

_tZ[(O‘i‘i‘/\i)Xz“i‘(6i+ﬂi)Yi+(7+§)T]+§[FvU}+§[FaU]}

65



elde edilir. Diger taraftan bu ifadenin sag tarafinda [F, U] nun (4.2.22) de elde edilen

degeri goz Oniine alinirsa teoremin ispat1 tamamlanir. [

Sonug 4.2.5.

Hy,, 1 x S' Lie grubunda exp {istel doniigiim olmak iizere bu grubun X;,Y,Z,, T

baz vektorleri yardimiyla

i) exp (—tX;) exp (—tY)exp (tX;) exp (tY) = exp {t*Z;} ,
ii) exp (—tX;) exp (—tT) exp (tX;) exp (tT) = Lp,, ,, xs1,
iii) exp (—tZ;) exp (—tT)exp (tZ;) exp (tT) = 1p,, ,, xs1,
iv) exp (=tY)exp (—tT)exp (tY)exp (tT) = 1p,, , xst-
dir.

Teorem 4.2.6.

Hy, 1 % S! Lie grubunda exp iistel doniisiim olmak {izere

exp (tF) exp (tU) exp (—tF)
= t2 t2
= explt ;[u}XH—ug’Zi] + tu4T+tu2Y+§f2Y (u?) T+§f4T (u") T
t2 4 4 t2 4 2 t2 2 4
—Su T (f )T+§f T (u )Y—EuY(f )T
t2 4 2 t2 2 2 t2 2 2 t2 3
—Su T (f )Y+§f Y (u )Y—Eu Y (f )Y+§F+O ()]
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dir. Burada t € R ve f¥, u? € C* (Hy, 1 x S*) diferensiyellenebilir fonksiyonlar ve

F= Y0 X () X, — WX (5) X + ez + 11X () Y

J
i=1,j=1

— WY (f;) Xi + ;X (0)) Z;—6Z; (1) X + X (uf) T

—u'T (f;) X — Pu;Z; + Y () X —w; X, () Y + 7Y (uf) Z;
+7Z; (1)) X; —wX; (77) Zi —wZ; (FF) Y +§,Z; (v?) Y —?Y (F)) Z;
+ 112 (uF) Z; —WZ; (F) Zi + §}Z; (w') T —u'T (F7) Zs + §'T () X;

—wX; () T+ T («) Z; — u3Z; (§*) T
dir.

Ispat. Kabul edelimki f fonksiyonu sifir da analitik olsun. Yeterince kiiciik ¢
ler i¢in

f (exp (IF) exp (+U) exp (—F)) = 3 ggg [Fro (<) 7] (0) (4223)

yazilir. Bu fonksiyon igin Taylor seri agihmi kullanilirsa ve [F, U] nun (4.2.22) degeri

goz oniine alinirsa ispat tamamlanir.

Sonug 4.2.7.

My, .1 x S! Lie grubunda X;,Y, Z,, T baz vektorleri olmak iizere

i) exp (tX;) exp (tY) exp (—tX;) = exp {tY + %ZZ} ,

ii) exp (tZ;) exp (tY) exp (—tZ;) = exp (tT) exp (tY)exp (—tT) = exp {tY},
iii) exp (tX;) exp (tT) exp (—tX;) = exp (tZ;) exp (tT) exp (—tZ;) = exp {tT}.
dir.
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4.3. Hy,,; x S* Lie Grubunda Komutatdr Egriler

Tanim 4.3.1.

Hy, 1 x S' grubunun Lie cebiri € olsun. Bu taktirde X,Y € € olmak {izere

v I — H2n+1X81

exp <—t%X> exp <—t%Y> exp (t%X> exp <t%Y> , t>0.
t — ()=
bigiminde tamimlanan egriye Hy, 1 X S* Lie grubunda komutator egri denir, [27].

Teorem 4.3.2.

My, 1 x S' grubunun baz {X;,Y,Z,;, T} olmak iizere {X;, Y} ikilisi yardimiyla
komutator egri

7 (t) = exptZ;

dir. Ayrica komutator egrinin ¢t = 0 daki tanjant vektorii

dir.
ispat. Teorem 4.2.5 ve Tamim 4.3.1 birlikte kullanilirsa
v (t) = exp (—t%XZ) exp (—t%Y> exp (t%Xi) exp (t%Y> = exp {tZ;}
elde edilir. Boylece ispat tamamlanmis olur.

Teorem 4.3.3.

Hy,, 1 XS! grubunun bazi {X;, Y, Z,, T} olmak iizere, {X;, T}, {Z;, T}, {X;,Z;},
{Z;, Y}, {Y, T} ikilileri yardimiyla tanimlanan komutator egri regiiler degildir.
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ispat.
X, T] = [Zs, T] = [Xi,Zs] = [Z;, Y] = [Y,T] =0

oldugu goz oniine alinirsa Teorem 4.3.2 ispatina benzer sekilde ispat yapilir.
Sonug 4.3.4.

Hy, 41 x S! grubunda herhangi iki vektor alan1 F ve U olmak iizere bu vektorler

yardimiyla komutator egri

v(t) = exp[tf’Y (u') T+'T (u*) T—tu'T (') T+'T (v*) Y—t*Y () T
—tu'T (P) Y + 7Y (u?) Y—tu?Y (1) Y+tF+0(t2)]

dir. Burada t € R, f¥, u € O* (Hy, .1 x S') diferensiyellenebilir fonksiyonlar ve

X, Y,Z,, T (1 <i<n)Hy, xS!de ortonormal baz vektor alanlar,

Y (2]

F= Z 1X (u)) X5 —w X, (7)) X + fu’Z + 7 X; (u?) Y

i=1j=1
Y (1) X5 + i X5 (u)) Z;—03Z; (7)) X + 71X (u*) T
—u'T () Xs — PwZ; + Y (1)) X; —wi X, () Y + 7Y (o)) Z;
HiZi (4) Xy =X () Zi = wiZ; (P) Y + 2 (W) Y = w*Y (F) Z
+ 122 (u3) Z; —3Z; (1P) Zi + Z; (w*) T —u'T (§2) Z; + 1T (u)) X;
T]

(
— ;X () T+ T () Z; — ujZ; (5)

dir.
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ispat.
Teorem 4.2.4 ve Tanim 4.3.1 birlikte kullanilirsa ispat aciktir. [J
Sonug 4.3.5.

Hy,+1 x S* grubunda herhangi iki vektor alam1 F ve U olmak iizere bu vektor

alanlar1 yardimiyla komutator egrinin ¢ = 0 daki tanjant vektorii

7Y (0) = £Y (u*) T+f'T (u*) T—u'T (§*) T+§*T (u*) Y=Y () T
—u'T ()Y + 7Y (u?) Y—u?Y (%) Y+F +0(t2)

dir. Burada f}', u} € C* (Hyni1 x S') diferensiyellenebilir fonksiyonlar ve X;, Y, Z;, T

(1 <i<mn)Hy, 1 xS'de ortonormal baz vektor alanlaridir.
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5. BOLUM

Bu boliimde Hy,,,; x S Lie grubu tizerinde J kompleks yapisi yardimiyla yaklasik
pseudo-kompleks Lie grubu olusturuldu. Bu Lie grubu {izerinde kovaryant tiirevler
ve egrilik tensorleri elde edildi. Baz vektorlerinin olusturdugu holomorfik diizlem-
ler yardimiyla holomorfik kesit egrilikleri hesaplandi. Daha sonra Hy,.; x S! Lie
grubunun Lie cebiri yardimiyla tistel doniigtim formiilleri olugturuldu. Son olarak
bu tistel doniisiimler kullanilarak M?"*? Lie grubu iizerinde komutator egrilerin bir

karakterizasyonu verildi.

5.1. M?"*2 Yaklagik Pseudo-Kompleks Lie Grubunun Olusumu ve Egri-
lik Ozellikleri

Ji Tx (Mg X SY) — Tx(Hgpiy x SY)
X — JX

lineer endomorfizmi J? = —1 sartim1 saghyorsa J ye Hy, 1 x S! tizerinde bir yaklagik
kompleks yap1 ve Ha, 1 X S! Lie grubuna da bir yaklasik pseudo-kompleks Lie grubu
denir, [1].

Burada kisaligi hatiri icin J lineer endomorfizmi ile verilen Hy,,; x S! yaklagik
pseudo-kompleks Lie grubunu M?"*2 ile gosterelim.

M2"*+2 {izerinde

JX;, = 7, (5.1.1)
JZ; = -X, (5.1.2)
JY = T, (5.1.3)
JT = -Y (5.1.4)

olacak sekilde (1,1) tipinde J tensor alam yaziliir. Buna gore J nin M?"* {istiinde
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bir sol invaryant yaklasik kompleks yapi tanimladigi ve ¢ nin de J ye gore bir

pseudo-hermityen metrik oldugu agiktir. Yani

) (
9(JZi, JZ;) = g(Zi,Zi),
g(JY,JY) (

) (

g(JT,JT
dir.

Yardimci Teorem 5.1.1.

J, M?"*+2 iistiinde bir sol invaryant yaklasik kompleks yapi olmak iizere

1
VixJZ; = Vg, JXi=—3Y,

1

1
VJZiJT — —VJTJZZ:§ZZ

dir. Burada {X;,Y,Z,, T}, Hy,,; x S' in bir baz1 ve bu baza kargilik gelen M?"*2
nin bir baz1 {JX;,JY,JZ;,JT} dir.

ispat .

Hipotezden J, M?"*? iistiinde bir sol invaryant yaklasik kompleks yap1 tanim-
lar. {JX;,JY,JZ;,JT}, sirasiyla, (5.1.1), (5.1.2), (5.1.3), (5.1.4) de vektor alanlar

olsunlar. Ilk olarak; V ;x,JX; kovaryant tiirevi i¢in (5.1.1) kullamlirsa

Vx,JX; =Vz,2; =0
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bulunur. Benzer bicimde V ;z,JZ;,V ;v JY ,V ;o JT nin kovaryant tiirevi icin, sirasiyla,

(5.1.2), (5.1.3) ve (5.1.4) goz oniine alimirsa
Viz,JL; =V v JY =V ;pJT =0

olur. Yine (5.1.1) gz 6niine alnirsa, sirasiyla, Vx,JZ;, V yz,JX; ifadelerinin sifir-

dan farkh kovaryant tiirevleri;
1
Vix,JL;j=—-Vz,X; = D) Y,

1
Vijz,JX; = —-Vx,2; = —§Y,

J

1
VoxJZ; =V iz, JX; = Y

elde edilir. Benzer yontemle
1
VJX'L JT: VJTJXi :_§Xz
1
V2, JT= =V 22 = %,

bulunur.

Onerme 5.1.2. J , M?>"*2 iistiinde bir sol invaryant yaklagik kompleks yap:

olsun. M?"*2 nin R egrilik tensorleri, sirasiyla,

1
R(JZ;,JT,JZ;, JT) = Z’
1
R(JX;, JT,JX, JT) = —;

dir. Burada {X;,Y,Z,, T}, Hy,,; x S' in bir baz1 ve bu baza karsilik gelen M?"*2
nin bir baz1 {JX;,JY,JZ;,JT} dir.
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ispat.
Teorem 4.1.1 ve Yardimci Teorem 5.1.1 birlikte kullanilirsa ispat acgiktir. [J

Tanmim 2.1.32 kullanilarak, Ricci tensoriinii;

=1

+R(U,Y,V,Y)+R(U,T,V,T)

olarak yazilir. Burada X;,Y,Z, T (1 <7 <n) Hy,; XS' de ortonormal baz vektor

alanlar1 ve R egrilik tensoriidiir.

Teorem 5.1.3.

My, 1 xS! de X;,Y, Z,, T birer vektor alani olsun. X;,Y,Z,, T vektor alanlarina

gore Hy, .1 x St iistiinde p Ricci tensorleri;

S

p(Y,Y) =

N3

, p(T,T)=0
dir.
ispat

(5.1.6) esitligi hipotezde verilen X;, Y, Z,, T vektor alanlarina gore yazilirsa

P (Xi7 Xz) = Z[R (Xi7 Xz‘? Xi7 Xz) + R (Xiv Zi7 Xi? Zz)
i=1

+R (Xza Y7 Xia Y) + R (Xu T> Xia T)]

olur.
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Burada (4.1.12) goz 6niine alinirsa

p(XiX,) = Y [R(Xi,Z. X1, Z,) + R(X;, Y, X, Y)]
=1

— n (5.1.8)

elde edilir. Benzer iglemler, sirasiyla, p (Z;, Z;),p(Y,Y),p (T, T) igin yapilirsa

p(zi>zi) = Z[R(Zi7Xi>Zi’Xi)+R(Ziazivziazi)

=1
+R (Zi7Y7 ZiaY) + R (sz T7 Zi; T)]

= Z[R(Zi7Xz’>Zi7Xi)+R(Zi>Y7Zi>Y)]
i=1

= 0, (5.1.9)
i=1
+R(Y,Y,Y,Y)+R(Y,T,Y,T)
i=1
n

= = 1.1
2, (5.1.10)
i=1
+R(T,Y,T,Y)+ R(T,T, T, T)]

=0 (5.1.11)

bulunur. (5.1.8), (5.1.9), (5.1.10) ve (5.1.11) egitlikleri istenendir. Bdylece ispat

tamamlanr.[]
Sonug 5.1.4.

M?2"*+2 manifoldunun p skalar egriligi

p= 3 l0 (X X) + 0 (ZZ) + (YY) (0T =25 (5012

=1

[6)



dir. Burada {X;,Y,Z,, T}, Hy,,; x S' in bir baz1 ve bu baza karsilik gelen M?>"*2
nin bir baz1 {JX;,JY,JZ;,JT} ve R egrilik tensoriidiir.

Ispat. (5.1.7) esitlikleri kullanilirsa ispat agiktir.C]

Tanmim 2.1.32 kullanilarak, *-Ricci tensorii p*

P (U, V) = YR(UX,JV,JX;))+R(U,Z,JV.JZ;)  (51.13)
=1

+R(U,Y,JV,JY) + R(U,T,JV,JT)|

seklinde verilir. Burada X;,Y,Z,, T (1 < i < n) Hy,,1 x S* de ortonormal baz

vektor alanlar: ve R ise egrilik tensoriidiir.

Teorem 5.1.5.

My, .1 x St tizerinde X;,Y,Z,, T birer vektor alani olsun. Bu vektor alanlarina

gore M?"*2 iistiinde p*-Ricci tensorleri;

pr (X, X;) = p" (Zi,Z;) = p* (T, T) = p" (Y, Y) =0 (5.1.14)

dir.
Ispat. (5.1.13) esitligini {X,,Y,Z;, T} vektor alanlarna gore yazip, sirasiyla,

(X, X)), p*(Zi,Z,), p* (T, T), p*(Y,Y) degerlerini hesaplayalim: Buna gore
(X, X,) = zn:[R (X, X,,JX;,JX;) + R (X;,Z;,JX;,JZ;)  (5.1.15)
f]l% (X:,Y,J/X;,JY) + R(X;, T,JX;,JT)]
yazilir. Buradan esitligin sag tarafindaki ifadenin bilegenleri ayr1 ayri hesaplanirsa,
R(X;,X,,JX;,JX;) = R(X;,X,,Z;,Z,) = —R(X;,Z;,X;,Z;),
R(X;,Z;,JX;,JZ;) = —R (X;,2;,Z;,X,) = R(X;,Z;,X;,Z;),
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R(X;,Y,JX;,JY)=R(X;,Y,Z,,T) =0,
R(X,,T,JX;,JT) = —R(X;, T,Z.,Y) = 0
olur. Elde edilen ifadeler (5.1.15) de yerine yazilirsa
p* (X, X;) =0

elde edilir. Diger taraftan p* (Z;, Z;) igin

P (Zi,Z;) = > [R(Z:,X,,JZ:,JX;) + R (2, Z;,JZ;,] ;)
=1

+R(Z;,Y,JZ;,JY)+ R(Z;,T,JZ;,JT)|]
yazilir. (5.1.16) nin sag tarafindaki her terim ayri ayr1 hesaplanirsa;
R(Z;,X,,JZ;,JX;) = —R(Z;,X,,X,,Z;) = R(Z;,X,,Z;,X,),
R(Z;,Z;,,JZ;,JZ;) = R(Z;,Z;,X,,X,) = —R(Z;,X;,Z;,X,),
R(Z;,Y,JZ;,JY) = —R(Z;,Y,X,,T)=0,
R(Z;,,T,JZ;,JT) = R(Z;T.X,,)Y)=0

bulunur. Bu ifadeler (5.1.16) da yerine yazilirsa

n

p*(2:,2;) = > [R(Z:, X, Z,X;) — R(Z:,X4,23,X,) + 0+ 0] = 0

=1

olur. Benzer sekilde p* (T, T) ve p* (Y,Y) hesaplanirsa
p (T, T) =p" (Y, Y) =0

elde edilir. O

7

(5.1.16)



Sonug 5.1.6.

{X;, X}, {Z, JZ;}, {Y,JY}, {T, JT} vektorlerinin olugturdugu holomorfik
diizlemler, sirasiyla, 7, 7, 73, T4 olmak tizere M?"*2 Lie grubunun holomorfik kesit
epriligi

1
KX;,JX; (7T1) = KRz;,JZ; (7T2) = _Z’ RY,JY (7T3) = KT,JT (7T4) =0

dir.
ispat

Holomorfik kesit egriliginin tanmmindan, {X;, /X;},{Z;, JZ;} ,{Y,JY}, {T,JT}
vektorlerinin olugturdugu holomorfik diizlemler igin, sirasiyla, 7y, wo, w3, T4 olmak
tizere bu diizlemler i¢in holomorfik kesit egriliklerini ayr1 ayr1 hesaplayalim. R,

M?2"+2 de egrilik tensorii olmak tizere

rxox; (M) = R(X;, JX;)
= g(R(X;,JX;) JX;, X;)
= g(R(X,Z:)Zi, X))
= ¢(R(Xi,Z,)Z;,X,) (5.1.17)

elde edilir. Diger taraftan (5.1.17) nin sag tarafindaki ifade hesaplanirsa

R(X;,Z;)Z; = Vx,Vz,Zi —Vz,Vx,Z; — Vx,7,Z;
1
= ——V.Y
5V
1

= —=X; 1.1
X (5118

bulunur. (5.1.18), (5.1.17) de yerine yazilirsa

1 1
rxax; (M) = =79 (X, Xi) = — (5.1.19)
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olur.

R, M?*"*2 de egrilik tensorii olmak {izere, rz, sz, (m2) holomorfik kesit egriligini

hesaplayalim:

{Z;, JZ;} diizlemi igin (4.1.6) dan g (Z;,Z;) = 1 burada g6z oniine alinirsa

Rz, JZ; (7T2) =

R(Zi, JZ;)

—

9(R(Z;,JZ;) JZ;,Z;)

—~

~

9

9(Vx,Y,Z;)

g (Zw Zz)

(5.1.20)

PN I

bulunur. (5.1.19) ve (5.1.20) birlikte gtz 6niine ahmirsa {Y,JY}, {T, JT} vektor-

lerinin olusturdugu holomorfik diizlemler i¢in benzer islemler yapilarak

Ky gy (m3) = kg1 (m4) = 0

oldugu goriiliir. Bu da teoremin ispatin1 tamamlar.[]

Tanim 5.1.7.

u ve v, M?>"*? {izerinde iki vektor alami olmak iizere Q ve A\ fonksiyonlari,

sirastyla,

Q(u+ Jv)
A(u,v)

= Ru+v,J(u+v),u+v,J(u+v)), (5.1.21)

= R(u,v,u,v)— R(u,v,Ju, Jv) (5.1.22)

seklinde tammlamir. Burada A\, Q € C*° (M?"*2) dir, [22].
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Teorem 5.1.8.
M?"+2 yaklagik pseudo-kompleks Lie grubu ve A, Q € C*° (M?"™2) olmak tizere
ROX,Y.XLY) = 2B3Q (X4 TY) +3Q (X, — JY) ~ (X, +Y)
~Q(Xi— Y) ~ 40 (X))~ 1Q ()] + 5]\ (X0, 7¥3.1.23)
13A (X5, Y) — A (JX0, TY) + A (JX5, Y))]

dir. Burada {X;,Y,Z;, T}, Hy,,1 x S! in bir baz1 ve bu baza karsilik gelen M?"+2
nin bir baz1 {JX;,JY,JZ;,JT} dir.

ispat
(5.1.21) de u = X; ve v =Y yazilirsa,
QX;+JY)=R(X;+T,J(X;+T),X;,+T,J(X;+T))
elde edilir. (5.1.1)-(5.1.4) den
QX;+JY)=R(X;+T,Z,-Y,X;+T,Z,-Y)
olur. R nin her bilegene gore lineer olmasi gz 6niine alinirsa,

QX,+JY) = R(X\,Z, - Y, X;+T,Z, - Y)+ R(T,Z, - Y, X; + T,Z, - Y)
- R(X,Z, X, +T,Z,~Y)+R(X;, - Y, X; +T,Z, - Y)
+R(T,Z,X;+T,Z,—Y)+R(T,—- Y, X, + T,Z,— Y)
= R(X:,2,,X;,Z,~Y)+R(X;,Z, T,Z,— Y) (5.1.24)
+R(X;, - Y, X, Z,— YY)+ R(X;, - Y, T,Z,— Y)
+R(T,Z,X:,Z;, —Y)+ R(T,Z,, T, Z, — Y)
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elde edilir. (5.1.24) de gerekli hesaplamalar yapilarak yerine yazilirsa
QX;+JY) = R(X;,Z;,X;,Z;,) — R(X;,Z;,X;,Y)
X,Z,,T,Z,) — R(X;,Z;,T,Y)
X, Y. X,,Z)+R(X,,Y,X,)Y)
X, Y.T,Z,)+ R(X;,)Y,TY) (5.1.25)

T,Z2,T,Z,)— R(T,Z,,T,Y)

+R(
_R(
_R(
+R(T,Z,,X;,Z,) — R(T,Z,,X,,Y)
+R(
~R(T,Y,X;,Z,)+ R(T,Y,X;,Y)
—R(

T,Y,T,Z,)+ R(T,Y,T,Y)

olur. Diger taraftan (5.1.25) in sag tarafindaki sifir olan bilegenler

R(X,,Z,X.,Y) = R(X,Z,T,Z)=R(X;,Z,T,Y) =0,
R(X,Y,X;,Z) = R(X;,Y,T,Z)=R(X;Y,T,Y) =0,
R(T,Z,,X;,Z) = R(T,Z,X;Y)=R(T,Z,T,Z,) =0,
R(T,Z,T,Y) = R(T,Y,T,Z,)=R(T,Y,T.Y) =0

ve sifirdan farkli olan bilegenler
R(X;,Z;,X;,Z,),R(X;,Y,X;,Y)
oldugundan bu ifadeler (5.1.25) de yerine yazilirsa,
QX;+JY)=R(X;,Z,,X;,Z;,) + R(X;,Y,X;,Y) (5.1.26)
elde edilir. Benzer sekilde
QX;,—JY)=R(X,,Z;,X;,Z,)+ R(X;,Y,X;,Y) (5.1.27)
bulunur. Diger taraftan
QX;) = R(X;,JX;,X;,JX;)=R(X;,Z;,X;,Z,), (5.1.28)
QYY) = RYJY,YJY)=R(Y, T,Y, T)=0
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olur. @ (X;+Y),Q (X; —Y) ifadelerini hesaplayalim:

Q(X;+Y)

QX -Y)

(5.1.29) ve (5.1.30) dan

= RXi+Y.JXi+Y), X, +Y J(X;+Y))
= RX;+Y,Z,+T.X,+Y,Z,+T) (5.1.29)

- R (sz Zi7 Xi7 ZZ) + R (Zi7Y7 ZZJY) )

= RX;-Y,JX:—Y).,X,-Y,J(X;,—-Y))
- RX;-Y,Z,-T,X,-Y,Z,—T) (5.1.30)

bulunur.

Ayrca (5.1.22) den

AJX,JY) =

AX,JY) =

R(X,,Y.X;,Y) - R(X,, Y, JX;, JY)
R(X.,Y.X:,Y) - R(X,,Y,Z;,T),

A (Z’La T) =R (ZZ’ Ta Zi7 T) - R (Zlﬂ TaJZnJT)
R(Z:, T, Z:,T) — R (Zs, T, X5, Y)

A (X’M T) =R (Xw Ta Xia T) - R(XH T?‘]XlaJT)
R(X,,T,X;,T) - R(X;,T,Z, - Y)

A (Z17Y) =R (Z17Y7 ZiaY) - R (Z'mYaJZl;JY)
R(Z;,Y,Z;,Y)— R(Z;,Y,—X;,T)
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elde edilir. Burada

R(Xi7Y7 ZZ7T) = R(Zu Ta Zi7T) = R(ZiaT7Xi7Y) = 07
R(X;, T,X;,T) = R(X;,,T,Z;,;,Y)=R(Z;,Y,X;,T)=0

olduklar1 goz 6niine alinirsa

X, Y) = R(X,Y,X;Y),
ANJX,Y) = R(Z.,Y,Z.,Y),
AJX;JY) = AX,JY) =0,

olur.

(5.1.25)-(5.1.31) ifadelerinden (5.1.23) elde edilir..]

5.2. M?"2 Yaklagik Pseudo-Kompleks Lie Grubunda Ustel Déniigiim-

ler ve Taylor Formiilii
Tanim 5.2.1.
M?2"+2 yaklagsik pseudo-kompleks Lie grubunun Lie cebiri mo,, ;o olsun.

eXP 1 Myuyy — M2

X — expX

doniigiimii M?"*2 grubunda iistel doniigiim olarak adlandirilir, [20].
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Teorem 5.2.2.

M?2"*+2 yaklagik pseudo-kompleks Lie grubunda

exp (tA) exp (tC) = explt Z (A +¢)Z;+ (A +¢)T

i1
—(WH+eHX, - (A + )Y + g&tQT (¢?) T—%@T (%) T
—ngT (€*) Y+&'Y (A*) T — gﬁl‘lY (€?) T+§€2T (Y
Lary (@) v-Ley (@) v+ Do)

dir. Burada {JX;,JT,JZ;, JY}, M?"*2 nin baz ve 2!, 2% 23 2% ¢! ¢2, ¢3¢

holomorfik fonksiyonlar olmak iizere

= > WZ (¢) Zp — GZy (A) X, + A Z; () T
i=1,k=1

—CT (A}) Z; — A Z; (€}) X4+ €3 Xy, (A}) Zi — A Z; (Y)Y
+CYY (A}) Z; + T (€}) Zy, + X (A7) T — WX, (€4) Zy
— & Zy, (A*) T — °T (&) X + uj X (§7) Zi — 27X, (€2) T
+ET (AF) X, + WX, (€F) Xy — € X, (AP) X, + APz,
FAX; (€M) Y — ¢'Y () X, —A'Y (€) Zi + €12, (AY) Y
—AEZ; + AY (€)Y - GX (A Y
dir.
Ispat. JX;, JY ,JZ;, JT (1 < i < n) M?"*2 de ortonormal baz vektor alanlar ve
AL A2, A2, AL €L, €2, €3, ¢* holomorfik fonksiyonlar olsun. M?"*2 de A ve C vektor

Y 7 Y 7 7 77

alanlar: bu bazlar cinsinden

A = ) WIX + A TY+AIZ + AT, (5.2.1)

i=1

C = ) GJX;+CJY+E}JZ + ¢ JT
k=1
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seklinde yazilir. Buna gore (5.1.1) sistemi (5.2.1) de yerine yazilirsa
A = ) AZ+WT-WX,; - A'Y,
i=1

C = ) QZ+CT-¢X, - 'Y
k=1

elde edilir. 0 = (0,0,...,0) € M?*"™ ve f fonksiyonu sifir da analitik olan bir

fonksiyon olmak {iizere Taylor formiiliinii kullanarak

t2

exp (tA) exp (tC) = exp(tA+tC+5 [A,C]+ O () (5.2.2)
bulunur. Buna gore
[A,C] = i AZ; + AT-AX,; — AY, i CiZy + T X, — €4Y]
Li=1 k=1
= zn:mgzi, zn: ¢ Zy| + imgzi, e’T| — zn:mgzi, En: czxk]
Li=1 k=1 i=1 i=1 k=1

AT, i@,}czk

k=1

2”: AX;, 2”: (’:zlfzk] -
i1 h=1

+ + [2°T, ¢*T] —

i A Z;, 'Y
=1

AT, i e:sz]

k=1

— [T, ¢*Y]| - 5.2.3

zn: AX;, T
=1

+ 1)WWK D) GX, | + | wWX,, ety - 914Y,Z¢,§zk]
=1 k=1 =1 k=1
— [2'Y, €T + W'Y, X, | + [2'Y, 'Y
k=1

elde edilir. Esitligin sag tarafindaki herbir terime ait braket operatorii, sirasiyla,

ayr1 ayri hesaplanirsa;
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Zn: A Z;, Zn: ¢, Zy,
=1 k=1 i

Zn: A Z;, C*T
=1 |

n

> Az, Z ¢IX,,

=1 k=1

Xn: AZ;, Y

=1

T, €7
k=1

[T, €T

AT, ) Xy,
k=1

[T, ¢4y

Zn: A3X;, zn: ¢, Z
=1 k=1 |
zn: AX;, T
1=1 J
Xn: AX,, Xn: ¢IX,,
i=1 k=1 J

Xn: WX, ¢y

i=1

[AZ; (€) Zi — €. Z, (A}) X, (5.24)
i=1,k=1

[AZ; (¢*) T — €T () Z;] , (5.2.5)

~

[AZ; (€) X=X (%) Z] . (5.2.6)

[A1Z; (¢Y) Y — 'Y (A}) Z,] (5.2.7)

[2°T (€}) Zy, — €, Zy, (A*) T, (5.2.8)

2T (¢?) T—-€*T (2*) T, (5.2.9)

Y [2°T (€}) X — X, (A°) T],  (5.2.10)
- (e Y-¢'Y (2°) T, (5.2.11)

3

(00X, (¢}) Ze —wiX; () Zs] . (5.2.12)

i=1,k=1
[AX; (¢%) T — T (27) X ], (5.2.13)
[APX; (€F) X — X, (A7) X4 ], (5.2.14)

(5.2.15)
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Y, GZ| = > [AY(¢)Z - ¢Z (A Y], (5.2.16)
k=1 J k=1

[2A*Y,*T] = 2*Y (¢*) T-¢*T (2AY) Y, (5.2.17)

Y, EX | = > Az +A'Y (€)Y (5.2.18)
k=1 | i=1

—EX (A1) Y],
[2AY,¢'Y] = A'Y (¢f) Y-y (AY)Y (5.2.19)

bulunur. (5.2.4)-(5.2.19) degerleri (5.2.3) da yerine yazilirsa

A, C]

Z AZ, (€}) Z), — Z CiZy (AN X, +Zmlz (€3 T

i=1,7=1 1= 1] 1 =1
—Ze? T (A!) Z; — Z ALZ; (€3) Xyt Z X, (AL) Z,
; i=1,k=1 i=1,k=1
—Zml (¢t Y+Z¢4Y (A1) Z; +ZQ[2T (¢h) Zy (5.2.20)
=1

- Z CiZ; (A7) T+ 2°T (¢) T-T () T - > AT (¢}) X,

jl k=1

+Z¢3Xk (2% T — 2°T (¢*) Y+€*Y (2%) T — Z WX, (Ch) Zy,

k=1 i=1,k=1
+ i ulX; () —Z%” (€?) T+Z€2T (2) X,
i=1,k=1 k=1
+ Z X, (€F) Xy — Z X () X, +ZQ(3¢4
i=1,k=1 i=1,k=1 i=1
+ZQ[3 (€)Y - Z@‘*Y (2%) X Zm‘*Y ;) Z
1=1
+Z%Zk (2A4) Y — A*Y (¢?) T+€*T ZQ{4¢3
k=1

+AY ()Y =) X (A1) Y + Aty (¢f) Y-ty (A Y
=

olur. (5.2.20) degeri (5.2.2) de yerine yazilirsa ve gerekli iglemler yapilirsa istenen
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elde edilir. Boylece teoremin ispati tamamlanir.[]

Sonug 5.2.3.

M?2"*+2 yaklagik pseudo-kompleks Lie grubunda

i) exp (tJX;)exp (tJT) = expt(Z;—Y),

ii) exp (tJX;)exp (tJY) = expt(Z;+T),
= exp{t(Z; — X;)},

t2

)

)

iii) exp (tJX;) exp (tJZ;)

iv) exp (t/Z;) exp (t/T) = expt(-X;— Y+ Z),
)
)

v) exp (tJZ;)exp (tJY) = expt(—X;+T),

vi) exp (tJY)exp (tJT) = expt(Y —T)

dir. Burada {X;,Y,Z;, T}, Hy,,; X S! in bir baz1 ve bu baza karsihk gelen M?"+2
nin bir baz1 {JX;,JY,JZ;,JT} dir.

Teorem 5.2.4.

M?2"+2 yaklagik pseudo-kompleks Lie grubunda

exp (—tA) exp (—tC) exp (tA) exp (tC) = exp[t’A°T (¢*) T
—?¢T (A*) T — AT (€*) Y+£2€'Y (U°) T — 2AY (¢) T+£2¢*T (A1) Y
+PAYY (€)Y -£2¢Y (A1) Y+2P+O(¢%)]

dir. Burada {JX;, JT,JZ;, JY}, M?**2 nin baz1 ve A}, A2 A2 A+ ¢} ¢2 ¢3 ¢*

? YY) Yy Y
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holomorfik fonksiyonlar olmak iizere

P = Z AZ; (€) Zy — €12y, (A}) X + ALZ; (€3) T
i=1,k=1

—¢*T (A}) Z; Z; (&) X+ Xy, (A)) Z, — X Z; (€)Y
+¢'Y (A}) Z; + AT (€}) Zi + X, (A°) T — WX, (€4) Zn
— & Zy, (A) T — °T (&) X + ui X (§7) Zi — 2A)X; (€2) T
+ET (A7) X, + WX, (€F) Xy — € X, (AP) X, + Az,
FAIX; (€)Y — 'Y () X, — AYY (€4) Zi + €1 Z, (AN Y
—A'Z, +AY (€)Y — 6 X, (AN Y

dir.

Ispat. Teorem 5.2.2 ye, sirasiyla, exp (—tA) ve exp (—tC) uygulamr ve gerekli

diizenlemeler yapilirsa istenen elde edilir. [

Sonug 5.2.5.

M?2"*+2 yaklagsik pseudo-kompleks Lie grubununda

i) exp (—tJX;)exp (—tJT)exp (tJX;)exp (tJT) = Ippen+e,
ii) exp (—tJX;)exp (—tJY)exp (tJX;)exp (tJY) = L1ypeniz,
iii) exp (—tJZ;) exp (—tJT)exp (tJZ;)exp (tJT) = exp gZi,
iv) exp (—tJZ;)exp (—tJY )exp (tJZ;)exp (tJY) = 1ppen+z,
vi) exp (—tJY)exp (—tJT)exp (tJY)exp (tJT) = ILypznte

dir. Burada {X;,Y,Z;, T}, Hy,,; X S! in bir baz1 ve bu baza karsihk gelen M?*+2
nin bir baz1 {JX;,JY,JZ;,JT} dir.
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Teorem 5.2.6.

M2 2 yaklagik pseudo-kompleks Lie grubunda

exp (tA) exp (tC) exp (—tA) = exp[t Y  [€4Z,—€}X,] + t€T — t€*Y + £*%°T (¢*) T
k=1

—?¢T (W) T — AT (€*) Y+£2€UY (A7) T — 2A'Y (¢*) T+7¢°T (A4 Y
+PAYY () Y-£2¢Y (A1) Y+P+O()]

dir. Burada {JX;, JT,JZ;, JY}, M?**2 nin baz1 ve A}, A2 A2 A+ ¢} ¢2 ¢3 ¢!

Rt I Bt A B A

holomorfik fonksiyonlar olmak iizere

P = Z AZ; (€1) Zy, — €12 (A) X, + A'Z, (€2) T
—@2; E;ﬁ; Z; — A Z; (€}) Xyt X, (A1) Z; — A} Z; (€)Y

+EY (U}) Z; + AT (€}) Zi + X, (A°) T — WX, (€4) Zy
— & Zy, (W) T — X°T () X + ui X (77) Z — A)X; (€2) T
+CT (A7) X, + 27X, (€F) Xy — 6X, (AF) X + Az,
FAX; (N Y — Y () X —AYY (€) Zi + €2, (AY) Y
—AESZ; +AY (€)Y - X, (A Y

dir.

Ispat. Kabul edelimki f fonksiyonu sifir da analitik olsun. Yeterince kiiciik ¢
ler i¢in
e o Lo
f (exp (tA) exp (IC) exp (—tA)) = Y — = [A C (—AP> f} (0).

In!pl
mommso M Pl

Teorem 5.2.2 goz oniine alinirsa ispat tamamlanir. [
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Sonug 5.2.7.

M2 *+2 yaklagik pseudo-kompleks Lie grubunda

i) exp (tJX;)exp (tJT)exp = expt(-Y),

= expt(T),
iii) exp (tJX;) exp (tJZ;) exp

tJ

)exp (—tJX;
ii) exp (tJX;)exp (tJY)exp (—tJX;
Jexp (—tJX;) = exp{t(Z; = X,)},

p (-

)
X;)
X;)
i)
)
)

2
iv) exp (tJZ;) exp (tJT)exp (—tJZ;) = expt{—Y—l—%Zi},
v) exp (tJZ;)exp (tJY)exp (tJZ;) = expt(T),
vi) exp (tJY)exp (tJT)exp (—tJY) = expt(-Y)

dir. Burada {X;,Y,Z,, T}, Hy,,1; x S' in bir baz1 ve bu baza kargilik gelen M?"*2
nin bir baz1 {JX;,JY,JZ;,JT} dir.

5.3. M?>"*2? Yaklasik Pseudo-Kompleks Lie Grubunda Komutatér Egriler

Tanim 5.3.1

M?2"*+2 yaklagik pseudo-kompleks Lie grubunda

vio I — M2
exp (—t%X> exp <—t%Y> exp (t%X> exp (t%Y) , t>0.
t — ()=
biciminde tanimlanan egriye M?"*? yaklasik pseudo-kompleks Lie grubunda kom-
pleks degerli komutator egri denir, [27].
Teorem 5.3.2.

M2 +2 yaklagik pseudo-kompleks Lie grubunun baz {JX;, JT,JZ;, JY} olmak

iizere JZ; ve JT vektorleri yardimiyla komutator egri
v (t) = exptJX;
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dir. Ayrica komutator egrinin ¢ = 0 daki tanjant vektorii

dir.

Ispat. Kabul edelimki v, M?"*? yaklagik pseudo-kompleks Lie grubunda komu-

tator egri olsun. JZ; ve JT baz vektorleri kullanilirsa
v (t) = exp (—t%JZZ) exp (—t%JT> exp <t%JZi> exp (ti]T)
yazilir. Ayrica Teorem 5.2.5 ve Tanim 5.3.1 birlikte gtz 6niine alinirsa
v (t) = exp {tJX;}

elde edilir. Bu da ispat1 tamamlar.[]

Sonug 5.3.3.

M?"2 yaklagik pseudo-kompleks Lie grubunun baz {JX;, JT,JZ;, JY} olmak
iizere {JX;, JT} {JX;, JY} {JX;, JZ;} ,{JZ;, JY} ,{JY, JT} baz vektorleri yardimiyla

tanimlanan komutator egri regiiler degildir.

Keyfi vektor alanlar igin regiilerligi inceleyelim:

(5.2.1) deki A ve C vektorleri yardimiyla komutator egri
v (t) = exp[tA°T (€*) T—t€*T (A*) T — AT (€*) Y
+CY (A?) T — t2A%Y (€*) T+te’T (A Y
HATY (€)Y ety (A1) Y HP+O(12)]
dir. Burada {JX;, JT,JZ;, JY}, M?*"*2 nin baz1 ve A}, A2 A2 A+ ¢} €2 ¢3 ¢!
holomorfik fonksiyonlardir.
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Buna gore asagidaki sonucu verebiliriz:
Sonug 5.3.4.

M?2"*+2 yaklagik pseudo-kompleks Lie grubunda A ve C vektorleri yardimiyla

verilen komutator egrinin ¢ = 0 daki tanjant vektorii

7 (0) = 24°T (¢*) T-¢*T (A?) T — A°T (€)Y
+ETY (A7) T — AYY (¢2) T+ET (AN Y
FAYY () Y-ty (§A) YHP+O(t?)

dir. Burada {JX;, JT,JZ;, JY}, M?**2 nin baz1 ve A}, A A2 A+ ¢} €2 ¢3 ¢!

holomorfik fonksiyonlardir.
ispat .

Sonug 5.3.2 ve Sonug 5.3.3 birlikte kullanilirsa ispat agiktir. [J
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6. BOLUM
SONUC

Genellegtirilmig Lorentz Heisenberg grubu olusturulmug ve bu grup yardimiyla
Hy,, 1 x St Lie grubu ifade edilerek bu grup iizerinde iistel doniistim tanimlanmistir.
Bu doniisiim kullanilarak komutator egriler elde edilmistir.

Daha sonra, Hy,; x S! Lie grubu yardimiyla M?"*? yaklagik pseudo-kompleks
manifoldu olusturularak ayni zamanda bir pseudo-kompleks Lie grubu olan bu mani-
foldun skaler egrilikleri, holomorfik kesit egrilikleri ile Riemann egrilikleri arasindaki
baz1 yeni bagintilar ifade ve ispat edilmistir. Ayrica M?"*2, iizerinde iistel doniisiim

yardimiyla komutator egrilerin bir karakterizasyonu elde edilmigtir.
Teorem 5.1.3 e bagh olarak asagidaki sonug elde edildi.
Sonug 6.1.1.

M?"+2 manifoldunun p skalar egriligi, Hy,,1 x S* in {X;,Y,Z,;, T} ortonormal

bazina gore

dir.
Teorem 5.1.5 e bagh olarak agagidaki sonug elde edildi.
Sonug 6.1.2.

{X;, X}, {2, JZ;}, {Y,JY}, {T, JT} vektorlerinin olugturdugu holomorfik
diizlemler, sirasiyla, 7y, 7o, T3, 74 olmak tizere M?"*2 manifoldunun holomorfik kesit
egriligi

1
KX;,JX; (m1) = Kz,,JZ; (m2) = L KRy, JY (m3) = KT JT (mq) =0
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dir.

Teorem 5.2.2 e bagh olarak agagidaki sonug elde edildi.

Sonug 6.1.3.

M?+2 yaklagik pseudo-kompleks Lie grubunun {JX;, JT,JZ;, JY} baz icin

asagidaki esitlikler gecerlidir:

i) exp (tJX;)exp (tJT)
ii) exp (tJX,;) exp (tJY)
iii) exp (tJX;)exp (tJZ;)
iv) exp (tJZ;)exp (tJT)
v) exp (tJZ;) exp (tJY)
)

vi) exp (tJY)exp (tJT

expt(Z;, —Y),

expt(Z; +T),

exp {t(Z; — X;)},

expt (—Xi — Y+§Zi) ,
expt (—X; +T),

expt (Y —T).

Bu ¢alisma, sirasiyla, Hy, 1, Hy, 1 x St ve M>"*2 Lie gruplarinda iistel doniisiim

ve komutator egrilerin arastirilmasimda énemli bir referans olacaktir. Ustel doniisiim

ve komutator egri kavramlar: kullanilarak Lie gruplari ve bu gruplarin Lie cebir-

lerinin cesitli cebirsel ve geometrik ozellikleri incelenebilir.
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