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OZET

BAZI KUVVET SERILERININ ARITMETIK OZELLIKLERi VE BELIRLI
REEL KUADRATIK SAYI CiSIMLERININ TEMEL BIRiIMLERI

Bu caligmada, bazi kuvvet serilerinin aritmetik 6zellikleri ve belirli tipteki reel kuadratik
say1 cisimlerinin temel birimleri incelenmistir. Bu tez calismast bes boliimden
olusmaktadir.

Birinci boliimde, Transandant Sayilar Teorisi ve Reel Kuadratik Sayir Cisimlerinin
Temel Birimleri lizerine genel bir inceleme yapilmistir.

Ikinci boliimde, Liouville Sayilari, Sayr Cisimleri, Temel Birimler ve Siirekli Kesitler
ile ilgili temel tanim ve teoremler verilmistir.

Ugiincii boliimde, elde ettigimiz 6zgiin teoremlerimizin ispati i¢in kullanilan yéntemler
Ozetlenmistir.

Dordiincii boltimde, ilk olarak belirli kosullar altinda bazi rasyonel katsayili kuvvet
serilerinin bazi Liouville Sayilar1 argiimanlari i¢in aldig1 degerlerin ya bir Liouville
Sayis1 ya da bir rasyonel say1 oldugu gosterilmistir. Daha sonra, Richaud-Degert tipinde

olmayan K = (@(\/E ) reel kuadratik say1 cisimlerinde @, kuadratik irrasyonel sayisinin

strekli kesir acilimindaki k£, periyodunun 7 olmas1 durumunda, Q(\/E ) cisminin

g, :M (>1) temel biriminin 7, ve U, katsayilari ve @, kuadratik
2

irrasyonel sayisinin siirekli kesir acilimi kesin bir bicimde belirlenmis ve 6zgiin
teoremler elde edilmistir.

Besinci boliimde ise, elde edilen bulgularin bir degerlendirmesi yer almaktadir.



SUMMARY

ARITHMETIC PROPERTIES OF SOME POWER SERIES AND
FUNDAMENTAL UNITS OF CERTAIN REAL QUADRATIC NUMBER
FIELDS

In this study, arithmetic properties of some power series and fundamental units of
certain real quadratic fields are investigated. This thesis consists of five chapters.

In the first chapter, a general investigation about the Theory of Transcendental
Numbers and the Fundamental Units of Real Quadratic Number Fields is presented.

In the second chapter, main definitions and theorems about Liouville Numbers, Number
Fields, Fundamental Units and Continued Fractions are given.

In the third chapter, the methods which we used in order to prove our original teorems
are summarized.

In the fourth chapter, firstly it is shown that under certain conditions the values of some
power series with rational coefficients for some Liouville number arguments belong to
either the field of rational numbers or the set of Liouville numbers. Then, for all real

quadratic fields K = (@(\/E ) except for Richaud-Degert type such that the period k&, in
the continued fraction expansion of the quadratic irrational number @, is equal to 7,

—Td+Ud\/E (>1)
2

T,, U, coefficients of the fundamental unit ¢, = and the continued

fraction expansion of the quadratic irrational number @, are determined explicitly and
the original theorems are obtained.

An evaluation of the results of this study is carried out in the fifth chapter.

vi



1. GIRIS

Transandant Sayilar Teorisinin dnemli boliimlerinden birini cebirsel sayilara rasyonel

sayilar ile yaklagimlar olusturmaktadir.

& herhangi bir reel say1 ve n € N olmak lizere,

0<

g
gh

esitsizligi gergeklenecek bicimde sadece & reel sayisina bagli olan bir ¢ pozitif sabiti
ve sonsuz sayida % (g,h €Z,h>0,(g,h)= l) rasyonel sayis1 varsa “&reel

sayisina, rasyonel sayilar ile n. mertebeden yaklasilabilir ” veya “&reel sayisinin,

rasyonel sayilar ile n. mertebeden yaklasimlar: vardir > denir, [1].

Yaklagimin derecesini gosteren n sayist ne kadar bilylik olursa , & reel sayisi ile %

rasyonel sayilar1 arasindaki uzaklik o kadar kii¢lik olacagindan, o kadar iyi bir yaklagim

elde edilir.

Eger verilen bir sayiya rasyonel sayilar ile istenildigi kadar yiiksek mertebeden
yaklagilabiliyor ise, o saymin rasyonel sayilar ile “¢ok iyi” yaklasimlarinin oldugu ifade

edilir.

Transandant sayilarin varligina dair ilk ispat 1844 yilinda Fransiz matematik¢i
Liouville [2] tarafindan yapildi. Liouville bu ¢alismasinda, cebirsel sayilarin “cok iyi”
rasyonel yaklagimlarinin olamayacagini ispat ederek, bir sayinin transandant olabilmesi
icin yeterli bir kosul elde etti. Bu kosul, “¢ok iyi” rasyonel yaklagimlara sahip olan her

sayinin transandant oldugunu ifade eder. Liouville bu kosula dayanarak, kendi adiyla



anilan “Liouville Sayilarimi” tanimlamis, bu sayilara Ornekler vererek Liouville
Sayilarinin olusturdugu kiimenin bos kiimeden farkli oldugunu tespit etmis ve bu

sayilarin transandant oldugunu gostererek transandant sayilarin varligini ispat etmistir.

Daha sonra, 1874 yilinda Cantor [3], transandant sayilarin var olduguna dair bagka bir
ispat ortaya koymus ve bu ¢alismasi ile hemen hemen her sayinin transandant oldugunu

ispatlamistir.

1930 lu yillarda transandant sayilarin smiflandirilmasi problemi ele alinmistir. Bu
konuda yapilan ilk ciddi ¢alisma 1932 yilinda Mabhler [4] tarafindan yapilmistir. Mahler
bu siniflandirmada transandant sayilar ikiser ikiser ayrik olan ii¢ sinifa ayirmis, bu

smiflart S, T ve U smifi olarak adlandirmisti. U simufi, ikiser ikiser ayrik olan U,
(m € N) alt siniflarinin birlesiminden olusmaktadir. Liouville Sayilarindan olusan kiime

ise, U smifinin U, alt siifi ile tamamen cakismaktadir. Bu ¢alismay1 1939 yilinda

Koksma [5] nin “siniflandirma” ile ilgili ¢calismasi takip etmistir.

Transandant Sayilar Teorisinde, verilen bir saymin transandant olup olmadig:
probleminin 6tesine gegen dnemli problemlerden biri, transandant oldugu ispat edilen

sayinin ait oldugu sinifi belirlemektir.

Bu calismanin Transandant Sayilar Teorisi ile ilgili olan kisminda, Leveque [6] ve
Oryan [7,8] 1n calismalar1 géz online alinarak, rasyonel katsayili bazi1 kuvvet serilerinin,
belli kosullar altinda, belirli Liouville Sayilar1 argiimanlar1 i¢in aldig1 degerlerin
transandantlig1 incelenmis ve elde edilen degerlerin ya rasyonel say1 ya da transandant
sayilarin smiflandirmasindaki U smifinin U, alt smifin1 olusturan Liouville Sayisi
oldugu gosterilmistir. Boylece, incelenen kuvvet serilerinin belirli Liouville Sayilar:

arglimanlar1 i¢in aldig1 degerlerin transandant olmasi durumunda ait oldugu sinif

belirlenmistir.



Bu tez calismasinda incelenen diger bir konu da siirekli kesirler ve temel birimler

oldugundan asagida bunlarla ilgili bazi temel kavramlara da yer verilmektedir.

Kuadratik say1 cisimlerinin temel birimlerinin belirlenmesi Sayilar Teorisinin en dnemli
konularindan biridir. Temel birimler, gerek kuadratik say1 cisimlerinin sinif sayisinin
belirlenmesinde gerekse diofant denklemlerin ¢oziimlerinin bulunmasinda biiyiik énem

tasir.

d kare carpansiz bir tamsayr olmak iizere, Q rasyonel sayilar cisminin cebirsel
geniglemesi olan Q(\/E ) kuadratik say1 cismi; d >0 ise reel kuadratik sayr cismi,

d <0 ise imajiner kuadratik say1 cismi olarak adlandirilir.

Bu tez calismasinda reel kuadratik sayi cisimleri ele alinacaktir. Reel kuadratik sayi

cisimlerinde siif sayisinin hesaplanmasi ve diofant denklemlerin c¢oziimlerinin
belirlenmesi igin K Z@(\/E ) kuadratik sayr cisminin O, tamlik tabanindaki @,

kuadratik irrasyonel sayisinin siirekli kesir agilimin belirlenmesi de en az temel birim

olan ¢, nin belirlenmesi kadar 6nemlidir.

Richaud-Degert tipindeki say1 cisimleri ig¢in temel birimler belirlenmis olmasina
ragmen, Richaud-Degert tipinde olmayan sayi1 cisimleri i¢in temel birimin bi¢imi belli
olmadigindan Richaud-Degert tipinde olmayan sayi cisimleri i¢in @, kuadratik

irrasyonel sayisiin siirekli kesir agilimin ve temel birimlerin belirlenmesi oldukga

Onemlidir.

Bu tez ¢aligmasinin siirekli kesirler ve temel birimler ile ilgili olan kisminda, Richaud-

Degert tipinde olmayan belirli reel kuadratik say1 cisimlerinin temel birimlerinin ve @,
kuadratik irrasyonel sayisinin siirekli kesir agilimlarinin belirlenmesi hedeflenmistir. Bu

hedef dogrultusunda, Richaud-Degert tipinde olmayan Q(«/E ) reel kuadratik say1

cisimlerinde @, kuadratik irrasyonel sayisinin siirekli kesir agilimindaki periyodun 7

olmasi durumunda, Tomita [9,10] ve Azuhata [11] nin ¢alismalar1 gz oniine alinarak,



ilk olarak d El(mod4) kosulunu saglayan reel kuadratik say1 cisimleri i¢in temel

birimler ve d tam sayisinin formu en fazla bes parametreye bagli olarak belirlenerek,

_1+\/Z

¢ 2

kuadratik irrasyonel sayisinin siirekli kesir a¢ilimi elde edilmistir. Ayrica

kullanilan parametrelerin tek tiirlii belirli olduklariin ispati verilmistir. Daha sonra
d= 2,3(mod 4) kosulunu saglayan reel kuadratik say1 cisimleri i¢in temel birimler ve
d tam sayisinin formu, tam bes parametreye bagli olarak belirlenmis, bu parametrelerin
tek tirli belirli olduklar: ispat edilmis ve w, =+/d kuadratik irrasyonel sayisinin
stirekli kesir acilimi elde edilmistir. Boylece, Richaud-Degert tipinde olmayan ve @,

kuadratik irrasyonel sayisinin siirekli kesir ag¢ilimindaki periyodu 7 olan biitiin
kuadratik say1 cisimleri i¢in temel birimleri ve @, kuadratik irrasyonel sayisinin siirekli
kesir agilimini kesin bir bi¢imde veren pratik bir algoritma elde edilmis olup bunlar

literatiirde olmayan teoremlerle ifade edilmistir. Bu teoremler ayrintili ispatlari ile

verilmis ve somut drneklerle pekistirilmistir.



2. GENEL KISIMLAR

2.1. REEL SAYILARA RASYONEL SAYILAR iLE YAKLASIMLAR

Bu boliimde, Transandant Sayilar Teorisinde olduk¢a 6nemli olan reel sayilara rasyonel

sayilarla yaklasimlar ile ilgili bir takim temel tanim ve teoremlere yer verilmistir.

Tamm 2.1.1. &£ herhangi bir reel say1 ve n € N olmak {izere,

5—% < hi 2.1)

o<

esitsizligi gergeklenecek bigimde sadece & reel sayisina bagli olan bir ¢ pozitif sabiti
ve sonsuz sayida % ( g,helZ, h>0, ( g,h) = 1) rasyonel sayist varsa “& reel sayisina

rasyonel sayilar ile n. mertebeden yaklasilabilir ” veya “¢& reel sayisimin rasyonel

sayilar ile n. mertebeden yaklagimlar: vardwr ” denir, [1].

Sonuc 2.1.1 & reel sayisina, rasyonel sayilar ile n. mertebeden yaklasilabilir ise, k£ <n

ve k € N olmak iizere k. mertebeden de yaklasilabilir, [1].

Ispat. & reel sayisina rasyonel sayilar ile #. mertebeden yaklasilsin.

Buradan, (2.1) esitsizligi gerceklenecek bicimde sadece & ye bagh olan bir ¢ >0
sabiti ve sonsuz sayida % (g,heZ, h>0, (g,h)=1) rasyonel sayist vardir.
k<n ve h>1 oldugundan, 4" <h" olup bu son esitsizlikten hc—n < hik elde edilir. Bu

esitsizlikten ve (2.1) esitsizliginden,



0< g_% < £

esitsizligi gergeklenecek bicimde sadece & ye bagl olan bir ¢ >0 sabiti ve sonsuz

sayida % rasyonel sayist vardir. O halde, Tanim 2.1.1 kullanilarak, & reel sayisinin

rasyonel sayilar ile k. mertebeden yaklasilabilir oldugu gosterilmis olur.

Teorem 2.1.1. Rasyonel sayilarin sadece birinci mertebeden yaklasimlar1 vardir, daha

yliksek mertebeden yaklasimlar1 yoktur, [1].

Ispat. (a,b €Z,b>0,(a,b)= 1) herhangi bir rasyonel say1 olsun.

>

(a,b)=1 oldugundan, ax-by=1 diofant denkleminin sonsuz sayida tam sayili

¢Ozlimleri vardir.

Xy, Y, € Z bu denklemin 6zel ¢oziimlerini gostermek iizere, x =x,+bt ve y =y, +at

(t € Z) bu denklemin genel ¢Sziimlerini verir.
x, ve b degerleri ne olursa olsun, x =x,+bt degerinin ¢ nin sonsuz sayidaki degeri

icin pozitif oldugu aciktir. Bu sebepten, ax—by =1 denkleminin her iki tarafi bx >0 ile

boliindiigiinde, x >0 olmak iizere,

- (2.2)

esitligi gerceklenecek bigimde sonsuz sayida x,y € Z vardir. b >1 oldugu kullanilarak

(2.2) esitliginden,




esitsizligi gerceklenecek sekilde sonsuz sayida 4 (x, Vel , x> O) rasyonel sayisi
X

vardir. O halde, % rasyonel sayisinin 1. mertebeden yaklagimlart vardir. Boylece her

rasyonel sayinin 1. mertebeden yaklagimlarinin oldugunun ispati tamamlanmais olur.

Simdi de rasyonel sayilarin daha yiiksek mertebeden yaklagimlarinin olamayacaginin

ispatin1 vermek i¢in, % rasyonel sayisina 2. mertebeden yaklasilabildigi kabul edilirse,

<= 23)

esitsizligi gerceklenecek sekilde ¢ >0 sabiti ve sonsuz sayida e (x, ver ,x> 0)
x

rasyonel sayis1 vardir.

N a . c. ..
Diger taraftan, 222 olmak iizere herhangi bir r rasyonel sayisi i¢in,
X X

s 2.4)

elde edilir ki bu son esitsizlik gerceklenecek sekilde sadece sonlu sayida x € Z oldugu

goriiliir. Bu ise (2.3) esitsizligi gerceklenecek sekilde sonsuz sayida 2 rasyonel
X

sayisinin olmast ile celisir. O halde, % rasyonel sayisinin 2. mertebeden yaklagimlarinin

olmadig1 gosterilmis olur. Boylelikle 2. mertebeden daha yiiksek mertebelerden de



yaklagimlarimin olmadig: ispatlanmis olur. Aksi takdirde, &k >2 (k € N)olmak lizere,

% rasyonel sayisinin k. mertebeden yaklasimlari olsa, Sonu¢ 2.1.1 geregi 2.

mertebeden de yaklagimlarinin olmasi1 gerekirdi. Bu ise, % rasyonel sayisinin 2.

mertebeden yaklagimlarinin olmamasi ile ¢elisir. Boylece rasyonel sayilarin sadece
birinci mertebeden yaklasimlarinin oldugu, daha yiiksek mertebelerden yaklasimlarinin

olmadiginin ispati tamamlanmais olur.

Teorem 2.1.2. n. dereceden bir cebirsel sayimin (n+1). mertededen yaklagimlari

yoktur, [1].
Ispat. Bir onceki teoremde, rasyonel sayilarin sadece birinci mertebeden
yaklagimlarinin oldugu, ikinci ve daha yiiksek mertebeden yaklagimlarinin olmadigi

ispat edildiginden, » >1 durumunu incelemek yeterli olacaktir.

Bu durumda, &, n. dereceden bir cebirsel say1 ve
n n—1 -
f(x)=ax"+ax""+..+a, x+a, (ai €Z,(0<i<n), ao;tO)

polinomu ¢ nin gergekledigi tam katsayili ve rasyonel sayilar cismi iizerinde

indirgenemez bir polinom olsun. £—-1<x<&+1 olacak sekildeki herhangi bir x igin,
|x|<|§|+1 esitsizliginin gerceklendigi agiktir. Bu sebepten, f '(x) tirev fonksiyonu

igin,

‘f'(x)‘ = ‘naox”_] +(n—1)ax"+..+a,,

n—1

< ‘naox +‘(n—l)a1x"_2‘ +ot

an—l

< nlay|(|€] +1)"71 +(n —1)|a1|(|§|+1)’172 ot

an—l

bulunur. Burada, n|a0|(|§| + 1)’171 +(n —1)|a1|(|§| + I)H +..+ |an_l| = A >0 ile gosterilsin.



O halde,

>— (2.5)

esitsizligi elde edilir.

& nin (n+1). mertebeden yaklagimlarmin oldugunu kabul edelim. Bu durumda,

C
kn+l

‘%—§‘< , k>1 (2.6)

esitsizligi gerceklenecek bicimde sonsuz sayida %e Q vardir. £ >1 oldugundan bu son

esitsizlikten & —1< % < &+1 esitsizligi elde edilir.

Diger taraftan, f (%) #0 dir. Aksi takdirde, f (%j =0 olsa, f(x) polinomu, x—%

carpanini igerir bu ise f (x) polinomunun Q[x] te indirgenemez olmasi ile celisir.

Buradan,
i o jagh” +a "k +..+a k|
Sl Izl —+a—+..+a,|= 2
k k"l kn kn k"l
olacagindan,

(2.7)

elde edilir.
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Ortalama Deger Teoremi kullanilarak, % ile £ arasinda kalan x ler i¢in,

elde edilir. Bu esitlikte her iki tarafin mutlak degeri alimip, (2.5) ve (2.7)

esitsizlikleri kullanilirsa,

G,

f(x) " Ak

h
‘;—5‘ = (2.8)

esitsizligi elde edilir.

(2.6) ve (2.8) esitsizliklerinden,

1 c
<

Akn kn+1

elde edilir ki bu son esitsizlik sonlu sayidaki £ pozitif tam sayis1 i¢in gergeklenir. Bu
ise (2.6) esitsizligi gerceklenecek sekilde sonsuz sayida % rasyonel sayist olmasi ile

celisir. Dolayistyla, “& nin (n+1). mertebeden yaklagimlarinin oldugu” kabulii ile

celiski elde edilmis olur. Boylece, n. dereceden bir cebirsel sayinin (n + 1). mertededen

yaklagimlarinin olmadiginin ispati tamamlanmis olur.
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2.2. KOMPLEKS SAYILARIN MAHLER VE KOKSMA SINIFLANDIRMASI
Mahler Siniflandirmasi

Mahler Siniflandirmasinda esas olan, & herhangi bir kompleks say1, n ve H dogal
sayllar ve H(P) de tam katsayill P(x) polinomunun yiksekligi, ki bu da bu

polinomun katsayilarinin mutlak degerlerinin maksimumu olarak belirli olmak iizere,

derecesi n i ve yiiksekligi H y1 gegmeyen, P(&)# 0 kosuluna uyan biitiin tam katsayili
P(x) polinomlar: igin ‘P (& )‘ yi olusturarak, bu degerlerin minimumunu almaktir. Bu

minimum @, (H ,cf) ile gosterilirse, a)n(]-] ,cf) kiimesi;
o,(H,&)=min{|P(£): P(x) e Z[X], H(P)< H, deg(P)<n, P(£)#0|

biciminde tanimlidir. Simdi,

1
log
— T @, (H’é)
@ (¢)= o log H
ve
_'_ n (5)
o(§)=lim=

olarak tanimlansin. Burada 0<@, (&)< ve 0<o(&)<oo esitsizlikleri gegerlidir.
Ayrica, o, (H,&)<o,(H,£) oldugundan w,, (&)=, (&) esitsizligi elde edilir.
Buradan eger bir n i¢in @, (£) =00 olursa, daha biiyiik n ler i¢in de @, (&)= olacag
goriiliir. O halde, @, (&) enaz bir n igin  oldugunda, @, (&)=c0 olacak sekildeki n
dogal sayilarinin bir minimumu vardir. Bu minimum x olarak alinirsa ve eger higbir n

dogal sayist icin o, (5) =00 esitligi gergeklenmezse =00 olarak gosterilecektir. Bu
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sekilde x sayisi tek tiirli belirlenmis olup bu x sayisma, & kompleks sayisinin
“indeksi” denir. Dolayisiyla, her {a)n(f)} dizisine bir x sonlu veya sonsuz sayisi
karsilik gelmektedir. Bunlardan baska, u# ve a)(éj) sayilar1 ayni anda sonlu olamazlar.

Bu durumda, her ¢ kompleks sayisina bir ( ,u(g"),a)(§)) cifti karsilik gelmektedir.

Dolayisiyla, her & kompleks sayisi i¢in asagidaki dort durumdan biri gegerli olur.

Mabhler’ e gore, £ sayisina;

@(£)=0 ve u(&)=w ise “A-sayisi”,
O<o(&)<ove u(§)=w ise  “S-sayisi”,
o(§)=0ve u(@)= e “Tsausr
w(E)=00 ve u(&) <o ise “U-sayist”

denir. Bu sekilde biitiin kompleks sayilar ikiser ikiser ayrik olan dort sinifa ayrilabilir.

Bu siniflara da A-sinifi, S-sinifi, 7-sinifi ve U-sinifi denir.

Teorem 2.2.1. Her cebirsel say1 bir A-sayisidir. Tersine olarak, her 4-sayis1 cebirseldir.

Diger bir ifade ile 4-sinifi ile cebirsel sayilar kiimesi ¢akisir, [12].

Teorem 2.2.2. t ve z kompleks sayilar olmak lizere, eger ¢ ve z birbirine cebirsel
olarak bagl ise, diger bir ifadeyle F (t,z) =0 olacak bi¢imde sifir polinomdan farkl
olan tam katsayili bir F (x, y) polinomu varsa , ¢ ve z kompleks sayilart ayni sinifa

aittir, [13].

,u(f):m ise & sayisina “derecesi m olan bir U sayisi” denir. Derecesi m olan U
sayilarinin kiimesi “U, ” ile gosterilir. U smifi m e N olmak tizere, ikiser ikiser ayrik
olan U, alt siiflarinin birlesiminden meydana gelmistir. U, alt simfinin Liouville

Sayilarindan olusan kiime ile c¢akistig1 goriiliir. m >1 olacak sekilde bir dogal say1

olmak tizere U, alt siiflarmin bos kiimeden farkli oldugu 1953 yilina kadar ispat
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edilememistir. Nihayet Leveque [6] , 1953 yilinda yapmis oldugu calismasi ile U, -alt

siiflarinin bos kiimeden farkli oldugunu ispat etmistir.
Koksma Simiflandirmasi

Mahler’den sonra 1939 yilinda Koksma, & herhangi bir kompleks say1 ve o bir

cebirsel say1 olmak iizere, kompleks sayilarin

a):(H,é):min{|§—a| rdeg(a)<n, H(a)<H,a#& }

fonksiyonuna dayanan bir siniflandirmasini vermistir. Bu simiflandirmada, «, (f) ve

o (&) degerleri,

1
log——
* __ Ha)n (H’ é)
@ (8)= L log H
ve
* __ a)*n (‘f)
o (&) =T

olarak tanimlansin. Burada, a):(f) degeri sonlu ya da sonsuz deger alabilir. a):(g),
n nin bir monoton artan fonksiyonudur. Ayrica, @ (&) i¢in 0< @ (£)<oo esitsizligi
gegerlidir. @, (cf) =oo olacak sekilde » dogal sayilar1 varsa ve bu sayilarin

E

minimumuna 4 denilirse, n< " i¢in @, (&)< olup, @, (&), n nin bir monoton
artan fonksiyonu oldugundan n> " i¢in @,(&)=co dur. Bu durumda, & kompleks
sayisinin indeksi ,u*(cf) “sonludur” denir. Eger, her neN igin w:(§)<oo ise
y*(§)=oo seklinde yazilir ve & kompleks sayisinin indeksi “sonsuzdur” denir.

Dolayistyla, her {a): (5)} dizisine sonlu veya sonsuz bir z" sayis1 karsilik gelmektedir.
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Bunlardan baska, 4 ve @ (§ ) sayilar1 ayn1 anda sonlu olamazlar. Bu durumda her &

kompleks sayisina bir (,u*(f),a)*(f)) cifti karsilik gelmektedir. Dolayisiyla her &

kompleks sayis1 i¢in asagidaki dort durumdan sadece bir tanesi gecerli olur. £ sayisina;

@ (£)=0 ve ,U(Cf) =0 ise “A"-sayist”,
O<a)*(§)<oo ve ,U*(ég)ZOO ise “S"-sayist”,
@ (§)=0 ve ' (§)=o0 ise “T"-sayist”,

a)*(af):oo ve ,u*(é)<oo ise “U-sayist”

denir. A" -sayilarnin olusturdugu smifa “ A" -simifi”, S -sayilarinm olusturdugu sinifa
“S"-simifi”, T"-sayilarinin olusturdugu simifa “7" -simifi” ve U -sayilarmin olusturdugu

sinifa “U” -sumifi” denir. Boylece, Koksma Smiflandirmasi ile biitiin kompleks sayilar

ikiser ikiser ayrik dort sinifa ayrilmis olur.

*

: . . * . . *
y7, (5) =m ise & sayisina “derecesi m olan bir U  sayisi” denir. Derecesi m olan U

. . . . 1 * . g . g .
sayilarinin kiimesi “U’ ” ile gosterilir. U~ smifi m € N olmak iizere, ikiser ikiser ayrik

olan U, alt smiflarmin birlesiminden meydana gelmistir.

Wirsing [14], 1961 yilinda Mahler ve Koksma’nin bu siniflandirmalarinin birbirine

denk oldugunu ispatlamistir.
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2.3. LIOUVILLE SAYILARI iLE ILGIiLi TANIMLAR VE TEMEL
TEOREMLER

Tamm 2.3.1. & bir reel say1 olmak {izere, her & >0 tam sayisi i¢in,

Pr
9

esitsizligi gerceklenecek bicimde bir rasyonel sayisi bulunabilirse, & sayisina

“Liouville Sayis1” denir, [15].

Not 2.3.1. i) & bir Liouville Sayis1 ise, her k£ >0 tam sayisi i¢in yukaridaki esitsizligi

gercekleyen birbirinden farkli sonsuz sayida Pe rasyonel sayis1 vardir.
q;

ii) & bir Liouville Sayist ise, her k>0 tam sayist i¢in yukaridaki esitsizligi
gercekleyen ve paydalart keyfi bir sayidan biiyiik olan birbirinden farkli sonsuz sayida

Pr
9

rasyonel sayis1 vardir.

iii) & bir Liouville Sayist ise, her k>0 tam sayist i¢in yukaridaki esitsizligi
gercekleyen ve paylarinin mutlak degeri keyfi bir sayidan biiyiik olan birbirinden farkl

sonsuz sayida Pi rasyonel sayis1 vardir.

P
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Ornek 2.3.1.

&= ZIO_”! =0.1100010000000000000000010000...

n=1

bir Liouville Sayisidir, [16].

Ispat.

k
Pi _ Z 10" rasyonel sayisim diisiinelim.
(]k n=1

. L | 10"’(110+132!+...+13Mj
&:210"”: — et — | = -
. = 10 10% 10" 10"
oldugundan,

k
p =10°>710" ve ¢, =10"

n=1

dir. Burada, p, ve ¢, nmn tam say1 oldugu ve ¢, >1 oldugu acik bir sekilde

goriilmektedir.
Py Zw ! Zw 1 1 1 1
‘5 q. e et 10"! 1 0(k+1)! 1 0(k+2)! 10(k+3)!

_ ! 1+ ! + 1 +.. < ! I+ —+—+
_10(k+1)! G T GO R G I ) E W

10 10 10 1 1
= < -

0107000 (10 107 (107) 4
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k
dir. Boylece Pe _ ZIO"”! alinmak suretiyle, her £ >0 tam sayis1 i¢in,

qk n=1
p 1
‘g -k < ) 9 >1
qdi| 49
esitsizligi gerceklenecek bigimde bir Pi rasyonel sayisinin bulunabildigi gosterilmis
q;

olur. Buradan, 52210*”’:0.110001OOOOOOOOOOOOOOOOO10000... sayisinin  bir

n=1

Liouville Sayis1 oldugunun ispat1 tamamlanmis olur.
Teorem 2.3.1. Liouville Sayilar1 irrasyoneldir, [17].

Ispat. £ bir Liouville Sayist olsun. O halde, Tanim 2.3.1 ve Not 2.3.1 (i) den, her

k >0 tam sayis1 i¢in,

<L , g>1 (2.9)

esitsizligi ger¢eklenecek bigimde sonsuz sayida £ ( P, qE€ Z) rasyonel sayist vardir.

& bir rasyonel say1 olsa, Teorem 2.1.1 den sadece birinci mertebeden yaklagimlari
mevcut olur ve bu da her k>0 tam sayisi i¢in, (2.9) esitsizligi ger¢eklenecek bicimde

sonsuz sayida 4 ( P, q€E Z) rasyonel sayisi olmasi ile ¢elisir. O halde, & irrasyoneldir.
q

Boylece, Liouville Sayilarinin irrasyonel oldugunun ispati tamamlanmis olur.
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Teorem 2.3.2 (Liouville Teoremi). »>1olmak lizere, & n. dereceden bir cebirsel
say1 olsun. Bu durumda, sadece & ye bagli olan dyle bir 0<c <1 pozitif sabiti vardir

ki,

c
q

p
q

(2.10)

esitsizligi her 2 ( p.qEl; q> O) rasyonel sayisi i¢in gergeklenir, [17].
q

Ispat. & sayisiin gergekledigi tam katsayili n. dereceden indirgenemez cebirsel

denklem
f(x)=ax"+a,_x""+. .+ax+a,=0 (al. €Z, (i=0,1,..,n), a, # O)
olsun. £ bu cebirsel denklemi ger¢ekledigi icin,

f(£)=0 2.11)

olur. Simdi herhangi bir L ( p.q €L; q>0) rasyonel sayisi almirsa asagidaki iki
q

durum s6z konusudur.

1. Durum.

£_¢
q

>1 (2.12)

olsun. Bu durumda, 0<c <1 olacak sekilde secilen her ¢ pozitif sabiti i¢in (2.12)

esitsizliginden,
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>c (2.13)

elde edilir. g € Z ve ¢ >0 oldugundan ¢ >1 olup ¢" >1 dir. Buradan,

esitsizligi elde edilir. Bu esitsizligin her iki tarafi 0<c<1 esitsizliini saglayacak
uygun bir ¢ pozitif sabiti ile ¢arpilip (2.13) esitsizligi kullanilarak, (2.10) esitsizligi

yani

C
> —
n

q

q

elde edilir. Sonucta, >1 esitsizligini gercekleyen her a rasyonel sayis1 ve

]
q

0<c<1 olacak sekilde secilen her c¢ pozitif sabiti icin (2.10) esitsizliginin

gerceklendigi gosterilmis olur.

II. Durum.

L£_¢
q

<1 (2.14)

olsun. Burada amag, (2.14) esitsizligini gercekleyen her P rasyonel sayist i¢in (2.10)
q

gerceklenecek bigimde 0 < ¢ <1 kosuluna uyan ¢ pozitif sabitini belirlemektir.
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Simdi, herhangi bir a rasyonel sayis1 alinirsa, Ortalama Deger Teoreminden,

f(gj—f(§)=(£— Jf’(y) (2.15)
esitligi gergeklenecek bigimde, 2 e ¢ arasinda kalan bir y sayist vardir.

f (g) =0 oldugundan (2.15) esitligi,

f[ﬁj{ﬁ—é]f’(y) (2.16)

q

seklinde yazilabilir. Buradan, her iki tarafin mutlak degeri alinarak,

(2)
p q
P 5‘ I 2.17)
q L1 (7))
elde edilir. Simdi de,
‘f(ﬁj zin (2.18)
q) 4q

esitsizliginin saglandigini géstermek icin dncelikle, # 0 oldugu gosterilmelidir.

1)

& derecesi 1 den biiyiik olan tam katsayili indirgenemez bir polinomun kdoki

#0 saglanir. O halde buradan ve (2.17) den

2)

oldugundan, £¢Q olup ‘E— &
q

2]

=0 ve

#0 elde edilir. a, p,gqeZ (0<i<n) olmak iizere,
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n n—1 n—1 n
a,p +ta,,p q+t..tapq +ayq . .
f (EJ = : 1 : olup, bu esitligin sag tarafindaki

q q"

ifadenin pay kismindaki mutlak deger en az 1 e esit oldugundan, (2.18) esitsizligi olan

f (3] > ln esitsizliginin gergeklendigi gosterilmis olur.
q q

(2.17) ve (2.18) den,

fe— L (2.19)

"1 (7))

pP

q

q

elde edilir. Simdi ‘ f '( ;/)‘ icin pve g ya bagl olmayan sadece & ye bagl olan bir iist

siir bulmak igin 6ncelikle f(x) in tiirevi olan f’(x) degerini hesaplamak gerekir.

Burada,
f'(x)=nax""+(n-1)a, x"7 +..+q,
olup, buradan

7"+t (2.20)

() < nla A+ (n=1)

an—l
esitsizligi elde edilir.

Simdi de, » nin, 2 ile & arasinda yer alan bir say1 oldugu ve (2.14) esitsizligi olan

P_ &I <1 esitsizligi kullanilarak,

7| <]él+1 (2.21)

oldugunu gostermek gerekir. Bunun i¢in dncelikle,
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E-l<y<é+]

esitsizliginin gergeklendigi gosterilmelidir.

(2.14) yani <1 esitsizliginden,

£_¢
q

esitsizligi elde edilir ve

E-1<E<éE+1

(2.22)

(2.23)

(3.15)

dir. y, P e ¢ arasinda yer alan bir sayr oldugundan ve (2.23) ile (2.24)
q

esitsizliklerinden, £—-1<y <&+1 esitsizliginin gergeklendigi goriiliir. Bu esitsizlik

kullanilarak, (2.21) esitsizligi olan |y| <|&|+1 esitsizligi de elde edilir.

(2.20) ve (2.21) den,

‘f’(}/)‘ﬁn

(

al’l

bulunur. Simdi de,

(

¢, =nla,

& +1)"71 +(n=1)|a,_|(|¢ +1)"72 +..t|a)]

D)+ (n=1)a, (g +1)" + e

(2.25)

(2.26)
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olsun. Burada ¢, >1 olup, O<c:l<1 olacak sekilde secilen ¢ pozitif sabiti
G

kullanilarak, ¢, = 1 alinirsa, (2.25) ve (2.26) dan,
c

1
- >c (2.27)
£'(7)
elde edilir. Sonucta, £—§ <1 esitsizligini gergekleyen her L rasyonel sayisi ve
q

¢ =— olacak sekilde secilen ve 0<c <1 esitsizligini gergekleyen ¢ pozitif sabiti i¢in
cl

> % esitsizliginin gerceklendigi gdsterilmis olur.
q

£-¢
q

(2.10) esitsizligi olan

Teorem 2.3.3. Liouville Sayilar1 transandanttir, [15].

Ispat. & bir Liouville Sayis1 olsun. & nin 7. dereceden bir cebirsel say1 oldugunu kabul
edelim. O halde, Liouville Teoreminden sadece & ye bagli dyle bir ¢ >0 pozitif sabiti

vardir ki,

C
n

q

>

‘ s P (2.28)
q

esitsizligi her L Q icin gerceklenir.

Diger taraftan, £ bir Liouville Sayisi oldugundan her A > 0 pozitif tam sayisi i¢in,

<o (2.29)
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esitsizligi gerceklenecek bicimde % ( g.heZl,h> 1) rasyonel sayis1 vardir.

Simdi, > <c esitsizligini ger¢ekleyen bir » > 0 pozitif tam sayisini alalim.

Her A > 0pozitif tam sayisi i¢in, (2.29) esitsizligi ger¢eklenecek bigimde % rasyonel
sayist var oldugundan, A=n+r>0 pozitif tam sayis1 icin de (2.29) esitsizligi
gergeklenecek bigimde % rasyonel sayis1 vardir. O halde,

1 1 1 < 1 < ¢

g
2|l < — = — < < —
‘5 h‘ hl hn+r hnhr 2r hn hn

elde edilir. Buradan, (2.28) esitsizligi olan,

gr_ﬂ
q

> in esitsizligini ger¢eklemeyen bir
q

EEQ rasyonel sayisinin var oldugunu gosterilmis olur. Bu ise, her Ee@ icin

‘f P >in esitsizliginin gercekleniyor olmasi ile dolayisiyla da & yi cebirsel say1
q

olarak kabul etmemiz ile ¢elisir. »n herhangi bir dogal say1 oldugundan, & herhangi bir

dereceden cebirsel say1 olamaz. Boylece, Liouville Sayilarinin transandant oldugu, diger

bir ifade ile cebirsel say1 olamayacagi gosterilmis olur.

Teorem 2.3.4. & bir irrasyonel sayz, {a)n} , limw, = olacak sekilde bir reel say1

dizisi olmak tlizere,

<L (2.30)

Py
§——H<—
qn

4,

0<

Py

esitsizligi gerceklenecek bicimde { } (p,,q9,€%, q,>1, n=1,2,3,...) rasyonel

n

say1 dizisi varsa, & bir Liouville Sayisidir, [18].
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Teorem 2.3.5. “£” bir Liouville Sayist ise, “—&” de bir Liouville Sayisidir, [15].

Ispat. & bir Liouville sayisi olsun. Bu takdirde Liouville Sayilarimin tanimi geregi, her

k >0 tam sayist i¢in, 0< §—£ T

<L esitsizligi gergeklenecek bigimde bir £ (g>1)
q

rasyonel sayis1 vardir.

0< §_£ :‘_(_§+£j :‘_éj_(_p) <Lk
q q q q
o . (-p)| 1 ..
oldugu icin, her k>0 tam sayist i¢in, 0 <|-& — <— esitsizligi ger¢eklenecek
q
bicimde bir P rasyonel sayisi bulmak miimkiin olur. Bdylece ispat tamamlanmis

olur.

Teorem 2.3.6. £ bir Liouville Sayist ise, é de bir Liouville Sayisidir, [15].

Ispat. Onceki teoremden & bir Liouville Sayisi ise —& nin de bir Liouville Sayisi
oldugu bilindiginden, ispati sadece pozitif Liouville Sayilar1 i¢in yapmak yeterli

olacaktir.

& bir pozitif Liouville Sayisi olsun. Bu takdirde her £ >0 tam sayis1 igin,

£ P

1
0< <— . (g>1 (2.31)
2oL (o)

esitsizligi gergeklenecek bicimde p ve g pozitif tam sayilart vardir ve burada p tam

sayis1 pozitif aliabilir ¢iinkii (2.31) esitsizliginden,

o
q

0< <

:‘|§|_£
q

5_2
q
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olur ve buradan da,

|| 1
—_ 1 <_
5 q q2k

0<

elde edilir. O halde, p negatif bir tam say1 olsa bile,

p| pozitif tam sayis1 i¢in (2.31)
gerceklenir. Not 2.3.1. (iii) den Gtiirli p tam sayis1 keyfi bir sayidan biiytik alinabilecegi

icin, p >1 olarak almak miimkiindiir.

(2.31) esitsizliginin her iki tarafi fi (>0) ile ¢arpilirsa,
p

1

< quﬂf—l

0<1q

——= 2.32
2 (2.32)

49

elde edilir. Simdi,

k

<L oldugunu gosterelim. Not 2.3.1. (i) den otiirii ¢ keyfi
P

bir sayidan biiyiik alinabildigi i¢in, ¢ sayisin1 da ¢ >l olarak almak miimkiindiir.

Boylece bu esitsizlik ve (2.32) esitsizligi kullanilarak,

1
g

p

0<1 q<

elde edilir. Bu son esitsizligin sag tarafinin pay ve paydas1 p*™ ile carpilirsa,

<Lk(£2J 7 (2.33)

esitsizligi elde edilir. Simdi, her £ > 0 tam sayisi i¢in,

(ﬁzj < (2.34)
q
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oldugunu gostermek icin (2.31) esitsizligi kullanilarak,

P g4 (2.35)
q
elde edilir. Cinkii, £-¢=|Z|-|g<|Z|-|¢]<|c-£ <%<1 dir. Burada ¢>1
q q q ql ¢

oldugundan her k>0 tam sayisi icin, ¢°* >1 dir. Dolayisiyla Lz,(<1 olur. Boylece,

(2.35) esitsizliginin her iki tarafini 1 (>0) ile carparsak,
q

2

P st (2.36)
q

S

esitsizligi elde edilir. g istenilen biiyiikliikteki keyfi bir sayidan daha biiyiik alinabildigi

icin, g sayisl

qg>&+1 (2.37)

olacak sekilde alinabilir. (2.36) ve (2.37) esitsizliklerinden, %<1 ve buradan da her
q

k-1
k>0 tam sayist i¢in, (ﬁj <1 esitsizligi elde edilir. Boylece (2.34) esitsizliginin
q

2

saglandig1 gosterilmis olur.

Boylece, ¢ > max(§+l,éj olacak sekilde alindiginda (2.33), (2.34) esitsizlikleri ve

p >1 olmasi kullanilarak, her £ >0 tam sayis1 i¢in,
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1 ¢ 1
O<|=——=<— (p>1
Lo (21
esitsizligi gerceklenecek bigcimde bir 4 rasyonel sayist bulunabilir. O halde, 1 bir

Liouville Sayisidir.

Teorem 2.3.7. & bir Liouville Sayist olsun. Eger 7 irrasyonel sayisi ile & arasinda,

n=s,+85E+5,E +.+s E” (5,€Q, 0<i<m, meN)

seklinde bir bagint1 varsa, 7 bir Liouville Sayisidir, [15].
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2.4. SAYI CISIMLERI iLE ILGIiLi TANIMLAR VE TEOREMLER
Genel Tamimlar

Tanmm 2.4.1. F ve E birer cisim olmak tizere, £ cismi F cisminin bir alt cismi ise F

cismine £ cisminin bir “genislemesi” denir ve F'/ E ile gosterilir.

Tanmm 2.4.2. F'/E bir cisim genislemesi olsun. Bir @ € F i¢in p(a)=0 olacak

bicimde sifir polinomundan farkli bir p(x)eE[x] polinomu varsa ¢ ya E cismi

tizerinde bir “cebirsel eleman” denir ve «a ceb/E ile gosterilir. Aksi takdirde, o ya FE

cismi {lizerinde bir “transandant eleman” denir ve « trans/E ile gosterilir.

Tammm 2.4.3. F, E cisminin bir genigslemesi ve F cisminin her « elemam FE

tizerinde cebirsel ise, F' cismine E cisminin bir “cebirsel geniglemesi” denir.

Tamm 2.4.4. F/E bir cisim genislemesi ise F cisminin £ cismi lizerinde vektor

uzay1 olarak boyutuna F cisminin E cismi iizerindeki “derecesi” denir ve [F : E] ile

gosterilir. Eger [F: E] <o ise F/E genislemesine “sonlu genisleme” denir.

Onerme 2.4.1. Her sonlu genisleme bir cebirsel genislemedir.

Tamim 2.4.5. Q rasyonel sayilar cisminin sonlu bir genislemesine “cebirsel sayi cismi”

denir.

Tamim 2.4.6. F/E bir cisim genislemesi ve o€ F olsun. F=E(a) bi¢iminde

yazilabilir ise F' cismine E cisminin bir “basit genislemesi” denir.

Tanmm 2.4.7. F/Q cebirsel bir genisleme olsun. Eger bir « € F elemaninin Q

tizerinde sagladigi polinom katsayilart Z de monik olan bir polinom ise a elemanina

“cebirsel tam say1” denir.
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Onerme 2.4.2. Q nun bir « elemaninin cebirsel tam say1 olmasi igin gerekli ve yeterli

kosul « € Z olmasidir.

Tanim 2.4.8. F bir cebirsel say1 cismi olsun. Bir @ € F/ nin Q iizerindeki eslenikleri

a=a,a,,..,a, ise,

biciminde tanimlanan ifadeler sirastyla , “a nin normu” ve “a mn izi” olarak

adlandirilir. Ayrica, a, f € F' olmak lizere,
N(af)=N(a)N(B) ve iz(a+p)=Iz(a)+iz(p)
dir. Bunun disinda « € Q ise,
N(a)=a® ve Iz(a)=2a

dir.

Kuadratik Say1 Cisimleri

Tanim 2.4.9. F/Q cebirsel bir genigleme ve [F : Q] =2 ise F cebirsel say1 cismine

“kuadratik sayr cismi” denir.

Onerme 2.4.3. d kare garpansiz bir tam say1 olmak iizere, Q(\/g ) kuadratik say1

cismi Q nun basit bir genislemesidir.
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Sonu¢ 2.4.1. Q(\/Z ) kuadratik say1 cisminin QQ tabani {1, Jd } oldugundan,

Q(x/g):{a: a=x+y\/3; x,yeQ}

bi¢imindedir.

Sonu¢ 2.4.2. o€ Q(\/g ) ve a=x+ y\/g elemaninin eslenigi ' olmak iizere,

N(a)=a. a =(x+y\/3).(x—y\/3)=x2 —dy’

Ve

LE(a)=a+ a :(x+yx/§)+(x—y\/g):2x
bicimindedir.

Tanmm 2.4.10. K =Q(\/E ) kuadratik sayr cisminin cebirsel tam elemanlarinin

olusturdugu O, kiimesi, toplama ve carpma islemlerine gore bir halkadir. O, halkasina

K cisminin “tamlik halkasi” denir, [19].

Onerme 2.44. K =@(\/Z ) olsun. a €O, olmas: i¢in gerekli ve yeterli kosul,

N(a), Iz(a) € Z olmasidir, [19].

Teorem 2.4.1. K = Q(\/Z ) kuadratik say1 cismi olsun.

i) d=23(mod4) ise O, =Z+ZNd

1+\/3J

2

ii) d=1(mod4) ise OK=Z+Z(

dir, [19].
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Sonu¢ 2.4.3. K = @(«/E ) kuadratik say1 cisminin O, tamlik halkasi sonlu iiretilmis

bir Z -modiildiir ve iiretegleri,

) d=23(mod4) ise {1,d}

1+\/Z}

2

ii) d=1(mod4) ise {1,

bi¢gimindedir, [19].

Tamm 2.4.11. K = @(\/E ) kuadratik say1 cismi ve

i) d=2,3(mod4) ise @,=d

_1+\/E

2

ii) d=1(mod4) ise @,
olmak iizere {1, w, } ikilisine O, halkasmnin “tamiik tabani” denir, [19] .

anim 2.4.12. = uadratik say1 cisminin tamlik halkasinin tamlik tabani
T 24.12. K @\/de'ky"'OK lik halk lik tab

{o,0,} ={1,0,} olsun.

A = det (Iz(wi.a)j))

i,j=1,2
degerine O, tamlik halkasinin veya K = Q(\/g ) cisminin “diskriminant:” denir ve

i) d =2,3(mod4) ise A=4d

ii) d=1(mod4) ise A=d

esitlikleri gerceklenir.
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Tanim. 2.4.13. K = @(\/E ) kuadratik say1 cisminin tamlik halkas1 O, olsun. ¢ € O,
icin L O, ise ¢ degerine “birim eleman” denir ve N(¢&)==I saglamr. Bu sekilde
&

tanimlanan biitiin & degerleri bir grup olusturur. Bu gruba K = Q(\/g ) kuadratik say1

cisminin “birimler grubu” denir ve “U_” ile gdsterilir.

Tamm 2.4.14. K =Q Jd ) kuadratik say1 cismi olsun. d >0 ise K ya “reel kuadratik
y y

sayi cismi ”, d <0 ise K ya “imajiner kuadratik say: cismi > denir.

Onerme 2.4.5. K =Q(\/Z ) kuadratik say1 cismi olsun. K cisminin U birimler

grubu,

u ={ig;:seZ}

a

olacak bi¢imde bir &, >1 birimi bulunabilir.

Tamm 2.4.15. K =Q Jd ) reel kuadratik say1 cismi olsun. K cisminin birden biiyiik
y y

birimlerinin en kii¢ligii &, ise, &, elemanina “temel birim” denir.

Onerme 2.44. K =Q<\/E ) reel kuadratik sayr cismi olmak iizere, x, yeZ igin,

n= # € K ise asagidaki ifadeler gerceklenir.

i) 7 nin bir birim olmas1 igin gerek ve yeter kosul x> —dy’ =F4 olmasidir.
Ayrica, 7 bir birim ise, 7 >1 olmasi i¢gin gerek ve yeter kosul x>0 ve y>0
esitsizliklerinin gerceklenmesidir.

_% +yi\/2
2

ii) 7, (x,, ¥,€Z; i=1,2) birden biiyiik birimler ise, 7, <7, olmasi

icin gerek ve yeter kosul x, <x, ve y, <y, esitsizliklerinin ger¢eklenmesidir.
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Tamm 2.4.16 (Richaud-Degert Tipinden Sayr Cismi). d =n’+r Kkare carpansiz

pozitif bir tam say1 r|4n ve —-n<r<n ise, Q(\/E ) cismine “Richaud-Degert (R-D)

Tipinden Sayr Cismi” denir. r = ¥1, ¥4 ise, Q(\/g ) cismine “dar (narrow) anlamda

Richaud-Degert (R-D) tipinden reel kuadratik Say: Cismi” , aksi halde “genis
(extended) anlamda Richaud-Degert (R-D) tipinden reel kuadratik Say: Cismi” denir.

Teorem 2.4.2. d=n’+r olmak iizere, @(\/E ) cismi Richaud-Degert (R-D) tipinden
bir reel kuadratik say1 cismi olsun. Bu durumda, sgnr , » nin igaret fonksiyonu olmak

lizere @(\/d ) cisminin temel birimi olan ¢,

-
n+d . |r|=1 ise (N(g,)=-sgnr)
&= < n+2\/2 . |r|=4 ise (N(g,)=-sgnr)
2n’ 2n\d
( " +r)+ md |r|¢1,4 ise (N(gd)=1)

- i ’

bi¢iminde belirlenmistir, [20].
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2.5. SUREKLI KESIiRLER VE TEMEL BiRIMLER iLE iLGIiLi TANIM VE
TEOREMLER

Bu bolimde stirekli kesirler ve temel birimler ile ilgili bir takim temel tanim ve
teoremlere yer verilmistir. Burada verilecek olan bilgiler dordiincii boliimde temel
birimler ile ilgili olan 6zgiin teoremlerin ispatlarinin daha anlasilir olmasi agisindan
onemlidir.

Sonlu Siirekli Kesirler

Tanim 2.5.1. ¢q,,9,,....q, € R ve 1<i<n i¢in g, >0 olmak lizere,

1
anl +—

n

seklindeki bir ifadeye “sonlu siirekli kesir” denir. q,, gq,,..., g, sayilarina siirekli kesrin
“kismi boliimleri” denir. Eger q,,q,,...,q, reel sayilarinin hepsi tam say1 ve 1<i<n
icin g, >0 ise, siirekli kesre “basit siirekli kesir” denir. Siirekli kesirleri biitiiniiyle
yazmak uzun oldugundan, genellikle [qo, qs s qn] gosterimi kullanilir. Bu béliimde

sadece basit siirekli kesirlere yer verileceginden, siirekli kesir denilince sadece basit
olanlar kastedilecektir.

Sonlu siirekli kesir tanim1 agsagidaki sekilde de ifade edilebilir:

[%]:%,

]
[90- a0 ]=q0+—,

q

1
[qo,ql,...,qn] =\ qos G159, 2:9, , +— (n > 2)

n
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Ayrica, sonlu siirekli kesirler i¢in asagidaki gosterimler de kullanilabilir:

1
do-Gr>-49, | =9 T 77—
[0 1 ] ’ [qla""qﬂ]

27 7S e e 7 7 | B O B9 =31} B

Teorem 2.5.1. Her sonlu basit siirekli kesir bir rasyonel say1 gosterir. Tersine, her

rasyonel say1 sonlu basit siirekli kesir olarak ifade edilebilir, [21].

Ispat. ¢,.¢,,...q,€Z ve 1<i<n i¢in ¢,>0 olmak iizere, [¢,.4,,....q,] sonlu

stirekli kesri alindiginda, her sonlu basit siirekli kesrin bir rasyonel say1 gdsterdiginin

ispati n ye gore indiiksiyonla yapilir.

| |
[90¢1] = g +—=D0 =

q q

rasyonel say1 oldugundan n =1 i¢in iddia dogrudur.

n =k icin iddia dogru olsun. Yani, ¢, hari¢ hepsi pozitif olan ¢,,q,,....q, tam sayilar
ve k pozitif tam sayis1 i¢in, [qo,ql,..., qk] siirekli kesrinin bir rasyonel say1 oldugu kabul
edilsin. ¢,,¢q,,....q, tam sayilan g¢,,q,,...,q,, olarak yeniden adlandirildiginda,

varsayimdan [ql,...,qk,q,m] basit siirekli kesri bir rasyonel sayidir. O halde, s>0

olmak tizere, [q],...,qk,qm] I olacak bicimde » ve s tam sayilar1 vardir. Buradan,
s
g, herhangi bir tam say1 olmak iizere,

1 _gyrts

€Q
ql""ﬂqk’qk-H] r

[qoaqla“WQk’qu]:qO +[

elde edilir. O halde, iddia n=£k+1 i¢in dogrudur. Bdylece, her sonlu basit siirekli

kesrin bir rasyonel say1 gosterdiginin ispat1 tamamlanmis olur.

u
_ s 0
ug,u, €Z, u;>1 ve (uy,u;)=1 olmak iizere, —> rasyonel sayis1 alinsin. u, ve u,

U,
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sayilaria Euclid Algoritmasi uygulandiginda,

U, = qu, +u, ;0 O<u, <y,

U, =qu, +u, ;0 O<uy<u,

un—l = qn—lun + un+l ’ O <u <u

n+l n

un = qnunH

denklemleri elde edilir. Bu denklemlerde ¢,,q,,...,q,

buradan,
1
0 2
—=q,t—=4q,+ /
1 1 U lu,
1 U 1
—=q,+—=q,+ )
u, u, U, Uy
u 1
n—l1 n+l
qn—l + - qn—l /
n n un Z/ln+l
un
= qﬂ
u

sayilar pozitif tam sayilar olup,

denklemleri elde edilir. ikinci denklemdeki - degeri, birinci denklemde yerine yazilip,

uZ

bu sekilde devam edilirse,

u 1

_0:q0+ 1 :[qooq”"'aqn]

“ g+

9+,
N 1
1
qn—l +—

n

elde edilir. Boylece, %

u

rasyonel sayisinin sonlu siirekli kesre agilimi elde edilir.
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Not 2.5.1. Bir rasyonel saymin tam olarak iki sekilde stirekli kesre ag¢ilimi vardir.

Herhangi bir ) rasyonel sayisinin siirekli kesre agilimi [qo,ql,...,qn] olmak {iizere,

u,
[90:@15--19,]=[40-41--2 4,159, —L1]
oldugu kolayca goriilebilir.

Asagidaki teorem ile bir rasyonel saymnin bu iki gosterimden farkli bir siirekli kesir

aciliminin olamayacag ifade edilmektedir.

Teorem 2.5.2. [q,.9,,....q,] Ve [ty.t,,...t,] basit siirekli kesirler olmak iizere,
[90: @020, | =[tgot10ent ] Ve g, >1, £, >1 ise, n=m ve ¢, =t (1<i<n) dir,

[21].

Siirekli Kesirlerle ilgili Rekiirans Bagintilari

Bir sonlu siirekli kesrin rasyonel say1 degerini hesap etmek, basamak sayisi arttik¢a
oldukca zor olacagindan, ilk birkag basamak degeri i¢cin dogrudan hesaplama yapilarak

kullanish rekiirans degerlerine ulasilabilir.

[‘]0]:‘10’
I gq,q +1
[d0-91]= g0 +—="—,
q, q,
49,99, + 49, t 4
[40-91-9:] = g, + = 200 +°1 2
q1+7 qqu
q,

oldugu goz oniine almir ve P, =0, P, =1, O, =1, O, =0 0zel degerleri secilirse,



39

R=4,=9,P,+P,, F=q9q,+1=qF+P,
Q0=1=QOQ—1+Q72 s Q1:q1=q1Q0 +Q71

esitlikleri elde edilir ve £ >0 igin,

F=q/F +F,
(2.38)
0, =9.0,.,%+0,,

seklinde {Pk} ve {Qk} tam say1 dizileri elde edilir.

Sonug 2.5.1. {Q,} tam say1 dizisi i¢in asagidakiler gergeklenir:

)1=0,<0 <0,.. dir.
ii) k>0 tam sayisti¢in, Q, 2k dir, [22].

Teorem. 2.5.3. ¢,.q,,....q, €Z ve 1<i<k igin ¢, >0 olmak iizere, {F,} ve {QO}

tam say1 dizileri (2.38) rekiirans bagintilar ile tanimlanan diziler olsun. Bu takdirde,

her x pozitif reel sayisi ve her £ >0 igin,

xb +F

90915591 X|=
[0 1 o ] X0, +0,

dir, [22].

Teorem. 2.5.4. Her k>0 tam sayisii¢in 7, =[q,,q,,....q,| olarak alinirsa,

dir, [21] .
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Ispat. Bir 6nceki teoremde x pozitif reel sayisi yerine g, (> 1) tam sayisi alinirsa,

9 b+ B
ro =40, 450, ] =
1 ’ 79 +9is
ve buradan da (2.38) rekiirans bagintilar1 kullanilarak, 7, :i elde edilir.

k

Tamm 2.5.2. k, n ye esit veya n den kiiciik negatif olmayan bir tam say1 olmak

iizere, 1, =[q,,4,,...q,] siirekli kesrine [q,.q,,...,q,]| sirekli kesrinin “k. yaklasik

kesri” denir.

Teorem 2.5.5. Her —1<k tam sayisi igin,

- (-1
PO B0 = (_1) ve e =N = 5 4 >
Qk—l
her £ >0 tam sayis1 i¢in,
(_l)k 4

k
PO, —F.,0, = (_1) P ve Te = T2 :T
k-2

esitlikleri gerceklenir, [21].

Sonu¢ 2.5.2. Her k£ >0 tam sayis1 igin, (Pk,Qk)=1 dir, [21].

ispat. (P,0,)=d>1 olsun. Bir énceki teorem kullanilarak, RO, , — P, 0, =(~1)""

yazilabilir. (B,,0,)=d oldugundan, d |P, ve d|Q, dir. Dolayisiyla, d | PO,
ve d|QF_, olup d|PQ, ,—F_ 0 ve boylece d| 1 elde edilir ki bu d >1

kabulii ile ¢elisir. Boylece, (Pk, Qk) =1 oldugunun ispati tamamlanmis olur.
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Sonsuz Siirekli Kesirler

Tanmm 2.5.3. i>1 i¢in g, 21 olacak sekildeki tamsayilarin {qo,ql,...,qn,...} sonsuz

dizisi bir basit sonsuz siirekli kesir tanimlar ve [qo,q] yeres qn,...] ile gosterilir.

Teorem 2.5.6. [qo,ql,...,qn,...] sonsuz stirekli kesrinin yaklasik kesirleri i¢in,

) rn,<n<r<..<n<.

i) n>n>n>.>n,,>..

i+1

iii) r, <n,,
esitsizlikleri gergeklenir, [23].

Ispat. i) Her i >0 tam sayis1 igin, Teorem 2.5.5 kullanilarak

2i+2
=) 4
_ 2i+2
r2i+2 _r2i = > 0

Q2i+2Q2i

elde edilir. Buradan, ., >r

2i+2

ger¢eklendiginin ispati tamamlanir.

ii) Benzer sekilde, her i >1 tam sayis1 i¢in Teorem 2.5.5 kullanilarak,

2i+1
(=) 4y
_ 2i+1
Lin—hia= <0

Q2i+1Q2i—1

elde edilir. Buradan, r,,>r,, olup, rn>r>r>.>n, >..

gerceklendiginin ispati tamamlanur.

5, olup, <K< <..<np <.

esitsizliginin

esitsizliginin
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iii) Her i >1 tam sayisi i¢in, Teorem 2.5.5 den

2i
Lin—h = Q(_I)Q >0
2i+1%2i

olur ve buradan 7, <r,,, elde edilir. Simdi de, her s, £>0 tam sayilar i¢in,
r, <1, oldugu, (i) den elde edilen », <r, ,, ; r, <r,,, esitsizliginden elde edilen

<r

,.., 1fadelerinden,

r.

Seiar <D Ve (i) den elde edilen r,

s+2t+1

<r

<r 2t+1

<
S7 2s+2t+1

r 2s5+2t

2s

esitsizligi elde edilerek r, <r

5. ©sitsizliginin gergeklendigi kolayca ispatlanmis olur.

Teorem 2.5.7. Her k>1 igin, ¢, >0 olmak iizere, {q,.q,....q;,...; tam sayilar
dizisi verildiginde, 7, =[q,.9,,...q,] ise, lim7,meveut olup limr, =[qos @10 Gy o---]

dir. Bunun disinda, her s, #>0 tam sayilari i¢in,
s <,lcimrk <y
esitsizligi gerceklenir, [21].

Teorem 2.5.8. « =[q,.q,....] ise, [a]=¢q, ve a=q,+ dir, [21].

(919,

Teorem 2.5.9. « =[q,.4,....]=[t,.t,...] ise her k>0 igin, ¢, =¢, dur, [21].

Ispat. a=[q,.q,,..]=[t,.t....] ise Teorem2.5.8 den, [a]=g, =1, ve

a=q,+ =
" 4090
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bulunur. Buradan, [g,,q,,...|=[t.t,,...] elde edilir. Bu islem tekrarlanarak ¢, =1 elde

edilir. Indiiksiyon kullanilarak, her n>0 tam sayisi i¢in g, =¢, esitligi elde edilir.

Boylece ispat tamamlanmis olur.

Teorem 2.5.10. Her sonsuz basit siirekli kesrin degeri bir irrasyonel sayidir, [21].

Ispat. Herhangi bir [g,.¢,,9,,...| sonsuz siirekli kesrini alalm. [q,.q,,q,,..]=«

denilirse, Teorem 2.5.7 den «, r ile r, arasindadir. Buradan,

n n+l

O<|a—rn

<|r. -, (2.39)

esitsizligi elde edilir. Diger taraftan Teorem 2.5.5 den, olur. Bu

’/;Hl - rn =

1
QnQn+l

deger, (2.39) esitsizliginde yerine yazilirsa,

1
Qn Qn +1

0<|a—rn

<

esitsizligi elde edilir. Bu esitsizligin her iki tarafi Q, ile ¢arpilirsa,

1
<_

Qn+1

0<

O,a-F,

bulunur.

a min rasyonel oldugunu kabul edelim. O halde, o = (a,beZ;b>0) seklinde

a
b

<L olup, bu esitsizligin her iki tarafi b ile

n+l

yazilabilir. Buradan, 0< Qn%— P

carpilirsa,
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b
< —

n+l

0<|0.a—Pb

olur. Sonug 2.5.1 den yeteri kadar biiyiikk » ler icin, O

n+l

> b esitsizligi gerceklenir.

Dolayisiyla, 0<

Q.a —Pnb| <1 elde edilir. Bu ise, Q ,a—P5b ifadesinin tam say1 olmasi

ile gelisir. O halde, « irrasyonel say1 olmalidir.

Teorem 2.5.11. Her irrasyonel say1, sonsuz siirekli kesir olarak ifade edilebilir, [21].

Ispat. «=q, bir irrasyonel say1 ve [a,]=¢, € Z olsun. Bu durumda, 0< ¢, —¢, <1

olacaktir.

a —q
0 0

a, =q,+ L clde edilir. Bu sekilde devam edilerek, bir {g, } sonsuz dizisi elde edilir.
al

Burada ¢, | irrasyonel bir say1 oldugundan, ¢, da irrasyoneldir. Ayrica, g, € Z disinda

q, lar pozitif tam sayilardir. Boylece, k+/ adim sonra,

a=qy. 9 G- | (2.40)
elde edilir. Teorem. 2.4.3 kullanilarak, (2.40) esitliginden

_ob +F,

0, +0,,
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P
bulunur. 7, =—% oldugundan,

k

("
O (aka—l +0,, )

a—n_,=

ve buradan da

lo—r | <——

k-1

elde edilir. Buradan, limit alinarak o = %im ro= llim[qo, @9, | =[40-9---] bulunur,

Sonuc 2.5.3. Irrasyonel sayilar ile sonsuz siirekli kesirler arasinda birebir bir esleme

vardir, [21].

Periyodik Siirekli Kesirler

Bu kisimda, bir irrasyonel sayinin sonsuz siirekli kesir agilimin periyodik olmasi i¢in
gerek ve yeter sartin, bu saymin bir kuadratik irrasyonel say1r olmasi gerektigi ifade
edilecektir. Bunun igin, periyodik siirekli kesir ve kuadratik irrasyonel say1 tanimlari

verildikten sonra, kuadratik irrasyonel sayilar ile ilgili baz1 sonuclar verilecektir.

Tamm 2.5.4. [qo,ql,...,qn,...] sonsuz siirekli kesri verildiginde, n > N olacak sekildeki

her pozitif n tam sayisiigin g, =g¢,,, esitligi gerceklenecek sekilde pozitift N ve k

n+k

tam sayilar1 varsa, [q,.q,,....q,,...| sonsuz sirekli kesrine “periyodik siirekli kesir”

denir. Periyodik siirekli kesirleri ifade etmek igin, [qo,ql,...,qul,qN,qNH,...,qN%fl]

gosterimi kullanilir.

Tanmm 2.5.5. a,b€Q, b#0 ve d>0 kare ¢arpansiz bir tam say1 olmak {izere,

a=a+bJd reel sayisia ‘“‘kuadratik irrasyonel say1” denir.
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Not 2.5.2. @(\/E ) kuadratik say1 cisminin biitlin irrasyonel elemanlarinin kuadratik

irrasyonel say1 oldugu goriilmektedir.

Teorem 2.5.12. Her « kuadratik irrasyonel sayisi, d >0 kare ¢arpansiz bir tam say1

rid

ver,seZ; s#0; sl(d—rz) olmak iizere, =
s

seklinde yazilir, [21].

Lemma 2.5.1. o kuadratik irrasyonel say1 ve d >0 kare ¢arpansiz bir tam say1 ve

4

.S, €Z; s, %20 s, | (d—roz) olmak iizere, a=a, = ise,
So
) d rk2+1
Do =4Sk =V 5 S =
Sk

rekiirans degerleri ve k£ >0 tam sayisi igin,

i) r,5,€Z ve s,#0,

i) s, (d-77),

v +~d

i) o, =

Sk
ozellikleri gerceklenir. Bunun disinda, [ak] =q, olarak alinirsa,
a=dy=[qy.4,-q,.-] elde edilir, [21].
+d . o N

Lemma 2.5.2. a=¢,= o Jd bir kuadratik irrasyonel say1 ve o nim eslenigi o

So

'

olsun. Eger, n>1 tam sayisi i¢in, o, , <0 ise,

n-1

i)-l<a, <0
i) 0<r, <d

iii) 0<s, <2d

esitsizlikleri gergeklenir, [21].
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Teorem 2.5.13. Her periyodik siirekli kesir bir kuadratik irrasyonel sayiya karsilik gelir,

tersine her kuadratik irrasyonel sayinin siirekli kesirlere agilimi periyodiktir, [21].

Teorem 2.5.14. d kare carpansiz pozitif tam sayr olmak iizere, Jd kuadratik

irrasyonel sayisinin siirekli kesirlere acilimi, Jd = [qo,ql,...,2q0J seklindedir. Ayrica,

1+\/Z
2

d>7 igin,

1+\/3_

- | 90:415--24, 1] dir, [24].

kuadratik irrasyonel sayisinin siirekli  kesirlere acilimi,

Tammm 2.5.6. Bir [qo,ql,qz,...] sonsuz siirekli kesri verildiginde, her n>0 i¢in,
q,=4,., olacak sekilde bir £ tam sayis1 varsa, diger bir ifade ile verilen siirekli kesrin

periyod disinda kalan elemani yoksa, [qo,ql,qz,...] sonsuz siirekli kesrine “piir-

periyodik (tamamen periyodik) kesir” denir ve genel olarak [qo,ql,qp...,qkfl] ile

gosterilir.

Tamm 2.5.7. « bir kuadratik irrasyonel say1 ve «, « nin eslenigi olsun. Eger,

a>1ve —l1<a <0 ise, a ya“indirgenmis kuadratik irrasyonel sayr” denir.

Teorem 2.5.15. o kuadratik irrasyonel sayisinin siirekli kesirlere aciliminin piir-
periyodik olabilmesi i¢in gerek ve yeter kosul a nin indirgenmis kuadratik irrasyonel

say1 olmasidir, [21].
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Temel Birimler ile flgili Temel Teoremler

Lemma 2.5.3. d kare carpansiz tam sayisi i¢in K Z@(\/E ) reel kuadratik sayi

cisminin diskriminant1 A, ile verilmis olsun. R(d), A, diskriminantli tiim indirgenmis
kuadratik irrasyonel sayilarin kiimesi olmak iizere, periyodu £, ile ifade edilen herhangi
bir & € R(d) elemant igin,

I 1 rs+u

1
a=a+—+..+—+—
a, a, o ltatu

, (a,r,s,t,bueZ, a, =21, (1<i<k,))

aciiminda t(x+u, = cisminin teme irimi1 olarak ifade edilir ve bu teme
limind K =Q(+/d) cismini | birimi olarak ifade edilir ve b ]

birimin normu (—l)k" ile belirlenir, [25].

Teorem 2.5.16. d pozitif kare ¢arpansiz tam sayisi, 0<b<2a esitsizligini saglayan

a,beZ icin d=a"+b biciminde tanimlansmn. K =@(«/§ ) reel kuadratik say1

cisminin temel birimi &, olsun. Bu durumda;

) a=4kr+k+r
b=dkr+1; kr>0 k#r(mod2) \ =&, =(4k"+1)m, + 2k
N(e)=-1ve @, =a+d

1) a:%(kr+1)(ek—r)+r

b:(ek—r)r+e; e,k,r,ek—r>0> =g, :(k2 (ek—r)+2k)a)d +k(ek—r)+1

a’+b#1(mod4)

N(e)=1ve o, =a+Jd
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) a=k’r+k+r, azl(modZ)
b=4(kr+1); k>1,7>0 =&, =k +1) o, +k

N(g)=-1ve o, :%(a+x/3)

Iv) a:kd+r,azl(mod2)
b=(ek—r)r+eik>1,er,ek—-r>0 p= g, =(k’ (ek—r)+2k)w, +k(ek—r)+1
N(e)=1ve w, = (a+\/2)

1
2

V) a=cek+2e-1,
b=2ek—1;e>1,k>0,e=k=1(mod2)} = ¢, =(k+2)w, +k+1

N(e)=1ve o, =%(a—1+\/2)

VI) a=k(ek—l)+2e(k+1)—2
b=2k(ek—l)+1;e,k>0,

k=0 veya e=k=1(mod2), e(k+1)23 }= &, =(k>+2k+2)w, +k* +k+1

N(g)=-1ve o, :%(a—1+\/2)

ifadeleri gergeklenir, [11].

Lemma 2.54. d pozitif kare carpansiz tam sayisi, 0<b<2a esitsizligini

saglayan a,b€Z i¢in d=a’+b bigiminde tanimlansin. ®=®, € R(d ) nin siirekli

kesir agthmi i>0 i¢in [@]=¢, olmak iizere, @, =¢,+

olsun. Bu takdirde,
Q.

i+1
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—r+-d ;
_a-r Jd (¢, neZ) olup, (,, ¢, ve r tam sayilar asagidaki rekiirans
C.

1

i

bagintilarindan elde edilir.

Camr4d

@,
Co

2a-n=cl,+r,,

Cini =Ciy +(ri+1 _Y;)Ei (i 2 0)

b+2ar, —r1; :
Burada, 0<r, <c¢, ve ¢, =—2>—% dir. Ayrica, @, irrasyonel sayisinin

=)
periyodu k£ >1 olmak iizere,
=l (1<i<k-1)
’:’ :rk—Hl b Ct :ck—t (1<l£k)

esitlikleri gerceklenir, [11].

Lemma 25.5. d=1(mod4), (d>5) pozitif kare carpansiz bir tam sayi,

L+d o=[@,] ve w,=¢,~1+w, olsun. Bu durumda, w,¢R(d) ve

9

w, >

Wy, € R(d ) dir. k, @, nin periyodu olmak iizere,

e P R I P e |

bicimindedir. Ayrica,

— B{—la)R + Pk—2

R = :[Zqo_la%""’qi(—l’a)’*]
O, 1@y + 0O,
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CT,+UNd

ise bu durumda @(\/g) nin &, >1 temel birmi QO =0, Q,=1 ve

i20 i¢in Q,, =q,,0 +0,, olmakiizere,

T, = (2‘]0 _I)Qk—l +20,, , U, =0,
dir, [9].
Lemma 2.5.6. d=1(mod4), (d>5) pozitif kare ¢arpansiz tam sayis;, 0<b<2a

1+«/§

2

esitsizligini saglayan a,b€Z igin d=a’+b bigiminde tammlansin. @, =

b

9, =[w,] ve @, =gq,—1+, olsun. Budurumda, Lemma2.5.4 de w=w, alnrsa,

(n=rn=a—l,=a—-2q,+1

b+2ar, —7;
< ¢=2,¢=c,=—"—-,
Co

0y =2g,-1, ¢,=q, (1<i<k-1)

esitlikleri elde edilir, [9].

Lemma 25.7. d=2,3(mod4), (d>5) pozitif Kkare garpansiz bir tam sayu,
w, =d, 9, =[w,] ve w;=q,+w, olsun. Bu durumda, @, ¢ R(d) ve w, cR(d)

dir. k, @, nin periyodu olmak iizere,

N :[2q0,ql,...,qk_1] , @, Z[%,(]p---,qk_pz%}

bi¢cimindedir. Ayrica,
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_ Bo,+F,

W, = =129,,4,5..,q,_, @
R 0. 0,10, . I: 905915591, R]

ise bu durumda Q(\/g) nin g, :M>l temel birimi Q , =0, Q,=1 ve

i20 i¢in Q,, =q,,0 +0,, olmakiizere,

T,=29,9,,+20,, , U,=20,,
dir, [9].

Lemma 2.5.8. d =2,3(mod4), (d >5) pozitif kare ¢arpansiz tam sayis;, 0<b<2a
esitsizligini saglayan a,beZ igin d=a’+b bigiminde tammlansm. @, = Jd ,
g, =[w,] ve wy=q,+w, olsun. Bu durumda, Lemma 2.54 de w=w, almrsa,

asagidaki rekiirans bagmtilar: elde edilir, [9].

-
nh=41=0,

< ¢, =1,¢=>b,

lo=2q,, t,=q, (1<i<k-1)
.

Teorem 2.5.17. d =1(mod4) pozitif kare garpansiz tam sayis;, 0<b<2a esitsizligini

1+d
2

saglayan a,beZ igin d=a’+b bigiminde tammlansin. @, = kuadratik

irrasyonel sayisinin siirekli kesre agiliminda periyod &, =3 olsun. a tek say1 ise,

, =[“T+l,£ 0 ,a}
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T, +UNd
2

bi¢imindedir. Ayrica, &, = olmak lizere, a = (é Ty l)r + ¢ esitligini saglayan

¢ ve r poxzitif tam sayilart igin,
(Td,Ud):((zz+1)2r+z(z2+3),(z2+1))
ve
d=(£+1) rP+20(£ +3)r+ 0> +4

dir. a cift say1 ise,

o, =[§,1 1 ,a—l:l, (T,,U,)=(24,2)

ve d=a’+1 dir, [9].

Teorem 2.5.18. d =a’+b=1(mod4) kare carpansiz pozitif tam sayisi i¢in Q(\/E )

reel kuadratik sayr cisminin @,  kuadratik irrasyonel sayismin siirekli kesre

acilimindaki periyod k, =4 olsun. Bu durumda,

i) a ciftise, />1 tek tam sayisi igin,
, :[ﬂ, Lo a—l},
2

(7,.U,)=(4’r+B, 4)

Ve

d=Ar"+2Br+C
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dir. Burada, A=(+2, B=A’-2 ve C=(4 +2)(4 -2)olup; r, a=Ar+A4-1

esitligi ile tek tiirlii belirli olan ¢ift bir pozitif tam sayidir.

ii) a tek ise, /,v >1 olacak sekildeki /,v tam sayilar1 igin,

(T,.U,)=(£(A+1)(Ar+s0)+24,0(4+1))
d=(A+2)(A=2)r" +2s0(A+2)r+s(sl* +4)

dir. Burada, A=v/+1 olup r ve s pozitif tamsayilarl, a=Ar+/¢s ve v=—-r+/s

esitlikleri ile tek tiirlii belirlidir, [9].

Teorem 2.5.19. d=a"+b= l(mod 4) kare ¢arpansiz pozitif bir tam say1 ve @(\/E)

reel kuadratik sayr cisminin @,  kuadratik irrasyonel sayisiin siirekli kesre

acilimindaki periyod k, =5 olsun. Bu durumda,

ro_

%, 1, /4,/¢,1, a—l}, (>0 tam sayist i¢in , a ¢ift ise

at+]l —m .. )
— v, v, L, a} , (=2, v>0 tamsayilarigin, a tek ise

olup Q(\/g ) cisminin temel biriminin katsayilari1 olan 7,, U, ve d sayis1 i¢in,
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(A2r+B,A), a cift ise
(7,.U,)=
(a(4? +2)+2(vA+0), 42 +0°) , a tekise
d=A"r +2Br+C
esitlikleri gergeklenir.
i) a cift ise,

A=10"+20+2, B:(€2+E)A+€2 ve C=(€2+3)£2+2(£2—1)€+1

dir. 7, a= Ar+ 0> + ¢ esitligi ile tek tiirlii belirli olan negatif olmayan bir tam sayidir.
ii) a tek ise,
A=vi+1

dir. r» ve s asagidaki esitliklerle tek tiirlii belirli olan pozitif tam sayilar olup

Ar+/ls=a,
lr—As=—v* -1

B=sld+2v ve C=s(sl*+4) dir, [10].
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Teorem 2.5.20. d =1(mod4) kare garpansiz, a tek ve b; 0<b<2a saglayan tam
sayilar olmak iizere, d =a’+b degerine karsilik gelen Q(\/E ) cismine ait @,

kuadratik irrasyonel sayisi i¢cin k, =6 ise r ve s pozitif tam sayilar ¢ >/, ve

A=10L,+1, a= Ar+tl, olmak iizere,

a+1 24r -l s +44

w:—,f,f,
T2 as-202

: ’EZ’Kl’aj|

T, =a( A0, +240,)+20, (A0, +10,)+24
U, =A%, +24¢,
d=(Ar+t,) +4rt, +2s

bi¢iminde ifade edilir, [26].

Teorem 2.5.21. d =1(mod4) kare carpansiz, a ¢ift ve b, 0<b<2a esitsizligini
saglayan tam sayilar olmak iizere, d =a’ +b degerine karsilik gelen Q(\/E ) reel
kuadratik say1 cismine ait @, kuadratik irrasyonel sayisi i¢in k, =6 ise, A=/, +1,

B=2s-r (r>1, 0,0, seZ+)olmak1'izere,

Alr+1)—B
o, = %,1,@,%,52,1,5;—1

T, =(A(r+1)+2B)( 470, +24)+2(A-1)(Al,+1)+24, U, =A,+24
d=(A(r+1)+B-1) +((4=3)(r+1)+4s)+1

bigimindedir, [26].
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Teorem 2.5.22. d=a’+b=a’+4m+2, d=2,3(mod4) kare ¢arpansiz bir tam say1

ve k, =6 1se A=/(/,+1, (ﬁz, l,m,r, t;tO(ﬁ1 >r, r¢1)eZ+) olmak iizere,

2A4r-2t0,+2/
24t-13

®,=|all,, 2,@,&,251}

T, =(Ar+t0,)( A0, +240,)+( ALy, +24-1)
U,=A0,+2A40,

olarak ifade edilir. Ayrica,
d=(Ar+t0,) +2r(, +21

bi¢gimindedir, [26].
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3. MALZEME VE YONTEM

Bu tez calismasinda, kaynaklar bdliimiinde belirtilen kitap ve makalelerden
faydalanilmistir. 4. BULGULAR bo6liimiiniin  Transandant Sayilar ile ilgili alt
boliimiinde, literatiirde olmayan 6zgiin bir teorem (Teorem 4.1.1 ) elde edilmis olup, bu
teoremin ispatinda Leveque [6], Oryan [7,8] ve Mahler [18] in kullandig1 yontemlerden
faydalanilmis; Temel birimler ve Siirekli Kesirler ile ilgili olan alt boliimiinde ise,
Tomita [9,10], Azuhata [11], Pekin ve lIscan [26] m c¢alismalarinda kullanilan
tekniklerden faydalanilarak, literatiirde olmayan bes 0zgiin teorem (Teorem 4.2.1,
Teorem 4.2.2, Teorem 4.2.3, Teorem 4.2.4 ve Teorem 4.2.5) elde edilmistir. Ayrica,
Transandant Sayilar ile ilgili alt boliimdeki teoremin ispatinda Genel Kisimlar
Boliimiinde Liouville Sayilari ile ilgili verilen bilgilerden; Temel Birimler ile ilgili
teoremlerin ispatinda ise Genel Kisimlar Boliimiinde Siirekli Kesirler ile ilgili verilen
bilgilerden ve indirgenmis kuadratik irrasyonel sayilarin piir periyodik siirekli kesirlere

acilimindan faydalanilmstir.



59

4. BULGULAR

4.1. LIOUVILLE SAYILARI iLE iLGILI TEMEL TEOREM

Bu kisimda oncelikle, Liouville Sayilar ile ilgili olarak elde etmis oldugumuz temel

teoremi asagidaki gibi ayrintili kaniti ile verecegiz.

Teorem 4.1.1

~

g(x):Z—”x" 4.1)
n=0 en
kuvvet serisinde Lo (e,,f, €Z ve e, >1) katsayilan sifirdan farkli rasyonel sayilar
olsun.
lim 19861 _ 51 (4.2)
n—o 10g €,
Tim 08 _ o (4.3)
n—»0 log en
—1
T B 4.4)
n—»0 log en

kosullar1 gerceklensin. Bu sekilde verilen g(x) kuvvet serisinin yakinsaklik yaricapi

sonsuzdur.

Ayrica, ¢ asagidaki iki kosulu gercekleyen bir Liouville Sayisi olsun.
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Py

1°) & sayisina <= (g, >1) rasyonel sayilari ile yeteri kadar biiyiik n ler i¢in

n

Py
gL
4,

0< <% (lima)n = +oo)

n—>0

esitsizligi gerceklenecek sekilde yaklagilsin.
2") Yeteri kadar biiyiik # ler igin,
et <q'<e?

n

esitsizlikleri gergeklenecek sekilde,

_1<71<7/2

saglayan y, ve y, reel sayilar1 var olsun.

Bu takdirde, g (cf ) ya Liouville Sayisidir ya da bir rasyonel sayidir.

Ispat. Teoremin ispatim dort asamada yapacagiz:

1) g(x)= zﬁx” serisinin yakinsaklik yarigap1 sonsuzdur:

n=0 en

g, > 0 pozitif reel sayisini

7
7, —1

1

O<eg <n-

olacak sekilde secebiliriz. Cilinkii (4.7) esitsizliginden

(4.5)

(4.6)

4.7)

(4.8)
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n, =n—g¢, dersek, (4.8) esitsizliginden,

ve dolayisiyla

n, >1
elde edilir. (4.2) kosulundan, 6yle bir N, e N vardir ki,
loge,,, >n loge, (n=N,)
elde edilir. (4.11) esitsizliginden,

loge, > 7/ " loge, (n>N,)

elde edilir. Burada loge, >0 oldugu goriilmektedir. (4.12)
oldugu kullanilarak,

lime, =0

n—>0

lim 108 _ o,

n—>0 n

. loge
hm% =0
n—»0 n

(4.9)

(4.10)

4.11)

(4.12)

esitsizligi ve 7, >1

(4.13)

(4.14)

(4.15)

elde edilir. Ayrica (4.10) ve (4.11) den, {en} dizisinin n > N, i¢in kesin monoton artan

oldugu elde edilir.
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(4.4) kosulundan ¢ <1 oldugu icin &, > 0 pozitif reel sayisim  0< ¢, <1—u olacak
sekilde segebiliriz. Bu se¢imimiz sonucunda p+¢, <1 olur. (4.4) kosulundan N, > N,

olacak sekilde dyle bir N, € N vardir ki,

log|f,|

<u+e
loge,

. (= N,) (4.16)

esitsizligi gerceklenir. Buradan,
|f.]<e ™ (m=N,) (4.17)

elde edilir. (4.17) den,

0<nm<L (n> N,) (4.18)

l-u—¢
en H—&
e n

n

elde edilir. u+¢,<1 oldugundan 1-pu—¢,> 0 dir. Bundan ve (4.14) den

yararlanilarak,

lim————=0 (4.19)

elde edilir. O halde, (4.18) ve (4.19) dan,

lim » m =0 (420)
n—»00 \ e,

oldugu elde edilir. Buradan, (4.1) serisinin yakinsaklik yarigapinin sonsuz oldugu elde

edilir.
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2) E, =[e.e,..e,] olsun. (4.11) esitsizligi olan loge,, >, loge,

kullanilarak,

e <e " (nxN))

elde edilir. (4.21) esitsizliginden yararlanilarak,

e Se["‘j (n>=m>=N,)
elde edilir. Diger taraftan,

e,<E <ee ..ey ey ..e,

n n

dir. ¢ e ...ey = K, (>0) alinirsa, (4.22) ve (4.23) esitsizliklerinden,

Y
— +o.—+1
e, <E SKOe(”‘J i (n>=N,)

elde edilir. 7, > 1 oldugundan 0 < 1 <1 dir. Bunu kullanarak,
h

1 n—N; 1
[—j bt — ] <D
m m m -1

esitsizligini elde ederiz. Buradan ve (4.24) den,

e, <E <K,e"™' (n>=N,)

(n2N))

(4.21)

(4.22)

(4.23)

(4.24)

(4.25)
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Ui

elde edilir. (4.9) esitsizliginden y, — ) >0 oldugundan,

m

O<e, <y ——N (4.26)
n, —1

1

esitsizligi gerceklenecek bigimde, uygun sekilde secilen keyfi bir &, >0 pozitif reel

sayistigin (4.13) den N, >N, saglayan Oyle bir N, € N vardir ki,

K,<e? (nxN;,) (4.27)

e <E <e "' (n>N;,) (4.28)

elde edilir.

3) g,(x)= ix“ (n=1,2,3,...) polinomlari g6z 6niine alinrsa,

v=0 ev

oldugu agiktir. Ayrica, ¢, €Z (n=1,2,3,...) olmak iizere,

p t
g| "= n=L23.. (4.29)
(CIJ E.q, ( )

seklinde yazilabilir.
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4)

<|lg(&)-g,(&)+

g(é)—gn[::j

esitsizligi  gerceklenir.

g(£)-g,(&)+2,(8)-¢g, (%J

n

g,,@)—gn(f’"]

n

ve ‘ g (95 ) -g, (5 )‘ ifadelerini {istten

sinirlayalim.

[k olarak

gn(a—gn[p"j

4,

ifadesini listten sinirlayalim.

1

-1
Jeflgrt g2 &+...+—p:

v-1
n n

<lg-Lu

P

v=l

J (4.30)

n 14

(4.5) den N, > N, olacak sekildeki yeteri kadar biiyiik bir N, € N i¢in,

D,

<lg+1  (n2N,) (4.31)
qn

gerceklenir. (4.5), (4.30) ve (4.31) kullanilarak,

fo

e

14

g1y (n2N,) (4.32)

1 n
<Tu,,zv

n v=l

(

g.($)-¢, [%J

n

elde edilir.
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F = max(|fo

A fn|) olmak iizere, (4.32) esitsizliginden,

> 2%

<

gn(f)—gn[fq’"j

n

2°F,(g+1)" (n2N,) (4.33)

nw,
n

elde edilir. (4.13), (4.16) ve yeteri kadar biiyiik » ler icin {en} dizisinin monoton

artanlig1 kullanilarak N, > N, olacak sekildeki yeteri kadar biiyiik bir N, e N i¢in,

log F,

<p+e, (nzNy) (4.34)
loge,
elde edilir.
O<g <y - h " esitsizligi, limw, =00 oldugu ve (4.14), (4.15), (4.34) esitsizlikleri

1

kullamilarak, N, > N, olacak sekildeki yeteri kadar biiylik bir N, e N i¢in,

e[y%j% (n>N,) (4.35)

bulunur. Buradan da (4.6) ve (4.28) esitsizlikleri kullanilarak, N, > N, olacak sekildeki

yeteri kadar biiyiik bir N, e N igin,
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<———— (n2N,) (4.36)

esitsizligi elde edilir.
Simdi de ‘ g(&)-g,(¢ )‘ ifadesini iistten sinirlayalim.

o0

> Lee

v=n+l &,

v

g(&)-g, (&) =

0
<3
v=n+l

Lol e
eV

esitsizligi gerceklenir. (4.17) kullanilarak,

elde edilir. Bu son iki esitsizlik kullanilarak,

Ig(é)—gn(§)|<ei_gz {H[e”“] |§|+£ﬁJ |§|2+...] (n=N,) (437

n+l n+2 n+3

elde edilir. (4.21) ve (4.13) kullanilarak, N, > N, olacak sekildeki yeteri kadar biiyiik

bir N, eN ve her veN igin,

l—/.l—é‘z
[ . j
n+l+v

esitsizligi elde edilir. (4.37) ve (4.38) esitsizliklerinden,

”<2iv (n>Ny) (4.38)

S

e@-g@l<E Tl Lo ] ey
e 2 2 2

n+l
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buradan da

(n=Ny) (4.39)

esitsizligi elde edilir. Diger taraftan, 0 < g, <1—u —¢, esitsizligi ger¢eklenecek bigimde
uygun sekilde secilen keyfi bir &,>0 sayisi i¢cin (4.13) ve (4.14) den N, >N,

olacak sekilde dyle bir N, e N vardir ki,

n+l &

2

4

(n=N,) (4.40)

n+l
yapilabilir. (4.39) ve (4.40) dan,

‘g(f)—g"(f)kel_ﬂ_% (n2N,)

n+l

ve buradan da

g(¢)-g,(¢)< (n=N,) (4.41)

elde edilir. (4.3) kosulundan {%} dizisinin limiti co olan bir alt dizisi vardir. Bu
oge,

PR log en +1 . . . .
alt diziyi, {Sn, } = Tose : ile gosterirsek, Il(1m s, =oo dur. Buradan ve (4.41)
' oge, oo K

esitsizligi kullanilarak,

1

6(1*/‘*52*54)%
03

2(¢)-g, (&)< (ne 2 Ny) (4.42)
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esitsizligi elde edilir. (4.6), (4.13), (4.28) ve Il(im s, = oldugu kullanilarak, N,, =N,
olacak sekildeki yeteri kadar biiyiik bir N, e N igin,
1 1
<

(l-p—ey-24)s,

©n k 2 (E”k ql’;: )

- (1,2 Nyy) (4.43)

esitsizligi gerceklenecek bigimde }im s, =0 olan {sn }dizisi vardir. (4.42) ve (4.43)

—>00 k

esitsizliklerinden,

g(6)-g, (H<—— (=N (4.44)

2 (E”k q”:: ) )

elde edilir. (4.36) ifadesinden,

P,
g, (&)-g, {an }

yazabiliriz.  n 2N, i¢in, s, =min(7*,snkJ alinirsa, (4.44) ve (4.45)

b =Ny (4.45)

o

2(E,q))*

esitsizliklerinden,

<ﬁ (lims, =) (4.46)
E.qr)"

elde edilir. Buradan da

. pn
I e
kgl}ognk(q ] g(¢)

M
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elde edilir. Boylece, eger {gﬂk [pn" J} dizisinin, terimleri birbirinden ve g(&) den

ny

farkll sonsuz bir alt dizisi varsa, (4.29) ve (4.46) dan g(¢&) bir Liouville Sayisidir. Aksi

takdirde, { g, (ﬂ}} dizisinin terimleri birbirinden ve g(&) den farkli higbir alt dizisi

My

y

yoksa, yani { g, {p_J} dizisinin terimleri belirli bir yerden itibaren sabit kaliyor ise,

ny

g(&) rasyonel sayidir. Boylece g(&) degerinin ya rasyonel say1 ya da bir Liouville

Sayis1 oldugunun ispati tamamlanmis olur.
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4.2. SUREKLiI KESIiRLER VE TEMEL BIiRIMLER ILE iLGiLi TEMEL
TEOREMLER VE SONUCLARI

Bu bdliimde, ikinci bdliimde ayrintili bicimde incelenen siirekli kesirler ve temel
birimlerle ilgili teoremler kullanilarak olusturulan, literatirde olmayan 06zgiin

teoremlere ve bunlarin ispatlarina yer verilmistir.

Herhangi bir pozitif kare carpansiz d tam sayisimi a ve b, 0<b<2a esitsizligini
gercekleyen tam sayilar olmak iizere, d=a’+b seklinde yazabiliriz. Burada

Jd —1<a<+d esitsizligi gerceklendiginden bu yazilistaki a ve b tek tiirlii belirlidir.

d nin bu formdaki yazilisi, verilen herhangi bir pozitif kare ¢arpansiz d tam sayisinin

belirledigi Q(\/Z ) kuadratik say1 cisminin O, tamlik tabanindaki @, kuadratik

irrasyonel sayisinin siirekli kesir agiliminin belirlenmesinde kolaylik saglamaktadir.

d El(mod4) ve d 52,3(m0d4) durumlarinda @, kuadratik irrasyonel sayisinin

formu degistigi icin bu durumlar1 ayr1 ayr1 inceleyecegiz.

Ik olarak ¢ =1(mod4) durumunu ele alalim. Bu durum i¢in, @, kuadratik irrasyonel
sayisinin stirekli kesir agilimini ve @(\/3 ) cisminin &, temel biriminin katsayilarini

belirlerken, d =a’ +b yazihsindaki a tam sayisinin ¢ift ve tek oldugu durumlar ele

almamiz gerekir.

d= l(mod 4) durumu i¢in, @ tam sayisinin ¢ift olmas: durumunda Teorem 4.2.1, a

tam sayisinin tek olmasi durumunda da Teorem 4.2.2 elde edilmistir.

Bu teoremlere ge¢cmeden &nce, ispatlarin daha iyi anlasilabilmesi i¢in d =a’ +b
yazilisindaki d ve b tam sayilar1 kullanarak asagidaki gibi bir irdeleme yapmak

gerekmektedir.
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ilk olarak, D ile biitiin pozitif kare carpansiz tam sayilarin kiimesini, D ile de

t

d =k(mod8) ve b=t(mod8) olan tim pozitif kare ¢arpansiz tam sayilarin kiimesini

gosterelim. O halde,

Df ={d e D|d =k(mod8), b=1t(mod8)}

seklinde yazariz. Simdi de d =1(mod4) olmasi durumunda k ve ¢ tam sayilarimn

alabilecegi degerlere gére miimkiin olan tim D/ kiimelerini belirleyelim.

d=1(mod4) ise, d=1(mod8) ya da d=5(mod8) oldugu agiktir. d =1(mod8)
durumunda, b=0(mod8), b=1(mod8) ya da b=5(mod8) durumlari s6z konusudur.
Bu sebepten, d = 1(mod8) olacak bicimdeki tiim pozitif kare ¢arpansiz tam sayilarin
kiimesi D, U D; U Dy dir. d =5(mod8) durumunda ise, b =1(mod8), b=4(mod8) ya
da b= S(mod 8) durumlar1 s6z konusudur. Bu sebepten, d = S(mod 8) olacak

bigimdeki tiim pozitif kare ¢arpansiz tam sayilarin kiimesi D; U D; U D; dir.

Yaptigimiz bu irdelemelerden sonra, d = a’ +b yazilisindaki a tam sayisinin ¢ift ve tek

olmas1 durumunda d nin ait oldugu kiimelerini belirleyebiliriz.

d =1(mod4) durumunda, eger a ¢ift ise b=1(mod4) oldugundan, »=1(mod8) ya
da b= S(mod 8) olur. Dolayisiyla a nin ¢ift olmas1 durumunda, d nin ait oldugu kiime
D;uD} UD;UD; dir. Eger a tek ise b=0(mod4) oldugundan, b=0(mod8) ya da
b 54(mod8) olur. Dolayistyla a nin tek olmasit durumunda, d nin ait oldugu kiime
DyuD; dir. Bdylece d=1(mod4) durumunda d nin ait oldufu kiimeler

D,, D!, D., D}, D; ve D; olup asagidaki sekildedir.
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Dy={deD|d=a’+8m, a=1(mod2), 0<4m<a)

D!={deD|d=a"+8m+1,a=0(mod4), 0<4m<a)
{deD|d:a2+8m+5,a 2(mod4), 0<4m<a-2}
v ={deD|d=a’+8m+1, a=2(mod4), 0<4m <a}
;={deD|d=a"+8m+4,a=1(mod4),0<4m<a-2}
=

={deD|d=a’+8m+5,a=0(mod4), 0<4m<a-2]

Teorem 4.2.1. d =a’+b=1(mod4) (a,beZ; 0<b<2a), kare garpansiz bir tam

say1 ve d nin belirledigi @(«/3 ) kuadratik say1 cisminin tamlik taban elemani olan

1+\/§

W, = 5 kuadratik irrasyonel sayisinin periyodu k, =7 olsun. Eger a ¢ift ise;

@y =[%’ L4y, s, ly, 0y, ], a_l:l’ Isfti<a, (i:2’3)

olup temel birimin katsayilari1 olan 7,, U, degerleri ve d tam sayisi,

(7,,U,)=(4(AC+D)+B*(C+E), 4> +B*)
d=C*+2rF +G

olarak ifade edilir. Burada, 4, B, C, D, E, FF ve G degerleri de asagidaki sekilde tek

turla belirlidir:

A=0,0,+10,+1
B=1,+1

C=Adr+s
D=(A+2)0,0,+05+1

E=10,+1
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F=D-AE
G=2CE+(A—1(,) +(B-2) +(B-1Y.

Ayrica, r ve s pozitif tam sayilar1 asagidaki esitliklerle tek tiirlii belirlidir:

a:A(r—i-l)+s—£2

0,(¢;~B)+1=rB*—s4.

_1+«/§

Ispat. a cift ise, d nin ait oldugu kiime D/ UD] UD.UD; dir. @, = 5

iken,

a

w, = [qo, Gys or Gy, 10 24 —1} olmak iizere, Lemma 2.5.5 den g¢,=[a,]= 5

oldugundan Lemma 2.5.6 dan 71y =r=a-2q,+1=1, ¢,=2 ve (,=a-1 elde
edilir. ik olarak d nin D/ UD; kiimesinin bir elemam oldugunu kabul edelim. Bu
durumda b= l(mod 8) olur ve  buradan b=8m+1 (m > 0) seklinde yazilabilir.
Boylece Lemma 2.5.6 kullanilarak,

b+2ar,—r, 8m+1+2a-1

¢ =cC,= = =4dm+a (4.47)
C 2

elde edilir. (4.47) degerini, Lemma 2.5.4 de verilen 2a =c¢,/, +r, +1 esitliginde yerine

yazarsak,

2a=(a+4m)l, +r,+1 (4.48)

ve buradan da (2—/,)a=4ml, +r,+1>0 ifadesini elde ederiz. >0 oldugundan bu
ifadeden /¢, <2 esitsizligi elde edilir. Diger taraftan /, >1 oldugundan, 1</, <2
esitsizligi elde edilir ki bu da 7/, =1 olmasim gerektirir. Ayrica, Lemma 2.5.4 ve
Lemma 2.5.6 dan 1<i<k,-1 olmak tizere, ¢,=(, ve [(,=(  ifadeleri

gergeklendiginden, ¢, =/, {,=(; ve {, =/, olup,



75

, =B L0y, Ly 0, 0, a—l}

elde edilir. (4.48) esitliginde ¢, =1 ifadesi yerine yazarsak,
a=4m+r, +1 (4.49)

esitligini elde ederiz. a ¢ift say1 oldugundan, (4.49) esitliginden r, <a oldugu ve r, nin
tek say1 olmasi gerektigi aciktir. Boylece 1<r, <a esitsizligi elde edilir. Bu esitsizlik

ve Lemma 2.5.4 kullanilarak 1</, <a elde edilir.

Lemma 2.5.4 deki c,, =c._, +(r,,—7r)¢, (i>0) bagmtisi kullanilarak,

¢, =cy+(n—n)l,=n+l1 (4.50)

elde edilir. Bu deger, Lemma 2.5.4 de verilmis olan 2a-r, =c,/,+r, esitliginde

yerine yazildiginda,

2a=(r,+1) 0, +r, +r (4.51)

elde edilir. ¢, =c, oldugu kullamlarak, ¢ +(r,—n)l, =c,+(r,—r)!; esitligi ve
buradan da 4m=r,+1+(r,—1)l, +(r,—1)l;—a elde edilir. Bu son esitlikten (4.49)

esitligi kullanilarak,
8m=(r, =1 )0, +(r,—1)L (4.52)
esitligi, diger taraftan (4.48) ve (4.49) esitliklerinden de,

8m:(r2+1)€2+r3—r2—2 (4.53)
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elde edilir. (4.52) ve (4.53) esitlikleri kullanilarak r, degeri,
r=0(n+1)+ 0 (rn—r)+r -2 (4.54)
olarak elde edilir.

Simdi 7, sayisinin bir tek say1 oldugunu gostelim. Bunun igin ilk olarak ¢ nin D;
kimesine ait oldugunu kabul edelim. Bu durumda, a=0(mod4) olur ki
a=4m+r,+1 oldugu kullanilarak, r, =3(mod4) elde edilir. r, =3(mod4)olmasimn
kullanarak, 2a=(r,+1)¢,+r,+r, ifadesinden 7 =1(mod2) oldugunu buluruz.
Benzer sekilde eger, d nin D] kiimesine ait oldugunu kabul edersek, a =2(mod4)
olur ki a=4m+r,+1 esitliginden, r, =1(mod4) elde edilir. r, =1(mod4) oldugunu
kullanarak, 2a=(r,+1)¢,+r,+r, ifadesinden r,=1(mod2) olacagm buluruz.

Béylece, d nin D U D; kiimesine ait oldugu durumda, 7, sayisinin tek say1 oldugunu
gostermis oluruz. O halde, r, degerini, r>0 olmak tizere 7, =2r+1 seklinde
yazabiliriz. (4.50) esitliginden 7, <2a oldugu aciktir. Boylece, 1<r, <2a esitsizligi
elde edilir. Diger taraftan, Lemma 2.4.4 den r, <c, oldugundan, », >1 olmasi
kullanilarak c; >2 elde edilir. Boylece, bu esitsizlik ve 1<7, <2a oldugu kullanlarak,

Lemma 2.5.4 den 1</, <a esitsizligi elde edilir.

Lemma 2.5.4 den elde edilen 2a=c,/,+r,+r, ve c¢;=a+4m+(r,—r,)(, bagmtilar

kullanilarak,

2a:[a+4m+(1f3—rz)€2]€3+7f3+r4 (4.55)
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esitligine ulagithr. 7, =1(mod2) ve r,=1(mod2) oldugundan bu son esitlikten,
r,=1(mod2) elde edilir. O halde 7, degerini, s>0 olmak iizere, r, =2s+1 seklinde

yazabiliriz. (4.54) esitliginde, r; yerine r, =2r+1 ve r, yerine r, =2s+1 yazarak,
r2=2€2(r+1)+2€3(r—s)+2r—1 (4.56)

esitligini elde ederiz. Diger taraftan, ¢, =¢, ve ¢, =c,+(r,—r)¢, oldugundan

2a =c,l, +r, +r, ifadesinden,
2a :[rz +1+(r4 —13)63]@ +r+r,

esitligini elde ederiz.. r, =2r+1, r, =2s+1 ifadelerini ve (4.56) esitligini kullanarak

bu son esitlikten,
a=r(lly+0+1) 0 +s+0,0,+1

ifadesine ulasiniz. /,¢, +/¢,+1= A olarak alinirsa bu son ifadeden,
a=A(r+1)+s—1,

bulunur. (4.49) , (4.52) ve (4.56) esitliklerinden,
2a =(r2 —Ig)éz +(r4 —r3)€3 +4€2(r+1)+4£3(r—s)+4r

elde edilir. Bu son esitlikte, r, yerine; r, =20, (r+1)+2(,(r—s)+2r—1, r, yerine;

r, =2r+1 ve r, yerine; r, = 2s +1 degerleri yazilarak,

Gl —(0,+1) [+ 1=r(0,+1) —s(0,0,+£,+1)
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elde edilir. Bu ifadede de, ¢,/,+/(,+1 yerine A yazilip, /,+1=B olarak alinirsa,
0,(t,-B)+1 =rB>—sA elde edilir. Simdi » ve s pozitif tam sayilarmin
a=A(r+1)+s—{, ve (,({;—B)+1=rB*—sA esitlikleri ile tek tiirlii belirli
oldugunu gosterelim. r» ve s pozitif tam sayilar1 bu esitliklerle tek tiirlii belirli

olmasa idi, 4° + B> =0 elde edilirdi. 4 ve B sayilar1 pozitif tam sayilar oldugundan bu

bir geligkidir. O halde , » ve s pozitif tam sayilari a=A(r+1)+s—(; ve

0,(t;—B)+1=rB*—sA esitlikleri ile tek tiirlii belirlidir.

Simdi de, Lemma 2.5.5 1 kullanarak, ¢, temel biriminin katsayilar1 olan 7, ve U,
degerlerini belirleyelim. Q=0 ve Q,=1 olmak iizere, ¢, =¢, (1<i<k,—1) ve

0., =9.,0+0_, (i=0) ifadeleri yardimu ile,

0,=0,+1=B,

O, = 0,0, +10,+1=4,

Q,=A4l,+B,

Qs =10,(Al,+B)+A=A(l,l,+1)+Bl,,

Qs =A(l,0,+1)+Bl,+ Al;+B= A"+ B’

olarak hesaplanir. Buradan da, 2q,-l1=a-1=4r+s+/(,/, oldugu kullanilarak

T,=(2¢,-1)Q, +20; katsayisi,

T, =(Ar+s)(4*+B*)+ A[ £,0,(A+2)+2]+0,[ (4+1)B]

seklinde elde edilir. Burada Ar+s=C, (A+2)(,(,+(5+1=D ve {,+1=E olarak

alinirsa 7, katsayisinin,
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T,=A(AC+D)+B*(C+E)
bi¢iminde, U, = O, katsayisinin ise,
U,=A4"+B’
biciminde olacag1 gosterilmis olur.

Simdi de d=a’+b kare carpansiz pozitif tam sayismn, £,, [, r ve s

parametrelerine bagli olarak yazilisini elde edelim. Bunun i¢in 6nce b yi bu

parametreler cinsinden ifade etmemiz gerekir. b=8m+1 oldugundan ve (4.52)

esitliginde r, yerine; r, =20, (r+1)+2¢,(r—s)+2r-1, r, yerine; r,=2r+1 ve r,
yerine; r,=2s+1 degerleri yazilmasi ile 8m =205 (r+1)+2(,(r—s)(¢,-1)-2¢,

ifadesi elde edildiginden,

b=202(r+1)+20, (r—s)(f,—1)-20,+1
olarak bulunur. Elde ettigimiz bu b degeri ile a = A(r+1)+s—{, oldugu kullanlarak,

d=a*+b=(Ar+s) +2r(D-AE)+2CE+(A~10,) +(B-2) +(B-1)

2

ifadesine ulagihr. Burada D—AE=F ve 2CE+(A-(,)+(B-2) +(B-1)'=G

olarak alindiginda d tam sayisi,
d=C*+2rF +G

formunda elde edilmis olur. Diger bir durum olan d nin D} U D; kiimesinin bir elemani

olmas1 durumunda da ispat benzer sekilde yapilir. Boylece teoremin ispati tamamlanmis

olur.
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Ornek 4.2.1. Teorem 4.2.1, @(\/685) cismine uygulanirsa d = 685=26"+9 seklinde

yazildigindan, a=26 ve b=9 dur. a=26 oldugundan, ¢,=13 ve ¢, =25 elde
edilir. Diger taraftan, 5 =8m+1=9 1ifadesinden m =1 olacagindan, a =4m+r, +1
den r, =21 olur. Bu deger ve 2a=(r,+1){,+r, +r, denklemi kullanilarak, ¢, ve r,
pozitif tam sayilar oldugundan /¢,=1 ve 7, =9 olarak bulunur. Bu 7, degeri
kullanilarak, 7, =2r+1 den r=4 elde edilir. Diger taraftan, ¢, =a+4m+(r,—1,)(,
ifadesinden  ¢; =18 olur. 2a=|:a+4m+(r3—r2)£2]£3+r3 +7, ve r1,<g
kullanilarak 7, =2 ve r,=7 elde edilir. Bu 7, degeri kullanilarak, r, =2s+1 den

s =3 olarak bulunur. Bdylece, @(\/685) reel kuadratik say1 cisminin tamlik taban

elemani olan @, kuadratik irrasyonel sayisinin siirekli kesir agilimi,

©,=[13,1,1,2,2,2,1,25 |

olarak kolayca elde edilmis olur. 4=/,0,+(,+1=5, B=(,+1=2, C=Ar+s=23,

D=(A+2)0,0,+05+1=16 ve E={,+1=3 degerleri kullamlarak,

T,=A(AC+D)+B*(C+E)=759

U,=A4>+B>=29
olarak elde edilir. Buradan, Q(\/685) reel kuadratik say1 cisminin temel birimi de

. 759+29685
IV
2

olarak teoremde tanimlanan algoritmik degerler yardimiyla son derece pratik bir sekilde

elde edilmis olur.
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Teorem 4.2.2. d =a’+b=1(mod4) (a,beZ; 0<b<2a), Kkare carpansiz bir tam

say1 ve d nin belirledigi Q(\/E ) kuadratik say1 cisminin tamlik taban elemani olan

_1+\/Z

@, 5 kuadratik irrasyonel sayisinin periyodu k, =7 olsun. Eger a tek ise;

a)d =[a7+1’ gla €29 f3, g}’ £2’ gl’ a}’ lsgl Sa’ (121’2’3)

olup Q(«/E ) kuadratik sayr cisminin &, temel biriminin katsayilar1 olan 7,, U,

degerleri ve d tam sayisi asagidaki sekilde ifade edilir.
(7, U,)=(a(4* +B*)+2(4t,+ BC), 4*+ B*)

d=Ar"+2rD+E.
Burada, 4,B,C,D ve E degerleri de asagidaki sekilde tek tiirli belirlidir:

A=100,+1
B=1(,+Al,
C=1,0,+1
D=Als+20,

E=/(]s+4s.
Ayrica, r ve s pozitif tam sayilar asagidaki esitliklerle tek tiirlii belirlidir:

a=Ar+/{s

—(5—C*=Br—(Bl,+A)s.
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. . . . 1+Vd .

Ispat. a tek ise, d tam sayist DyuUD, kiimesine ait olur. @, = +2 d iken,
1

a)d=[q0,ql,...,qkd71,2q0—1] olmak iizere, Lemma 2.5.5 den q0=[a)d]=%

oldugundan, Lemma 2.5.6 dan 7y =r=a-2q,+1=0, ¢,=2 ve (,=a elde edilir.
Lemma 2.5.4 ve Lemma2.5.6 dan 1<i<k,—1 olmak tizere, ¢, =(, ve ([, =/(, ,

ifadeleri ger¢eklendiginden, ¢, =/¢,, ¢, =/, ve {, =/, olup,

, :{aTH 0,0, 0, 0,0, 0, a}

agilimi elde edilir. ilk olarak d nin D, kiimesinin bir eleman1 oldugunu kabul edelim.

Bu durumda b=0(mod8) olur ki buradan b=8m (m>0) seklinde yazilabilir.

Boylece Lemma 2.5.6 kullanilarak,

2
¢ —c bF2anzr _8m_ (4.57)
C 2

elde edilir. (4.57) degerini Lemma 2.5.4 den elde ettigimiz 2a =c,(, +r, esitliginde

yerine yazarsak,

2a=4m/l +r, (4.58)

bulunur. Bu esitlikte, 7, nin ¢ift say1 olmas: gerektigi aciktir. O halde, r=a-2m/,
olmak iizere, r, =2r seklinde yazabiliriz. Burada, a tek say1 oldugundan » de bir tek

say1 olup, r nin bu yazilist kullanilarak 1</, <a elde edilir.
Lemma 2.5.4 deki c,, =c¢,_, +(r, —r)¢, (i>0) bagntisi yardimiyla,

¢, =co+(r—n)l,=2rl +2 (4.59)
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elde edilir. Bu deger, Lemma 2.5.4 den elde edilen 2a-r, =c,/,+r, esitliginde

yerine yazildiginda,

2a=(2r0,+2) 0, +1, +r1 (4.60)

elde edilir. (4.58) ve (4.60) ifadeleri kullanilarak,

Ame, =20, (rt,+1)+r, (4.61)

esitligi elde edilir. Buradan, r,+2/, = O(modﬁ 1) olup, uygun bir s pozitif tam sayisi
igin 7, =2(s¢,—(,) olarak yazmak miimkiindiir. Bu deger (4.61) esitliginde yerine
yazildiginda, 2m =s+r¢, olur. Diger taraftan, 0 <b<2a esitsizlifinden a>2m

oldugu agiktir. Boylece, bu esitsizlik ve 2m =s+r/, denklemi yardimiyla, 1</, <a

esitsizligi elde edilir.

(4.58) esitliginden elde edilen @ =2m/, +r denkleminde 2m =s+r/l, degeri yerine

yazildiginda, a =r(¢,0,+1)+s¢, olur. £,/,+1=A olarak almirsa bu son ifadeden,

a=Ar+sl,

bulunur. Diger taraftan, ¢, =c, oldugu kullamilarak, ¢ +(r,—n)0, =c,+(r,—1)!;

esitligi ve buradan da

4m=(2r—r)l,+2(rl, +1)+(r,— 1) ¢, (4.62)

elde edilir. Lemma 2.5.4 de verilmis olan 2a=c,(,+r+r, ve c¢,=4m+(r,—n)(,

bagmtilart kullanilarak, 2a =4ml, +(r, —2r)(,(,+r,+r, ve buradan da,
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ry=2a—4mly+(2r—r) 0, —r, (4.63)

esitligine ulasihir. Bu son esitlikte, a=Ar+sl,, 4m=2s+2rl, ve r,=2(sl —(,)

degerleri yerine yazilarak r, degeri,
ry=2[ A(r=sty)+0,(0,0,+1)]

olarak elde edilir. Buldugumuz bu r, degerinin, 4m=2s+2rl, ve r,=2(sl —{,)

degerlerinin (4.62) de yerine yazilmasi ile,
—0 = (AL +0) = s[ 0 (Aly+0)+ AL+ (0,0, +1)

elde edilir. Bu ifadede, A4¢,+¢,=B ve [(,/;+1=C olarak almirsa,
—(5—C*=Br—(Bl,+A)s elde edilir. Simdi r ve s pozitif tam sayilarimn
a=Ar+sl, ve —{5;—C*=Br—(Bl,+A)s esitlikleri ile tek tiirlii belirli oldugunu
gosterelim. » ve s pozitif tam sayilar1 bu esitliklerle tek tiirlii belirli olmasa idi,

A*+B* =0 elde edilirdi. 4 ve B sayilan pozitif tam sayilar oldugundan bu bir

celiskidir. O halde, r ve s pozitif tam sayllarnn a=Ar+sl, ve

—(5-C*=Br—(Bl,+A)s esitlikleri ile tek tiirlii belirlidir.

Simdi de Lemma 2.5.5 1 kullanarak, &, temel biriminin katsayilar1 olan 7, ve U,
degerlerini belirleyelim. Q =0 ve Q,=1 olmak iizere, ¢, =/, (léiékd—l) ve

0..=¢.,0,+0_, (i=0) ifadeleri yardimu ile,

legl’
O, =0l,+1=4,
Q,=Al,+!, =8B,

Q,=Bl,+4,
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O, =C(Al,+1,)+ AL, = BC+ AL,

O, = A(£,, +1)+ 0, (Al +0,)+ BCL, = 4* + B?

olarak hesaplanir. Buradan da, 2g,—1=a oldugu kullamlarak T, =(2¢,—1)Q, +20;

katsayist,
T,=a(4’ +B)+2(A4l,+BC)
olarak, U, = O, katsayisi ise,
U,=A4"+B
olarak elde edilmis olur.
Simdi de d =a’+b kare carpansiz pozitif tam sayisinin, ¢ o Uy, Ly, r ve s

parametrelerine bagli olarak yazilisini elde edelim. Bunun i¢in 6nce b yi bu

parametreler cinsinden ifade etmemiz gerekir. b=8m ve 2m=s+r/, oldugundan

b=4(s+rl,) olur. Elde ettigimiz bu b degeri ile a = Ar + s/, kullanilarak,
d=a*+b=(Ar+st,) +4(s+rl,)= A1 +2r(Asl, +20,)+ 125" +4s
ifadesine ulagilir. Burada As¢, +2¢, =D ve [(}s’+4s=E olarak alindiginda,

d=Ar"+2rD+E

olarak elde edilmis olur. Diger bir durum olan, d nin D; kiimesinin bir elemani olmasi
durumunda b=4(mod8) olur ki buradan b5=8m+4 (m>0) seklinde elde edilir ve
¢,=4m+2 olur. (4.61), (4.62) ve (4.63) esitlikleri yerine sirasiyla,

(4m+2)€1=2€2(r€1+1)+r3, 4m+2:(2r—r3)£2+2(r€1+1)+(r4—r3)€3 ve
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r,=2a—(4m+2)(,+(2r—nr)(,0,—r, ifadeleri bulunur. Uygun bir s pozitif tam
sayist i¢in 1, =2(sf,—(,) olup, bu r, degerinin  (4m+2)¢, =20,(rl +1)+r
esitliginde yerine yazilmasi ile 2m=s+r¢,—1 elde edilir. Ispatin geri kalani bir

onceki duruma benzer sekilde yapilir. Bdylece teoremin ispati tamamlanmais olur.

Ornek 4.2.2. Teorem 4.2.2, @(\/@) cismine uygulanirsa, d =89=9"+8 seklinde
yazildigindan, a =9 ve b=8 dir. a=9 oldugundan, ¢,=5 ve /,=9 olur.
Diger taraftan, b=8m=8 ifadesinden m=1 olarak bulunur. a=2m/ +r ve
s=2m-rl, ifadeleri yardim ile ¢,, ¢,, s ve r pozitif tam sayilar oldugundan
t,=4,(¢,=1,s=1 ve r=1 olur. Elde edilen bu degerler kullanilarak, », =2r =2 ve
r,=2(sl,—,)=6 olarak bulunur. Diger taraftan, ¢; =4m+(r,—r,)(, denkleminden
c; =8 olur. 2a =c;/, +r,+r, denklemi kullanilarak, ¢, =1 olarak bulunur. Boylece,
@(\/@ ) reel kuadratik sayr cisminin tamlik taban elemani olan @, kuadratik

irrasyonel sayisinin siirekli kesir agilima,

0, =[541,1,1,1,4,9]

olarak kolayca elde edilmis olur. Ayrica, A=/(/(,+1=35, B=t0+A4(,=9,

C=0,0,+1=2, D=Als+2(,=22 ve E=/(}s*+4s=20 olup bu degerler,
(7, U,)=(a(4* +B*)+2(4t,+ BC), 4’ +B*)

ifadelesinde yerine yazildiginda, (7, U,) = (1000, 106) bulunur. Buradan da, Q(\/@ )

reel kuadratik say1 cisminin temel birimi

o = 1000+106+/89
=
2

olarak pratik bir sekilde elde edilmis olur.
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Simdi de, d= 2,3(mod 4) oldugunda, elde edilen teoremleri ve bu teoremlerin
ispatlarim1  verelim. d =a’>+b vyazihsindaki b tam sayis1 igin b= l(mod 4)
gercekleniyor ise, d = 2(mod 4) ve a nim bir tek tam say1 olmasi gerektigi aciktir.
Eger b=2(mod4) ise, d =2,3(mod4) olur. Bu durumda, a ¢ift ise; d =2(mod4),
a tek ise; d=3(mod4) olur. Son olarak, b=3(mod4) durumunda, d =3(mod4)

ve a nin bir tek tam say1 olmasi gerekir.

b=1(mod4) olmasi durumunda Teorem 4.2.3, b=2(mod4) durumunda

Teorem 4.2.4 ve b=3(mod4) durumunda Teorem 4.2.5 elde edilmistir.

Teorem 4.2.3. d=a’ +bh= 2(m0d4) kare carpansiz bir tam say1 ve d nin belirledigi
Q(\/g ) kuadratik sayr cisminin tamlik taban elemani olan o, = Jd  kuadratik

irrasyonel sayisinin periyodu k, =7 olsun. Eger b = 1(mod4) ise,

0, =|a, 0, 0y, 0y, 0y, 0, 0, 2a], 4,21 (i=1,2,3),

olup @(\/E ) kuadratik say1 cisminin &, temel biriminin 7, ve U, katsayilar1 ve d

tam sayi1s1,
(7, Ud)=(2[a(A2 +B°)+BC+ Al |, 2(4*+B))

d=Ar"+2rD+E

olarak ifade edilir. Burada, 4, B, C, D ve E degerleri de asagidaki sekilde tek tiirlii
belirlidir:

A=10,0,+1

B=1,+Al,
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C=10,0,+1
D=Als+/,

E=0}s*+2s+1.
Ayrica, r ve s pozitif tam sayilar asagidaki esitliklerle tek tiirlii belirlidir:

a=Ar+/{s

A*+B*—C* -1 =2rB-2s(A+BL,).

Ispat. b=1(mod4) ise, a ve b tam sayilant 0<b<2a esitsizligini gergekleyen tam
sayilar oldugundan, 0 <4m < 2a esitsizligi gerceklenecek sekilde uygun bir m pozitif

tam sayist i¢in b=4m+1 seklinde yazabiliriz. d =a’+b= Z(mod 4) oldugundan,

w,=d olmak iizere, Lemma 2.5.7 den ¢, =[@,]=a olup, k, =7 periyodu icin

W, = [a, 1> 925 935> 94> s> s> 2a} bi¢imindedir. Lemma 2.5.8 kullanilarak r, =7 =0,
¢, =1, c,=b=4m+1 ve (,=2q,=2a elde edilir. Lemma 2.5.4 ve Lemma 2.5.8 den
1<i<k,-1 olmak izere, g,=¢, ve (,=(, , ifadeleri ger¢eklendiginden, /¢, =/,

t,=10, ve {,=1, olup,

o, =[a, 1,0, 0, 05, 0, 1), 2a]

agihmi elde edilir. Burada ¢, >1 (i=12,3) dir. Lemma 2.5.4 deki i>0 igin

2a—r,=c/l, +r,, bagntisi kullanilarak,
2a=(4m+1)(, +r, (4.64)

elde edilir. Buradan, (4m+1)¢,+r, =0(mod2) olup, uygun bir » pozitif tam sayisi
icin r,=2r—/{, olarak yazmak miimkiindiir. Bu deger (4.64) esitliginde yerine

yazildiginda,



&9

a=2ml +r (4.65)

olur. a bir tek tam say1 oldugundan, bu esitlikten » nin de tek say1 olmasi gerektigi

agiktir. Lemma 2.5.4 deki ¢, =c_, +(r,—r)¢, (i>0) bagntisindan

w1 1

c, :co+(r2—r1)£1 =1+nrt,

olup, bu deger Lemma 2.5.4 den elde edilen 2a-r =c,/,+r, esitliginde yerine

yazildiginda,

2a=(1+nl, )0, +1,+1, (4.66)

elde edilir. (4.64) ve (4.66) esitlikleri kullanilarak,

(4m+1)£1:(1+r2£1)£2+r3 (4.67)

esitligi elde edilir. Buradan, ¢, +r, =0(mod/,) oldugundan, uygun bir ¢ pozitif tam
say1st i¢in r, =/ t—/, olarak yazmak miimkiindiir. Bu deger (4.67) esitliginde yerine
yazildiginda, 4m=¢+2rl,—( (,—1 olur. /,/,+1= A olarak almirsa bu son ifadeden,
t—A=4m-2rl, olur ki bu esitlikten uygun bir s pozitif tam sayis1 i¢in -4 =2s
olarak yazilabilir. Boylece, 2m =s+r/, ifadesine ulasilir. Bu deger (4.65) esitliginde
yerine yazildiginda, a=(s+rl,)l,+r=Ar+(;s olur. Diger taraftan, Lemma 2.5.4

den elde edilen

;= +(n—n)l,=4m+1+(r—n)/,
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ifadesinde, 7, =2r—/, ve r, ={,t—¢, oldugu kullanilarak, ¢, = A¢— (3 olarak bulunur.
Bu ¢, degeri, Lemma 2.5.4 den elde edilen 2a=c,/,+r+r, esitliginde yerine

yazilirsa,
2a=(At=03) 0y +r,+7,
esitligi elde edilir. Buradan, (4.66) ve r, =2r—/(, ifadelerinden r, degeri,
ro=(2r =0 —tl ) A+ 1, (0,05 +1) (4.68)

olarak elde edilir. Diger taraftan, ¢, = ¢, oldugundan At—/(5 =c, +(r,—r,) !, esitligi

ve buradan da c,=1+nl, rn=2r-0,rn=L0t—{, ve (4.68) esitligi kullanilarak,

1°

At=1=c, +(r, 1)1
=1+nl,+rl,—nt,
=1+(2r—0,) 0, +[(2r =0, = t0,) A+ 0, (0,0, +1) [ €5 = (Lt = 1,) 1,
=14+2r0, =07 =0 Lt + 20,0, +2rAl, — AL L + 0207 — ALl

= (10,0, +2r (0, + A0,) =20, (£, + ALy)— £, (£, + AL,)
elde edilir. Burada, ¢, + A(, =B ve 1+ /,(, = C olarak alinirsa,
At—105=C*+B(2r—tl,— 1))
esitligi ve 1 =25+ A ifadesinden,

A*+B*—C?—15=2rB—2s(A+BL,)
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elde edilir. Simdi » ve s pozitif tam saylarmin a=Ar+/(s ve
A*+B*-C*—13=2rB-2s(A+Bl,) esitlikleri ile tek tirli belirli oldugunu
gosterelim. » ve s pozitif tam sayilar1 bu esitliklerle tek tiirlii belirli olmasa idi,

A*+B* =0 elde edilirdi. 4 ve B sayilar pozitif tam sayilar oldugundan bu bir

celiskidir. O halde, r ve s pozitif tam sayllan a=A4r+/l;s ve

A +B*-C*—13=2rB-2s(A+Bl,) esitlikleri ile tek tiirlii belirlidir.

Simdi de Lemma 2.5.7 yi kullanarak, &, temel biriminin katsayilart olan 7, ve U,
degerlerini belirleyelim. O, =0 ve Q,=1 olmak iizere, ¢, =¢, (1<i<k,—1) ve

0., =9.,0+0,, (i>0) ifadeleri yardimu ile,

0=,
O,=0/l,+1=4,
Q,=A4l,+!, =8B,
Q,=Bl,+A4,

O, =C(Al,+0,)+ Al, = BC+ AL,

Q;=A(l,l,+1)+(,(Al,+1,)+BCl, = A’ + B

olarak hesaplanir. Buradan da, 2¢g,=2a oldugu kullanilarak 7, =2¢,0, ,+20, ,

katsayist,
T,=2[a(4"+B*)+BC+AL, |

olarak, U, =20, katsayisi ise,
U,=2(4"+B")

olarak elde edilmis olur.
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Simdi de d=a’+b kare carpansiz pozitif tam sayismm, ¢, ¢,, {,, r ve s
parametrelerine bagli olarak yazilisim elde edelim. b=4m+1 ve 2m=s+rl,
oldugundan b=2(s+r¢,)+1 olur. Elde ettigimiz bu b degeri ile a=Ar+s/,

kullanilarak,
d=a’ +b=(Ar+s€1)2+2(s+r€2)+1=A2r2 +2r(Ast, +0,)+}s* +25s +1

ifadesine ulasilir. Burada As/, +/(, =D ve (is’+2s+1=E olarak alindiginda, d tam

sayist
d=Ar*+2rD+E

olarak elde edilir. Boylece teoremin ispati tamamlanmis olur.

Ornek 4.2.3. Teorem 4.2.3, Q(\/ﬁ) cismine uygulanirsa, d =314=17>+25
seklinde yazildigindan, a =17 ve b=25 dir. a=17 oldugundan, ¢,=17 ve
l,=34 olur. Diger taraftan, b=4m+1=25 ifadesinden m =6 olarak bulunur.
Buradan, a =2m/, +r denklemi kullanilarak, ¢, ve r pozitif tam sayilar oldugundan
¢, =1 ve r=5 olarak bulunur. Elde edilen bu degerler kullanilarak, », =2r—/¢ =9
olarak bulunur. Diger taraftan, c¢;=4m+1+(r,—1r,)(,, 2a=c,l,+r,+r, ve (4.66)

esitlikleri kullanilarak, /¢,, ¢,, ¢, pozitif tam sayillar ve r,r >0 oldugundan
t,=2,0,=1, ¢;=17, =5 ve r, =12 olarak bulunur. Boylece, Q(\/314) reel

kuadratik say1 cisminin tamlik taban elemani olan @, kuadratik irrasyonel sayisinin

siirekli kesir acilimi,

0, =[17,1,2,1,1,2,1,34]

olarak kolayca elde edilmis olur. Ayrica, A=/(/,+1=3, B=(+Al,=4 ve

C=1/(,0,+1=3 olup bu degerler,
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g:z[a(A2+Bz)+BC+A£2],

U,=2(4"+5)

ifadelerinde yerine yazildiginda, (7, U, )= (886, 50) bulunur. Buradan da, Q(\/ 314)

reel kuadratik say1 cisminin temel birimi,

. _886+50V314
| B80+50V314
2

olarak son derece pratik bir sekilde elde edilmis olur. Burada ayrica, r,=/t—/,
esitliginden #=7 olup, t—A4=2s denkleminden s=2 olarak elde edilir. Bu degerler

kullanilarak D= Al s+(,=8 ve E=/(;s’+2s+1=9 olarak bulunur.

Teorem 4.2.4. d =a’ +b=2,3(mod4) kare garpansiz bir tam say1 ve d nin belirledigi
Q(\/E ) kuadratik say1 cisminin tamlik taban elemanm: olan @, = Jd nin periyodu

k, =7 olsun. Eger b=2(mod4) ise,

o, =|a, 0, 05, 0y, 0y, 0, 0, 2a], 4,21 (i=1,2,3)

olup @(\/E ) kuadratik say1 cisminin &, temel biriminin 7, ve U, katsayilar1 ve d

tam sayi1s1,
(7,, Ud)=(2[a(A2 +B°)+BC+ AL, |, 2(4*+B))

d=A1r*+2rD+E

olarak ifade edilir.
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Burada, 4, B, C, D ve E degerleri de asagidaki sekilde tek tiirlii belirlidir:

A=110,+1
B=1{,+Al,
C=1,0,+1
D=Als+2/0,
E=/0s"+2s.

Ayrica, r ve s pozitif tam sayilar asagidaki esitliklerle tek tiirlii belirlidir:

a=Ar+/{s

—0,[ 0, +05(C+1)|=1=2r(t,+ A0,)-25(A+BL,)

Ispat. b 52(mod 4) ise, a ve b tam sayilar1 0<b <2a esitsizligini gercekleyen tam
sayilar oldugundan, 0<2m+1<a esitsizligi gergeklenecek sekilde uygun bir m
pozitif tam sayis1 i¢in b=4m+2 seklinde yazabiliriz. d =a’ +4m+2 ifadesinde, a

Gift say1 ise; d =2(mod4), a tek say1 ise; d =3(mod4) olmaktadir. Her iki durumda

da @, =d dir. Lemma 2.5.7 den ¢,=[w,]=a olup, k, =7 periyodu icin, ®,

kuadratik irrasyonel sayismin siirekli kesirlere agilmi o, :[a,ql,qz,q3,q4,q5,q6,2a}
bi¢imindedir. Lemma 2.5.8 kullanilarak 7, =7rn=0, ¢,=1, ¢ =b=4m+2 ve
l,=2q,=2a olarak elde edilir. Lemma 2.54 ve Lemma 2.5.8 den 1<i<k, -1
olmak tizere, ¢,=(, ve (,=(,  ifadeleri ger¢eklendiginden, /¢, =(¢, (,=/(; ve

¢, =1, olup,

o, =|a, 0,05, 0y, 0y, 05, 0, 2a)

olarak elde edilir. Burada ¢,>1 (i=1,2,3) dir. Lemma 2.5.4 deki i>0 igin

2a—-r,=c/l,+r, bagmtisi kullanilarak,
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2a=(4m+2)(, +r, (4.69)

elde edilir. Buradan, (4m+2)£  th = O(mod 2) olup, uygun bir » pozitif tam sayisi
icin r, =2r olarak yazmak miimkiindiir. Bu deger, (4.69) esitliginde yerine

yazildiginda,

a=(2m+1)€1+r (4.70)

olur. Lemma 2.5.4 deki ¢, =c_, +(r,—r)¢, (i>0) bagntisindan

1

¢, =cy+(n—n)l,=1+nt,

oldugundan, bu deger Lemma 2.5.4 den elde edilen 2a-r, =c,/,+r, esitliginde

yerine yazildiginda,

2a=(1+nl)l,+r,+r (4.71)

elde edilir. (4.69) ve (4.71) esitlikleri kullanilarak,

(4m+2) 0, =(1+n,0,)0, +1, (4.72)

esitligi elde edilir. Buradan, ¢, +r, =0(mod/,) oldugundan, uygun bir ¢ pozitif tam
sayisi igin 1, =/(,f—¢, olarak yazmak miimkiindiir. Burada, ¢ =2(2m+1-r(,) olup ¢

bir ¢ift say1 oldugundan, uygun bir s pozitif tam sayisi i¢in ¢ =2s olarak yazmak

miimkiin olur. Boylece, r, =2s¢, -/, ifadesine ulasilir. Bu deger (4.72) esitliginde
yerine yazildiginda, 2m =s+rl, -1 elde edilir ve bu degerin (4.70) esitliginde yerine
yazilmasi ile, a =(s+r(,)¢, +r olarak bulunur. ¢,/,+1=4 olarak alirsa bu son
ifadeden, a=Ar+/{;s elde edilir. Diger taraftan, Lemma 2.5.4 den elde edilen

¢, =4m+2+(r,—nr)l, degeri, 2a=c/li+r+r, esitliginde yerine yazilirsa,
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r,=2a—(4m+2)(,+(r,—r)l,0,—r, elde edili. Bu esitlikte, a=dAr+/(s,
2m=s+rl,-1, r,=2r ve r,=2sl,—(, degerlerinin yerine yazilmasi ile

r,=2Ar-2sl,A+(,((,0,+1) esitligine ulasihr. Burada, (,¢,+1=C almrsa, r,

degeri,
7, :2A(r—s£3)+C£2

olarak  elde edilir. ~ Diger taraftan, ¢;=c¢, oldugu kullanilarak,

4m+2+(r,—nr)l, =1+nl,+(r,—nr)(, esitligi ve buradan da
4m=(2r, =), +(r,—r) 051 (4.73)

elde edilir. 2m=s+rl, -1, r,=2r, r,=2sl,—{, ve r,=2A(r—st;)+C¢, ifadesi

ve (4.73) esitliginden,
—05 =00, (CH1)=1=2r (0, + A0, ) =25[ (¢, + A0, ) 05+ A]
buradan da /, + A(, = B alinarak,
—05 = 0,0, (C+1)=1=2r(C,+Al,)—2s(Bl, + A)

esitligi elde edilir. Simdi » ve s pozitif tam sayilarinn a=Ar+/(s ve
—05 =0, (C+1)=1=2r(L,+ Al;)-2s(Bl,+ A) esitlikleri ile tek tirli belirli
oldugunu gosterelim. » ve s pozitif tam sayilar1 bu esitliklerle tek tiirlii belirli
olmasa idi, A(A+Bl,)+(, (Al,+(,)=0 elde edilirdi. ¢,, ¢,, {,, A ve B sayilari
pozitif tam sayilar oldugundan bu bir ¢eliskidir. O halde, » ve s pozitif tam sayilari
a=Ar+l;s ve —(5—0,0,(C+1)—1=2r(L,+Al;)-2s(Bly+A) esitlikleri ile tek

turla belirlidir.
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Simdi de Lemma 2.5.7 yi kullanarak, &, temel biriminin katsayilart olan 7, ve U,
degerlerini belirleyelim. Q =0 ve Q,=1 olmak iizere, ¢, =/, (léi <k, —1) ve

0.,=9.,0+0., (i > 0) ifadeleri yardimu ile,

O =1,

O,=ll,+1=4,
Q,=Al,+!, =8B,

O,=Bl,+A4,

0, :C(A€3+€1)+A£2 =BC+Al,,

O, = A(£,0, +1)+ 0, (Al +0,)+ BCL, = 4* + B?

olarak hesaplanir. Buradan da, 2¢,=2a oldugu kullanilarak T, =2q,0, +20;

katsayist,
T,=2[a(4"+B)+BC+4l, |

olarak, U, =20, katsayisi ise,
U,=2(4+5)

olarak elde edilmis olur.

Simdi de d =a’+b kare carpansiz pozitif tam sayismm, ¢, ¢,, {,, r ve s
parametrelerine bagli olarak yazilisim elde edelim. b=4m+2 ve 2m=s+rl,-1
oldugundan b=2(s+r¢,) olur. Elde ettigimiz bu b degeri ile a=Ar+s/,

kullanilarak,

d=a*+b=(Ar+st,) +2(s+rl))= A1 +2r(Ast, +£,)+ 25 +2s
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ifadesine ulagilir. Burada Asf/,+(,=D ve [(is’+2s=E olarak alindiginda, d tam

sayist
d=Ar*+2rD+E

olarak elde edilir. Boylece teoremin ispati tamamlanmis olur.

Ornek 4.2.4. Teorem 4.2.4, Q(~/202) cismine uygulanirsa, d =202 =14>+6 seklinde
Y8

yazildigindan, a=14 ve b=6 dir. a=14 oldugundan, ¢,=14 ve /=28 olur.
Diger taraftan, b=4m+2=6 ifadesinden m =1 olarak bulunur. Lemma 2.5.4 den

r, <¢, oldugundan, r <2m+1 olur. Buradan, a = (2m+1){, +r denklemi ve r <2m+1
olmasi kullanilarak, ¢, ve r pozitif tam sayilar oldugundan ¢, =4 ve r=2 olarak
bulunur. Buradan, », =2r=4 olur. 2m=s+r/, -1 esitliginden, ¢, =1 ve s=1elde
edilir. Bu degerler kullanilarak, 7, =2sf,—/¢, =7 olarak bulunur. Diger taraftan,
¢,=4m+2+(r,—nr,)¢, oldugundan ¢, =9  olur. 2a=c/l;+r+r, ve r,<c
oldugundan, ¢, =2 ve r, =3 olarak bulunur. Boylece, Q(m ) reel kuadratik say1

cisminin tamlik taban eleman: olan @, kuadratik irrasyonel sayisinin siirekli kesir

acilimi,

©,=[14,4,1,2,2,1, 4, 28]

olarak kolayca elde edilmis olur. Ayrica, A=/(/(,+1=5, B=/(+Al,=14 ve

C=1/(,0,+1=3 olup bu degerler,

T,=2[a(4"+B)+BC+AL, |,

U,=2(4+5)
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ifadelerinde yerine yazildiginda, (7,,U,)=(6282,442) bulunur. Buradan da,

Q(\/ 202) reel kuadratik say1 cisminin temel birimi,

6282 +4424202
2

&,

olarak pratik bir sekilde elde edilmis olur. Burada ayrica, D= Als+(,=21 ve

E=/(s"+2s=18 dir.

Teorem 4.2.5. d =a’ +b=3(mod4) kare carpansiz bir tam say1 ve d nin belirledigi
Q(«/E ) kuadratik say1 cisminin tamlik taban elemani olan @, =/d nin periyodu

k, =7 olsun. Eger b=3(mod4) ise,

o, =|a, 0, 0, 0, 0, 05,00, 2a], £,21 (i=1,2,3)

olup @(\/3 ) kuadratik say1 cisminin ¢, temel biriminin 7, ve U, katsayilar1 ve d

tam sayisi,
(,, Ud)=(2[a(A2 +B?)+BC+ AL, |, 2( 4 +B2))
d=Ar"+2rD+E

olarak ifade edilir. Burada, 4, B, C, D ve E degerleri de asagidaki sekilde tek tiirlii
belirlidir:

A=10,0,+1
B=1(,+Al,

C=10,0,+1
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D=Als+20,

E=/01s"+25+3.
Ayrica, r ve s pozitif tam sayilar asagidaki esitliklerle tek tiirli belirlidir:

a=Ar+/{s

—0,[ 0, +0,(C+1)|=1=2r(0,+ Al,)-25( A+ BL,)

Ispat. b ES(mod 4) ise, a ve b tam sayilar1 0<b <2a esitsizligini gergekleyen tam
sayilar oldugundan, 0<4m <2a-2 esitsizligi ger¢eklenecek sekilde uygun bir m
pozitif tam sayist i¢in bh=4m+3 seklinde vyazabiliriz. d=a"+b= 3(m0d 4)
oldugundan, @, =+/d olmak iizere, Lemma 2.5.7 den ¢, =[w,]=a olup, k, =7

periyodu icin, @, kuadratik irrasyonel sayisinin siirekli kesirlere agilimi

®, = [a, 9> 95> 93> 9a> 95> 9> Za} bi¢imindedir. Lemma 2.5.8 kullanilarak 7, =7 =0,
¢, =1,¢c,=b=4m+3 ve (,=2q,=2a eldeedilir. Lemma 2.5.4 ve Lemma 2.5.8 den
1<i<k,-1 olmak tzere, g,=¢, ve (,=(, , ifadeleri ger¢eklendiginden, /, =/,

t,=L0, ve l,=1, olup,

o,=|a, 0,0, b, 05, 05,0, 2a |

bigiminde yazilir. Burada ¢,>1 (i=1,2,3) dir. Lemma 2.5.4 deki i>0 igin

2a—-r,=c/l,+r, bagmtisi kullanilarak,
2a =(4m+3)(, +r, (4.74)

esitligi elde edilir. Buradan, (4m +3)£ = O(mod 2) olup, uygun bir r pozitif tam
say1st i¢in 7, =27 —3/, olarak yazmak mimkiindiir. Bu deger (4.74) esitliginde yerine

yazildiginda,
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a=2ml +r (4.75)

olur. a bir ¢ift tam say1 oldugundan, bu esitlikten » nin de ¢ift say1 olmas1 gerektigi

agiktir. Lemma 2.5.4 deki c,,, =c._, +(r,, -7 )¢, (i>0) bagntisindan

c, :co+(r2—r1)£1 =1+nrt,

oldugundan, bu deger Lemma 2.5.4 den elde edilen 2a-r, =c,/,+r, esitliginde

yerine yazildiginda,

2a=(1+nl, )0, +1,+1, (4.76)

elde edilir. (4.74) ve (4.76) esitlikleri kullanilarak,

(4m+3)0,=(14n0,) L, +1, (4.77)

bulunur. Buradan, ¢, +r, = 0(mod£ l) oldugundan, uygun bir ¢ pozitif tam sayis1 i¢in
rp=0t—{, olarak yazilir. Bu deger (4.77) esitliginde yerine yazildiginda,
4m=t+2rl,-3((,l,+1) bulunur. ¢,(,+1=4 olarak alinirsa bu son ifadeden,
t—=34=4m—2r/l, olur ki bu esitlikten uygun bir s pozitif tam sayis1 i¢in #—34 =2s
olarak yazmak miimkiindiir. Boylece, 2m =s+r/, ifadesine ulasilir. Bu deger (4.75)
esitliginde yerine yazildiginda, a=(s+r(,){,+r=Ar+{s olur. Diger taraftan,

Lemma 2.5.4 den elde edilen

G =cq —1—(1’3 —rz)ﬁz :4m—|-3+(r3—r2)€2
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ifadesinde, 7, =2r—3¢, ve r,=/(t—{, oldugu kullamlarak, c,=At—/¢; olarak
bulunur. Bu ¢; degeri, Lemma 2.5.4 den elde edilen 2a=c,(,+r,+7r, esitliginde

yerine yazilirsa,
2a=(At=03) Ly +r,+7,

esitligi elde edilir. Buradan, (4.76) ve r, = 2r -3/, olmasi kullanilarak 7, degeri,
ry=(2r=30,—t0,) A+ 1, ((,0,+1) (4.78)

olarak elde edilir. Diger taraftan, ¢, =c, oldugundan Ar—(5=c,+(r,—nr)(, esitligi

ve buradan da c,=1+nl, rn=2r-3¢,, rn=~0t—{, ve (4.78) esitligi kullanilarak,

12

At-10}=c, +(r4 —r3)£3
=1+nl,+rl,—nt,
=1+(2r=30,) 0, +[(2r =30, =t0,) A+ 0, (0,0, +1) [ £, = (Lt = 1,) 1,
=1+2r0, =307 +2r Al —=3A0 0, — A0y + 20,0, + (505 — 0 Lt

= (10,0, ) +2r (0, +A0,) =10, (£, + AL,) =30, (¢, + A1)
elde edilir. Burada, ¢, + A(, =B ve 1+ /,(, = C olarak alinirsa,
At—05=C*+B(2r—tl,-3(,)
esitligi ve buradan da # =2s+34 oldugu kullanilarak,

3(4°+B*)-C* =13 =2rB-25( A+ BL,)
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esitligi elde edilir. Simdi » ve s pozitif tam sayllarmm a=A4r+/(s ve
3 (A2 +B’ ) —C?—05=2rB—2s(A+Bl,) esitlikleri ile tek tiirli belirli oldugunu
gosterelim. » ve s pozitif tam sayilar1 bu esitliklerle tek tiirlii belirli olmasa idi,

A*+B* =0 elde edilirdi. 4 ve B sayilar1 pozitif tam sayilar oldugundan bu bir

celiskidir. O halde, r ve s pozitif tam sayllan a=A4r+/{;s ve

3(47+B*)-C* =13 =2rB-2s(A+Bl,) esitlikleri ile tek tiirlii belirlidir.

Simdi de Lemma 2.5.7 yi kullanarak, &, temel biriminin katsayilart olan 7, ve U,
degerlerini belirleyelim. O, =0 ve Q,=1 olmak iizere, ¢, =¢, (1<i<k,-1) ve

0.,=9.,0+0., (i > 0) ifadeleri yardimu ile,

O =1,

O, =0, +1=4,
O,=Al,+(, =B,
0,=Bl,+4,

Q;=C(Al,+0,)+Al,=BC+Al,,

Q;=A(l,l,+1)+(,(Al,+0,)+BCl, = A’ + B’

olarak hesaplanir. Buradan da, 2¢g,=2a oldugu kullanilarak 7, =2¢,0, ,+20, ,

katsayist,
T,=2[a(4"+B*)+BC+AL, |

olarak, U, =20, katsayisi ise,
U,=2(4"+8)

olarak elde edilmis olur.
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Simdi de d=a’+b kare carpansiz pozitif tam sayismm, ¢, ¢,, {,, r ve s
parametrelerine bagli olarak yazilismi elde edelim. b=4m+3 ve 2m=s+rl,
oldugundan b=2(s+r(,)+3 olur. Elde ettigimiz bu b degeri ile a = Ar+s(, esitligi

kullanilarak,
d=a’ +b=(Ar+s€1)2 +2(s+rl,)+3= A2 +2r(Asl +0,)+ (75 +25+3

ifadesine ulasilir. Burada Asf,+/¢,=D ve {(}s’+2s+3=FE olarak alindiginda, d

tam sayisi,
d=Ar"+2rD+E

olarak elde edilir. Boylece teoremin ispati tamamlanmis olur.

Bu teoremin ifadesini saglayan d degerlerine karsilik gelen Q(\/g ) kuadratik say1

cisimlerinin temel birimleri ve @, kuadratik irrasyonel sayisinin siirekli kesre agilimi

kolayca belirlenir.
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5. TARTISMA VE SONUC

Bu tez calismasinin ilk kisminda, “belirli kosullara sahip rasyonel katsayili kuvvet
serilerinin bazi ozellikleri tasiyan Liouville Sayilari argiimanlari igin aldigr degerlerin
transandantliginin  incelenmesi” problemi g6z Oniine alindi. Ele alinan problem
cercevesinde elde edilen degerlerin Liouville Sayis1 veya rasyonel say1r oldugu ispat
edildi. Bu konu ile ilgili olarak, benzer teorem ve sonuglar, katsayilari Q, p-adik
cismine ait olan kuvvet serilerine genisletilebilir. Ayrica, elde edilen bu teoremde U,

smifini olusturan Liouvile Sayilar: yerine, m >0 olmak tizere U, simifina ait elemanlar

konulup incelenebilir.

Bu tez calismasinda incelenen diger bir konu olan kuadratik say1 cisimlerinin temel
birimlerinin bulunmasi ile ilgili olarak, Richaud-Degert tipinde olmayan kuadratik say1

cisimleri i¢in temel birimlerin belirlenmesi problemi ele alindi. Ele alinan bu problem

cercevesinde, Richaud-Degert tipinde olmayan K Z@(\/E ) reel kuadratik say1
cisimlerinde @, kuadratik irrasyonel sayisinin siirekli kesir agilimindaki periyodun

Td+Ud\/E

k,=7 olmasi durumunda, ¢, = (>1) bigiminde ifade edilen cismin temel

biriminin 7, ve U, Xkatsayilarint ve @, kuadratik irrasyonel sayisinin siirekli kesir

acilimin1 kesin bir bi¢imde veren ve literatiirde olmayan teoremler elde edildi. Bu
teoremler ayrintili ispatlart ile verilip somut Orneklerle pekistirildi. Daha sonraki

calismalarda, @, kuadratik irrasyonel sayisinin siirekli kesir ag¢ilimindaki periyodun 7
den biiylik  olmasi durumunda, K I@(\/E ) reel kuadratik say1r cisminin temel

biriminin katsayilarmin ve @, kuadratik irrasyonel sayisiin siirekli kesir agiliminin

kesin bir sekilde elde edilmesi problemi ve bu cisimlerin sinif sayilari ile olan iliskisi
incelenerek, bu cisimlerin cebirsel yapilar1 hakkinda yeni bir takim bulgular elde

edilebilir.
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