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ÖZET

E3 ÖKL·ID UZAYINDA BAZI ÖTELEME YÜZEYLER

Bu çal¬̧sma beş bölümden oluşmaktad¬r.
Birinci bölüm çal¬̧sman¬n giri̧s k¬sm¬olup, uzay e¼grileri ve yüzeyler üze-

rinde yap¬lan çal¬̧smalar hakk¬nda literatürdeki bilgiler verildi.
·Ikinci bölümde; uzay e¼grileri ve yüzeyler için kullan¬lan temel tan¬mlar

ve teoremler verildi.
Üçüncü bölümde; uzay e¼grileri yard¬m¬yla verilen öteleme yüzeylerinin

karekterizasyonu verildi. Daha sonra minimal öteleme yüzeyleri s¬n¬�and¬r¬ld¬.
Öteleme yüzeylerinin minimal olma şartlar¬verilerek yüzeylerin Gauss e¼gri-
li¼gine göre karakterizasyonlar¬yap¬ld¬.
Dördüncü bölüm çal¬̧sman¬n orijinal k¬sm¬n¬ oluşturmaktad¬r. Burada

Bishop çat¬s¬na göre öteleme yüzeyleri incelenmi̧stir.
Beşinci bölüm ise çal¬̧sman¬n sonuç k¬sm¬d¬r.

Anahtar Kelimeler: Öteleme yüzeyi, minimal yüzey, minimal öteleme
yüzeyi, Gauss e¼grili¼gi, ortalama e¼grilik, Scherk yüzeyi, Bishop Çat¬s¬.
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ABSTRACT

SOME TRANSLATION SURFACES IN THE E3 EUCLIDEAN
SPACE

This thesis consist of �ve chapters.
The �rst chapter has been devoted to the introduction.
In the second chapter; fundamental de�nitions and theorems of space

curves and surfaces are given.
In the third chapter; the translation surfaces in 3-dimensional Euclidean

space generated by curves have been investigated.
In the fourth chapter; contain original part of our study translation sur-

faces has been constructed and some characterizations have been given ac-
cording to Bishop frame.
The sixth chapter has been devoted to the conclusion.

Keywords: Translation surfaces, minimal surface, minimal translation
surface, Gauss curvature, mean curvature, Scherk surface, Bishop frame.
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S·IMGELER L·ISTES·I

E3 : n-boyutlu Öklid Uzay
� : Vektörel çarp¬m
[; ] : Lie operatörü
D : Riemann koneksiyonu
P (X) : Kuvvet cümlesi
Tp(M) : p noktas¬ndaki tanjant vektörlerinin cümlesi
�(M) : Vektör alanlar¬n¬n cümlesi
Sp : Şekil operatörü
K(p) : Gauss e¼grili¼gi
H(p) : Ortalama e¼grili¼gi
kk : Norm
Iq : q-yuncu temel form
Ip : Birinci temel form
IIp : ·Ikinci temel form
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1. BÖLÜM

G·IR·IŞ

Öteleme yüzeyler teorisi daima Öklid uzay¬n¬n ilginç konular¬ndan biri
olmuştur. Bir çok geometrici taraf¬ndan öteleme yüzeyleri farkl¬aç¬lardan
incelenmi̧stir.

Verstraelen, Walrave ve Yaprak; n-boyutlu Öklid uzay¬nda minimal öteleme
yüzeylerini araşt¬rm¬̧slard¬r, [36].

Lui, E31 üç boyutlu Minkowski uzay¬ve E3 üç boyutlu Öklid uzay¬nda
sabit ortalama e¼grilikli ve sabit Gauss e¼grilikli öteleme yüzeylerinin bir s¬n¬�an-
d¬rmas¬n¬vermi̧stir, [27].

Yoon; üç boyutlu Minkowski uzay¬nda, yüzeyin indirgenen metri¼gine göre
uzay¬n Laplasyan¬4 ve A, 3 � 3 matris olmak üzere; 4G = AG; koşulunu
sa¼glayan öteleme yüzeylerini çal¬̧sm¬̧st¬r, [38].

Munteanu ve Nistor; E3 de öteleme yüzeylerin ikinci temel formunu elde
ederek ve E3 de polinom öteleme yüzeyler için s¬f¬r olan ikinci Gauss e¼grili¼gini
kullanarak yeni bir karakterizasyon oluşturdular. Daha sonra bu yüzeylerin
ikinci Gauss ve ortalama e¼grili¼gi yard¬m¬yla öteleme yüzeylerini s¬n¬�and¬r-
m¬̧slard¬r, [28].

En önemli yüzey e¼grilerinden biri asimtotik e¼grilerdir. Bir yüzey üze-
rindeki bir e¼grinin asimtotik olarak s¬n¬�and¬r¬lmas¬ için, e¼grinin her nok-
tas¬ndaki te¼geti do¼grultusundaki normal e¼grili¼gi s¬f¬r olmal¬d¬r. Ek olarak
M yüzeyindeki bir e¼grinin asimtotik olmas¬için onun ivmesi de daima M ye
te¼get olmal¬d¬r. En az¬ndan bir asimtotik yönde yüzey parças¬onun te¼get
düzleminden uzakta de¼gildir. Yüzey üzerinde asimtotik e¼gri boyunca Gauss
e¼grili¼gi daima s¬f¬r ya da negatiftir. Diferensiyel geometride yüzey üzerinde
asimtotik e¼griler büyük öneme sahip araşt¬rma konular¬ndan biri olmuştur.

Carmo; Dupin göstergesi yard¬m¬yla asimptotik yönler ve e¼grileri karak-
terize etmi̧stir, [6].

Hartman ve Winter; negatif Gauss e¼grilikli yüzeyler üzerindeki asimtotik
e¼grilerin klasik teoride ki önemli bir karekterizasyonunu vermi̧stir, [17].



Kitagava; bir yüzeyin birim 3-küreye izometrik immersiyonu �at tor ise
o zaman bu yüzey üzerindeki bütün asimtotik e¼grilerin periyodik oldu¼gunu
ispatlam¬̧st¬r, [22].

Garcia ve Sotomayer; Öklid uzay¬nda dald¬r¬lm¬̧s bir yüzeyin asimtotik
e¼grilerin sa¼glamas¬gereken en basit niteleyici şartlar¬çal¬̧sm¬̧st¬r, [11].

Asimtotik e¼griler ayn¬zamanda astronomide, astro �zikte ve bilgisayar
yard¬ml¬dizayn mimarisinde önemli bir yere sahiptir. Çünkü asimtotik yörün-
gesinden küçük bir sapma, y¬ld¬z¬n sistemden ç¬kmas¬na yol açacakt¬r. Y¬ld¬z
sisteminde bir grup y¬d¬z¬n gözden kaçan yörüngelerini bulmak için bu yörün-
gelerinin asimtotik e¼grilerini bulmak gerekir.

Contopulos; ço¼gunlukla karars¬z yörüngelerin asimtotik yörüngelerini elde
etmi̧stir. Ayr¬ca asimtotik e¼griler üzerinde başlang¬ç şartlar¬yla uzaklaşan
yörüngelerin kümesini bulmuştur, [7].

Flöry ve Pottmann; regle yüzeylerin mimari özelliklere yans¬malar¬n¬araş-
t¬rm¬̧st¬r. Bu regle yüzeylerin bir veya daha çok şerit yard¬m¬yla oluşturulan
şekline geometrik bak¬̧s aç¬s¬oluşturmuşlard¬r. Daha sonra çal¬̧smalar¬nda
asimtotik e¼griler yard¬m¬yla verilen regle yüzeyleri karekterize etmi̧slerdir,
[10].

Bayram, Güler, Kasap; verilen bir asimtotik e¼griden bir kalem yüzeyin
nas¬l oluşturulaca¼g¬n¬çal¬̧sm¬̧slard¬r. Daha sonra asimtotik e¼grilerle verilen
kalem yüzeyleri için paremetrik temsil formülleri elde etmi̧slerdir. Ayr¬ca
verilen asimtotik e¼grilerin Frenet çat¬s¬yard¬m¬yla gerekli ve yeterli şartlar
vermi̧slerdir. Son olarak oluşturduklar¬metodla baz¬örneklerin yard¬m¬yla
şekiller çizmi̧slerdir, [1].

Bu çal¬̧smada ise düzlemsel olmayan uzay e¼grileri kullan¬larak üç boyutlu
Öklid uzay¬nda öteleme yüzeyleri incelendi. Daha sonra verilen yüzeyin
minimal olma şartlar¬ verilerek yüzeyin çeşitli karekterizasyonlar¬ yap¬ld¬.
Ayr¬ca verilen e¼grilerin Bishop çat¬s¬na göre öteleme yüzeyleri oluşturularak
bu yüzeylerin Bishop çat¬s¬yard¬m¬yla Gauss ve ortalama e¼griliklerine göre
karekterizasyonlar¬yap¬lm¬̧st¬r.
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2. BÖLÜM

2.1. Temel Tan¬m ve Teoremler

Tan¬m 2.1.1

X boş olmayan bir cümle ve � ailesi de P (X) kuvvet cümlesinin herhangi
bir alt cümlesi olsun. E¼ger � � P (X) aşa¼g¬daki özellikleri sa¼glarsa, � ya X
üzerinde bir topoloji, (X; �) ikilisine bir topolojik uzay denir.

(i) X;? 2 � :
(ii) � da al¬nan her say¬da elemanlar¬n birleşimi � ya aittir; yani, I her-

hangi bir indis cümlesi olmak üzere 8fAigi2I 2 � için, U
i2I
Ai 2 � d¬r.

(iii) � da al¬nan her sonlu say¬da elemanlar¬n¬n kesi̧simi � ya aittir; yani,
J sonlu indis cümlesi olmak üzere 8fAigi2J 2 � için \

i2J
Ai 2 � d¬r, [12].

Tan¬m 2.1.2.

X bir topolojik uzay olsun ve farkl¬iki p; q 2 X noktalar¬n¬n X deki aç¬k
komşuluklar¬, s¬ras¬yla, U ve V olsun. E¼ger U ve V

U \ V = ?
olacak şekilde seçilebiliyorsa X topolojik uzay¬na bir Hausdor¤ uzay¬denir,
[12].

Tan¬m 2.1.3

X ve Y birer topolojik uzay olsun. Bir f : X �! Y fonksiyonu için,

(i) f sürekli,
(ii) f�1 mevcut,
(iii) f�1 sürekli ise f fonksiyonunaX �den Y �ye bir homeomor�zm denir,

[12].

Tan¬m 2.1.4

M bir topolojik uzay olsun. M için aşa¼g¬daki önermeler do¼gru ise M ye
n-boyutlu topolojik manifold (veya k¬saca topolojik n-manifold) denir.



(i) M bir Hausdor¤ uzay¬d¬r.
(ii) M nin herbir aç¬k alt cümlesi En Öklid uzay¬n¬n bir aç¬k cümlesine

veya En e homeomorftur.
(iii) M say¬labilir çoklukta aç¬k cümlelerle örtülebilir, [12].

Tan¬m 2.1.5

M bir topolojik n�manifold olsun. Bir p 2 M noktas¬n¬n M de ki bir
U aç¬k komşulu¼gu, 	 homeomor�zmi sayesinde En nin bir V aç¬k altcüm-
lesine homeomor�k ise (U;	) ikilisine M nin p noktas¬ndaki bir koordinat
komşulu¼gu (harita) denir, [12].

Tan¬m 2.1.6

M , n-boyutlu topolojik bir manifold ve V� � M aç¬k alt cümlelerinin
fV�g ailesi de M nin bir örtüsü olsun. Bu durumda herbir V� aç¬¼g¬n¬n En
deki bir U� aç¬k altcümlesine homeomorf oldu¼gunu kabul edelim. A bir indeks
cümlesini göstermek üzere, elde edilen (U�;	�) koordinat komşuluklar¬n¬n

S = f(U�;	�) : � 2 Ag

ailesine M nin bir atlas¬denir, [12].

Tan¬m 2.1.7

n-boyutlu bir M topolojik manifoldunun bir atlas¬

S = f(U�;	�) : � 2 Ag

olsun. E¼ger
	�(U�) \	�(U�) 6= ?

olacak şekildeki 8(�; �) 2 A � A için 	�1� � 	� ve 	�1� � 	� fonksiyonlar¬,
r > 0 olmak üzere, Cr s¬n¬f¬ndan diferensiyellenebilir ise S ye Cr s¬n¬f¬ndan
atlas denir, [12].

Tan¬m 2.1.8

n-boyutlu bir M topolojik manifoldunun Cr�s¬n¬f¬ndan bir atlas¬var ise
M ye Cr�s¬n¬f¬ndan diferensiyellenebilir manifold denir. Ayr¬ca 8r 2 N için
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S diferensiyellenebilir ise, o zaman M ye C1 s¬n¬f¬ndan diferensiyellenebilir
manifold denir, [12].

Tan¬m 2.1.9

En nin iki altcümlesi U ve V olsun. Bir 	 : U �! V fonksiyonu için;
(i) 	 2 Ck (U; V ),
(ii) 	�1 : V �! U , 	�1 2 Ck (V; U), önermeleri sa¼glan¬yorsa 	 ye Ck

s¬n¬f¬ndan di¤eomor�zm denir, [13].

Tan¬m 2.1.10

I , R nin aç¬k bir aral¬¼g¬olmak üzere, diferensiyellenebilen bir

� : I ! En

fonksiyonuna En de bir e¼gri denir.

Bir t 2 I de¼gerine kaŗs¬l¬k e¼grinin, elde edilen �(t) noktas¬;

�(t) = (�1(t); :::; �n(t))

şeklindedir. Buradaki �i fonksiyonlar¬ I ! R diferensiyellenebilir fonksi-
yonlard¬r. En nin koordinat fonksiyonlar¬ fx1; x2; :::; xng ise,

�i = xi � �
biçimindedir, [13].

Tan¬m 2.1.11

� : I ! En bir e¼gri olsun. 8t 2 I için � n¬n �(t) noktas¬ndaki,

�0(t) =
d�

dt
jt = (

d�1
dt
(t); :::;

d�n
dt
(t))

vektörüne e¼grinin h¬z vektörü denir ve (�(t); �0(t)) ikilisine bir tanjant vektör
ad¬verilir. K¬saca �0(t) şeklinde gösterilir, [13].

Tan¬m 2.1.12

� : I ! En bir e¼gri olsun. 8t 2 I için � n¬n �(t) noktas¬ndaki h¬z vektörü
s¬f¬rdan farkl¬ise, � e¼grisine regüler bir e¼gri denir, [6].
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Tan¬m 2.1.13

M bir diferensiyellenebilir manifold olmak üzere

vp : C
1(M;R)
f

!
!

R
vp[f ]

dönüşümü 8p 2M; 8f 2 C1(M;R) için
(i) vp[�f + �g] = �vp[f ] + �vp[g] , 8f; g 2 C1(M;R); �; � 2 R;
(ii) vp[fg] = g(p)vp[f ] + f(p)vp[g]; şartlar¬n¬sa¼gl¬yorsa, bu dönüşüme M

nin p noktas¬nda ki bir tanjant vektörü denir.

M manifoldunun bir p 2M noktas¬ndaki tanjant vektörlerinin cümlesi

Tp(M) = fvpjvp : C1(M;R)! Rg;

ile gösterilir. Bu cümle üzerinde iç i̧slem

� : Tp(M)
(vp

�
;

Tp(M)

up)

�!
�!

Tp(M)

vp � up

(vp�up)[f ] = vp[f ] + up[f ] , 8f 2 C1(M;R);
şeklinde ve d¬̧s i̧slem de

� : R
(�

�
;

Tp(M)

vp)

�!
�!

Tp(M)

�� vp

(�� vp)[f ] = �vp[f ];8f 2 C1(M;R)
olarak tan¬mlan¬rsa, Tp(M); R üzerinde bir vektör uzay¬d¬r ve bu vektör
uzay¬na, M nin p noktas¬ndaki tanjant uzay¬denir. [12].

Tan¬m 2.1.14

M diferensiyellenebilir bir manifold olsun. Bir

X :M
1:1!
�orten

[
p2M

Tp(M)

olarak tan¬mlanan, X fonksiyonuna M üzerinde vektör alan¬denir.

6



M üstünde tan¬mlanan vektör alanlar¬n¬n cümlesi �(M) ile gösterilir.

� : �(M)
(X

�
;

�(M)

Y)

�!
�!

�(M)

X�Y

� : R
(�

�
;

�(M)

X)

�!
�!

�(M)

��X

olmak üzere �(M); R üzerinde bir vektör uzay¬d¬r. Bu vektör uzay¬naM nin
vektör alanlar¬uzay¬denir, [13].

Tan¬m 2.1.15

V bir K cismi üzerinde vektör uzay¬ve

[; ] : V � V ! V

dönüşümüde

(i) 2-lineer
(ii) Alterne ( 8X;Y 2 V için [X;Y] = �[Y;X] )
(iii) Jakobi özdeşli¼gini sa¼glar. Yani 8X;Y;Z 2 V için

[X; [Y;Z]] + [Y; [Z;X]] + [Z; [X;Y]] = 0

olarak verilsin. [; ] dönüşümüne, V üstünde bir Lie operatörü denir. Bu
i̧slemle birlikte V vektör uzay¬na Lie cebiri denir, [30].

Tan¬m 2.1.16

Bir C1 -manifoldM veM üstündeki vektör alanlar¬n¬n uzay¬�(M) , C1

fonksiyonlar¬n cebiride C1(M;R) olmak üzere,

<;>: �(M)� �(M)! C1(M;R)

dönüşümü aşa¼g¬daki şartlar¬ sa¼glarsa, bu dönüşüme M üzerinde Riemann
metri¼gi yada metrik tensör denir.

(i) <;> dönüşümü 2-lineerdir,
(ii) <;> dönüşümü simetriktir,

7



(iii) < X;X >> 0; < X;X >= 0, X = 0; X 2 �(M)

Üzerinde Riemann metri¼gi tan¬mlanm¬̧s olan C1 �manifolda , Riemann
manifoldu denir, [30].

Tan¬m 2.1.17

M bir C1 -manifold olsun. M üstünde vektör alanlar¬n¬n uzay¬�(M) ve
C1 fonksiyonlar¬n cebiride C1(M;R) olmak üzere;

<;>: �(M)� �(M)! C1(M;R)

operatörü aşa¼g¬daki özellikleri sa¼glarsa M ye bir yar¬-Riemann manifoldu
denir.

(i) <;> dönüşümü 2-lineerdir,
(ii) <;> dönüşümü simetriktir,
(iii) 8Y 2 �(M) için < X;Y > = 0) X = 0 , [30].

Tan¬m 2.1.18

Bir C1 -manifoldM veM üstündeki vektör alanlar¬n¬n uzay¬�(M) olsun.

D : �(M)

(X

�
;

�(M)

Y)

�!
�!

�(M)

DXY

operatörü

(i) DX(Y + Z) = DXY +DXZ X;Y;Z 2 �(M);
(ii) D(X+Y)Z = DXZ+DYZ;
(iii) DfXY = fDXY , f 2 C1(M;R);
(iv) DXfY = fDXY+X[f ]Y; özelliklerini sa¼gl¬yor ise D yeM üzerinde

bir a�n koneksiyon veDX e deX vektör alan¬yönünde kovaryant türev denir,
[12].

Tan¬m 2.1.19

E¼ger bir � : I ! En e¼grisi üzerinde Y bir C1 vektör alan¬ve � üzerinde

DTY = 0
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ise Y vektör alan¬na � e¼grisi üzerinde bir paralel vektör alan¬denir. E¼ger bir
� e¼grisi üzerinde

DTT = 0

ise � e¼grisine bir geodezik e¼gri ad¬verilir, [13].

Tan¬m 2.1.20

S � E3 olmak üzere 8 p 2 S için p nin bir E3 te bir V komşulu¼gu ve
U � E2 bir aç¬k alt kümesi

f : U ! V \ S � E3

dönüşümü aşa¼g¬daki özellikleri sa¼glarsa S ye E3 te bir regüler yüzey denir.

1. f diferensiyellenebilirdir: Yani

f(u; v) = (x(u; v); y(u; v); z(u; v)) (u; v) 2 U

olarak yaz¬l¬rsa x(u; v); y(u; v); z(u; v) fonksiyonlar¬U üzerindeki her mer-
tebeden sürekli k¬smi türevleri vard¬r.

2. f homeomor�zimdir,

3. f regülerdir: Yani 8q 2 U için

dfq : E2 ! E3

diferensiyeli birebirdir, [6].

Tan¬m 2.1.21

U; M yüzeyi üstünde birim dik vektör alan¬olmak üzere M nin bir p
noktas¬nda

Sp (vp) = �DvpU

eşitli¼giyle tan¬ml¬
Sp : Tp(M)! Tp(M)

fonksiyonuna, M yüzeyinin p noktas¬nda, U birim dik vektör alan¬na ba¼gl¬
şekil operatörü (veya Weingarten dönüşümü) denir.

9



M nin her bir p noktas¬na Sp fonksiyonunu kaŗs¬l¬k getiren S dönüşümüne
deM yüzeyinin,U birim dik vektör alan¬na ba¼gl¬şekil operatörü (veyaWein-
garten dönüşümü) denir, [6].

Tan¬m 2.1.22

Sp lineer dönüşümün determinant¬na M yüzeyinin p noktas¬ndaki Gauss
e¼grili¼gi denir ve

K(p) = det (Sp)

ile gösterilir, [6].

Tan¬m 2.1.23

Sp lineer dönüşümün izinin yar¬s¬naM yüzeyinin p noktas¬ndaki ortalama
e¼grili¼gi denir ve

H(p) =
1

2
iz(Sp)

ile gösterilir, [6].

Tan¬m 2.1.24

vp 6= 0, wp 6= 0 olmak üzere vp ve wp te¼get vektörleri için hS(vp);wpi = 0
ise vp vektörü wpvektörünün eşleni¼gidir, denir.

vp 6= 0, ve hS(vp);vpi = 0 ise vp vektörüne, p noktas¬nda bir asimtotik
vektör denir, [6]

Tan¬m 2.1.25

M , E3 uzay¬nda bir yüzey ve

� : I !M

regüler bir e¼gri olsun. 8t 2 I için �0 (t) h¬z vektörü � (t) noktas¬nda M
yüzeyinin bir asimtotik vektörü ise

(yani hS (�0 (t)) ; �0 (t)i = 0 ise)

� e¼grisine M yüzeyi üzerinde bir asimtotik e¼gri denir, [6].
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Tan¬m 2.1.26

E3 uzay¬nda bir M yüzeyi verilsin. M üzerinde şekil operatörü S ve
(1 � q � 3) olmak üzere

Iq : �(M)

(X

�
;

�(M)

Y)

�!
�!

C1(M;R)
Iq(X;Y) = hSq�1(X);Yi

şeklinde tan¬ml¬Iq fonksiyonuna M üzerinde q�yuncu temel form denir. [6].

Tan¬m 2.1.27

M yüzeyi

M : E2

(u; v)

!
!

E3

(u; v; f (u; v))

şeklinde tan¬mlans¬n. Burada

f : E2

(u; v)

!
!

R
f (u; v) = h (u) + g (v)

biçiminde ise

M(u; v) = (u; v; h(u) + g(v)) ;

M(u; v) = (u; 0; h(u)) + (0; v; g(v))

veya

M(u; v) = � (u) + � (v)

şeklinde yazabiliriz. Bu durumda yüzeye öteleme yüzeyi denir, [27].

Tan¬m 2.1.28

M yüzeyinin ortalama e¼grilik fonksiyonu s¬f¬r ise bu yüzeyeminimal yüzey
denir, [6].

Tan¬m 2.1.29

M(u; v) = �(u) + �(v)
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minimal öteleme yüzey ve a 6= 0 olmak üzere

f(u) = �1
a
log(cos au) ve g(v) =

1

a
log(cos av)

ise

M(u; v) = (u; 0; f(u)) + (0; v; g(v));

M(u; v) = (u; v;
1

a
log
�cos av
cos au

�
)

şeklinde yaz¬l¬r. Bu yüzeye Scherk yüzeyi denir, [6].

Tan¬m 2.1.30

M yüzeyinin p noktas¬ndaki asli e¼grilikleri k1(p) ve k2(p) olsun. M
yüzeyinin bir p noktas¬ndaki Gauss e¼grili¼ginin i̧sareti, p noktas¬komşulu¼gunda

1. K(p) > 0 ise k1(p) ve k2(p) ayn¬i̧saretlidir. O halde p noktas¬na eliptik
nokta denir.

2. K(p) = 0 ise k1(p) ve k2(p) den en az biri s¬f¬rd¬r. O halde p noktas¬na
parabolik nokta denir. k1(p) = 0 ve k2(p) = 0 ise p noktas¬na düzlemsel nokta
denir.

3. K(p) < 0 ise k1(p) ve k2(p) ters i̧saretlidir. O halde p noktas¬na
hiperbolik nokta denir, [6].

Teorem 2.1.31

�; M yüzeyi içinde bir e¼gri ve U;M yüzeyinin birim dik vektör alan¬
olsun. � n¬n bir asimtotik e¼gri olmas¬için gerek ve yeter şart h�00;Ui = 0
olmas¬d¬r; [6].
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3. BÖLÜM

Bu bölümde düzlemsel olmayan uzay e¼grileri kullan¬larak 3-boyutlu Öklid
uzay¬nda öteleme yüzeyleri incelendi. Daha sonra verilen yüzeyin minimal
olma şartlar¬verilerek yüzeyin çeşitli karekterizasyonlar¬verildi.

3.1.1. Uzay E¼grileri ·Ile Öteleme Yüzeyleri

M; 3-boyutlu Öklid uzay¬nda öteleme yüzeyi, � ve � yay uzunlu¼gu paremet-
releri, s¬ras¬yla, u ve v olan birim h¬zl¬uzay e¼grileri olmak üzere Tan¬m 2.1.27
den

M (u; v) = � (u) + � (v)

şeklinde paremetrize edilir.

� n¬n Frenet vektör alanlar¬fT�;N�;B�g ve e¼grili¼gi �� ve burulmas¬��
ve � n¬n Frenet vektör alanlar¬fT�;N�;B�g ve e¼grili¼gi �� ve burulmas¬��
olsun.

� ve � iki uzay e¼grisi olmak üzere

M (u; v) = � (u) + � (v) (3.1.1)

şeklinde E3de bir öteleme yüzeyi oluşturulur. Burada �(u) (ya da �(v))
�(v) (ya da �(u) yu) yi ötelerken �(u) ya (ya da �(v) ye) parelel kalacak
şekilde �(u) (ya da �(v)) e¼grisinin her bir noktas¬�(v) nin (ya da �(u) nun)
ötelemesi olacak şekilde elde edilir. Bu öteleme yüzeyi, � = (�1;�2;�3) ve
� = (�1; �2; �3) olmak üzere

M (u; v) = (�1 + �1; �2 + �2; �3 + �3)

olarak yaz¬l¬r, [8]. M öteleme yüzeyinin birim normali

U (u; v) =
Mu �Mv

kMu �Mvk
(3.1.2)

dir.

(3.1.1) den



Mu = �0 (u) ) Mu = T�;

Mv = �0 (v) ) Mv = T� (3.1.3)

bulunur. (3.1.3) den

kMu �Mvk = kMuk kMvk sin' (3.1.4)

elde edilir. (3.1.3) ve (3.1.4) birlikte göz önüne al¬n¬rsa

kT� �T�k = kT�k kT�k sin' = sin' (3.1.5)

bulunur. (3.1.5) ifadesi (3.1.2) de yerine yaz¬l¬rsa, ' (u) aç¬s¬, � (u) ve � (v)
e¼grilerinin te¼get vektörleri fT�;T�g aras¬ndaki aç¬ olmak üzere ' 6= k�
(k 2 Z)

U (u; v) =
1

sin'
(T� �T�) (3.1.6)

elde edilir.

(3.1.3) den M yüzeyinin I. temel formunun katsay¬lar¬,

E = hMu;Mui = hT�;T�i = 1;
F = hMu;Mvi = hT�;T�i = kT�k kT�k cos' = cos'; (3.1.7)

G = hMv;Mvi = hT�;T�i = 1

olur. (3.1.7) ifadelerinden M yüzeyinin I. temel formu,

I = du2 + 2 cos'dudv + dv2

bulunur.

(3.1.6) dan M yüzeyinin II . temel formunun katsay¬lar¬,

L = hU;Muui = hU;T0�i = kUk kT0�k cos �� = �� cos ��;
M = hU;Muvi = hU; 0i = 0; (3.1.8)

N = hU;Mvvi = hU;T0�i = kUk


T0�

 cos �� = �� cos ��
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d¬r. �� aç¬s¬, U ile N� ve �� aç¬s¬, U ile N� aras¬ndaki aç¬olmak üzere;
(3.1.8) ifadelerinden M yüzeyinin II . temel formu,

II = �� cos ��du
2 + �� cos ��dv

2

bulunur.

Teorem 3.1.1

M bir öteleme yüzeyi ve �, öteleme yüzeyinde bir asimtotik çizgi ise o
zaman �, düzlemsel bir e¼gridir.

·Ispat.

Kabul edelimki �, öteleme yüzeyi üzerinde bir asimtotik çizgi olsun. Bu
durumda � n¬n düzlemsel bir e¼gri oldu¼gunu göstermeliyiz.
�� aç¬s¬, U ile N� aras¬ndaki aç¬olmak üzere

hU;N�i = kUk kN�k cos ��;
hU;N�i = cos �� (3.1.9)

d¬r. (3.1.9) dan

cos �� = hU;N�i;

= h 1

sin'
T� �T�;N�i;

= � 1

sin'
hT� �N�;T�i (3.1.10)

yaz¬l¬r. (3.1.10) dan

cos �� = �
1

sin'
hB�;T�i (3.1.11)

ifadesi bulunur. ( 3.1.11) eşitli¼ginin u ya göre türevi al¬n¬rsa

��0� sin �� = '0
cos'

sin2 '
hB�;T�i+

�
hB0�;T�i+ hB�;T0�i

�
(� 1

sin'
) (3.1.12)

elde edilir. Ayr¬ca

15



B0� = ���N� ve hB�;T0�i = 0
ifadeleri (3.1.12) denkleminde yerine yaz¬l¬rsa

��0� sin �� = '0 cot'
1

sin'
hB�;T�i+ h���N�;T�i(�

1

sin'
) (3.1.13)

bulunur. Ayr¬ca (3.1.11) den

1

sin'
hB�;T�i = � cos ��

oldu¼gu (3.1.13) de göz önüne al¬n¬rsa

��0� sin �� = �'0 cot' cos �� + ��
1

sin'
hN�;T�i (3.1.14)

elde edilir. � asimtotik çizgi oldu¼gundan

hU;N�i = 0

d¬r. (3.1.9) dan
cos �� = 0 (3.1.15)

olur. Buradan
�� = (2k + 1)

�

2
k 2 Z (3.1.16)

bulunur. (3.1.16) dan
�0� = 0

d¬r. (3.1.15) ve (3.1.16) birlikte düşünülürse

sin �� = �1

elde edilir. Ayr¬ca (3.1.14) den

��
1

sin'
hN�;T�i = 0 (3.1.17)

olur.
1

sin'
hN�;T�i 6= 0
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oldu¼gundan
�� = 0

olur. Bu da � n¬n düzlemsel oldu¼gunu gösterir. Böylece ispat tamamlan¬r.�

Sonuç 3.1.2

M; 3 -boyutlu Öklid uzay¬nda öteleme yüzeyi ve � ise yüzey üzerinde
geodezik olmayan bir asimtotik çizgi olsun. � n¬n düzlemsel e¼gri olmas¬için
gerek ve yeter şart �� aç¬s¬n¬n sabit olmas¬d¬r. Burada ��,U ileN� aras¬ndaki
aç¬d¬r.

·Ispat:

(=):) M; 3 -boyutlu Öklid uzay¬nda öteleme yüzeyi, � ise yüzey üze-
rinde geodezik olmayan bir düzlemsel e¼gri olsun. Buna göre �� aç¬s¬n¬n sabit
oldu¼gunu göstermeliyiz. � düzlemsel oldu¼gundan

�� = 0

olur. �� aç¬s¬, U ile N� aras¬ndaki aç¬olmak üzere,

hU;N�i = kUk kN�k cos �� = cos ��; (3.1.18)

d¬r. (3.1.18) den

cos �� = hU;N�i;

= h 1

sin'
T��T�;N�i;

= � 1

sin'
hT��N�;T�i (3.1.19)

elde edilir. (3.1.19) da gerekli düzenlemeler yap¬l¬rsa

cos �� = �
1

sin'
hB�;T�i (3.1.20)

bulunur. (3.1.20) nin v ye göre türevi al¬n¬rsa

��0� sin �� =
�
hB0�;T�i+ hB�;T0�i

�
(� 1

sin'
) (3.1.21)
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olur. Frenet denklemlerinden

B0� = ���N� ve T0� = 0

yaz¬l¬r. (3.1.21) de gerekli düzenlemeler yap¬l¬rsa

��0� sin �� = h���N�;T�i(�
1

sin'
);

��0� sin �� = ��
1

sin'
hN�;T�i (3.1.22)

elde edilir. �; düzlemsel bir e¼gri oldu¼gundan

�� = 0 (3.1.23)

d¬r. (3.1.23) ifadesi (3.1.22) de göz önüne al¬n¬rsa

�0� sin �� = 0 (3.1.24)

olur. � yüzey üzerinde geodezik olmayan asimptotik çizgi oldu¼gundan

N� 6= U ya da N� 6= �U

d¬r. Bu da U ile N� aras¬ndaki aç¬n¬n s¬f¬r olmad¬¼g¬n¬gösterir. Yani

sin �� 6= 0;

�0� = 0;

�� = c = sbt

olur.

((=:) �� sabit oldu¼gundan

�0� = 0

olur. Ayr¬ca (3.1.22) ifadesinde

1

sin'
hN�;T�i 6= 0

oldu¼gundan
�� = 0
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olur. O halde � bir düzlemsel bir e¼gridir. Bu ise ispat¬tamamlar.�

Öteleme yüzeyinin şekil operatörü

S =
1

EG� F 2

�
LG�MF MG�NF
�LF +ME �MF +NE

�
olmak üzere

S =
1

sin2 '

�
�� cos �� ��� cos �� cos'

��� cos �� cos' �� cos ��

�
(3.1.25)

olarak elde edilir. Buna göre öteleme yüzeyin K Gauss e¼grili¼gi

K =
LN �M2

EG� F 2

ve H ortalama e¼grili¼gi

H =
EN � 2MF +GL
2 (EG� F 2)

formülleri yard¬m¬yla

K =
���� cos �� cos ��

sin2 '
; (3.1.26)

H =
�� cos �� + �� cos ��

2 sin2 '
(3.1.27)

şeklinde elde edilir.

(3.1.26) ve (3.1.27) birlikte göz önüne al¬n¬rsa aşa¼g¬daki teorem verilebilir:

Teorem 3.1.3

Uzay e¼grileri ile üretilen bir öteleme yüzeyinin Gauss e¼grili¼ginin s¬f¬r ol-
mas¬için gerek ve yeter şart yüzeyin üreteç e¼grilerinden en az birinin yüzeyde
bir asimtotik çizgi olmas¬d¬r.
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·Ispat:

():) Uzay e¼grileri ile üretilen bir öteleme yüzeyinin Gauss e¼grili¼gi s¬f¬r
olsun. Buna göre yüzeyin üreteç e¼grilerinden en az birinin yüzeyde bir asim-
totik çizgi oldu¼gunu göstermeliyiz. (3.1.26) dan

���� cos �� cos �� = 0 (3.1.28)

olur. Öteleme yüzeyinin üreteç e¼grileri do¼gru de¼gildir. O halde

�� 6= 0 ve �� 6= 0 (3.1.29)

d¬r. (3.1.28) ve (3.1.29) birlikte düşünülürse

cos �� cos �� = 0

olur. E¼ger
cos �� = 0 (3.1.30)

ise o zaman
�� = (2k + 1)

�

2
; k 2 Z

elde edilir. Bu takdirde

cos �� = hU;N�i = 0 (3.1.31)

olur. (3.1.31) den � asimtotik çizgidir. Benzer şekilde

cos �� = 0 (3.1.32)

ise o zaman
�� = (2k + 1)

�

2
; k 2 Z

dir. Bu durumda
cos �� = hU;N�i = 0 (3.1.33)

d¬r. Bu takdirde � asimtotik çizgidir.

((=:) � yada � yüzeyde asimtotik çizgi olsun. Öteleme yüzeyinin Gauss
e¼grili¼ginin s¬f¬r oldu¼gunu göstermeliyiz. � yüzeyde asimtotik çizgi ise

hU;N�i = 0 (3.1.34)
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d¬r. (3.1.34) den

cos �� = hU;N�i = 0
olur. Yani

�� = (2k + 1)
�

2
k 2 Z

elde edilir. Bu takdirde (3.1.26) dan

K =
���� cos �� cos ��

sin2 '
= 0

olur. � e¼grisi için de ispat benzer şekilde yap¬l¬r. Böylece ispat tamamlan¬r.�

Örnek 3.1.4

M yüzeyi,

� (u) =

 
sin
u

2
; cos

u

2
� 1;

p
3u

2

!
;

� (v) =

 
cos

v

3
� 1; sin v

3
;
2
p
2v

3

!
e¼grileri ile üretilen bir öteleme yüzeyi olsun. O zaman M yüzeyi,

M(u; v) = (m1;m2;m3)

ise

m1 = sin
u

2
+ cos

v

3
� 1;

m2 = cos
u

2
+ sin

v

3
� 1;

m3 =

p
3u

2
+
2
p
2v

3

olur. O taktirde � n¬n te¼get ve asli normal vektörleri, s¬ras¬yla,

T� =

 
1

2
cos

u

2
;�1
2
sin
u

2
;

p
3

2

!
;

N� =
�
� sin u

2
;� cos u

2
; 0
�
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d¬r. T� ve N� yard¬m¬yla � n¬n e¼grili¼gi

�� =
1

4

olarak bulunur.

Benzer şekilde � n¬n te¼get ve asli normal vektörleri, s¬ras¬yla,

T� =

 
�1
3
sin
v

3
;
1

3
cos

v

3
;
2
p
2

3

!
;

N� =
�
� cos v

3
;� sin v

3
; 0
�

olur. O zaman � n¬n e¼grili¼gi

�� =
1

9

şeklinde elde edilir.�

Teorem 3.1.5

� ve �, e¼grilikleri s¬f¬r olmayan uzay e¼grileri ve ayr¬ca �, bir asimtotik
çizgi olsun. Öteleme yüzeyinin minimal olmas¬için gerek ve yeter şart � n¬n
yüzeyde asimtotik çizgi olmas¬d¬r.

·Ispat:

():) � ve �, e¼grilikleri s¬f¬r olmayan uzay e¼grileri, � bir asimtotik çizgi
ve M , minimal öteleme yüzeyi olsun. M yüzeyi minimal oldu¼gundan

H =
�� cos �� + �� cos ��

2 sin2 '
= 0 (3.1.35)

olur. (3.1.35) den
�� cos �� + �� cos �� = 0 (3.1.36)

olur. � ve �, e¼grilikleri s¬f¬r olmayan uzay e¼grileri ve � bir asimtotik çizgi
oldu¼gundan

�� 6= 0 ve �� 6= 0
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ve
cos �� = hU;N�i = 0 (3.1.37)

olur. Bu eşitlikler (3.1.36) ifadesinde yerine yaz¬l¬rsa

cos �� = 0 (3.1.38)

bulunur. (3.1.38), (3.1.37) de göz önüne al¬n¬rsa

hU;N�i = cos �� = 0 (3.1.39)

elde edilir. Bu da � e¼grisinin yüzeyde asimtotik çizgi oldu¼gunu gösterir.

((:) � ve � bir asimtotik çizgi oldu¼gundan

hU;N�i = cos �� = 0 ve hU;N�i = cos �� = 0

olur. (3.1.27) den

H =
�� cos �� + �� cos ��

2 sin2 '
= 0

bulunur. Dolay¬s¬yla yüzey minimaldir. Bu da ispat¬tamamlar.�

Bilindi¼gi üzere; yüzeyin birim normal vektör alan¬U ve � n¬n birim te¼get
vektör alan¬T olmak üzere U � T = Y dersek Y vektör alan¬Y ? U ve
Y ? T dir.

Ayr¬ca, yüzey üstündeki e¼grinin normal e¼grili¼gi, geodezik e¼grili¼gi, geo-
dezik burulmas¬(torsiyonu), s¬ras¬yla,

�n = h�00;Ui ; �g = h�00;Yi ; � g = �hU0;Yi (3.1.40)

şeklinde tan¬mlan¬r, [6]. Buna göre, (3.1.40) de¼gerleri göz önüne al¬narak,

T0 = �gY + �nU;

Y0 = ��gT+ � gU;
U0 = ��nT� � gY

yaz¬l¬r, [6].
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M öteleme yüzeyinde � e¼grisinin geodezik e¼grili¼gi, geodezik torsiyonu ve
normal e¼grili¼gi, s¬ras¬yla, ��g ; �

�
g ve �

�
n olmak üzere,

��g = �� sin ��;

��n = �� cos ��; (3.1.41)

��g = �� � �0�

dir. Benzer şekilde M öteleme yüzeyinde � e¼grisinin geodezik e¼grili¼gi, geo-
dezik torsiyonu ve normal e¼grili¼gi, s¬ras¬yla, ��g ; �

�
g ve �

�
n olmak üzere,

��g = �� sin ��;

��n = �� cos ��; (3.1.42)

��g = �� � �0�

dir.

M yüzeyinin üreteç e¼grileri asimtotik çizgi olsun. O zaman M nin şekil
operatörü

S =
1

sin2 '

�
�� cos �� ��� cos �� cos'

��� cos �� cos' �� cos ��

�
(3.1.43)

dir. (3.1.43) de gerekli düzenlemeler yap¬l¬rsa

S =
1

sin2 '

�
��n � cos'��n

� cos'��n ��n

�
olur. Şekil operatörü simetrik oldu¼gundan,

S =
1

sin2 '

�
��n � cos'��n

� cos'��n ��n

�
(3.1.44)

elde edilir. O zaman yüzeyin Gauss e¼grili¼gi

K =
���� cos �� cos ��

sin2 '

ifadesinden

K =
��n�

�
n

sin2 '
(3.1.45)
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bulunur. Ayr¬ca yüzeyin ortalama e¼grili¼gi

H =
�� cos �� + �� cos ��

2 sin2 '

ifadesinden

H =
��n + �

�
n

2 sin2 '
(3.1.46)

dir.

M yüzeyinin asli e¼grilikleri, şekil operatörünün matrisinin özde¼gerleri
oldu¼gundan

det (�I � S) = 0
ifadesindeki � say¬lar¬na k1 ve k2 dersek

k1 =
��n + �

�
n

2 sin2 '
+

vuut ��n + ��n
2 sin2 '

!2
� ��n�

�
n

sin2 '
;

k2 =
��n + �

�
n

2 sin2 '
�

vuut ��n + ��n
2 sin2 '

!2
� ��n�

�
n

sin2 '

bulunur.

M yüzeyinin bir p noktas¬nda Sp lineer dönüşümü, birim dönüşümünün
bir skaler ile çarp¬m¬na eşit ise p noktas¬yüzeyin bir umbilik noktas¬oldu¼gun-
dan

S =
1

sin2 '

�
��n � cos'��n

� cos'��n ��n

�
= �I

yaz¬labilir.

Böylece, M nin umbilik noktalar¬nda

��n = ��n;

cos'��n = 0; (3.1.47)

cos'��n = 0

d¬r.
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Teorem 3.1.6

Asimtotik çizgilerle tan¬mlanan öteleme yüzeyiM olsun. O zamanM nin
minimal olmas¬için olmas¬için gerek ve yeter şart

��n + �
�
n = 0

olmas¬d¬r. Burada ��n; �
�
n; s¬ras¬yla, M öteleme yüzeyinde � ve � e¼grilerinin

normal e¼grilikleridir.

·Ispat:

():) Kabul edelimki asimtotik çizgilerle tan¬mlanan öteleme yüzeyi M
minimal olsun. M , minimal yüzey oldu¼gundan (3.1.46) dan

H =
��n + �

�
n

2 sin2 '
= 0 (3.1.48)

olur. Buradan
��n + �

�
n = 0

elde edilir.

((:) Asimtotik çizgilerle tan¬mlanan öteleme yüzeyinin ortalama e¼grili¼gi

H =
��n + �

�
n

2 sin2 '

d¬r. Burada ��n + �
�
n = 0 yaz¬l¬rsa H = 0 elde edilir. O halde M yüzeyi

minimaldir.�

Minimal öteleme yüzeyinin Gauss e¼grilikleri; M öteleme yüzeyinde � ile
� e¼grisinin normal e¼griliklerine göre

K = �
�
��n
sin'

�2
ve K = �

�
��n
sin'

�2
(3.1.49)

dir. Böylece yüzeyin Gauss e¼grilikleri üreteç e¼grileri boyunca K � 0 d¬r. Bu
durumda öteleme yüzeyinin bütün noktalar¬ya düzlemsel ya da hiperboliktir.
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Sonuç 3.1.7

Uzay e¼grileri ile üretilen bir minimal öteleme yüzeyinde hiçbir umbilik
nokta bulunmaz.

·Ispat:

·Ispat¬, olmayana ergi yöntemiyle yapal¬m. Kabul edelimki M yüzeyi um-
bilik noktalara sahip olsun. M yüzeyi minimal oldu¼gundan

H =
��n + �

�
n

2 sin2 '
= 0

yaz¬l¬r. (3.1.49) eşitli¼gi kullan¬l¬rsa M nin umbilik noktalar¬nda

��n = ��n;

cos'��n = 0;

cos'��n = 0:

olur. Bu ise Teorem 3.1.6 ile çeli̧sir. O halde M minimal öteleme yüzeyinde
hiçbir umbilik nokta bulunmaz. Böylece ispat tamamlan¬r.�

Şimdi ��n + �
�
n = 0 oldu¼gunu göz önüne alal¬m. Buna göre

�� cos �� + �� cos �� = 0 (3.1.50)

yaz¬l¬r. (3.1.50) de u ya göre türev al¬n¬rsa

�0� cos �� � ���0� sin �� + (�� cos ��)
0 = 0 (3.1.51)

olur. (3.1.51) ifadesinde
(�� cos ��)

0 = 0

oldu¼gu göz önüne al¬n¬rsa

�0�: cos �� � ���0� sin �� = 0 (3.1.52)

bulunur. (3.1.52) tekrar düzenlenirse

�0�
��
=
�0� sin ��
cos ��

(3.1.53)
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elde edilir. (3.1.53) ifadesinin integrali al¬n¬rsa

ln�� = � ln cos �� + ln c1

bulunur. Böylece

�� cos �� = c1;

��n = c1 = sbt (3.1.54)

olur.

Benzer şekilde
�� cos �� + �� cos �� = 0

ifadesinin v ye göre türevi al¬n¬rsa

(�� cos ��)
0 + �0� cos �� � ���0� sin �� = 0 (3.1.55)

elde edilir. (3.1.55) de
(�� cos ��)

0 = 0

oldu¼gu göz önüne al¬n¬rsa

�0� cos �� � ���0� sin �� = 0 (3.1.56)

olur. Böylece
�0�
��
=
�0� sin ��

cos ��
(3.1.57)

eşitli¼gi integrallenirse

ln�� = � ln cos �� + ln c2

elde edilir. Buradan

�� cos �� = c2;

��n = c2 = sbt (3.1.58)

olur.

Böylece aşa¼g¬daki sonucu verebiliriz.
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Sonuç 3.1.8

Bir minimal öteleme yüzeyinin normal e¼grilikleri üreteç e¼grileri boyunca
sabittir.

·Ispat:

Sonuç 3.1.7 ile (3.1.54) ve (3.1.58) ifadeleri birlikte düşünülürse istenen
elde edilir. Böylece ispat tamamlan¬r.�

Minimal öteleme yüzeylerinin s¬n¬�and¬r¬lmas¬:

1. Durum: �� 6= 0 �� 6= 0 ve cos �� = cos �� = 0 olsun.

Bu durumda üreteç e¼grilerinin binormalleri lineer ba¼g¬ml¬d¬r. Bu sebepten
' aç¬s¬ile fT�;N�g y¬uygun olarak

�
T�;N�

	
ya döndürür. Burada ' aç¬s¬,

� (u) ve � (v) nin te¼get vektörleri aras¬ndaki aç¬d¬r. fT�;N�g sabit sistem ve�
T�;N�

	
hareketli sistemdir. ' aç¬s¬, ayn¬zamanda daN� veN� aras¬ndaki

aç¬d¬r. Böylece
T� = sin'N� + cos'T� (3.1.59)

ve
N� = cos'N� � sin'T� (3.1.60)

yaz¬l¬r.

(3.1.59) ifadesinin u ya göre türevi al¬n¬rsa

'0 cos'N� + sin'N
0
� + '

0 sin'T� + cos'T
0
� = 0 (3.1.61)

olur. (3.1.61) de

N0
� = ���T� + ��B� ve T0� = ��N�

göz önüne al¬n¬rsa

'0 cos'N� � sin'��T� + sin'��B� � '0 sin'T� + cos'��N� = 0

bulunur. Gerekli düzenlemeler yap¬l¬rsa

� (�� + '0) sin'T� + (�� + '0) cos'N� + �� sin'B� = 0 (3.1.62)
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elde edilir. fT�;N�;B�g lineer ba¼g¬ms¬z oldu¼gundan.

� (�� + '0) sin' = 0;

(�� + '
0) cos' = 0;

�� sin' = 0 (3.1.63)

olur. (3.1.63) den
sin' 6= 0 ve cos' 6= 0

oldu¼gu göz önüne al¬n¬rsa

�� = '
0 ve �� = 0

elde edilir. Böylece � bir düzlemsel e¼gridir.

(3.1.60) ¬n u ya göre türevi al¬n¬rsa

�'0 sin'N� + cos'N
0
� � '0 cos'T� � sin'T0� = 0 (3.1.64)

bulunur. (3.1.64) de

N0
� = ���T� + ��B� ve T0� = ��N�

oldu¼gu göz önüne al¬n¬r ve gerekli düzenlemeler yap¬l¬rsa

�'0 sin'N� � cos'��T� + cos'��B� � '0 cos'T� � sin'��N� = 0;

(�'0 � ��) sin'N� � ('0 + ��) cos'T� + cos'��B� = 0

elde edilir. fT�;N�;B�g lineer ba¼g¬ms¬z oldu¼gundan

� (�� + '0) sin' = 0;

(�� + '
0) cos' = 0;

�� cos' = 0 (3.1.65)

olur. (3.1.65) den
sin' 6= 0 ve cos' 6= 0

oldu¼gu göz önüne al¬n¬rsa

�� = '
0 ve �� = 0
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bulunur.

Benzer şekilde (3.1.59) un v ye göre türevini al¬rsak o zaman

T0� = 0;

��N� = 0 (3.1.66)

olur. (3.1.66) dan
�� = 0

d¬r. Bu ise 1. durumla çeli̧sir. Böylece bu koşullar alt¬nda öteleme yüzeyi
minimal de¼gildir. ( Minimal olmas¬için �� 6= 0 �� 6= 0 olmal¬d¬r.)

Di¼ger taraftan

��n = �� cos ��;

��n = �� cos ��

oldu¼gundan

cos �� =
��n
��
;

cos �� =
��n
��

(3.1.67)

yaz¬l¬r. Üreteç e¼grileri boyunca ��n = 0 ve ��n = 0 olan hiç bir minimal
öteleme yüzeyi yoktur. Dolay¬s¬yla aşa¼g¬daki sonucu verebiliriz:

Sonuç 3.1.9

Üreteç e¼grileri boyunca e¼grilikleri s¬f¬r olmayan asimtotik çizgileri içeren
hiç bir minimal öteleme yüzeyi yoktur.

·Ispat: Yüzey minimal ise �� 6= 0 �� 6= 0 ve cos �� = cos �� = 0 olmal¬d¬r.
Bu durumda (3.1.67) den üreteç e¼grileri boyunca ��n = 0 ve �

�
n = 0 olur. Bu

ise üreteç e¼grileri boyunca ��n 6= 0 ve ��n 6= 0 olan hiç bir minimal öteleme
yüzeyi olmad¬¼g¬n¬gösterir. Böylece ispat tamamlan¬r.�

2. Durum: �� = 0 ve �� = 0 ise yüzey düzlemseldir.
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3. Durum:
i) �� = 0 , �� 6= 0 ve cos �� = 0 ise yüzey silindiriktir.

E¼ger cos �� = 0 ise o zaman yüzeyin asli normal vektör alan¬ve � e¼grisinin
binormal vektör alan¬ lineer ba¼g¬ml¬d¬r. Dolay¬s¬yla �;

�
T�;N�

	
düzlemi

içinde yatmaktad¬r.

ii) �� 6= 0 , �� = 0 ve cos �� = 0 ise yüzey silindiriktir.

4. Durum: �� = �� 6= 0 ve cos �� = � cos �� 6= 0 ise iki durum söz
konusudur.

i) �� = �� 6= 0 ve cos �� = � cos �� = 1 dir.

Bu durumda üreteç e¼grilerinin asli normal çizgileri lineer ba¼g¬ml¬d¬r. Bu
sebepten ' aç¬s¬

�
T�;N�

	
y¬uygun olarak fT�;N�g ya döndürür. Böylece

T� = cos'T� � sin'N� (3.1.68)

ve
N� = sin'T� + cos'N� (3.1.69)

yaz¬labilir.

(3.1.68) in v ye göre türevi al¬n¬rsa,

cos'T0� � sin'N0
� = 0 (3.1.70)

olur. (3.1.70) de

T0� = ��N�;

N0
� = ���T� + ��B�

oldu¼gu göz önüne al¬n¬r ve tekrar düzenlenirse

cos'��N� + sin'��T� � sin'��B� = 0

elde edilir.
�
T�;N�;B�

	
lineer ba¼g¬ms¬z oldu¼gundan

sin'�� = 0) �� = 0
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ve
sin'�� = 0) �� = 0

olur. Bu ise (4.i) ile çeli̧sir. Buna göre öteleme yüzeyleri minimal de¼gildir.

ii) �� = �� 6= 0 ve cos �� = � cos �� 6= 1

Scherk yüzeyi bu duruma bir örnektir.

Örnek 3.1.10

Scherk yüzeyi olarak tan¬mlanan

M(u; v) =

�
u; v;

1

a
log
�cos av
cos au

��
yüzeyinin üreteç e¼grileri

�(u) =

�
u; 0;�1

a
log(cos au)

�
�(v) =

�
0; v;

1

a
log(cos av)

�
dir. � n¬n te¼get ve asli normal vektörlerini

T� =
�0 (u)

k�0 (u)k ;

N� =
T0�
kT0�k

formüllerinden yararlanarak bulal¬m. � n¬n te¼get vektörü

T� =
ln 10p

ln2 10 + tan2 au

�
1; 0;

tan au

ln 10

�
olur. Burada

ln 10p
ln2 10 + tan2 au

= �

olarak gösterilirse

T� = �

�
1; 0;

tan au

ln 10

�
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şeklinde yaz¬l¬r. T� n¬n u ya göre türevi al¬n¬rsa

T0� =

0@�a tan au(1 + tan2 au) ln 10�
ln2 10 + tan2 au

� 3
2

; 0;
a(1 + tan2 au)

�
ln2 10

��
ln2 10 + tan2 au

� 3
2

1A ;
�� = kT0�k =

a(1 + tan2 au) ln 10�
ln2 10 + tan2 au

�
olur. Böylece � n¬n asli normal vektörü

N� =
1p

ln2 10 + tan2 au
(� tan au; 0; ln 10) (3.1.71)

elde edilir.

� n¬n e¼grili¼gi,

�� = k�00(u)k =
r
a2(1 + tan2 au)2

ln2 10
=
a(1 + tan2 au)

ln 10

olur. Buradan
a(1 + tan2 au) ln 10�
ln2 10 + tan2 au

� =
a(1 + tan2 au)

ln 10
(3.1.72)

elde edilir. (3.1.72) ifadesi düzenlenirse

ln 10 =
p
tan2 au+ ln2 10 (3.1.73)

bulunur. (3.1.73) ifadesi

�� = kT0�k =
a(1 + tan2 au) ln 10�
ln2 10 + tan2 au

�
ifadesinde kullan¬l¬rsa � n¬n e¼grili¼gi,

�� =
a(1 + tan2 au) ln2 10�
ln2 10 + tan2 au

� 3
2

(3.1.74)

olur.
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Benzer şekilde � n¬n te¼get ve asli normal vektörlerini, s¬ras¬yla,

T� =
�0 (v)

k�0 (v)k ;

N� =
T0�

T0�



formüllerinden yararlanarak bulabiliriz. Böylece � n¬n te¼get vektörü

T� =
ln 10p

ln2 10 + tan2 av

�
0; 1;�tan av

ln 10

�
(3.1.75)

olur. (3.1.75) de
ln 10p

ln2 10 + tan2 av
= �

göz önüne al¬n¬rsa

T� = �

�
0; 1;�tan av

ln 10

�
şeklinde yaz¬l¬r. T� n¬n v ye göre türevi al¬n¬rsa

T 0� =

0@0; �a tan av(1 + tan2 av) ln 10�
ln2 10 + tan2 av

� 3
2

;
a(1 + tan2 av)

�
� ln2 10

��
ln2 10 + tan2 av

� 3
2

1A ;
�� =



T0�

 = a(1 + tan2 av) ln 10�
ln2 10 + tan2 av

�
olur. Böylece � n¬n asli normal vektörü

N� =
1p

ln2 10 + tan2 av
(0;� tan av;� ln 10) (3.1.76)

dir.

� n¬n e¼grili¼gi,

�� = k�00(v)k =
r
a2(1 + tan2 av)2

ln2 10
=
a(1 + tan2 av)

ln 10
(3.1.77)

35



olur. (3.1.77) den

a(1 + tan2 au) ln 10�
ln2 10 + tan2 av

� =
a(1 + tan2 av)

ln 10
(3.1.78)

eşitli¼gini yazabiliriz. (3.1.78) ifadesi düzenlenirse

ln 10 =
p
tan2 av + ln2 10 (3.1.79)

yaz¬l¬r. (3.1.79) ifadesi

�� =


T0�

 = a(1 + tan2 av) ln 10�

ln2 10 + tan2 av
�

bu eşitlikte kullan¬l¬rsa � n¬n e¼grili¼gi,

�� =
a(1 + tan2 av) ln2 10�
ln2 10 + tan2 av

� 3
2

(3.1.80)

olarak bulunur.

Ayr¬ca yüzeyin birim normal vektörü

U =
T��T�
kT��T�k

formülü yard¬m¬yla hesaplanabilir.

Buna göre

T��T� = ��

������
e1 e2 e3
1 0 tan au

ln 10

0 1 � tan av
ln 10

������
= ��

�
�tan au
ln 10

;
tan av

ln 10
; 1

�
(3.1.81)

elde edilir. (3.1.81) den

kT��T�k = ��
p
tan2 au+ tan2 av + ln2 10

ln 10
(3.1.82)
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olur. Böylece (3.1.81) ve (3.1.82) birlikte göz önüne al¬n¬rsa

U =
1p

tan2 au+ tan2 av + ln2 10
(� tan au; tan av; ln 10) (3.1.83)

elde edilir. (3.1.83) de

� =
1p

tan2 au+ tan2 av + ln2 10

olarak gösterelim. (3.1.71), (3.1.76) ve (3.1.83) ifadelerinden

cos �� = �
1p

ln2 10 + tan2 au

�
tan2 au+ ln2 10

�
;

cos �� = �
tan2 au+ ln2 10p
ln2 10 + tan2 au

; (3.1.84)

ve

cos �� = �
1p

ln2 10 + tan2 av

�
� tan2 av � ln2 10

�
;

cos �� = �

�
� tan2 av � ln2 10

�p
ln2 10 + tan2 av

(3.1.85)

elde edilir. Böylece (3.1.74), (3.1.80), (3.1.84) ve (3.1.85) ifadeleri (3.1.27)
ifadesinde yerine yaz¬l¬rsa

H =

a(1+tan2 au) ln 10

(ln2 10+tan2 au)
� tan2 au+ln2 10p

ln2 10+tan2 au
+ a(1+tan2 av) ln2 10

(ln2 10+tan2 av)
3
2
�
(� tan2 av�ln2 10)p

ln2 10+tan2 av

2 sin2 '

bulunur. Burada

ln2 10 = tan2 au+ ln2 10 = tan2 av + ln2 10

oldu¼gundan
tan2 au = tan2 av

elde edilir. Dolay¬s¬yla H = 0 elde edilir.
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O halde Scherk yüzeyi ayn¬zamanda bir öteleme yüzeyi olan minimal bir
yüzeydir.�

Şekil 1: Scherk yüzey bir minimal öteleme yüzeydir.

Örnek 3.1.11

M yüzeyi, M(u; v) = (m1;m2;m3) ile verilen öteleme yüzeyi olsun. Bu-
rada

m1 = sin
u

2
� sin v

2
;

m2 = cos
u

2
� cos v

2
;

m3 =

p
3u

2
+

p
3v

2

ise yüzeyin üreteç e¼grileri

�(u) =

 
sin
u

2
; cos

u

2
� 1;

p
3u

2

!
;

�(v) =

 
� sin v

2
;� cos v

2
+ 1;

p
3v

2

!
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dir. � n¬n te¼get ve asli normal vektörü, s¬ras¬yla, T� ve N� olmak üzere

�0(u) =

 
1

2
cos

u

2
;�1
2
sin
u

2
;

p
3

2

!
;

k�0(u)k =

r
1

4

�
cos2

u

2
+ sin2

u

2

�
+
3

4
= 1;

T� =
�0 (u)

k�0 (u)k =
 
1

2
cos

u

2
;�1
2
sin
u

2
;

p
3

2

!
;

T0� =

�
�1
4
sin
u

2
;�1
4
cos

u

2
; 0

�
;

kT0�k =

r
1

16

�
sin2

u

2
+ cos2

u

2

�
=
1

4
;

N� =
T0�
kT0�k

;

=
�
� sin u

2
;� cos u

2
; 0
�

(3.1.86)

olarak bulunur. � n¬n e¼grili¼gi,

�� = kT0�k =
1

4
(3.1.87)

dir. Benzer olarak � n¬n te¼get ve asli normal vektörleri, s¬ras¬yla, T� ve N�

olmak üzere

�0 (v) =

 
�1
2
cos

v

2
;
1

2
sin
v

2
;

p
3

2

!
;

k�0 (v)k =

s
1

4

�
cos2

v

2
+ sin2

v

2

�
+

p
3

2
= 1;

T� =
�0 (v)

k�0 (v)k =
 
�1
2
cos

v

2
;
1

2
sin
v

2
;

p
3

2

!
;

T0� =

�
1

4
sin
v

2
;
1

4
cos

v

2
; 0

�
;
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T0�

 =

r
1

16

�
sin2

v

2
+ cos2

u

2

�
=
1

4
;

N� =
T0�

T0�

 ;

=
�
sin
v

2
; cos

v

2
; 0
�

(3.1.88)

olarak bulunur. � n¬n e¼grili¼gi,

�� =


T0�

 = 1

4
; (3.1.89)

dür.

T��T� =

������
e1 e2 e3

1
2
cos u

2
�1
2
sin u

2

p
3
2

�1
2
cos v

2
1
2
sin v

2

p
3
2

������ ;
=

 
�
p
3

4

�
sin
u

2
+ sin

v

2

�
;�
p
3

4

�
cos

u

2
+ cos

v

2

�
;
1

4

�
sin
v � u
2

�!
elde edilir. Böylece

kT��T�k =

s
3

16

�
2 + 2

�
cos

u� v
2

��
+
1

16

�
sin2

�
u� v
2

��
bulunur. K¬sal¬¼g¬n hat¬r¬için,

kT��T�k =

s
3

8
+
3

8

�
cos

u� v
2

�
+
1

16

�
sin2

�
u� v
2

��
= �

yaz¬l¬rsa,

u1 = �
p
3

4�

�
sin
u

2
+ sin

v

2

�
;

u2 = �
p
3

4�

�
cos

u

2
+ cos

v

2

�
; (3.1.90)

u3 =
1

4�
sin

�
v � u
2

�
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elde edilir. (3.1.86), (3.1.88), (3.1.90) ifadelerinden yaralanarak

cos �� = hU;N�i

eşitli¼gi hesaplan¬rsa

cos �� =

������
e1 e2 e3

�
p
3
4�

�
sin u

2
+ sin v

2

�
�
p
3
4�

�
cos u

2
+ cos v

2

�
1
4�
sin
�
v�u
2

�
� sin u

2
� cos u

2
0

������
=

p
3

4�

�
1 + cos

u� v
2

�
(3.1.91)

bulunur. Ayr¬ca benzer şekilde,

cos �� = hU;N�i = �
p
3

4�

�
1 + cos

�
u� v
2

��
; (3.1.92)

elde edilir. Sonuç olarak (3.1.27) ifadesinde (3.1.87) (3.1.89) (3.1.91) ve
(3.1.92) ifadelerini kullanarak

H =

1
4

p
3
4�

�
1 + cos

�
u�v
2

��
� 1

4

p
3
4�

�
1 + cos

�
u�v
2

��
2 sin2 '

= 0;

d¬r. O halde M yüzeyi minimaldir.�

Şekil 2: ·Iki helis taraf¬ndan oluşturulan minimal öteleme yüzeyi.
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5. Durum: �� 6= 0 �� 6= 0 (�� 6= ��) ve cos �� 6= 0 cos �� 6= 0
(cos �� 6= cos ��) olsun.

3 boyutlu Öklid uzay¬nda Scherk yüzeyi ayn¬zamanda minimal öteleme
yüzeyi olur.
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4. BÖLÜM

Bu bölümde 3-boyutlu Öklid uzay¬nda uzay e¼grileri ile verilen öteleme
yüzeylerinin Bishop çat¬s¬ yard¬m¬yla Gauss ve ortalama e¼griliklerine göre
karekterizasyonlar¬verildi.

4.1. Bishop Çat¬s¬na Göre Öteleme Yüzeyleri


 : I ! E3 yay uzunlu¼gu ile parametrize edilen diferensiyellenebilir bir
e¼gri olsun. 
 e¼grisinin, T te¼get, N asli normal ve B binormal vektör alan¬
olup fT;N;Bg ye Frenet çat¬s¬denir. O zaman � 6= 0 ve � ; s¬ras¬yla, 
 n¬n
e¼grili¼gi ve torsiyonu olmak üzere Frenet denklemleri,

T0 = �N;

N0 = ��T+ �B; (4.1.1)

B0 = ��N

şeklinde yaz¬l¬r, [6].

(4.1.1) yard¬m¬yla fT;M1;M2g Bishop çat¬s¬

hT;Ti = 1; hM1;M1i = 1; hM2;M2i = 1; (4.1.2)

hT;M1i = hT;M2i = hM1;M2i = 0:

olmak üzere

T0 = k1M1 + k2M2;

M0
1 = �k1T; (4.1.3)

M0
2 = �k2T

şeklinde tan¬mlan¬r. k1 ve k2; 
 e¼grisinin Bishop e¼grilikleri olmak üzere

�(s) =
p
k1
2 + k2

2;

�(s) = arctan(
k2
k1
) ; k1 6= 0;

�(s) = �d� (s)
ds

; (4.1.4)



yaz¬l¬r. Burada � = �
R
�(s)ds d¬r, [2].


 e¼grisinin Frenet ve Bishop çat¬lar¬aras¬ndaki ili̧ski

T = T;

N = cos � (s)M1 + sin � (s)M2;

B = � sin � (s)M1 + cos � (s)M2

olarak ifade edilebilir, [2].

M(u; v) = �(u) + �(v) (4.1.5)

öteleme yüzeyinde

Mu = �0 (u) = T� ;

T0� = k�1M
�
1 + k

�
2M

�
2 ;

M�0
1 = �k�1T�;

M�0
2 = �k�2T� (4.1.6)

ve

Mv = �0 (v) = T�;

T0� = k�1M
�
1 + k

�
2M

�
2 ;

M�0
1 = �k�1T�;

M�0
2 = �k�2T� (4.1.7)

olarak yaz¬l¬r.

' (u) aç¬s¬, � (u) ve � (v) e¼grilerinin te¼get vektörleri fT�;T�g aras¬ndaki
aç¬olmak üzere M yüzeyinin birim normal vektör alan¬;

U (u; v) =
1

sin'
(T� �T�) (4.1.8)

şeklindedir.
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M yüzeyinin I. temel formunun katsay¬lar¬,

E = hMu;Mui = hT�;T�i = 1;
F = hMu;Mvi = hT�;T�i = kT�k kT�k cos' = cos';
G = hMv;Mvi = hT�;T�i = 1:

d¬r. M yüzeyinin I. temel formu,

I = du2 + 2 cos'dudv + dv2 (4.1.9)

biçiminde elde edilir.

M yüzeyinin II . temel formunun katsay¬lar¬, �� aç¬s¬, U ile M�
1 ve ��

aç¬s¬, U ileM�
1 aras¬ndaki aç¬olmak üzere

L = hU;Muui;
= k�1 cos�� � k�2 sin��

M = hU;Muvi = hU; 0i = 0;
N = hU;Mvvi;

= k�1 cos�� � k
�
2 sin��

d¬r. Böylece M yüzeyinin II . temel formu,

II = (k�1 cos�� � k�2 sin��) du2 +
�
k�1 cos�� � k

�
2 sin��

�
dv2 (4.1.10)

olarak bulunur.

Buna göre şekil operatörü

S =
1

EG� F 2

�
LG�MF MG�NF
�LF +ME �MF +NE

�
oldu¼gundan

S =
1

sin2 '

"
k�1 cos�� � k�2 sin�� �

�
k�1 cos�� � k

�
2 sin��

�
cos'

� (k�1 cos�� � k�2 sin��) cos' k�1 cos�� � k
�
2 sin��

#
(4.1.11)
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bulunur. Bu durumda yüzeyin, Gauss e¼grili¼gi ve ortalama e¼grili¼gi, s¬ras¬yla,

K =
LN �M2

EG� F 2 ;

H =
EN � 2MF +GL
2 (EG� F 2)

oldu¼gundan

K =
(k�1 cos�� � k�2 sin��)

�
k�1 cos�� � k

�
2 sin��

�
sin2 '

; (4.1.12)

H =
k�1 cos�� � k

�
2 sin�� + k

�
1 cos�� � k�2 sin��

2 sin2 '
(4.1.13)

bulunur.

Tan¬m 4.1.1

M yüzeyi üzerinde bir e¼gri � ve � n¬n Bishop çat¬s¬fT�;M�
1 ;M

�
2g olmak

üzere,
hU;M�

1 i = 0
sa¼glan¬rsa � ya M�

1� çizgi denir. Burada U; M yüzeyinin birim normal
vektör alan¬d¬r, [6].

Teorem 4.1.2

M öteleme yüzeyinde � e¼grisi bir M�
1� çizgi ise cot' = 0 veya k�2 = 0

d¬r.

·Ispat

�� aç¬s¬, U ileM�
1 aras¬ndaki aç¬olmak üzere

hU;M�
1 i = kUk kM�

1k cos��;

yaz¬l¬r. Buradan
hU;M�

1 i = cos�� (4.1.14)
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elde edilir. (4.1.14) de (4.1.8) göz önüne al¬n¬rsa

cos�� = hU;M�
1 i;

= h 1

sin'
T� �T�;M�

1 i;

= � 1

sin'
hT� �M�

1 ;T�i (4.1.15)

olur. (4.1.15) den

cos�� = �
1

sin'
hM�

2 ;T�i (4.1.16)

elde edilir. (4.1.16) eşitli¼ginin u ya göre türevi al¬n¬rsa

��0� sin�� = '0
cos'

sin2 '
hM�

2 ;T�i+
�
hM�0

2 T�i+ hM�
2 ;T

0
�i
�
(� 1

sin'
) (4.1.17)

olur. Ayr¬ca

M�0
2 = �k�2 T� ve hM�

2 ;T
0
�i = 0 (4.1.18)

ifadeleri (4.1.17) denkleminde yerine yaz¬l¬rsa

��0� sin�� = '0 cot'
1

sin'
hM�

2 ;T�i+ h�k�2 T�;T�i(�
1

sin'
) (4.1.19)

elde edilir. Burada

1

sin'
hM�

2 ;T�i = � cos�� ve h T�;T�i = cos'

oldu¼gundan (4.1.19) denklemi düzenlenirse

��0� sin�� = cot' [�'0 cos�� + k�2 ] (4.1.20)

bulunur. � e¼grisi; M�
1� çizgi oldu¼gundan

hU;M�
1 i = 0

olur. Ayr¬ca
cos�� = hU;M�

1 i
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oldu¼gundan
cos�� = 0

d¬r. O halde
�� = (2k + 1)

�

2
; k 2 Z (4.1.21)

elde edilir. Dolay¬s¬yla
��

0 = 0

d¬r. (4.1.21) ifadesinden
sin�� = �1

bulunur. (4.1.20) düzenlenirse

cot'k�2 = 0 (4.1.22)

olur. (4.1.22) den
cot' = 0 veya k�2 = 0

bulunur. Bu ise ispat¬tamamlar.�

Sonuç 4.1.3

M; 3-boyutlu Öklid uzay¬nda öteleme yüzeyi ve � ise bu yüzey üzerinde
geodezik olmayan e¼gri olsun. O zaman �; M�

1� çizgi ise �� aç¬s¬sabittir.

·Ispat:

��, U ileM�
1 aras¬ndaki aç¬olmak üzere,

hU;M�
1 i = kUk




M�
1




 cos�� = cos��; (4.1.23)

yaz¬l¬r. (4.1.23) den

cos�� = hU;M�
1 i;

= h 1

sin'
T��T�;M�

1 i;

= � 1

sin'
hT��M�

1 ;T�i (4.1.24)
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elde edilir. (4.1.24) de gerekli düzenlemeler yap¬l¬rsa

cos�� = �
1

sin'
hM�

2 ;T�i (4.1.25)

olur. (4.1.25) in v ye göre türevi al¬n¬rsa

��0� sin�� =
h
hM�0

2 ;T�i+ hM�
2 ;T

0
�i
i
(� 1

sin'
) (4.1.26)

bulunur. (4.1.3) ve (4.1.18) den

��0� sin�� = h�k�2 T�;T�i(�
1

sin'
);

��0� sin�� = k�2
1

sin'
hT�;T�i;

��0� sin�� = k�2 cot' (4.1.27)

elde edilir. �; M yüzeyi üzerinde M�
1� çizgi oldu¼gundan ya k�2 = 0 ya da

cot' = 0 d¬r. Bundan dolay¬

��0� sin�� = 0; (4.1.28)

olur. �; M yüzeyi üzerinde non-geodezik oldu¼gundan M�
1 vektör alan¬U

vektör alan¬n¬n lineer birleşimi şeklinde yaz¬lamaz. Yani

M�
1 6= U yadaM�

1 6= �U; (4.1.29)

bulunur. (4.1.29) dan

sin�� 6= 0;

��
0 = 0;

�� = c = sbt:

olur. Böylece ispat tamamlan¬r.�
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Teorem 4.1.4

Bishop çat¬s¬ ile verilen � ve � uzay e¼grileri ile üretilen bir öteleme
yüzeyinin Gauss e¼grili¼ginin s¬f¬r olmas¬için gerek ve yeter şart

k�1 = k
�
2 tan�� veya k

�
1 = k

�
2 tan��

olmas¬d¬r. Burada k�i ; k
�
i (i = 1; 2), s¬ras¬yla � ve � n¬n Bishop e¼grilikleridir.

·Ispat:

():) Bishop çat¬s¬ile verilen � ve � uzay e¼grileri ile üretilen bir öteleme
yüzeyinin Gauss e¼grili¼gi s¬f¬r ise (4.1.12) den

K =
(k�1 cos�� � k�2 sin��)

�
k�1 cos�� � k

�
2 sin��

�
sin2 '

= 0 (4.1.30)

yaz¬l¬r. (4.1.30) dan

k�1 cos�� � k�2 sin�� = 0 veya k�1 cos�� � k
�
2 sin�� = 0

elde edilir. E¼ger
k�1 cos�� � k�2 sin�� = 0

ise
k�1 = k

�
2 tan�� (4.1.32)

bulunur. E¼ger
k�1 cos�� � k

�
2 sin�� = 0

ise
k�1 = k

�
2 tan�� (4.1.33)

elde edilir.

((=:) E¼ger k�1 = k�2 tan�� ise

k�1 cos�� � k�2 sin�� = 0 (4.1.34)

olur. (4.1.34) ve (4.1.12) birlikte göz önüne al¬n¬rsa

K =
(k�1 cos�� � k�2 sin��)

�
k�1 cos�� � k

�
2 sin�

�
sin2 '

= 0
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yaz¬l¬r. Şimdi k�1 = k
�
2 tan�� oldu¼gu durumda ispat¬inceleyelim. Bu eşitlik-

ten
k�1 cos�� � k

�
2 sin�� = 0 (4.1.35)

elde edilir. (4.1.12) ifadesi (4.1.35) ile birlikte göz önüne al¬n¬rsa

K =
(k�1 cos�� � k�2 sin��)

�
k�1 cos�� � k

�
2 sin�

�
sin2 '

= 0

bulunur. Bu ise ispat¬tamamlar.�

Teorem 4.1.5

M öteleme yüzeyi üzerinde � ve � e¼grileri birer M�
1 ; M

�
1� çizgi olsun.

E¼ger ' 6= (2k + 1) �2 ; ( k 2 Z) ise o zaman bu öteleme yüzeyi minimaldir.

·Ispat:

Kabul edelimki � ve �, birerM�
1 ;M

�
1� çizgi olsun. O zamanM yüzeyinin

H ortalama e¼grilik fonksiyonu:

H =
k�1 cos�� � k

�
2 sin�� + k

�
1 cos�� � k�2 sin��

2 sin2 '

olur.

� ve � e¼grilerinin, s¬ras¬yla, M�
1 ; M

�
1� çizgi oldu¼gu Teorem 4.1.2 de göz

önüne al¬n¬rsa
k�2 = k

�
2 = cos�� = cos�� = 0

bulunur. Buradan

k�1 cos�� � k
�
2 sin�� + k

�
1 cos�� � k�2 sin�� = 0 (4.1.36)

olur. Böylece,
H = 0

elde edilir. Bu da ispat¬tamamlar.�
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Örnek 4.1.6

M yüzeyi, c =
p
a2 + b2 2 R olmak üzere
�(u) = (�1(u); �2(u); �3(u));

�1(u) = a cos
u

c
;

�2(u) = a sin
u

c
;

�3(u) =
bu

c
ve

� (v) = (�1 (v) ; �2 (v) ; �3 (v))

�1 (v) =
9

208
sin 16v � 1

117
sin 36v;

�2 (v) = � 9

208
cos 16v +

1

117
cos 36v;

�3 (v) =
6

65
sin 10v:

e¼grileri ile üretilen bir öteleme yüzeyi olsun. Yani M yüzeyi,

M(u; v) = �(u) + � (v)

olmak üzere
M(u; v) = (m1(u; v);m2(u; v);m3(u; v))

ise

m1(u; v) = a cos
u

c
+

9

208
sin 16v � 1

117
sin 36v;

m2(u; v) = a sin
u

c
� 9

208
cos 16v +

1

117
cos 36v;

m3(u; v) =
bu

c
+
6

65
sin 10v

olur. � n¬n, s¬ras¬yla, te¼get, asli normal ve binormal vektörleri

T =
1

c

�
�a sin s

c
; a cos

s

c
; b
�
;

N =
�
� cos s

c
;� sin s

c
; 0
�
;

B =
1

c

�
b sin

s

c
;�b cos s

c
; a
�
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dir. Ayr¬ca � n¬n, s¬ras¬yla, e¼grilik ve burulmas¬

� =
a

c2
;

� =
b

c2

dir. (4.1.4) den

�(u) =

uZ
�

0

du =

uZ
0

b

c2
du =

bu

c2
: (4.1.37)

yaz¬l¬r. (4.1.37) yard¬m¬yla � e¼grisi için dönüşüm matrisi24 TN
B

35 =
24 1 0 0
0 cos bu

c2
sin bu

c2

0 � sin bu
c2

cos bu
c2

3524 T
M1

M2

35 (4.1.38)

olur.

Ayr¬ca � n¬n e¼grilik fonksiyonlar¬

� (v) = �24 sin 10v;
� (v) = 24 cos 10v:

d¬r. (4.1.4) den

�(v) =

vZ
0

� (v) dv =

vZ
0

24 cos(10v)dv =
24

10
sin(10v): (4.1.39)

yaz¬l¬r. (4.1.39) yard¬m¬yla � e¼grisi için dönüşüm matrisi24 TN
B

35 =
24 1 0 0
0 cos

�
24
10
sin 10v

�
sin
�
24
10
sin 10v

�
0 � sin

�
24
10
sin 10v

�
cos
�
24
10
sin 10v

�
3524 T

M1

M2

35 (4.1.40)

elde edilir. Böylece (4.1.38) ve (4.1.40) eşitlikleri yard¬m¬yla aşa¼g¬daki şekil
çizilebilir.
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5. BÖLÜM

SONUÇ

Düzlemsel olmayan uzay e¼grileri kullan¬larak üç boyutlu Öklid uzay¬nda
öteleme yüzeyleri tan¬mlanm¬̧st¬r. Öteleme yüzeyini oluşturan üreteç e¼gri-
lerinin düzlemsel ve asimtotik olma durumlar¬incelenmi̧stir. Yüzeyin Gauss
e¼grili¼gi yard¬m¬yla üreteç e¼grilerinden en az birinin asimtotik oldu¼gu göste-
rilmi̧stir. Öteleme yüzeyine örnek verilerek yüzeyi oluşturan üreteç e¼gri-
lerinin e¼grilikleri bulunmuştur. Verilen yüzeyin minimal olma şartlar¬verile-
rek yüzeyin çeşitli karekterizasyonlar¬yap¬lm¬̧st¬r.

Ayr¬ca verilen e¼grilerin Bishop çat¬s¬na göre öteleme yüzeyleri oluşturul-
muştur. Daha sonra bu yüzeylerin Bishop çat¬s¬yard¬m¬yla Gauss ve orta-
lama e¼griliklerine göre karekterizasyonlar¬yap¬lm¬̧st¬r.

Teorem 3.1.1 e ba¼gl¬olarak aşa¼g¬daki sonuç elde edildi.

Sonuç 5.1.1

M; 3 -boyutlu Öklid uzay¬nda öteleme yüzeyi ve � ise yüzey üzerinde
geodezik olmayan bir asimtotik çizgi olsun. � n¬n düzlemsel e¼gri olmas¬için
gerek ve yeter şart �� aç¬s¬n¬n sabit olmas¬d¬r. Burada ��,U ileN� aras¬ndaki
aç¬d¬r.

Teorem 3.1.1 e ve Teorem 3.1.6 ya ba¼gl¬olarak aşa¼g¬daki sonuç elde edildi.

Sonuç 5.1.2

Uzay e¼grileri ile üretilen bir minimal öteleme yüzeyinde hiçbir umbilik
nokta bulunmaz.

Teorem 3.1.6 ya ve Sonuç 3.1.7 ya ba¼gl¬olarak aşa¼g¬daki sonuç elde edildi.

Sonuç 5.1.3

Bir minimal öteleme yüzeyinin normal e¼grilikleri üreteç e¼grileri boyunca
sabittir.



Minimal öteleme yüzeylerinin s¬n¬�and¬r¬lmas¬na ba¼gl¬ olarak aşa¼g¬daki
sonuç elde edildi.

Sonuç 5.1.4

Üreteç e¼grileri boyunca e¼grilikleri s¬f¬r olmayan asimtotik çizgileri içeren
hiç bir minimal öteleme yüzeyi yoktur.

Teorem 4.1.2 ye ba¼gl¬olarak aşa¼g¬daki sonuç elde edildi.

Sonuç 5.1.5

M; 3-boyutlu Öklid uzay¬nda öteleme yüzeyi ve � ise bu yüzey üzerinde
geodezik olmayan e¼gri olsun. O zaman �; M�

1� çizgi ise �� aç¬s¬sabittir.

Bu çal¬̧sma 3-boyutlu Öklid uzay¬nda Bishop çat¬s¬na göre uzay e¼grileri ile
verilen öteleme yüzeylerinin Gauss ve ortalama e¼griliklerinin araşt¬r¬lmas¬nda
önemli bir referans olacakt¬r.

Öteleme yüzeyleri farkl¬çat¬denklemleri ile verilen e¼griler yard¬m¬yla in-
celenebilir.
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