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OZET

E3 OKLID UZAYINDA BAZI OTELEME YUZEYLER

Bu calisma bes boliimden olugsmaktadir.

Birinci boliim ¢alismanin giris kismi olup, uzay egrileri ve yiizeyler tize-
rinde yapilan caligmalar hakkinda literatiirdeki bilgiler verildi.

Ikinci boliimde; uzay egrileri ve yiizeyler icin kullanilan temel tanimlar
ve teoremler verildi.

Uciincii boliimde; uzay egrileri yardimiyla verilen tteleme yiizeylerinin
karekterizasyonu verildi. Daha sonra minimal 6teleme ytiizeyleri stmflandirildi.
Oteleme yiizeylerinin minimal olma sartlar1 verilerek yiizeylerin Gauss egri-
ligine gore karakterizasyonlar1 yapildi.

Dordiincii boliim caligmanin orijinal kismini olugturmaktadir. Burada
Bishop catisina gore dteleme yiizeyleri incelenmistir.

Besinci boliim ise ¢alismanin sonug kismidir.

Anahtar Kelimeler: Oteleme yiizeyi, minimal yiizey, minimal ételeme
yiizeyi, Gauss egriligi, ortalama egrilik, Scherk yiizeyi, Bishop Catisi.
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ABSTRACT

SOME TRANSLATION SURFACES IN THE E? EUCLIDEAN
SPACE

This thesis consist of five chapters.

The first chapter has been devoted to the introduction.

In the second chapter; fundamental definitions and theorems of space
curves and surfaces are given.

In the third chapter; the translation surfaces in 3-dimensional Euclidean
space generated by curves have been investigated.

In the fourth chapter; contain original part of our study translation sur-
faces has been constructed and some characterizations have been given ac-
cording to Bishop frame.

The sixth chapter has been devoted to the conclusion.

Keywords: Translation surfaces, minimal surface, minimal translation
surface, Gauss curvature, mean curvature, Scherk surface, Bishop frame.
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1. BOLUM
GIRIS

Oteleme yiizeyler teorisi daima Oklid uzaymnin ilging konularindan biri
olmustur. Bir ¢ok geometrici tarafindan tteleme yiizeyleri farkl acilardan
incelenmistir.

Verstraelen, Walrave ve Yaprak; n-boyutlu Oklid uzayinda minimal &teleme
yiizeylerini aragtirmiglardir, [36].

Lui, E? ¢ boyutlu Minkowski uzay1 ve E? {i¢ boyutlu Oklid uzaymda
sabit ortalama egrilikli ve sabit Gauss egrilikli 6teleme yiizeylerinin bir siniflan-
dirmasini vermistir, [27].

Yoon; ii¢ boyutlu Minkowski uzayinda, yiizeyin indirgenen metrigine gore
uzayin Laplasyan1 A ve A, 3 x 3 matris olmak iizere; AG = AG, kogulunu
saglayan oteleme yiizeylerini ¢aligmigtir, [38].

Munteanu ve Nistor; E? de 6teleme yiizeylerin ikinci temel formunu elde
ederek ve E? de polinom &teleme yiizeyler icin sifir olan ikinci Gauss egriligini
kullanarak yeni bir karakterizasyon olusturdular. Daha sonra bu yiizeylerin
ikinci Gauss ve ortalama egriligi yardimiyla 6teleme yiizeylerini siniflandir-
nuglardir, [28].

En onemli ytizey egrilerinden biri asimtotik egrilerdir. Bir ytiizey tize-
rindeki bir egrinin asimtotik olarak simiflandirilmasi igin, egrinin her nok-
tasindaki tegeti dogrultusundaki normal egriligi sifir olmalidir. Ek olarak
M yiizeyindeki bir egrinin asimtotik olmasi i¢in onun ivmesi de daima M ye
teget olmalidir. En azindan bir asimtotik yonde yiizey parcasi onun teget
diizleminden uzakta degildir. Yiizey iizerinde asimtotik egri boyunca Gauss
egriligi daima sifir ya da negatiftir. Diferensiyel geometride yiizey iizerinde
asimtotik egriler biiyiik 6neme sahip aragtirma konularindan biri olmustur.

Carmo; Dupin gostergesi yardimiyla asimptotik yonler ve egrileri karak-
terize etmistir, [6].

Hartman ve Winter; negatif Gauss egrilikli yiizeyler iizerindeki asimtotik
egrilerin klasik teoride ki énemli bir karekterizasyonunu vermistir, [17].



Kitagava; bir yiizeyin birim 3-kiireye izometrik immersiyonu flat tor ise
o zaman bu ylizey iizerindeki biitiin asimtotik egrilerin periyodik oldugunu
ispatlamgtir, [22].

Garcia ve Sotomayer; Oklid uzaymda daldirilmig bir yiizeyin asimtotik
egrilerin saglamasi gereken en basit niteleyici sartlar ¢aligmigtir, [11].

Asimtotik egriler ayni zamanda astronomide, astro fizikte ve bilgisayar
yardimli dizayn mimarisinde énemli bir yere sahiptir. Ciinkii asimtotik yoriin-
gesinden kiiciik bir sapma, yildizin sistemden ¢ikmasina yol acacaktir. Yildiz
sisteminde bir grup y1dizin gozden kacan yoriingelerini bulmak i¢in bu yoriin-
gelerinin asimtotik egrilerini bulmak gerekir.

Contopulos; ¢ogunlukla kararsiz yoriingelerin asimtotik yoriingelerini elde
etmistir. Ayrica asimtotik egriler iizerinde baslangi¢ sartlariyla uzaklasan
yoriingelerin kiimesini bulmugtur, [7].

Flory ve Pottmann; regle yiizeylerin mimari 6zelliklere yansimalarini aras-
tirmigtir. Bu regle yiizeylerin bir veya daha ¢ok serit yardimiyla olusturulan
sekline geometrik bakig acisi olugturmuslardir. Daha sonra ¢aligmalarinda
asimtotik egriler yardimiyla verilen regle yiizeyleri karekterize etmislerdir,
[10].

Bayram, Giiler, Kasap; verilen bir asimtotik egriden bir kalem yiizeyin
nasil olusturulacagini calismiglardir. Daha sonra asimtotik egrilerle verilen
kalem yiizeyleri i¢in paremetrik temsil formiilleri elde etmislerdir. Ayrica
verilen asimtotik egrilerin Frenet catisi1 yardimiyla gerekli ve yeterli sartlar
vermiglerdir. Son olarak olusturduklar: metodla bazi 6rneklerin yardimiyla
sekiller ¢izmiglerdir, [1].

Bu ¢aligmada ise diizlemsel olmayan uzay egrileri kullanilarak {i¢ boyutlu
Oklid uzaymda oteleme yiizeyleri incelendi. Daha sonra verilen yiizeyin
minimal olma sartlar1 verilerek yiizeyin gesitli karekterizasyonlari yapildi.
Ayrica verilen egrilerin Bishop catisina gore teleme yiizeyleri olusturularak
bu yiizeylerin Bishop catisi yardimiyla Gauss ve ortalama egriliklerine gore
karekterizasyonlar1 yapilmigtir.



2. BOLUM

2.1. Temel Tanim ve Teoremler

Tanim 2.1.1

X bos olmayan bir ciimle ve 7 ailesi de P(X) kuvvet ciimlesinin herhangi
bir alt ciimlesi olsun. Eger 7 C P(X) asagidaki ozellikleri saglarsa, 7 ya X
iizerinde bir topoloji, (X, 7) ikilisine bir topolojik uzay denir.

(i) X,z er.
(ii) 7 da alinan her sayida elemanlarin birlegimi 7 ya aittir; yani, I her-
hangi bir indis ciimlesi olmak iizere V{A;};c; € 7 igin, UI A; € 7 dir.
1€

(iii) 7 da alinan her sonlu sayida elemanlarimin kesigimi 7 ya aittir; yani,
J sonlu indis ciimlesi olmak iizere V{A;};c; € 7 igin ﬂJAi € 7 dir, [12].
1€

Tanim 2.1.2.

X bir topolojik uzay olsun ve farkl iki p, ¢ € X noktalarmin X deki agik
komsuluklar, sirasiyla, U ve V' olsun. Eger U ve V

Unv =g

olacak sekilde secilebiliyorsa X topolojik uzayina bir Hausdorff uzay: denir,
[12].

Tanim 2.1.3

X ve Y birer topolojik uzay olsun. Bir f: X — Y fonksiyonu i¢in,

(1) f siirekli,

(ii) f~! mevcut,

(iii) f~! siirekli ise f fonksiyonuna X ’den Y ’ye bir homeomorfizm denir,
[12].

Tanim 2.1.4

M bir topolojik uzay olsun. M icin asagidaki onermeler dogru ise M ye
n-boyutlu topolojik manifold (veya kisaca topolojik n-manifold) denir.



(i) M bir Hausdorff uzayidir.

(ii) M nin herbir agik alt ciimlesi E" Oklid uzaymin bir acik ciimlesine
veya E" e homeomorftur.

(iii) M sayilabilir ¢oklukta agik ciimlelerle ortiilebilir, [12].

Tanim 2.1.5

M bir topolojik n—manifold olsun. Bir p € M noktasinin M de ki bir
U agik komsgulugu, ¥ homeomorfizmi sayesinde E" nin bir V' agik altciim-
lesine homeomorfik ise (U, V) ikilisine M nin p noktasindaki bir koordinat
komsulugu (harita) denir, [12].

Tanim 2.1.6

M, n-boyutlu topolojik bir manifold ve V,, C M acik alt ciimlelerinin
{V,} ailesi de M nin bir ortiisii olsun. Bu durumda herbir V,, agigimin E"
deki bir U, acik altciimlesine homeomorf oldugunu kabul edelim. A bir indeks
ciimlesini gostermek iizere, elde edilen (U,, ¥, ) koordinat komguluklarinin

S={(U,,V,):a€ A}
ailesine M nin bir atlas: denir, [12].

Tanim 2.1.7

n-boyutlu bir M topolojik manifoldunun bir atlasi
S ={(Ua,¥,) :a € A}

olsun. Eger
Vo(Ua) NW3(Us) # &

olacak sekildeki V(a,3) € A x A i¢in U1 o ¥y ve ¥, ' o W, fonksiyonlari,
r > 0 olmak iizere, C" siifindan diferensiyellenebilir ise S ye C" sinifindan
atlas denir, [12].

Tanim 2.1.8

n-boyutlu bir M topolojik manifoldunun C”—smifindan bir atlasi var ise
M ye C"—simafindan diferensiyellenebilir manifold denir. Ayrica Vr € N igin
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S diferensiyellenebilir ise, o zaman M ye C'*° simifindan diferensiyellenebilir
manifold denir, [12].

Tanim 2.1.9

E™ nin iki altctimlesi U ve V' olsun. Bir ¥ : U — V fonksiyonu igin;

(i) v e Ck(U,V),

(i) v 1.V — U, ¥t e CF(V,U), snermeleri saglaniyorsa ¥ ye C*
simifindan diffeomorfizm denir, [13].

Tanim 2.1.10
I , R nin acik bir araligi olmak {izere, diferensiyellenebilen bir
a:l —E"
fonksiyonuna E" de bir egri denir.
Bir ¢ € I degerine kargilik egrinin, elde edilen a(t) noktast;
a(t) = (ar(t), ..., an(t))

seklindedir. Buradaki «; fonksiyonlar1 [ — R diferensiyellenebilir fonksi-
yonlardir. E" nin koordinat fonksiyonlar1 {zi,zs,...,x,} ise,

Q; =T; 0
bi¢imindedir, [13].
Tanim 2.1.11
a: ] — E" bir egri olsun. Vt € [ igin a nin «(t) noktasindaki,

o) = 2, = (B, D)

vektoriine egrinin hiz vektori denir ve (a(t), o/(t)) ikilisine bir tanjant vektor
adi verilir. Kisaca o/(t) seklinde gosterilir, [13].

Tanim 2.1.12

a : I — E" bir egri olsun. V¢ € [ i¢in o min «(t) noktasindaki hiz vektorii
sifirdan farkli ise, a egrisine regiiler bir egri denir, [6].
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Tanim 2.1.13

M bir diferensiyellenebilir manifold olmak iizere

v,: C*(M,R) — R
f = v[f]

doéniisiimii Vp € M, Vf € C*°(M,R) igin

(1) vp[M + pgl = Avplf] + pvylgl s Vf, g € C°(M,R), A\, p € R,

(ii) V9] = 9(p)V, L]+ F(p)¥,lg], sartlarnn saghyorsa, bu doniisiime M
nin p noktasinda ki bir tanjant vektéori denir.

M manifoldunun bir p € M noktasindaki tanjant vektorlerinin ciimlesi
TP(M) = {Vp’VP : COO(M7 R) - R}7
ile gosterilir. Bu ciimle {izerinde i¢ iglem

G T(M) x T,(M) — T,(M)

(Vp ) u,) — vV, Duy

(Vp@w)[f] = vplf] + w[f] , Vf € CF(M,R),
seklinde ve dig islem de

©: R x T,(M) — T,(M)
()‘ ) Vp) - >‘®Vp

A Ov)lf] = Avplf1,Vf € CF(M,R)

olarak tammlanmirsa, T,(M), R iizerinde bir vektor uzayidir ve bu vektor
uzayma, M nin p noktasindaki tanjant uzay: denir. [12].

Tanim 2.1.14
M diferensiyellenebilir bir manifold olsun. Bir
1:1

X:M = | T,(M)
peEM

orten
olarak tamimlanan, X fonksiyonuna M iizerinde vektér alan: denir.
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M diistiinde tanmimlanan vektor alanlarinin ciimlesi (M) ile gosterilir.

@: x(M) x x(M) — x(M)
X , Y — XaY

©: R x y(M) — x(M)
N, X)) — leX

olmak tizere (M), R iizerinde bir vektor uzayidir. Bu vektor uzayma M nin
vektor alanlar: uzayr denir, [13].

Tanim 2.1.15
V bir K cismi iizerinde vektor uzay1 ve
[]: VXV -V
doniisiimiide
(i) 2-lineer
(i) Alterne ( VX,Y € V i¢in [X,Y] = —[Y,X])
(iii) Jakobi 6zdegligini saglar. Yani VX,Y,Z € V i¢in
X, [Y, 2] + [Y, [Z,X]] + [Z, [X, Y] = 0

olarak verilsin. [,] doniigiimiine, V' iistiinde bir Lie operatorii denir. Bu
islemle birlikte V' vektor uzayma Lie cebiri denir, [30].

Tanim 2.1.16

Bir C* -manifold M ve M iistiindeki vektor alanlarinin uzayr y (M) , C*
fonksiyonlarin cebiride C*° (M, R) olmak iizere,
<, > x(M) x x(M) — C*(M,R)

doniisiimii asagidaki sartlar1 saglarsa, bu doniisiime M {izerinde Riemann
metrigi yada metrik tensor denir.

(i) <,> doniigiimii 2-lineerdir,
(ii) <, > doniigiimii simetriktir,



(ii) < X, X>>0, < X, X>=0&X=0, X € x(M)

Uzerinde Riemann metrigi tanimlanmis olan C*° —manifolda , Riemann
manifoldu denir, [30].

Tanim 2.1.17

M bir C*° -manifold olsun. M iistiinde vektor alanlarimin uzayr x (M) ve
C> fonksiyonlarin cebiride C*° (M, R) olmak tizere;

<, > x(M) x x(M) — C*(M,R)

operatorii asagidaki ozellikleri saglarsa M ye bir yari-RRiemann manifoldu
denir.

(i) <,> doniigiimii 2-lineerdir,
(ii) <, > doniigiimii simetriktir,
(iii) VY € x(M) icin < X,Y > =0= X =0, [30].

Tanim 2.1.18
Bir C*° -manifold M ve M fiistiindeki vektor alanlarimin uzay: x (M) olsun.

D : x(M) x x(M) — x(M)
X , YY) — DxY

operatorii

(i) Dx(Y+Z)=DxY+DxZ X, Y,Ze x(M),

(ii) Dx+v)Z = DxZ + DvZ,

(iii) DyxY = fDxY , f € C>*(M,R),

(iv) DxfY = fDxY + X[f]Y, ozelliklerini sagliyor ise D ye M iizerinde
bir afin koneksiyon ve Dx e de X vektor alanmi yoniinde kovaryant tirev denir,
[12].

Tanim 2.1.19
Eger bir a : I — E" egrisi iizerinde Y bir C'™* vektor alan1 ve « iizerinde

DrY =0



ise Y vektor alanina « egrisi tizerinde bir paralel vektér alany denir. Eger bir
« egrisi lizerinde
DTT == 0

ise « egrisine bir geodezik egri ad1 verilir, [13].
Tanim 2.1.20

S C E3 olmak {izere V p € S icin p nin bir E? te bir V komsulugu ve
U C E? bir agik alt kiimesi

f:U—=VNnScE
doniisiimii asagidaki 6zellikleri saglarsa S ye E? te bir regiiler yiizey denir.
1. f diferensiyellenebilirdir: Yani
flu,v) = (z(u,v),y(u,v), z(u,v)) (u,v) €U

olarak yazilirsa x(u,v), y(u,v), z(u,v) fonksiyonlar1 U iizerindeki her mer-
tebeden stirekli kismi tiirevleri vardir.

2. f homeomorfizimdir,
3. [ regiilerdir: Yani Vq € U i¢in
dy, : B* - E®
diferensiyeli birebirdir, [6].
Tanmim 2.1.21

U, M yiizeyi iistiinde birim dik vektor alani olmak iizere M nin bir p
noktasinda
Sy (vy) = =Dy, U

esitligiyle taniml
Sy Tp(M) — T,(M)

fonksiyonuna, M yiizeyinin p noktasinda, U birim dik vektér alanina baglh
gekil operatori (veya Weingarten déntigimii) denir.



M nin her bir p noktasina S, fonksiyonunu karsilik getiren S’ dontisiimiine
de M yiizeyinin, U birim dik vektor alanina bagh sekil operatori (veya Wein-
garten déniigimii) denir, [6].

Tanim 2.1.22
Sy lineer doniistimiin determinantina M yiizeyinin p noktasindaki Gauss
egriligi denir ve
K(p) = det (S,)

ile gosterilir, [6].
Tanim 2.1.23

Sp lineer dontigtimiin izinin yarisima M yiizeyinin p noktasidaki ortalama
egriligi denir ve
1.
H(p) = 522(51,)
ile gosterilir, [6].

Tanim 2.1.24

v, # 0, w, # 0 olmak iizere v, ve w, teget vektorleri i¢in (S(v,), w,) =0
ise v, vektorti w,vektoriintin eslenigidir, denir.

v, # 0, ve (S(v,),v,) = 0 ise v, vektoriine, p noktasinda bir asimtotik
vektor denir, [6]

Tanim 2.1.25
M, E? uzaymda bir yiizey ve
a:l —M

regiiler bir egri olsun. V¢ € [ i¢in o (t) hiz vektorii a(¢) noktasinda M
yiizeyinin bir asimtotik vektorii ise

(yani (S (' (t)),a (t)) =0 ise)

« egrisine M yiizeyi tizerinde bir asimtotik egri denir, [6].
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Tanim 2.1.26

E? uzaymda bir M yiizeyi verilsin. M {izerinde sekil operatorii S ve
(1 < g < 3) olmak iizere

I: x(M) x x(M) — C*(M,R)
X , Y — IX)Y) = (57(X),Y)

seklinde tammh I? fonksiyonuna M iizerinde q—yuncu temel form denir. [6].
Tanim 2.1.27

M yiizeyi

M: E* — E3
(w,v) — (u,v, f(u,0))

seklinde tanimlansin. Burada

f: E* — R
(w,0) — f(u,0) =h(u)+g (@)

bi¢iminde ise

veya
M(u,0) = a () + 8 (0)
seklinde yazabiliriz. Bu durumda yiizeye dteleme yiizeyi denir, [27].

Tanim 2.1.28

M yiizeyinin ortalama egrilik fonksiyonu sifir ise bu yiizeye minimal yiizey
denir, [6].

Tanim 2.1.29

M(u,v) = a(u) + B(v)

11



minimal 6teleme yiizey ve a # 0 olmak tizere

flu) = —élog(cos au) ve g(v) = 210g(cos av)
M(u,v) = (1,0, f(u)) +(0,v,9(v)),

1
M('LL,U) = (u,v, _IOg (Cosav))
a

COoSs au

seklinde yazilir. Bu yiizeye Scherk yiizeyi denir, [6].
Tanim 2.1.30

M yiizeyinin p noktasindaki asli egrilikleri k1(p) ve ko(p) olsun. M
yiizeyinin bir p noktasindaki Gauss egriliginin igareti, p noktasi komsulugunda

1. K(p) > Oise ky1(p) ve ko(p) ayn1 isaretlidir. O halde p noktasina eliptik
nokta denir.

2. K(p) = 0ise k1(p) ve ka2(p) den en az biri sifirdir. O halde p noktasina
parabolik nokta denir. ki(p) = 0 ve ka(p) = 0 ise p noktasima diizlemsel nokta
denir.

3. K(p) < 0 ise ki(p) ve ka(p) ters isaretlidir. O halde p noktasina
hiperbolik nokta denir, [6].

Teorem 2.1.31
a, M yiizeyi icinde bir egri ve U, M yiizeyinin birim dik vektor alani

olsun. « nin bir asimtotik egri olmasi i¢in gerek ve yeter sart (o, U) = 0
olmasidr, [6].
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3. BOLUM

Bu boliimde diizlemsel olmayan uzay egrileri kullanilarak 3-boyutlu Oklid
uzayinda oteleme yiizeyleri incelendi. Daha sonra verilen yiizeyin minimal
olma sartlar1 verilerek yiizeyin cesitli karekterizasyonlar: verildi.

3.1.1. Uzay Egrileri Ile Oteleme Yiizeyleri

M, 3-boyutlu Oklid uzayinda 6teleme yiizeyi, a ve 8 yay uzunlugu paremet-
releri, sirasiyla, u ve v olan birim hizli uzay egrileri olmak tizere Tanim 2.1.27
den

M (u,v) = a(u) + 5 (v)
seklinde paremetrize edilir.
a min Frenet vektor alanlar {T,,N_, B} ve egriligi x, ve burulmasi 7,

ve 3 mn Frenet vektor alanlart {Ts, Ng, Bg} ve egriligi 3 ve burulmasi 75
olsun.

a ve 3 iki uzay egrisi olmak iizere

M (u,v) = a(u) + 5 (v) (3.1.1)

seklinde E3de bir teleme yiizeyi olusturulur. Burada a(u) (ya da B(v))
B(v) (va da a(u) yu) yi otelerken o(u) ya (ya da [(v) ye) parelel kalacak
sekilde a(u) (ya da (v)) egrisinin her bir noktas1 5(v) nin (ya da «(u) nun)
otelemesi olacak sekilde elde edilir. Bu 6teleme yiizeyi, o = (ay,a9,a3) ve

B = (B4, By, B3) olmak iizere

M(U,U) = (al _'_517052 _'_527053 _'_53)

olarak yazilir, [8]. M &teleme yiizeyinin birim normali

M, x M,

U lwv) = o5 0]

(3.1.2)
dir.

(3.1.1) den



M, = o) = M,=T,,
M, M, =Tg (3.1.3)

bulunur. (3.1.3) den

1Mo > My || = [|My]] || M| sin @ (3.1.4)
elde edilir. (3.1.3) ve (3.1.4) birlikte goz 6niine alinirsa

ITa X Tg|l = [[Tal [|Ts|| sinep = sine (3.1.5)

bulunur. (3.1.5) ifadesi (3.1.2) de yerine yazilirsa, ¢ (u) agsi, « (u) ve 5 (v)
egrilerinin teget vektorleri {T,,Tg} arasindaki aci olmak tizere ¢ # km
(keZ)

1
U (u,v) = —— (To x Tp) (3.1.6)
elde edilir.

(3.1.3) den M yiizeyinin I. temel formunun katsayilari,

E = <Mua Mu> <Ta7 Ta> — 17
F = (M, M,) =(T,,Ts) = ||Ta|l||Ts| cosp =cosp, (3.1.7)
G = (M, M,)=(Ts Ts) =1

olur. (3.1.7) ifadelerinden M yiizeyinin /. temel formu,

I = du® + 2 cos pdudv + dv?

bulunur.

(3.1.6) dan M yiizeyinin /7 . temel formunun katsayilari,

L = (U, M,)=(U,T,)=|U|l|T,| cos Oy = Kq cos b,
M = (U, M,)=(U,0) =0, (3.1.8)
N = (U,M,,) = (U,T;) =|[U| || Ts| cos s = rzcosbs
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dir. 0, ags, U ile N, ve 0 agis1, U ile Ng arasindaki a¢1 olmak {izere;
(3.1.8) ifadelerinden M yiizeyinin /7 . temel formu,

I1 = kg, cos 0,du’ + kg cos 0 gdv?

bulunur.

Teorem 3.1.1

M bir 6teleme yiizeyi ve «, dteleme yiizeyinde bir asimtotik ¢izgi ise o
zaman «, diizlemsel bir egridir.

ispat .

Kabul edelimki «, 6teleme yiizeyi iizerinde bir asimtotik ¢izgi olsun. Bu
durumda « nin diizlemsel bir egri oldugunu gostermeliyiz.
0, acisi, U ile N, arasindaki aci olmak iizere

(U,No) = [[U[[[[Na] cos ba,
(U,N,) = cosf, (3.1.9)

dir. (3.1.9) dan

cost, = (U,N,),

1
= (—T, x Tp,N,),
sin ¢
1
= - T, xN,T 3.1.10
o (Ta XN, ) (3..10)
yazilir. (3.1.10) dan
1
0o = — B, T 3.1.11
cosfy =~ (B, T5) (31.1)

ifadesi bulunur. ( 3.1.11) esitliginin u ya gore tiirevi alimirsa

/COSSO !/ / 1
B, T B, T B, T ——
BT+ [{BLT) + (BT (o

—0 sinf, = ¢ ) (3.1.12)
elde edilir. Ayrica

15



B, = —7,N, ve (BmT/'é)) =0

ifadeleri (3.1.12) denkleminde yerine yazilirsa

1 1
—0' sinf, = ¢’ cot B, T —ToaN, Ts)(—
o Sin ¢’ co @Simo( Ts) + (—7aNg, Tp)( —

) (3.1.13)
bulunur. Ayrica (3.1.11) den

1
sin

(B, T3) = —cosb,

oldugu (3.1.13) de goz oniine alinirsa

1
0! sinf, = —¢' cot g cos by + Ty o (N, Tg) (3.1.14)

elde edilir. o asimtotik ¢izgi oldugundan
(U/N,) =0

dir. (3.1.9) dan
cosf, =0 (3.1.15)

olur. Buradan .
O = (2k+1) 5 keZ (3.1.16)

bulunur. (3.1.16) dan
6., =0

dir. (3.1.15) ve (3.1.16) birlikte diisiiniiliirse
sinf, = £1
elde edilir. Ayrica (3.1.14) den

1
sin ¢

(N, Ts) =0 (3.1.17)

Ta

olur.
1

sin @

(No, Tp) #0

16



oldugundan
Ta =10

olur. Bu da a nin diizlemsel oldugunu gosterir. Boylece ispat tamamlanir.[]

Sonug 3.1.2

M, 3 -boyutlu Oklid uzayinda &teleme yiizeyi ve [ ise yiizey tizerinde
geodezik olmayan bir asimtotik ¢izgi olsun. § nin diizlemsel egri olmasi i¢in
gerek ve yeter sart 05 agisinin sabit olmasidir. Burada 6, U ile N arasindaki

acidir.

ispat:

(=>:) M, 3 -boyutlu Oklid uzayinda 6teleme yiizeyi, 3 ise yiizey iize-
rinde geodezik olmayan bir diizlemsel egri olsun. Buna gore 63 agisiin sabit

oldugunu gostermeliyiz. § diizlemsel oldugundan
Tp = 0

olur. 03 acisy, U ile Ng arasindaki ac1 olmak tizere,

(U, Npg) = [[U]| [[Ng]| cos 5 = cos 03,
dir. (3.1.18) den

cosfy = (U,Np),
1
- T xTs N,
<sin<,0 X Le 6>
1
= - TsxNg T,
Singp( sxNg Ta)

elde edilir. (3.1.19) da gerekli diizenlemeler yapilirsa

1
sin ¢

cosfz = — (B T,)
bulunur. (3.1.20) nin v ye gore tiirevi alinirsa

1
sin ¢

—915 sin (95 = [(B,@TOJ + <B/37T:l>] (— )

17
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olur. Frenet denklemlerinden
B%:_T,BN,B ve T;ZO

yazilir. (3.1.21) de gerekli diizenlemeler yapilirsa

—05sinfy = <—75N5,Ta>(—sirlup)a
—05sinfy = 74 singp<N5’TO‘> (3.1.22)
elde edilir. (3, diizlemsel bir egri oldugundan
75=0 (3.1.23)
dir. (3.1.23) ifadesi (3.1.22) de goz 6niine alinirsa
f3sinflg =0 (3.1.24)

olur. [ yiizey iizerinde geodezik olmayan asimptotik ¢izgi oldugundan
Ns # U yada Ng # -U

dir. Bu da U ile Ng arasindaki acinin sifir olmadigini gosterir. Yani

sin@B 7é 0,
0, = o,
0 = c=sbt

olur.

(<=:) 03 sabit oldugundan

¢, =0
olur. Ayrica (3.1.22) ifadesinde
L (N, T.) #0
sin b e
oldugundan
Tg = 0

18



olur. O halde f bir diizlemsel bir egridir. Bu ise ispat1 tamamlar.[]

Oteleme yiizeyinin sekil operatorii

g_ 1 LG—-MF MG-NF
 EG-F?| -LF+ME —MF+NE
olmak tizere
1 Ke €OS 0, —rpcosfscos
S =—
sin® p | —Ka cOS0, cOS @ kg cos O3

olarak elde edilir. Buna gore 6teleme yiizeyin K Gauss egriligi

LN — M?
K="_—""
EG — F?

ve H ortalama egriligi

EN —-2MF + GL
H = +

2(EG — F?)
formiilleri yardimiyla
o Kakp C?sfa cos 03 |
sin®
- Kq €OS 04 + kg cos g

2sin?
seklinde elde edilir.

(3.1.25)

(3.1.26)

(3.1.27)

(3.1.26) ve (3.1.27) birlikte g6z 6niine alinirsa agagidaki teorem verilebilir:

Teorem 3.1.3

Uzay egrileri ile iiretilen bir 6teleme yiizeyinin Gauss egriliginin sifir ol-
masi i¢in gerek ve yeter sart yiizeyin {ireteg egrilerinden en az birinin yiizeyde

bir asimtotik ¢izgi olmasidir.
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ispat:

(=) Uzay egrileri ile iiretilen bir Steleme yiizeyinin Gauss egriligi sifir
olsun. Buna gore yiizeyin iireteg egrilerinden en az birinin ytiizeyde bir asim-

totik ¢izgi oldugunu gostermeliyiz. (3.1.26) dan

Kakpcosl, costlg =0

olur. Oteleme yiizeyinin iiretec egrileri dogru degildir. O halde

Ko 7 0 ve kg # 0

dir. (3.1.28) ve (3.1.29) birlikte diistiniiliirse
cos, cosfz =0
olur. Eger
cosf, =0
ise 0 zaman

Ha:(2k+1)g, kel

elde edilir. Bu takdirde
cosf, = (U/N,) =0
olur. (3.1.31) den « asimtotik gizgidir. Benzer gekilde
cosflz =0
ise o zaman

052(2147—1—1)%, keZ

dir. Bu durumda
cosfs = (U/Ng) =0

dir. Bu takdirde 3 asimtotik cizgidir.

(3.1.28)

(3.1.29)

(3.1.30)

(3.1.31)

(3.1.32)

(3.1.33)

(<=:) a yada j3 yiizeyde asimtotik cizgi olsun. Oteleme yiizeyinin Gauss
egriliginin sifir oldugunu gostermeliyiz. « yiizeyde asimtotik ¢izgi ise

(U,N,) =0

20
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dir. (3.1.34) den

cosf, = (U/N,) =0
olur. Yani

O = (2k+1) kelZ

bo|

elde edilir. Bu takdirde (3.1.26) dan

KatigcosB,coslls

K =

sin? ¢
olur. (8 egrisi i¢in de ispat benzer gekilde yapilir. Boylece ispat tamamlanir.[]
Ornek 3.1.4

M yiizeyi,

() Lu U 1\/§u
alu) = sin —,cos — — 1, ——
1 27 2 b 2 )

v Y 2\/51;
gw) = (cosg—l,&ng,T)

egrileri ile iiretilen bir 6teleme yiizeyi olsun. O zaman M yiizeyi,

M(Uav) = (m17m2>m3)

1se
. U+ 1
my = sin— 4+ cos— —
1 2 3 )
My = cosg—ksing—l
2 2 3 )
\/gu 2\/51}
e R

olur. O taktirde o nin teget ve asli normal vektorleri, sirasiyla,



dir. T, ve N, yardimiyla o nin egriligi

1
Ko = —
4
olarak bulunur.

Benzer gekilde [ nin teget ve asli normal vektorleri, sirasiyla,
( 1. vl v2V2 )
T = |—csing,scos-,— |,
Ng = (— cos g, —sin —, 0)

olur. O zaman S nin egriligi

seklinde elde edilir.[]

Teorem 3.1.5

a ve [, egrilikleri sifir olmayan uzay egrileri ve ayrica «, bir asimtotik
cizgi olsun. Oteleme yiizeyinin minimal olmasi icin gerek ve yeter sart 3 nimn
yiizeyde asimtotik ¢izgi olmasidir.

ispat:

(=:) a ve 3, egrilikleri sifir olmayan uzay egrileri, o bir asimtotik ¢izgi
ve M, minimal 6teleme yiizeyi olsun. M yiizeyi minimal oldugundan

Ka €080 + Kgcosls

H= 0 (3.1.35)

2sin?
olur. (3.1.35) den
Ko €080y + Kgcosfs =0 (3.1.36)

olur. « ve f3, egrilikleri sifir olmayan uzay egrileri ve « bir asimtotik ¢izgi
oldugundan

Ko 7 0 ve kg # 0
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ve

cosf, = (U/N,) =0 (3.1.37)
olur. Bu esitlikler (3.1.36) ifadesinde yerine yazilirsa

cosfz =0 (3.1.38)
bulunur. (3.1.38), (3.1.37) de goz 6niine alinirsa
(U,Ng) =cosfz =0 (3.1.39)
elde edilir. Bu da f egrisinin yiizeyde asimtotik ¢izgi oldugunu gosterir.
(<:) a ve (8 bir asimtotik ¢izgi oldugundan
(U,Ng) =cosfz =0 ve (UN,) =cosb, =0

olur. (3.1.27) den

Ko COSO, + Kgcostly

H = 0

2sin? o

bulunur. Dolayisiyla yiizey minimaldir. Bu da ispat1 tamamlar.[]

Bilindigi tizere; yiizeyin birim normal vektor alan1 U ve o nin birim teget
vektor alant T olmak tizere U X T =Y dersek Y vektor alam Y L U ve
Y L T dir.

Ayrica, yiizey tistiindeki egrinin normal egriligi, geodezik egriligi, geo-
dezik burulmas: (torsiyonu), sirasiyla,

kn = (", U), ky=(a"Y), 7,=—(UY) (3.1.40)
seklinde tanimlamir, [6]. Buna gore, (3.1.40) degerleri gtz 6niine alinarak,

T = kY +r,U,
Y = —x,T+7,U,
U = —k,T-7,Y

yazilir, [6].
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M o6teleme yiizeyinde « egrisinin geodezik egriligi, geodezik torsiyonu ve
normal egriligi, sirasiyla, £y, 7y ve £ olmak iizere,

o .

Ky Ko sSinf,,

Ky = KqC080,, (3.1.41)
(e /

T, Ta —0,

dir. Benzer sekilde M oteleme yiizeyinde [ egrisinin geodezik egriligi, geo-
dezik torsiyonu ve normal egriligi, sirasiyla, x? 7'5 ve k) olmak iizere,

g?
Iig = Kgsinbg,
K2 = Kkgcoslp, (3.1.42)
s _ oy
T, = Tp—0;

dir.

M yiizeyinin tireteg egrileri asimtotik ¢izgi olsun. O zaman M nin gekil
operatorii

1 _
Fp— Ko COS 0O, Kgcosfgcosp (3.1.43)
sin? ¢ | —Kacost, cos kg cos O3
dir. (3.1.43) de gerekli diizenlemeler yapilirsa
1 K — cos K/
S = — b) a Jé]
sin” @ | —COSpk, kn
olur. Sekil operatorii simetrik oldugundan,
1 R — COS RS
S = S’y { — cos Kb . ] (3.1.44)
elde edilir. O zaman yiizeyin Gauss egriligi
o Kakp cos 0, cosbp
sin?
ifadesinden 5
K =lnin (3.1.45)
sin® ¢
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bulunur. Ayrica yiizeyin ortalama egriligi

Ko COS 04 + K coslg

H = —
2sin” ¢
ifadesinden 5
e (3.1.46)
2 2
sin”
dir.

M yiizeyinin asli egrilikleri, sekil operatoriiniin matrisinin 6zdegerleri
oldugundan

det (A —S5)=0
ifadesindeki \ sayilarina k; ve ko dersek
2
P ng+nﬁ+ ﬁ%+/—€£ ngmﬁ
YT 2sin?y \ 25sin? o sin? ¢’
2
b K+ K2 KO+ Ko /f%/@ﬁ
27 2sin? %) 2sin? ¢ sin? ¢

bulunur.

M yiizeyinin bir p noktasinda S, lineer dontisiimii, birim doniisimiintin
bir skaler ile carpimina esit ise p noktasi yiizeyin bir umbilik noktas: oldugun-

dan )
g_ { RS —cosgmn} ]

sin? ¢ | — cos k! KD

yazilabilir.

Boylece, M nin umbilik noktalarinda

Ky =,
cosprn = 0, (3.1.47)
cospr’ = 0

dur.
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Teorem 3.1.6

Asimtotik ¢izgilerle tanimlanan 6teleme yiizeyi M olsun. O zaman M nin
minimal olmasi i¢in olmasi ic¢in gerek ve yeter sart

n;UmQ:

olmasidir. Burada x2, x7, sirastyla, M oteleme yiizeyinde o ve 3 egrilerinin
normal egrilikleridir.

ispat:
(=:) Kabul edelimki asimtotik ¢izgilerle tanimlanan teleme yiizeyi M
minimal olsun. M, minimal yiizey oldugundan (3.1.46) dan

H_/ﬁi%—/fﬁ

= =0 3.1.48
2sin? o ( )

olur. Buradan

elde edilir.
(«<:) Asimtotik ¢izgilerle tanimlanan 6teleme yiizeyinin ortalama egriligi

KO+ KD
H =t
2sin” @

dir. Burada s + k7 = 0 yazhrsa H = 0 elde edilir. O halde M yiizeyi
minimaldir.[]

Minimal 6teleme yiizeyinin Gauss egrilikleri; M oteleme yiizeyinde « ile
[ egrisinin normal egriliklerine gore

e 2 Hﬁ 2
K——(.")‘WK——<,”) (3.1.49)
s @ sin @

dir. Boylece yiizeyin Gauss egrilikleri iireteg egrileri boyunca K < 0 dir. Bu
durumda 6teleme yiizeyinin biitiin noktalari ya diizlemsel ya da hiperboliktir.
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Sonug 3.1.7

Uzay egrileri ile iiretilen bir minimal 6teleme yiizeyinde higbir umbilik
nokta bulunmaz.

ispat:

Ispati, olmayana ergi yontemiyle yapalim. Kabul edelimki M yiizeyi um-
bilik noktalara sahip olsun. M yiizeyi minimal oldugundan

a B

2sin” @

yazilir. (3.1.49) esitligi kullanilirsa M nin umbilik noktalarinda

a _ B
Kp = Ky
cos pr, = 0,
cospr’ = 0.

olur. Bu ise Teorem 3.1.6 ile celigir. O halde M minimal 6teleme yiizeyinde
hi¢bir umbilik nokta bulunmaz. Boylece ispat tamamlanir.[]

Simdi 2 + k2 = 0 oldugunu goz 6niine alahm. Buna gore
Ko €080y + Kgcosfs =0 (3.1.50)
yazilir. (3.1.50) de u ya gore tiirev alinirsa
KL, 08 0o — Kobl, sinf, + (kg cosfs) =0 (3.1.51)

olur. (3.1.51) ifadesinde
(kgcosfg) =0

oldugu goz 6niine alinirsa
Kl.cosl, — k0., sinf, =0 (3.1.52)

bulunur. (3.1.52) tekrar diizenlenirse

/ o
Ko _ 0, sinf,

3.1.53
Ko cos 0, ( )
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elde edilir. (3.1.53) ifadesinin integrali alinirsa

Ink, = —Incosf, +1Inc
bulunur. Boylece
Kqcosl, = ci,
Ky = ¢ =sbt

olur.

Benzer sekilde
Ko c0s O + Kgcosflz =0

ifadesinin v ye gore tiirevi alinirsa
(Kacosfy) + Kjcos s — kgt sinfs = 0

elde edilir. (3.1.55) de
(Kacosfy) =0

oldugu goz oniine alinirsa
Ky cosfg — kpblysinfg = 0

olur. Boylece
fi_/g _ 05 sin 0

K3 cos 03
esitligi integrallenirse
Inkg = —Incosts + Incy
elde edilir. Buradan
kgcoslly = cg,
KD = ¢y = sht

olur.

Boylece asagidaki sonucu verebiliriz.
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Sonug 3.1.8

Bir minimal 6teleme yiizeyinin normal egrilikleri tireteg¢ egrileri boyunca
sabittir.

ispat:

Sonug 3.1.7 ile (3.1.54) ve (3.1.58) ifadeleri birlikte diigiiniiliirse istenen
elde edilir. Boylece ispat tamamlanir.[]

Minimal 6teleme yiizeylerinin siniflandirilmasi:

1. Durum: x, # 0 kg # 0 ve cosf, = cosfz = 0 olsun.

Bu durumda tireteg egrilerinin binormalleri lineer bagimhidir. Bu sebepten
¢ aqst ile {T,, N} y1 uygun olarak {T5, Ny} ya dondiiriir. Burada ¢ ags,
a (u) ve 5 (v) nin teget vektorleri arasindaki agidir. {T,, N} sabit sistem ve
{TB, NB} hareketli sistemdir. ¢ acis1, ayn1 zamanda da N, ve N arasindaki

acidir. Boylece
Tjs = sin N, + cos ¢'T,, (3.1.59)

ve
Ng = cos pN, —sin T, (3.1.60)

yazilir.
(3.1.59) ifadesinin u ya gore tiirevi alinirsa
¢’ cos pIN,, + sin pIN!, + ¢’ sin T, + cos T, = 0 (3.1.61)
olur. (3.1.61) de
N/ = —£4To + 7aBa ve T, = kN,
gbz Oniine alinirsa
' cos YN, — sin kT4 + sin 7,B, — ¢’ sin T, + cos pkNy = 0
bulunur. Gerekli diizenlemeler yapilirsa
— (Ko + ¢')sin Ty + (Ko + ¢') cos N, + T4 sinB, =0 (3.1.62)
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elde edilir. {T,,N,,B,} lineer bagimsiz oldugundan.

— (ka+ ¢ )sinpg = 0,
(Ko + ') cosp 0,
Tasing = 0

olur. (3.1.63) den
sinp # 0 ve cosp # 0

oldugu goz oniine alinirsa
ko =¢ ve T, =10
elde edilir. Boylece a bir diizlemsel egridir.
(3.1.60) 1n u ya gore tiirevi alinirsa
—¢' sin N, + cos pIN!, — ¢’ cos ¢T,, — sin T, =0

bulunur. (3.1.64) de

N/ = —kaTo + 7aBa ve T, = kN,
oldugu goz oniine alinir ve gerekli diizenlemeler yapilirsa

—¢' sin pN,, — 08 ke Ty + cos p7, By — ¢’ cos T, — sin pr,N,
(—¢" — Ka) sin N, — (¢’ + Kq) cos T, + cos 7,Ba

elde edilir. {T,,N_,B,} lineer bagimsiz oldugundan

— (Ko +¢")sing = 0,
(ko + ¢ )cosp = 0,
TacCOsp = 0

olur. (3.1.65) den
sing # 0 ve cosp # 0

oldugu goz oniine alinirsa

Ko =¢ veT,=0
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bulunur.

Benzer sekilde (3.1.59) un v ye gore tiirevini alirsak o zaman

T, = 0,
KBNB = 0 (3166)
olur. (3.1.66) dan
HﬁZO

dir. Bu ise 1. durumla celigir. Boylece bu kogullar altinda tteleme yiizeyi
minimal degildir. ( Minimal olmasi igin x, # 0 kg # 0 olmalidir.)

Diger taraftan

K Ko €OS 0,
KD = kgcosfy
oldugundan

/ia

cos, = -4,
Ka
K‘/ﬁ

cosy = — (3.1.67)
kg

yazilir. Ureteg egrileri boyunca k¢ = 0 ve k2 = 0 olan hi¢ bir minimal
oteleme yiizeyi yoktur. Dolayisiyla asagidaki sonucu verebiliriz:
Sonug 3.1.9

Uretec egrileri boyunca egrilikleri sifir olmayan asimtotik cizgileri iceren
hi¢ bir minimal 6teleme yiizeyi yoktur.

Ispat: Yiizey minimal ise r, # 0 kg # 0 ve cos, = cos g = 0 olmahdir.
Bu durumda (3.1.67) den {ireteg egrileri boyunca k¢ = 0 ve x° = 0 olur. Bu
ise iireteg egrileri boyunca £ # 0 ve 2 # 0 olan hig bir minimal teleme
yiizeyi olmadigim gosterir. Boylece ispat tamamlanir.[]

2. Durum: x, =0 ve kg = 0 ise ylizey diizlemseldir.
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3. Durum:

i) ko =0, kg # 0 ve cosfz = 0 ise yiizey silindiriktir.

Eger cos 03 = 0 ise 0 zaman ytizeyin asli normal vektor alani ve 3 egrisinin
binormal vektor alani lineer bagimlidir. Dolayisiyla «, {Tﬁ,Nﬁ} diizlemi

icinde yatmaktadir.

ii) ko #0 , kg =0 ve cosf, = 0 ise yiizey silindiriktir.

4. Durum: k, = kg # 0 ve cosf, = —costlg # 0 ise iki durum soz

konusudur.

i) ko = K # 0 ve cosf, = —cosf = 1 dir.

Bu durumda iiretec egrilerinin asli normal ¢izgileri lineer bagimlidir. Bu
sebepten ¢ acis1 {Tg, Nﬁ} y1 uygun olarak {T,,IN_,} ya déndiiriir. Boylece

T, = cos Tz — sin pNg

ve
N, = sinpTg + cos pNg

yazilabilir.
(3.1.68) in v ye gore tiirevi alinirsa,
cos T —sin pINj; = 0
olur. (3.1.70) de

Tflé’ = HﬁNﬁ,
NIB = —KﬁTﬁ—FTﬁBﬁ

oldugu goz oniine alinir ve tekrar diizenlenirse
cos pkgNg + sin prgTg — sin pT3Bg = 0
elde edilir. {Tﬁ, Ny, B B} lineer bagimsiz oldugundan

sinprkg = 0= kg =0
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ve
sinprg=0=753=0
olur. Bu ise (4.i) ile geligir. Buna gore 6teleme yiizeyleri minimal degildir.
ii) ko = kg # 0 ve cosf, = —cosbs # 1

Scherk yiizeyi bu duruma bir érnektir.

Ornek 3.1.10

Scherk yiizeyi olarak tanimlanan

1
M(u,v) = (u,v, —log (cosav))
a Ccos au

yiizeyinin iireteg egrileri

1
(u, 0, ——log(cos au))
a
1
(0, v, —log(cos av)>
a

dir. a nin teget ve asli normal vektorlerini

o (u)
T ()l
TI
I

Ta

[0}

formiillerinden yararlanarak bulalim. « nin teget vektorii

Inl
T, — n10 (1, 0, tan au)
VIn? 10 + tan? au In10

In 10
\/ln2 10 + tan? au

tan au
Ta - 1) )
P < 0 In10 )
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=p

olarak gosterilirse




seklinde yazilir. T, nin u ya gore tiirevi alinirsa

T - —atan au(1 + tan? au) In 10 0 a(1 + tan® au) (lm2 10)
o 3 )y Yy 3 ’
(ln2 10 4 tan? au) 2 (ln2 10 4 tan? au) 2
a(1 + tan? au) In 10
(In® 10 + tan® au)

Fa = [Tl =

olur. Boylece a nin asli normal vektorii

1

N, =
VIn? 10 + tan2 au

(— tan au, 0,1n 10) (3.1.71)

elde edilir.

a nin egriligi,

In?10 N In10

a?(1+tan?au)?  a(l + tan?au)
o = o)l =/

olur. Buradan
a(l+tan®au)In10  a(l + tan® au)

= 3.1.72
(In® 10 + tan? au) In 10 ( )
elde edilir. (3.1.72) ifadesi diizenlenirse
In10 = V'tan? au + In? 10 (3.1.73)
bulunur. (3.1.73) ifadesi
a(1 + tan? au) In 10
ko = Tl = 7= 3
(ln 10 + tan au)
ifadesinde kullanilirsa o nin egriligi,
1+ tan? qu) In? 1
o — a(1 + tan® au) In” 10 (3.1.74)

(ln2 10 + tan® au)%

olur.
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Benzer gekilde § nin teget ve asli normal vektorlerini, sirasiyla,

20

T = e
T/

N, = 8

’ T

formiillerinden yararlanarak bulabiliriz. Boylece 3 nin teget vektorii

In 10 t
T; = - <o,1,— an‘”’) (3.1.75)
\/ln2 10 + tan? av In 10

olur. (3.1.75) de
In10

V10?10 + tan? av

tan av
Ts = 1, —
g ‘7(0’ ’ lnlO)

seklinde yazilir. T3 nin v ye gore tiirevi alinirsa

=0

gbz Oniine alinirsa

7 — o —atanav(l + tan?av) In10 a(l + tan?av) (—In* 10)
B ’ ) )

(ln2 10 + tan? cw)% (ln2 10 4 tan? av)
a(1 + tan? av) In 10
(ln2 10 + tan? av)

3
2

ks = || Tall =

olur. Boylece [ nin asli normal vektorii

1

Ng =
\/ln2 10 + tan? av

(0, — tan av, — In 10) (3.1.76)

dir.

£ nin egriligi,

a?(1+tan?av)?  a(l + tan?av)
ff6=||6”(v)l|=\/ ( 10 f_ o 1o (3.1.77)
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olur. (3.1.77) den

a(l+tan®au)In10  a(l + tan®av)
(ln2 10 + tan? av) In 10

esitligini yazabiliriz. (3.1.78) ifadesi diizenlenirse

In10 = \/tan2 av + 1n? 10
yazilir. (3.1.79) ifadesi

a(1+ tan®av)In 10
(In® 10 + tan? av)

ke = || Th|| =

bu esitlikte kullanilirsa S nin egriligi,

_ a(l+tan?av)In® 10
(In® 10 + tan? av)

3
2

olarak bulunur.

Ayrica yiizeyin birim normal vektorii

T,xT
U= —2"-8
|TaxTg]|
formiilii yardimiyla hesaplanabilir.
Buna gore
€1 € €3
ToxTsz = po| 1 0 tf‘r?—ladi
0 1 _tﬁlnl%v
tanau tanav 1
= 0’ O
P 10 In10

elde edilir. (3.1.81) den

Vtan? au + tan2 av + In? 10

T, xT;|| =
ITaxTs| = por e
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olur. Boylece (3.1.81) ve (3.1.82) birlikte gz oniine alimirsa

1

U=
Vtan? au + tan? av + In? 10

(— tan au, tan av, In 10) (3.1.83)

elde edilir. (3.1.83) de

1
a Vtan? au + tan2 av + In? 10
olarak gosterelim. (3.1.71), (3.1.76) ve (3.1.83) ifadelerinden

1

cosl, = u (tan2 au + In? 10) ,
VIn? 10 + tan? au
tan? In* 10
cosf, — p—nautin 9 (3.1.84)
\/ln2 10 + tan? au
ve
1 2 2
cosllpg = p (— tan® av — In*10) ,
\/ln2 10 + tan? av
(- tan? av — In* 10)
cosfly = p (3.1.85)

VIn? 10 + tan? av

elde edilir. Boylece (3.1.74), (3.1.80), (3.1.84) ve (3.1.85) ifadeleri (3.1.27)
ifadesinde yerine yazilirsa

a(l+tan? au)In 10 tan2 qu-+In2 10 a(1+tan? av) In? 10 (— tan? av—In? 10)
3
(ln2 10+tan? au) \/11’12 10+tan? au (ln2 10+tan? av) 2 \/1n2 10+tan? av

H—

2sin? o
bulunur. Burada
In?10 = tan® au + In? 10 = tan® av + In? 10

oldugundan
tan? au = tan? av

elde edilir. Dolayisiyla H = 0 elde edilir.
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O halde Scherk yiizeyi ayni zamanda bir 6teleme yiizeyi olan minimal bir
yiizeydir.[J

Sekil 1: Scherk yiizey bir minimal tteleme yiizeydir.

Ornek 3.1.11

M yiizeyi, M(u,v) = (mq,mg, m3) ile verilen 6teleme yiizeyi olsun. Bu-
rada

.u .U
mq = SlIl——SlIl—7
9 2
u v
Mo = COS——COS—,
2 2
3u+ 3v
ms = —
3 2 9

ise ylizeyin iireteg egrileri
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dir. a nmin teget ve asli normal vektorii, sirasiyla, T, ve N, olmak iizere

|/ (w)]| = \/i <0082 5+ sin? 5) + % =1,
T = HZEZ;H N (%Cosg"%smg’?>’
T = (—ismg,—}lcosg,0>,
IT.| = \/% <sin23+cos2g>—i,
T,
A
= <—sing,—cosg,0) (3.1.86)

olarak bulunur. a nin egriligi,
, 1
ko = || TL| = 1 (3.1.87)

dir. Benzer olarak [ nin teget ve asli normal vektorleri, sirasiyla, Tz ve Ng
olmak iizere

18" ()] 2272 2
1 1
T, = (ZSing’ZCOSg’O)’
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TI
NB = T/B )
I
= (Sin g, cos g, O) (3.1.88)
olarak bulunur. § nin egriligi,
Kp = ||T H = (3.1.89)
diir.
€1 €2 €3
ToxTg = %cos% —%sin% \/75 ,
—%cos% %sm% \/75

elde edilir. Boylece

3 U—v 1 U — v
T, xTs|| = 242 — | sin?
moerit = i (22 (w5 ) o (s ()

bulunur. Kisaligin hatir1 igin,

— 1 —
[ToxTs = \/g +§ (Cosu 5 U) + 6 (sin2 (u 5 U)) =p

yazilirsa,
V3 ( U n v)
u = - sin — + sin
! 4p 2 2
3
Uy = —Z—p_ <COS g + cos g) , (3.1.90)

1 . v —u
u3 = —sin
4p 2

w



elde edilir. (3.1.86), (3.1.88), (3.1.90) ifadelerinden yaralanarak
cosf, = (U, N,)

esitligi hesaplanirsa

€1 €9 (S
cosbo = | —§f (sin}+sing) —37 (cos§ +cosg) fsin (232)
—sin 5 —Cos 3 0
3 _
_ Z—p_(l—l—cosuZU) (3.1.91)

bulunur. Ayrica benzer sekilde,

cosfs = (U, Nj) :—ZL/—E (1+cos<“;U)), (3.1.92)

elde edilir. Sonug olarak (3.1.27) ifadesinde (3.1.87) (3.1.89) (3.1.91) ve
(3.1.92) ifadelerini kullanarak

13 (1+cos (454)) — 337 (14 cos (432))

H = — =0,
2sin” p

dir. O halde M yiizeyi minimaldir.lJ

e

/
y

{f

75
7N

S
\’

i
i

4

i
9
b

Sekil 2: Iki helis tarafindan olusturulan minimal 6teleme yiizeyi.
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5. Durum: k, # 0 kg # 0 (ko # kg) ve cosf, # 0 cosflg # 0
(cosf, # cosfz) olsun.

3 boyutlu Oklid uzaymda Scherk yiizeyi ayni zamanda minimal 6teleme
yiizeyi olur.
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4. BOLUM

Bu boliimde 3-boyutlu Oklid uzaymda uzay egrileri ile verilen oteleme
yiizeylerinin Bishop catisi yardimiyla Gauss ve ortalama egriliklerine gore
karekterizasyonlari verildi.

4.1. Bishop Catisina Gore Oteleme Yiizeyleri

v : I — E? yay uzunlugu ile parametrize edilen diferensiyellenebilir bir
egri olsun. v egrisinin, T teget, N asli normal ve B binormal vektor alani
olup {T,N, B} ye Frenet catis1 denir. O zaman x # 0 ve 7, sirasiyla, v nin
egriligi ve torsiyonu olmak tizere Frenet denklemleri,

T = &N,
N' = —wT+7B, (4.1.1)
B = —7N

seklinde yazilir, [6].
(4.1.1) yardimiyla {T, M,, M, } Bishop catisi

(T,T) = 1, (M;,M;) =1, (My,M,) =1, (4.1.2)
(T,M;) = (T,M,) = (M, M,) = 0.

olmak iizere

T = kM + kMo,,
M; = —kT, (4.1.3)
M/2 == —]{JQT

seklinde tanimlanir. &y ve ko, v egrisinin Bishop egrilikleri olmak tizere

K(S) =V k?12 + k22,

0(s) = arctan(%) k1 # 0,
1

T(s) = — , (4.1.4)



yazilir. Burada 0 = — [ 7(s)ds dur, [2].
v egrisinin Frenet ve Bishop ¢atilar1 arasindaki iligki

T=T,
N = cosf (s) My +sin 6 (s) Ma,
B = —sinf (s) M + cos 6 (s) My

olarak ifade edilebilir, [2].

M(u,v) = a(u) + B(v) (4.1.5)
oteleme yiizeyinde
M, = O‘/(u) =T, ,
T, = kM + kMg,
MY = —k{T,,
MY = —k§T, (4.1.6)

ve

Mv = BI(’U)ZTB,
o= KM M,
le/ = _klfTﬁv
M) = —kiT; (4.1.7)

olarak yazilir.

¢ (u) ags1, o (u) ve 3 (v) egrilerinin teget vektorleri {T,, Tg} arasindaki
agl olmak tizere M yiizeyinin birim normal vektor alani;

U, 0) = —— (T4 x Ty) (4.1.8)

sin

seklindedir.
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M yiizeyinin /. temel formunun katsayilari,

E = (M, M,)=(T,T.) =1,
F= My, M,) = (Ta, Tp) = [|Tal| | Ts]| cos p = cos ¢,
G = (M, M,)=(TsTs) =1.

dir. M yiizeyinin I. temel formu,
I = du® + 2 cos pdudv + dv* (4.1.9)
biciminde elde edilir.

M ytizeyinin I1 . temel formunun katsayilari, ¢, agsi, U ile M{ ve ¢
agisy, U ile M’f arasindaki ag1 olmak tizere

L = (U, My,

= ki cos¢, — k5 sin ¢,
M = (U M,)=(U,0) =0,
N = (U, My),

= kf CoS Q5 — k;§ sin ¢

dir. Boylece M yiizeyinin /1 . temel formu,
IT = (k& cos ¢, — kS sin ¢,,) du® + (kf oS g — kS sin gbﬁ> dv®  (4.1.10)
olarak bulunur.

Buna gore sekil operatorii

g_ 1 LG—-MF MG-NF
~ EG-F?| -LF+ME —MF+NE
oldugundan
g 1 k{ cos ¢, — kS sin ¢, — (k'f CoS Q5 — k:g sin gf)ﬁ) cos
sin®p | — (k§ cos ¢, — k§ sing,,) cos ¢ kY cos b5 — kD sin b5

(4.1.11)
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bulunur. Bu durumda yiizeyin, Gauss egriligi ve ortalama egriligi, sirasiyla,

LN —M?
~ EG-F?’
_ EN-2MF+GL
B 2(EG — F?)
oldugundan
(k$ cos ¢, — kS sing,,) <klﬁ oS ¢ — kS sin gb6>
K = — . (4.1.12)
sin®
kP cos ¢y — kS sin g, + kS cos ¢, — kS sing,
H = 2 2 zﬁsnﬂ; 2 (4.1.13)
bulunur.
Tanim 4.1.1

M yiizeyi tizerinde bir egri o ve o min Bishop gatis1 {T% M7, M5} olmak
lizere,

(U,My) =0

saglanirsa « ya M{— ¢izgi denir. Burada U, M yiizeyinin birim normal
vektor alanidir, [6].

Teorem 4.1.2

M oteleme yiizeyinde a egrisi bir M{ — c¢izgi ise cot p = 0 veya k5 = 0
dir.

ispat
acisi, U ile M arasindaki agi olmak iizere
qboz G 1 G
(U, M7) = [[U[|[MT] cos ¢,

yazilir. Buradan
(U,M{) = cos ¢, (4.1.14)
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elde edilir. (4.1.14) de (4.1.8) goz oniine alimirsa

cosp, = (U,M7),

1
- T, xT 7Ma ’
<Sing0 x Ty, M)
1
— (T, xMS,T 41.1
G (To X MIL ) (11.15)
olur. (4.1.15) den
1
= — M3, T 4.1.1
o5, = (M3 T) (4.0.16)

elde edilir. (4.1.16) esitliginin u ya gore tiirevi alinirsa

/ : / COS ()0 / /
— = M3, T MS'T M7, T —— 4.1.17
Glsing, = ¢ SE M T) + [(MF'T) + (M3, T)] (—) (4117
olur. Ayrica
My = kS T, ve (M3, T’) =0 (4.1.18)
ifadeleri (4.1.17) denkleminde yerine yazilirsa
1
— @ si = ¢’ cot p—— (M3, T —ks Ty, Ty)(— 4.1.19
G, = ot (MFT) + (- T Ty ) (4119
elde edilir. Burada
1 (e%
@<M2,T6> = —cos ¢, ve ( Ta,Tﬁ> = COS ¥
oldugundan (4.1.19) denklemi diizenlenirse
—¢!, sin ¢, = cot p [—¢' cos P, + k5] (4.1.20)

bulunur. o egrisi, M{— ¢izgi oldugundan

(U,M?)=0

olur. Ayrica
cos ¢, = (U, MY)
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oldugundan
cos¢p, =0

dir. O halde -
(ba:(2k+1)§, kel

elde edilir. Dolayisiyla

¢ =0
dir. (4.1.21) ifadesinden
sin ¢, = +1
bulunur. (4.1.20) diizenlenirse
cot pky =0

olur. (4.1.22) den
cot o =0 veya k3 =0

bulunur. Bu ise ispat1 tamamlar.[J

Sonug 4.1.3

(4.1.21)

(4.1.22)

M, 3-boyutlu Oklid uzayinda 6teleme yiizeyi ve /3 ise bu yiizey tizerinde
geodezik olmayan egri olsun. O zaman (3, M’f — Gizgi ise @5 agis1 sabittir.

ispat:

¢g, U ile Mf arasindaki aci olmak {izere,

(U, MY) = U] ||M | cos 65 = cos 6,

yazilir. (4.1.23) den

cosgy = (UMY,
1

- <S.in

2

1

= - <T5XMf7Ta>

sin
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elde edilir. (4.1.24) de gerekli diizenlemeler yapilirsa

1
COS ¢5 = —ma\/[g, Ta> (4125)

olur. (4.1.25) in v ye gore tiirevi alinirsa

1

—¢lysingy = [(My, To) + (Mg, T0) | (- 4.1.2
6hsing, = [(MF L) + (M5 T3] (- ) (4.0.20
bulunur. (4.1.3) ve (4.1.18) den
C@singy = (—kd TpTa)(——)
g p 2 50 2 i g
1
: _ 1B

~@sing, = kjcoty (4.1.27)

elde edilir. 3, M yiizeyi iizerinde M’f — ¢izgi oldugundan ya k§ = 0 ya da
cot o = 0 dir. Bundan dolay1

—¢gsingy =0, (4.1.28)

olur. (8, M yiizeyi iizerinde non-geodezik oldugundan Mf vektor alam1 U
vektor alaninin lineer birlesimi seklinde yazilamaz. Yani

M? £ U yada M? #£ —U, (4.1.29)
bulunur. (4.1.29) dan
singg # 0,
¢B/ = 07
g = c=sbt.

olur. Boylece ispat tamamlanir.[]
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Teorem 4.1.4

Bishop ¢atis1 ile verilen @ ve [ uzay egrileri ile iiretilen bir Gteleme
yilizeyinin Gauss egriliginin sifir olmasi igin gerek ve yeter sart

kY = kg tan ¢, veya ki = kj tan g

olmasidir. Burada k2, k” (i = 1,2), sirasiyla a ve § nin Bishop egrilikleridir.

ispat:

(=-:) Bishop ¢atisi ile verilen « ve (5 uzay egrileri ile iiretilen bir 6teleme
yiizeyinin Gauss egriligi sifir ise (4.1.12) den

(kS cos ¢, — kS sin ¢,,) <k:1’8 oS g — kS sin gbﬁ>

K =
sin? ¢

—0 (4.1.30)

yazilir. (4.1.30) dan
k{ cos ¢, — k5 sin¢p, =0 veya k’lﬁ oS ¢y — k:g singz =0
elde edilir. Eger
kY cos ¢, — k5 sin ¢, = 0
ise
kY = kS tan ¢, (4.1.32)

bulunur. Eger
k’lﬁ CoS Q5 — kg singz =0

ise
ky = ky tan ¢ (4.1.33)
elde edilir.
(«<=:) Eger k{ = k3 tan ¢, ise
k' cos ¢, — kg sing, =0 (4.1.34)
olur. (4.1.34) ve (4.1.12) birlikte gtz oniine alinirsa

(kS cos ¢, — k§sing,,) (k:f oS ¢ — kb sin gb)
K = - ~0
sin® ¢
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yazilir. Simdi kf = k§ tan ¢4 oldugu durumda ispati inceleyelim. Bu esitlik-
ten
kY cos b5 — k3 sin ¢5=0 (4.1.35)

elde edilir. (4.1.12) ifadesi (4.1.35) ile birlikte g6z oniine alinirsa
(k' cos ¢, — kS sing,,) <k”f Ccos ¢ — kS sin ¢)

K = — =0
sin” ¢

bulunur. Bu ise ispat1 tamamlar.[]

Teorem 4.1.5

M oteleme yiizeyi iizerinde o ve 3 egrileri birer MY, M’f — ¢izgi olsun.
Eger ¢ # (2k +1) 5, ( k € Z) ise o zaman bu 6teleme ytizeyi minimaldir.

ispat:

Kabul edelimki « ve 3, birer M{, Mf — ¢izgi olsun. O zaman M yiizeyinin

H ortalama egrilik fonksiyonu:

. k2 cos b5 — kS sin G5 + ki cos ¢, — kg sin g,
B 2sin?

olur.

a ve (3 egrilerinin, sirasiyla, MY, Mf — ¢izgi oldugu Teorem 4.1.2 de goz
oniine alinirsa
kY = kS = cos o, = cos g =0

bulunur. Buradan
kY cos bs — k) sin ¢s + ki cos ¢, — ky sing, =0 (4.1.36)

olur. Boylece,
H=0

elde edilir. Bu da ispat1 tamamlar.[]
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Ornek 4.1.6
M yiizeyi, ¢ = va? + b? € R olmak iizere

a(u) = <a1<u)> OQ(u)a a3(u))>

u
aj(u) = acos—,
c
L u
as(u) = asin —,
bu
osle) =

ve

B(v) = (B (v), 85 (v),B3(v))

9 . 1.
B (v) = 308 S0 16v — 177 5in 36,
9 1
By (v) = —%008162)—%?700836@,

6
Bs(v) = oE sin 10v.
egrileri ile iiretilen bir 6teleme yiizeyi olsun. Yani M yiizeyi,
M (u,v) = afu) + 5 (v)

olmak {izere
M(U7 U) = (ml(u7 U)a m2(u7 U)? m3(u, U))

ise
(u, v) “ 4 Y n 160 — —— sin36
= — 4+ ——sin — ——sin
my (u, v acos— + 508 v 1778 v,
(u,v) sin = ) cos 16v + = cos 36
= asin— — — v+ — v
A ¢ 208 117 ’
b 6
ms(u,v) = ?u + oE sin 10v
olur. «a nin, sirasiyla, teget, asli normal ve binormal vektorleri
1
T = —<—asin§,acosf,b>,
c c c
N = (—cosf,—sinf,O),
c c

B = 1 <bsin f, —bcos f,a)
c

C C
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dir. Ayrica a nin, sirasiyla, egrilik ve burulmasi

a
KR = 0—2,
b
T = 0_2
dir. (4.1.4) den
| b bu
O(u) = /Tdu = /gdu =3 (4.1.37)
0 0
yazilir. (4.1.37) yardimiyla « egrisi i¢in doniigiim matrisi
T 1 0 0 T
N|=|0 cos% sin% M, (4.1.38)
B 0 —sin ﬁ—g cos Ié—fj M,

olur.
Ayrica S nin egrilik fonksiyonlar:

k(v) = —24sin10v,
7(v) = 24cos10v.

dir. (4.1.4) den

O(v) = /7‘ (v)dv = /24 cos(10v)dv = %sin(lOv). (4.1.39)

T 1 0 0 T
N |=1]0 cos (f—é sin10v)  sin (23 sin 10v) M, (4.1.40)
B 0 —sin (% sin 101}) CoS (% sin 1()1)) M,

elde edilir. Boylece (4.1.38) ve (4.1.40) esitlikleri yardimiyla agagidaki sekil
cizilebilir.
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5. BOLUM
SONUC

Diizlemsel olmayan uzay egrileri kullanilarak ii¢c boyutlu Oklid uzayinda
oteleme yiizeyleri tanimlanmistir. Oteleme yiizeyini olusturan iireteg egri-
lerinin diizlemsel ve asimtotik olma durumlar: incelenmistir. Yiizeyin Gauss
egriligi yardimiyla iiretec egrilerinden en az birinin asimtotik oldugu goste-
rilmistir. Oteleme yiizeyine 6rnek verilerek yiizeyi olusturan iiretec egri-
lerinin egrilikleri bulunmusgtur. Verilen yiizeyin minimal olma sartlar: verile-
rek ylizeyin gesitli karekterizasyonlar1 yapilmigtir.

Ayrica verilen egrilerin Bishop catisina gore 6teleme yiizeyleri olusturul-
mustur. Daha sonra bu yiizeylerin Bishop catis1 yardimiyla Gauss ve orta-
lama egriliklerine gore karekterizasyonlar: yapilmigtir.

Teorem 3.1.1 e bagh olarak agagidaki sonug elde edildi.

Sonug 5.1.1

M, 3 -boyutlu Oklid uzayimnda Steleme yiizeyi ve f3 ise yiizey iizerinde
geodezik olmayan bir asimtotik cizgi olsun.  nin diizlemsel egri olmasi icin
gerek ve yeter sart 05 agisinin sabit olmasidir. Burada 0, U ile N arasindaki
acidir.

Teorem 3.1.1 e ve Teorem 3.1.6 ya bagh olarak asagidaki sonug elde edildi.

Sonug 5.1.2

Uzay egrileri ile iiretilen bir minimal 6teleme yiizeyinde higbir umbilik
nokta bulunmaz.

Teorem 3.1.6 ya ve Sonug 3.1.7 ya bagh olarak agagidaki sonug elde edildi.

Sonug 5.1.3

Bir minimal 6teleme yiizeyinin normal egrilikleri iiretec¢ egrileri boyunca
sabittir.



Minimal 6teleme yiizeylerinin siniflandirilmasina bagh olarak asagidaki
sonug elde edildi.

Sonug 5.1.4

Uretec egrileri boyunca egrilikleri sifir olmayan asimtotik cizgileri iceren
hi¢ bir minimal 6teleme yiizeyi yoktur.

Teorem 4.1.2 ye bagh olarak asagidaki sonug elde edildi.

Sonug 5.1.5

M, 3-boyutlu Oklid uzayinda 6teleme yiizeyi ve /3 ise bu yiizey tizerinde
geodezik olmayan egri olsun. O zaman (3, M”f — Gizgi ise ¢4 agis1 sabittir.

Bu calisma 3-boyutlu Oklid uzayimda Bishop catisima gire uzay egrileri ile
verilen 6teleme yiizeylerinin Gauss ve ortalama egriliklerinin aragtirilmasinda
onemli bir referans olacaktir.

Oteleme yiizeyleri farkl cat: denklemleri ile verilen egriler yardimiyla in-
celenebilir.
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