KOCAELI UNIVERSITESI
FEN BILIMLERI ENSTITUSU

MATEMATIK ANABILIM DALI

DOKTORA TEZI

UZAY-ZAMAN KESIRLI DIFERANSIYEL
DENKLEMLERININ COZUMLERININ ANALIZI

SULEYMAN CETINKAYA

KOCAELI 2023



KOCAELI UNIVERSITESI
FEN BILIMLERI ENSTITUSU

MATEMATIK
ANABILIM DALI

DOKTORA TEZI

UZAY-ZAMAN KESIRLI DIFERANSIYEL
DENKLEMLERININ COZUMLERININ ANALIZi

SULEYMAN CETINKAYA

Dr. Ogr. Uyesi Hiilya KODAL SEVINDIR
Danisman, Kocaeli Univ.
Prof. Dr. Halim OZDEMIR
Jiiri Uyesi, Sakarya Univ.
Prof. Dr. Sevket GUR

Jiiri Uyesi, Sakarya Univ.
Doc¢. Dr. Mine Aylin BAYRAK
Jiiri Uyesi, Kocaeli Univ.
Dr. Ogr. Uyesi Ciineyt YAZICI
Jiiri Uyesi, Kocaeli Univ.
Prof. Dr. Ali DEMIR

Es Damsman, Kocaeli Univ.

Tezin Savunuldugu Tarih:

Enstitii Yonetim Kurulunun
13/03/2019 tarih ve 2019/11 nolu
toplantisinda II. tez danismani
olarak atanmistir.

02.01.2023



ETiK BEYAN VE ARASTIRMA FONU DESTEGI

Kocaeli Universitesi Fen Bilimleri Enstitiisii tez yazim kurallarina uygun olarak
hazirladigim bu tez/proje ¢alismasinda,

- Butezin/projenin bana ait, 6zgiin bir ¢alisma oldugunu,

- Calismamin hazirlik, veri toplama, analiz ve bilgilerin sunumu olmak {izere tim
asamalarinda bilimsel etik ilke ve kurallara uygun davrandigima,

- Bu calisma kapsaminda elde edilen tiim veri ve bilgiler i¢in kaynak gosterdigimi
ve bu kaynaklara kaynak¢ada yer verdigimi,

- Bu calismanin Kocaeli Universitesi’nin abone oldugu intihal yazilim programi
kullanilarak Fen Bilimleri Enstitiisii'niin belirlemis oldugu olgiitlere uygun
oldugunu, - Kullanilan verilerde herhangi bir tahrifat yapmadigima,

- Tezin/Projenin herhangi bir boliimiinii bu {iniversite veya bagka bir tiniversitede
baska bir tez/proje calismasi olarak sunmadigima,

beyan ederim.

X Bu tez/proje calismasinin herhangi bir asamasi higbir kurum/kurulus tarafindan
maddi/alt yap1 destegi ile desteklenmemistir.

[J Bu tez/proje ¢alismasi kapsaminda tiretilen veri ve bilgiler .........coceveeniniieniininicnnne.
tarafindan ..........cccoeeieiiiiiieeiee, no’lu proje kapsaminda maddi/alt yap1 destegi
alinarak gerceklestirilmistir.

Herhangi bir zamanda, calismamla ilgili yaptigim bu beyana aykir1 bir durumun

saptanmast durumunda, ortaya ¢ikacak tiim ahlaki ve hukuki sonuglari kabul ettigimi
bildiririm.

Siileyman CETINKAYA



YAYIMLAMA VE FiKRi MULKIYET HAKLARI

Fen Bilimleri Enstitiisii tarafindan onaylanan lisansiistii tezimin/projemin tamamini veya
herhangi bir kismini, basili ve elektronik formatta arsivleme ve asagida belirtilen
kosullarla kullanima agma izninin Kocaeli Universitesi’ne verdigimi beyan ederim. Bu
izinle Universiteye verilen kullanim haklar1 disindaki tiim fikri miilkiyet haklarim bende
kalacak, tezimin/projemin tamaminin ya da bir bolimiiniin gelecekteki calismalarda
(makale, kitap, lisans ve patent vb.) kullanimi bana ait olacaktir.

Tezin/projenin kendi 6zgiin ¢alismam oldugunu, baskalarinin haklarini ihlal etmedigimi
ve tezimin/projenin tek yetkili sahibi oldugumu beyan ve taahhiit ederim. Tezimde yer
alan telif hakki bulunan ve sahiplerinden yazili izin alinarak kullanilmasi zorunlu
metinlerin yazili izin alarak kullandigimi ve istenildiginde suretlerini Universiteye teslim
etmeyi taahhiit ederim.

Yiiksekogretim kurulu tarafindan yayinlanan “Lisaniistii Tezlerin Elektronik Ortamda
Toplanmast, Diizenlenmesi ve Erisime Acilmasina Iliskin Yonerge” kapsaminda tezim
asagida belirtilen kosullar haricinde YOK Ulusal Tez Merkezi/ Kocaeli Universitesi
Kiitliphaneleri A¢ik Erisim Sisteminde erisime agilir.

[J Enstitii yonetim kurulu karar1 ile tezimin/projemin erisime agilmasi mezuniyet
tarihinden itibaren 2 yil ertelenmistir.

[J Enstiti yonetim kurulu gerekceli karari ile tezimin/projemin erisime agilmasi
mezuniyet tarihinden itibaren 6 ay ertelenmistir.

X Tezim/projem ile ilgili gizlilik karar1 verilmemistir.

Siileyman CETINKAYA
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UZAY-ZAMAN  KESIRLI ~ DIFERANSIYEL  DENKLEMLERININ
COZUMLERININ ANALIZi

OZET

Son yillarda, integral denklemler, diferansiyel denklemler, kismi diferansiyel denklemler,
kesirli diferansiyel denklemler ve bu yapilara sahip olan denklem sistemleri bilimin bir
cok dalinda calisan bilim insanlari tarafindan biiyiik ilgi gormektedir. Bu yapilara sahip
denklemler, sinyal isleme, dinamik sistemlerin kontrol teorisi, elektrik aglari, sistem
tanimlama, olasilik ve istatistik, finansal piyasa ve kuantum mekanigi, boliinme ve
reaksiyon siirecleri gibi miihendislik ve bilimin bir¢ok alaninda olaylar1 ve siiregleri
modellemek i¢in kullamlmaktadir. Integral doniisiimler bu yapilara sahip denklemlerin
coziimiinde etkili bir rol oynamaktadir. Bu nedenle, bir¢cok arastirmaci tam ve kesirli
mertebeli kismi diferansiyel denklemlerin ¢dziimlerini elde etmek i¢in yeni integral
dontisiimleri bulma ve var olanlar1 gelistirme konusunda biiyiik ¢aba sarfetmektedirler.

“Uzay-Zaman Kesirli Diferansiyel Denklemlerinin C6ztimlerinin Analizi” baslikli tez
calismasit dort boliimden olugmaktadir.

Birinci boliimde, kesirli analiz, bazi 6nemli integral dontistimlerin tarihgesi ve tanimlari
verildikten sonra bu ¢alismada kullanilan Shehu Integral Déniisiimii ve ARA integral
dontigiimii ile ilgili onemli 6zellikler ve teoremler verilmistir.

Ikinci boliimde, uzay-zaman kesirli baslangi¢ deger problerminin ¢6ziimiinii elde etmek
icin Shehu Integral Déniisiimii ve Varyasyonel Iterasyon Yoénteminin birlesimi ile
olusturulan Kesirli Shehu Varyasyonel Iterasyon Yéntemi (SVIM) verilmistir. Daha
sonra SVIM ile edilen ¢oziimlerin yakinsaklik analizi yapilip 6rnekler sunulmustur.

Ucgtincii boliimde, zaman kesirli baslangi¢ deger problerminin ¢6ziimiinii elde etmek igin
ARA Integral Doéniisiimii ve Daftardar-Gejji ve Jafari Yonteminin birlesimi ile
olusturulan Kesirli ARA Daftardar-Gejji ve Jafari Yontemi (IAM) verilmistir. Daha sonra
IAM ile edilen ¢dziimlerin yakinsaklik analizi yapilip 6rnekler sunulmustur.

Son boliimde ise bu tez ¢alismasinin sonuglarina ve dnerilerine yer verilmistir.

Anahtar Kelimeler: ARA Integral Doniisiimii, Daftardar-Gejji ve Jafari Yontemi,
Kesirli Baslangi¢ Deger Problemleri, Shehu Integral Déniisiimii, Varyasyonel Iterasyon
Yontemi.
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ANALYSIS OF SOLUTIONS TO SPACE-TIME FRACTIONAL DIFFERENTIAL
EQUATIONS

ABSTRACT

In recent years, integral equations, differential equations, partial differential equations,
fractional differential equations and equation systems with these structures have attracted
great attention by scientists working in many branches of science. Equations with these
structures are used to model events and processes in many fields of engineering and
science, such as signal processing, control theory of dynamical systems, electrical
networks, system description, probability and statistics, financial market and quantum
mechanics, diffusion and reaction processes. Integral transformations play an effective
role in solving equations with these structures. Therefore, many researchers make great
efforts to find new integral transformations and improve existing ones to obtain solutions
of classical and fractional partial differential equations.

The work of this thesis titled “Analysis of Solutions of Space-Time Fractional
Differential Equations™ consists of four chapters.

In the first chapter, fractional analysis, history and definitions of some important integral
transformations are given, and then important properties and theorems about Shehu
Integral Transform and ARA integral transformation, used in this study, are given.

In the second part, the Fractional Shehu Variational Iteration Method (SVIM), which is
formed by the combination of the Shehu Integral Transform and the Variational Iteration
Method, to obtain the solutions of the space-time fractional initial value problems is
given. Then, the convergence analysis of the solutions obtained with SVIM is made and
elucidative examples are presented.

In the third chapter, the Fractional ARA Daftardar-Gejji and Jafari Method (IAM), which
is formed by the combination of ARA Integral Transform and Daftardar-Gejji and Jafari
Methods, to establish the solutions of time fractional initial value problems is given. Then,
the convergence analysis of the solutions obtained with IAM is made and illustrative
examples are presented.

In the last part, the results and suggestions of this research are given.

Keywords: ARA Integral Transform, Daftardar-Gejji and Jafari Method, Fractional
Initial Value Problem, Shehu Integral Transform, Variational Iteration Method.

X



1. GIRIS

Son yillarda, kesirli tiirev iceren adi ya da kismi diferansiyel denklemler, ¢ok sayida
mithendislik alan1 ve fizikte gercek diinya sorunlarimi giindeme getirme yetenekleri
nedeniyle bilim insanlarinin biiytik ilgisini ¢cekmektedir. Kesirli tiirev igeren adi ya da
kismi diferansiyel denklemler, bilimin belirli alanlarinda yaygin olarak kullanilmaktadir
(Shah ve dig., 2019; Shah ve dig., 2019; Yavuz ve Ozdemir, 2020; Ucar ve dig., 2019;
Evirgen ve dig., 2021). Kimya, fizik, miihendislik ve diger bilimlerdeki bir¢ok siireg,
kesirli analiz kullanilarak etkili bir sekilde modellenebilir. Akustik, depremlerin dogrusal
olmayan salimimi, elektrokimya, elektromanyetizma, sinyal isleme ve diflizyon gibi
stirecler kesirli diferansiyel denklemlerle modellenebilir (Ugar ve dig., 2019; Modanli,
2019). Son zamanlarda, kesirli kismi diferansiyel denklemler ortaya ¢ikana kadar bazi
gercek diinya problemlerininin modellenebilecegi hayal bile edilemiyordu. Gergekten de,
bu yiizyilin en 6nemli ¢alismalarindan biri (Cenesiz ve dig., 2017), bilim ve teknolojinin
farkli alanlarindaki uygulama ¢esitliligi nedeniyle kesirli analiz olarak adlandirilabilir.
Arastirmacilar, dogrusal ve dogrusal olmayan kesirli diferansiyel denklemleri ¢6zmek
icin varyasyonel iterasyon yontemi (VIM) (Wazwaz, 2014), homotopi analiz yontemi
(HAM) (Liao, 2012) ve genellestirilmis kesirli Taylor serisi yontemi (Jaradat ve dig.,
2018) gibi ¢esitli analitik ve sayisal teknikler kullandilar.

Miihendislik ve bilim alanlarindaki herhangi bir olgu, alternatif olarak kesirli tiirevler
araciligryla modellenebilir. Bu durum bazi karmasik yapilarin dogasinda bulunan yerel
(lokal) olmayan o6zelliklerinden kaynaklanmaktadir. Finansal, viskoelastisite, taginim
stireci, nanoteknoloji, kontrol teorisi ve biyolojik gibi siireclerin modellenmesinde kesirli
tiirevler i¢eren denklemler kullanilmaktadir (Baleanu ve dig., 2012; Imran, 2020; Aleem
ve dig., 2020; Asjad, 2019). Biyolojide, hiicre zarlarinin kesirli mertebeden elektrik
iletkenligine sahip oldugu gosterilmistir ve bu sekilde modellenmistir (Aleem ve dig.,
2019; Wang ve dig., 2019; Cole, 1933). Homojen olmayan ortamdaki anormal difiizyon
kavramlari, kesirli difiizyon denklemleriyle incelenmistir (Glockle ve Nonnenmacher,
1995; Bayrak ve Demir, 2018; Demir ve dig., 2019). Kesirli tiirev ile modellenen baska
bir 6rnek, direng ve kapasitans 6zelliklerine sahip bir elektrik devresi olan uygulamadir
(Liao, 2012). Bu baglamda, kesirli islemsel matris yontemi (FOMM) (Arkhincheev,
1993; Krishna, 2011), kesirli dalgacik yontemi (FWM) (Li ve Sun, 2011; Saadatmandi ve



Dehghan, 2010; Shah ve dig., 2020; Li, 2010), homotopi analiz yontemi (HAM) (Lepik,
2009), homotopi pertiirbasyonu yontemi (HPM) (Khan ve dig., 2012), homotopi
pertiirbasyon dontisimii yontemi (HPTM) (Zhang ve Juan, 2014), Laplace Adomian
ayristirma yontemi (LADM) (Khan ve Wu, 2011) ve kesirli varyasyonel iterasyon
yontemi (FVIM) (Sweilam, 2007) dahil olmak tizere bazi 6nemli analitik ya da sayisal

teknikler kullanilmistir.

Literatiirde, kesirli tlirevler ve kesirli integraller i¢in Hardy, Littlewood, Riemann-
Liouville, Liouville-Caputo, Griinwold-Letnikov, Jumarie, Hadamard vb. olarak
adlandirilan ¢esitli tanimlar bulunmaktadir. En ¢ok kullanilan ise Riemann-Liouville ve

Liouville-Caputo kesirli tiirevleridir.

Uzun zamandir, diferansiyel denklemleri ¢6zmeye yonelik yontemler, bilimin gesitli
alanlarindaki 6nemli uygulamalar1 nedeniyle arastirmacilar icin 6nemli konular olmustur
(Spiegel, 1965; Agwa ve dig., 2012; Atangana, 2013; Dattoli ve dig., 2005; Bulut ve dig.,
2013; Weerakoon, 1997; Srivastava ve dig., 2014; Albayrak ve dig., 2014; Yang ve dig.,
2017; Ahmed ve dig., 2020). Integral doniisiimlerini iceren yontemlerin, adi ve kismi

diferansiyel denklemlerin ¢6ziimiinde etkinligi ve uygulanabilirligi kanitlanmistir.

t € (—oo,00) olmak iizere g(t) fonksiyonu igin integral doniisiimii agagidaki integral ile

hesaplanir:

g®1s) = [ k(s,t) g(t)dt.

Burada k(s, t) integral doniisiimiin ¢ekirdegi olarak adlandirilir, gercel veya karmasik bir
say1 olabilen s, doniisiimiin degiskenidir ve t degiskeninden bagimsizdir. Integral
dontisimler teorisi, 1780'de P.S Laplace ve 1822'de Fourier'nin ¢alismalarna kadar
uzanmaktadir. Son zamanlarda, integral doniisiimlerin diferansiyel denklemlerin ve
integral denklemlerin ¢oziimiinde kullanilmasi fikri, literatiirde birgok arastirmaci
tarafindan benimsenmistir (Butzer ve Jansche, 1997; Makarov, 1970; Yu ve dig., 1998;
Ul Rahman ve dig., 2019; Watugala, 1993; Khan ve Khan, 2008; Elzaki, 2011; Maitama
ve Zhao, 2019; Cetinkaya ve Demir, 2021; Sevindir ve dig.,2021; Saadeh ve dig., 2020).

Laplace dontigtiimii



LIg®] =G(s) = [ et g(t)dt (1.1)

seklinde tanimlidir. Laplace doniistimii diferansiyel denklemleri ¢ozmede etkin ve yaygin

olarak kullanilmaktadir. Denklem (1.1)’ de s degiskeni iw ile degistirilir ve Denklem
(1.1) \/% ile carpilirsa
1 o _;
Flg®)] = gw) = = [ ™™ g(t)dt
Fourier integral doniistimii elde edilir.

Aralarindaki fark, Laplace doniisimiiniin hem kararli hem de kararsiz sistemler i¢in
kullanilabilmesi, Fourier doniislimiiniin  ise yalmizca kararli sistemler igin

kullanilabilmesidir.

Yillardir, integral dontistimler teorisi matematiksel literatiirde ¢ok genis bir sekilde
calisilmaktadir ve bir¢ok arastirmaci Shehu integral dontistimii (Maitama ve Zhao, 2019),
z-dontisimii  (Sullivan, 1996), Laplace-Carson dontisiimii (Makarov, 1970) ve Hankel

dontisimii (Yu ve dig., 1998) gibi yeni integral doniistimlerini ortaya koymustur.

Diger bir integral dontisiimii olan Sumudu integral dontistimii 1993 yilinda verildi
(Watugala, 1993). Bu donitsimin gergek hayat problemlerinin ¢6ziimiinde
uygulanabilirligi gosterildi ve diferansiyel denklemlerin ¢oziimiinde de kullanilmaktadir.

Sumudu integral doniistimiiniin tanimi asagidaki gibidir:

MIgOIW) = 6w =2 [7ex g(©)de,u > 0.

2008'de Dogal (Natural) dontisiim agsagidaki sekilde verildi (Khan ve Khan, 2008):

N*[g(®)](s,u) = R(s,u) = %fooo e g(®)dt, s,u > 0.

Elzaki integral dontisiimii, 2011'de asagidaki gibi verildi (Elzaki, 2011):

Elg(0](w) = TQw) = u [} e% g(0)dt.



Son yillarda, yukaridaki dontistimler ve digerleri, gesitli dogrusal ve dogrusal olmayan
kesirli ya da klasik diferansiyel denklemleri ¢6zmek i¢in matematikteki HAM, HPM ve
HPTM gibi diger analitik ya da sayisal yontemlerle birlikte kullanildi.

1.1. Temel Tanmmlar ve Ozellikler

Bu kisimda, bu ¢alismada kullanilan integral doniistimler ve kesirli tiirev ile ilgili temel

tanimlar ve 6zellikler verilmistir.

Tanim 1.1.1. @« > 0 olmak iizere Gama fonksiyonu asagidaki gibi tanimlanir (Podlubny,
1999):

I'(a) = fooo x* e *dx.
Gama fonksiyonu asagidaki esitlikleri saglar:

1) T(a+1) =al(a),
i) T(a+1)=al,a €N

iii) I'(5) =@

Tanim 1.1.2. a > 0 integralin mertebesini gostermek tizere reel degerli bir u(t)
fonksiyonunun Riemann-Liouville kesirli integrali asagidaki gibi verilmistir (Podlunny,
1999):

RLI%u(t) = ﬁfot(t —5)* Ty(s)ds.

Tanim 1.1.3. Her n€N i¢cin n—1<a<n ve u™(t) =% olmak {tizere u(t)
fonksiyonunun «. mertebeden Liouville-Caputo kesirli tiirevi asagidaki gibi
tanimlanmaktadir (Podlunny, 1999):

DEu(t) = ﬁ fti)(t — )"y M (5)ds, t € [to, to + T].

a bir tamsaya1 ise, Liouville-Caputo kesirli tiirevi adi tiirev olur.

Tanim 1.1.4. 0 < @ <1 olmak tizere u(t) fonksiyonunun a. mertebeden Liouville-

Caputo kesirli tiirevi asagidaki gibi tanimlanmaktadir (Podlunny, 1999):



t
Dfu(t) = ﬁf%(t — )" (s)ds,t € [ty, to + T

Tamim 1.1.5. 1ki parametreli Mittag-Leffler fonksiyonu asagidaki gibi tanimlanmaktadir:

il At — ayk
Eqp(A(t — t9)*) = Z %, a, B >0, A€ER.
k=0

to=0vea=p =qise

ay _ voo (DK
EqqUt%) = X0 magetny 4> O (12)
olmaktadur. Esitlik (1.2)’ de ¢ = 1 yazilirsa, E; ; (At) = e** elde edilir.

Eq 1 (At%) fonksiyonunun a. mertebeden Liouville-Caputo kesirli tiirevi
D& (Eqy(At%)) = @By (At%), @ > 0, A€ R

seklindedir (Podlunny, 1999). Daha fazla bilgi i¢in (Shukla ve Prajapati, 2007)

referansina bakilabilir.

1.1.1. Shehu Integral Doniisiimii

Bu ¢alismada ele alinan problemin ¢6ziimiinii elde etmek i¢in asagidaki fonksiyonlar

kullanilmaktadir.

I .
Tanm  1.1.1.1. {f(t)lEIP, 71,72 > 0,|f(0)| < Pe¥,eger t € (—=1)/ x [0, ) ise}

kiimesindeki f (t) fonksiyonlar1 i¢in Shehu integral dontigiimii

SIF()] = F(p,q) = " e o f(©)dt

seklinde tanimhidir (Maitama ve Zhao, 2019).

Ters Shehu integral doniisiimii de a bir reel sabit olmak tizere

a+ico

P, @) = £(2) = [0 2 ed F(p, q)dp



seklinde verilmistir (Maitama ve Zhao, 2019).

t* fonksiyonunun Shehu integral dontisiimii

o Pt q a+1
S[t*] = [, e atedt =T(@+ 1) (2) ,Re(@) >0

seklindedir.

q na+1
n € N olmak tizere (5) ifadesinin ters Shehu integral dontistimii

51 [(%)na+1] e Re(@) > 0

 I(na+1)’

seklindedir (Maitama ve Zhao, 2019).

f(x,t) fonksiyonunun @. mertebeden Liouville-Caputo zaman kesirli tiirevin Shehu

integral doniistimii

%] _ (p)\* oyt [\ ok o)
§[ YT —(q) S[f (x, )] — Xk=o (q) & |/m—1<a<nneN

seklindedir (Belgacem ve dig., 2019).

1.1.2. ARA Integral Déniisiimii

Tanim 1.1.2.1. (0, o0) araliginda g(t) siirekli fonksiyonunun n. mertebeden ARA integral
dontisimii asagidaki gibi tantmlanmaktadir (Saadeh ve dig., 2020):

o

Galg(D1(s) = G(n,s) = s f =165t g(D)dt, s > 0.
0

Tanim 1.1.2.2. G(s) = |, 000 e Stg(t)dt, (n — 1). mertebeden tiirevlenebilir olmak {izere

ters ARA integral dontisiimii asagidaki gibi tanimlanmaktadir (Saadeh ve dig., 2020):

2mi Jc—ioo sT(n—-1)

9O = 6t [Gria g1 = S [0 et ((—1)"( — [Y(s —0)"G(n+

—1s*a%G(0)
1, x)dx + ZL%FW)) ds.



Bu asamada, kesirli diferansiyel denklemlerin ¢6ziimiinde 6nemli bir rol oynayan

Ozellikler asagidaki gibi siralanmustir:

Ozellik 1.1.2.1. Mittag-Leffler fonksiyonunun ARA integral déniistimii asagidaki gibi
hesaplanmaktadir (Kodal Sevindir ve dig., 2021):

o had (ﬂta)k
p-1 a — n—-1 ,—stf-1
Gn[tP1E, g (At%)](s) sj tnlestt Tk + B dt
0 K

Ak S
. —st gn+pf-2+ak
Xk —F(ak+ﬁ)5f0 et dt

Ak o
— ' n—-1 ,—st+f—-1+ak
=y r(ak+ﬁ)sf0 ttleStt dt

— Zoo Ak r(B—1+ak+n)
k r(ak+p) sB-1+ak+n-1

1 o Ak r(B+ak+n-1)
= sptn-24k r(gk4p) sak

n =1igin

Ak r(B+ak)
r(ak+p) sak

Gi[tF B p (AN (5) = 55 27

elde edilir.

Ozellik 1.1.2.2. p € N olmak iizere tP* ifadesinin ARA integral doniistimii asagidaki gibi
hesaplanmaktadir (Kodal Sevindir ve dig., 2021):

G,[tP%](s) = Sf0°° (=1 p=stypa gy
=g f0°° tpat+n—1 p=stj¢

)poc+n o tpatn—1,-st

1
= F(p(x + n) (; 0 F(pa+n)(1)pa+n dt



)pa+n

=T'(pa+n) G s

_ T'(pa+n)
— gpo+n-1*

Ozellik 1.1.2.3. f(t) ve g(t) fonksiyonlarinin konvoliisyonunun ARA integral déniistimii
asagidaki gibi hesaplanmaktadir (Saadeh ve dig., 2020):

Gulf (1) * g(01(s) = (=) s X5 ¢ T FP ()6 (s).

G(s) = [ e stg(t)dt ve F(s) = [, e~Stf (t)dt olmak iizere, n = 1 igin

G [f () * g(©)](s) = sF(s)G(s)

elde edilir.

Teorem 1.1.2.1. (Riemann-Liouville integrali i¢in ARA integral doniisiimiiniin varlig)

RLIZ £(t) Riemann-Liouville kesirli integrali her sonlu aralikta

f(t) fonksiyonunun
parcali siirekli ve [t 1REIZf(t)| < KePt ise s > f icin Riemann-Liouville kesirli

integralinin ARA integral doniistimii vardir (Kodal Sevindir ve dig., 2021).

Ispat: Riemann-Liouville integralinin ARA integral doniisiimiiniin 6zelliginden
oo y oo
sf "t e St RUIEf(B)dt = sj "t e~SE REIEf(B)dt + sf "t e S RGIFf(t)dt
0 0 Y

elde edilir. 518 £ (t) Riemann-Liouville kesirli integrali her sonlu aralikta parcalr siirekli
oldugu icin integrallebilirdir. Dolayisiyla, esitligin sag tarafindaki ilk integral

hesaplanabilir. Ikinci integralin yakinsaklig1 asagidaki gibi gosterilir:

|s [ et emst Ry f(t)dt| < s [ et RIgf(o)lde < s [ KePtstae =

—t(s—p)|€
lim —sK o | =K o-v(s=P),
c—o00 s—PB v s—B

Sonug olarak, R5I& f (t) ifadesinin ARA integral doniisiimii vardir.

Teorem 1.1.2.2. (n = 1 i¢in Riemann-Liouville integrali i¢in ARA integral doniistimiiniin

varlig1)



f(t) fonksiyonunun R5I8f(t) Riemann-Liouville kesirli integrali her sonlu aralikta
parcali siirekli ve |t" 1REI&f(t)| < KePt ise, s > f igin Riemann-Liouville kesirli

integralinin ARA integral doniistimii vardir ve s > f icin
G [REIEF(D](s) = = G1F(DI(s)
olarak hesaplanir (Kodal Sevindir ve dig., 2021).
Ispat: n = 1 igin
1 t
G, [FGIEf(D](s) = Gy [— f (t—x0)*'f (x)Xm (s)
() Jg
ifadesi elde edilir. Konvoliisyon ¢arpim ile

1
G, [R6I2f (D1(s) = Gy [@ [ec7t « f (t)]l (s)

seklinde yeniden yazilabilir. ARA integral doniistimiiniin konvoliisyon 6zelligi

kullanilarak
1 o _ _ o _ 1 (o) p oo _
raSUy etetan)(f) et f(0dt) = s = ([, e~ f (Ddt)
1 ©  _
==s/, e f(adt
= < Gif(D1()
elde edilir.

Teorem 1.1.2.3. (Liouville-Caputo tiirevi i¢in ARA integral doniisiimiiniin varlig1)

f(t) fonksiyonunun a.mertebeden §DEf(t) Liouville-Caputo kesirli tiirevi her sonlu
aralikta parcali siirekli, f(t), n. mertebeden siirekli tiirevlenebilir ve |[t" " 2{DEf(£)] <

KePt ise s > B icin Liouville-Caputo kesirli tiirevinin ARA integral doniisiimii vardir

(Kodal Sevindir ve dig., 2021).

Ispat: Liouville-Caputo kesirli tiirevinin ARA integral doniistimiiniin 6zelliginden



s, t"le St EDEf()dt = s [ VT e St SDEF(Ddt + s fy°° t"1e~st CPAF(t)dt,

dir. $DEf (t) Liouville-Caputo kesirli tiirevi her sonlu aralikta parcali siirekli oldugu i¢in
integrallenebilirdir. Dolayisiyla, esitligin sag tarafindaki ilk integral hesaplanabilirdir.

Ikinci integralin yakinsaklig1 asagidaki gibi gosterilir:

|s [t emst gg f(tae] <s [ et [t EDaf(0)lde < s [ KePot dt =

—t(s=B)(€
lim —sK v ﬁ)l =K o-v(s=P),
c—0 s—=p ¥ s—B

Sonug olarak, §DEf(t) ifadesinin ARA integral doniistimii vardr.

Teorem 1.1.2.4. (n = 1 i¢in Liouville-Caputo tiirevi i¢in ARA integral doniistimiiniin

varlig1)

f(t) fonksiyonunun a.mertebeden $Dff(t) Liouville-Caputo kesirli tiirevi her sonlu
aralikta parcal siirekli, m — 1 < @ < m olmak iizere [t"" T §DFf(t)| < KePlisen =1
ve s > f icin Liouville-Caputo kesirli tiirevinin ARA integral doniisimii asagidaki

gibidir (Kodal Sevindir ve dig., 2021):

G[GDEf (D) = s*G1[f D](s) — iy fH(0)s4-.

Ispat: n = 1 igin Liouville-Caputo kesirli tiirevi

G1[SDEf(D]I(s) = G1[FGI~*f ™ )] (s)

seklinde yazilabilir. f™(t) = g(t) almarak teorem 2 kullanilirsa

1

G [REIT g (D] (5) = 5= G1[9(D1(8) = 5= G1[f ™ ] (s)

elde edilir. £™(t) fonksiyonunun ARA integral doniistimii alinirsa

G1[DEF(D)](s) = s*G1[f (O] (s) — TR fH9(0)s*7*

elde edilir.

10



2. KESIRLi SHEHU VARYASYONEL iTERASYON YONTEMI

Asagidaki Liouville-Caputo kesirli tlirevi igeren uzay-zaman kesirli baglangic deger

problemini ele alalim:

Dfu(x,t) + R(u, CDfu; X, t) + N(u, CDfu; X, t) =g(x,t), 2.1
am—l ( ,l’)
= = Imma(0). 2.2)

Buradam—-1<a<m, n—1<pB<n mmn=123,... Ayrica N, R ve g(x,t)
sirastyla dogrusal olmayan diferansiyel denklemi, dogrusal diferansiyel denklemi ve

kaynak fonksiyonunu temsil etmektedir.

Denklem (2.1)’ e Shehu integral doniistimii uygulanirsa

s +1
stuce.01= Y |(2)° PO - (9)" s (D) + (. D)

k=0
+(9) slg,0)) (2.3)
» g(x, :
elde edilir. Denklem (2.3) e ters Shehu integral dontisiimii uygulanirsa
a
w(x, t) = k(x,t) — 1 [(%) [§ |R(w “Dfu;xt) + N(u, “Dfu;x, t)]” (2.4)

elde edilir. Burada

k) = 5 [(g)“ [z @) 22|+ (9)"stocs, m],

seklindedir. Denklem (2.4)’ {in zamana gore tiirevi alinirsa

au(xt)_|_ 5 [ [g [R °pBu;x, t) +N( °pFu; x,t ]” ——k(x t) =0.

elde edilir. Asagidaki iterasyon bagintis1 VIM ile elde edilir:
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Umsr (6, 1) = Uy (x,8) — fot I% + %§‘1 [(g)a [S [R(um, CDfum; X, T) +
N(um, CDfum; X, T)]” — %k(x, T)l dr.

Alternatif olarak

Um0, 1) = k(x, ;) — S [(g)a [S [R(um, CDfum; X, t) +

N(um, CpPrum; x, t)]”

yazilabilir. lim wu,,(x,t) varsa u(x,t) ¢ozimii vardir ve bu ¢6zim u(x,t) =
m—0co

lim u,,(x,t) seklindedir.
m—0oo

2.1. Kesirli Shehu Varyasyonel iterasyon Yontemi I¢in Yakinsaklik Teoremi

Bu kisimda, uzay-zaman kesirli baslangi¢ deger problemi (3)-(4)’ iin ¢Oziimiiniin

yakinsaklig1 i¢in gerekli kosullar ve hata tahminleri arastirildi (Cetinkaya ve dig., 2021)

Ele alinan V operatorii

V= fy|HeDy g [(%)“ IS[R (s “DErt; 2,7) + N (s CDfum;x,T)]]] -

% k(x, T)] dt (2.5)
seklindedir. Burada vy, k = 0,1,2, ...
u(x, t) = nllli%o Um (%, ) = Do Vk- (2.6)
esitligini saglayan ¢6ziimiin bilesenlerini gostermektedir.

Teorem 2.1.1. Esitlik (2.5)’ de verilen V operatorii bir Banach uzayindan baska bir
Banach uzayina tanimli olsun. Her k € N U {0} i¢in ||[V[vg + v; + vy+... v ]Il <
pllVIve + vy + vyo+... +v; ]|l esitsizliklerini saglayan 0 < p < 1 olacak sekilde bir p
sayis1 var ise Esitlik (2.6)’ da tanimlanan seri ¢6ziimii yakinsaktir (Odibat, 2010).
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Banach sabit nokta teoreminden elde edilen Teorem 2.1.1, kesirli VIM'in yakinsamasi

icin yeterli bir kosul olusturmak i¢in kullanilir.

Teorem 2.1.2. Esitlik (2.6)’ da verilen seri ¢6ziimiin yakinsaklig1 uzay-zaman kesirli
baslangi¢ deger problemi (2.1)-(2.2)’ de verilen dogrusal olmayan problemin ¢6ziimiinii

garanti eder (Odibat, 2010).

Teorem 2.1.3. Esitlik (2.6)’ da verilen ),V seri ¢dzimiiniin, u(x,t) ¢6ziimiine
yakinsak oldugunu varsayalim. Bu durumda Z{;:o vy yaklasik ¢oziimii igin Ej(x, t)

maksimum hatas1 asagidaki esitsizligi saglar:

1 .
Ej(x,t) < —p " lwoll.

Her i € N U {0} i¢in tamimlanan

Vil
_ )7 vl # 0,
Xi =1y lvill
0, [lvill = 0

fonksiyonu 0 < y; < 1 esitsizligini saglarsa Esitlik (2.6)’ da yer alan Y., v serisi
u(x, t) tam ¢oziimiine yakinsaktir. Dahasi, y = max{y;, i = 0,1,2,...,j} olmak iizere

maksimum mutlak hata asagidaki esitsizligi saglar:
1 .
lluCe, £) = Xio viell < = 2" HlIwoll.

2.2. Kesirli Shehu Varyasyonel iterasyon Yéntemi icin Ornekler

Ornek 2.2.1. Asagidaki uzay zaman kesirli baslangi¢ deger problemini ele alalim:

°peux,t) = DPPu(x,t), 0<a<1,1<28<2, 0<x<l, t>0 2.7)
u(x,0) = Eg, (xF). (2.8)

Denklem (2.7)’ ye Shehu integral dontistimii uygulanirsa

Slu(x, t)] = (%) Ep,(xP) + (%)a §[ ‘p2Pu(x, t)] (2.9)

elde edilir. Denklem (2.9) a ters Shehu integral dontigiimii uygulanirsa
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u(x,t) = Eg,(xP) + $71 I(g)a S[ ‘p2Fu(x, t)]l (2.10)

elde edilir. Denklem (2.10)” un zaman degiskeni t ye gore kismi tiirevi alinir ve sifira

esitlenirse
duxt) _ 3 -1 |(2)" g cpy28 _
2D _2s [(p) §[ D> u(x,t)]l—O @.11)

elde edilir. Denklem (2.11)” e VIM uygulanirsa

A (x, 9 o @
s (6, 1) = Uy (3, 0) = [ [ #4522 = 1[(5) s| b utx, ”]” "

elde edilir. iterasyon formiilii geregi

up(x, t) = Eg 1 (xF),

Uq (x: t) = E,B,l(xﬁ) + Eﬂﬂl('xﬁ) [‘(Ct::_l)’
a 2
Uy (x,t) = Eﬁ,l(xﬁ) [1 + r(2+1) + r(2ta+1)]’

uB(x' t) = E,B,l(xﬁ) [1 + ta t2 t3 ],

I'(a+1) + r2a+1) + r(3a+1)

¢oziim bilesenleri elde edilir. Iterasyon bagmtisi kullamlarak uzay zaman kesirli

baslangi¢ deger problem (2.7)-(2.8)’ in m. dereceden yaklasik ¢6ziimii

B m tka
um(x, t) = Eﬁ’l(x )Zk=0m5 m = 0,1,2,... (212)

seklinde elde edilir. (2.12) ifadesinin limiti alinarak Problem (2.7)-(2.8)” in ¢Oziimii
asagidaki gibi elde edilir:

u(x,t) = lim Um (x,t) = Eg 1 (xP)E, 1 (t).

Tablo 2.1 ve Sekil 2.1° in analizinden, o« = f# = 1 i¢in yaklagik ¢6ziim, tam ¢ozlime

yiliksek hassasiyete sahip bir yaklasim goriilmektedir. Dolayisiyla, uzay-zaman kesirli
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diferansiyel denklemlerin ¢dziimlerinin elde edilmesinde kulanilan SVIM yontemi etkili
ve dogru bir yontem oldugu sdylenebilir. Ayrica Sekil 2.1’ den a« = 1 ve f — 1 igin
yaklasik ¢oziimiin tam ¢oziime yakinsadig1 goriilmektedir. Sekil 2.2’ dea =2/3 ve f =

2/3 degerleri i¢in yaklasik ¢6ziim ile tam ¢6ziimiin 3 boyutlu grafikleri verilmistir.

Ornek 2.2.2 Asagidaki dogrusal olmayan uzay zaman kesirli baslangi¢ deger problemini

ele alalim:

2
Diulx,t) = (Dfulxt)) —u(x, )¢ Dlulxt), 0<a,f<1, 0<x<L t>0

(2.13)
5
u(x,0) =3+ EEB,I(xﬁ). (2.14)
Denklem (2.13)” e Shehu integral dontisiimiinii uygulanirsa
_(a \% cnh z c nB
Slu(x, t)] = (p) u(x,0) + (p) S [( Dy u(x, t)) u(x,t)” Dy u(x, t)] (2.15)
elde edilir. Denklem (2.15)’ e ters Shehu integral dontisiimii uygulanirsa
a 2
u(x,£) = ux,0) + S [(%) s [( “Diux,0)) - ulx, 0 Dulx, t)” (2.16)

elde edilir. Denklem (2.16)" nin zaman degigkeni t ye gore kismi tiirev alinir ve sifira

esitlenirse
ou(x,t 0 e @ 2
ugtc )_ES 1 [(%) S [( CDfu(x, t)) —u(x, )¢ Dfu(x, t)” =0 (2.17)

elde edilir. Denklem (2.17)’ ye VIM uygulanirsa

dum (x, 9 a 2
1 5,0) =t 2,0) = J5 |52 - 2574 (9) s [ D) -

U (x,7)¢ Dfum(x, r)]” drt.

elde edilir. Iterasyon formiilii kullanilarak
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uy(x,t) =3+ %Eﬁ,l(xﬁ),

w (x,6) = 3+ 2 Ep (xF) — ggﬁ,l(xﬁ)r(;—‘:n,

45 t%

r(a+1) ' 2 r(a+1) 31( )F(2a+1)’

uy(x,t) =3+ gEﬁ,l(xﬁ) —I?SEB,l(xﬁ)

5 15 t% 45 t%
us(x,t) =3 + _Eﬁ 1(xF) = 7EB*1(xB) rarD T 2 rarn Bga( ) ra+1)
135
~ Eg, 1( B) r(3a+1)’
5 15 t% 45 t®
6,1 = 345 g (0F) = 57 By (F) e + 5 sy B () gy =

135 t3@ 405 e
B (F) o + 5 e () iy

¢oziim bilesenleri elde edilir. Iterasyon bagmtisi kullamlarak uzay zaman kesirli

baslangi¢ deger problemi (2.13)-(2.14)’ iin m. dereceden yaklasik ¢oziimii

— (3tHk _@m
U (%, £) = 3+[ L= Or(ka+1)]Zl 0TB+1) (2.18)

seklinde olur. (2.18) ifadesinin limiti alinarak uzay zaman kesirli baslangic deger
problemi (2.13)-(2.14)” tin ¢6ztimii asagidaki gibi elde edilir (Choudhary ve Daftardar-
Gejji, 2017):

u(x,6) = lim un(x,6) =3+ |2 Eer (=3t9)| Eg (xP).

Tablo 2.2 ve Sekil 2.3” iin analizinden, « = f# = 1 i¢in yaklasik ¢6ziim, tam ¢oziime
yiliksek hassasiyete sahip bir yaklagim goriilmektedir. Dolayisiyla, uzay-zaman kesirli
diferansiyel denklemlerin ¢6ztimlerinin elde edilmesinde kulanilan SVIM yontemi etkili
ve dogru bir yontem oldugu soylenebilir. Ayrica Sekil 2.3° den a« = 1 ve f = 1 igin
yaklagik ¢6ziimiin tam ¢oziime yakinsadigr goriilmektedir. Sekil 2.4’ dea =2/3 ve § =

2/3 degerleri i¢in yaklasik ¢6ziim ile tam ¢6ziimiin 3 boyutlu grafikleri verilmistir.

Yukaridaki iki 6rnek incelendigi zaman, Shehu integral doniisiimii ve varyasyonel

iterasyon yonteminin birlesimi olan SVIM yodnteminin dogrusal ya da dogrusal olmayan
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uzay-zaman kesirli baglangi¢ deger problemlerinin analitik ¢oziimlerini bulmada ne kadar
etkili oldugu goriilmektedir. Bu yontemin ana avantaji, uygulanmasinin kolay ve pratik
olmasidir. Ayrica, gosterilen Orneklerde, elde edilen yaklasik c¢oziimlerin yiiksek

hassasiyetle hizl1 bir sekilde tam ¢6ztimlere yakinsadig goriilmektedir.

Tablo 2.1. Ornek 2.2.1 i¢in farkli § ve a degerlerinde yaklasik ¢dziim ile tam ¢6ziimiin

degerleri
t X a=0.5 a=0.75 a=1
B =05 B =075 =1
Usvim Usyim Usyim Utam
02 -5 -0,0728794142905183  -0,0556900475433218  0,00822974704902003  0,00822974704902003
0 0,464049675672513 0,865372126175867 1,22140275816017 1,22140275816017
5 272,995384456584 235,378704685654 181,272241875151 181,272241875151
04 -5 -0,102568289434788  -0,0717844261439092 0,0100518357446336  0,0100518357446336
0 0,653089516564494 1,11546396921542 1,49182469764127 1,49182469764127
5 384,205469814638 303,402959554171 221,406416204187 221,406416204187
06 -5  -0,140869106433447  -0,0019274211102744  0,0122773399030684  0,0122773399030684
0 0896964716156101 1,42846758746576 1,82211880039051 1,82211880039051
5 527,674601164535 388,539034541079 270,426407426153 270,426407426153
08 -5 -0,190052579642384 -0,117094221086887  0,0149955768204777  0,0149955768204777
0 1,21013373669836 1,81953651567707 2,22554092849247 2,22554092849247
5 711,908534824601 494,908647082167 330,299559909649 330,299559909649
1 -5 -0,252961550186961 -0,148489952829492  0,0183156388887342  0,0183156388887342
0 1,61069797918433 2,30739731539736 2,71828182845905 2,71828182845905
5 947,556128411521 627,605367523717 403,428793492735 403,428793492735
Tablo 2.2. Ornek 2.2.2 i¢in farkli § ve a degerlerinde yaklasik ¢6ziim ile tam ¢oziimiin
degerleri
t X a=0.5 a=0.75 a=1
B =05 B =0.75 p=1
Usvim Usyim Usyim Utam
02 5 2,97723189881641 2,95468850942983 3,00924465929121 3,00924465929121
0 3,14497276182554 3,70409889494893 437202909023507  4,37202909023507
5 88,2859013271367 194,512854240003 206,627171662420  206,627171662420
04 -5 3,01929874786381 2,98503015564532 3,00507357659074  3,00507357659074
0 2,87711786964444 3,23261761498140 3,75298552978051 3,75298552978051
5 -69,2902227453216 66,2713155938424 114,752961233252 114,752961233252
06 -5 3,03346340884022 2,99928895133517 3,00278443786961 3,00278443786961
0 2,78692633344582 3,01104904237009 3,41324722055397 3,41324722055397
5 -122,348923979388 6,00530743066654 64,3313254927734  64,3313254927734
08 -5 3,03543594562253 3,00548196320081 3,00152813190282 3,00152813190282
0 2,77436647600195 2,91481533308062 3,22679488322353 3,22679488322353
5 -129,737751709177 -20,1699819673740 36,6593450875042 36,6593450875042
s 3,03265269180591 3,00773966021300 3,00083865656976  3,00083865656976
0 2,79208846297849 2,87973279769261 3,12446767091966 3,12446767091966
5 -119,312099237844 -29,7123296891665 21,4726402473266  21,4726402473266
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Sekil 2.1. Ornek 2.2.1° de, x = 0.3 noktasinda farkli @ ve § degetleri i¢in 6. dereceden
yaklagik ¢6ziim ile tam ¢oziimiin MATLAB vasitasiyla ¢izilen 2 boyutlu grafigi

I 3= =2/3 igin yaklasik ¢ozim
N Tam ¢oziim

Sekil 2.2. Omek 2.2.1° de, @ = § = 2/3 icin 6. dereceden yaklasik ¢oziim ile tam
coziimiin MATLAB vasitasiyla ¢izilen 3 boyutlu grafigi
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6.5

b —#-—n=3=2/3 igin yaklagik gozum
6k -'f?'-fx;ﬁ:iﬂfl Ii:;':n yakias:k.f;x‘:::tzi]m
—-#-—a=3=1 igin yaklasik ¢ozim
55 e Tam gbzim
5F. :
e "\
LE48 L—
S T *
\I "%
4t \.\ - ¥*
W G *
3.5 ‘\-'\_* ;':? " %
"x__h '-.‘\:}_ *- ——3
3r B B C——
-..#_\_ '1\7-__{}___’:__ . 1
. o R R _.13:- = 2— —
2-5 i i i i i i i i i i
¢ ©01 02 03 04 05 06 07 08 09 1

Sekil 2.3. Ornek 2.2.2> de, x = 0.3 noktasinda farkli & ve B degerleri i¢in 6. dereceden
yaklagik ¢6ziim ile tam ¢ozlimiin MATLAB vasitasiyla ¢izilen 2 boyutlu grafigi

I 3==2/3 icin yaklasik ¢dziim
B Tam goziim

' 0.2
t 0 0 X

Sekil 2.4. Omek 2.2.2° de, @ = § = 2/3 icin 6. dereceden yaklasik ¢oziim ile tam
¢oztimiin MATLAB vasitastyla ¢izilen 3 boyutlu grafigi
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3. KESIRLi ARA DAFTARDAR-GEJJi VE JAFARI YONTEMIi

Bu boliimde, baslangi¢ kosullaria sahip dogrusal olmayan bir kesirli kismi diferansiyel
denklemin ¢oziimiiniin bulunmasi i¢in IAM' 1n uygulamasi verilmektedir. Asagidaki

dogrusal olmayan kesirli baslangi¢ deger problemini ele alalim:

EDE(ulx,y,6)) + Ru(x, y,t) + Nu(x,y,t) = g(x,y,1), (3.1)
k
%u(x,y, 0) = hy(x,y), k=0,12,..,m—1. (3.2)

Buradam —1 < & <m, m € Nolup §Df(u(x,y,t)), R, N ve g(x,y, t) fonksiyonlari
sirastyla kesirli tiirevi, dogrusal denklem operatoriinii, dogrusal olmayan diferansiyel
operatoriinii ve kaynak fonksiyonunu temsil etmektedir. Dogrusal olmayan kesirli
baslangic deger problemlerine ARA integrali doniisiimiinii uygulamak i¢in u(x,y,t)
fonksiyonunun, Tanim 1.1.2.1 geregi t degiskenine gére m. mertebeden siirekli
diferansiyellenebilir fonksiyon olmasi gerekmektedir. Diger bir deyisle, u(x,y,t) €

W30, T] olmalidir. Burada W3[0, T] Banach uzay1,
w0, T] = {u = u(,., 0):u,u®,..., u™ D € AC[0,T]}
seklinde tanimlidir.

Genelligi kaybetmeksizin u = u(x,y,t) alalim. Denklem (3.1)’eé ARA integral

dontisiimii uygulanirsa

Gulul(s) = S 3P 2 ulx,y, 005 — = 6, [Ru + Nul(s) + = G [g (. 3, D](5)

(3.3)
elde edilir. Denklem (3.3)’ e ters ARA integral doniisimii uygulanirsa
w= 6t |2 20 Ly, 055 + 6,19 (6,7, 01(5)]
- Y1 sk k=0 otk 'Y 119X, Y,
—Gi! Lia [G,[Ru + Nu] (s)]] (3.4)

elde edilir. Simdi iterasyon yontemi geregi
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U=y (3-5)

alinir. R operatorii dogrusal oldugu igin

REZou) = Y20 R(wy), (3.6)

esitligi saglanir. Dogrusal olmayan N operatdriiniin ayrisimindan

N(E2ou) = N(ug) + Xi26{N (koo ur) = N(Zhlo ur) }- (3.7)

esitligi elde edilir. (3.5), (3.6) ve (3.7) esitlikleri, Denklem (3.4)’ de yerine yazilirsa
LiZou; = Gr' Sa[ ke olatku(x ,0)s%7* + G1[g(x,y, t)](s)]l

—Go1 [_ [G1[R@uo) + N (o) + Z24{N (Sheeo wie) = N(ZiZo wic)}] (s)]]-

elde edilir. Buradan iterasyon bagintisi asagidaki gibi elde edilir:
U = Gi'! [ (27 Lz, y, 0054~ + Gy g (x,y, t)](s)]]

w = =67 [ £ 16 [R(uo) + N1

s = 67 [ S 161 [R ) = (VR0 w) - NEE w )| m2 1. @)
Son olarak m + 1 terimli yaklasik ¢oziim

u(x,y,t) = ug +ug + upy+...tu,

seklinde yazilabilir.

3.1. Kesirli ARA Daftardar-Gejji ve Jafari Yontemi i¢in Yakinsakhik Teoremi

Teorem 3.1.1 0 < ¥ < 1 olmak tizere her m € N i¢in
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|6 |2 161 [R Gum) — V(S0 w0 = NERT wN || <
vl R 16 IR - N w) - NEEFwN| (3.9)

ya da

lumall < ¥liumll

esitsizligi saglanirsa, WJ"[0, T] Banach uzayinda (3.1)-(3.2) dogrusal olmayan Kesirli
probleminin (3.5) formunda verilen seri ¢oziimii yakinsaktir (Kodal Sevindir ve dig.,
2021).

Ispat: m > 1 olmak iizere S,,(x,y,t) = Uy + Uy + Uz+... +u, kismi toplamlar dizisi
olsun. Problem (3.1)-(3.2)’ nin seri formundaki ¢6ziimiin yakinsak oldugunu gostermek
icin {S;}m=1 kismi toplamlar dizisinin W;"[0,T] Banach uzayinda Cauchy dizisi

oldugunu gostermek yeterlidir. Bu amagla

ISm+1 = Smll = |[GT* Sialﬁ IR(um) { (i uk> N(il )ﬂ (s)

0 k=0

o bS]

5

<< y™rH(G = e PTG —u(x,y,0)s7* + G [g(x, y,)](s)

) _
=< VZ 61_1 Is_a [61 R(upm—3) —

k=0

yazilabilir. Buradan, n,m € N olmak tizere n > m i¢in Esitsizlik (3.9) ve genellestirilmis

ticgen esitsizligi kullanilirsa

”Sn - Sm” = "Sm+1 —Sm+Smiz2 = Smirt.. . £S5, =S —1” <

ym+1 (1_7’n—m)
1-y

elde edilir. 0 <y < 1 olduguicin 1 —y™™ ™ < 1 esitsizligi saglanir. Buradan da
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m+1

% 1 ok
1S5 = Sl < 1=y Gt Sa l 5k —u(x,y,0)s* % + G,[g(x,y, t)](s)]
k=0

elde edilir. G{?1 S—[ m- 01 o u(x y,0)s* % + G, [g(x,y, t)](s)]l sinirlt oldugu igin
lim ||S, —Sxll=0

n,m-oo

elde edilir. Sonug olarak, W;™[0, T] Banach uzayinda {S,,},,>1 kismi toplamlar dizisi bir

Cauchy dizisidir. Dolayisiyla, Problem (3.1)-(3.2)" nin (3.5) formunda verilen seri

¢Oziimii yakinsaktir.

3.2. Kesirli ARA Daftardar-Gejji ve Jafari Yontemi Icin Ornekler

Simdi olusturulan IAM yontemini dogrusal olmayan kesirli baslangi¢c deger problemleri

ile modellenen biyolojik popiilasyon problemine uygulanisina birka¢ 6rnek verelim.

Ornek 3.2.1. Asagidaki genellestirilmis zaman-kesirli biyolojik popiilasyon modelini ele

alalim:

Cpa,, — 0% o2, 9% 5

0Dtu—@u +a_yzu + hu, (3.10)
u(x,y,0) = /xy. (3.11)

Burada u = u(x,y,t),0 < a <1,(x,y) € R?, t > 0. Denklem (3.10)’a ARA integral

dontistimii uygulanirsa ve (3.11) baslagi¢ kosulu kullanilirsa

Gl[u](s)—\/_+ Gl[—u +—u +hu](s) (3.12)

elde edilir. Denklem (3.12)” ye ters ARA integral dontistimii uygulanirsa

u=\/x_y+61‘ [Gl[—u + —u +hu] (s)]l (3.13)

elde edilir. (3.5)-(3.7) esitlikleri, Denklem (3.13)’de yerine konursa ve (3.8) ifadesi

kullanilirsa ¢oziimiin bilesenleri
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Uy = u(x'}’;o) = \/xya

u; = Gyt [61 [axz uj + u0 + huo] (s)]l

= 67 [Z 6B

[04

t
- hr(a+1)‘/x ’

u, = Gy [ [61 Py — (up +uy)? +2 277 (uo +uy)? + h(ug + u1)] (5)”

-Gt [61 [a ~Uu§ + uo + huo] (s)

I—l

(44

- 61 |26 [(n+ ) VB 0| - bt

tza

) Ir
=h F(2a+1) XY,

uz = Gyt I [Gl (u0+u1+u2) + (u0+u1+u2) + h(uy +uy +

)| (s)]] = 67|61 [ (o + w)? o Catg + wp)? + g + ) (s)]],

- [ o [ ) ] 0

2x 24 3a

g2t _ t __t
h ra+1) Vv X hr(a+1) VX rGa+1) Vv XY,

seklinde elde edilir. Boyle devam edilerek, gerekli diizenlemeler yapilirsa ele alinan

problemin m + 1 terimli ¢6ziimii

tZtl t30£ ma

2 3 m__t [
(1 + hF( +1) +h r2a+1) +h r(3a+1) +...th F(ma+1)) Xy (3.14)

seklinde elde edilir. (3.14) ifadesinde m — oo igin limite gegilirse,
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u(x' Y, t) = Ea,l(hta)\/x_y

tam ¢ozlimii elde edilir. ¢ = 1 i¢in asagidaki tam ¢dziim

u(x,y,t) = e /xy

tam ¢oziim elde edilir (Liu ve dig., 2011).

Ornek 3.2.2. Asagidaki genellestirilmis zaman-kesirli biyolojik popiilasyon modeli olarak

bilinen modeli ele alalim:

2 2
Ay Ry (3.15)

CDa —
u=
0=t dx2 ay?

u(x,y,0) = /sin(x)sinh(y). (3.16)

Buradau = u(x,y,t), 0 <a <1, (x,y) € R? t > 0. Denklem (3.15)’e ARA integral

dontistimii uygulanirsa ve (3.16) baslangi¢ kosulu kullanilirsa

G1[ul(s) = /sin(x)sinh(y) += 61 —u + u +u] (s) (3.17)

dx2

elde edilir. Denklem (3.17)’ ye ters ARA integral doniistimii uygulanirsa

u = {/sin(x)sinh(y) + G* [61 [ﬁu + —u + u] (s)” (3.18)

elde edilir. (3.5)-(3.7) esitlikleri, Denklem (3.18)’ de yerine konursa ve (3.8) ifadesi

kullanilirsa ¢6ziimiin bilesenleri

uy = u(x,y,0) = {/sin(x)sinh(y),

u = r( e \/sm(x)smh(y)
U, = F(2a+1) \/sm(x)smh(y)
Uz = r(3 e " [sin(x)sinh(y),
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seklinde elde edilir. Boylece devam edilerek, gerekli diizenlemeler yapilirsa ele alinan

problemin m terimli ¢6zim

ta tZD( t3a

= (1 + )\/sm(x)smh(y) (3.19)

r(a+1) + ra+1) + r3a+1) Fot r(ma+1)

seklinde elde edilir. (3.19) ifadesinde m — oo i¢in limite gecilirse

u(x,y,t) = Eq1(t%)y/sin(x)sinh(y)

tam ¢ozliimii elde edilir. ¢ = 1 i¢in asagidaki tam ¢6ziim (Roul, 2010)

u(x,y,t) = ety/sin(x)sinh(y).

tam ¢oztimii elde edilir.

Ornek 3.2.3. Asagidaki genellestirilmis zaman-kesirli biyolojik popiilasyon modeli olarak

bilinen modeli ele alalim:

2 2
SDfu = ——u? + ;’—yzuz + hu(l - ru), (3.20)
hr
u(x,y,0) = e\/;(xﬂ’). (3.21)

Burada u = u(x,y,t), 0<a <1, (x,y) €R? t >0 dir. Denklem (3.20)’ ye ARA

integral doniistimii uygulanirsa ve (3.21) baslangi¢ kosulu kullanilirsa

G,[ul(s) = e\/_ (xe+y) +5 G [a w2+ 2 u? 4 hu(1 - ru)| (s) (3.22)
elde edilir. Denklem (3.22)’ ye ters ARA integral doniisimii uygulanirsa
J_ CN 4 g ll [c;1 —u + 2 u? + hu(l —ru)] (s)]l (3.23)

elde edilir. (3.5)-(3.7) esitlikleri, Denklem (3.23)’ de yerine konursa ve (3.8) ifadesi

kullanilirsa ¢6ziimiin bilesenleri

hr
uo — u(x’y‘ O) — eJ:(x+y)’
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t hF(a+1) ’
u, = h? 2 \/g(xﬂ/)
r2a+1) >
hr
.3 t3¢® 5 x+y)
uz =h r(3a+1) \/— ’

seklinde elde edilir. Boylece devam edilerek, gerekli diizenlemeler yapilirsa ele alinan

problemin m + 1 terimli ¢oziimii

tZlX t3a tma ) %(X‘Fy)

~ te b 3 m
u= (1 th I'(a+1) +h r2a+1) +h r(3a+1) +...+h r(ma+1)

(3.24)

seklinde elde edilir. (3.24) ifadesinde m — oo i¢in limite gecilirse

hr
ux,y,t) = Ea,l(ht“)eJ; © g

tam ¢oziimii elde edilir. « = 1 igin

hr
— h
u(x,y,t) = evs

tam ¢ozlimii elde edilir (Arafa ve dig., 2011).

Tablo 3.1, 3.2 ve 3.2° de, Ornek 3.2.1, 3.2.2 ve 3.2.3° de elde edilen 7 terimli yaklasik
coziimlerinin mutlak hatalar verilmistir. Sekil 3.1-3.6 ve elde edilen 7 terimli yaklasik
coziimler g6z Ontine alindiginda a degeri 1’e yaklastikca yaklasik ¢oziimlerin tam
coziimlere yakinsadigi goriilmektedir. Ayrica, yaklasik ¢oziimlerdeki terim sayisinin
artirllmasinin, niimerik ¢oziimlerin dogrulugunun iyilestirilmesi anlamina geldigi

sonucuna varilir.

Yukaridaki ti¢ 6rnek incelendigi zaman, ARA integral doniisiimii ve Daftardar-Gejji ve
Jafari yonteminin birlesimi olan IAM y6nteminin dogrusal olmayan uzay-zaman kesirli

baslangic deger problemlerinin tam ¢6ziimlerini bulmada ne kadar etkili oldugu
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gorlilmektedir. Bu o6rneklerin sonuglari da yontemin etkinligini ve dogrulugunu

desteklemektedir.

Tablo 3.1. @ = 1 igin Ornek 3.2.1° de elde edilen 7 terimli yaklasik ¢6ziimiin MATLAB
kullanilarak elde edilen mutlak hatasi

Ornek 3.2.1
(x,y,t) h=1
(0.1,0.1,0.1)  2.509104035652854x 10714
(0.2,0.2,0.2)  1.298636198576730x 1011
(0.3,0.3,0.3)  5,04943808987690x 10~10
(0.4,0.4,0.4)  6.802539864736446x 10~°
(0.5,0.5,0.5)  5.127268321025724x 1078

Tablo 3.2. @ = 1 igin Ornek 3.2.2° de elde edilen 7 terimli yaklasik ¢6ziimiin MATLAB
kullanilarak elde edilen mutlak hatasi

Ornek 3.2.2

(x,,t)

(0.1,0.1,0.1)  2,50771625687207x 10~1*
(0.2,0.2,0.2) 1.298622320788923x 10~ 11
(0.3,0.3,0.3) 5.049211049268365x 1010
(0.4,0.4,0.4) 6.801572194348182x 10~°
(0.5,0.5,0.5) 5.125487789747751x 1078

Tablo 3.3. @ = 1 i¢in Ornek 3.2.3” de elde edilen 7 terimli yaklasik ¢6ziimiin MATLAB
kullanilarak elde edilen mutlak hatasi

Ornek 3.2.3
(x,y,0) h=1,r=2
(0.1,0.1,0.1) 2.771116669464391x 10~ 13
(0.2,0.2,0.2)  7.930767154107343x 1011
(0.3,0.3,0.3) 2,27200946945061x 10~°
(0.4,0.4,0.4) 2.537049281770010x 1078
(0.5,0.5,0.5)  1.690687270183844x 10~7
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—-#*-—n=0.66 igin vaklagik cizim w#‘*
—%-—n=0.75 igin yaklagik géziim i

—-%-—n=0.9 igin yaklagik goziim ﬁﬁﬁﬁ# 00
G i W ma #ﬂ -.{}{;‘"ﬁ
a=1igin yaklasik ¢dzim a AP
————Tam gdziim ot w%{;&‘i}“

10T
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Sekil 3.1. Ornek 3.2.1° de, t = 1.5, h = y = 1 ve farkl1 & degerleri i¢in 7 terimli yaklasik
¢ozlim ve tam ¢ozlimiin MATLAB vasitasiyla ¢izilen 2 boyutlu grafikleri
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Sekil 3.2. Ornek 3.2.1° de, t = 1.5, h = 1 ve farkli a degerleri i¢in 7 terimli yaklasik
¢cozlim ve tam ¢ozlimiin MATLAB vasitasiyla ¢izilen 3 boyutlu grafikleri
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Sekil 3.3. Ornek 3.3.2° de, t = 1.5, x = 1 ve farkli a degerleri icin 7 terimli yaklasik
¢ozlim ve tam ¢ozlimiin MATLAB vasitasiyla ¢izilen 2 boyutlu grafikleri
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Sekil 3.4. Ornek 3.2.2° de, t = 1.5 ve farkli a degerleri i¢in 7 terimli yaklasik ¢6ziim ve
tam ¢oziimiin MATLAB vasitasiyla ¢izilen 3 boyutlu grafikleri
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Sekil 3.5. Ornek 3.2.3° de, t = 1.5,7 = 2,y = h = 1 ve farkli a degerleri i¢in 7 terimli
yaklagik ¢6ziim ve tam ¢6ziimiin MATLAB vasitasiyla ¢izilen 2 boyutlu grafikleri
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Sekil 3.6. Ornek 3.2.3° de, t = 1.5, r = 2, h = 1 ve farkli a degerleri i¢in 7 terimli
yaklasik ¢6ziim ve tam ¢6ziimiin MATLAB vasitasiyla ¢izilen 3 boyutlu grafikleri
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4. SONUCLAR VE ONERILER

Liouville-Caputo anlaminda kesirli tiirev igeren dogrusal ya da dogrusal olmayan Uzay-
Zaman kesirli baglangi¢ deger problemlerinin analitik ya da yaklasik ¢oziimlerini bulmak
icin Shehu integral doniisiimii ve Varyasyonel iterasyon yonteminin birlesimi olan Shehu
varyasyonel iterasyon yontemi (SVIM) uygulandi. Tezin ikinci bolimiinde yer alan
tablolar ve sekiller incelendigi zaman o = f# = 1 i¢in yaklasik ¢6ziim, tam ¢6zimiin
yiiksek hassasiyete sahip bir yaklagimi oldugu goériilmektedir. Dolayisiyla, uzay-zaman
kesirli diferansiyel denklemlerin ¢6ztimlerinin elde edilmesinde kulanilan SVIM etkili ve

dogru bir yontemdir.

Tezin {liglincti boliimiinde, Riemann-Liouville kesirli integralinin ve Liouville-Caputo
kesirli tiirevinin ARA integral doniistimlerinin tanimlari, 6zellikleri ve ilgili teoremler
verildi. Daha sonra dogrusal olmayan Liouville-Caputo zaman-kesirli biyolojik
poplilasyon problemlerinin ¢6ziimiinii elde etmek i¢cin ARA integral donlisimi ve
Daftardar-Gejji ve Jafari yonteminin birlesimi olan kesirli ARA Daftardar-Gejji ve Jafari
(IAM) yontemi uygulandi. Tezin Uglincli boliimiinde yer alan tablolar ve sekiller
incelendigi zaman a@ = f# = 1 i¢in yaklasik ¢6ziim, tam ¢6ziimiin yiiksek hassasiyete
sahip bir yaklagimi oldugu goriilmektedir. Dolayisiyla, zaman Kkesirli diferansiyel
denklemlerin ¢6ziimlerinin elde edilmesinde kulanilan IAM etkili ve uygulabilir bir

yontemdir.

Farkli ¢alismalarda, gercek fiziksel problemlerin modellenmesiyle elde edilen 6nemli
dogrusal olmayan matematiksel problemlerin analizinde ARA integral déniisiimiiniin,
Shehu Integral doniisiimiiniin ve diger integral doniistimlerinin farkli sayisal yontemlerle
birlikte kullanilarak yeni ¢6ziim yontemlerinin olusturulmasi bu tez ¢alismasinin sonucu

olarak 6ngoriilmektedir.
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