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OZET

OZDEGERLERIN MINIMiZASYONU PROBLEMLERINDE iC NOKTA
YONTEMLERININ UYGULANMASI

Birgiil AKSOY

Matematik Anabilim Dali
Eskisehir Teknik Universitesi, Lisansiistii Egitim Enstitiisii, Aralik 2022

Danigsman : Prof. Dr. Taner BUYUKKOROGLU

Bu tez ¢alismasinda matrisler ailesinin giirbliz Hurwitz kararhihigi problemi in-
celenmektedir. Afin matrisler ailesine karsilik gelen parametreye bagh Lyapunov
fonksiyonlarimin varhgi i¢in kogullar verilmigtir. Afin simetrik matrislerin maksimal
ozdegerini minimallegtiren bir algoritma olusturulmustur. Verilen afin matris aileleri
i¢in parametreye bagh Lyapunov fonksiyonlarin varligi bu algoritma ile de incelene-
bilmektedir. Matris ailelerinin giirbiiz kararhilik problemleri lineer matris esitsizlik-
leri ile ifade edilebilmektedir. Bu tiir esitsizliklerin ¢6ziimii i¢in bir bariyer yontemi
incelenmigtir. Ek bariyer fonksiyonu tanimlanarak bu fonksiyonun self-concordant
ozellige sahip oldugu gosterilmistir. Yeni bariyer fonksiyonu kullanilarak modifiye
edilen yontem, matrislerin ortak Lyapunov fonksiyonunun varligi ve LMI problem-

lerine uygulanmigtir. Elde edilen sonuglar sayisal olarak érneklerle aciklanmigtir.

Anahtar Sozciikler: Hurwitz kararhilhik, Afin matrisler ailesi, Parametreye bagh
Lyapunov fonksiyonlari, Bariyer yontemi, Lineer matris egit-

sizligi.

I\Y



ABSTRACT

APPLICATION OF INTERIOR POINT METHODS IN MINIMIZATION
PROBLEMS OF EIGENVALUES

Birgiil AKSOY

Department of Mathematics

Eskigehir Technical University, Institute Of Graduate Programs, December 2022
Supervisor : Prof. Dr. Taner BUYUKKOROGLU

In this thesis, the robust Hurwitz stability problem of the matrices family is
considered. Conditions for the existence of parameter-dependent Lyapunov func-
tions corresponding to the family of affine matrices are given. An algorithm that
minimizes the maximal eigenvalue of affine symmetric matrices is constructed. The
existence of parameter-dependent Lyapunov functions for a given affine matrices
family is examined with this algorithm. The robust stability problems of matrices
family can also be generally expressed by linear matrix inequalities. For the solution
of such inequalities, a barrier method is examined. An additional barrier function is
defined and it is shown that this function has self-condordant property. The modified
method by using the new barrier function is applied the existence of the common
Lyapunov function of the matrices and the LMI problems. Obtained results are exp-

lained numerically with numerous examples.

Keywords: Hurwitz stability, Afinne matrices family, Parameter-dependent

Lyapunov functions, Barier method, Linear matrix inequality.
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1. GIRIS VE ON BILGILER

Lyapunov 1892 yilinda lineer olmayan bir sistemin kararliligi i¢in bir yeter kogul
vermigtir. Bu kogul, sistemin ¢ozlim yoriingeleri boyunca azalan ve pozitif belirli
olan bir fonksiyonun varligidir. Bu fonksiyona Lyapunov fonksiyonu adi verilmekte-
dir. Lyapunov fonksiyonlari, hem teoride hem de uygulamada dinamik sistemlerin
kararlhilik analizinde énemli bir kavramdir.

Dinamik sistemlerin matematiksel teorisinde Lyapunov teorisi en genel teori ola-
rak kabul edilir ve 6zellikle miihendisligin kontrol teori disiplininde biiyiik éneme
sahiptir. Dinamik sistemler uygulamali bilimlerde modelleme i¢in temel bir arag ol-
dugundan Lyapunov fonksiyonlar: elektrik elektronik, biyoloji, ekonomi, meteoroloji
ve bilgisayar mithendisligi gibi alanlarda kargimiza gkmaktadir 14,17, 18,30, 38|.

Lineer sistem teorisinin en temel meselelerinden bir tanesi belirsiz parametreli
kontrol sistemlerinin giirbiiz kararliliginin analizidir. 1980’1i yillarda afin parametreli
belirsiz yapiya sahip lineer sistemler i¢in kuadratik kararlilik kavraminin ortaya ¢ik-
mas1 bu konuda kapsamli bir gelismeyi de beraberinde getirmigtir. Béyle bir sistemin
kararhligi igin bir tek V(z) = 27 Pz formundaki kuadratik Lyapunov fonksiyonunun
varligr yeterlidir [1|. Lineer matris esitsizligi (LMI) yaklagimiyla bu tiir kuadratik
kararlihk problemlerinin ¢oziimleri [5]'te ele alinmigtir. Tek bir kuadratik Lyapu-
nov fonksiyonu yerine afin parametreli Lyapunov fonksiyonlarin varhiginin aragtiril-
masi glirbiiz kararlilik problemlerinin ¢6ziimii i¢in daha esnek kogullar getirmektedir
[15,19]. Afin parametreli Lyapunov fonksiyonlarin varligi igin bir yeter kogul [11]’de
verilmistir.

Kararlilik teorisi, sistem teori ve miihendislik alaninda 6nemli bir role sahiptir.
Dinamik sistemler {izerine yapilan ¢alismalarda farkli kararlilik problemleri ortaya
gikmaktadir. Bu tez kapsaminda birinci mertebeden diferansiyel denklem sistemi
ile ifade edilen dinamik sistemlerin denge noktasina iligkin kararlilik kavrami ele

alinmigtar.

Tanim 1.1 ([23]). D C R"™ agik baglantile bir kime, f : D — R"™ yerel Lipschitz

ozelligine sahip bir fonksiyon olmak tizere

i f(x) (L.1)



otonom sistem verilsin. Eger T € D igin f(Z) = 0 ise T vektorine (1.1) sisteminin

bir denge noktasy denir.

Kararhlikla ilgili tanim ve teoremlerin ifadelerinde yazim kolayligi bakimindan
denge noktasini z = 0 vektorii almak genelligi bozmaz. Eger sistemin denge noktasi

T # 0 ise y = v — T degisken degisimiyle bu denge noktasi orjine Gtelenebilir.

Tanmim 1.2 (|23]). D C R" agik baglantile bir kiime ve f : D — R™ yerel Lipschitz

kosulunu saglayan bir fonksiyon olsun. Keyfi bir ¢ > 0 verildiginde
l|z(0) — 0| < ¢ iken ||z(t) — 0]| <&, Vt >0

olacak sekilde bir 6 = §(e) > 0 sayist varsa & = f(x) sisteminin T = 0 denge noktas
kararhdur denir. Ayrica & = 0 denge noktasi kararl ve dyle 6 > 0 igin ||2(0)—0]|| < &

iken tlim z(t) = 0 ise T = 0 denge noktas, asimptotik kararhdir denir.
—00

Bu tamma gore (1.1) sisteminin denge noktasimin kararlihg i¢gin € > 0 sayisina
kargilik 6yle bir § > 0 sayis1 belirlenebilmelidir ki denge noktasinin d-komgulugundan
baglayan z(t) yoriingeleri, denge noktasimndan baglayan z(t) = 0 yoriingesinin e-
komusulugunda kalmahdir. Asimptotik kararlilik durumunda ise 0 denge noktasi
kararh olmali ve § > 0 oyle secilebilmelidir ki denge noktasinin bu 5—k0m§ulugundan
baglayan yoriingeler i¢in t — oo iken x(t) — 0 olmalidur.

Simdi, (1.1) sisteminin denge noktasmin asimptotik kararhiligim incelemek igin

klasik bir teorem olan Lyapunov Teoremini ifade edelim.

Teorem 1.3 (Lyapunov Teoremi, [23]). 0 € D C R"™ agk baglantily bir kiime,

& = f(x) sisteminin denge noktasi T = 0 olsun.
i) V(0)=0 ve her x € D — {0} i¢in V(z) >0
i) Her x € D — {0} icin V() < 0 (yoriinge iizerinde tiirev)

olacak sekilde V : D — R fonksiyonu varsa T = 0 denge noktasr asimptotik karari-

dar.

Buradaki V' (z) fonksiyonuna @ = f(x) sisteminin bir Lyapunov fonksiyonu denir.



f fonksiyonu lineer doniisiim ise asimptotik kararlilik kavrami agagidaki gibi ifade

edilebilir. A matrisi n X n boyutlu bir kare matris olmak iizere
T = Ax (1.2)

lineer sistemini ele alalim. £ = 0 denge noktasinin asimptotik kararliligit A matrisinin

ozdegerlerinin kompleks diizlemdeki konumlarina gore karakterize edilebilir.

Tanmim 1.4 ([2]). A € R™" matrisi verilsin. Bu matrisin ézdegerleri Ay, ..., A\,
olsun. Eger A matrisinin tiim 6zdegerleri kompleks diizlemin sol a¢ik yar: diizleminde
kalwyorsa, yani Re(\;) <0 (i =1,2,...,n) ise A matrisine Hurwitz kararle matris

denir.

Bu tez caligmasi boyunca “Hurwitz kararli matris” isimlendirmesi yerine kisaca
“kararli matris” ifadesini kullanacagiz.

Denklem (1.2) ile verilen lineer sistemin denge noktasimin asimptotik kararlihgimi
incelemek igin Lyapunov Teoremi (Teorem 1.3) uygulandiginda asagidaki teorem

elde edilir.

Teorem 1.5 ([23]). A € R™" matrisi verilsin. A matrisinin kararl olmasi igin

gerek ve yeter kosul herhangi pozitif belirli Q > 0 matrisi i¢in
ATP 4+ PA=-Q (1.3)

Lyapunov denkleminin pozitif belirly bir P > 0 ¢ozimiinin var olmasidir. Bu ¢éziim

tektir ve .

P = /eATthAtdt

0
seklindedir. Bu P > 0 ¢éziimiine karsihk gelen V (z) = o7 Px kuadratik fonksiyonuna

da sistemin bir Lyapunov fonksiyonu denir.

Bir P = PT € R™" simetrik matrisi icin sifirdan farkli her € R™ vektoriine
karsiik 27 Pz > 0 ise bu P matrisine pozitif belirli matris denir ve P > 0 seklinde
gosterilir. P simetrik matrisinin pozitif belirli olmasi i¢in gerek ve yeter kogul P

matrisinin tiim 6zdegerlerinin pozitif olmasidir [20].

Sonug 1.6. Denklem (1.2) ile verilen lineer sistemin T = 0 denge noktasinin asimp-



totik kararlhilig
ATP+PA<O (1.4)

esitsizliginin P > 0 ¢ozimiinin varligina denktir. Burada (1.4) esitsizligi A matri-

sine karsilik gelen Lyapunov esitsizligi olarak adlandurilur.

Kararlilik uygulamalarinda sistemin A katsay1r matrisi belirsizlik parametreleri
igerebilmektedir. Bu durumda tek bir matris yerine matrisler kiimesi s6z konusu
olmaktadir ve kararlilik problemleri bu matrisler kiimesine gore ele alinmaktadir.

Q) C R™ belirsizlik kiimesi ve a;; : Q — R (4,5 = 1,2,...,n) olmak iizere g € Q)

icin A(q) = [a;;(¢)] matrislerini ele alalim.

A={A(g): ¢€Q} (1.5)

kiimesi bir matrisler ailesidir ve bu matrisler ailesindeki tiim matrisler kararh ise A
matrisler ailesi giirbiiz kararhdir denir.

A(q) matrisinin a;;(q) bilesenlerine ve () belirsizlik kiimesine gére A matrisler
ailesi; aralik matrisler ailesi, polinomik matrisler ailesi, politopik matrisler ailesi gibi
siiflara ayrilmaktadir. Bu tiir matrisler ailesinin giirbiiz kararliligi problemlerinin
ele alindig1 ¢ok sayida galigma literatiirde yer almaktadir (|24, 26,27, 31,34, 35] ve
bu ¢ahigmalardaki referanslar).

Q) C R™ bir politop, ¢ € Q ve A; € R (i =0,1,2,...,m) olmak iizere
t=A(q)z, Alq) =Ao+qA + @A+ -+ @min (1.6)
lineer sistemi verilsin.
A={A(g) = Ao+ q1Ai + A+ + @A+ ¢ € Q} (1.7)

matrisler ailesini ele alalim. Burada ¢ € @ igin A(q) matrisi ¢'ya gore afin oldu-
gundan A (1.7) matrisler ailesi afin matrisler ailesi olarak adlandirihir. Bu A afin

matrisler ailesinin giirbiiz kararliligi, her ¢ € () i¢in
AT(@)P(q) + P(q)A(q) < 0

Lyapunov egitsizligini saglayan pozitif belirli P(q) > 0 simetrik matrisinin varlhigina
denktir [32]. A giirbiiz kararli oldugunda her ¢ € Q icin V(z) = 27 P(¢)r Lya-

punov fonksiyonunun varhigindan dolay1 (1.6) sisteminin denge noktas1 asimptotik

4



kararhdir.
Aq, As, o Ay € R™ matrislerinin tiim konveks kombinasyonlar: kiimesine bir

matrisler politopu denir ve bu politop

A = conv{Ay, Ay, ..., An}

(1.8)
= {OélAl—l-OéQAg—l—"'—l—OéNAN . Zz’]\ilai = 1, Q; > O}
seklinde ifade edilir.
Ay, Ay, ..., Ay matrisleri kararli ve 6yle bir P > 0 i¢in
ATP+PA; <0, i=1,2,...,N (1.9)
Lyapunov esitsizlikleri saglaniyor ise P matrisine Aq, As, ..., Ay matrislerinin ortak

Lyapunov ¢6ztimii denir ve bu durumda A (1.8) matrisler politopu giirbiiz kararl-
dir. A = {a = (ar,...,an) : SN a; =1, a; > 0} simpleksi verilsin. Bir a € A
ve denklem (1.9)'un ortak ¢oziimii olan P > 0 matrisi i¢in P(«) = P olmak tizere
V(x) = 27 P(a)x kuadratik fonksiyonu & = A(a)z sisteminin bir Lyapunov fonksi-
yonudur.

Ay ve As kararli matrislerin konveks kombinasyonunun kararliligi i¢in bir gerek

ve yeter kosulu ifade etmeden 6nce matrislerin bialterne ¢arpimi tanimini verelim.

Tamim 1.7 ([8]). Ay ve Ay matrisleri n x n boyutlu matrisler olsun. Ay ile Ag

matrislerinin bialternate carpimi F = Ay - As;

1 ik Qi bir by
F = (fijr)s fiju= 5 det + det
bj b jl Qi
seklinde tanimlanar.
Burada i, j, k, [ indisleri {1,2,... n} kiimesindendir ve i < j, k < [ kogullarim

saglar. F' matrisi m = n(n — 1)/2 olmak iizere m x m boyutludur. A € R™*"
boyutlu bir matris ve I birim matrisi i¢in 2A ile I matrisinin bialterne ¢arpimini
B(A) = (2A) - I ile gosterelim.

Aq, Ay € R™™ matrisleri verilsin. Bu matrislerin tiim konveks kombinasyonlari-

nin kiimesi n X n boyutlu matrisler uzayinda bir matrisler segmentidir ve
[Al,AQ] = {(1 — Oé)Al + O./Ag ae [0, 1]}

seklinde ifade edilir.



Teorem 1.8 ([39]). Ay, Ay € R™" kararl matrisleri verilsin. [Ay, As] matrisler
segmentinin giirbiiz kararl olmas i¢in gerek ve yeter kosul A; A" ve B(A;)B™(As)

matrislerinin negatif 6zdegerinin olmamasidar.

n = 2 durumunda B(A;) = tr(A;) ve B71(Ay) = 1/tr(A4,) olmaktadir. A, Ay €

R?*2 kararli matrisler oldugundan tr(A;) < 0 ve tr(As) < 0 olur ve buradan
B(A))B™(A3) >0

elde edilir. Dolayisiyla n = 2 durumunda [A;, A5] segmentinin giirbiiz kararli olmasi
icin gerek ve yeter kosul A; A, matrisinin negatif 6zdegerinin olmamasidir.
Matrisler ailesinin giirbiiz kararliligi problemlerinde ortak Lyapunov ¢oziimiiniin
varligi 6nemlidir. Bunun yani sira anahtarlamali dogrusal sistemlerin asimptotik
kararliligi problemlerinde de ortak kuadratik Lyapunov fonksiyonunun varligi, yani

P > 0 ortak Lyapunov ¢ozlimii ele alimmaktadir.

Tanim 1.9 ([24]). Ay, As, ..., Ay € R™" kararly matrisler ve o : [0,00) — {1,2,...,

N} pargaly stirekli fonksiyon olmak tzere
T = Aa(t){B (1.10)

anahtarlamaly lineer sistemini ele alalim. Keyfi bir ¢ > 0 sayisy verildiginde her
o(t) anahtary, ||xg — 0| < & kosulunu saglayan xy baslangi¢ noktasy ve her t > 0
icin ||x(t, zo,0(+)) — 0| < € esitsizligi saglanacak ve lim;_,o x(t, 2o, 0(-)) = 0 olacak

sekilde 6 > 0 sayist varsa (1.10) sistemine diizgiin asimptotik kararlidir denir.

Denklem (1.10) ile verilen anahtarlamal sistem igin Ay, As, ..., Ay matrislerinin
P > 0 ortak Lyapunov ¢oziimii varsa o zaman (1.10) sistemi diizgiin asimptotik
kararli olur [25,37].

N = 2 durumunda (1.10) sistemi diizgiin asimptotik kararli ise
[Al,AQ] = {(1 — Oé)Al + OéAQ Tae [O, 1]} (111)

matrisler segmenti giirbiiz kararlidir. Ancak bu énermenin tersi dogru degildir [10].

F, = FF' e R (kK =1,2,...,m) simetrik matrisler ve x € R™ olmak {izere
F(z):=Fo+ Y xFp >0 (1.12)
k=1



formundaki egitsizlige lineer matris egitsizligi (LMI) denir.

Ornegin, A € R™™ matrisi icin
ATP4+ PA<O

Lyapunov esitsizligi verilsin. Burada P = P? simetrik matrisi Lyapunov esitsizligi-
nin bir degiskeni olarak ele alinir. Bu matris esitsizligi P’ye gore bir lineer esitsizlik-
tir. Burada m = n(n 4+ 1)/2 ve n x n boyutlu simetrik matrislerin standart tabam
Py, P, ..., P, matrisleri olmak iizere Fy = 0 ve Fy, = ATP, + P, A (k=1,2,...,m)
almirsa 6yle # € R™ vardir ki ATP + PA < 0 esitsizligi
F(i)=ATP+PA=F+Y @F <0
k=1

seklinde LMI formunda ifade edilebilir [5].

Matrislerin kararliligi problemlerinde lineer matris esitsizlikleri ortaya ¢ikmakta-
dir. Bu matris esitsizliklerinin ¢6ziimiiniin varligi problemi, matris esitsizliklerinde
yer alan matrislerin en biiyiik (veya en kiigiik) 6zdegerlerinin isaretini belirleme
problemine denktir.

Ornegin, S = ST € R™™ simetrik matrisinin en biiyiik 6zdegeri Apax(S) olmak
tizere denklem (1.9) ile ifade edilen ortak P > 0 problemi

m
Gi(¥) = A[P+ PA;=Fio+ Y #Fix <0, i=12... N
k=1
max Amax(Gi(%)) < 0 olacak sekilde 7 € R vektoriiniin varhgma denktir.

Matrisler ailesinin kararhilik problemlerinde matris egitsizliklerinin ¢éziimiiniin
aragtirilmasi gerekebilmektedir. Bu tiir problemlerin sayisal ¢oziimleri i¢in yaygin
olarak Matlab-SeDuMi, Matlab-Yalmip paketleri kullanilmaktadir. Bu paketlerle ¢6-
ziilebilecek matris esitsizlikleri belli formattadir ve ele alinan problemin programa
girilebilmesi programin kabul ettigi uygun bir sablonun varligina baghdir.

Bu tez calismasinda parametreye bagl matris ailelerinin giirbiiz kararliligi prob-
lemleri ele alinmigtir. Birinci boliimde tez kapsaminda incelenen problemlerle ilgili
temel tanim ve teoremler verilmektedir. Ikinci boliimde verilen afin matris aileleri
i¢in parametreye bagl Lyapunov fonksiyonlarinin varhigi arastirilmigtir. Barmish’in
Iddias1 olarak bilinen ve kararli matris segmentine karsilik birinci dereceden tek para-

metreli Lyapunov fonksiyonunun varligi i¢in yeter kogullar verilmigtir. Bu iddianin



n > 3 igin gegerli olmadigina dair [7]’de verilen 6rnek Matlab-SeDuMi ile ¢oziil-
miistiir. Bu kargit 6rnegin dogrulanmasi tez kapsaminda ele alinan algoritmalar ile
yapilmigtir. Bu algoritmalar kullanilarak 2'nci dereceden tek parametreli Lyapunov
fonksiyonlar1 da belirlenebilmektedir. Uciincii boliimde simetrik matrislerin mak-
simal 6zdegerini veren fonksiyon yardimiyla afin Lyapunov fonksiyonlar1 bulmaya
yarayan bir algoritma verilmigtir. Ele alinan baz problemlerde parametreler [0, 1]
araliginda yer almaktadir. Bu tiir problemlerde [0, 1] arahg gridlenerek sonlu sa-
yida nokta igin algoritma g¢aligtirilmig ve ¢oziim aragtirilmigtir. Dérdiincii boliimde
simetrik matrislerin afin toplami seklinde verilen matrislerin maksimal 6zdegerlerini
minimize eden [21]’de verilen bariyer yontemi incelenmis ve bu yontem kararhlik

problemlerine uygulanmigtir.



2. PARAMETREYE BAGLI LYAPUNOV FONKSiYONLARI

Ag, A1 € R™™ matrisleri kararli matrisler olsun. Tek parametreli
A0) = Ag+0A,, 0e€]-1,1]

afin matrisler ailesinin giirbiiz kararlihgini ele alalim. Py, Py, ..., Pp matrisleri n x n

boyutlu simetrik matrisler ve
P(Q):P0+9P1+92P2++6DPD

olsun. Her 0 € [—1,1] igin

P(6) >0,
(2.1)
AO)TPO) + P(O)A(B) <0
matris esitsizlikleri saglanacak sekilde Py, Py, ..., Pp simetrik matrisleri varsa
A={A0)=Ay+04A,: 0€[-1,1]} (2.2)

matrisler ailesi giirbiiz kararli olur. Bu durumda P(#) matrisine D dereceli tek pa-
rametreye bagl polinomsal Lyapunov matrisi denir [7].

A (2.2) matrisler ailesi giirbiiz kararl ise o zaman (2.1) esitsizliklerini saglayan
P(0) vardir [19]. r = rank(A;) olmak tizere P(f) matrisindeki 6 parametresinin
derecesi olan D sayisinin iist siniri

(2nr —r?+71)/2 , r<mnise
nn+1)/2—1 | r=nise
seklindedir [40].

Barmish, [2]'de giirbiiz kararli A (2.2) matrisler ailesi igin birinci dereceden (afin)
bir P(#) matrisinin varligim iddia etmigtir.
fddia 2.1 ([2]). A1, Ay € R™™ matrisleri verilsin. Her a € [0,1] igin A(a) =
(1 — @)A1 + aAy kararly matris olsun. O zaman 6yle Py ve Py simetrik matrisleri

vardir ki P(a) = (1 — a) Py + aPy olmak dizere her a € [0,1] i¢in
L(a) = AT (a)P(a) + P(a)A(a) < 0 (2.3)
olur.

Buna gore A; ile A, matrislerinin tiim konveks kombinasyonlar1 kararli ise o
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zaman A(«) matrisinin bir afin Lyapunov fonksiyonu vardir ve bu Lyapunov fonk-

siyonu

P(OZ):(1—Oé)P1+OéP2:P1+OZ(P2—P1)

formundadir.

Simdi, Iddia 2.1’in gecerli oldugu bazi matris siniflarini verelim.

1)

4)

Ay, Ay € R™™ kararli matrisleri igin
ATP + PA, <0,
Agp + PAy, <0
olacak gekilde Lyapunov esitsizliklerinin ortak bir P > 0 ¢ozlimiiniin var ol-
dugunu kabul edelim. O zaman P, = P, = P ve her a € [0, 1] igin A(a) =
(1 —a)A; + Ay olmak tizere
L(a) = A'(a)P(a)+ P(a)A(a)
= [(1—a)AT +aAl]P + P[(1 — a)A; + aAj]
= (1-a)[ATP+ PA | +a[ALP + PAy)] <0

olur. Buna gére ortak P c¢oziimiine sahip A;, A, matrisleri icin Iddia 2.1’de

ifade edilen P(«) afin matris, P(a) = (1 — a) P + P = P sabit matrisi olur.

Aq, Ay € R™™ kararlhi matrisler ve A1 Ay = Ay A; olsun. Bu durumda A; ile A,
matrislerinin ortak P ¢6ziimii vardir [28]. Dolayisiyla degismeli iki matris igin

Iddia 2.1 dogrudur.
Ay, Ay € R?*2 kararli matrisler olsun.

A{P+PA1<0,

ATP 4+ PAy <0

olacak sekilde P > 0 ¢bziimiiniin olmasi i¢in gerek ve yeter kosul A;A; ve

A1 A5 matrislerinin negatif gercel 6zdegerinin olmamasidir [36].

Buna gore kararh A;, Ay € R?*? matrisleri icin A; Ay ve A1 A5 ! matrislerinin

negatif gercel 6zdegerleri yoksa Iddia 2.1 dogrudur.
Ay, Ay € R?*2 Metzler matrisleri olsun (kdgegen disindaki bilegenleri negatif
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olmayan sayilardan olugan matris).
[Al,AQ] = {(1 — )\)Al + )\AQ CAE [0, 1}}

segmenti giirbiiz kararliysa A; ve Ay matrisleri i¢in Lyapunov esitsizliklerinin

ortak P > 0 ¢oziimii vardir [9]. Bu durumda Iddia 2.1 dogrudur.

5) Ay, Ay € R™*" kararh ve egzamanli kogegenlegtirilebilir matrisler olsun. O za-

man A; Ay = Ay A; olur [20]. Bu durum icin Iddia 2.1 dogrudur.

2.1. Ikinci Dereceden Polinom Matrisler

Bu alt boliimde Iddia 2.1’in saglanmasima iligkin yeterli kogullar verilecektir.

Onerme 2.2. Cy, Cy, Cy € R™™ simetrik matrisler ve o € [0, 1] olmak iizere
C(Oé) = 06200 - OéCl + Cg

matris polinomu verilsin. Eger C'(0) < 0, C(1) <0 ve Cy > 0 ise her o € [0,1] igin
C(a) <0 dor.

Kamit. Sifirdan farkh keyfi bir v € R™ vektorii igin
fla) = v"Cla)v = a*v"Cov + av’ Crv + v  Cov

diyelim. Cy > 0 oldugundan v” Cyv > 0 olur. Dolayisiyla f(«) fonksiyonunun grafigi
kollar1 yukar1 dogru olan bir paraboldiir.

a =0 igin f(0) = vTC(0)v < 0 ve a = 1i¢in f(1) = vTC(1)v < 0 oldugundan
her a € [0,1] igin f(a) = vTC(a)v < 0 olur. Bu son esitsizlik her 0 # v € R" igin

gecerlidir. Buna gore her a € [0,1] i¢in C'(a) < 0 olur. O

Onerme 2.3. A;, Ay € R kararl matrisleri verilsin. Eger

A{P1+P1A1 <O,
ATPy + PyA, <0, (2.4)
(Ay — ANT(Py — P) + (P — Py)(Ay — A) >0

olacak sekilde P, > 0, P, > 0 varsa o zaman o € [0,1], A(a) = (1 — a)A; + a Ay ve
P(a) = (1 — a)P, + aP, olmak tzere her o € [0,1] igin

AT(a)P(a) + P(a)A(a) < 0
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olur.

Kanat. Py > 0 ve Py > 0 matrisleri (2.4) esitsizlik sisteminin ¢oztimleri olsun.

Cla) = A'(a)P(a)+ P(a)A(e)
= [1-a)A] +ad]][(1 — )P + aP)
+[(1—a)P, +aP)[(1 —a)A; + aAs)
= *[(A3 — AT)(Py — P1) + (Py — P1)(As — Ay)]
+al(AY — ATYP, + P (A, — A) + AT(P, — Py)
(P — P)AL + ATP + PLA,.
Burada
C(0) = ATP, + P, A, <0,
C(1) = ATP, + P,A, <0,
Co=(AY —AD) (P, — P)+ (P, — P)(Ay — Ay) >0

)
)

oldugundan Onerme 2.2’ye gore her a € [0,1] icin

C(a) = A" (a)P(a) + P(a)A(a) <0

olur. ]
.. -5 —4 -1 -1
Ornek 2.4. A, = , Ay = kararly matrislerini ele alalim.
6 4 1 -1
Bu matrisler i¢in
) ! 11 —+/89 11 —+/89
AAST = 2 20 ozdegerleri: — , — ,
4 4
-5 1
9
A1Ay = ; ozdegerleri: — 1, —8
-2 —=10

seklindedir ve AyAs matrisinin negatif ozdegeri oldugundan Ay, As matrisler: i¢in
ortak P > 0 ¢ozimi yoktur.

Diger taraftan

. 8009 o73 2727
B 10000 o | 72500 10000
Po=1 go09 747 | O Wim A+ PAL = 9727 931 | <0
10000 10000 10000 625
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3009 3000 2007
P, — | 10000 5000 10000

501 > 0 igin AL Py + PyAy = 2007 501 <0,
5000 10000 2500
ve bu Py, P, matrisleri i¢in
12081 19761
(Ay — ANT(Py — P) + (P — P)(Ay — A}) = 159070601 140304090 >0
10000 2500

oldugundan Onerme 2.3%¢ gire A(a) = (1 —a)A; + aAy ve P(a) = (1 — )P+ aP;

olmak tizere her a € [0, 1] igin

C(a) = AT(a)P(a) + P(a)A(«)
973  1643a 12081 2727 1904l | 1976102
| 72500 " 625 " 5000 10000 10000 10000 ~0
2727 1904l | 19761a® 231  1963a | 434942

T10000 10000 T 10000 625 1250 ' 2500
olur. Burada [Ay, As] segmentine karsilik gelen tek parametreli Lyapunov fonksiyonu
y 6991 P 8009 1 8009
. 10000 10000 10000
Pla) =a 8009 1309 | 7| 8009 7347
10000 2000 10000 10000

olur.

Onerme 2.5. Ay, Ay € R™™ kararly matrisleri verilsin.

A?Pl—f-PlAl <O,
A2TP2 + PQAQ < O, (25)
(AT — ATVP, + Py(Ay — Ay) + AT(Py — P) + (P — P)) A, = 0

olacak sekilde P, > 0, P, > 0 varsa o zaman o € [0,1], A(a) = (1 — a)A; + aAs ve
P(a) = (1 — a) P, + aP, olmak tzere her o € [0,1] igin

AT (@)P(a) + P(a)A(a) < 0
olur.

Kanat. Py > 0 ve P, > 0 matrisleri (2.5) esitsizlik sisteminin ¢oztimleri olsun.

(A7 — AD)PL+ Pi(Ay — A)) + AT (P, — P) + (P, — P A, =0

13



oldugundan

A§P1+P1A2+A,{P2+P2A1IQ(A{Pl—i—PlAI)

olur.

Burada

ifadesi diizenlendiginde

C(a) = AT(a)P(a) + P(a)A()

= [(1 —a)AT + ozAﬂ (1= )P + aP)]
+[(1—a)P + ab][(1 — a)A; + aAs]

= o’[(A; = AT)(Pa = P1) + (Py — Py)(As — Ay)]
+a[(Ay — AD)Py + Pi(As — Ay) + AT (P, — P)
+(P — P)Ai] + AP+ P A,

= a[(A] — AT)(P, — P) + (P — Py)(Ag — Ay)] + AL P+ PLA

= oP[ALP, + PyAy + ATP 4+ PLA) — (ATP 4 Py Ay + AT P, + P A)Y)]
+AT P+ P A

= aQ[(AgPQ + PQAQ) — (A{Pl + PlAl)] + AF{Pl + PA,

olur.
Ql = —(A{Pl + PlAl) > O,

Qg = —(Agpg + PQAQ) >0
diyelim. O zaman
Cla) = a*(Q1 — Q2) — Q1 = —[(1 — a®)Q1 + &*Qo]

olur. Burada a € [0, 1] oldugundan, 0 < o* <1, (1—a?)+a? =1ve Q; > 0, Q2 > 0

oldugundan her « € [0, 1] i¢in C(«) < 0 olur. O
Ornek 2.6.
27
-1 3 —— 2
Al - ) A2 = 10 13
2 9 3 =2
10

14



kararl matrislerini ele alalim. Burada

™ 610
-1 _ 249 249 | . .o N
A1AS = 860 940 ; ozdegerleri: 0.504966, 6.362503,
249 249
1 9
AAy = ; ozdegerleri: — 11.106447, —1.793552
-2 —10

seklindedir. A1 Ay matrisinin negatif 6zdegeri oldugundan Ay, Ay matrisleri i¢in ortak

P > 0 ¢oziimii yoktur.

1334 146 —3252 1544
o 505 505 Y - 505 505
P = 146 ) >0 win Ay P+ P A, = 1544 —3164 <0,
505 505 505
5 —&9 —_3 17001
o 50 .7 - 25 50500
Po=1 g9 oora3 | 0l st Pl =1 1000 o161 | <0
50 10100 50500 50500
ve bu Py, P, matrisleri i¢in
T T T 0
(A2—Al)P1+P1(A2—A1)+A1(P2—P1)+(P2—P1>A1: 0 O

oldugundan Onerme 2.5°¢ gire A(a) = (1 —a)A; + aAy ve P(a) = (1 — )P + aP;

olmak tizere her a € [0, 1] igin

Cla) = AT(a)P(a)+ P(a)A(a)
3252 15957 , 1544 137399

_ | s T2 505 w0500 |
1544 137399 , 3164 226239

505 50500 505 50500 °

olur.

2.2. n = 3 i¢in Barmish’in Iddiasina Kargit Ornek

Barmish’in iddiasinin n > 3 i¢in genel durumda dogru olmadig 7] ¢calisgmasinda
karsit ornek verilerek gosterilmistir. n = 2 durumunda Iddia 3.1°in dogruluguna
iligkin bir sonug heniiz mevcut degildir.

Ay, Ay € R™™ kararh matrisleri i¢in [A;, Ay] matris segmentine kargilik gelen
tek parametreli afin P(«) > 0 Lyapunov ¢oziimlerinin varligi i¢in bir gerek ve yeter

kosul [7]'de su sekilde yer almaktadir. Burada A € R™ " matrisi i¢in He(A) = A+ AT
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gosterimi kullanilmaktadair.

Teorem 2.7 ([7]). Tim konveks kombinasyonlar kararle Ay, Ay € R™™ matrisleri
verilsin. a € [0,1] olmak tizere A(a) = (1 — a)Ay + aAy matrisinin P(a) = (1 —

a) Py + Py seklinde afin bir Lyapunov fonksiyonuna sahip olmast i¢in gerek ve yeter

kosul

1

§(P1 + P) 1 D G

5P —F1) Gt -D
olacak sekilde Py, Py simetrik matrisleri ve D > 0, G = —GT matrislerinin varolma-
sudar.

[A1, Ao segmenti i¢in afin Lyapunov fonksiyonunun var olmamasi i¢in gerek ve

yeter kogul [7]’de su gekilde ifade edilmigtir.

Teorem 2.8 ([7]). Tiim konveks kombinasyonlar: kararl Ay, Ay € R™™ matrisleri
verilsin. a € [0,1] olmak tizere A(a) = (1 — a)A; + aAy matrisinin P(a) = (1 —
a)Py + aP, seklinde afin bir Lyapunov fonksiyonuna sahip olmamas i¢in gerek ve

yeter kosul
1 1
HG{E(Al + AQ)X + §(A2 - Al)Z} = 0,

1 1
He{§<A1 + AQ)Z + §(A2 - A1>Y} = 07 (27)
A X Z
ZY ZY

olacak sekilde X,Y, Z simetrik matrislerinin varolmasidar.

Ornek 2.9 ([7]).

1 5 11 -9 —1 —-15
A = 10 -6 1 , Ay = 0 -6 1
—-12 —11 -23 8 15 9

kararly matrisleri i¢in

—499 —1376 548
1

A1A2’1 = 0 690 2267 910 |, OJzdegerleri: 19.886, —0.51820 4 20.30005,

364 758 249
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-5 1 —11
12 10 -29

olmak tzere

B(A)B'(A;) = %

37 —178 —380
—814 1657 4684 |,
370 =946 —2523

matrisinin 6zdegerleri: 0.759, —11.58268 + 16.31282 oldugundan Teorem 1.8’e gére

[A1, As] segmenti giirbiiz kararldor.

Teorem 2.8, denklem (2.7)’deki bes kosulu saglayan X,Y, Z matrisleri

27923000270
X = 1613316900
—18116392840

18406827180
Y = —567157140
—11343142800

20054829240
Z = —1400900940
—12946463460

1613316900 —18116392840
2449636443  —37327054
—373270542 15686330948

—567157140 —11343142800
979635060 412477920
412477920 10002589560

—1400900940 —12946463460
—450021420 1468590480
1468590480 11543189400

seklinde Matlab-SeDuMi programa ile bulunmustur [7].

Goriildiigii iizere Ornek 2.9'da ifade elde edilen X,Y,Z matrislerinin girdileri

biiyiik sayilardan olugsmaktadir.

Bu 6rnek i¢in Teorem 2.8’de ifade edilen denklemleri kullanarak X, Y, Z matris-

lerini belirlemeye caligalim.

1 T2 T3 Yi Y2 Ys 21 22
X=lz oy o5 | Y=|9 v | 2= |2 u
I3 Ts Tg Ys Ys Ys 23 %5
diyelim. z = (21, 2, . . ., z6) olmak iizere

1 1
He{i(Al + AQ)X + 5(142 - Al)Z} =0

17
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denkleminden X = X (z) matrisi

325 11 197 25 43 34

LS Tt T LR T g BT M T it T o
2195 261 985 787 2200 593
X = — 21 — ——R9 — ——Z3 — —— 24 — y4 —2Z
2 927 711037 3007 927t 027 TP T 927™®

3200 151 1165 214 2171 5225

= o T 13 T oar P T ars ™ T 2ms1 Y sl
1557 11241 2151 1079 3659 01
T TR YT 4120 P 824 2T 20607 T 20600 2067
1861 2677 341 10217 11207 508
Ts = 5708 T o060 T 12367 T om0 4 020 T 027
1031 49 2120 4073 33728 7414
. =

T5562° T 103072 T 18547 T 1390574 T 1300570 T 278178

ve

1 1
He{§<z41 + AQ)Z " 5(142 - Al)Y} =0

denkleminden de Y = Y'(z) matrisi
147 303 711 1544 921 78

NS T I T B 2 T o A T 0 T T
6 1
Yo = 22— 324 + 525,
43 25 53 134 81 30
Y3 = ﬂzl — 522 + ﬁ23 + EZA — %25 + ﬁz&

1135 565 802 1444 44681 403

YT T A T o T ot T 05 T oa20 BT 120
535 333 796 . 2012 1209 . 493

= —21— —2+t—=% Z4 — z z

Y5 2427 121 T 1217 T 605 7t 121077 T 12179
1165 . 713 996 2556 2219 497

= — 21+ —=2y — ———23 — zZ 25 — ——Z

Yo 484 1 T 2427 1217 605 Tt T 242077 1217°
olarak elde edilir. Buna gore denklem (2.7)
X(z)—Y(2) O 0
C(z) = 0 X(z) Z >0, z#0 (2.8)

0 Z  Y(z)

formunda ifade edilir. C'(z) blok matrisi 9 x 9 boyutlu simetrik bir matristir. Burada

( X(z) Z )
Amin(C(2)) > 0 A\uin(X(2) = Y (2)) > 0 ve Apin >0
Z  Y(2)

oldugundan i, (C(2)) > 0 olacak sekilde bir 2 € R® bulundugunda Teorem 2.8’in

kogullar1 saglanmig, yani X (z), Y (z) ve Z matrisleri belirlenmis olur.
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C(z) matrisinin (3n) x (3n) olmasi durumunda m = n(n + 1)/2 olmak iizere
z € R™ olur. Burada A, (C(2)) > 0 olacak gekilde bir 2 € R™ varsa, C(z) mat-
risi homojen yani ¢ € R igin C(t.z) = ¢.C(z) oldugundan C(z) > 0 ¢oziimiini
Z=[-1,1] x [-1,1] x ... x [-1,1] = [-1, 1]™ kutusunda aragtirabiliriz.
Simdi h: Z — R,
h(z) = AminC(2)

fonksiyonunu tanmimlayalim. h(z) fonksiyonu

h(z) = AuinC(2) = min v C(2)v

[[v]l=1
seklinde de ifade edilebilir [20].
Bu h fonksiyonu i¢in [22|’de verilen Teorem agagidaki gekilde ifade edilebilir.

Teorem 2.10. % € Z i¢in M\uinC(2) dzdegerine kargilik gelen birim 6zvektor v, yani

h(2) = TC(2)0 olsun. O zaman dyle § € R™ wvektori varduwr ki
i) h(2) = (%,9),
ii) her z € Z igin h(z) < (z,9)

olur.

Teorem 2.10’daki ¢ vektorii su sekilde belirlenir. f(z,v) := vTC(z)v fonksiyonunu

tanimlayalim. Bu fonksiyon z’ye gore lineerdir ve ¢ vektorii

.g:vzf’

V=0

seklinde ifade edilir.

Ornek 2.9 icin Teorem 2.10°daki 6zellikleri kullanilarak Ay, (C(2)) > 0 olacak
sekilde bir 2 € Z vektoriiniin varligini aragtiralim.

Burada k € N olmak iizere k’yinci asamada ele alinan Z kiimesine ait noktay1
2¥ ile gbsterecegiz.

Bir 0 # 2! € Z alalim. Eger h(z') > 0 ise C(z') > 0, yani denklem (2.7)deki
kogullar1 saglayan XY, Z matrisleri bulunmus olur. h(z!) < 0 ise g vektorii hesap-
lanir. Z kutusunun (z, ') < 0 kogulunu saglayan noktalar i¢in h(z) < (2,4') < 0

olacagindan bu z noktalar: igin Ay, (C(2)) < 0 olur.
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Eger Auin(C(2)) > 0 olacak sekilde bir 2 varsa, bu nokta Z kutusunun (z, ') > 0
kosulunu saglayan noktalar kiimesinde olmalidir. Bu kiime bir politoptur. Bu poli-
topun kose noktalar ¢', ¢2, ..., ¢"* olsun. Bu politopun analitik merkezini 22 olarak

alalim:
1
2 _ L i
P
Eger h(z?) > 0 ise C(2%) > 0 olur. h(z?) < 0 ise §* vektorii hesaplanir. Eger
Amin(C(2)) > 0 olacak gekilde bir 2 varsa, bu nokta Z kutusunun (z,g') > 0 ve

(2,6*) > 0 kosullarii saglayan noktalar kiimesinde olmalidir. Bu kiimenin koge

noktalar1 ¢', ¢%, ..., ¢™? olsun. Yeni nokta olarak

1 &
3 i
2= — q.
¥ 2
alabiliriz.

Herhangi bir agamada kesigim kiimesi bos kiime ise denklem (2.7)’deki kogullar

saglayacak gekilde X, Y, Z matrisi yoktur.

z2 22

21 21

<Z.,.(}2> =0

I8
[

Sekil 2.1. Z kutusunda z* noktasinin secilme prosediirii
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Algoritma 2.11. C(z) (2.8) matrisi verilsin.

1) 0 # 24 € Z alimar. h(zY) > 0 ise durulur. h(z') < 0 ise g* vektori hesaplanar.
Z kutusu ile (z,¢") > 0 yar uzaywmn kesisimi olan politopun ¢, ¢*, ..., ¢" kise

N .
noktalary bulunur. 2* = N% Y it g alvar.

2) h(z*) > 0 ise durulur. h(z*) < 0 ise §* vektori hesaplanr. Z kutusu ile (z,g') > 0
ve (z,g*) > 0 yarr uzaylarmn kesisimi bulunur. Bu kiime bos kiime ise durulur
(Denklem (2.8) "in ¢ozimi yoktur). Kesisim kiimesi bos kiimeden farkliysa bu kiime-

nin ¢, ¢?, ..., q"?* kése noktalars bulunur. 2> = N% vajl q" alnar.

8) h(z*) > 0 ise durulur. h(z*) < 0 ise gF wvektirii hesaplanwr. Z kutusu ile
(z,6Y) > 0,...,{2,3%) > 0 yarr uzaylarmn kesisimi bulunur. Bu kiime bos kiime
ise durulur (Denklem (2.8)’in ¢ozimi yoktur). Kesisim kiimesi bos kiimeden fark-

hysa bu kiimenin ¢, ¢2, ..., q"* kose noktalar: bulunur. 2! = Nik 25\21 q" almar.

Denklem (2.8) igin z' = (1/2,1/2,...,1/2)T € R® alimarak Algoritma 2.11 uygu-
landiginda 17'nci adimda 27 = (0.658, —0.037, —0.420, —0.004, 0.037,0.365)” elde
edilir ve h(z'") = AuinC(27) = 0.000739 > 0 dir. Teorem 2.8, denklem (2.7)’deki

kosullar1 saglayan X, Y, Z matrisleri

0.8520092585  0.0236202805 —0.5398982380
X = 0.0236202805 0.0516148058  0.0065874326 | ,
—0.5398982380 0.0065874326  0.4591387630

0.594473636  —0.02480000000 —0.3664590915
Y = —0.02480000000  0.019835123 0.019240497 )
—0.3664590915 0.019240497 0.315966530

0.658 —0.037 —0.420
Z = —-0.037 —0.004 0.037
—0.420 0.037  0.365

seklindedir.
2.3. Cok Parametreli Lyapunov Fonksiyonlari

Ay, Ag, ..., Ay € R™" kararhh matrisleri verilsin.

A={A(a) = A1 + Ao+ +anyAy g +ag+ -+ ay =1, oy > 0} (2.9)
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matrisler politopu verilsin. 4 (2.9) matrisler politopu agagidaki teoremde ifade edilen

kosullar sagladiginda bu matrisler politopuna kargilik
P(Oé) = (alpl_l + OéQPQ_l +--+ O./ij;l)_l

bi¢iminde bir Lyapunov fonksiyonunun varligi gésterilmistir.

A={aeR¥ a1 +as+-+ay=1, s >1,i=1,..., N} tammlayalm.

Teorem 2.12 ([27]). Ay, As, ..., Ay matrislerin xn boyutlu kararl matrisler olsun.
Eger,

AT(S— Q)+ (S+Q)A; =0 i=1,2,...,N (2.10)
olacak sekilde S = —ST ve Q = QT > 0 matrisleri varsa o zaman

ATP+ PA; = —-2Q i=1,2,...,N
Lyapunov denklemlerinin ¢éziimleri P; > 0 olmak tzere
a € A, P(CY) = (alPl_l + CYQPQ_l + -4 Oéijgl)_l

matrisi A(a) = a1 Ay + asAs + -+ + ay Ay matrisi i¢in Lyapunov fonksiyonudur,

yani A = conv{Ay, As, ..., Ax} politopu girbiiz kararldar.
Kamit. A, n x n boyutlu herhangi bir matris olsun. A matrisi
1 7y, L T
A:i(A+A)+§(A—A) (2.11)
seklinde yazilabilir. A kararli bir matris olsun. O zaman @ > 0 i¢in
ATP + PA=—-2Q

denkleminin ¢oziimii olan P > 0 matrisi tektir. Bu P matrisi icin A7 P matrisini

(2.11) esitligine gore,
1 1
ATP = 5[ATP +(ATP)T] + 5[ATP — (AT P)T]
seklinde yazabiliriz. Buradan,

ATP = _[ATP + PA] + -[ATP — PA]

1 1
2 2

1
ifadesi gelir. Bu ifadenin simetrik kismi §[ATP + PA] = —(Q dur ve ters simetrik
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1
kismina da yani é[ATP — PA] = —8S dersek,
ATP = (-Q) +(~5)
seklinde yazabiliriz. O zaman

(ATP)T = —(Q+9)"
PA = S—Q
A= PUS-Q)

elde edilir (P > 0 ve P matrisinin 6zdegerleri pozitif olacagindan det(P) # 0, yani
P~! vardir.). Ayrica, ATP + PA = —2Q denkleminin P > 0 ¢ziimii igin,

S'= %[PA — AT P

olur.
ATP + PA = —2Q) esitliginin her iki tarafim 6nce sagdan A ile ve daha sonra da

soldan AT ile carpip elde edilen iki denklemi taraf tarafa cikartirsak,
PA? — (AT?P = 2(ATQ — QA) (2.12)

bulunur. PA — AT P = 28 esitliginin de her iki tarafim1 6nce soldan AT ile ve daha

sonra da sagdan A ile carpip elde edilen denklemleri taraf tarafa toplarsak,
PA? — (AT)2P = 2(ATS + SA) (2.13)
bulunur. O zaman (2.12) ve (2.13) denklemlerinden
AT(S—Q)+ (S+Q)A=0

elde edilir.

Simdi Ay, As, ..., Ay kararli matrisleri verilsin. Oyle ST = —S ve Q > 0 matris-
leri igin

AT(S— Q)+ (S+Q)A; =0, (i=1,2,...,N) (2.14)

saglansin. ¢Q > 0 matrisi igin A, Ay, ..., Ay matrisleri kararli oldugundan

1=1,2,..., N igin
ATP, + PA; = —2Q
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denklemini saglayan P; > 0 matrisleri vardir ve tektir. Bu P; matrislerine karsilik
gelen

Si= %[R-Ai — A/ P}
matrisleri igin (2.14) denklemi
AT(S;i — Q)+ (S; +Q)A; =0, (i=1,2,...,N)
saglanir. Diger taraftan
AT(S = Q)+ (S+Q)4; =0 (2.15)

ve her i € {1,2,..., N} i¢in A; matrislerine kargilik gelen S; matrisleri i¢in (2.15)

denklemine gore S; = S olmak zorundadir. O zaman ¢ = 1,2, ..., N igin
Ai=P(S-Q)

seklinde yazlabilir. Bu bilgiler dogrultusunda P(a) = (Pt + -+ + ayPy') ™!

olmak tlizere

A(Oé) = 051A1+"'+OCNAN
= u P (S—Q)+ - +anPy' (5 - Q)
— Pa)(S-Q)

seklinde alabiliriz. Dolayisiyla A(«) kararh olup P(«) > 0

AT (a)P(a) + P(a)A(a) = —2Q

Lyapunov denkleminin ¢6ziimii olur. O
Ornek 2.13.
-1 -1 -1 -7 -2 -3
Al = 3 A2 = 1 ) A3 =
1 -1 z - 1 1 -1

kararly matrislerini alalvm.
A1A2_1 matrisinin ozdegerleri 4.3410, 0.2303 ve A Ay matirisinin dzdegerleri de

—0.9551, —4.1876 oldugundan A, ve As matrislerinin ortak P ¢ozimi yoktur. Do-
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laypnsiyla Ay, Ay ve As matrislerinin de ortak P ¢ozimi yoktur.

0 59 q1 42
—s3 0 G2 g3

matrisler: verilsin. Stmdi

olacak sekilde

1
0 -2 - 1
S: 5 Q: 2 7
2 0 -1 =
2
vardwr. O zaman
ATP +PLA = —2Q
ATP+ P Ay = —2Q
Agpg—i—Pg.Ag = —2Q
Lyapunov denklemlerinden,
3 1 9 -5 3 1
|4 4 | 28 4 110 10
P = . 13 >0, P, = 549 >0, P3= 1 16 >0
4 4 4 4 10 5

¢oztimleri elde edilir. Her o« € A igin A(a) matrisinin Lyapunov fonksiyonu

d=1401%24+ 64y a9 +49 o1 as + 14 0?2 + T3 gy as + 35 as? olmak izere

3 7
1 5(70&1 +3042+7043) 5(041 —5a2+a3)
7 7
d §(a1—5a2+a3) 5(13a1+49a2+32043)

olur ve A = conv{ Ay, As, A3} politopu giirbiiz kararhdur.
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3. MAKSIMAL OZDEGER FONKSIiYONU ILE AFIN LYAPUNOV
FONKSIYONLARININ OLUSTURULMASI

Ay, Ay € R™™ matrisleri verilsin. Bu béliimde, [A;, As] glirbiiz kararh matris

segmenti ve P(a) = (1 — a)P; + aP, olmak iizere her o € [0, 1] igin
L(a) = AT(a)P(a) + P(a)A(a) < 0 (3.1)

olacak gekilde P;, P, € R™ ™ simetrik matrislerinin varligi problemine iligkin bir

algoritma verilecektir.

m=n(n+1)/2vex = (L1, %o, ..., Ty, Tong1, - - - Tom)’ € R¥ i¢in Py, P, simetrik
matrislerini
T T e Tn Lm+1 LTm+2 R Tm+n
Ty Tpy1 ... Top—1 Tm4+2  Tmintl -+ Tmt2n-1
Piz) = | . :  Palz) =
Tn Toap—1 .- Tm, Tm4+n Tm42n—1 - - Tom

seklinde alalim. Denklem (3.1) ile verilen esitsizlik z € R*™ ve

P(a,x) = aPi(x) 4+ (1 — a)Py(x) igin
L(a,r) = AT(a)P(a,z) + Pla,z)A(a) < 0 (3.2)

seklinde ifade edilebilir.
Burada her o € [0, 1] igin (3.2) esitsizligi saglanacak sekilde bir & € R*™ varsa,
o zaman her v > 0 i¢gin Py(yZ) ve Pa(~vZ) matrisleri de (3.2) esitsizligini saglar.

Dolayisiyla, (3.2) ¢oziimiiniin
X=[-1L1x[-1,1] x...x[-1,1] = [-1,1]*™
kutusunda aragtirilmas: yeterlidir.

Simdi ¢ : X — R,
o(r) = max A\paxL(a, x)

0<a<l

fonksiyonunu tammlayalim. Burada ApaL(a,z), o € [0,1] i¢in L(c, x) simetrik

matrisinin en biiyiik 6zdegeridir. Bu deger

Amax L, ) = |I|11”ax v L(e, v)v = 07 L{a, 2)0
v||=1
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ile verilebilir [20]. Burada ¢ vektorii Apax L(c, 2)’a (en bityiik 6zdegere) kargilik gelen

birim 6zvektordiir. Diger taraftan

max max v’ L(a, 2)v = max v’ L(a, z)v
0<a<L|v]—1 vli=1
0<a<1

olmak tlizere

¢(z) = max v’ L(a, z)v
v||[=1
pshet

seklinde yazilabilir.

Ay, Ay € R™" kararh matrisler, A; A5 ve B(A;)B~!(Ay) matrisleri negatif 6zde-
gere sahip olmasimlar. Eger 6yle 2 € & igin ¢(Z) < 0 oluyorsa o zaman her « € [0, 1]
i¢in

AT(a)P(a,2) + P(a, 2)A(a) < 0
olur.

fla, z,v) = vT L(c, x)v fonksiyonunu tanimlayalim. Bu fonksiyon z’e gore line-
erdir. z, & € int(&X') i¢in z ile & noktalarmin belirledigi dogru parcasi tizerinde Gyle

T € int(X) vardir ki
f(O./,.Qf,U) = f(aa'fjvv) + <fo(aajav)7$ - :i‘>

olur. f fonksiyonu z’e gore lineer oldugundan V,f vektorii x’ten bagimsizdir. Bu
nedenle

fla,z,v) = f(a,z,v) + (Vo f(a, 2,v), 2 — &)

seklinde de yazilabilir. Bu f(a, x,v) fonksiyonunun [22]’de verilen Teorem’de ifade

edilen oOzelliklerine benzer ozellikler agagidaki gibidir.

Teorem 3.1. a € [0,1] ve & € int(X) verilsin. L(c,Z) matrisinin en biyik dzdege-

rine karsilik gelen birim dzvektori v i¢in g = V, f!v:@ diyelim. O zaman,
i) (&) = (9, %),
i1) her x € X i¢in ¢(x) > (g, )

olur.
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Kamit. Keyfi bir x € X i¢in

o(z) = max  f(«a,z,0)

[Jv]|I=1, 0<a<1l

> f(a,x,0)

(
= (&) + (g, - )
(Burada ¢(z) = | “Erllgxi( <1f(04, z,v) = f(&, z,0) olarak almmigtir.)

Bir —1 < f < 1 i¢in a = fz alalm. a € int(X) olur.
¢(a) = ¢(2) + (9,0 — Z)

oldugundan
¢(B1)
Bo(z) = (%)

olur. Bu ifade diizenlenirse

IV

=

=>
-+
—~

“Q>

)

=>

|
=>

(B=1)¢(2) = (8 —1)(g,2)

B —1 < 0 oldugundan

oldugu goriiliir. 72 noktast X kutusunun simirinda olacak gekilde % sayisi igin

1 < v <7 olmak iizere b = vz € int(X’) olur.

oldugundan

ve buradan

v —1 > 0 oldugundan

olur. Sonug olarak # € int(X) igin ¢(z) = (g, z) olur.

28



Diger taraftan,

o(x) 2 ¢(2) + (g, x — L) = ¢(2) + (9, x) — (9, 2)
oldugundan ¢(z) > (g, x) esitsizliginin saglandig1 goriiliir. O

3.1. Bir i¢ Nokta Yontemi

Bu béliimde Teorem 3.1'1 esas alan bir algoritma ile ¢(z,.) < 0 olacak sekilde
x, € X noktasi arastirilacaktir.

Asgagida verilen yontemde k£ € N olmak tizere k’yinci asamada ele alinan nokta
2* ve bu noktaya karsilik gelen maksimum 6zdegeri veren parametre o ile gosteril-

migtir.
Algoritma 3.2.

1) ' € int(X), z' # 0 noktasina alalim. Eger ¢(x') < 0 ise o zaman (3.2) esitsizli-
gini saglayacak sekilde Py(x') ve Py(x') matrisleri belirlenmis olur.

d(x') > 0 oldugunu varsayalim. ¢(z') sayist o € [0, 1] olmak tizere L, x') mat-
rislerinin  en  buyik ozdegerlerinin  maksimumudur. Bu maksimum deger,
al € [0,1] igin L(at, z') matrisinin en biyiik o6zdejeri olsun. Bu ozdegere karsi-

ik gelen birim 6zvektore vt diyelim. O zaman

p(z') = max floyz,v) = fla', 2!, 0"
0<a<l

olur.

gl = vxf(Oél,Il,Ul)

seklinde hesaplanir. x' noktasi aradigumiz ¢oziimii veren nokta olmadigindan yeni

bir 2% noktas: icin ¢ézim arastirilmalidur.

2) Teorem 3.1-ii) ye gire ¢(x) > (g',z) oldugundan X kiimesinden (g',x) > 0 olan
noktalar elimine edilerek yeni x* € int(X) noktas: (g', x*) < 0 olacak sekilde segilir.
Eger ¢(x?) < 0 ise ¢ozim bulunmustur. ¢(z?) > 0 ise g* vektori hesaplamir ve

z3 € int(X) noktas: (g',z*) < 0 ve (¢*,2°) < 0 olacak sekilde segilir.

3) Bu islemlere devam edildiginde ejer ¢(a*) < 0 ise ¢oziim elde edilmistir. Eger

o(xF) > 0 ise yeni 21 € int(X) noktasr i = 1,2,...k icin (g, ") < 0 egit-

1

sizligini saglayacak sekilde almmalhdir. Bu ¥+ noktasinin belirlenmesi igin [22] de
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verilen

R : ) . i~k
s = min max{g",v) := max {{¢", 2%} (3.3)

minimax problemi ¢ozultir.

Teorem 3.3 ([22]|). Denklem (3.3) ile verilen minimaks probleminin ¢ézimii

S = —max z
kwsitlar:  —1<z; <1, 1=1,2,...,2r

0<z<o, o0:= 2\/502132(1 |A()]],

<glax>§07 221,2,,]{3

olur.

Bu dogrusal programlama probleminde (DP) amag¢ fonksiyonu optimal degerini

(z*, 2%)T noktasinda alyor ise 2% = x* 'dir.
Xy X2
1 (g'x)=0 i (ghx)=0
(g 0>0 % | - e
>1 — 3
X X1 X -+ X1
2 \Zﬁ‘\z
A X / . X (g°,x)=0
(94,x) <0 Lk
£1

Sekil 3.1. X kutusunda z* noktalarmin secilme prosediiri

Denklem (3.3)’te tanimlanan s sayist pozitif olmayan bir sayidir: s < 0. Ayrica

reXvei=1,2,... kicin ¢(x) > (¢°, z) oldugundan

¢(r) > max (g, x) > sy (3.4)

esitsizligi saglanir. Burada s, = 0 ise (3.4) esitsizliginden dolay1 ¢(x) < 0 olacak
sekilde x € X yoktur. Eger s;, < 0 ise 2* ile 2¥ noktalarim birlestiren dogru parcasi

tizerinde

max {{g",7)} = 0

1<i<k
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olacak sekilde z* noktasi icin

1 1

noktasi (£* ile #*¥ noktalarmi birlegtiren dogru parcasinin orta noktasi) yeni nokta
olarak belirlenmis olur.

3.2. En Biiyiik Ozdegeri Veren Fonksiyon ile C6ziimiin Aragtirilmasi

o(z) = Orgagl)\maXL(a, x) fonksiyonunun bir z € X noktasinda degerini hesapla-

yabilmek i(;i;l AmaxL(cv, )1 formiiliize etmemiz gerekmektedir. n = 2 durumunu ele

alalim. L(«, ) matrisinin karakteristik polinomu
p(s) = s* —trL(a, x)s + det L(a, x)

olur. Bu polinomun koklerinden en biiyiigii,

trl(a,z) + y/tr’L{o, z) — 4det L(a, z)

/\maXL ) -
(02) :
olur.
Ornek 3.4. h
-1 -1 1] _=
Al — ) A2 - 10
1 -1 10 -1

kararl, matrisleri verilsin. AjA;' matrisinin 6zdegerleri 0.17 ve 5.87 oldugundan
bu ki matrisin tim konveks kombinasyonlary kararlidir. Ayrica Ai1As matrisinin
ozdegerleri —7.57, —0.52 oldugundan Lyapunov esitsizligini saglayan ortak P > 0
¢oztimi yoktur. Bu iki matris icin (3.2) esitsizligini saglayan Py ve Py matrislerini

Algoritma 3.27yi uyqulayarak arastiralim. Burada

9
-1 -1+ —«
Ala) = (1 —a)A; + aAy = 10
1+ 9« —1
T, T T4 T
reX=[-1,1° P@)=| ' |, B@=|"""],
Ty T3 Ts T

—Qr +Faxy 11 —axs + axs + To
Pla,z) = (1 — a)Pi(z) + aPy(z) = )
—Qxo + Qx5 + Lo —ax3+ kg + T3

L(a,z) = A(a)' P(a, ) + P(a, 7)A(a)
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trL(a, x) + \/tr2L(a, x) — 4 det L(a, 7)

o(r) = max ApaxL(@, ) = max

0<a<l 0<a<l 2
olur.

! =(0.5,0.5,0.5,0.5,0.5,0.5)T € [~1,1]° alalvm. O zaman
9 -1+ %a

1 _ 20

L(a,z7) =

-1+ %a -2+ ga

20 10

olur ve ¢(x') = 10.361 > 0 olarak hesaplanir. Bu deger o = 1 igin L(1,z') matri-
sinin en biyik 6zdegeridir. Buna gére

ol = (—0.945, —0.325)7

g' =(0,0,0, —1.849,16.623,5.948)T,

s1 = —24.421

olarak hesaplanir ve
2% = (0.175,0.175,0.175,0.824, —0.473, —0.473)"

olur. Islemlere devam edildiginde

P(z?) =2.168, o? =1, v?=(-0.279,0.960)7,
g* = (0,0,0,—-0.102,2.453, —7.213)7,

sy = —9.769,

2% = (0.071,0.071,0.071,0.928, —0.784,0.397) ",

H(x3) =0.965, a3=1, v*=(0.282,0.959)7,
> =(0,0,0,-0.213,0.326, 3.575)%,

s3 = —1.208,

r? = (0.019,0.019, 0.019, 0.980, —0.940, —0.024)7,

o(zh) = 0.596, a*=0.621, v*=(0.087,0.996)7,

g* = (—0.034, —0.424, —0.314, —0.057, —0.697, —0.517) ",
s4 = —0.548,

2® = (0.765,0.765,0.765,0.995, —0.499, —0.052) 7,
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¢(x°) = 1.304, a®=0.266, v°=(—0.992,-0.123)7,
g° = (—1.579,4.538,0.587, —0.575, 1.652, 0.213)7,

s5 = —0.389,

2% = (0.972,0.385,0.972,0.999, —0.240, —0.032)7,

$(2%) = 0.806, f =0.4808, v® = (—0.707,—0.706)
g% = (—0.814, 1.437, 2.247, —0.754, 1.331, 2.081)7,

s6 = —0.297,

27 = (0.996,0.399, 0.468, 0.999, —0.133, —0.015)7,

H(x") =0.057, o' =1, o7 =(0.002,0.999)7,
g" = (0,0,0,—0.0005, —0.210, —1.948)T,

s7 = —0.077,

% = (0.257,0.140, 0.262, 0.999, 0.030, 0.016) "

d(2%) = —0.093, a® = 0.485
elde edilir. Buna gire ¢(x®) = —0.093 < 0 oldugundan

g 0.257 0.140 0.999 0.030
Pl([L' = s PQ xr) =
0.140 0.262 0.030 0.016

ve her a € [0,1] i¢in
L(a, %) = A(a)" P(a, 2®) 4+ P(a, 2%)A(a) < 0
olur. Burada, o € [0, 1] olmak tizere

—0.234 + 0.826cr — 1.987a? —0.276 + 1.825c — 1.54502

L(a, 2% =
—0.276 + 1.825cr — 1.5450%  —0.805 + 0.965c — 0.1980/2

matrisinin negatif belirli olmasi i¢in gerek ve yeter kosul

g(a) = —0.234 + 0.826a — 1.987a2 < 0,
h(a) = det(L(a, 2%)) = 0.112 + 0.118a — 1.74002 + 3.5560° — 1.992a* > 0

olmasidur. Sekil 3.2°de g(a) ve h(a) fonksiyonlarinin grafikleri verilmistir.
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Sekil 3.2. g(«) ve h(«a) fonksiyonlarinan grafikleri

3.3. Gridleme ile Co6ziimiin Arastirilmasi

AmaxL(c, ) degerinin o € [0, 1] {izerinde maksimum degerini hesaplamada or-
taya cikabilecek problemleri agmak igin bu degeri yaklagik olarak hesaplamak yoluna
gidilebilir. Bunun igin [0, 1] araligindan N > 0 tamsay1 olmak tizere i = 0,1,2,..., N

i¢cin a = i/N noktalar1 alinir.
L(a,z) = AT (a)P(a, ) + P(a, z)A(a)

denkleminde o = i/N (i =0,1,2,..., N) yazildiginda

Lo(z) = AT(0)P(0,z) + P(0,2)A(0)

(7> 2) + P, 2)A(x)

P(%,7) + P(%,2)A(%)

Ly(z) = AT(1)P(1,2)+ P(1,2)A(1)
matrisleri elde edilir. O zaman x € & i¢in

o) = 0213%(1 Amax L@, 7) & izor,rll,%,).(..,zv AmaxLi(2)

alabiliriz (Sekil 3.3).
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Sekil 3.3. AnaxL(a, z) ve AmaxL(i/N,x) grafikleri
Ornek 3.5. Ornek 3.4 yeniden ele alindiginda N = 1000 igin
L(a,z) = AT (a)P(a, x) + P(a, 1) A(a)
denkleminde o = 1/1000 (i =0,1,2,...,1000) yazldiginda

Lo(z) = L(0,x)
—21'1 + 21’2 —X1 — 21‘2 + x5

—Tr1 — 2.232 + 3 —2.172 — 2$3

Li(z) = L(1/1000,z)

—1.998z; — 0.002x4 + ... —0.998z; — 0.000924 — ...
—0.998z; — 0.0009z4 — ... —1.9962, — 0.001z5 — ...

Lo(z) = L(2/1000,z)
—1.996z; — 0.004z4 +... —0.9962; — 0.001zy — ...
—0.996z; — 0.001z4 — ...  1.99625 — 0.004z5 + . ..

Ligoo(z) = L(1,x)
—2x4 + 20x5 —0.1x4 — 225 + 1026
—0.1z4 — 225 + 10z6 —0.225 — 2x6

matrisleri ortaya ¢ikar. ' = (0.5,0.5,0.5,0.5,0.5,0.5)" € [-1,1]% alalvm.



fonksiyonunun x!’deki degeri hesaplandiginda (5(351) = 10.350 > 0 oldugu goriliir.

Bu deger Lygoo(z') matrisinin en biiyiik ézdegeridir. Buna gére

Ul

(—0.945, —0.325)7,
g' = (—0001,0.016,0.005, —1.848, 16.592, 5.935)7,
s1 = —24.400

olarak hesaplanar.

2% = (0.824, —0.473, —0.473,0.824, —0.473, —0.473)"
olur. Islemlere devam edildiginde

P(x?) =2.168, % =1000, v>= (—0.279,0.960)",
g% = (—0.0001, 0.002, —0.007, —0.102, 2.447, —7.200)7,
S5y = —9.750,

z® = (0.928, —0.784,0.397,0.928, —0.784, 0.397)"

P(2*) =1.017, # =1, v*=(0.227,0.973)7,
g% = (—0.546, —2.679, —1.453,0,0,0)7,

53 = —4.679,

z* = (0.970,0.267,0.752, 0.744, —0.555, 0.461)7,

d(x*) = 1.602, ' =801, v*=(0.449,0.893)7,
g* = (—0.125,0.251,0.996, —0.502, 1.004, 3.986)”,
54 = —2.233,

25 = (0.991,0.786, —0.265, 0.925, —0.870,0.103)7,

o(x7) =0.069, i"=1, o7 =(-0.562,0.827)7,
g" = (0.297,1.123, -2.297,0,0,0)%,

57 = —0.165,

2% = (0.999,0.079, 0.204, 0.999, 0.0378, 0.033),

d(z%) = —0.053, % =1000, o® = (0.131,0.991)"
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elde edilir. ¢(z®) = —0.053 < 0 oldugundan

5 0.999 0.079 3 0.999 0.037
}ﬁ(I ):: }é(ﬁ )::

0.079 0.204 | 0.037 0.033

olarak bulunur. Her o € [0, 1] igin
L(a, 2%) = A(a)" P(a, 2%) 4+ P(a, 2%) A(a) < 0
olur. a € [0, 1] olmak tizere

—1.841 + 1.346cr — 0.7460%  —0.954 + 2.652c — 1.541a?

L(a, z%) =
—0.954 + 2.652c — 1.541a? —0.567 + 0.568a — 0.0740?
matrisinin negatif belirli olmasi i¢in gerek ve yeter kosul

g(a) = —1.841 + 1.346cr — 0.74602 < 0,
h(a) = det(L(a, 2%)) = 0.134 + 3.251a — 8.65202 + 7.6540° — 2.32a* > 0

olmasidir. Sekil 3.4’te g(a) ve h(«) fonksiyonlarinin grafikleri verilmistir. Buna gére

0.5 1

02 0.4 0.6 0.8 1

-0.51

Sekil 3.4. g(a) ve h(«a) fonksiyonlariman grafikleri

her a € [0, 1] igin L(a, 2®) < 0’dur ve buradan ¢(28) = Apax(L(, 28)) < 0 olur.

3.4. Maksimum Ozdegerin Kutu Yiizeyi Uzerinde Arastirilmasi

Bir & € X = [—1,1]*™ noktasinda

o) = max fla, 2,v)
0<a<l
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degerini hesaplamak i¢in matematiksel yazilimlar kullanilmaktadir. Maksimizasyonu

aragtirilan f(a, x,v) fonksiyonu, érnegin n = 2 igin

a; b as by Ty T2 Tg s
Alz 7A2: 7P1: 7P2:

a dy cy dy XTo XT3 Ts Tg

a€l0,1]veveV={(v,v)" € R*: |v] = /v? + v =1} olmak iizere

fla,z,v) = v Lo, z)v
= 2a10427jfx1 — 2a10421)%x4 + 2010201099 — 24102V V95—
+ 202b1v1091 — 202b1v 09Ty + 2042191113:62 — 2052[)11)%:65—
cee levgxg + 2011}%%2 + 21010923 + 2d1v1v929 + 2dlv§x3
bi¢iminde ¢ok degiskenli bir polinom fonksiyondur.
Genel durumda f(a,z,v) fonksiyonu degigkenleri o, vy, vy, ..., v, olan ¢ok de-

giskenli ikinci dereceden bir polinom fonksiyon olur. Bu f(«,z,v) fonksiyonun bir

r € X icin

a € [0,1],

ol = \Jo? +0f 4+ o2 =1 (3.5)

kosulunu saglayan parametrelerine gére maksimizasyonu matematiksel yazilimlarla
hesaplamakta sorun yaganabilmektedir. Burada R™ iizerindeki (3.5) ile verilen || - ||

Oklid normu yerine v € R™ icin
|v]|oo = max{|vq], |va], ..., |va|}

maksimum normu ele alindiginda asagida verilen denklik elde edilir. Bu sayede ¢ok
degiskenli f(«, z,v) polinomunun maksimizasyon igleminde birim kiire yiizeyi yerine
birim kutunun (n — 1)-boyutlu yiizleri s6z konusu olur ve maksimizasyon ilk duruma

gore daha kolay hesaplanabilmektedir.
Teorem 3.6. a € [0,1], & € X olmak tzere

|Tnnax v L(a, 2)v < 0
v||=1
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olmasi i¢in gerek ve yeter kosul

”n”lax v L, 2)v < 0
V||loo=1

olmasaidar.

Kanat.
V={veR": ||v| =1}, B={weR": ||w|w=1}

kiimelerini tanimlayalim.
1
=) & € X igin ‘I‘IlHaX v! L(a, #)v < 0 olsun. Keyfi bir w € B igin Hw € V olur ve
v|[=1 w
buradan

1\ 1
(mw> Lo, 7) (mw) <0 w'Lia,2)w <0

oldugu goriiliir. O zaman her w € B icin w? L(«a, 2)w < 0’dir.
B kompakt bir kiime w + w? L(«, 2)w siirekli fonksiyon oldugundan en az bir
w, € B vardir ki

max w’ L(a, #)w = w! L(a, &)w, < 0
weB

olur.
<) & € X igin ”Iﬁlax vT L(a, #)v < 0 olsun. Keyfi bir v € V alalim. Oyle v > 1
V||loo=1

vardir ki yv € B olur.
(v)" L, &) (yv) < 0 < vTL(a, 2)v < 0

oldugundan her v € V i¢in v” L(a, 2)v < 0’dir.
V kompakt bir kiime v + vT L(«, #)v siirekli fonksiyon oldugundan en az bir
v, €V igin

maﬁwTL(Oz,fv)v = vl L(a, %)v, <0
ve

esitsizligi saglanir. [

Eger bir z, € X icin

max v’ L(a,z,)v <0
0]l oo =1
0<a<1

oluyorsa o zaman Teorem 3.6’ya gore

max v’ L(a,x,)v <0
[vll=1
0<a<1
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olur. Dolayisiyla P (x,) ve Pa(x.) matrisleri ve her a € [0, 1] i¢in
AT (a)P(a, ) + P(a, z.)A(a) < 0
esitsizligi saglanir.

Ornek 3.7. Tim konveks kombinasyonlars kararl

-2 0 -3 -4 1 =10
A= 2 —6 1 |, A=| 5 -5 1
-3 3 —4 -1 0 =7
matrisleri verilsin.
1 To I3 T7 Tg X9
e [-L1]"2 P(r)=| 2 24 x5 |, P(2)=| 25 710 211
T3 Ty Tg Tg T11 12

ve o € [0, 1] dgin Pla,x) = (1 — )Py () + aPs(z),
L(a,z) = AT(a)P(a, 2) + P(o, ) A()

olmak tzere

(z) = max v’ L(a,x)v
[vlloo=1
0<a<l

fonksiyonunu ve x' = (0.5,0.5,...,0.5)7 € [-1,1]'? alalim.

dlxt) =12, o' =1, o' = (1,1, -1)7T,
gt =(0,0,0,0,0,0,14,12, -2, -2, 14, —12)T
S1 = —28,
r? =(0,0,0,0,0,0,—-0.5,—0.5,0.5,0.5, —0.5,0.5)
olur. Islemlere devam edildiginde
#(x?) =9.555, a?=1, v*=(-1,-1,-0.444)T,
g*>=(0,0,0,0,0,0, —14.888, —14, —14.839,0.888, —7.827, —3.654)7
s9 = —10.4,
3 =(0,0,0,0,0,0,-0.1,0.5,0.5,0.5, —0.5,0.5)T,
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é(x®) =9.018, a3 =1, v3=(-1,0.629,0.458)7,
g®=1(0,0,0,0,0,0,—0.082,15.428, 4.461, —9.678, —9.839, —2.029)7,
53 = —8.723,

#* = (0,0,0,0,0,0,0.5, —0.439,0.5,0.5, —0.174,0.5)7,

P(z?) = 0171, o =1, v?' = (—0.743,-1,—-0.254)7,
g% =(0,0,0,0,0,0, —6.724, —10.564, —6.055, —2.051, —5.570, —1.284)T,

So1 = —0708,
2?2 = (0.5, —0.257, —0.454,0.246,0.197,0.5, 0.5, —0.293, —0.218, 0.293, 0.093, 0.5) T,

o(z%2) = —0.099, a2 =0

elde edilir. ¢p(z**) = —0.099 < 0 oldugundan

0.5 —0.257 —0.454 0.5 —0.293 —0.218
Pi(z®) = | —0.257 0246 0.197 |, P(®)=| —0.293 0293 0.093
0454 0.197 05 ~0.218 0.093 05

matrisleri ve her a € [0, 1] igin

L(a,2%2) = AT(a) P(a, 2%2) + P(ov, 2%2) A( )

0.728 —0.739 —1.492 —6.918 4.6563 —1.299
= | —0.739 0.646 0.696 | o*+ | 4.653 —2.392 0.646 |
—1.492 0.696 —3.304 —1.299 0.646 1.732

—0.304 0.595 —0.139
+ | 0.595 —1.770 0.547 | <0
—0.139 0.547 —0.882

esitsizligi saglamr. L(o, %) matrisinin esas alt mindrleri:
Aq(a) = 0.7280% — 6.918a — 0.304,

0.728 —-0.739 | , —6.918 4.653 —0.304 0.595

Ag(ar) = det a” + a+
—0.739 0.646 4.653 —2.392 0.595 —1.770

As(a) = det(L(a, 2°%))
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olmak tizere Sekil 3.5te f(a) := A1(a), g(a) = Ag(ar) ve h(ar) := As(a) grafikleri

gosterilmistir.

Sekil 3.5. f(«), g(a), h(a) fonksiyonlarimn grafikleri

Simdi de [7]'deki karsit 6rnegi ele alahm.

Ornek 3.8. Tim konveks kombinasyonlar: kararl

1 5 11 -9 -1 —-15
A= 10 -6 1 |, A=]0 -6 1
—-12 —11 -23 8§ 15 9
matrisleri verilsin.
Tr1 To I3 T7 Tg X9
e [-L1]2 P(x)=| 2y 24 a5 |, P(@)=| 25 210 211 |-
T3 Ty Tg Tg T11 T12

a € 10,1] i¢in P(a,z) = (1 — a)Pi(z) + aPy(x),
L(a,z) = AT (a)P(a, x) + P(a, z)A(a)
olmak tizere
o(z) = max v’ L(a,x)v

llvll oo =1
0<a<l
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fonksiyonunu alalim. ' = (0.5,0.5,...,0.5)T € [—1,1]'* olsun.

o(zl) =14.449, o' =1, o' =(-1,-1,0.3)7,

g' = (0,0,0,0,0,0,—11, —23.6,43.9, —12.60, 44.38, —12.18),
1 = —73.830,

22 = (0,0,0,0,0,0,0.5,0.5,—0.5,0.5, —0.5,0.5)"

olur. Islemlere devam edildiginde

p(x?) =28.409, =1, v*>=(1,-0.863,—1)7,
g*>=1(0,0,0,0,0,0,13.727, —3.491, —41.636, —7.223, 15.739, 27.9)",
59 = —31.443,

7% =(0,0,0,0,0,0,—0.5,0.5, —0.062,0.5, —0.5, —0.5) 7,

o(2%) = 41.624, o® =1, o= (-1,1,-1)7,

g*> =(0,0,0,0,0,0, —46, 60, —42, —14,10,4)7,

s3 = —26.980,

z* = (0,0,0,0,0,0,0.5,0.291,0.177,0.5, —0.5, —0.5)7,

H(z7%) = 0.047, a2 =0, v*2=(-0.396,—1,—0.637)7,

¢°2 = (—1.280, —5.345,1.181, —5.339, 1.196, 1.405, , 0, 0,0, 0, 0,0)7,

S5 = —0.0003,

5% = (0.190, —0.012, 0.019, 0.098,0.176,0.334, 0.112, 0.200, 0.126, 0.5, 0.164, 0.174)7 ,

H(2) = 0.038, o =0.927, 0% =(1,-0.167,—1)7, s53 = —1.5x 1071

elde edilir. Burada ss3 ~ 0 oldugundan ¢(x°3) < 0 olacak sekilde x € X yoktur.

¢ fonksiyonunun Teorem 3.1 ve 3.3’teki ozellikleri kullanilarak olugturulan al-

+1 noktasi s, minimaks probleminin ¢oziimii olan #*¥ noktas: ile z*

goritmada z¥
noktasini birlegtiren dogru pargasi iizerinden segilmektedir. [6]’da sonlu sayida ka-
rarll matrisin ortak P > 0 ¢oziimii icin verilen algoritmada x**' noktas: dogrudan sy,
minimaks probleminin ¢oziimii olarak alinmaktadir. Simdi inceledigimiz problemler
i¢in [0, 1] araligimi N esit parcaya bolerek [6]’da verilen algoritmanin uygulamalar

yapilacaktir. Bu algoritma ile s, — 0 olmasi durumunda problemin ¢6ziimiiniin

olmadigr sonucu da elde edilebilmektedir.
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Ay, Ag, .o, Ay € R™™ kararh matrisleri verilsin. M = maxj<i<n || 4ill 7,
d =n(n+1)/2 olmak iizere z € R? olsun. z! = (1,0,...,0)T € [-1,1]¢ alahm.
Algoritma 3.9 ([6]).

1) Amax (AT P(2') + P(2')A,,) 'yi maksimize eden m = m' ve bu ézdegere karsik ge-
len birim ozvektor vt olsun. ¢(x') < 0 ise durulur, degil ise g* gradyent vektori

hesaplanar.

2) s1 = minge_y ya(x, ') hesaplanwr ve minimize eden nokta x* olarak almar. Eger

(x?) < 0 ise durulur, degil ise g* gradyent vektori hesaplanr.

8) sy = min,e(_q 3¢ MaXi<i<a(7, g*) hesaplanar ve minimize eden nokta x* olarak ali-

mir. Eger ¢(x®) < 0 ise durulur, degil ise g hesaplanar.
4) kymer adimda sy, hesaplanar ve minimize eden nokta 2* € [—1, 1] alinar.
5) ky igin ¢(x*) < 0 ise durulur. Eger her k igin ¢(x*) > 0 ise ortak P ¢ézimii

yoktur.

Teorem 3.10 ([6]). k sabit sayr olmak dizere asagidaki dogrusal programlama prob-

leminin (DP) degisenleri (z,t) = (x1,%a, ..., xq,t) olsun:

c(xz,t) =t — min

kisitlar: —1<2; <1, 1=12,...,d
—o0 <t<o, o= 2V2dM
(x,g") <t, 1=1,2,...,k.

DP probleminin optimal ¢ozimi (x*,t*) ise sy = c(x*,t*) = t* ve x*, (3.3) minimaks

k+1

probleminin ¢ézimidir. ("t = z* almabilir.)

Ornek 3.11.

kararl, matrisleri verilsin.
Li(z) = ATP(z) + Pi(2)A; < 0
Lo(z) = AT Py(z) + Py(2) Az < 0
Ly(x) = —=[(A3 — A])(Pa(x) — Pi(x)) + (Pa(2) — Pi(2)) (A2 — A1)] <0
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olacak sekilde x € [—1,1]'2 noktasimin varhginy Algoritma 3.9 ile arastiralim. Simdi

' =(1,0,0,0,0,0,1,0,0,1,0,0)T € [—1, 1]'? noktasini alalim. Bu durumda

100 100
PxY)=100 0| ve P(ah)=]0 1 0
000 000

matrisleri sifir matrisinden farkl olur.

¢(r) = max ApaxLm(T)

1<m<3
fonksiyonunun z'’deki degeri hesaplandiinda ¢(x') = 1 > 0 oldugu gérilir. Bu
deger m' = 3 i¢in Ls(x') matrisinin en biiyiik 6zdegeridir. Buna gére
v = (0.707,0.707,0)7,
S1 — —32

olarak hesaplanalur.
v?=(1,1,-1,1,-1,0,-1,-1,1,-1,1,0)"
olur. Islemlere devam edildiginde

d(x?) =25.798, m? =2, v*=(-0.497,-0.810,0.309)T,
sy = —13.222,
¥ =(1,1,-1,1,-1,0,1,1,1,1,0.305, 1)T,

o(x3) = 9.667, m?=3, v°=(—0.348,0.723,0.595)
S3 = —9103,
2t =(1,1,-1,1,-1,1,1,-0.693, —1,1, —0.417, 1)7,

d(xt) =5.914, m*=2, v*=(0.202,0.597,0.775)T,
sy = —6.919,
2° = (1,1,0.820,1,—1,1,1,0.426, —0.023,1,1, —1)T,
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o(x'7) =0.927, m'T=1, o' =(-0.203,0.465,0.861)7,
S17 = —]_]_69,

2'% = (1,0.582, —0.159, 1, —0.224,0.717, 1, —0.657, —0.035, 1,0.590, 1)”,
P(z'®) = —0.524, m'® =3

elde edilir. p(z'®) = —0.524 < 0 oldugundan

1 0.5825 —0.1592
Pi(z'®) = | 0.5825 1 —0.2248

—0.1592 —0.2248 0.7179

1 —0.6572 —0.0352
Py(z'®) = | —0.6572 1 0.5907
—0.0352  0.5907 1

olur. Bu Py (x'®) ve Py(x'®) simetrik matrisleri igin,

—6.7148 —0.7273 —2.9064

Li(z"®) = ATPi(2"®) + P (z"%) 41 = | —0.7273 —6.1196 1.5833

—2.9064 1.5833 —2.6844

dir.
Ay = —6.7148 < 0
—6.7148 —0.7273
Ay = — 40.562 > 0
—0.7273 —6.1196
Ay = det (Li(2'®)) = —33.667 < 0
olup
Li(2®) = AT P (2'®) + Pi(2'®)A; <0
dar.
—7.3848 3.1558  0.0743
Ly(z'®) = A Py(2'®) 4+ Py(2'®) Ay = | 3.1558 —2.8746 —0.1908

0.0743 —0.1908 —0.7482
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1¢In
A; = —-7.3848 <0

—7.3848  3.1558
3.1558  —2.8746

=11.269 > 0

no
I

Ag = det (Lo(2'®)) = —8.236 < 0

olup
Ly(2'®) = AT Py(2'®) + Py(2'®) Ay < 0
dar.
Ly(z'®) = —[(A7 — AD)(Pa(a™®) = Pi(a"®)) + (Po(a®) — Pr(2'®))(Az — Ay)]
—3.4714 —0.7827 —0.6849
= —0.7827 —12.3970 1.0442
—0.6849 1.0442 —0.8122
1$cin
A =-347T14 <0
—3.4714  —0.7827
5 = =42.422 >0
—0.7827 —12.3970
Az = det (L3<I18)> = —23.735 <0
olup

Ly(2'®) = —[(A7 — AD)(Po(2"®) = Pi(2"%)) + (Pa(2"®) — Pr(2'%)) (A2 — A1)] <0,
yani
(A3 — AT)(Po(2'®) = Pu(a')) + (Po(2™®) — Pr(2"®))(A2 — A1) > 0
dir. Dolapsiyla Onerme 2.8’e gére her o € [0,1] igin
L(a,z"®) = AT(a)P(a, 2'®) 4+ P(a, ") A(a) < 0
olur.

Yine [7]’deki kargit 6rnegi alalim.
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Ornek 3.12. Tim konveks kombinasyonlar: kararl olan

1 5 11 -9 —1 —-15
A= 10 -6 1 , A= 0 —6 1
—-12 —11 -23 8 15 9

matrisleri alalim. N = 1000 i¢in
L(a,z) = AT (a)P(a, ) + P(a, 7)A(a)
denkleminde o = m /1000 (m = 0,1,2,...,1000) i¢in

Ly (2) = Ly, 1) = AT () P, 1) + Py, ) Ala)

olsun. Burada

olacagindan

alalim.

Simdi x' = (1,0,0,0,0,0,2,0,0,3,0,1)T € [-1,1]'? baslangi¢ noktas: i¢in

100 200
PzhY=100 0], PEH=1]10 3 0
000 00 1

almas oluruz ve ¢(z') = 30.516 > 0 olur. Bu deger m' = 1000 i¢in Lygo(z') matri-

sinin en biyik 6zdegeridir. Buna gore

v! = (-0.310,0.256,0.915),
s1 = —60.461,

olarak hesaplanar.

v =(0,...,0,—1,1,1,1,-1,-1)"
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olur.
d(x%) = 36.239, m?=1000, v®=(0.978,—0.145,0.146)7,

o = —22.356,
23 =(0,...,0,1,—1,0.776,1,1, —1)7,

d(2%) = 44.765, m3 = 1000, o3 = (0.595,0.791, —0.139)7,
s3 = —20.976,
24 =(0,...,0,1,-0.519,0.340, 1, -1, —1)7,

H(a™) = 0449, m™ =0, o™ =(0.511,0.739,—0.437)7,
S44 = —0.027
2% = (0.536,0.127,0.273,0.169, 0.360, 1,0.174, 0.414, 0.192, 1,0.418, 0.268)7,

H(x%) = 0.178, m¥ =627, v¥ = (—0.870,—0.353,0.341)T, 545 = —1.8 x 10716

olur. O zaman su5 ~ 0 oldugundan (;;(x) < 0 olacak sekilde x € X yoktur. Do-
layisiyla [0, 1] aralgaindan alinan sonlu noktaya karsilik gelen matrisler igin ¢ézim
olmadigindan ¢(x) < 0 olacak sekilde x € X yoktur. Sonug olarak her a € [0, 1] i¢in
AT(a)P(a) + P(a)A(a) < 0 olacak sekilde Py, P, > 0 bulunamaz.

[7]’de verilen kargit 6rnekte birinci dereceden Lyapunov fonksiyonunun var olma-
dig1 gosterilmistir. Ancak bu Ornekte verilen matrisler ailesi i¢in kacginci dereceden
polinomsal bir Lyapunov matrisinin var oldugu problemine deginilmemistir. Simdi

de |7]’deki 6rnek igin ikinci dereceden Lyapunov fonksiyonunun varhigini aragtiralim.

Ornek 3.13.
—4 2 =2 -5 -3 —13
A= 5 -6 1 |,A4=]|-5 0 0
-2 2 -7 10 13 16

olmak tizere her § € [—1,1] i¢in A(0) = Ao+0A; kararls matrisler ailesini ele alalvm.

Burada [19]’e gére bu matris ailesi igin
P#) =Py +0P + 6Py +--- +6°Pp

formunda polinomsal bir Lyapunov fonksiyonu vardir. Ay matrisinin ranky r = 3 tir
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ve r = n = 3 oldugundan [40]’a gére D derecesi i¢in st stnir n(n +1)/2 -1 =15

olur.
D = 2 olacak sekilde boyle bir polinomsal Lyapunov fonksiyonunun varhgini
arastiralim.

reX=[-1,1]'8,

T1 T2 T3 Tr Tg X9 T13 T14 L5
Po(x) = | 2y x4 T5 | > Py(r) = Trg Tio Ti1 | o Py(z) = | w1y Tig L1t
T3 Ts Te Tg T11 T12 15 T17r L1

olmak tizere

P(0,7) = Py(x) + 0P (z) + 6> Py(x)
diyelim. Her 6 € [—1,1] i¢in
L(0,x) = AT(0)P(0,2) + P(0,2)A(0) < 0

problemin ¢ozimiinid Algoritma 3.9°u uygulayarak arastiralim.
N =400 i¢in
L(a,z) = AT(a)P(a, z) + P(o, ) A()
denkleminde . = m /400 (m = 0,1,2,...,400) i¢in

Ly (2) = L, 1) = AT () P, 1) + Py, ) Ala)

ve

alalim.
Simdi baslangig noktasi olarak z* = (1,0,0,0,0,0,1,0,0,1,0,0,1,0,0,1,0,1)T €

[—1,1]'® alalim.

1 0 0 1 00 1 00
PzYY=1]0o0o0|, Pah)=]0 10|, R@)=]|01 0
0 0O 0 00 0 01

almas oluruz. O zaman ¢(z') = 38.187 > 0 olur. Bu deger m' = 400 igin Lyoo(x')
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matrisinin en biiyik ézdegeridir. Buna gore

= (—0.366,0.261, 0.892)",
s1 = —172.809,

olarak hesaplanar.
v?=(-1,1,1,1,-1,-1,-1,1,1,1 — 1,—1,—-1,1,1,1, -1, - 1)

olur.
H(2?) =109.682, m? =0, v?=(-0.209,0.522,0.826)7,
sy = —119.694,
v = (-1,-1,1,1,1,-1,-1,1,1, -1, -1, -1, —1,—1,1,1,1,0.157)7,

?) Y Y

d(23) = 144.443, m3 =400, o3 = (0.869,0.488,0.074)7,
53 = —67.540,
24 =(1,1,-0.850,1,1,-1,1,1,1,,1,-1,—1,1,1,1,1,0.771, —=1)7,

H(22) = —0.0174, m?* =0, v® = (0.810,0.158,0.564)7,

S999 = —0021,
00 — (0.951,0.457,0.289, 1,0.669, 1, —1,1,0.181, 1,0.475, 0.156, 0.621,

—0.202,0.165, 1,0.118, —0.271)7
G(23%) = —0.0197, m30 =400, 3% = (0.955,0.206, —0.210)7, 55090 = —0.021

elde edilir. Boylece ¢(x3) = —0.0197 < 0 oldugundan P;(x3%), Py(z3%) ve P3(23%0)

simetrik matrisleri:

0.9516 0.4577 0.2896 —1 1 0.1819
P23 = | 04577 1 06693 |, Py(a0) = 1 1 04752
0.2896 0.6693 1 0.1819 0.4752 0.1566

ve
0.6219 —0.2025 0.1652

P3(z%%%) = | —0.2025 1 0.1188
0.1652  0.1188 —0.2715
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olur. Bu Py (x3%), Py(x23) ve P3(23%) simetrik matrisleri i¢in

0.9516 0.4577 0.2896 —1 1 0.1819
PO,7*) = | 04577 1 0.6693 | + 1 1 04752 | 0
0.2896 0.6693 1 0.1819 0.4752 0.1566

0.6219 —0.2025 0.1652
+ | —0.2025 1 0.188 | #*
0.1652  0.188 —0.2715

dir. Her 6 € [—1,1] i¢in
—4—-50 2-30 —-2-130
AB)=| 5-50  —6 1
—24100 2+130 —7+ 160

olmak dizere L(0, 23%°) = AT (0)P(6,23%) + P(0, x3°) A(0) 'dan

—4.1942 1.5668 —3.2846 8.9714 —7.2721 0.5302
L(0,2°°)=| 15668 —7.492 —6.0371 | + | —7.2721 8.5564 10.3893 | ¢
—3.2846 —6.0371 —13.8198 0.5302 10.3893 —13.8198
—4.023 8.4778 12.0644 —0.89 —2.5171 —9.5765
+ | 8.4778 —5.9784 —4.2588 | 0% + | —2.5171 4.3038 0.5082 | 6°
12.0644 —4.2588 3.6596 —9.5765 0.5082 —12.9832

dir. Burada L(0, %) matrisinin esas alt mindérleri:
Ai(0) = —4.1942 4 8.97140 — 4.02360* — 0.896°,
Ay () = 28.968 — 80.3130 + 52.5280% + 31.750° — 53.4350* + 30.6850° — 10.1666°
As(0) = det(L(6,2°))

= —104.503 + 384.8350 — 272.0320% — 445.3436% + 300.9716*

+840.9816° — 711.280°% — 541.2870" + 785.6366° — 237.9796°
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dar.
max A;(f) = A;(0.866) = —0.02 < 0,

0e[—1,1]
0e[-1,1]

max As(f) = A3(0.869) = —0.0005 < 0
0e[—1,1]

oldugundan

P(0,2°) = Py(2®®) + 0Py (2°°) + 62 Py(«")
olmak dizere her 6 € [—1,1] i¢in
L(0, %) = AT(0)P(0,2°") + P(0,2°")A(0) < 0

oldugu gorilir.

93



4. MAKSIMAL OZDEGERLERIN MINIMiZASYONU ICIN BIR iC
NOKTA YONTEMI

Kisith optimizasyon problemlerinin ¢éziim yontemlerinden bir tanesi de bariyer
yontemidir. F. Jarre 1993’te [21|’deki ¢aligmasinda afin simetrik matrisler ailesi-
nin en biiyiik 6zdegerinin minimizasyonu i¢in bir i¢ nokta yontemi vermistir. Bu
yontemde, diizgiin olmayan kisitsiz bir minimizasyon problemi bariyer fonksiyonu
kullanilarak diizgiin ve kisith bir minimizasyon problemine doniistiiriilmiistiir. Bu
boliimde [21]’deki ¢aligma ayrintili olarak incelenecek ve matris ailelerinin kararhlik

problemleri bariyer yontemi ile ele alinacaktir.
4.1. Bariyer Yontemi
f:R*" >R g :R*"—= R (i =1,2,...,m) ikinci mertebeden tiirevlenebilir
fonksiyonlar olmak tizere
minimize  f(z)

kisitlar:  g;(z) <0 (i=1,2,...,m)

(4.1)

optimizasyon problemini ele alalim. Bu problemin tanim kiimesi
F={zeR":g((x)<0,i=12,...,m}
seklindedir [12].
Tanim 4.1 (Bariyer Fonksiyonu). ¢ : int(F) — R stirekli ve
i) g(x) <0 kosulunu saglayan her x € R™ i¢in ¢(z) > 0,
it) x — OF iken ¢(x) — oo
kosullariny saghyorsa ¢ fonksiyonuna (4.1) probleminin bariyer fonksiyonu denir.
Buna gore (4.1) problemi {py} dizisi py > pigs1 ve p — 0 olmak tizere

B(p) : minimize f(x) + po(z)
kisitlar: g(x) <0, x € R"
problemine dontsiir [12]. * — OF iken ¢(z) — oo oldugundan burada g(z) < 0
kisitinin probleme bir etkisi yoktur. B(juy) probleminin ¢oziimii 2% ile gosterilsin.
(4.1) probleminin ¢6ztimii «* olsun. Bariyer yakinsaklik teoremine gore k — oo iken

xk — 2% olur [21].
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Ornek 4.2.
minimaize —2x1 — 319

kisitlar: 3z + 9xy < 27
T+ Lo § 5
—X1 S 0

—.%'QSO

dogrusal programlama problemini ele alalvm. Bu problemin taniym kiimesi
F=A{x=(r1,29) : 3x1 + 922 < 27,21 + 29 < 5, —11 <0, —x9 < 0}
ve problemin bariyer fonksiyonu ¢ : int(F) — R
o(x) = —[In(27 — (3x1 + 9x2)) + In(5 — (21 + x2)) + In(z1) + In(z2)]

olur.

Sekil 4.1. f(x) + po(x) fonksiyonun seviye egrileri

Buna gore yukaridaki optimizasyon problem:

B(p) : minimize —2x; — 3w + ()
kisitlar: 3xr1 + 91y < 27
T+ 29 <D
—x1 <0
—29 < 0
olur. {p} dizisi, > pirr1 ve pp — 0 igin bu problem kisitsiz optimizasyon problemi
¢oziim yontemleriyle (Grnegin Newton yintemi) ¢oziilmektedir. Sekil 4.1°de x* ¢o-

ziimleri problemin (dogrusal programlama probleminin) ¢ézimi olan (3,2) noktasina
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yakinsamaktadar.

Simdi, [21]’de ele alinan afin simetrik matrisler ailesinin en biiyiik 6zdegerinin
minimizasyonu problemini ve burada verilen bariyer yontemini inceleyelim.
M; € R™™ (1 = 0,1,2,...,m) simetrik matrisleri verilsin. z € R™ vektorii igin
m
M(z) := My + leMZ matrisinin en biyiik 6zdegeri Amax(M (z)) fonksiyonu ile

i=1
gosterilsin.

AP = inf { (M (7))} (4.2)
diyelim. I, n x n boyutlu birim matris, z € R™ ve A € R olmak iizere
A > Apax(M () & N — M(z) >0 (4.3)

olur. Ciinkii x € R™ i¢in M (z) matrisinin 6zdegerleri Ai, A, ..., A, ise

)\>)\max(]\/[(a:)):maX{)\l,)\g,...,)\n} 4 )\—)\Z>O(2:1,2,,n)
o A - M) >0

olur.
S={i=(z,)\) eR™ : N[ - M(z) >0, z € R™, A€ R}
kiimesi i¢in
a=inf{\: X[ - M(z) >0,z e R", Ae R} =inf{\:Z = (z,\) € S°}  (44)
diyelim. O zaman (4.2) problemi ile (4.4) problemi birbirine denktir.

Buna gore (4.2) diizgiin olmayan kisitsiz optimizasyon problemi, (4.4) diizgiin

kisitli optimizasyon problemine doniistiiriilmiig olur:

Minimize Apax(M(z)) Minimize A
= .
reR™ kisit M —M(x) >0

Simdi (4.2) problemi ile (4.4) probleminin denk problemler yani A" = «a oldugunu
gosterelim.

APt < o oldugunu varsayahm. ¢ = a — A" olsun. O zaman
MNP < N (M (2,)) < AP+ 6 = o
olacak gekilde z, € R™ vardir. A\pax(M(z.)) < 0 < « olacak sekildeki § sayist igin
d > Mpax(M(z,)) < 01 — M(z,) >0
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oldugundan bu durum a’nin infimum olmasiyla celisir.

APt > o olsaydi, € = AP — « i¢in
a< AN <a+e=A"ve \,J — M(z,) >0
olacak gekilde A\, € R ve z, € R™ vardir. Buna gore
Al — M(z) >0 & Apax(M(z,)) < A
ve buradan A" < A\ (M (z,)) < A, olacagimdan celigki elde edilir. Buna gore
APt — o

olur.
Simdi (4.2) problemindeki A" sonlu ise A" € [Apin(Mo), Amax(Mp)] oldugunu

gosterecegiz. Bunun icin agagidaki teoremleri ifade edelim.

Teorem 4.3. f : R™ x R" — R, f(z,v) fonksiyonu strekli ve x’e gore tirevlene-
bilir ise ¢(x) = max,|=1 f(z,v) fonksiyonu da her x,. noktasinda h yéniinde yonli

tirevlenebilirdir ve

V(z,) ={0:||9]| = 1 ve max f(z*,v) = f(z*,0)}

f[oll=1

olmak “izere yonli tirev

Dh¢(x*) = vg%§)<vxf<$a U) _‘ 7h>

dir.

Teorem 4.4. ¢(z) : R™ — R fonksiyonunun her yonde tirevi varsa ve x, noktas

o(x) fonksiyonunun minimum degerini aldigi nokta ise
Teorem 4.5 ([21]). A" sonlu ise A" € [Amin(Mo), Amax(Mo)].

Kamit. \°P' = ir]g {Amax (M (2))} ise 0 zaman x € R™ i¢in A%P" < \ax(M(2)) dir.
TeR™
x = 0 i¢in

APt < A (Mo) (4.5)

olur. Simdi Apin(Mp) < AP oldugunu gosterelim.
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AP = Amax (M (2°7")) diyelim.
¢(I) = /\max(M() +ax M+ -+ mem)
olarak tanimlayalim. O zaman

inf ¢(z) = ming(x) = ¢(xopt) — \opt

TeER™ reR™

olur.

FiR™ X R* - R,
f(z,v) = v Mov + 20" Myv + - - + 207 Mo

fonksiyonunu tanimlayalim. O zaman

o(z) = HmHaji[vTMov + 20T Myv + -+ + 20T Mpv] = ‘I‘nuzgf(x, v) (4.6)
olur.
Simdi x, = x% = (xf,...,2%) diyelim. h = 2" = (23, ..., x})) alirsak
Vef(z,v) | =@ Muo,...,v" M,v)

olmak tlizere

(Vof(z,v),h) = ziv" My + - + 25 v M0
olur Teorem 4.3 ve Teorem 4.4’e gore,

V(2P = {v:||9]| = 1 ve max f(z,,v) = f(z.,0)}

flofl=1
olmak tizere

Iél(axt)[x’{vTMlv + i v M) >0 (4.7)
veV (zoP

olur. Diger taraftan

NP = p(xPh) = ﬁaxi[vTMov + it My + -+ + 2 v M,

> max [vI Mov + i My + - + 2t 0" M, 0]
veV (zort)
esitsizligi saglanir. o € V(x%"), ||o]| = 1 vektort (4.7)’da maksimumu veren vektor

ise (4.7)’a gore,

MPE > 5T Moo + 220" Myo + - - + 27 07 M, 0

o8



olur ve

oot My + -+ 2k 0T M, 0 > 0
oldugundan
MPE > 5T Moo + 250" Myo + - - + 8 07 My, o > 07 Moo > Apin Mo (4.8)
dir. Dolayisiyla (4.5) ve (4.8)’a gore
Amin Mo < A" < Anax My
olur. O

Teorem 4.6 ([21]). >, x;M; pozitif belirli olacak sekilde bir x € R™ vektérinin

var olmamasu i¢in gerek ve yeter kosul AP 'nin sonlu olmasidur.

Kanit. =) : Her x € R™ i¢in )", 2;M; pozitif belirli olmasm. A\°*"’nin sonlu ol-
dugunu gosterelim. Her x € R™ icin )", x;M; pozitif belirli degilse o zaman her

r € R™ i¢in
Amin (szMz) <0
=T\

olur. Buradan

mln (ixZMZ) Z O
i=1
max( sz ) > 0

Amax (Z(—xi)Mz’) > 0

i=1

olur. y; = —x;, 1 < i < m diyelim. Buna gore her y € R™ i¢in,

)\max (Zszz) Z 0 (49)
i=1
olur. Diger taraftan

)\minMO S >\max (MO + Z$1M2> (410)

i=1

dir. Ciinkii

)\minMO > )\max <MO + szMl)

i=1
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olsaydi o zaman

0 < AminMo — Amax (MO + zm:%Mz) < AminMo — Amin (Mo + Zm:%Mz>
i=1 =1
)\min( - Em:szz>
i=1
= _)\max <Zm:I1MZ)
i=1

IN

olur ve buradan
)\max (Z$1M1> <0
i=1

elde edilir. Bu ise (4.9) esitsizligi ile celigir. Buna gore
)\minMO S >\max (MO + szMz)
i=1
dir. (4.2) ifadesine gore AP,
Amax <M0 + szMz)
i=1
degerinin alt siirlarinin en biiytigiidiir ve ayrica (4.10) esitsizligine gore Ay Mo
Amax <M0 + szMz)
i=1

degerinin bir alt siniridir. Dolayisiyla
/\minMO S )\opt

olur. Bu nedenle \°?* sonludur.

<) : A% sonlu olsun. Oyle bir 2° € R™ icin
i=1

S(—2))M; < 0 dir. ¢ = —x

oldugunu kabul edelim. O zaman — Y zYM; < 0 yani
=1 i=1

K]
1 < i < m olmak iizere y° € R™ icin

inMi <0
=1
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dir. C = iyEMZ diyelim. Apax () fonksiyonunun homojenlik ézelliginden
Amax(A + B) < Amax(A4) + Amax(B)
dir. Buna gore t > 0 olmak iizere
Amax (Mo + tC) < Apax (M) + tAmax(C)

dir. C' < 0 oldugundan A, (C) < 0, t — oo iken tAax(C) — —oo olur. Bu nedenle

t — oo iken Apax(Mo + tC) — —oo olur.

My +tC = My + Y (—tad)M;

i=1

oldugundan
U = {)\max (MO + inMi) Lz € Rm}
i=1
V = {)\max(MoJrZ(—tx?)Mi) > 0}
i=1
dersek,
vV CU
infV > infU
dir.
inf {)\max (Mo + Z(—w?)Mi) > O} = —00
i=1
oldugundan \°?* = —oo olur. Bu ise A’"’nin sonlu olmasi ile celisir. O zaman her
x € R™ igin Y " | x;M; pozitif belirli degildir. O

fo : R™*t — R ikinci mertebeden tiirevlenebilir fonksiyonun, S ¢ R™! kon-
veks kiimesi iizerindeki minimizasyonunu ele alalim. S kiimesi i¢in bir ¢ bariyer

fonksiyonu asagidaki kogullar1 saglamahdir [21]:
i) ¢ : R™! — R konveks bir fonksiyondur.
it) T — 0S iken ¢(Z) — oo olur.

iii) ¢ fonksiyonu S° {izerinde sonludur.
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Simdi g — 0 (> 0) iken

#(1) = arg min fo(#) + ()}

kisitsiz alt problemler ailesini ele alalim. Eger ¢ fonksiyonu kesin konveks ve f
fonksiyonu konveks ise her bir p igin Z(x) minimallegtiren nokta tektir. y — 0 iken
amag fonksiyonundaki p¢(z) — 0 olur. Eger A\°?" sonlu ve ¢ bariyer fonksiyonu
self-concordant 6zelligine sahipse #() ¢oziimii orjinal problemin optimal ¢éziimiine

yakinsar. Ayrica Z(u) diizgiin bir egridir ve tiirevi hesaplanabilirdir [21].

Tanim 4.7 (Self-Concordant). S C R" konveks kiime, ¢ : S° — R konveks
fonksiyon, x € S° ve h € R" keyfi vektirler olsun. J sifirt iceren bir agik aralik olmak
tzere ¢ fonksiyonunun bir ¢ : J — R, (t) = ¢(x +th) ksitlanmasine tanemlayalim.
Eger her x € S° ve her h € R" i¢in

"(0)] < %Wof’” (4.11)

(07

ise ¢ fonksiyonuna o parametresi ile birlikte self-concordant ézelligine sahiptir denir.

S={i=(x,\) eR"™ N[ - M(z) >0, z € R™, A\ € R} (4.12)
kiimesini ele alalim.

Teorem 4.8 ([21]). ¢(Z) = —Indet(A] — M (x)) fonksiyonu S (4.12) kiimesinin

a =1 parametresi ile self-concordant bir bariyer fonksiyonudur.
Kamit. h € R™ olmak iizere & + th = (z1 + thy, ..., Tmy1 + thymyr) icin
W(t) = (T +th) =—In(det|(xma1 + thmet)l — M(xq + thy, ..., Ty + thy)])

— —In (det Tomr] + thmn ] — My — Y (i + thi)Mi]>

=1

= —ln (det <xm+1f — M, — me) +t (hmHI — ZhiMi> D
=1 =1

olur. Simdi X = wpql — Moy — >0 wiM; ve Y = hyql — >0 b M; diyelim.

=1

X = M — M(x) matrisi S° kiimesinde oldugundan pozitif belirlidir. Dolaysiyla X
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matrisinin tersi vardir. Simdi

P(t) = —In(det[X +tY])
= —In (det[X2(1 +1XV2Y X V2 X1/2)

= —In(det[X"?] - det[l + tX 2y X?] . det[X /%))

= —2In(det[X'/?]) — In(det[] + tX Y2y X ~1/?))
- (det Zln (1+tN) )

Burada \;, X /2Y X /2 matrisinin 6zdegerleridir.
: O\
) = —
i = St

" o A?
v(t) = Zlm

m
a t AZB

(1 + tA)?

olur.
u € R™ igin 0 < p < ¢ olmak tizere R™’deki p-normu ||ul|, =

ve ||ull, > |lu|l, oldugundan

22*” —2||All3

ve
P(0) =) AT = [IAlI3
i=1
olur ve

4" (0)* = 4N = 4INI§ = QUMD = (—v
470 > "(0)?
20" (0)*2 > |v"(0)|

v

"

— In(det[X/?])

(Zk 1 |up, |p>1/p7d1r

"

(0))*

olup (4.11) esitsizligi saglanir. Dolaywsiyla ¢(z) = —Indet(AI — M(x)) fonksiyonu

a = 1 parametresi ile self-concordanttir.
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4.2. Bariyer Yontemi igin Bir Algoritma

Bu boliimde, [21]’deki bariyer yontemi ve algoritmasi verilecektir.
C =(0,0,...,0,1)T € R™"! & € R™"! olmak iizere fy(Z) = CT& = X fonksiyo-
nunun

S ={7=(z1,22,...,Tm, \) € R . X[ — M(x) > 0}
kiimesi iizerindeki minimizasyonu problemini yani

Minimize CTz =\
kisit A — M(x) >0,

problemini ele alalim. S kiimesinin bariyer fonksiyonu [21]’de su sekilde verilmigtir:
p e (0,1], w € R™ ve p > 0 olmak iizere
&, 1) = 2X — In(det(\] — M(2))) — 0" 7. (4.13)
1
f fonksiyonunun S kiimesi iizerindeki minimizasyonunun bariyer yontemiyle ¢6zimi
icin [21]’de verilen algoritma asagidaki gibidir. Bu algoritma iki fazhidir. Ilk fazinda
S° kiimesinde bir 2 noktasi belirlenir ve ikinci fazda ise bu noktadan baslatilan

Newton yontemi ile z noktasi bulunur.

Algoritma 4.9. & € S° olmak izere M (%) = M\ — M(x) diyelim. Bir ¢ > 0 sayst

secelim (durma kosulu).
1) 2°=(0,0,...,0, 2 \nax(Mp)) baslangic noktasiny alalvm. Bu durumda
M (7°) = 2 max(Mo) I — My > 0
oldugundan ° € S°’dir. po =1 ve p = n/Amax(Mo) alinar.
2) Vid(#,1)|s250 = 0 esitligi ¢oziilerek © vektori bulunur.
3) H(Z(ur), ) matrisi ¢ fonksiyonunun Hesse matrisidir ve
H(@0m), 1) () + - (V30(i0.0) =0

denkleminden Z'(p,) hesaplanar.

4) M(Z% — Buax@'(p1)) > 0 olacak sekilde Bumax hesaplamr. mp € (0,1) olmak

tzere ilk iterasyonda ro = 0.9 segilir. Newton metodu uygulanirken onceki
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iterasyonda Newton advmi 2 adimdan az ise vy, arttorir: v, = (1 + rp_q)/2.
Eger Newton advmi 3 advmdan fazla ise r azaltulvr: v, = max{ry_1/2,2rp_1—1}.

Br = TkPmax 0lmak tizere £8T1 = 7% — B3 (uy) noktasy belirlenir.

5) g% i) = V(2 ur) olmak iizere g gradiyent vektoriniin son bileseni

sifurdur. Bu denklem ¢oziilerek fig1 bulunur ve py,y = min{puy /2, fis1} alinar.

6) %1 baslangic noktasy almarak ¢(., pigy1) fonksiyonuna Newton minimizasyon

yontemi uygulanir. Newton yonteminde durma kosulu

“Axmﬂw=:«AxfiuxXAx»”2<?%§

seklindedir ve Newton yinteminin yakinsadife nokta 21 noktas: olarak alinar.
7) || ZEEL — 3k || < e oldugunda durulur.

Algoritmanin her iterasyonunda algoritmada ifade edilen adimlar tekrarlanarak

1 — 0 iken
T(p) = argmin{ fo(Z) + po(z)}

optimal ¢Ozlime yakinsar.
Algoritmanin 4’iincii adimindaki f,,., asagidaki teoremden yararlanilarak hesap-

lanir.

Teorem 4.10 ([13]). Ay kararls matris olmak tizere nxn boyutlu Ay ve Ay matrisleri
verilsin. A={A(q) = Ao + ¢A1 : ¢ € (¢min, Gmax)} matris ailesini alalim. O zaman
o 1 B 1
T N (@ A) (A @A) T AL (0 8 A) (48 A)))

max

olmak tizere (Gumin, Gmax) maksimal araligr icin A giirbiz kararhdir. (Burada “®” sem-
bolii ile Kronecker toplama, “\t . (A)” ile de A matrisinin en biyik pozitif ozdegeri

max

gosterilmigtir. )

Burada M (3 — Buax® (1)) = M (%) — Bumax M (& (j11,)) oldugundan

_M(jk - 5max:%/(“)) = _M(jk) + BmaxM(j/(“k’))
olur. Diger taraftan 7* € S° = {# € R™ : X[ — M(z) > 0} oldugundan
M (%) = X — M(2*) > 0 dur. Bu yiizden —M (#*)’ nin tiim 6zdegerleri negatiftir.
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Ay = —M (z%) dersek Ay kararhdir. A; = M (' (1x)) igin Teorem 4.10 kullanilarak

Ve Bmax = Gmax S€klinde alinabilir.

k+1

Ayrica 6'nc1 adimda Newton yontemi su sekilde uygulanir: Py = & alinir.

i=0,1,2,... i¢in g(P;) = Vz0(P;, jir+1) olmak tizere

8 = /9T (P)H 1 (P)g(P)

ve
LooaeYe
6={ 1 i
R diger durumda

olmak iizere
Pipy = P, — GH™'(P)g(P)
seklindedir.
IPies = Pllcey = [(Pos — BT H(R)(Pryy = )] < 2
esitsizligi Newton yonteminin durma kosuludur. Bu kosul saglandiginda

k1l
Y =Py

olarak belirlenmig olur [29].

Algoritmanim uygulamalarinda My matrisi Apin(My) = 0 olacak sekilde veril-

melidir. Bunun yamsira M;, (i = 0,1,..., m) matrislerinin Frobenius normlar1 da
1 olmahdir. Eger M;, (i = 0,1,...,m) matrislerinin Frobenius normlar1 1 degil
ise My, My, ..., M,, matrislerinin Frobenius normlar1 sirasiyla ng, ny,...,n, olmak
lizere
1
AO - _MO
T
1
A = —M,
51
1
Am = _Mm
m

matrisleri tanimlanir.

21 = N1T1y ..oy Zm = Ny Ty,
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dersek,

NP = inf {Apax (Mo + 20 My 4 2oMy + ...+ M)}

zeR™

1 1 1
= inf {)\max (no—MO + (nxy)—My + ... + (nmxm)—Mm) }
n

zeR™ No m
= gllg;n{)\max(nvo + ZlAl + ...+ ZmAm>}

= Ny inf {)\max <A0 + ﬂAl +...+ Z—mAm> }
No

zeR™

Z ..
olur. y; = —, ..., ym = — diyelim. O zaman
1o o

AP = g inf {Amax(Ao + 141+ -+ ymAm)}
y m

elde edilir.
AP = inf {Apax(Ao + 141 + o+ Y Am)} (4.14)

yeR™
diyelim. Buradan (4.14) problemi ¢oziilerek NP ve y1,ys . .., ym bulunur. Baglangic

probleminin ¢6zimi i¢in
~ no
opt opt
APY = mg AP, TU= Y T = Y
1

doniiglimii ile (4.4) probleminin yani bu probleme denk olan (4.2) probleminin A%,

xy, ..., ), ¢oziimleri bulunmus olur.
Ornek 4.11.
1 -1 1 2 -3 4
MQ = ) Ml = ) M2 -
-1 1 2 -1 4 -1

simetrik matrisleri verilsin. My matrisinin 6zdegerlert O ve 2 ’dir.
M(l’) = Mo + iL'lMl -+ .ﬁL'QMQ

olmak itizere inf{\pax (M (2)) : x € R?} problemini bariyer yontemiyle Algoritma
4.9°u wygqulayarak ¢ozelim.

My, My, M, matrislerinin Frobenius normlars swraswla ng = 2, n1 = /10,
ne = /42 dir. Buna gore

1 1 1
AO = _M07 Al = _M17 A2 = _M2
o ny na
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0.5 —-0.5 A 0.3162 0.6324 A —0.4629 0.6172
) 1 ) 2
—0.5 0.5 0.6324 —0.3162 0.6172 —0.1543

olur.
A(Y) = M — (Ao + 1141+ y2 Ao +y3As) matrisi igin problemin bariyer fonksiyonu
2
o) = ;yg —In(y3 — y3 + 0.6172y3y, + 0.3086y, — 0.5y — 0.6831y,15 — 0.3095y5
+0.6324y;) + 0.3162y; + 0.7715y, — 0.5y

dvr. Bu fonksiyon i¢in o = 1’dir. Simdi Ao, A1, Ay matrisleri i¢in baslangig noktas:

7° = (0,0,0,2 nax(Ag)) = (0,0,2) alimarak Algoritma 4.9u uygulayalim.

k Mk gk
0 1 (0,0,2)"
0.4597679 (—0.2135018,1.0850717, O.7659045)T

—_

2 0.1302639  (0.0262205, 0.8695299, 0.4494897)T
3 0.029796  (0.1981853,0.6335722,0.3605689)"
4 0.063396 (0.2494351, 0.560287, 0.339098) ™

5 0.0013235  (0.2603986, 0.5445747,0.3345656)7
6 0.0002738  (0.2628342,0.5410624,0.3335954)T
7 0.0000561  (0.2633741,0.5402791, 0.3333883)"
8 0.0000113  (0.2634919,0.5401073,0.3333446)T
9 0.0000022  (0.2635168,0.5400709, 0.333335)T

10 4.5 x 1077 (0.2635218,0.54006357,0.3333337)"
11 9.1 x 107 (0.2635228,0.5400620, 0.3333334)
12 1.8 x 107 (0.2635230,0.5400617,0.3333333)"

13 3.6 x 1077  (0.2635231,0.5400617,0.3333333)"

seklinde APt~ 0.3333333 olarak bulunur. Baslangi¢cta verilen problemin ¢ézimi

Un N N - .
T1= Y, Ty = Y ve ANPE = ng APt egitliklerinden
1 2

AP 2 (0.666666, 71 ~ 0.166666, x5 ~ 0.166666
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olur. Buldugumuz degeri gercek ¢oziimle karsilastiralim.

M(l‘) = Mo—f—l‘lMl—f-l‘QMg
1—{—331—31‘2 —1—{—21’14—41’2
—1—|—2$1+4ZE2 1—331—.’152

matrisinin en biyik ozdegeri

N M (1) = —25 + 14 (/502 + Marzy + 1723 — day — 8z + 1

dir. Bu fonksiyon minimum degerini x; = 0.16, x5 = 0.16 noktasinda alir ve fonk-

styonun minimum. degeri
Amax(M(0.16,0.16)) = 0.6

olarak bulunur.

Sekil 4.2. M\, M (x) fonksiyonunun grafigi.
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4.3. Yontemin Ortak P Problemine Uygulanmasi

Ay, As, oo Ay € R™ kararl matrisler i¢in € R™ olmak iizere
M(z) = AT P(x) + P(x)A; <0 (i=1,2,...,N)

diyelim. M(z) < 0 ve P(Z) > 0 olacak gekilde & € R™'in aragtirilmasi, yani ortak
P(z) > 0 problemini ele alalim. Bu problemin ¢éziimiiniin varligi durumunda M (z)

matrisindeki My, Ms, ..., M,, matrislerinin
oMy + oMo+ -+ -+ x,, M, >0

olacak sekilde bir lineer toplami vardir. Buna gére (4.2) optimizasyon problemindeki
APt sonlu degildir.

Algoritmanin ortak P problemine uygulanabilmesi i¢in optimizasyon probleminin
tanim kiimesi ve bariyer fonksiyonu su sekilde alinir:

Yeterince biiytik bir 7, > 0 (i = 1,2,...,m + 1) pozitif sayilar1 i¢in

K = [—v1,m] X [=72,72] X+ X [=Ym+1, Ym+1]

kutusu ve

S={F= ()€K :\— M) >0,

kiimesi i¢in S'N K kiimesinin bariyer fonksiyonu

m—+1
&(7, 1) = 5)\ ~In(det(M — M(x))) — Z In(y2 — 22) — @7 7.

olur.
Gortildiigii ~ tizere  (4.13)’teki  ¢(Z,u)  bariyer  fonksiyonuna ek  bir
— Zyjl In(y? — 22) bariyer fonksiyonu getirildigi i¢in Algoritma 4.9’un 4’iincii adi-

minda

b VmaXLz/(,uk) €K

T
olacak gekilde Ymax sayist igin S = r, min(Smax, Ymaz) olarak alinir.

Teorem 4.12. ¢(7) = — Z?ﬁll In(y? — z2) fonksiyonu a = 1 parametresi ile self-

concordanttar.
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Kanat.

g1(7) = —In(yf —a7) = ~[In(y — 21) + In(n + 21)]
gm+1(T) = — ln(%?nﬂ - $%1+1) = —[In(ymr1 = Tma1) + (Vi1 + Tins1)]
diyelim. O zaman ¢(%) = ¢1(Z) + - - - + gm+1(Z) olur. Simdi
91(%) = = In(yf — 27) = —[In(y; — 1) + In(n + z1)]

fonksiyonunu ele alalim.

—[In(y — x1 — thy) + In(vy; + z1 + thy)] olur ve

i(t) = 91T + th) =

elde edilir.
hy

71— T

a; =

4y(0)?

olur. Buradan

yani

dir. Benzer sekilde

ve blz

h? h?
" 0 s 1 + 1
e R A CR N
(m—z1)2 (m+x)?
dersek,
71T X1
= 8 = 4(a$ + 3aib? + 3aib} + 19)

+ a3b3(3a} + 307 + 2a,b;)
>+ ajbi(a] + b7 + 2a,by)
+ (llb (a1 + bl)

2 _ ///( )

4(0)° = (0"

2¢7(0)** > [¢7'(0)]

2045(0%2 > |¢4'(0)]
20 (022 > [y, (0)]
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olur. ¢(z +th) = g1(Z +th) + -+ + gm41(T + th) dir. O zaman

¢(t) = gzﬁ(i’-f—th)
= gi(Z+th) + -+ Gy (T + th)
= P(t)+ -+ Y (2)

olur. Diger taraftan ¢(0) = ¢1(0) + - - - 4+ ¢,41(0) dur.

[W7O)] = [¥(0) + - + 1 (0)]
< [9O)] 4 [ (0)]
< 20000 4 4 200,44 (0)2
< 21(0) + - + 11 (0)72
= 2¢"(0)*”
olur. Dolayisiyla ¢(7) = — S In(7? — 22) bariyer fonksiyonu (4.11) esitsizligini
saglar yani « = 1 parametresi ile self-concordanttir. O]

Teorem 4.13 (|29]sf. 13). Q1, Qs C R™" agik, bos kiimeden farkh, konveks kiime-
ler ve Q = Q1 NQy # 0 olsun. Fy : Q1 — R fonksionu Q, tzerinde o parametresi
ile, Fy : Qo — R fonksionu Qo tizerinde as parametresi ile self-concordant fonksi-
yonlar olsunlar. py > 0, py > 0 ve o = min{pay, paa} olmak izere F' : @ — R,
F(x) = p1Fi(x) + paFy(x) fonksiyonu Q) tuzerinde o parametresi ile self-concordant

fonksiyondur.

Bu teorem kullanilarak Teorem 4.12nin kaniti su sekilde de verilebilir.
i=1,2,...,m+1i¢in Q; = {Z € R™™ : —; < z; < v;} olmak iizere g; : Q; — R,
gi(7) = —In(y? — x?) fonksiyonunun a; = 1 parametresi ile self-concordant oldugu
yukaridaki gibi gosterilebilir. K° = Q1 NQ2N -+ N Q11 oldugundan Teorem 4.13’e
gore g : K° = R, g(&) = g1(F) + 92(F) + -+ + g1 (F) = = 2710 In(y2 — 27) fonk-
siyonu da K° kiimesi iizerinde o = 1 parametresi ile self-concordant fonksiyondur.

Fy = —In(det(AM — M(x))) fonksiyonu S kiimesi i¢in a = 1 parametresi ile
self-concordant ve Fy = — 327" In(7? — 2?) fonksiyonu K kiimesi iizerinde a = 1

parametresi ile self-concordant bariyer fonksiyonlar1 olduklarindan Teorem 4.13’e
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gore
m+1

Py + Fy = —In(det(A — M(z))) = Y _In(y} — )

fonksiyonu da S N K kiimesinin o« = 1 parametresi ile self-concordant bariyer fonk-

siyonudur.
Ornek 4.14.

—-1.6 -25 1 2

Al == ) A2 =

2.5 1.1 -2 =2

kararly, matrislering alalim.
—3.221 + bz —0.529 + 2.523 — 2.5x
ATP(z) + P(x)A, = W ? ’ "l<o
—051'2 + 25.1'3 — 25231 —5.272 -+ 221’3 +1

201 —4dxo + 2  —x9 — 223+ 22
ATP(z) + P(z)Ay = Y & S A
—[E2—2l‘3+2$1 4%2—41’34‘3

olacak sekilde

x xr
P)=]"" 7 |>o0
To I3

simetrik matrisini Algoritma 4.9 ile arastiralvm. Bunun i¢in

00 00
0100
My = >0,
0020
000 3
olmak tizere
AT P(z) + P(2) A4 0
< —My
0 AT P(z) + P(x)A,
esitsizligini ele alalvm.
-32 =25 0 0 5 =05 0 0
-25 0 00 -05 -5 0 O
Ml = ) M2 = >
0 0 2 2 0 0 -4 -1
0 0 20 0 0 -1 4
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=
I

1$cin
M(QT) = Mg + [L’lMl + ZL‘QMQ + $3M3

matrisi olusturulur. My, My, My, M3 matrislerinin Frobenius mnormlar: sirasiyla

ng = 3.74165, ny = 5.89406, ny = 9.19238 ve n3 = 6.42961 dir. Bu matrisler

Frobenius normlarina gore birimlestirildiginde

0 0 0 0 —0.5429 —-0.4241 0 0
0 0.2672 0 0 —0.4241 0 0 0
BO - ) Bl -

0 0 05345 0 0 0 0.3393 0.3393
0 0 0 0.8017 0 0 0.3393 0
0.5439 —0.0543 0 0
—0.0543 —0.5439 0 0

BQ ==

0 0 —0.435 —0.1087
0 0 —0.1087  0.4351
0 0.3888 0 0

0.3888 0.3421 0 0

Bs =

0 0 0 —0.3110
0 0 —0.3110 —0.6221

matrisleri elde edilir. B(y) = By + y1 By + y2Ba + y3Bs matrisinin en biyik ozdege-
rini minimallestirmek i¢in K = [—100,100] x [—100,100] x [—100, 100] x [—10, 10]
kutusunu olugturalim. § = (y1,v2,Y3,y4) € SN K (A = y4) olmak tzere bariyer
fonksiyonu

§y4 —In(det(ysl — B(y))) — > In(y? — y2) — @75

i=1
seklinde ifade edilir. Bu fonksiyon i¢in o = 1 dir. Apax(Bo) = 0.8017 oldugundan
baslangrg noktasiy® = (0,0,0,2 \nax(Bo)) = (0,0,0,1.6035) € S°N K° ve e = 1078

o7, 1) =
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alinarak Algoritma 4.9 uygulanirsa,

~k

k L Y

0 1 (0,0,0,1.6035)T

1 0.479 (11.66166425, 10.80028602, 11.63955121, 0.25696554 )7
2 0.239 (41.25850977, 37.96014473, 43.95856567, —0.41934919)T
3 0.119 (88.71799632, 81.44701266, 95.75660049, —1.42565060)T
4 0.059 (92.15731851, 84.59640719, 99.47573214, —1.52784762)T
5 0.029 (92.52404481, 84.90689729, 99.82191730, —1.54425030)T
6 0.014 (92.62585021, 84.99077028, 99.91381381, —1.54903528)T
7 0.007 ( )

92.67591155, 85.03156309, 99.95815408, —1.55146292)"

22 2.2 x 1077 (92.72373549, 85.07026142,99.99999877, —1.55383046)T
23 1.1 x 1077 (92.72373629, 85.07026211, 99.99999956, —1.55383048)
24 4.1 x 1078 (92.72373680, 85.07026232, 99.99999974, —1.55383044)

elde edilir. 247inci adimda bulunan nokta donistirildiginde r, = 58.862,

Ty = 34.626, 13 = 58.194 ve \P! ~ —5.813 olur. Buna gore

o | 58862 34.626
P(z™%) = >0
34.626 58.194

olup
—15.226 —18.984
AT P(2*") + P(2*M) A, = <0
—18.984 —45.107
ve
—20.782 —33.289
AL P(2*") + P(2*) Ay = <0
—33.289 —94.268
saglanar.

Béylece bu P(z**) > 0 matrisi Ay ve Ay kararlh matrislerinin ortak ¢oziimii olur.

4.4. Yontemin LMI Problemine Uygulanmasi

Matrislerin kararliligi problemlerinde ortaya ¢ikan matris egitsizlikleri Schur ta-
mamlama (Schur complement) yontemi ile LMI’ya déniigtiiriilebilmektedir. Matrisler

politopunun giirbiiz kararlihigi problemi ve parametreye bagh afin P(a) matrisinin
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bulunmasina iligkin bir galigma [16]’dadir. Bu béliimde bir LMI probleminin bariyer

yontemiyle ¢oziimii ele alinmigtir.

Teorem 4.15 ([16]). Ay, As, ..., Ay € R™" kararly matrisleri verilsin. Eger

GA;+ AlG" P, -G+ ATH"
<0, i=1,2,...,N (4.15)
P, — G" + HA, ~H - HT

olacak sekilde P, >0 (i=1,2,...,N), G ve H matrisleri varsa o zaman

N
.A: {A:OélAl—i‘OégAQ—i‘...—'—OéNAN, ZO&Z' = 1, oy € [0,1]}
i=1

matris ailesi giirbiz kararldir ve P(a) = vazl a; P, matrisi bu ailenin parametreye

bagl bir Lyapunov fonksiyonudur.

Kamit. o; €10,1], 32N, a; = Licin A(a) = ay Ay +a Ay +. .. +ayAy alahm. (4.15)
egitsizlikleri + = 1,2, ..., N olmak iizere sirasiyla «; sayilariyla carpilip toplanirsa,

P(a) =N | a;P; olmak iizere

GA(a)+ A(a)TGT  P(a)— G+ A(a)THT

<0 (4.16)
P(a) — G+ HA(«) ~H - HT

elde edilir. Simdi (4.16) esitsizligi soldan [I A(«)”] matrisi ile sagdan da [I A(a)T]"
ile garpilirsa, her «; € [0, 1], Zfil a; =1 ve P(a) > 0 igin

Ala)"P(a) + P(a)A(a) <0
Lyapunov esitsizligi elde edilir ki buna gore A ailesi giirbiiz kararhdir. O]

Ornek 4.16.

Alz 7A2

kararly matrislering ele alalim.

Bu matrisler i¢cin

AAT =] 2

matrisinin dzdegerleri 5.1084, 0.3915 dir. A} Ay matrisinin negatif ézdegeri olma-
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digindan Teorem 1.8’e gore [A1, As] segmenti giirbiz kararhdur.

T X
reRY P(z)= b
T2 X3
T7 X
G(x) _ 7 8
Tg9 T10

T4 Iy

) PZ(:E) = )
Ts5 Tg
T11 T2

) H(x) -
T13 14

alalim. Bu durumda denklem (4.15) da ifade edilen matrisler

Ly(r) = G(z)A; + ATG ()"

i Py(x) — G(x)" + H(z) A,
Lo(z) = G(z)Ay + ATG ()T

| Py(z) - G(z)" + H(x)A,

seklindedir. Buna gore 12 x 12 boyutlu

M(x)

matrist olusturulur ve

Py(z) — G(x) + ATH(x)T
—H(z) — H(x)"

Py(z) — G(z) + AT H ()"

—H(x) — H(x)"
0 0 |
0 0
—Py(x) 0
0 —PQ(QZ) |

M(z) <0< Li(x) <0, Ly(x) <0, —Pi(x) <0, —Ps(x) <0

dir. Amin(Mo) = 0 olacak sekilde

000 0
010 0
My:=10 0 2 0120
000 11
matrising alalim. M (z) matrisini x;lere (i = 1,2, ...,14) gore ayristirdigimazda elde

edilen M; matrisleri ile birlikte

M@) = Mo+ x1 My + voMs + - - - + 214 M7y

7




matrisi i¢in M; matrisleri (i = 0,1,2...,14) Frobenius normlarina gére birimlesti-

rildiginde By, By, Bo, ..., B14 matrisler: elde edilir.
B(y) = Bo+y1B1 +yaBa + - - + y14Bu

icin Algoritma 4.9u uygulayalim. K = [—10,10]* kutusunu olusturalim.
7= (y1,Y2,--.,y15) € SN K (A= 115) olmak tzere bariyer fonksiyonu

15
(i), 1) = gy —In(det(yis] — B(y)) — Y_In(3? — 3?) — @75
=1

seklinde ifade edilir. Bu fonksiyon i¢in o = 1 dir. §° = (0,...,0,2X \nax(Bo)) =
(0,0,...,0,0.9780192) € S°N K°, e = 10~* alinwrsa,

ko "

0 1 (0,0,0,0,0,0,0,0,0,0,0,0,0,0,0.978019)

(1.536214,1.241529,1.009615, 0.575192, 0.283039, 0.887717,
I 0.5  0.694224, —0.396745,1.616479, 1.085881, 1.148134, —0.587907,
2.479481,1.748448,0.353154)

(5.341253,5.059795, 3.172757,1.071088, 0.447845, 1.564029,
2 0.220 0.528372,—2.039322, 3.104320, 0.970789, 2.288494, —3.479190,
5.629742,2.540454, 0.128389)

(8.801520, 8.527317, 5.140740, 1.495468, 0.447880, 2.284903,
3 0.110  1.178490, —3.703737,4.337207,0.728509, 3.017214, —6.301583,
8.664913, 3.263315,0.019264)
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(9.725939, 9.475203, 5.688263, 1.720716, 0.296167, 2.288694,
4 0.055 2.502977, —4.387641, 5.211610, 0.302970, 2.931763, —7.282641,
9.272726, 3.343955, —0.016005)

(9.919087, 9.692639, 5.823781, 1.837666, 0.219250, 2.186702,
5 0.027  3.242503, —4.784200, 5.756825, —0.105128, 2.829322, —7.620323,
9.369561, 3.301650, —0.0265861)

(9.999257,9.817878, 5.916570, 1.963930, 0.163872, 2.028717,
11 0.0004  3.891228, —5.376982, 6.430752, —0.750041, 2.695250, —7.942490,
9.397416, 3.182928, —0.032443)

(9.999630, 9.818759, 5.917300, 1.954962, 0.165851, 2.031972,
12 0.0002  3.817663, —5.367940,6.410795, —0.755158, 2.689805, —7.948618,
9.393754, 3.178941, —0.032471)

elde edilir. Bu sonuca gore \°P' ~ —0.730417 < 0 ve doniistiirme islemi sonucunda

1 = 129.866929, wp = 90.168794, 3 = 76.849011, x4 = 25.389441,
x5 = 1.523068, T = 26.389574,  x7 = T7.206571, xg= —8.853733,
T9 = 12.950195, x19 = —1.405844, z1; = 6.240684, x12 = —16.894988,
T3 = 22.273743, 14 = 6.639399

oldugu goriiliir. Bu degerlere karsihk gelen M (x'?) matrisinin 6zdegerleri:

—291.7091, —188.9849, —38.4796,
—19.4370, —16.9125, —13.8664,
—12.6321, —6.8620, —1.0421,
—0.9957, —0.7309, —0.7306
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oldugundan M(x'?) < 0 dir. Pi(2'?), Py(z'?), G(2'?) ve H(x'?) matrisleri:

19 129.866929 90.168794
P (I’ ) = >0
90.168794 76.849011
12 25.389441 1.523068
Pg(l‘ ) = >0
1.523068 26.389574
. 7206571 —8.853733
G(x7) =
12.950195 —1.405844
19 6.240684 —16.894988
H(z”) =
22.273743  6.639399

olur. Bu matrisler i¢in Li(z'?) < 0 ve Ly(z'?) < 0 oldugundan Teorem 4.15°e gore

[A1, Ao segmenti giirbiz kararlidir ve t € [0,1] olmak dzere P(t) = (1 —t)Py(z'?) +

t Py (') matrisi [Ay, As] matris segmenti igin parametreye bagh Lyapunov fonksiyo-

nudur.
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5. SONUCLAR

Bu tez ¢aligmasinda elde edilen sonuglar agagidaki gibidir:

Tek parametreli afin matrisler ailerine karsilik gelen tek parametreli afin Lyapu-
nov fonksiyonunun varligi icin yeter kosullar verilmistir. Barmish’in iddias: (Iddia
2.3) i¢in verilen kargit 6rnek, tez kapsaminda geligtirilmis algoritmalarla dogrulan-
migtir. Cok parametreli afin Lyapunov fonksiyonlarina érnekler verilmistir.

Maksimal 6zdeger fonksiyonunu esas alan bir i¢ nokta yontemi verilmigtir. [0, 1]
araliginda degigen parametreye gore bir afin matrisler ailesi verildiginde bu matris-
ler ailesine karsilik gelen Lyapunov esitsizliginin ¢éziimii i¢in simetrik matrislerin
kiire yiizeyi lizerinde maksimum 6zdegerinin belirlenmesi gerekmektedir. Matema-
tiksel yazilimlar yardimiyla bu maksimal 6zdegeri belirlemede ortaya ¢ikan zorluk-
lar1 agsmak icin problem kutu yiizeyi iizerinde maksimal 6zdegeri bulma problemine
dontigtiiriilmiigtiir. Ayrica [0, 1] araligim gridlemek yoluyla da maksimal 6zdegerler
yaklagik olarak hesaplanabilmekte ve afin Lyapunov fonksiyonlari belirlenebilmek-
tedir.

Afin simetrik matrisler ailesinin maksimal 6zdegerini bariyer yontemiyle veren
bir algoritma ek bariyer fonksiyonu ile modifiye edilerek ortak P > 0 ¢dziimii prob-
lemlerine uygulanmaigtir.

Tez kapsaminda ele alinan problemler ayrintili agiklamalariyla birlikte ¢ok sayida

ornekler lizerinde incelenmigtir.
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