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Kesirli tirev ve integralleri tanimlamanin birka¢ yolu vardir. Bu tezde son zamanlarda ortaya
¢ikan Caputo kesirli tiirevi ve Riemann-Liouville integralinin bir kombinasyonu olarak elde edilen sabit
orantili Caputo tiirevi ele alinmustir.

Tez 6 boliimden olusmaktadir. 11k iki boliimde kesirli diferansiyel denklemlerin tarihcesi ve
oneminden bahsedilmis ve gerekli tanim, teoremler verilmistir. 3. bolimde Sumudu doniistimi ve
ozellikleri tanitilip bu doniisiim ile Laplace doniisiimii arasindaki iliskiler agiklanmistir. 4. boliimde
literatiire yeni katilan sabit orantili Caputo tiirevi genis bir sekilde ele alinarak incelenmistir. 5. bolimde
bu tiirevi igeren bazi diferansiyel denklemler Sumudu doniisiimii kullanilarak ¢oziilmiistiir. 6. bélimde ise
sonug¢lardan bahsedilmistir.

Anahtar Kelimeler: Caputo tiirevi, Kesirli diferansiyel denklemler, Laplace doniisiimii, Mittag-
Leffler ¢ekirdegi, Orantili Caputo tiirevi, Sumudu doniisiimii.
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There are several ways to define fractional derivatives and integrals. In this thesis, the constant
proportional Caputo derivative obtained as a combination of the recently emerged Caputo fractional
derivative and the Riemann-Liouville integral is discussed.

Thesis consists of 6 chapters. In the first two chapters, the history and importance of fractional
differential equations are mentioned and necessary definitions and theorems are given. In chapter 3, the
Sumudu transform and its properties are introduced and the relationships between this transform and
Laplace transform are explained. In the 4th chapter, the constant proportional Caputo derivative, which
has recently been added to the literature, has been extensively discussed. In the fifth chapter, some
differential equations containing this derivative are solved using the Sumudu transform. In the 6th
chapter, the results are mentioned.
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1. GIRIS

Basit formiilasyonu ve buna bagh kullanish olmasi sayesinde, diferansiyel denk-
lemlerde Sumudu doniisiimiinii kullanmak kolaylik saglamaktadir. Sumudu doniisiimii,
miihendislik matematigi ve uygulamali bilimlerde bulunan kompleks problemlerin ¢6zii-
miinde kullanilmasi avantaj saglamaktadir. Sumudu doniisiimii kullanigli olmasina rag-
men, bu doniisiim ile ilgili literatiirde yalnizca birkac teorik arastirma yapilmigtir. Lite-
ratiirde bulunan mevcut doniisiim teorisi kitaplarinin ¢cogu, Sumudu doniistimiine atifta
bulunmaz. Atifta bulunulmamasinin nedeni ise, 80’lerin sonu ve 90’larin basina kadar bu
kavram ile ilgili hi¢cbir doniisiim ¢aligmasinin olmamasidir (Watugala, 1993).

Sumudu doniisiimii 1993 yilinda Watugala tarafindan literatiire kazandirilarak bu
yontem kullanilmaya baglanmistir. Ardindan, 1994 yilinda Weerakoon, Sumudu doniisii-
miiniin kismi diferansiyel denklemlere uygulanabilir oldugunu gosteren bir ¢alisma yap-
mistir (Weerakoon, 1994; Watugala, 1993). 1998 yilinda ise Watugala, Sumudu doniisii-
miiniin adi diferansiyel denklemlerin ve miithendislik kontrol problem denklemlerin ¢6zii-
miinde etkili bir sekilde kullanilabilecegini gostermistir (Watugala, 1998). Watugala’nin
calismasininin ardindan Weerakoon, Sumudu doniisiimii icin kompleks bir ters ¢cevirme
formiilii sunan ¢aligmalar yapmistir (Weerakoon, 1998). Nispeten bu yeni doniisiim, dina-
mik sistemlere vurgu yaparak, integral diferansiyel denklemleri ¢6zmek i¢in doniisiimiin
nasil kullanilacagim1 gostermistir (Asiru, 2001; 2002; 2003). Ayrica Watugala , kismi di-
feransiyel denklemlerin ¢oziimlerine dikkat ¢cekerek Sumudu doniisiimiinii iki degiskene
genigletilmesini saglamistir (Watugala, 2002).

Deakin, Sumudu doniisiimii ile Laplace doniisiimii arasinda herhangi bir farklilik
olmadigini ileri siirmesine ragmen, Weerakoon 1997’ de Sumudu doniisiimii ile Laplace
doniigtimiiniin birbirinden farkli oldugunu belirtmistir. 2003 yilinda Belgacem ve arka-
daglari, Sumudu doniisiimiiniin Laplace doniisiimii ile olan iligkisini farkli teoremleri kul-
lanarak, Sumudu doniisiiniinii daha genis alanlara tasimiglardir. Bu calismalar sayesinde
Sumudu doniisiimii farkli alanlarda kullanilarak literatiire Sumudu doniisiimiiniin farkli
ozellikleri katilmistir. Bu calismalarin ardindan, 2007 yilinda Tchuenche ve Mbare cift
katli Sumudu yontemini ve farkli 6zelliklerini literatiire katmiglardir (Aydin, 2021). Ay-
rica, Belgacem, bu doniisiimiin konviilasyon tipi integral denklemlere olan uygulamala-
rin1 yapmustir (Belgacem, 2003). Bir Laplace-Sumudu ikiligi vurgulanarak, bu yeni do-
niisiimiin birgok 6zelligi verilmistir. Ozellikle baz1 temel fonksiyonlarin doniisiimlerinin
tablosu yapilmistir. Laplace doniisiim listesine benzer sekilde, kapsamli bir Sumudu do-
niisiim listesi verilmistir (Spiegel, 1965).

Kesirli hesap , son zamanlarda giincel hayatta karsilasilan problemleri daha iyi dii-
zenlemek i¢in kullanilan verimli ve uygun bir aracgtir (Mirzazadeh, 2016) . Kesirli hesap,

matematik, mithendislik, biyoloji, finans, ekonomi ve sosyal bilimlerin farkli alanlarinda



hafiza etkileri olan karmagsik dinamik sistemleri aciklamak i¢in genis bir uygulanabilir
ozellige sahiptir (Giinerhan ve ark., 2020).

Kesirli(Fraksiyonel) tiirev ya da Kesirli(Fraksiyonel) integral, klasik anlamda yiik-
sek mertebeden tiirev veya n-katl integral tanimlarin1 genellestiren kavramlardir. Griin-
wald, Letnikov, Riemann, Liouville, Caputo, Euler, Abel, Fourier, Kober, Erdelyi, Hada-
mard, Riesz ve Laplace gibi matematikg¢iler bu kavramlar hakkinda calismalar yaparak,
yeni gelismelere katki saglamislardir. Simdiye kadar bu kavramlar, teorik ve uygulamali
bilimde bulunan fizik, matematik, kimya, ekonomi ve miihendislik dallarinda da kullanil-
mustir. Yapilan ¢caligsmalar sayesinde bu kavramlarin farkli uygulama alanlarinda da kulla-
nilabilir bir duruma gelmesinden dolay1 bu kavramlara olan ilgi artmustir (Orcan, 2018).

Caputo kesirli tiirevi, lokal olmayan durumlari, kesirli diferansiyel denklemlerle
modellemek i¢gin en kullanigh operatordiir. Caputo kesirli tiirevi, tiirevlenebilir bir f(t)
fonksiyonu icin, f’(t) tiirevine uygulanan bir kesirli integral operatorii tarafindan tanim-
lanir (Baleanu ve ark., 2020). Uyumlu tiirev, 2014’ de lokal, limit tabanli bir tanim olarak
sunuldu (Khalil ve ark., 2014). [k olarak uyumlu kesirli tiirev olarak tanitildi, ancak bu
tanim kesirli tiirevler i¢in istenen bazi 6zelliklere sahip degildi. Bu operatoriin 6zellikleri
ve uygulamalar1 Anderson ve ark. (2015) ve diger caligsmalarda yogun bir sekilde incelen-
mistir. Caputo kesirli tiirevinin tanim formiiliinde f’(¢) ifadesinin yerine Anderson ve ark.
(2015)’ nin tanimladig1 daha genel bir orantisal tiirev yazilarak yeni bir kesirli operator
tamimlanmistir. Bu yeni operator orantili bir tiirevin Riemann-Liouville integrali olarak
veya bazi 6nemli durumlarda Riemann-Liouville integrali ve Caputo tiirevinin lineer bir
kombinasyonu olarakda yazilabilir (Baleanu ve ark., 2020).

Kesirli tiirev ve integralleri tanimlamanin bir ¢ok yolu vardir. Riemann-Liouville,
Caputo, Marchaud, Hilfer ve Atangana-Baleanu bunlardan birka¢idir (Atangana ve ark.,
2016; Fernandez ve ark., 2019; Samko ve ark., 1993). Bu cesitli tamimlar yapilarina ve
ozelliklerine gore genel siniflara ayrilir (Baleanu ve ark., 2019). Kesirli diferansiyel denk-
lemler i¢in ilgi c¢ekici olan 6zellikle Caputo kesirli tiirevidir. Klasik Riemann-Liouville
kesirli tiirevi ile karsilastirildiginda, Caputo, kesirli diferansiyel denklemler i¢in kulla-
nildiginda daha dogal baslangi¢ kosullar1 gerektirir (Diethelm, 2010). Bu ikisi o kadar
temeldirki, diger bir¢ok kesirli tiirevin, kesirli integral operatorlerinden iiretildiklerinde,
”Riemann-Liouville” veya ”Caputo” tipi oldugu sdylenir. Caputo tiirevi, bir fonksiyonun
standart tiirevine kesirli integral uygulamasiyla tanimlanirken, Riemann-Liouville kesirli
tiirevi, kesirli integralin standart bir tiirevi alinarak tanimlanir (Baleanu ve ark., 2020).

Kesirli integral ve kesirli tiirev kavramlari birbirinden ayr1 ¢ekirdekler yardimiyla
tanimlanmustir. Ornegin, kuvvet ilkesi Caputo ve Riemann-Liouville, iistel fonksiyon Ca-
puto ve Fabrizio, Mittag-Leffler fonksiyonu ise Atangana ve Baleanu tarafindan kullani-
larak yeni kesirli operatorler olusturulmustur (Caputo ve ark., 2015; Atangana ve ark.,
2016).



2. TEMEL TANIM VE TEOREMLER

2.1. Baza Tamim, Teorem ve Ozel Fonksiyonlar
Tanmm 2.1.1.

Bagimlh degiskenlerin bir fonksiyonu ile bu fonksiyonlarm bagimsiz degigken-
lere gore tiirevleri arasinda verilen bagintiya diferansiyel denklem denir. Diferansiyel bir

denklem

dy
“Z1=0
f (33 2 )
seklinde yazilir. Bir diferansiyel denklemde tek bir degiskenin tiirevleri bulunuyorsa bu
denklem cesidine adi diferansiyel denklem denir (Yasar, 2005).
Tamm 2.1.2.

Diferansiyel bir denklemde en az iki tane bagimsiz degisken ile en az bir tane
bagiml degisken olmasi ve denklemdeki bagimli degiskenin bagimsiz degiskenlere gore
kismi tiirevleri varsa bu denkleme kismi tiirevli diferansiyel denklem denir (Koca, 2013).

Tanim 2.1.3.

Diferansiyel bir denklemdeki bagimli bir degiskenin diger bagimsiz bir degiskene
gore kesirli mertebeden tiirevleri mevcutsa bu denklemlere kesirli mertebeden diferansiyel
denklemler denir (Oztiirk, 2022).

Tanim 2.1.4.

Bir h fonksiyonunun integral yardimiyla yeni bir fonksiyon seklinde tanimlanma-

sina integral doniigiimii denir. A bir fonksiyon olmak iizere

H(m) = / " Plm, kyh(k)dk

fonksiyonu h fonksiyonunun bir doniisiimii olur. P fonksiyonu ise doniigsiim ¢ekirdegi
adim alir (Dernek, 2001).



Tanim 2.1.5.

f fonksiyonu t > t; i¢in

|f(O)] < Me veya e f(t)| < M

olacak bi¢cimde ¢, M > 0 ve t;, > 0 sabitleri var oldugunda c iistel mertebelidir denir
(Cakmak, 2019).

Tanim 2.1.6.

29 = h(z1) bir kompleks fonksiyon olmak iizere, bu fonksiyon z3 noktasi ve bu
23 noktasinin bir komsulugundaki biitiin noktalarda tiirevi varsa i fonksiyonuna 25 nok-
tasinda bir analitik fonksiyon denir (Cakmak, 2019).

Tanim 2.1.7.

h bir fonksiyon olmak iizere, bu i fonksiyonu bir £ bolgesinin biitiin noktalarda
analitik ise h fonksiyonuna E bolgesinde analitiktir denir. £/ bolgesinde analitik olan A

fonksiyonuna ise holomorfik ya da regiiler fonksiyon denir (Cakmak, 2019).

Tanmm 2.1.8.

h bir fonksiyon olmak iizere, bu fonksiyon bir £ bolgesinde ve ayn1 zamanda bu £
bolgesindeki kutuplar disindaki her yerde analitik olursa bu h fonksiyonuna meromorfiktir
denir (Cakmak, 2019).

Tanim 2.1.9.

h bir fonksiyon olmak {iizere, bu h fonksiyonun bir £ bolgesindeki aykiriliklar
yalnizca kutup noktalar1 olursa bu A fonksiyonuna £ bolgesinde bir meromorf fonksi-
yondur denir (Cakmak, 2019).

Tanmm 2.1.10.

h bir kompleks fonksiyon olmak iizere, bu fonksiyon bir w = wy noktasinda ana-
litik olmazsa bu w = wy noktasina h fonksiyonun tekilligi ya da tekil noktas1 denir (Cak-
mak, 2019).



Tanmm 2.1.11.

t > 0 igin tanimlanan f(¢) fonksiyonunun L[ f(¢)] veya F'(s) ile gosterilen s > 0

icin Laplace doniisiimii

LU@H=F@)iAw€¢ﬂUﬁ

ile tanimlanir (Dernek, 2001).

Tanim 2.1.12.

Tiirevlenebilir bir f(¢) fonksiyonunun, baglangi¢ noktasi ¢ = 0 olan ve p € (0,1)

aralifina gore Caputo tiirevinin tanimi

1 t
§DEf(t :——————/m (T)(t-7)°d
FDL0) = gy | STy
seklindedir (Baleanu ve ark., 2020).

Tanim 2.1.13.

Tiirevlenebilir bir f(¢) fonksiyonu ve § > 0 i¢in Riemann-Liouville integralinin

tanimi

100 = 1 [ S@-r

I'(5)

bicimindedir (Baleanu ve ark., 2020).

Tanim 2.1.14.

Mittag-Leffler fonksiyonu, e* iistel fonksiyonunun genellemesi olup, kesirli mer-
tebeye sahip diferansiyel ve integral denklemlerin cesitli fiziksel, kimyasal, ekonomik
matematiksel modellerinin ¢oziimleri olarak ortaya ¢ikmaktadir.

0> 0 ve z € C' olmak iizere, bir parametreli Mittag-Leffler fonksiyonu

Eo(2) = Z F(gn+1)



seklindedir.

Iki parametreli Mittag-Leffler fonksiyonu ise o > 0 ve 3 > 0 olmak iizere

oo

Eop(2) = Z (

n:OF Qn"_ﬁ)

ZTL

seklindedir (Haubold ve ark., 2011).
Ayrica
i) Ei(z) =€ = Er1(2)
i) E,(2) = B, (2)
ozellikleri de mevcuttur (Rahaman ve ark., 2020).

Ispat i)

El(Z)

Il
3
Ng
—
—~
SHRN
+ 3
—
~

ve

E171 (Z)

Il
3
L0~
)1
—~
Sl
+ 3
—_
~

Zn

= n!

Iki esitlikte elde edilenler e ifadesine esit oldugu goriiliir.

Ispat ii)

Eo(2) = Z F(Qn+ 1)

veE

o0

Fas) = X i) = L e sT)




Bu durumda, 5 = 1 olma durumunda o nun her degerinde bu iki Mittag-Leffler fonksi-

yonlarinin birbirine esit oldugu goriiliir.

Tanim 2.1.15.

Genel Mittag-Leffler fonksiyonu

Egﬁ(z): ior(;:;(—_%v (2757QaQ607R€(9)>0)

seklinde tanimlanir. Burada (¢),, = ¢(q¢ + 1)---(¢ + m — 1) ifadesi Prabhakar tarafindan
olusturulan Pochhammer semboliidiir. Ayrica (1),, = m! ve E} ;(2) = E, 5()’ dir (Akgil
ve ark., 2021).
Tanim 2.1.16.

Re(w) > 0 yakinsak ise Gamma fonksiyonu

F(w)z/ e 'ttdt
0

esitligi ile tanimlanir (Podlubny, 1998).
Gamma fonksiyonu i¢in agsagdaki bazi temel 6zellikler saglanir.
i) N(w+1) =wl'(w)

i) T(3/2) = (1/2)0(1/2)
i) D) =1T(2)=1,0(3)=2,...T(w+1) = w!

Ispat i)
/ B_ttw+l_l dt
0

= / e 't dt
0

burada kismi integrasyon yontemi kullanilirsa t* = u,  e~*dt = v olsun. buradan wt¥~1dt =

F(w+1)

du, —e=t=v olur. Bulunan esitlikler yerine yazilirsa

o0

+ / e twtVtdt
0 0

0 +w/ e~ttvldt
0

wI'(w)

—twet

sonucu elde edilir.



Tanim 2.1.17.

Re(m) > 0 ve Re(w) > 0 ise Beta fonksiyonu
1
Bm, w) = / 11—yl
0
esitligi ile tanimlanir (Samko ve ark., 1993).

Tanim 2.1.18.

h(t) ve p(t) iki fonksiyon olmak iizere bu fonksiyonlarin konvoliisyonlari

(h*p)(t)

/Ot h(t—71)p(7)dr
/Ot h(T)p(t - 7)dr

biciminde tanimlanir. Bu bagintiya konvoliisyon teoremi denir (Kaya, 2019).

Teorem 2.1.19.

s > aigin f ve g fonksiyonlarinin Laplace doniisiimleri var olsun. Bu fonksiyonlar

L{f*g]=L[f]L[g]

seklinde bir bagintiya sahiptir (Kaya, 2019).
Ispat 2.1.19.
f(t) ve g(t) fonksiyonlarin Laplace dontigiimleri

Fs) = [ e fayia

G(s) = /Om e*g(q)dq

seklindedir. Bu iki ifade taraf tarafa carpildiginda

FOIGE) = [ e s [ gty

biciminde yazilir. Buradan

FOGE) = [ o) [ oo e



_ /0 " (o) /0 " i) () dadg

sekline getirilir. Burada x = ¢t —q doniisiimii uygulanip her iki tarafin tiirevi alinirsa dx = dt

olur ve yerine yazilirsa

F(s)G(s) = / " 40) / °° e f(t - q)dtdg

olur. Buradan da

F(s)G(s)

/°° G_St(/q: ft- q)g(Q)dQ)dt

[ e - q)g(q)dq]
L[f+

istenen ifade elde edilir (Kaya, 2019).

Tanim 2.1.20.

Bir f(x) fonksiyonu x = ¢ de her mertebeden tiirevi var ve mevcut ise

”(q) (H—Q)2 + . f (q)

f(r)=f(@)+ f(@)(k-q) + ———= —=(k-q)" +

£ = 3 ED - gy

fonksiyonunun s = ¢ noktasindaki Taylor serisi veya Taylor acilimi denir. Baz1 fonksi-

yonlarin Taylor seri a¢ilimi asagida verilmistir.

1i/£ = 1+/<;+/{2+...+/<;w...:§/<;w, k| <1

e’ = 1+/§+;—T+...+%+...:u§)%, || < oo

sink = n—g—?+§?+ 4 ( 1)1”% Z( )“’(;ﬁij)', K| < o0
cosk = 1—;—!2+Z—T+ S+ (-1 (52)' _Z( )w(Qw)" K| < o0

Ozel olarak ¢ = 0 alindiginda bu Taylor serisi

F9= 3 E oy



seklinde olur. Bu yeni seriye ise Maclaurin serisi veya Maclaurin a¢ilimi ad1 verilir (Ku-
rulay, 2006).

Tanmm 2.1.21.

§ cx(x — q)v seklinde ifade edilen seriye Kuvvet serisi denir. Bu ifadede ¢y, ifa-
desi ser?rzlin katsayilaridir. Kuvvet serisindeki terimler = icerdiginden dolayi, bu serinin
yakinsaklik veya 1raksaklik olma durumu terimlerde bulunan = degerlerine baglh olarak
farklilik gosterecektir.

Bu kuvvet serisinin |z — ¢| < P esitsizligi icin yakinsak olacagi en biiyiik P sayisi
kuvvet serisinin yakinsaklik yaricapidir. Bu seriyi yakinsak yapan degerlerinin meydana
getirdigi araliga ise yakinsaklik aralig1 denir (Pekalp, 2019).

Tanim 2.1.22.

Prabhakar kesirli integrali, ;. > 0 ve v > 0 i¢in

t
rE gy = [ T>”-1Ez,v(k<t . T)“)f(f)dr
seklindedir (Prabhakar, 1971; Kilbas ve ark., 2004).

Tanim 2.1.23.

Heaviside genellesmis fonksiyonu, diger bir ismi ile Birim Basamak fonksiyonu
su sekillerde tamimlanir (Yeliz, 2003).

1, 20
H(t) = veya H(t-a)=
0, t<0 0, t<a

1, t>a
Tanim 2.1.24.

Dirac Delta genellesmis fonksiyonu asagidaki sekillerde tanimlanir. Dirac Delta
fonksiyonu [ §(t)dt = 1 kosulunu saglar (Yeliz, 2003).

oo, t=0 o, t=a
o(t) = veya d(t-a)=
0, t=+0 0, t+a
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3. SUMUDU DONUSUMU VE OZELLIKLERI

3.1. Sumudu Déniisiimiiniin Tanim ve Ozellikleri

Tanim 3.1.1.

A={f@t) | 3Zm,7m>0, |f()<ZWm te(-1)"x[0,00)}

fonksiyonlar kiimesi tizerinde Sumudu doniisiimii su sekilde tanimlanir

) = S[f(1)] = / T f@netdt, be (cnm)

Diger doniisiimlere gore, Sumudu doniisiimii birim koruyan 6zelliklere sahip olup,
frekans alanina bagvurmadan problemleri ¢cozmek i¢in kullanilabilir. Aslinda, kendisi li-
neer olan Sumudu doniisiimii lineer fonksiyonlar1 korur ve bu nedenle 6zellikle birimleri
degistirmez (Watugala, 1998; Belgacem, 2003).

Ayrica Sumudu doniisiimii farkli bir sekilde de yazilabilir. k = ¢t, (¢t = k/v¢) de-

gisken degistirmesi yapilarak her iki tarafin tiirevi alindiginda

dk = dt
buradan da,
dk
dt = —
(0

ifadesi elde edilir. Bu ifade yerine yazilirsa

() = i /0 e p (k) dk

seklinde olur. Buradan f(¢) fonksiyonunun Sumudu doniisiimii

G(w) = sliw) = [ e

0

biciminde de yazilabilir (Cakmak, 2019).

11



Ornek 3.1.1.

f(t) =1 fonksiyonunun Sumudu doniisiimiinii bulalim.

S[®)] = S[1] = % / et (ar

R

1 ¢
lim — e vdt
R0 1) [

o1 1 _oR
lim —(—16 P )

lim (1—e %) =1

R—oo

elde edileceginden dolay1 S[1] = 1 sonucuna ulastlir (Cakmak, 2019).

Teorem 3.1.2.

f(t) fonksiyonu A kiimesinde olmak iizere, F'(s) bu f(t) fonksiyonunun Laplace

doniisiimii, G (1) ise Sumudu doniistimii olmak tizere

(L)

<=

G(¢) =

‘@ ‘

olacak sekilde bir bagint1 vardir (Cakmak, 2019).
Ispat 3.1.2.

f(t) fonksiyonunun Laplace doniigiimii

F(s) = /0°° e St f(t)dt

seklindedir. Bu doniisiimde s = i alinirsa

F(s):/ooo e“f(t)dtz/ooo e-itf(t)dt:F(%)

sag taraftaki integral kismin /' (i) oldugu aciktir. Sumudu doniisiimiinden

%/Om eV f()dt
1 1
= EF(@)

F(L

¥

G(y)

esitligi gerceklenir (Cakmak, 2019).
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Teorem 3.1.3.
x>0 ve 1) = 1 olmak iizere t*~! fonksiyonunun Sumudu doniigiimii
G() = S[t" '] =T (z)y™!

seklindedir (Cakmak, 2019).
Ispat 3.1.3.

2 > 0 i¢cin Gamma fonksiyonunun tanimindan yararlanilarak integral

/ t* et dt

0

/ tx—le—t(l)dt
0

seklinde yazilabilir. Bu ifade de s = 1 i¢in integralin ¢*~! fonksiyonunun Laplace donii-

['(z)

stimii oldugu goriiliir. ¢*~! fonksiyonunun Laplace doniisiimii
L[t* '] =T(z)

seklinde olur. Burada i) = 1 ve s = 1 i¢cin Sumudu ve Laplace doniisiimlerinin esitligi sag-

lanmalidir. Bundan dolay bu integralin her iki tarafi ¢ = 1 olmak iizere ¢)*~! ile ¢arpilirsa

/ tm—lwz—le—tdt
0

/Ooo(@z;t)”—le—tdt
S[t™'] =G ()

()™

seklinde olur. Sag taraftaki ifadenin ¢*~! fonksiyonunun Sumudu déniisiimii oldugu gérii-
liir (Cakmak, 2019).

Teorem 3.1.4.

Sumudu doniisiimii lineerdir. ¢;, co keyfi sabitler, f; ve fo Sumudu doniisiimii

mevcut olan iki fonksiyon ise asagidaki ifade

Sleifi(t) +cafo(t)] = c1S[fi(t)] + S fa(t)]

seklinde yazilabilir (Baydemir, 2014).
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Ispat 3.1.4.
Integral isleminin temel 6zelliklerinden ve Sumudu déniisiimiiniin tanimindan yararlani-

larak

Slerfi(t) + cafa(t)] /0°° e [erfi(at) + cafo(it)]dt

= /°° etC1f1(¢t)dt+/oo e~tea fo(3t)dt

0 0

1 /O°° et fi(Yt)dt + ¢y /0°° et fo(t)dt
arSLA()]+c2S[f2(1)]

seklinde Sumudu doniisiimiiniin lineerlik 6zelligi ispatlanmis olur (Baydemir, 2014).

Teorem 3.1.5.

Herhangi bir f (¢) fonksiyonunun Laplace ve Sumudu dontisiimleri sirasiyla F'(s)
ve G (1) olsun. Bu durumda

S[f(at)] = G(arp)

esitligi yazilabilir (Cakmak, 2019).
Ispat 3.1.5.
S[f(at)] = [, f(vat)etdt integralinde 1a = w doniisiimii yapilirsa

suww]aémﬂwwewt SLF)]

G(w) = G(ay)

esitligine ulagilir. Ayrica Sumudu doniisiimiiniin Laplace doniisiimii ile olan iliskisinden

yararlanilarak da ayn1 sonug elde edilebilir.

LlfGa) = [ e patyi

burada at = k degisken degistirmesi yapilirsa adt = dk olur. Yerine yazilirsa

| et

1 [ .
= 5/0 e~k (k) dk

- 2F()

14



veE

SU@)] = [ e pvanar

0

burada vat = k degisken degistirmesi yapilirsa v adt = dk olup yerine yazilirsa

K dk

/0 CEIW S

B S =

- wa/o e 93k f(k)dk
11

= %F(—a)

F(32)

1

Ya

olur. Burada a®) = w doniisiimii yapilir ve Teorem (3.1.2.) kullanilirsa
F(y)
w
G(w)
G(ay)

S[f(at)]

esitligi tekrar gerceklenir (Cakmak, 2019).

Teorem 3.1.6.

f(t) bir fonksiyon olmak iizere, [0, co) aralifinda f(¢) fonksiyonu hem siirekli,

hem de iistel mertebeden, ayn1 zamanda f'(t) tiirevi ise [0, oo) aralifinda parcal siirekli

1

olsun. v

> a icin

S[f’(t)] - S[f(t)jb_ f(O)

seklindedir (Cakmak, 2019).
Ispat 3.1.6.

SLF()] = % / Tt

1 (7 .
lim —/ e v fl(t)dt
0

R—>00 ,l;b

seklinde yazilabilir.

f'(t) fonksiyonu her sonlu 0 < t < R kapali aralifinda en ¢ok sonlu sayida siireksizlik
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noktalarina sahiptir. Bu noktalar 0 < t; < t3 < ... <, < R olsun.
Bu takdirde

R t1—€ to—€
/O iezzf’(t)dt hi%[(/m ieif’(t)dt)+/tl+6 ieif’(t)dm...

([ et

yazilabilir. Sag tarafta bulunan integrallerin hepsinde integrand siirekli oldugu icin hep-

+

sine kismi integrasyon yontemi uygulanir. Burada esitligin sag tarafi

R-¢€

eif(t)dt) T (eif(t) T % eif(t)dt)]

1[( s L [
Im—|{e 2 f(t)|g.e + —
6_)0,9& o @/J O+e

seklinde olur. Bu ifadede gerekli sadelestirmeler yapilirsa asagidaki ifade olusur.

leig)l%[—f(())+%[/Oi_ge_if(t)du/t::Ee‘fbf(t)dH...+/tjje‘if(t)dt]

+ e‘%f(R)]
Bu ifadede gerekli diizenlemeler yapilirsa

1

17 i
w[—f(0)+E/O eI (1)t + e wf(R)]

seklinde olur.
t) fonksiyonu o-iistel mertebeden oldugundan, 1 > p sart1 icin
¥
limpg 0 e_%f(R) =0
ve
. R _t
limpo 3 [y €% f(2)dt = S[f(t)]
olur. Boylelikle

S[Lr(®)] =

S[F(H] - £(0)
¥

istenen esitlik elde edilir (Cakmak, 2019).
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Teorem 3.1.7.

Mittag-Leffler fonksiyonunun Sumudu doniisiimii asagidaki sekilde

0 1
S[E,(- t?)] = .
B 1-o0 ] 1+ £
ifade edilir. Bu teorem icin
1-
sle < —2
0
1-0.1
[s| < (—=)

0
2eb? < (1292
0

sartlar1 saglanir (Atangana ve ark., 2020).
Ispat 3.1.7.
Sumudu doniisiimii ve Laplace doniisiimii arasinda asagidaki gibi bir iligki vardir.

S[te] = s*¢* 1 L[t9]

Once bu iligkinin ispatin1 yapalim. ¢ fonksiyonunun Sumudu doniisiimii alinir.

S[te] /O ) e~ (yt)edt

| ety

0

0 “ttedt
y /0 e
Y (o+1)

Burada v = s degisken degistirmesi yaparak, son esitlikten devam edilirse

VT (0+1)
sT'(p+1)

S[te]

olur. Simdi de ¢¢ fonksiyonunun Laplace doniisiimii bulunursa

L[te] = / e~sttedt
0

17



Bu esitlikte st = k degisken degistirmesi yaparak her iki tarafin ¢ ye gore tiirevi alinirsa

sdt = dk olur. Bunlar yerine yazilip son esitlikten devam edilirse

/°° e—sttg

0

/<G
0

S

Sg+1

1
F(g+

g+1

s (o +

L[t?]

dk

__)Q___

S

/ e *kedk
0

1)
1)

elde edilir. Buldugumuz bu iki doniisiimiin sonucu birbirine oranlanirsa

S[te]
L[te] s~

sT'(o+1)
e l(p+1)

olur. Buradan da
S[te] = s*¢* 1 L[t9]

istenen iligki elde edilir.

— q20+1

Laplace, Sumudu doniisiimiiniin 6zellikleri ve Taylor seri ac¢ilimi kullanilarak

(35"

2

o

2 )]

> Tl

k=0

= (%)
B ,;F(gk+1)

< (5)"
B gr@m)

= (5)F
) ;;)F(QIHI)
) 00 (1 Q )k
- kZOF(gk+1)

X

sonucu elde edilir (Atangana ve ark., 2020).

[(ok+1)

|

S[t@k])
S2gk+1([4fgk]))
520k (s71=eF (o + 1)))

59T (ok + 1))
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3.2. Sumudu Doéniisiimiiniin Varhg:
Teorem 3.2.1.

f(t) fonksiyonu [0, co) araliginda parcal siirekli, ¢ > ¢, igin p-iistel mertebeden
bir foksiyon olsun. i > o olmak iizere S| f(¢)] mevcuttur (Cakmak, 2019).
Ispat 3.2.1.
Sumudu doniisiiniin tanim1 olan % fooo e f(t)dt integralinin i > p icin yakinsak oldu-

gunu gosterilir. Bu ifade 6nce

%/Ooo 7% f(t)dt = (% /Oto e‘if(t)dt) + (% /: e‘if(t)dt)

seklinde ayrilir. Ifadenin eV f(t) olan kismu [0, to] arahiginda parcali siirekli oldugu icin,
ifadenin toplama seklinde ayrilmis olan sag tarafindaki [(, oo) araligindaki integral hem
mevcuttur hem de yakinsaktir. Buna gore sag taraftaki bu integralin de [¢(, o) araliginda
yakinsak oldugu gosterilmelidir.

Karsilastirma kurali kullanilarak ve Tanim (2.1.5.) o-iistel mertebeden f(¢) fonksiyonu,
t >ty igin |f(t)| < Me seklindedir. Her t > ¢, i¢in

|e%f(t)|:e%|f(t)|§e%Mth Me et = Me'(e )

olur. Esitsizligin sag tarafi integralde yerine yazilirsa i > picin

/ M@ Dt = / Me™ G4y
to

_ M/ ~(L-o)ty

ur -0t \|*®
e

o o (5-0)e° o~ (G-t

) _(—(i—g)) ( (5 @))]
M'O —(i 0)to

- ( (3 @))]

6_( ) Q)tO

elde edilir. ¢ > ¢ icin

7% F ()] < Me et = Me (G0
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oldugundan ve bundan daha biiyiik bir fonksiyon yakinsak oldugundan dolay1 karsilag-

tirma kurali geregi

/w e v f(t)dt

to

integrali %b > o i¢in yakinsaktir.
Boylelikle her iki integral var oldugundan S| f ()] mevcut olacaktir (Cakmak, 2019).

Teorem 3.2.2.

F@) =" a,t”
w=0
seklindeki kuvvet serisi fonksiyonuna Sumudu doniisiimii uygulandiginda

G(¥) = 3 wlayg®
w=0

ifadesi elde edilir (Belgacem ve ark., 2005).
Ispat 3.2.2.
f(t) fonksiyonu Tanmim (3.1.1.) igerisinde verilen A kiimesinde olsun. Eger f(¢) fonksi-

yonu
f(t)=3 awt”, IcR
w=0

bir kuvvet serisi fonksiyonu ve Tanim (2.1.20.) de ¢ = 0 i¢in Taylor fonksiyonu su sekilde

verilir

f0).,,
w!

f@=§

Bu Taylor fonksiyonunun Sumudu doniisiimii alinip, Gamma fonksiyonundan yararlana-

rak

S[f()]

Il

N
| —
(¢
=
E
—~~
e
~—

~

g
| S |

i f(0)

(  w!

wwtw)e‘tdt
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Fw) v .
- (O)¢w(/tw6_tdt), (Gama fonksiyonu = T'(w) :/ e~ttvLdt)
0
0

w:

_ Zf®%® (Hw+D> (D(w +1) = w!)
=" (w!)

S[r(®)]

Z%f“”)(o)ww

ifadesi olugur. Simdi f*(0) ifadesini elde etmek i¢in f(¢) = ofj a,t¥ kuvvet serisi fonk-
w=0

siyonunun n. mertebeden tiirevi alinirsa

O = Y aut”

w=0
i) = io:awunf“"1
w=0
() - 2ﬂwmw—mﬁ4

fe@t) = Z:Oaww(w -D)(w=2)..(w—-w)t* ™" = Z::o Ay W!
seklinde elde edilir. Burada ¢ = 0 alinirsa
f0) = > a,w!
w=0

seklinde yazilir. Bulunan bu sonug tekrar yerine yazilirsa

STf()] iﬂwww

SU®]=ﬂw=i%mW

istenen sonug elde edilir.

Ayrica

S[(1+t)™] [ >, Cmtw]

m! w
S[w_o w!(m—w)!w ]

MS L
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seklindedir. Dolayistyla Sumudu doniistimii C?' kombinasyonlari, P permiitasyonlara

dontistiiriir (Belgacem ve ark., 2005).
Ayrica, 1) = 0 igeren bir aralikta S| f(¢)] *nin yakinsamasi sarti agsagidaki kosullar altinda

saglanir
(w+1)(0)
(w) — — ] f
f(0) >0, w—oo, lim S IORARE
Bu, S[f(¢)] 'nin yakinsama yari¢ap1 r "nin
_ f*(0)
" T (o)

ifadenin i¢indeki f(*)(0) dizisine bagl oldugu anlamina gelmektedir (Belgacem ve ark.,

2005).
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Tablo 3.1. Bazi 6zel fonksiyonlar (Belgacem ve ark., 2005)

(1) Gama fonksiyonu I(n) = [, u" e "du,n >0

(2) Beta fonksiyonu B(m,w) = fol u™ (1 - ) du = %
. ™ :];2 :];4
(3) Bessel fonksiyonu Jn(z) = ST (nrT) = 1- 5Gni2) T TAEm @) T
(4) Degistirilmis Bessel fonksiyonu I, (x) = "I (i) = W;Hl)
L+ 2(2351+2) + 2.4(§n+2) T

z 2
(5) Hata fonksiyonu erf(t) = %T Je " du

0

(6) Tamamlayici hata fonksiyonu erf(t)=1-erf(t) = % J e du
t

(7) Ustel integral

(8) Siniis integral

(9) Cosiniis integral

(10) Fresnel siniis integrali

(11) Fresnel cosiniis integrali

(12) Laguerre polinomlar1

Ei(t) = [, <—du

Si(t) = [ Sy
Ci(t) = [ <t du

S(t) = fot sinu?du

C(t) = fg cosu?du

Lo(t) = &2 (tve ), w=0,1,2, ...

w! dtw
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Ornegin asagidaki fonksiyonu diisiinelim.

1) = In(t+1), te(-1,1]

0, diger durumlarda.

f(t) = i (-1)“""(t*/w) oldugundan dolay1, u = 0 disinda ve yakinsama yaricapi r

w=1

1Y Ly — 1)
s [ ey
n—o00 (-1)"w!
= lim —=0
'LU—>OOw

olmak iizere

[ee]

S =Y (-1 (w-1)lu”

w=1
olarak yazilir (Belgacem ve ark., 2005).
Teorem 3.2.3.
G(yY) = § b, 1® kuvvet serisinin ters Sumudu doniigiimii olan f(¢) fonksiyonu
w=0
SR COIEOR A

seklinde verilir (Belgacem ve ark., 2005).

3.3. Laplace-Sumudu Dualitesi ve Ters Sumudu Formiilii

Re(s) > 0 i¢in tanimlanan Laplace doniisiimii su sekilde verilmektedir.

o0

JW@:LUUﬂ:/é”ﬂﬂﬁ

0
Sumudu doniigiimiiniin integral tanim1 dikkate alindiginda, Sumudu ve Laplace doniigiim-

leri arasinda asagidaki gibi ifade edilen bir dualite iligkisi ortaya ¢cikmaktadir.

G(%) — P (s)

veE

F(%) - YG(v)
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Yukarida verilen iligkiler yardimiyla, Sumudu ve Laplace dontigiimlerinin 6(¢) Di-
rac delta fonksiyonuna ve H (¢) Heaviside fonksiyonuna uygulandiginda asagidaki iligki-

ler elde edilir.

SHH()] = L6(1)] =1

S[a(t)] = LIH(1)] = i

Once Heaviside fonksiyonun Laplace doniisiimii bulunur. Laplace déniisiimiiniin tanimi

kullanilarak
LIH®)] - / e VUH (1)t
0

yazilir. Heaviside fonksiyonu Tanim (2.1.23.) geregince ¢ > 0 arah@inda H(t) = 1 dir.

/0°° e Vt(1)dt

/ e Vtdt
0

[ee]

Buradan esitlige devam edilirse

LIH(1)]

e vt
= 0 i
@‘@Z’(“’) 6—7/’(0)
R —1p
1
= 0+—
(4
_ L
(&

seklinde bulunur. Yine ayni fonksiyonun Sumudu déniisiimii bulunursa, Sumudu doniisii-

miiniin tanimi kullanilarak

S[H(®)] - % /O Tt H
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olarak yazilir. Heaviside fonksiyonu Tanim (2.1.23.) geregince ¢ > 0 araliginda H (¢) = 1

dir. Buradan esitlige devam edilirse

S[H()] - % Tt )t
0
1 [~ _«
= E/(; e dt
D
- 55,

_ _(e'sf’_e
= (0-1)
=1

<lo
N —

olarak bulunur. Simdi de Dirac Delta fonksiyonunun Laplace ve Sumudu doniisiimleri bu-

1, t>0
lunur. Birim Basamak fonksiyonu u(t) = ve Laplace doniisiimiiniin
0, t<0

tanimi kullanilarak

L[o(t-a)] /0°° 6(t—a)e 'dt

/ §(t —a)e u(t)dt

e *u(a)

e a>0

0, a<0
olur. Burada sag limit alinirsa
L[6(t)] = lim L[6(t-a)]=1

sonucu elde edilir (Anonymous, 2022). Benzer sekilde Dirac Delta fonksiyonunun Su-
mudu doniisiimii bulunur. Yine Birim Basamak fonksiyonu ve Sumudu doniigiimiiniin

tanimi1 kullanilarak

S[5(t-a)] %/Ow 5(t—a)e Sdt
= /md(t—a)e_fbu(t)dt

e vu(a)
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e?, a>0

0, a<0
olur. Burada da sag limit alinarak
S[(t)] = lim S[o(t-a)] =1

elde edilerek istenen esitlik bulunmus olur (Anonymous, 2022). Benzer sekilde, Sumudu

ve Laplace dontigiimleri sin(t) ve cos(t) fonksiyonlarina da uygulanirsa

S[cos(t)] = L[sin(t)] = 1+ 2

veE

S[sin(t)] = Lcos(t)] = 1 iﬂbz

sonuclari elde edilir (Belgacem ve ark., 2005).
Ornek 3.3.

f(t) = cos(at) fonksiyonunun Sumudu doniigiimiinii bulalim.

S[f()] = S[cos(at)]

1/°° _t
- e vcos(at)dt
o/ (at)

1 L
= — lim / e v cos(at dt)
';Z) R—oo ( 0 ( )

Burada kismi integrasyon yontemi kullanilir. cos(at) = p ve e ¥dt = dv olsun. Burada

e ¥

—asin(at) = dp ve = (—1/1)67% = v olur. Bulunan bu ifadeler pv — fOR vdp olan kismi

1
. . .Y .
integrasyon yonteminde yerine yazilirsa

lim (cos(at)(—w)e_i )—(/0 (—w)e_i(—a)sm(at)dt))

im (cos(aR)(—w)e_g - cos(aO).(—@/J)e_%) - (azb/o e_fbsm(at)dt))

1
(0
R
B %éﬂ (COS(GR)(—#J)W—1'(—w)1)—(a1/z/0 e‘wsm(at)dt))
1
(0

R R t
lim ( (cos(aR)(=p)e v + ) - (az/J/O ewsin(at)dt))
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Burada |, OR ¥ sin (at)dt integralinde tekrar kismi integrasyon yontemi uygulanir. sin(at) =

k ve e ¥dt = dm olsun. Buradan acos(at) = dk ve “ = (—w)e_i = m olur. Bulunan

ifadeler km — fOR mdk kismi integrasyon yonteminde yerine yazilirsa

1 R

=7 él_r)r(}o ((COS(aR)(—zﬁ)e_g +9) - a@b(sm(at)(—w)e_i

R

0

(—1/1)efbacos(at)dt))

|
— c\

0

- I 1.1;_1,20 ((Cos(aR)(—Tﬂ)e_g +9) - a?ﬂ(sin(aR)(—qp)e_% — sin(a0)(=)e v
+ a?,b/o e‘fpcos(at)dt))
- phn ((COS(“R)(‘WJ #10) = ay(sin(aR) (=)e”* =0
+ aw/o e‘fbcos(at)dt))
= %1%1_{20 ((cos(aR)(—@b)e‘fZ +9)) - a¢(8in(aR)(_¢)€—§

R
+ az/z/o eszcos(at)dt))
= %éﬂ ((cos(aR)(—q/J)e_z}Z +9) - a%ZJSin(aR)(—w)e—%

R

_ a2¢2/0 e_fbcos(at)dt)

i %éii“ COS(“R)<—¢>6‘§+w—awsm(am<—w>e-5)
R

- %}%1_{130 GQ@ZJ?/O e_fbcos(at)dt)

= %}zﬂ cos(aoo)(=1))e +¢_G¢Sin(aoo)(_1/,)e—,°;)
R

- %]}21_{20 a2w2/0 e‘icos(at)dt)

-1 < cos(aco) < 1ile -1 < sin(aco) < 1 fonksiyonlari bir reel say1 ve e~ v = L
L =0 oldugundan

oo

@
e\8|"
|

Q
|

}%g%o(ow—o)

R
lim (azwz/ e_wcos(at)dt)
R—o0 0

==

<=
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1 .

Ry = w)
1 B,

- — lim a2w2/ e vcos(at dt)
2 A, i (at)
1 2,12 B

= — lim (¢ -a’y / e vcos(at dt)
L 0 (at)

G

= lim|—- / e “cos(at)dt

R—oo \ 1) v Jo (at) )

R
= lim 1—a2w2|:%/0 e_icos(at)dtl)

= lim 1—a21/)23[cos(at)])

R—oo

S[cos(at)] = 1-a**S[cos(at)]

burada S[cos(at)] yalmz birakilirsa

1

S[cos(at)] = m

sonucu bulunur (Cakmak, 2019).
Ornek 3.4.

f(t) = sin(at) fonksiyonunun Sumudu doniisiimiinii bulalim.

S[r(®)]

1/°° .
— e vsin(at)dt
v Jo (at)

[ R
_ % Jim | sin(at) (-)e”F - /0 (_W—;acos(at)dt]
T .o
= E}%I_I)Eo hsm(aR)(—@Z))e W +au/0 e wcog(at)dt]
- L [sinGary )t s oncostan vty

_ /O(—w)e_i(—a)sm(at)dt)]
= i}%:l_{go lsin(aR)(—@/))e_ﬁ +GU(COS(aR)(_¢)€—§ o

- ay /ORe;sin(at)dt)]

’(/} R—o0
= au-a*y*S[sin(at)]

1 B,
= — lim lan —asz/ e_wsin(at)dt]
0
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S[Sln(at)] = #@gdﬂ

seklinde bulunur (Cakmak, 2019).

Teorem 3.3.1.

f(t) fonksiyonunun tiirevinin ve integralinin Sumudu doniigiimleri

SLF] - £(0)

SLF ()] = o

ve
s[ / f(ﬂdr] _BSLF()]

seklindedir (Belgacem ve ark., 2005).
LSD iligkisi asagidaki drnekle de gosterilebilir.
Ornek 3.3.1.
r(t)=1-¢"

cOziimiinii elde etmek icin asagidaki baglangi¢ deger problemini ¢ozelim.
Cfl—f +r=1, z(0)=0
Laplace doniisiimiinden
F(s)(s+1)=1/s
ve
F(s)=1/s(1+s)=1/s=1/(1+5)
elde edilir. Sumudu doniistimiiniin Teorem (3.3.1.) 6zelligi kullanilir.

[G(u)/¢v]+G(¥) =1

G () Sumudu doniigiimii olmak iizere

Gw) = SEO)= g
1
=Ty
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Tablo (2)’ deki (1) ve (5) doniigiimleri kullanilarak

z(t) = TG (V)]

ters Sumudu yontemi yardimiyla istenen ¢oziim bulunur (Belgacem ve ark., 2005).

Teorem 3.3.2.

f(t) fonksiyonu A kiimesinde olmak tizere, f(t¢) fonksiyonunun Sumudu donii-

simii G (1) olsun. f(t) fonksiyonunun ters Sumudu doniigiim formiilii

1 c+ioo 1
-0 | F(-)d—
270 J eCioo s) s

seklindedir. Baz1 fonksiyonlara ters Sumudu doniisiim formiiliinii uygulamak zor oldu-
gundan, verilen tablolardan fonksiyonlarin ters Sumudu déniisiimlerinden yararlanilir (Oz-
tiirk, 2022).
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Tablo 3.2. Fonksiyonlarin Sumudu doniisimleri (Belgacem ve ark., 2005)

f(t) G(u) = S(f(t))
1 1 1
2 |t U
3| w=1,2,. u!
4 ;}L:) ,n>0 w1
5 | e 1—1au
6 | LoSrn=12, —
7| T Ty
8 | = Tra?a?
9 | cosat ﬁ
10 | hsinet TqErmErvrre
11 | e cosat (1—175%
12 | sizhat Toate?
13 | coshat ﬁ

32



14

15

16

17

18

19

20

21

22

23

24

25

at

bt_
belcae™ %

sin at—at cos at
2a3

tsinat
2a

sin at+at cos at
2a

cosat — %at sin at

tcosat

at cosh at—sinh at
2a3

tsinh at
2a

sinh +at cosh at
2a

cosh at + %at sinh at

tcoshat

(1-bu)(1-au)

1

(1-bu)(1-au)

(1+a2u?)?

1
(1+a2u?)?

u(1-a?u?)

(1+a2u2)?

w3

(1-a2u2)?

(1-a2u2)?

(1-a2u2)?

(1-a2u2)?

u(1+au?)
(1-a2u2)?
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26

27

28

29

30

31

32

33

34

35

36

37

(3-a?t?) sin at—3at cos at
8a®

tsin at—at? cosat
8a3

(1+a2t?) sin at—at cos at
8a3

3tsin at+at? cosat
8a

(3—(12152 ) sin at+5at cos at
8a

(8-a?t?) cos at-Tatsin at
8

t’sinat

%tQ cos at

%t3 cos at

t3sinat
24a

(3+a?t?) sinh at—3at cosh at
8ab

at® cosh at—tsinh at
8a3

(1+a2u2)®

(1+a2u?)?

U
(1+a2u2)®

1
(1+a2u2)?

u3(3-au?)
(1+a2u2)?

u?(1-3a2u?)
(1+a2u2)?

ud(1-6a2u?+atu?)

(1+a2u2)?

u4(17a2u2)

(1+a2u2)*
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38

39

40

41

42

43

44

45

46

47

48

49

at cosh at+(a?t2-1) sinh at
8a3

3tsinh at+at® cosh at
8a

(3+a2t?) sinh at+5at cosh at
8a

(8+a?t2) cosh at+7at sin at
8

t? sinh at
2a

%t2 cosh at

%t3 cosh at

t3 sinh at
24a

at/2 .

Sz {\/§ sin Y3aL _ o V30 | o=3at/ 2}
at/2 .

S {\/gsm V3at 4 o Yt _ 6‘3‘”/2}

3 (e‘“t + 2e4t/2 cos —@“t)

—at/2 .
S {—\/gsm Y3ab _ o Y3at 63‘“5/2}

u?(3+a2u?)
(1-a2u2)?

w2 (1+a?u?)
(1-a2u2)?

u? (1+6a%u? +atut)

(1-a2u2)*

u?(1+a?u?)

(1-a2u2)*

1+a3u3

_u
1+a3u3

1+a3u3

1-a3u3
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50

51

52

53

54

55

56

57

58

59

60

61

673&;/2 {\/§ sin @ - Cos @ + edat/ 2}
% (e“t +2e79/2 cos @)

ﬁ (sin at cosh at — cos at sinh at)

# sin at sinh at

% (sin at cosh at + cos at sinh at)

cos at cosh at

75 (sinh at — sin at)

7 (coshat — cos at)

> (sinhat + sinat)

3 (coshat + cos at)

__u__
1-a3u3

1-a3u3

u3

1+4atut

1+4atut

_u_
1+4a4ut

|
1+4a4ut

1-a%u?

1
V| VTrau+V/T+bul

Vu
V1+tau
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62

63

64

65

66

67

68

69

70

71

72

73

eat e’/‘f\/a
Va

et {\/% — bebtter fe (b\/f)}
Jo (at)

Iy (at)

a®Jy(at);w > -1
avI,(at);w > -1

Jo (a\/t(t + 2()))

Jo(aVt2—b2),t>b

o)

e*bt _—at

Ci(at)

1

Va(Vaub)

1
V1+a?u?

Vi1-au?

(\/ 1+a2u2—1)w
uw/1+au?

(1)
uWv1-a2u?

e(0/w) (1—\/ 1+a2u2)

1+a2u?

e(b/w) (\/ 1+a2u2)
V1+a?u?

1—ealVu

@‘a/ﬂ

l+au
In ( 1+bu )

g~

1 1+a?u?
21n< a?u? )
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74

75

76

71

78

79

80

81

82

83

84

85

Ei(at)

Int

2(cos at—cos bt)
t

In%t

Int +~; v=0.5772156...

(Int + 7)* - in%
=0.5772156...

tvInt;w > -1

sin at

Si(at)

e—2x/at

a-
3

2a ,-a%t?

a
N

erf(at)

ln(“ﬂ)

au

-y +1Inu

1 1+a2u?

u In ( 1+b2u2 )
w2 2
&=+ (v-Inu)

—lnu

In?u

u? [T (w+1) + T(w+1) Inu]

tan"lau
U
tan"tau
1 _au
e erfe/au

1 ,1/4a%u? (L)
e erfel s,

1/4a%u? (L)
e erfels,s
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86

87

88

89

90

91

92

93

94

95

96

97

t2+a?

N(t)

3(t)

i(t-a)

o0
4 -0* .. Qw-Drz . (2w-1)nt
w X g1 Sin Sl

2a

cos(a/u){m/2-Si(aju)

sin(a/u)Ci(a/u)

sina/u)[(x/2)=Si(afu)]
cos(aju)Ci(a/u)

[7/2-Si(a/u)]?+Ci?(aju)

u

g =

e—a/u

e—alu

sinh(z/u)
sinh(a/u)

sinh(z/u)
cosh(a/u)

cosh(z/u)
sinh(a/u)
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98

99

100

101

102

103

104

105

106

107

108

109

1 +% § (D" g QuDmz o (Qw-D)t

2w-1 2a 2a
w=1
[e o]
-1)v . .
xt 4 2a z ( 2) gin WrE ojyy wrt
a ™ w a a
w=1
80 —  (-1)¥ (2w-1)7z (2w-1)rt
a - : -
t+ 3 wZ_jl Quory? CO8 g SNy

o0

(2w-1)~t

2 1%
%(t2+:172—a2)—16a 1) X COS
T

(2w-1)rz c
PE Qu-1)? 2a

I
™8

2.2 2 .
(-1)“ne-w'mt/a” gjp wIE
w=1

5 § (-1)“(2n - 1)e-Quw-1)’m*t/4a" cog %
w=1

2 X w=1__(94y—1)272 2 . (2w-1)mx
2 Y (-1)" e (2w-1)*n?t/4a? gip w2a

[ee]
1 2 _ W _ap2712t)a? WL
e X (F1)entT cosene

oo
-1)% 2 2,72 .
z 4 2 3 (=D e~win’t/a® gip Wz
a 7T’UJ= w a

oo
4 (1" _—(2w-1)%x2t/4a?
L+ wz_ -1 °¢ cos

»

f M8

xt 2a
a+ 3

D™ (1 - ewin®t)a®) gip wrz
s a

1 w

1 2 2 16a°
= — +1—
D) (l’ a ) t 3 ) (2’!1)*1)3

0S

2a

ozo: =nH* e—(2w—l)27r2t/4a2 cos Qu-1)rz

2a

cosh(z/u)
cosh(a/u)

usinh(z/u)
sinh(a/u)

wcosh(z/u)
cosh(a/u)

u? cosh(z/u)
cosh(a/u)

sinh(z/\/u)
usinh(a/\/u)

cosh(z/\/u)
ucosh(a/\/u)

sinh(z/\/u)

Vicosh(a//a)

cosh(z/\/u)

Vasinh(a//u)

sinh(z/\/u)
sinh(a/\/u)

(2w-1)7z cosh(z/\/u)

2a cosh(a/\/u)

usinh(z/\/u)
sinh(a/\/u)

w cosh(z/\/u)
cosh(a/\/u)
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110

111

112

113

114

115

116

117

118

119

X et/ (Awz/a)
1 N 2 Zz >\w(]1?>\w)

w=1

A1, Az, ... pozitif kokler olmak iizere Jo(A\) = 0 (22 -

0o 52 t/a2
2 2 e wt e Jo(Awe/a)
a’) +t+2a
) w; A J1 (Aw)

A1, Ag, ... pozitif kokler olmak iizere Jy(\)

t, 0<t<a
a<t<2a;f(t+2a)=f(t)
1, O<t<a
-1 a<t<2a;f(t+2a)=f(t)

~+

[sin ()]

sin(%t)()stga

0, a<t<2a;f(t+2a)=f(t)
tla, 0<t<a,f(t+a)=f(t)

0, 0<t<a;
1, 0<t<at>a;f(t+2a)=f(t)

lia<t<a+e

n+lna<t<(n+1)a,n=0,1,2 ..

w>,w<t<w+1,w=0,1,2, ..

Jo(iz/\/u)
Jo(ia/+/u)

uJo (iz/\/u)
Jo(ia/+/u)

0 wtanh (%) tanh (%)

P coth (%)

a?+7?

Tau
(a2+m2u2)(1-e-a/v)

e—alu

e—alu (1 _ e—a/u)

1-e-a/u

671/u+672/u
(1—6’1/“)2
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120

121

rw<t<w+1,w=0,1,2,...

sin(%t),OgtSa ,0<t<a;

0, t>a

1—e L/u
1-re~1/u

ﬂ'au(1+67“/")

a?+m2u?
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3.4. Coklu Tiirevler, Integrasyonlar ve Konvoliisyonlar icin Sumudu Teoremleri
Teorem 3.4.1.

f(t), A kiimesinde bir fonksiyon ve G,,(¢), f(t) fonksiyonunun w.mertebeden
tiirevin Sumudu doniisiimii olsun. f(¢) fonksiyonu igin w. mertebeden tiirevi f(*)(t) ve

w > 1 olmak tizere

G() _wi f®(0)

Gulw) = 2 - S

seklindedir (Belgacem ve ark., 2005).

Ispat 3.4.1.

Tiimevarim yontemi uygulanirsa

w =1 igin , Teorem (3.3.1.) , G, (v) ifadesini saglamaktadur.

w igin G, (1) ifadesinin gecerli oldugu varsayilip w + 1 i¢in dogru oldugu gosterilir.
Teorem (3.3.1.) kullanilarak

/()] - f(0)
(8

SI(e0)] =2

G (1) = f)(0)
(]
G(y) & fW(0)
(I
Gw) & 190

¢w+1 S ww+1—k

Gw+1 (w)

elde edilir.

Fonksiyonun ikinci tiirevinin Sumudu doniisiimii olan G5 (1))

Ga(¥) = S[F'(1)]
G -f0) F(0)
02 v

elde edilmektedir.

Ornegin, ikinci dereceden bir denklemin genel ¢oziimii igin

d?y(t)
dt?

+w?y(t) =0

denkleminin her iki tarafina Sumudu doniisiimii uygulanirsa

Py(t)
|

]+S[w2y<t>] _—
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S[y"1+ S[wy(t)] = S[0]
(G(¢) —y(O) _ y'(O)) +w2G(¢) =0

g v
olur. Burada G(v) yalniz birakilirsa
y(0) +¢y'(0)
1+ w?y?

y(0) . ¢y(0)

I+w?y? 1 +w)?

G(p) =

olur. Son olarak her iki tarafa ters Sumudu doniisiimii uygulanirsa

y0) . Uy ()

L+w?y? 1+ w?y)?

= y(0)S7'[ 1+y(0)S7[

SUGW)] = 87

Y

1+ w22

]

1
1 +w?e?

Tablo (3.2.) de bulunan 8. ve 9. 6zellikler yardimiyla

y(t) =y(0) cos(wt) + %0) sin(wt)

coziimil elde edilir.

Bu teorem, Sumudu doniisiimiiniin, onceki ornekte oldugu gibi diferansiyel denklem-
leri ¢ozmek icin Laplace doniisiimii gibi kullanilabilecegini gostermektedir (Belgacem
ve ark., 2005).

Teorem 3.4.2.

f(t) fonksiyonu A kiimesinde olmak iizere ve G¥ (1), f(t) fonksiyonunun w.

mertebeden tiirevinin Sumudu doniisiimii olsun. f(¢) fonksiyonuna w kez art arda integral

yo (t):/j...jf(T)(dT)w

G(¢) = S[Y"(t)] = "G ()
seklindedir (Belgacem ve ark., 2005).

uygulanirsa

olur. Sonra w > 1 icin
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Ispat 3.4.2.
Tiimevarim yontemi uygulanirsa
w = 1 i¢in Teorem (3.3.1.), G*¥(v)) ifadesini saglamaktadir. w igin G* (%)) ifadesinin

gecerli oldugunu varsayip, w + 1 i¢in dogrulugu gosterilir. Teorem (3.3.1.) kullanilarak

t

Sy ()] = sl / Yw(T)dT]

0

G ()

PSY™(t)]
Y[ G(¥)]
PG (Y)

w + 1 i¢in dogru oldugu goriiliir.

Ayrica bu teorem, Sumudu konvoliisyonunu genellestirmektedir.

t
(£9)t) = [ F(r)gte-ryar
0
konvoliisyon ifadesinin Sumudu doniisiimii
SLf #9](#) = v F ()G ()
seklindedir (Belgacem ve ark., 2005).

Teorem 3.4.3.

f(@t),g(t),h(t), hi(t), ha(t),..., ve hy (t) fonksiyonlart A kiimesinde olsun. Su-
mudu dontisimleri ise F' (v), G (¢),H (¢) , Hy (¢) , H2 (¥) , ... ve H,, (t) olsun.

(F9)" )= [ / / F(r)g (t-7) (dr)"”

ifadesinin Sumudu doniistimii

SI(f *9)" (O] =" F ()G (¥)

seklindedir.

Herhangi bir w > 1 tamsayisi i¢in

S[(hy*hy*...xhy) (t)] = Hy (¥) Hy (1) ... Hy ()
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seklindedir. Ozellikle, A kiimesinde alinan f, g, h fonksiyonlari olmak iizere, (f * g * h)

nin Sumudu doniistimii

SI(f*g*h) ()] =v*F (¥) G (¥) H (¥)

bicimindedir (Belgacem ve ark., 2005).

Teorem 3.4.4.

f(t) ve g(t) birer fonksiyon olmak iizere, bu fonksiyonlarin sirasiyla Laplace do-

niigiimleri F'(s) ve G(s) , Sumudu dontisiimleri ise M (¢)) ve N(¢) olmak tizere

(f *9)(®)
S[(f*9)(®)]

/0 F@O)glt -7y
SM@)N ()

esitligi saglanir (Cakmak, 2019).
Ispat 3.4.4.
f * g konvoliisyonunun Laplace dontisiimii Teorem (2.1.19.) geregince

LI(f * 9)(t)] = F(5)G(s) = F(%)G%)

seklinde olup, Sumudu doniisiimii ise Teorem (3.1.2.) geregince

SI(f +9)(1)] = %L[(f « )(D)]

seklindedir. Teorem (3.1.2.) de

F(L
M(y) = —f;’)

G 1
N(¢) = —Ef)

oldugundan, f * g konvoliisyon ifadesinin Sumudu doniisiimii

LEDI0)
F(1)G(L)
(0
oY

S[(f*g)(1)]

<
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= YM(P)N(Y)

seklinde elde edilir (Cakmak, 2019).

3.5. Sumudu Coklu Oteleme Teoremleri

Sumudu doniisiimi, ¢esitli fonksiyonel islemleri nasil etkiledigine dair bazi kural-

lar1 ayirt etmek icin etkili bir sekilde kullanilabilmektedir.

dG
[t (1)) = v )
ve s
el Ty
bicimindedir.

Sumudu déniisiimiiniin ¢ f (¢) *ye nasil etki ettigi sorulabilir. Eger f (t) = § A
w=0

Teorem (3.2.2.) kuvvet serisi fonksiyonu seklinde ise

i (w + 1)!a,y*+

w=0

= Y

S[Ef(t)]

NgK

(w + 1)a,y®
0

o §

[oe]
w Z w!awwuH—l
=0

dy
seklinde olur. Bu sonu¢ w = 1 bu sorunun cevap bulmasina yardimci olmaktadir (Belga-
cem, 2003).

Teorem 3.5.1.

f(t) fonksiyonu A kiimesinde olmak iizere, G(%), f(t) fonksiyonunun Sumudu

doniigiimii olsun. ¢ f(¢) fonksiyonunun Sumudu doniisiimii

d d
1t ) = ) +u6(0)
seklinde verilir (Belgacem ve ark., 2005; Cakmak, 2019).
Ispat 3.5.1.
St = [ wor woeta
0
= Y [ (&) f (Yt)edt
/
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Burada ¢ f(tt) = u ve e~tdt = dv olsun. Sonra % (¢ f(yt))dt = du ve e_—_f = —e7t = v olur.

Bunlar uv - f vdu kismi integrasyon yonteminde yerine yazilirsa

=w(tf<wt(ef)

/( e™t) (tf Wt) )dt)

< (e osenen) s fentarwoa)

- o[-0 /(e (tfw)dt)

/ i ft))ete

v / (f(wt) tf (W))e‘tdt

_ w( [etrwnas [ (wt)f’(wt)etdt)

0

d[yG ()]
dy

¢(G<¢> . @%G(w) - w(@z)G(w))l —y

sonucu elde edilir (Belgacem ve ark., 2005).

Ayrica

dG(¥)

W e = cw/ il
-/ st
_ /oo Eew tf(t))dt—/oo %ewtf(t)dt
- S-S SU)
%E;D) - ES[tf(t)]—iG(w)

yazilir. Bu ifadede S[tf(t)] yalniz birakilirsa

S[tf()] = w%@m e
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istenen esitlik elde edilir (Cakmak, 2019).

Teorem 3.5.2.

S[f(t)] = G(¥)) olmak iizere

d? d
S[t*f(t)] = w"‘d—sz(%D) + 4%03@@(1#) +20°G ()
seklindedir (Cakmak, 2019).
Ispat 3.5.2.
d? . _d Ool =t
160 = W= [ S o
01 = d
=), a—wiewf(t)dtZ@G (¥)

d R 1
“o(f1 = Co(1 =
< (g Jerema) - ([ gl Jrom)
© -3 = C ot o ©2 o
- ([ Beterona [ L) [T 23 o

-/ ﬁei(tfu))dt)

2 4 L e
_ ES[f(t)] - $S[tf(t)] + %S[t f(1)]

Onceki teoremde S[¢f(¢)]’ nin bulunan esiti yazilirsa

d?
2

elde edilir. Boylelikle

() = %S[f(t)] - %W%G@m FYG()) + %S[ﬁf(t)L

d2

2 4 4 1 )
e G(y) = EGW) - EG(W - EG(W + %S[t f()]

ifadesi olugur. Burada S[¢2 f(t)] ifadesi yalmz birakilirsa

SI2£(1)] = w‘*dd—;Gw) . 4w3%G(w> +22G()

istenen sonug elde edilir (Cakmak, 2019).
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Tablo 3.3. Sumudu doniisiimiiniin 6zellikleri (Belgacem ve ark., 2005).

Formiil

Aciklama

G(u) = S[h(t)] = ;7 h(ut)e tdt, -1 <u <7
G(u) = F(l/“)7F(s) _ G({/s)

S

Slah(t) +bp(t)] = aS[h(t)] +bS [p(t)]

Gi(u) = S[f/(t)] = CWAO _ € _ 10)

u u

Ga(w) = S[f(1)] = 2 - L - L

u

u (n-1)
Go(u)=S[fm(t)] =W _ 1@ _ 170

u™ u™ u

S[Oftf(T)dT] =uG (u)
S[f (at)] = G (au)

S [tdfd—@] = u%&“)

S[en (0] = Pt ()
St - H(t-a)] = /" Glu)
iy G () = Ly £ (1)

STh p] =uS[h(t)]S[p(t)]

(f*g)(t)zjf(f)g(t—f)df

f € A icin Sumudu doniisii-

miiniin tanimi

Laplace doniisiimiiyle duali-

tesi

Lineerlik 6zelligi

Fonksiyon tiirevlerinin  Su-

mudu doniisiimleri

Bir fonksiyonun integralinin

Sumudu doniisiimii

Birinci dereceden koruma te-

oremi

ikinci dereceden koruma te-

oremi

Birinci oteleme teoremi

Ikinci 6teleme teoremi

Baglangi¢ deger teoremi

Konvoliisyon Sumudu donii-

sumi

Konvoliisyon teoremi
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Teorem 3.5.3.

A kiimesinde alinan f(¢) fonksiyonunun Sumudu doniisiimii G(v) ve G(v) fonk-
siyonunun k. mertebeden tiirevi G (1)) olsun. ¢* f(¢) fonksiyonunun Sumudu dontigiimii

— — — w — a2 — 101
av=w!, a¥=1, af=wlw, a¥  =w?vek=23, .. ,w-2igin

a¥ = a7} +(w+k)al!

olmak tizere

S[E (1)) = w:zoawak<w>

seklinde verilir (Belgacem ve ark., 2005).

Ispat 3.5.3.

f(t) fonksiyonunun Sumudu déniigiimii G(¢)) olsun ve a) = 1 ’dir. Ayrica, Teorem
(3.5.1.) t f(t) fonksiyonunun Sumudu doniistimiiniin ¢ G + 112G oldugunu gosterir. Dola-
yistyla af = 1 ve a = 1 dir. Tiimevarim y6ntemini gerceklestirmek icin o}’ ifadesinde w’yi

dogru kabul edip, w + 1’in dogru oldugu gosterilir. Y (1)) = S[t™ f(t)] olarak yazilirsa

S f ()]

S[E 1 (1))]
| AW )
i

burada Teorem (3.5.1.) kullanilirsa

= V@Y ()

= YY) +Y (¥))
= P(1Y () + Y (¢))
= WY () +Y (1))

RGO
- oy )+
- WY () ()

- e (o) - ELELO]

- ofvr Sarvraw) s o Lo Sarericu)
k=0 k=0

)

w

Y ARG () + L S G())
&

= S R G() + w( 5 az”ww+kak<w>)
k=0 =0

!
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55 UG + w?( S [ (Y Gu(w) + (G (zm)

k=0

U S G() +¢2( > af [(w+ )9 Gu() + G 1<w>])
k=0

k=0

= gl i alPF G () + ! i ap [(w+ k)Y Gr(v) + ¢k+1Gk+1(¢)])

k=0

W”Zaﬁmmwwwliak (w+ k)YrGr(¥)] +ww+1z W G ()]

(W” kZ af PP G () + ! kZ ap [(w+ kWGk(w)]) +pt! ;[aw’“+lak+1(w)1
=0 =0 =0

G S (w+ b+ D G(®) + 9 Y al et G (1)
k=0 k=0

k <0yadak > w, a = 0 i¢in denklem su sekilde yeniden yazilabilir.

w+1 w+1

S f()] = vt Y (wk+ Dagg*Gr(v) + 9 Y ail . 9" Gr(¥)
k=0 k=0
w+1

P [(w+ k+ 1)ap + af JWEGr(v)
k=0
w+1

YUt Y [ G (y)

k=0

Ozellikle a? ifadesinde, aj =1 =12 i¢in , a®_, katsayis

S
g
I
Q
|
+
~—~
[\
S
I
—_
~—
S
g
—

I
IS

tamsayilarin ardigik kareleriyle ayni olan denklem
w?=(w-1)>+Quw-1)

seklindedir.

Teorem (3.5.3.) keyfi bir w pozitif tamsay1 i¢in genellestirir ve w = 1 ve w = 2
durumlarint saglar (Asiru, 2001). Ayrica, Teorem (3.5.3.) herhangi bir negatif olmayan
tam say1 ¢ifti (w, k) i¢in @} katsayilari i¢in bir tekrarlama iligkisi kurmaktadir. Asagida
verilen tablo, w =0, 1,2, 3,4 ve 5 icin bu degerlerin tiim katsayilarin1 gostermektedir.
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w/k 0 1 2 3 4 5

0 1

1 1 1

2 2 4 1

3 6 18 9 1

4 24 96 72 16 1

5 120 600 600 200 25 1

ay ifadesinde af katsayilarini elde etmek i¢in w = 6 i¢in son siradaki tablo kulla-

nilir.

a = 720

a$ = 4320
a$ = 5400
aj = 2400
al = 450

al = 6*=36
al = 1

seklinde elde edilir (Belgacem ve ark., 2005).
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Teorem 3.5.4.

f(t) fonksiyonunun Sumudu doniisiimii G(v)), f(t) fonksiyonunun n. mertebe-
den tiirevi f(")(t) ve G(3) nun n. mertebeden tiirevi G,,(¢) olsun. " f(")(t) fonksiyo-

nunun Sumudu doniisiimii

Sl ()] =" Ga(¥)

seklinde verilir (Belgacem ve ark., 2005).
Ispat 3.5.4.

f(t) fonksiyonunun Sumudu doniistimii

() = / T ftyete

bicimindedir. Bu nedenle, n = 1, 2, 3, --- icin asagidaki ifade mevcuttur.

Gulw) = [ Grneta

AR
| dmwnrowa

/ ) ) (ot ) et dt
0

N N YT
= / ()" £ (e tdt

_ %S[t"f(”’(t)]

denklemin her iki tarafi ¢)" ile carpilarak istenen esitlik elde edilir.

Simdi, diisiik n degerleri i¢in, teorem (3.5.3.) ve teorem (3.5.4.)’ {in birlestirilmesi
ile agagidaki sonuglar verilebilir (Belgacem ve ark., 2005).
Sonug 3.5.5.

G(v) = S[f(t)] fonksiyonunun n. mertebeden tiirevi G,, (¢) olsun

S ()] = V[2G1(Y) + ¥Ga(v)]
SE(D] = UP[6GL(Y) +60Ga(¥) + ¥ G3()]
S ()] = ¢ 12Ga(¥) + 8 Gs(¥) + ¥?*Ga(¥)]

seklinde yazilabilir (Belgacem ve ark., 2005).
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4. ORANTILI CAPUTO TUREVI

”Orantil’” veya “"Uyumlu” olarak adlandirilan genel kesirli olmayan diferansiyel

operatorii

"D, f(t) = Ki(o,t) f(t) + Ko(o,1) f' (1)

seklinde tanimlanmigtir (Anderson ve ark., 2015). Burada K ve K ifadeleri, tim ¢ € R
icin agagidaki kosullar1 saglayan ¢ degiskeninin ve g € [0, 1] parametresinin fonksiyonla-
ridir.

h%l KO(Qvt):Oa hI{l KO(Q7t) :]-a KO(Qat)j:O? QE(Oa]-]a

0—0% o—1"

h%l Ki(o,t) =1; lir{l Ki(o,t)=0; Ki(o,t)#0, 0¢€][0,1).

0—0* 0—1"
Bu, standart tiirev operatorii D f(t) = f/(¢) nin kontrol teorisinde kullanigh olan keyfi o
parametresine bagl bir genellemesi olarak goriilebilir (Anderson ve ark., 2015).

Ky ve K fonksiyonlarinin sadece p ya bagl olarak ¢ ye gore sabit oldugu, ”C P” olarak

gosterilen “sabit orantili” tiirev operatorii

“ED,f(t) = Ki(0) f(t) + Ko(0) f'(t)

seklindedir (Baleanu ve ark., 2020).

Bu alt baglikta Caputo tiirevi, Riemann-Liouville operatorlerinin tanimu, ikisi ara-
sindaki iligkiler ve bu operatorlerin Sumudu ve Laplace doniisiimleri verilmistir.
4.1. Kesirli Tiirev Operatorlerinin Bazi Ozellikleri

Teorem 4.1.1.

Caputo tiirevinin tantmi kullanilarak
GDPf(t) =651, f'(1)

ifadesi elde edilir (Baleanu ve ark., 2020).
Ispat 4.1.1.
Tiirevlenebilir bir f(t¢) fonksiyonunun ¢ = 0 baslangi¢c degeri ile ¢ € (0, 1) aralig1 i¢in

kesirli Caputo tiirevinin tanimi asagidaki sekildedir (Baleanu ve ark., 2020)

G DEf(t) = ﬁ/{) f(7)(t-T7)edr
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Integrallenebilir bir f(¢) fonksiyonun 3 > 0 igin kesirli Riemann-Liouville integralinin

tanim1 agagidaki sekildedir (Baleanu ve ark., 2020)

RO CIE R

Caputo tiirevinin tammminda 1 - o = § degisken degistirmesi yapilarak asagidaki ifade elde

edilir.

1 L L
—F(l—g)/of(T)(t_T) dr
- L t "(T)(t - 1) tdr
- P(5)/0]”(><t o1
= M F ()

A0

6 DYf(t)

Bu ifadede, esitligin sol tarafi Caputo tiirevinin tanimi, sag tarafi ise Riemann-Liouville
integralinin tanim1 olmaktadir. Buradan da Caputo tiirevi ile Riemann-Liouville integrali

arasindaki iligki
§DEF(E) =L 0 (1)

seklinde ifade edilerek ispat tamamlanmis olur.

Caputo tiirevinin diger bilinen 6zellikleri asagida verilmistir (Baleanu ve ark., 2020).

FLRSDEF) = 1) - 1)
SDEIENW = 10~ g
LISDI®)] = $*LU(B)] - £(0)

lim K12 £(0);

Burada L, ¢’ nin bir fonksiyonundan, s’ nin bir fonksiyonuna doniistiiren Laplace donii-

slimiinii ifade eder (Baleanu ve ark., 2020).
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Teorem 4.1.2.
Bir f(t) fonksiyonunun kesirli Caputo tiirevinin Riemann-Liouville integrali
CRIES D) = f(t) - f(0)

seklindedir (Baleanu ve ark., 2020).
Ispat 4.1.2.
S D?f(t) = v(t) olsun.

CHIEEDEf() = G IEu(t)

1/ o1
m/o o(T)(t—T7)dr
! t 1 T “2ds |(t - 1) dr
< v | (Fag [ e as)e-nra

buradaki ¢ ve 7 sinirlari
seklindedir. Bu sinirlar

yeni sinir araliklart bi¢imine doniisiir. Bu yeni sinirlar yerine yazilir ve devam edilirse

1 1

:W—F(l—g)/o f’(s)/S(T—S)_Q(t—T)Q_ldeS

seklinde olur. Burada f;(T - 8)7¢(t — T)° 'dr integralini Beta fonksiyonuna benzetmek
icin degisken degistirmesi yapilir. 7 = mk + n seklinde lineer olsun. Bu bagintida Beta
fonksiyonun sinirlart olan k£ = 0 ve k& = 1 ile s < 7 < ¢ aralifinin sinirlart olan 7 = s ve

T =t i¢in bagintida yerine yazilirsa

k=0veT=si¢in s =m.0+n, buradan s = n olur.
k=1ver=ticint=m.1+n,buradant =m+nvem =1 - solur.
Bulunan ifadeler lineer bagintida yerine yazilirsa 7 = (t — s)k + s ve 7 — s = (t — )k (*)

elde edilir. Bu bagintinin her iki tarafin k& degiskenine gore tiirevi alinirsa dr = (t — s)dk
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(*+) elde edilir.

7= (t-s)k+sbagmtisinda -7 = —(t —=s)k—s >t-7=t—-(t-s)k—-s->
t—7=(t-5s)(1-k) (**x)elde edilir.

Elde edilen 7 — s = (t = s)k (%), dr = (t = s)dk (%) vet —7 = (t - s)(1 - k)
(* * *) bu esitlikler yukaridaki integral denkleminde yerine yazilirsa

1 e o~ Ldrds
= NOINE Q)/ f(s)/ (t—-s)%t-71)"drd

! ! -5 —(1-K) T ((t-s s
= mm/of(s)/o (t-s)k) “((t-s)(1-k))* ((t-s)dk)d

1

1 tl ' “ope(t—g)e (1 -k l(t-s S
_ Wm/of(s)/o(t-s) ko(t - )2 (1 - K)o (t - 5)dkd

1 t ) 1 .. S
Wm/f(s)(/ k(11— k) dk)d
1 L-ore),,
T(o)T(1- Q)/ f's )( T o 0) )d
1l 1 (Ta-9T(o)
F(Q) F(l_Q) F(l—g+g) /f(S)dS
_ 1 1 F(l—g)r(g) Vs
T TTa-o\ () ) sy
_ 1 1 F(]'_Q)F(Q) t Vs
" T(o)T(1-0) ] RACL
= /Of'(S)ds
= f(s)
= f(t) - f(0)

sonucu elde edilerek ispat tamamlanmig olur.

Teorem 4.1.3.

Tiirevlenebilir bir f(t) fonksiyonunun kesirli Caputo tiirevinin Laplace dontigiimii

” [ olmak iizere

LITDYf ()] = seLf(£)] - 57 £(0)

seklindedir (Baleanu ve ark., 2020).
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Ispat 4.1.3.
Caputo tiirevinin tamimi, Laplace doniisiimii, konvoliisyon teoremi ve Gamma fonksiyo-

nundan yararlanarak

LEDEO) = L | £y ear]

1 L L
el RAGIGR

1 e
1 , .

= m(L[f (O1L[t])
1

= mL[f'(t)](L[t’g])

1 li > —sty1—p
_ F(l_g)L[f(t)]/O e~tt-0dt
1 / o-1
- S Lrmra-os

S A RO
o

= [SLLA()] - £(0)]s*”

= SLLf(1)] -5 F(0)

sonucu elde edilerek ispat tamamlanmig olur.

Lemma 4.1.4.

Tiirevleneblir bir f(¢) fonksiyonunun kesirli Caputo tiirevinin Sumudu dontigiimii
”S[f(t)]” olmak iizere

SIEDYF)] = veSLf(t)]-47¢f(0)

bicimindedir (Karatas Akgiil ve ark., 2021).
Ispat 4.1.4.

Caputo tiirevinin tanimi, Sumudu doniisiimii ve konvoliisyon teoreminden yararlanarak

SIEDLf(1)]

1 L, Y
S[F(l—g)/o ' (r)(t-1) dT]
1 L, ~
—F(l—g)S[/O F(r(t-1) dT]
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1

= ms[f'(t) 1]

1 / -0
= m(%[f ®)1S[te])

1 / -0 -
- F(l_g)(w[f(t)](w ra @>))

= T -0y ?(S[f'(1)])

1
I'(1-0)
o S]- 1)
- -0 ( 1 )
_ ye(STA)] - £(0))

= ¢eS[F(O] -4 (0)

sonucu elde edilir.

4.2. Hibrit Kesirli-Orantilh Caputo Tiirevi

Integral formiilii olarak yazilan Caputo kesirli tiirevindeki f’(7) ifadesinin yerine
PD,f(t) yazilarak yeni bir kesirli-orantil1 operator tanimlanir. Boylece orantili ve Caputo

tanimlarim birlegtirerek hibrit bir kesirli-orantili operator

1 t
CCDif(t) = / (Kl(g, 7)f(7) + Ko(e, T)f’(T))(t -7) %dr
I'(1-0) Jo
seklinde elde edilir.
Ozellikle, K, ve K’ in D, operatoriinde ¢’ den bagimsiz oldugu 6zel durum Tanim

(4.2.1.)” de formiiliize edilmistir (Baleanu ve ark., 2020).

Tanim 4.2.1.

Orantili-Caputo hibrit opertadrii iki olasi yoldan biriyle tanimlanabilir. Ya asagi-

daki genel yolla
PC Mo 1 ! / _
D0 = g [ (Ken o) Ko o)t ryein
burada 1 — p = § doniistimii yapilarak
- L t T T)+ ) f' (7 - 1) dr
- w5 /[ (B K@) a-na
- gL]f(K1(Qat)f(t)+K0(Qat)f'(t))
- ﬁLff—@(Klmt)f(t) ; Ko(m)f’(t))
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T)+ Kolo, 7)) (T ) dr
F(5)/(Kl(g, (0 Bale ) ()¢ 1)

(t—7)81
I'(3)
(t—r)i-et
I'(1-0)
(t-7)°
I'(1-o)

(Kl(@,t)f(t) + oo, t)f '(t)) * (ﬁ)

Kl(QaT)f(T)+K0(Q7T)f (7—) —— At

S~

dr

S~

Ki(o,7)f (1) + Koo, 7) f'(7)

Kl(QaT)f(T)"'KO(Q?T)fI(T) dr

S~

ya da daha basit bir ifadeyle

1
['(1-o0)

1 ! Y
- w7 | B@sE =y v

6§D f(t)

/ (Kl(g)f(T)+Ko(@)f’(7))(t—7)QdT

1 p , 4
o / Ko@)/ (7) (¢~ ) edr
- Kl(g( /f(T)(t T)” QdT)
. KO(Q)( / )t =r)- %)

- Kl(@)é“ff Qf(t) + Ko(0)g DI (1)

seklinde ifade edilir. Ikinci ifade Riemann-Liouville integralinin ve Caputo tiirevinin ba-
sit bir lineer kombinasyonudur. (Burada PC orantili Caputo, CPC ise sabit orantili Caputo
olarak temsil edilir). Bu formiillerin her ikisinde de fonksiyon uzay bolgesinde f fonk-
siyonunun tiirevlenebilir olmali ve hem f hemde f’ fonksiyonlar1 L! uzayinda olmalidir
(Baleanu ve ark., 2020).

Onerme 4.2.2.

PC ve CPC operatorleri lokal degil ve tekildir.
Ispat 4.2.2.

Lokal olmamasi, bu operatorlerin integrallerle tanimlanmasindan kaynaklanmak-
tadir. Hem ¢ D? f () hemde §7° D7 f(t), 0 ile ¢ arasindaki tiim 7 i¢in f(7) degerlerine
baglidir. Bu integraller de tekildir. Ciinkii, bu integraller tipki Riemann-Liouville opera-
torleri gibi, ¢ekirdekte (¢ — 7)¢ islevi kullanilarak tanimlanir. Bu fonksiyon, 0 < ¢ < 1
aralifinda integralin 7 = ¢ bitis noktasinda integrallenebilir bir tekillige sahiptir (Baleanu
ve ark., 2020).
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Teorem 4.2.3.

0 =0 ve o = 1 siirlayici durumlarda, agsagidaki 6zel durumlar yazilabilir.

limOPCfo(t) = lim §PODEf(t) = / f(r)dr
hmocDQf(t) glmOPCDQf(t) f'(t)

Boylece, yeni operatorler bir anlamda bir foksiyonun integrali ve tiirevi arasinda iligki
saglar (Baleanu ve ark., 2020).

Ispat 4.2.3.

Birinci ifade i¢in

0t = s [ (K@ o) Ko o)) o=
S lgim/ Kl(Q,T)f(T)(t—T)_ng-‘rliIIl/ Ko(o,7)f'(7)(t - T1)~%r
= 1gl~r>Icl)F(1— )/ Ki(o,7)f(7)(t—71)"%r

+ lé’i‘r’%m/o Ko(o,7)f'(T)(t-71)"%dT

lim,o+ Ko(0,t) = 0 ve lim,o+ K;(0,t) = 1 oldugundan

- i [ o s [0

1 t
= m/g f(T)dT+O

= /Otf(T)dT

elde edilerek istenen esitlik bulunmus olur. ikinci ifade ise

lim DL D) - gggﬁ [ (et @)= ryvar
-t [ K-

+ 1@%1F(1— )/ Ko(o,7)f'(1)(t-7)"%r
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lim,.1- Ko(o,t) =1 velim, ;- K;(p,t) = 0 oldugundan
1 t
T | sy

+ 1}_}111(1 )/ () f'(r)(t-7)"r

= O+1L)1£111F(1 /f(T (t-71)dr
= hm/f(T)g(lT)_

hmOCDQf(t) = hmf(t)*r(1 )

esitligin her iki tarafinin Laplace doniisiimii alinirsa

imteneso] - sfimro- ]
- lgiiqL[f'(t)*F(l ]
= lim Z[f'()]L lF(l—Q)]
_ EEL[f'(t)](%)

=l L[ (6)]s"
LLf(1) i s
- LIf()]s

- L)
SATLOIE
- LIF(1)]

ve esitligin her iki tarafina ters Laplace doniisiimii uygulanirsa

LLLf'(1)]
f'(t)

LlLlliinOPCfo(t)]

hm PED?f(t)

sonucu elde edilerek istenen ispat tamamlanmis olur.
Bazi kesirli diferansiyel denklemlerin ¢oziimiide dahil olmak {iizere, bir cok tii-
revde faydali olacak olan Laplace doniisiimii ve Sumudu doniisiimii ile ilgili asagida iki

sonug verilebilir. PC operatorii, Riemann-Liouville ve Caputo diferansiyel integrallerinin
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lineer birlesimi olmadigindan ve daha kompleks oldugundan dolayi, bu teorem yalnizca

CPC operatoriinii kapsar (Baleanu ve ark., 2020).

Teorem 4.2.4.

CPC operatoriiniin Laplace doniisiimii asagidaki gibidir.

LISPCDEf ()] - [K—(@) ; Ko<g>]s%[f<t>] ~ Ko(e)s™ £(0)

S

Burada, f(t) tiirevlenebilir bir fonksiyondur. Oyleki f ve f’, pozitif reel sayilarda lokal
LY’ dir ve onun Laplace doniisiimii L[ f(¢)] mevcuttur (Baleanu ve ark., 2020).

Ispat 4.2.4.

Riemann-Liouville integralinin ve Caputo tiirevinin 0 < o < 1 aralifinda Laplace donii-

stimleri Teorem (4.1.3.) ve Teorem (4.2.6.) da su sekilde verilir.

LGP f (O] =sLIf (D], LITDIf(6)] = sLLf ()] - 527 f(0)

CPC operatoriiniin Laplace doniisiimii Tanim (4.2.1.), Teorem (4.2.6.) ve Teorem (4.1.3.)

kullanilarak

LISTODif(t)] = LIKi(o)§ I, f(t) + Ko(0)§ DEf(1)]
Ki(o) L[ 1,72 f (1)) + Ko(o) L[§ DE £ (1)]
K1(0) (s OLLf(1)]) + Ko(o) (s°LLf(t)] - 527 f(0))
(K1(0)s%" + Ko(0)s?) L[ f(t)] - Ko(0)s™ f(0)

seklinde elde edilerek ispatlanir (Baleanu ve ark., 2020).

Lemma 4.2.5.

CPC operatoriiniin Sumudu doniisiimii

SIEPCDLf(1)] = [Ki(o)y + Ko(0) ]S [f(1)] - Ko(e)y™2f(0)

seklindedir. f(¢) fonksiyonunun Sumudu doniisiimii S| f(¢)] mevcuttur. (Karatas Akgiil
ve ark., 2021).

Ispat 4.2.5.

Riemann-Liouville integralinin ve Caputo tiirevinin Sumudu doniisiimleri Teorem (4.2.7.)

ve Lemma (4.1.4.) de verildiginden

SEEIFM]=veS[f M), S[EDEf®)] =veS[f ()] - u 2 (0)
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seklindedir. Burada Tanim (4.2.1.), Teorem (4.2.7.) ve Lemma (4.1.4) kullanilarak

SIETCDIF(1)] = S[Ki(o)i L °f(t) + Ko(o)§ D f(1))]
K1(0)S[¢" ;2 f(1)] + Ko(0) S[E D £ (1)]
Ki(o)¢"2S[f ()] + Ko(o)v™2(S[f ()] - £(0))

(K1 (o) + Ko(0)J~eS[f(t)] - Ko(0)¢f(0)

istenen sonug elde edilir.

Teorem 4.2.6.

f(t) integrallenebilir bir fonksiyon ve L Laplace doniisiimii olmak iizere, Riemann-

Liouville integralinin Laplace doniisiimii asagidaki sekildedir (Baleanu ve ark., 2020).

LI*IEf ()] = s2L[f ()]

Ispat 4.2.6.

Riemann-Liouville integrali, konvoliisyon teoremi ve Laplace doniisiimii kullanilarak

iy -
L[m/f(T)(t—T) dT:|

= F(g) [/ flr)(t-7)e ldTl

= F( )(L[f(t)] [ ])

= g L L)

1 / " sty )
= — e "t dt | L[ f ()]
I'(0) ( 0
Son esitlikteki integral ifadesinde st = k degisken degistirmesi yapilirsa

-l [T e
_ F(g)/ ( el 1@dk:)L[f(t)]

= F(Q) Q(/O - kg_ldk)L[f(t)]

1 -0
= g T

LI“ I f(8)]
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= sOLLf(1)]
istenen sonug elde edilir.

Lemma 4.2.7.

f(t) integrallenebilir bir fonksiyon ve S[f(¢)] Sumudu doniisiimii olmak iizere,

Riemann-Liouville integralinin Sumudu doniisiimii

S IEf ()] = ves[f(1)]

seklindedir.
Ispat 4.2.7.

Konvoliisyon teoremi ve Sumudu doniisiimiiniin tanimindan yararlanilarak

S I ()]

[F( )/ f(r)(t-7)% ldT]

- —s[ / f(T)(t-T)@-ldT]

- F() SLA) * 1]

= ( )(wS[f(t)] [£7])

= ( )%DS[f(t)](l/}‘-’ T())

B LG O)

= ves[f(D)]
seklinde istenen sonug elde edilir.

4.3. Orantih Caputo Tiirevinin Kesirli Integral Operatorii

Hem PC hemde CPC kesir operatorleri, orantili tiirevler ile Riemann-Liouville

integralinin bir birlesimi olarak verilebildiginden, yani
PCDQf(t) Rle Q[PDQf(t)] 7 CPCDQf(t) RLII Q[CPDQf(t)]

kesirli operatorlerini tersine ¢evirmek i¢in, hem Riemann-Liouville integralini hem de
orantili tiirevler ” D, ve "D, y1 tersine ¢evirmek yeterli olacaktir. Riemann-Liouville
integrali, Riemann-Liouville tiirevi yardimiyla tersi bulunur. Orantil: tiirevin tersi de An-
derson ve ark. (2015) * de mevcuttur (Baleanu ve ark., 2020).
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4.3.1. Laplace doniisiimii yardimiyla CPC operatoriiniin tersinin elde edilmesi

CPC kesirli operatoriinii tersine ¢evirmenin alternatif bir yolu, Laplace doniisii-

miinii ve Teorem (4.2.4.) sonucunu kullanmaktir. f(0) = 0 alinirsa

Ugpi0) - |2 ko) |2l 0] - K)o
- [M s ko eron- s 0
LEDE) = K|t e 8t sl )

elde edilir. Bu esitlikte {°D? f(t) = k(t) yazilarak L[ f(t)] yalmiz birakilir Taylor seri-

sinden yararlanilirsa

L) (Ko<g>[1 , Kl(g)s-l]sg) L{k ()]

Ko (o)
DR RECOR NI

y 1 50 Ki(o)
~ Ko(o) 11;)[K0(Q) ] L0

_ — (_Kl(g)) gTow
© &Ky O

sekline getirilir. (Bu seriler sadece | Kl(g)s ¢| < 1 kosulu altinda yakinsar. Ancak, burada

sadece formal bir tiiretme yapilir. t-bolgesinde bulunan seri her yerde yakinsak olur. Bu-
rada f(t) yi k(t) cinsinden yazmak icin iki olasi yol vardir.

Bunlardan biri, Teorem (4.2.6.) da verilen Riemann-Liouville kesirli integrali F*I7k(t)
nin Laplace doniisiimiiniin herhangi bir pozitif ¢ sayist igin s2L[k(t)] oldugunu kulla-

narak
< (=Ki(o))” RL ro+w
f(t) = ;Wo Th ()
fonksiyonu elde edilir.

Ikinci yol ise, L[ f(t)] ifadesinin sag tarafi bir kuvvet serisi sekline getirilerek Mittag-

Leffler fonksiyonundan yararlanilarak

LIF(H)] - [i %sw]mm

&Ko) [ e
" 2 Koo [r<g+w>]”k(“]
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et &Ko) 1
[ Q)wz_:o( Ko(o) ) F(w+9)]L[k(t)]

te-! -K1(0)
LlKo(mEl’@( 7o(0) t)]”’“(t”

elde edilir. Burada, ¢ > 0 i¢in tanimlanan Mittag-Leffler tipi £, 5(z) = fonk-

X0 F(w@+ﬁ)
siyonu kullanilir.
Bu nedenle, CPC tiirevinin tersi icin Teorem (4.3.2.1.) alternatif ifade olarak bulunur (Ba-

leanu ve ark., 2020).

4.3.2. Sumudu doniisiimii yardimyla CPC operatoriiniin tersinin elde edilmesi

CPC kesirli operatdriinii tersine ¢cevirmenin alternatif bir yolu, Sumudu doniisii-

miinii ve Teorem (4.2.5.) sonucunu kullanmaktir. f(0) = 0 alinirsa

SIEPCDLf ()] = [Ki(o)y + Ko(o)]w eS[f(t)] - Ko(o)2f(0)
= [Ki(o)¥ + Ko(0) ¥ eS[f(t)] - Ko(0)¥=4(0)
= [Ki(o)v + Ko(o)]vS[f(t)]

SIEODE0) = Kalo)| 1+ g |oresro)

elde edilir. §7¢ D¢ f(t) = h(t) yazilarak ve Taylor serisi kullanilarak S| f(¢)] yalmz bira-
kilirsa

U] - (Koo 1+ ﬁigggw]w) ST
_ 1 0 +K1(Q)
AN [1 Rolo) ] S
3 1 g°° _Kl(Q) “
- Ko(g))w Z( Ko@)) Sth)]
Si] = 3 SR gy (4

w0 (Ko(0))*!

sekline getirilir. (Bu seriler sadece |Il§;§§;¢@| < 1 kosulu altinda yakinsar. Ancak, burada

sadece formal bir tiiretme yapilir. t-bolgesinde bulunan seri her yerde yakinsak olur.)
f(t) yi h(t) cinsinden yazmak i¢in iki olast yol vardir. Birinci yol, Teorem (4.2.7.) de
verilen Riemann-Liouville integrali *“72h(¢) nin Sumudu doniisiimii olan ¢=¢S[h(t)]

ifadesinin kullanilmasidir.

ST I R(®)] = veS[h(t)]
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ifadesinden

S[EFI ™ R(t)] = ¢rreS[h(t)]
STES[EELeh(t)] = STM[yreS[h(t)]]
FELeh(t) STy eS[h(t)]]

yazilabilir. (*) esitliginin her iki tarafinin ters sumudu doniisiimii alinirsa

SUO) = 5 o A pesiao)
O] - 3 S s wees(a))
FO) = 3 O )

birinci olasi yolun sonucu bulunur.
Ikinci olas1 yol ise (*) esitliginin Mittag-Leffler fonksiyon tipi seklinde yazilmasidir. Yani

S - [i%wg)]m(m

w=0

(& (CKi(o)(  tve
S_u;f) (Ko(o))w+t (F(w +1+ ) )]S[h(t)]

[t & (=Ki(e),) 1
B S_Ko(@)wz_:o( Ko (o) t) F(w+1+g)]5[h(t)]

B [ e -K;(o)
-5 _Ko@)El’“@( 0 t)]s [h(®)]

olarak bulunur.

Teorem 4.3.2.1.

CPC kesirli tiirevinin ters operatorii su sekilde verilir.

I o e T v (R GG

& CE)” o
~ &gy I

Buradan
SPODITCILI) = £ gy IO
K
RGO = 10 e )i
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ters iligkileri saglanir (Baleanu ve ark., 2020).

Ispat 4.3.2.1.

Bu iki ifadenin kesirli integral operatorii icin esdegerliligi seri formiil yakalasimindan do-
lay1 agiktir (Fernandez ve ark., 2019; Baleanu ve ark., 2018). Hem f(¢) hemde {7 ¢ f(t)
nin ¢ = 0 da sifir oldugu durumda, yukaridaki ifadeler Laplace doniisiimleriyle birlikte
kullanmak, I f(t) nin tam olarak §”C D7 f(t) nin iki tarafli tersi oldugunu goste-
rir. Genel olarak seri formiiliinden yararlanarak ters ¢cevirme sonuglarini ispatlamak i¢in
Tamim (4.2.1.) de verilen §FC D2 f(t) = K, (0)FF 112 f (1) + Ko(0)§ D? f(t) esitlik ile Te-
orem (4.3.2.1.) de verilen §PCIZ f(t) = Yo, %f#lfw]‘(t) de verilen esitlikler
kullanilarak

Birinci iligki

CPODITTCLf(t) = §TODI(ETCIT (1))

- grepg( 33 LD g o)

: (m@)ﬁﬂfﬂff@(g)gz}f)( 5 LR e (t))

- K@ (S S )

- R0 D, % 17 (1)

_ (KI(Q))w+ wRL 71-0RL po+w
D7 (g))w+1( DR

N -K1(0) w+1RL wtl Ki1(0)\ ¢ port jorw
- wz—:o( KO(Q)) [ f(t) Z( Ko( )) DtO [t f(t)

Riemann-Liouville ve Caputo operatorlerinin standart 6zelliklerinden

d
CDE(I)%L[tQer (t) RL[tl gd ORL[tmw (t) RLII QRLIQHU 1 (t)
yazilabilir. Herhangi bir w > 1 i¢in bu ifade basitce LI f(t)” ye esittir. Oysaki w = 0
i¢in Baleanu ve ark. (2020) tarafindan bu esitlik

-0

I'(1-9) =

§DICHIEF(8) = ¢FLFE DT f (1) = f (1) - lim g™ I £ (1)

olarak verilmigtir. Bu durumda bulunan bu ifadeler son esitlikte yerine yazilir ve

w+1 w
Yoo (_él((gg))) BE[worLf(E) = Yoy (—121((99))) RETw f(t) oldugundan isleme devam edi-
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lirse

STIONES (ff((j))) QEIORSY (f((j;) R Lo (1)

L)~ e T I (1)

ft) - T(1=o) hmoL]Qf(t)

olarak bulunur ve dolayisiyla birinci iligkinin esitligi gosterilmis olur.

Ikinci iligki ise yine Tanim (4.2.1.), Teorem (4.3.2.1.) ve Teorem (4.1.1.) de verilen
SDPf(t) = é%LItl_gf’(t) esitlik kullanilarak

SPCITPCDEE() = PR (R ICF () + Ko(0)f DEF(D)
- 3 CRUO g )12 (0) + Kol D2 (0)
- 3 R L )
. 5 gEg;;( 1) ELL G DE )
) i E?%w( 1ywRE poveB e
: f: EK §Q§§w< ) RELE ()
: _Eﬁ;gg;;w<—1>w§szv(§L1;f'<t>)
burada
PP = s [ 60

- ) / F () Q)dr

- / f(7)dr

Fol,
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- 1) £(0)

olarak bulunur. Bulunan bu sonug yerine yazilip isleme devam edilirse
. ([f_(;@)))m 0+ 5 ( e 1((9))) FLI(S(1) - £(0)
- ¥ (‘Kl(g))wéuf;”ﬂm

Ko(o)
- _ S 0) RL w+l -Ki(o) ORL 0
- -5 K(@)) CEN C s FRC
N = (-Ki(o) wRL w
wz;l( Ko(o) ) s
. S —K1(0)\ &L "
M| Ko@) IF£(0) ()

burada o, (é 1((5)) RLTw f(t) ifadesinde w = 0 i¢in ayr1 bakilirsa

= (—Ki(o) wRLw v (K@) AL 0 RL 70 RL 0
5 (2O gy« 3 (DY gy - o) = 2850

buradan aym sekilde devam edilirse

1 t
S5 - g [ -

=iy [0

BLIOR() - hm( (t)*(ﬁzg;)

burada her iki tarafin Laplace doniisiimii alinirsa

[fro-2)

- w015
t)

_ %L[f(t)]Ll . ;;]

L[ I f(1)]
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F(1+p0-1)
(o)

-l L))

- lim Z[f(0)]s

= L[f(t)]s™°

= Lf(H)1(1)

LLf(t)]

=l LL(1)]se

LI f(1)]

burada her iki tarafa ters Sumudu doniisiimii uygulanirsa

LTL[G I £ (2)]
oI f(t)

LL[f(1)]
f()

olarak bulunur. Bulunan bu sonug¢ (*) da yerine yazilip kalinan yerden ¢oziime devam

edilirse
w+1 w
< (—Ki(o) RL = (_Kl(Q))
= - TP F(E) + f(E) + SEIYf(t
wZO(KO(Q) o L)+ f(1) 1;1 Ko(o) | ° £ 1)
S _KI(Q))wRL
= I’ £(O
wzzo Ko(o) o TEF(0)
w+1 w
burada ij:o(_é 1((;))) BLIweL f(E) = oo 1( [g 1((5)) RLTw f(t) olup kalinan yerden

devam edilirse

- 10-5 (}f((;;) ) )

olur. Burada X1 f(0) ifadesi bulunur.
0 1 f(0) = % / FO)(t -7y dr
- ( )f(O) /t(t—T)w_ldT

" Tw >f”( )

S rrilO

73



0%
w:
110

olarak bulunur ve yerine yazilip devam edilirse
-3 ( 2 I((j) ) — ()
- - ( 5 () Lo

burada Taylor serisi }¢° 77 = e® esiti kullamlarak

-Kj (o)
Kolo)

=f(t)—€( )f(O)
elde edilerek ikinci iligkide gosterilmis olur. Boylece her iki ters iligki belirtildigi gibi
bulunur (Baleanu ve ark., 2020).

Teorem 4.3.2.2.

CPC kesirli integral operatdrii §7CI¢, Prabhakar integral operatoriiniin 6zel bir

-Ki(o)>

0] dir (Baleanu

durumudur. Yani, Prabhakar’ in dort parametresi sirasiyla 1, o, 1 ve
ve ark., 2020).
Ispat 4.3.2.2.
Prabhakar kesirli integrali, 4 > 0 ve v > 0 i¢in su sekilde tamimlanir (Prabhakar, 1971;

Kilbas ve ark., 2004)

rptsn - [ (t—T)”1E3,v(k(t—7)“)f(7)d7

Burada yi=1,v=0,q=1ve k = =222

0] yazilarak

1.2K1(9)

Led, o
6O f() =L f()

elde edilir.
Prabhakar operatorler sinifi, icinde birka¢ 6nemli iglem tiirli icermesinden dolay1 genis
bir isleme sahiptir. Hibrit CPC operatoriide Prabhakar sinifina giren 6zel bir durumdur.

Ancak, genel PC operatorii, Prabhakar’ dan farkli islemlere sahiptir (Baleanu ve ark.,
2020).
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5. UYGULAMALAR

Envanter problemlerinde kesirli hesabin kullanilmasina yonelik caligsmalarda Ra-
haman ve ark. (2020) iiretim hizinin yaninda talebin sabit olmasinada dikkat ederek bo-
zulmus tiriinlere ait keyfi sirali bir EPQ modeli ve bu durumu ifade eden diferansiyel

denklemi asagidaki sekilde tanimlamiglardir.

VD 1) = =g ] ~[g-rs, +sf0), O<tsn

Bu denklemde s, satis fiyati, 7' toplam zaman dongiisii, ¢; iiretim siiresi, ¢ = ¢;
aninda f,,,, en yiiksek envanter seviyesi, 6 ise [0, ¢; ] arahgindaki bozulma oranini ifade
etmektedir. Aym zamanda f(0) = 0 baslangi¢ kosulu olarak alinir. ¢ = ¢; oldugunda
f(t1) = fimae degerini verir.

Uretim orani, stok veya mevcut envantere baghdir. Genel olarak, stok seviyesi
yiiksek oldugu i¢in iiriin orani diisiiriilmelidir. Yani m, n pozitif sabitler icin W = m —
nf(t) ve f(t) eldeki envanter veya stoktur.

Uretimin talebi stok ve fiyata baghdir. Satis fiyat: diisiik oldugunda, talep artar.
Ayrica stogun ¢ok olmasi talepte olumlu sonu¢ vermektedir. Bu, bir marketin/magazanin
showroom’una odaklandigimizda kolayca anlasilabilir. Showroom’da bulunan daha fazla
tirtin miktar1 genellikle miisteriyi olumlu etkiler. Dolayisiyla talep, V' = ¢ — rs, + sf(t)
tarafindan verilen fiyat ve stokun bir fonksiyonudur. Burada ¢; r; s pozitif sabitlerdir ve
s, Uriiniin fiyatidir.

Uretim c¢iftligi iiretime ilk basladiginda W oraninda baglar. Bu sistem diger ta-
raftan talebi V' oraninda karsilarken 6; oraninda bir bozulma durumu yagayacaktir. Bu
durumda t = ¢, esitliginde yetecek kadar iirline sahip olundugunda tiretim ¢iftligi tiretim
faaliyetine ara verir. Daha sonra yeterli olan bu iiriin stok miktari, miigterilerin ihiyacini
gidererek agsamali olarak azalmaya baglar . [¢;, 7] zaman arali§inda ise bozulmaya baslar.
Daha sonra, T dongii uzunluguda, bu tiretim ciftligi tiretimi tekrar aktif hale getirir.

Simdi bu EPQ modeli diferansiyel denkelemini Sabit Orantili Caputo kesirli ope-
ratoriinii kullanarak Sumudu doniisiimii metodu yardimiyla ¢ozelim.

Sabit orantili Caputo kesirli tiirev operatdrii §7¢ DY f(¢) seklindedir. Yukaridaki

denklemde yerine yazilirsa

§CDEf(t) +0uf(t) = [m=nf(t)] - [g-rs, +sf(t)]

olur. Bu denklemin her iki tarafina Sumudu doniisiimii uygulanirsa

SIETCDE (O] + S[00f ()] = S[m=nf(t)] - S[g—rs, +sf(t)]
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olur. Lemma (4.2.5.) sonucu denklemde yerine yazilirsa

[k1(0)v'72 + ko(0)¥~?IS[f ()] + 1S [f ()] = m = nS[f ()] - g +rs, = sS[f(1)]

ifadesi olusur. Gerekli diizenlemeler yapilip S| f(t)] ifadesi yalmz birakilirsa

m—q+rs,

ki(o)yi=e + ko(o)ye +n+s

S[f(#)]

| m-q+rs, 1
- n+s 1 4+ F(Qul=e+ko(e)ye

n+s

k1 (0)y1-2 + k()(@)w]‘l

m-—q+7s,

n+s n+s

Il

L

| a—
—_
+

:m— +rs5, || Kk 172 + Ky sl
_ [m-axrs Z[— (0)y (0)v ]

n+s bt n+s

- (oS (_W-[kl(g)ul‘“/fo(@)U‘@Y

| n+s _z‘:o(”“‘s)l

_ m_q+T3r ii (_1)i (Z)[kl(Q)]i—p[ko(g)]l?w(l—@)(i—?)—@i

n+s | (n+s)\p

m-q+rs, | & & (<1)F (i ip ,  t-oip)
ft) = [ p— ]§§(n+s)i(p)[k1(9)] [Fo(0)] M- 0)i-p+1)
m-q+7rs, | & (-1) il ip t((1-0)i-p)
[ nes ]Z;g(m) GO S

olur. Burada i — p = [ alinir ve yeniden diizenlenirse

F(® [M] S Z (=Dt (p+1)! s (0)] Tho(2) ] t-o(p+l)+l

n+s n+s)Pt (1)Ip! C(-o(p+1)+1+1)
p+l)! [_ ko(g)té’r[ ) kl(g)té’“]l 1

n+s Lz(:)po (D)!p! n+s n+s F((1-0)l-pop+1)

|
[ ——

3

[

<

+

=

W

olur. Buradan da

ki(o)t'e  ko(o)t™
n+s = n+s

f(t) = Ell—g,—g,l( -

seklinde istenen ¢oziim elde edilir.
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Benzer bir gsekilde, bagka bir diferansiyel denklemi yine sabit orantili Caputo ke-
sirli opertadtiinii kullanarak Sumudu doniisiimii metodu yardimiyla ¢oziiliir. Bu diferan-

siyel denklem

1(2-0) _ ;t(l—g) +12 ¢

T[3- o] [2- o] !

C?Pchf(t)z—f(t)jL t>0 ; 0<p<l1,

CEEDYS () + f(t) =2 + —FlEggg]t”’ ;>0

seklindedir (Akgiil ve ark., 2022). Bu denklem f(0) = 0 baglangi¢ kosulu ile ele alinr.
Bu denklemi Sumudu doniisiimii yontemini kullanarak ¢ozmek icin, asagidaki sekilde

denklemin her iki tarafinin Sumudu doniisiimii alinir.

1
I'[2-0]

SEETODEF(]=-S[f ()] + S[t*2] - S[t9]+ S[#] - S[t]

2
[[3-¢]
Burada Lemma (4.2.5.) esiti yerine yazilirsa

k1 (0)S[F )] e + ko(@)[SLF ()] = £(0)Jwe + S[f(1)] = 209 — 179 4 292 —
olur. Burada gerekli diizenlemeler yapilarak

2¢(2—9) r w(l—g) + 2% — )
ki(o)yt=e+ ko(o)pe+ 1

S[F(H)] =

S[f(t)] yalmz birakilir. Bu denklemin her iki tarafina ters Sumudu doniisiimii uygulanirsa

_ g1 2¢)(2-0) ]_ —1[ o) ]
o =3 [kl(g)wl‘“ko(g)l/}‘“l i O p s

-1 2¢? _o-1 Y
+9 [h(@)wlg +ko(0)=2+ 1] o [lﬁ(&))wlg +ko(0)p2 + 1:|

olur. Denklemde her terimi harflendirerek ayr1 ayri ele alinir.

Burada A = o) wffi;?g) J=e+1 Olsun. Burada gerekli diizenlemeler yapilirsa

1
1= (=k1(@)¥1=2 — ko(0)y2)

[~Fk1(0) ¥ - ko) ?]'

A

21)(270)

Mg

¢(2 0)

i
=}

2w<2-@>2i( (1) (@00t tho(o)w

=0 w=0

2¢(2f@ i

=0 w=0

7

(=1) [k1(2)]%™ [ko(0)]" (;)wugmw)gw

77



Qi i( 1) [k1 ()] [ko(0)]" (i)¢(1—g>i—w+z—g

=0 w=0

olur. Son esitligin her iki tarafinin ters Sumudu doniisiimii alinarsa

= 2i i( 1) [k1(0)] (Z w) [ko(0)]" ( ) t(1-0)i—w+2-0

i=0 w=0 I'((1-9)i-w+3-p)

ifadesi elde edilir. Denklemde z = 7 — w olarak alinirsa

0o 0 w+ 2)! (1-0)z—ow+2-¢
S Z::o;)( DE @ k(@) : w!z!)l (1 f 0)z—ow+3-0)
STA] = 2t¢70 2}2[ Fa (o)t g)] [=ko(o)t™]" (ww-;_zf)! I'((1-0)z —1 ow +3-0)

seklinde olur. Bu seri

S7HA] = 2t(2—g)E11_97_073_g( ~ko(o)t™e, _kl(g)t(l—g))

seklinde yazilabilir.
Ikinci terim igin B = e wlff,(:;zg) J=e71 Olsun. Bu ifadede gerekli diizenlemeler
yapilirsa
1
B = y(-o
1= (=k1(0)¥'2 = ko(0)¥70)
= YOO [ki ()0~ ko(0)y¢]
=0
SN _o](w) —oqw
- 903 S () w1 ey
=0 w=0
S i—w w i -0)(i—~w)-ow
= YOO S S 1) [k ()] k)] (| Jooe e
1=0 w=0 w
2 & i i—w w i —0)i—w+1—
= 3 D (@] ko)) | Juttoo e
=0 w=0 w

ifadesi olusur. Buradan da denklemin her iki tarafinin ters Sumudu doniisiimii alinirsa

t(l—g)i—w+1—g

F'((1-p0)i-w+2-0)

B1- % 3 (1) (@1 Thoo))” )

i=

olur. Bu ifadede z = 7 — w aliip gerekli diizenlemeler yapilirsa

B el o w (W +2)! t(1-@)z—ow+l-p
S [B] - 1;);)( 1)( ) k (Q)] [k‘o(@)] w‘z' F((l—Q)Z—Qw+2_Q)
SB] = 0 53 [k (0] ha(or e S
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olur. Bu seri
S—l[B] = t(l‘g)Ell_g,_@g_@( —ko(0)t7°, _kl(g)tu_g))

seklinde de yazilabilir.
22

Uciincii terim C' = IO OIS

olsun. Burada gerekli diizenlemeler yapi-

lirsa

1
1 - (=k1(0)u'~ ~ ko(0)1)~2)

= 27 Z [~k (o) - k’o(QW—Q]i

C o= 22

- 20 5 520 (1) o] v
- 2075 31 D] () (o0

A

~

= 2% S (@) o) Ju-

0

yazilir. Denklemin her iki tarafinin ters Sumudu doniistimii alinirsa

~.

olur. Denklemde 2 = ¢ — w alinip gerekli diizenlemeler yapilirsa

0 oo w + 2)! (1-0)z—ow+2
SHEL = 22 2 Ok @F (o))" : w!z!)‘ F((lt— 0)z - gw+3)
S_l[C] = 2t? Z}Z}[_kl(g)t(l_g)]z [—ko(0)t™e]" (waZZ!)! I((1- Q)zl— ow +3)

yazilir. Bu seri
ST [C] 22€2E111 0,— 93( kO(Q)tQ7_k1(Q)t(lg))

seklinde yazilir.

Dordiincii terim D =

o) wl,gio OIS olsun. Gerekli diizenlemeler yapilirsa

1
O R ey WAy Y gy
= w0 - k()]
_ ¢iz< ( )[k:l( y01-2] " (ko (0)vre]"”
- UE S D T @I (] (| Jutoe
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3 S TR () ) T (| Jus-or-

=0 w=0

olur. Denklemin her iki tarafinin ters Sumudu doniisiimii alinirsa

DI N ) e O W e

olur.Bu ifadede z = 7 — w alinir ve gerekli diizenlemeler yapilirsa

0o oo w+ 2)! (1-0)z—pw+1
) = 5 B0 @ @ T v e
s[D] = té io [~k ()10 [~ko(o)t0]" <wwLT)!F((1_Q)Zl_Qw+2)

yazilir. Bu seri
S7[D]= tEll—@,—gz( = ko(0)t™?, —kl(g)t(l‘é’))

sekilde yazilabilir.

Son olarak bulunan sonuglar yerine yazilirsa

FO) = HEOBL, (@ (i)

OB, o Q( ko(@)t‘g—kl(@)t““”)
2tE( (o)t kl(@)t(l_g))

~tE}

1-o0,— 92( kO(Q)tQ7_k1(Q)t(lg))

seklinde istenen sonug elde edilir.

Ayni1 6rnek ¢ = 0.5 i¢in ¢oziiliir.

SETEDP ()] + S[f(1)] = S[*] +

denkleminde Lemma (4.2.5.) kullanilarsa

k(@) S[F(O)]w' 2 + ko()[SLf ()] = F(0) ]2 + S[f(#)] = T'(3)* + 1.5045
olur. Burada da S| f(t)] yalniz birakilirsa

202 1.5045
ki(o)vr=e + ko(0)=2+1 kl(@)¢1_9 +ko(0)y2+1

SLr®)] =
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olur. Denklemin her iki tarafinin ters Sumudu doniisiimii alinirsa

8 202 1.5045 ]

k(o) +ko(o)yme + 1] - lkl(@)wl‘g +ko(Q)ye+1

2)p?
k1(o)ypl=e+ko(0)p=e+1

elde edilir. Bu ifadede birinci terim i¢in M = olsun. Burada da gerekli

diizenlemeler yapilirsa

1
1= (=ki(0)p'2 = ko(0)1~2)

> [~ka(0)u'? ~ ko(0)y ]

M = 22

I
[\)
<-

o
MS

.
Il
o

Il
[\
<
[\o}
BiNgE
- Lo

() ] ooy

2

I
DO
<

NgE:

(1) [ra (@17 Tho(@))” (| ot

S
ii
o

o
-

i
=)
(S
i

(1) Uﬁ(@)](iw) [ko(0)]"” (;)¢(1g)iw+2

0

seklinde olur. Buradan da her iki tarafin ters Sumudu doniigtimii alinirsa

oo il ; (1-g)i-w+2
2;} Z::O( 1) [k1(0)] (z w) [ko(0)]* ( )F((lt 0)i—w+3)

.

olur. Bu ifadede 2z = 7 — w degistirmesi yapilirsa

00 oo w + 2)! (1-90)z—-ow+2
s 2220( DE ) [k‘)(g)]w(w!z!)'r((lt—e)z—gwi%)
SUM) = 28 5 3 k(@] [hore e

seklinde olur. Bu seri

S_l[M] = 2tQE‘ll 0,— 93( - kO(Q)t_g7_kl(Q)t(l_g))

sekilde de yazilabilir.

1.5045
k1(o)ypt=e+ko(o)—e+1

Ikinci terim igin ise N = olsun. Burada da diizenlemeler yapi-

lirsa

1
1= (=k1 ()" - ko(0)¥7?)

1.5045 2 [~k1(0)0' 2 ~ ko(0)ue]

=
[

1.5045

81



1.5045

¢ ”Z( )[k‘ (000" [ho()w~?1”

||Mg

o

=0

Z( 1) [k1(0)]%™ [ko(0)]" (w)wu 0)(i-w)-ow

0

.

>

45
1.5045

7

M8 WM8

15045 ) 35 (-1)' [k ()19 [ko(0)]" (;)¢<1—g>i-w

0

S

J

olur. Denklemin her iki tarafina ters Sumudu doniisiimii yontemi uygulanirsa

t(l—g)i—w
~1.504 ~1)' [k (0)]"™ [ ( )
seklinde yazilir. Bu ifade de z = 7 — w olarak alinirsa
o oo I t(1-0)z—ow
1 N = 1504 _1 (z+w) k z L w (U)-l—Z)
S [ ] 50 51;;( ) [ 1(9)] [ 0(0)] w!z! F((l il Q)Z— ow + 1)
00 00 . ! 1
I[N] = 1.504 e ()OO [ (o)t-e]” L)
S [ ] 50 522[ 1(@) ] [ 0(9) ] w!z! F((l—Q)Z—QUJ+1)

g
I
=)
N
I
=)

olur. Bu seri

S_l [N] = 1‘5045E11—a,—o¢,1( — k'o(a)t_a’ _kl(a)t(l_a))

seklinde yazilabilir.
Son olarak bulunan bu sonuclar yerine yazilirsa

f(t) = 28°E} o 93(—k0(g)t9,—k1(g)t(19))

+ 1.5045E11_Q,_Q71( - ko(o)t™, —kl(g)t(l‘g))

istenen sonug elde edilir.
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6. SONUC

Bu ¢alismada birbiriyle iligkili olan mevcut kesirli operatdrlerin bir kombinasyonu
olarak ifade edilerek yeni kesirli sabit orantili Caputo tiirevi ele alinmistir. Olusturulan bu
yeni kesirli tiirev daha genis bir yelpazede gercek verilerin modellenmesinde kullanilmak-
tadir. Bu tiirev 6zellikle kontrol teorisinde ve miihendislikte genis alana sahiptir.

Kesirli analiz ile Mittag-Leffler fonksiyonlar1 arasinda bir baglanti vardir ve bu,
CPC tiirevi kullanilarak ele alinan diferansiyel denklemlerin ¢6ziimii ile burada gosteril-
mistir. Sumudu doniisiimii kullanilarak hesaplanan ¢oziimler, ¢cok yakin zamanda tanim-
lanan ve literatiirde ¢esitli uygulamalar1 var olan iki degiskenli ve ii¢ degiskenli Mittag-
Leffler fonksiyonu cinsinden ifade edilebilir.

Ileride kontrol teorisinde 6nemli olan matematiksel modeller ele alinip bu tiirevin

etkisi incelenebilir.
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