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SIMGELER VE KISALTMALAR DiZiNi

id : Birim doniigiim
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Lie Cebirlerin 2-Caprazlanmms Modiillerinde
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Lie cebirlerinin 2 —¢aprazlanmis modiillerinde izomorfizm teoremleri tizerine hazir-
lanan bu tez bes boliimden olugmaktadir.

Tezin birinci boliimiinde gerekli olan bilgilere ve literatiir gegmisine yer verilmistir.

Ikinci béliimde Lie cebirlerinde kullanilan bazi temel kavramlara yer verilmis ve tez
icin gerekli olan teoremler ifade edilmistir.

Ucgiincii boliimde Lie cebirlerinin ¢aprazlanmis modiil kavrami tanimlanarak, Lie ce-
birlerinin ¢aprazlanmig modiil homomorfizmi ve bunlarin ¢ekirdek ve goriintiilerine yer ve-
rilmistir. Lie cebirlerinin ¢aprazlanmis modiillerinin Lie alt ¢aprazlanmis modiilleri, Lie ¢ap-
razlanmig idealleri ve Lie cebirlerinin ¢aprazlanmig boliim modiilleri incelenmistir. Ayrica
Lie cebirlerinin ¢aprazlanmis modiilleri i¢in izomorfizm teoremleri ifade ve ispat edilmistir.

Dérdiincii boliimde Lie cebirlerinin 2 —¢aprazlanmis modiillerinin tanimi verilerek
yapinin gerekli 6zellikleri vasitasiyla ti¢incii boliimde tanimlanan kavramlar ve verilen teo-
remler Lie cebirlerinin 2 —¢aprazlanmis modiilleri igin genellestirilecek sekilde ifade ve is-
pat edilmistir.

Son boliimde ise elde edilen sonuglar yorumlanarak, literatiir kazanimlarina deginil-

mis ve ayrica ileride yapilabilecek olan bazi ¢caligmalar konusunda fikirler beyan edilmistir.

Anahtar Kelimeler: Lie cebiri, Lie cebirlerinin ¢aprazlanmis modiilleri, Lie cebirlerinin
2 —caprazlanmig modiilleri, Lie cebirlerinin 2 —gaprazlanmis modiilleri i¢in izomorfizm
teoremleri
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This thesis on isomorphism theorems in 2 —crossed modules of Lie algebras consists
of five chapters.

In the first part of the thesis, necessary information and literature history are given.

In the second chapter, some basic concepts used in Lie algebras are given and theo-
rems necessary for the thesis are expressed.

In the third chapter, the concept of a crossed module of Lie algebras is defined, and
crossed module homomorphism of Lie algebras and their kernel and images are given. Lie
subcrossed modules of crossed modules of Lie algebras, Lie crossed ideals and quotient
crossed modules of Lie algebras are studied. Also, isomorphism theorems for crossed mod-
ules of Lie algebras are stated and proved.

In the fourth chapter, the definition of a 2 —crossed module of Lie algebras is given,
and the concepts and theorems given in the third chapter are generalized for 2 —crossed
modules of Lie algebras, and they are proved by means of the properties of the structure.

In the last part, the results obtained are interpreted, the literature gains are mentioned,

and also ideas about some future studies are expressed.

Keywords: Lie algebra, crossed modules of Lie algebras, 2 —crossed modules of Lie alge-

bras, isomorphism theorems for 2 —crossed modules of Lie algebras
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1.  GIRIS

Sonsuz kii¢iik doniistimleri sistematik olarak incelemek amaciyla 19. yiizyilin ikinci
yarisinda, once Marius Sophus Lie, daha sonra da Wilhelm Killing tarafindan birbirlerinden
bagimsiz olarak tanimlanmis bir cebirsel yap1 olan Lie cebirleri, yaklasik olarak yarim yiizyil
sonra bugiinkii ad1 ve terminolojisi ile birlikte, Herman Weyl tarafindan ele alinmistir. Lie
cebirleri diferansiyel geometride 6nemli bir yeri bulunan ve ayn1 zamanda topolojik bir grup
olan Lie gruplari ile yakindan baglanti i¢erisinde bulunan, antisimetri ve Jacobi 6zdesligi adi
verilen iki 6zel sart1 saglayan ve genel anlamda birlesmeli veya degismeli olmayan cebirsel
yapilardir. Lie gruplari ile birlikte Lie cebirleri, matematiksel agidan ilging olmalarinin yant
sira fizik basta olmak iizere bir¢ok uygulamali alanda kullanigliligin1 kanitlamis olan yap1-
lardir. Ozel olarak, kuantum mekanigi ve pargacik fizigi alanindaki ¢alismalarda bu yapilar
yogun bir sekilde kullanilmaktadir.

Whitehead tarafindan gruplar igin 1947 ve 1949 yillar1 arasinda gelistirilen gapraz-
lanmis modiil kavrami (Whitehead, 1949) orijinal olarak gruplar igin verilmis olan bir ge-
nellestirmedir ve ilk iki homotopi grubuyla iliskili olarak ortaya ¢ikmistir. Bu kavram hem
gruplart hem de sabitlenmis bir grubun normal alt gruplarini harici nesnelerle genellemekte-
dir. Bu konuda yapilan bazi oncii ve tarihsel agidan 6nemli ¢alismalardan bazilar1 (Brown
ve Higgins, 1981), (Brown, 1982), (Brown ve Huebschmann, 1982) ve (Brown, 1984) sek-
linde verilebilir.

Caprazlanmis modiil kavram ilk olarak gruplarin kategorisi lizerinde tanimlanmis
olmakla birlikte gruplar disindaki birgok cebirsel nesne ve 6zellikle de ¢esitli cebir yapilar
icin de ilerleyen donemlerde ¢aprazlanmis modiil kavramlari literatiire girmistir. Burada il-
gilendigimiz Lie cebirlerinin ¢aprazlanmis modiil yapis1 1988 yilinda Ellis tarafindan tanim-
lanmistir (Ellis, G. J., 1988).

Caprazlanmis modiiller ilgili cebirsel nesnelerin iki boyutlu bir varyasyonu olarak
diistintilebilirler. Bu yaklasimi daha da ist boyutlara tagimak miimkiindiir. Burada kendimizi
caprazlanmig modiillerin bir iist boyutuna sinirliyoruz. Bu boyutta ¢aprazlanmis kareler ve
2 — caprazlanmis modiiller olarak literatiirde karsimiza ¢ikmaktadir. Lie cebirleri i¢in ¢ap-
razlanmis kare kavrami yine Ellis tarafindan verilmistir. 2 —¢aprazlanmis modiil kavraminin

Lie cebirleri i¢in tanimlanmasi da yine Ellis tarafindan olmustur.



Bu konuda deginilmesi yerinde olacak bazi ek ¢aligmalar (T. Porter, 1986), (Z. Ar-
vasi ve T. Porter, 1996) olarak siralanabilir.

Bu tezin ikinci boliimiinde Lie cebirleri igin gerekli olan tanimlara ve Lie cebirleri
i¢cin izomorfizm teoremlerine yer verilmistir.

Ucgiincii béliimde Lie cebirlerinin literatiirde yer alan tamimi, Lie alt ¢aprazlanmus
modiil ve Lie ideal tanimi, Lie cebirlerinin ¢aprazlanmis modiil homomorfizmlerinin gekir-
degi ve goriintiisii, Lie cebirlerinin ¢aprazlanmis boliim modiilii yer almistir. Ayrica Lie ce-
birlerinin ¢aprazlanmis modiilleri i¢in izomorfizm teoremlerine ve bunlarin ispatlarina yer
verilmistir.

Dordiincii boliimde Lie cebirlerinin 2-¢aprazlanmis modiil tanimi verilmis, ticlincii
boliimde Lie cebirlerin ¢aprazlanmis modiillerinde verilen yapilar Lie cebirlerinin 2 —c¢ap-
razlanmis modiilleri i¢in uyarlanip, ispatlanmistir. Béylece Lie cebirlerinin 2 —¢aprazlanmis

modiilleri i¢in birinci, ikinci ve iiglincli izomorfizm teoremleri ve ispatlari elde edilmistir.



2. GENEL BIiLGILER

Tezin bu boliimi, Lie cebirleri basta olmak iizere, tezin geri kalaninda gerekli olacak
cebirsel yapilarin tanitilmasina ayrilmigtir. Bu boliimdeki tanimlar, teoremler ve 6rneklerin

tamami (isler, N., 2022) kaynagindan derlenmistir.

Tamm 2.1 (Ikili islem): G bos olmayan bir kiime olmak iizere - : G X G — G seklindeki bir
fonksiyona G iizerinde bir ikili islem (/ng. binary operation) denir. a, b € G olmak iizere -

(a, b) elemant igin a - b ya da kisaca ab gosterimi kullanilir.

Tamim 2.2 (Grup): Bos olmayan bir G kiimesi iizerinde bir - ikili islemi verilsin. Eger asa-
g1daki sartlar saglaniyorsa (G,-) ikilisine bir grup (/ng. group) denir.
(1) Va,b,c € G igin (ab)c = a(bc) (Birlesme 6zelligi)
(i) Va € G ig¢in 31; € G dyle ki al; = 1;a = a (Birim eleman 6zelligi)
(ili) Va€Gicin3da™! € G oyleki aa™! = a~ta = 1; (Ters eleman 6zelligi.)
Bu sartlara ilaveten eger
(iv) Ya,b € G igin ab = ba (Degisme 6zelligi)
saglaniyorsa bu gruba Abel (degismeli) grup (/ng. abelian group) denir.

Tamim 2.3 (Halka): Bir H kiimesi tizerinde + ve - ikili islemleri verilsin.
(i) (H, +) bir degismeli gruptur.
(i)  H kiimesi - iglemine gore birlesme 6zelligine sahiptir, yani Vx,y,z € H i¢in
x(yz) = (xy)z
(ilf) - isleminin + iglemi tizerine dagilma ozelligi vardir, yani Vx,y,z € H igin
x(y+2z)=xy+xz
x+y)z=xz+yz
Bu ii¢ 6zellik saglaniyorsa, (H, +,-) {i¢liisiine bir halka (/ng. ring) denir.
Bir, H halkasinda + (toplama) isleminin birim eleman1 genellikle 0 veya kisaca 0
ile gosterilir ve bu elemana halkanin sifir1 veya etkisiz elemani denir. Ayrica bir H halka-
sinda, her x € H igin

xly=1yx =x



olacak sekilde bir 1,; € H elemani varsa H halkasina birimli halka (/ng. unitary ring) denir
ve bu eleman kisaca 1 ile de gosterilir. Vx,y € H i¢in

Xy = yx
ise H’ye degismeli halka (/ng. commutative ring) denir.

Tamim 2.4 (Cisim): Bir K kiimesi lizerinde + ve - gibi iki igslem verilmis olsun.
(i) (KK, +) bir degismeli gruptur,
(i)  (K\{Og},") bir degismeli gruptur,
(iii) - isleminin + islemi tizerine dagilma 6zelligi vardir

ozellikleri saglaniyorsa (K, +,-) iigliisiine bir cisim (/ng. field) denir.

Bu tanima gore bir cismin, sifir eleman1 hari¢ her elemaninin ¢arpma islemine gore

tersi bulunan birimli ve degismeli bir halka olduguna dikkat edelim.

Tamm 2.5 (Vektor Uzayr): K bir cisim, (V,) bir degismeli grup ve e : KXV — V bir
fonksiyon olmak tizere eger

) (@B)ev=ae(BeV)

(ii) (@+B)ev=(a*v)D(B-V)

(iii) ae(u@v)=(aeu)P (aev)

(iv) lev=v
ozellikleri her , f € K, u, v € V igin saglaniyorsa (V, (R, +,.),D,*) yapisina K cismi iize-
rinde bir vektor uzayi (/ng. vector space) denir. Burada K’nin elemanlar1 skaler, V’nin ele-

manlarina da vektor olarak adlandirilir.

Bir vektor uzayi verildiginde, herhangi bir karisikliga neden olmayacagi i¢in vektor-
ler arasindaki toplama islemi de + sembolii ile gosterilirken bir skaler ile bir vektoriin car-
pimi, bunlarin yan yana yazilmasi ile gosterilir. Buna gore, bir vektor ile bir skalerin ¢arpi-
minin 6zelliklerini

)  (ay)v=a(yv)
(i) (a+p)v=av+pv
(i) a(u+v)=av+au

(iv) Tev=v



seklinde daha sade olarak ifade edebiliriz. Bir K cismi {izerindeki bir vektor uzayimna K cis-

mini 6zel olarak vurgulamak i¢in bazen K —vektor uzayr da denir.

Tamim 2.6 (Cebir): C bir K —vektor uzayi olsun. C tizerinde, ¢arpimsal sekilde (yan yana
yazma ile) gosterilen ikinci bir islem daha iglemi verilmis oldugunu varsayalim. Eger her
a€eKve x,y,z € Cicin
x(y+z)=xy+xz
x+y)z=xz+yz
a(xy) = (ax)y = x(ay)
ozellikleri saglan1yorsa C 'ye bir cebir (/ng. algebra) denir. Eger bdyle bir cebirde
(i)  Birlesme: Vx,y,z € C igin
(xy)z = x(yz)
ozelligi de varsa C’ye birlesimli cebir (/ng. associative algebra) denir. Eger
(ili)  Degisme: Vx,y € C igin
Xy = yx
oluyorsa C’ye degismeli cebir (/ng. commutative algebra) denir. Eger Vx € C igin
xle=1cx=x

olacak sekilde 1, € C varsa C’ye birimli cebir (/ng. unitary algebra) denir.

Tamim 2.7 (Lie Cebiri): ¢ bir IK-vektor uzay: ve ¢ tizerinde
[L] ryxy -y

islemi tanimlansin. Eger bu islem K —bilineer ise, yani Va € Kve Vy, z,t € ¢ igin

[y + z,t] = [y, t] + [z t]

[y.z+t] =y, z] + [y.t]

lay, z] = aly, z] = [y, az]
ozelliklerini sagliyorsa (¢, [,]) ikilisi bir IK —cebir olur. Bunun yaninda eger antisimetri
(Ing. antisymmetry) ad1 verilen, V y, z € ¢ icin

[y'Z] = —[Z,)’]
olmasi &zelligi ve Jacobi dzdesligi (/ng. Jacobi identity) ad1 verilen V y,z,t € ¢ igin
. [zt]] + [t [y, 2] + [z [t y]] = 0

olmas1 6zelligi saglamyorsa (g, [, ]) ikilisine bir K —Lie cebiri veya kisaca Lie cebiri (/ng.

Lie algebra) denir.



Not: Bir (¢, [,]) keyfi IK —Lie cebirinin degismeli olmas1 gerekmez.

Ornek 2.8: Her x = (x1,%2,%3),y = (1,¥2,¥3) € R? i¢in, e] = (1,0,0), &, = (0,1,0) ve
e; = (0,0,1) olmak lizere

e e e;
X1 X, X3
Yi Y2 Y3

ile tamimlanan vektdrel carpimiyla birlikte [x,y] = x Ay olarak tammlanirsa R3 vektor

XNy = = (X2Y3 — X3Y2, X3Y1 — X1Y3, X1Y2 — X21)

uzay1, R iizerinde bir Lie cebiri yapisi belirtir. Gergekten,

e e, e; e; e e3
lkx,y] = (kx) ANy = |kx;, kx, kxs|=k|x; x, x3|=k(xAy)=k[xy]
V1 V2 V3 Yi Y2 Y3
e e; e
[x+yzl=(x+Y)Az=|x1+y1 X+tY, X3+t¥;
A Zy Z3

e e, e;
Yi Y2 V3

Zy Zy, Z3

e, e e;
X1 Xy X3
Zy Zp Z3

+ =xANz+tyAz=|[xz]+[y 7]

Ayrica
[x,ky] = x A (ky) =k(xAy) = k[x,y]
ve
x,y+z]l=xAy+2)= xAy+xAz=][xy]+[x z]

oldugu da benzer sekilde goriiliir. Bunun yaninda

e, e, e; e e, e;
. x] =yAx=|y1 y2 y3|=—|x1 %2 x3|=—-xAy=—[xy]
X1 Xz X3 Yi Y2 Y3

oldugu da goriilmektedir. Jacobi 6zdesligini gérmek igin
[x, [y, Z]] = [(x1,x2,%3), (V223 — Y322, Y321 — Y123, Y122 — Y271)]

= (xz (V122 — ¥221) — x3(¥321 — ¥123), x3(V223 — ¥323)
—x1(V122 — ¥221), X1 (V321 — ¥123) — x2(¥225 — Y3ZZ))
= (X2Y122 — X2Y271 — X3Y3Z1 + X3Y123, X3Y223 — X3Y3Z2 — X1Y122
+ X1Y221, X1Y3Z1 — X1Y123 — X2Y273 + X2)372)

olduguna dikkat edelim. Benzer sekilde

[3’; [z, x]] = (V221X — Y2Z2X1 — Y323X1 + V321X3,Y3Z2X3 — Y3Z3X3 — Y121 X2
+ Y1Z2X1, Y1Z3X1 — Y1Z1X3 = YaZaX3 + Y2Z3X3)

ve



[z, [x, y]] = (2,X1YV, — ZuXY1 — Z3X3Y1 + Z3X1V3, Z3X3Y3 — Z3X3Y2 — Z1X1 Y2
+ Z1X2 Y1, Z1X3Y1 — Z1X1Y3 — Z2X2Y3 + Z2X3Y5)
olup bu vektdrlerin toplanmastyla
[x, [y, 2] + [y, [z x]] + [z [x, ¥]] = (0,0,0)
bulunur.

Not: Antisimetri 6zelliginden dolayi, bir ¢ K —Lie cebirinin degismeli olmas1 demek her
Y,z €4 igin [y, z] = [z,¥] = —[y, z], yani [y, z] = —[y, z] olmasi1 demektir. Eger K = Z,
ise Z, = {0,1} cisminde her eleman kendisinin toplamsal tersi oldugundan bu durum her
zaman saglanir. Eger K # Z, ise ¢ Lie cebirinin degismeli olmasinin anlami her y,z € ¢

icin [y, z] = 0 olmasidir.

Tamm 2.9 (Alt Lie Cebiri): ¢ bir K —Lie cebiri ve z, %’nin bir alt kiimesi olsun. Eger her
a€Kveherzz €zicinaz € 3,z+ 2z €z Ve |[z,z'] € 3 oluyorsa, z’ye ¢’nin bir alt

Lie cebiri (/ng. Lie subalgebra) denir ve bu durum z < ¢ seklinde gosterilir.

Tamm 2.10 (Ideal): ¢ bir K —Lie cebiri ve 4, ¢’nin bir alt Lie cebiri olsun. Eger her y € ¢
ve her i € 4 i¢in [y, i] € 4 oluyorsa 4’ye 4’nin bir ideali (/ng. ideal) denir ve bu durum z <

4 seklinde gosterilir.

Tammm 2.11 (Lie Cebir Homomorfizmi): 4,z iki IK —Lie cebiri olmak iizere eger bir
f:1y — z fonksiyonu her a € K, her y,y’ € ¢ i¢in
fay) = af(y)

fO+yD)=fM+f0G")

fy'D =1, D]
olmasini sagliyorsa f’e bir Lie cebir homomorfizmi (/ng. Lie algebra homomorphism) de-
nir. Ozel olarak f birebir ve orten ise f’e bir Lie cebir izomorfizmi (/ng. Lie algebra
isomorphism) denir. Aralarinda bir Lie cebir izomorfizmi tanimlanabilen Lie cebirlerinin
izomorf (/ng. isomorphic) denir. Eger 4 ve z Lie cebirleri izomorf ise bu durum ¢ = z

seklinde gosterilir.

Tanmim 2.12 (Cekirdek ve Goriintii): ¢, 3 iki K —Lie cebiri ve f: 4 — z bir Lie cebir ho-

momorfizmi olmak lizere



sekf ={yey:f(y) =0,
gorf ={f(y):y €y}
kiimelerine sirasiyla f’in ¢ekirdegi (/ng. kernel) ve gériintiisii (/ng. image) denir.

Tamim 2.13: ¢ bir Lie cebiri 4, § € ¢ olmak lizere © + # ve 44 kiimeleri
i+f ={a+blaci,bej}
ij ={la,b]la€i,b€E j}
ile tanmmlanir. Ayrica, {4, }xea , %’ nin alt kiimelerinin bir ailesi olmak iizere

2.4

A

kiimesi

Z’ix = {a;q + -+ a;\n| a;\l € /i'7\1’ oo a;\n € ’l";\n ,{7\1, ...,)\n} c A}
A

seklinde tanimlanir.

Onerme 2.14: ¢ bir Lie cebiri olsun.

a) 4, ¢ ’nin bir ideali, #, ¢ ’nin bir Lie alt cebiri ise, 4 + # ve 4 N # de 4 ’nin bir Lie
alt cebiridir.

b) {i,}rea ,» » 'ninideallerinin bir ailesi ise,

S o

) 2
da ¢ ’nin bir idealidir.

Onerme 2.15: 4 ve z birer K — Lie cebiri,
p:Yy—-2
bir K — Lie cebir homomorfizmi olsun. Bu durumda cek ¢, %’nin bir idealidir ve gor ¢

4’nin bir alt Lie cebiridir.

Ispat: a € K, k, k;,k, € cek ¢ ve y € ¢ olsun. Bu durumda
p(ak) = ap(k) = a0, = 0,
olup ak € ¢ek ¢ ’dir. kq, k, € ¢cek ¢ oldugundan
@(ky +kz) = @(ki) + @(k) = 0, + 0, = 0,
olup k; + k, € ¢ek ¢ ’dir. Ayrica



o[y, kD) = [e(), (k)] = [¢(¥),0,] = 0,
oldugundan [y, k] € ¢ek ¢ olur ve dolayisiyla cek ¢ 2 z ’dir.
a €K, g,9g1,9, € gor ¢ olsun.
9=01), 91 =001 g2 = ¢(¥2)
olacak sekilde y, y;, y, € ¢ vardir. Buradan
ag = ap(y) = p(ay)
91+ 92=001) +9(2) = (1 +¥2)
oldugundan ag, g, + g, € gor ¢ dir. Ayrica

(91,921 = [9(y1), 9(v2)] = @([y1, y2])
olmasi da saglandigindan gor ¢ < z olur.

Tanim 2.16 (Béliim Lie Cebiri): ¢ bir K —Lie cebiri ve ¢ 2 ¢ olsun. Her y € ¢ i¢in
y+i:={y+i:i €}
seklinde tanimlanan kiimelere yan simif (/ng. coset) denir. 4 ideali igin biitiin yan siniflarmn

kiimesi olan

Y/ =ty+iyey
kiimesine de boliim kiimesi (/ng. quotient set) ad1 verilir. Her @ € K ve y, y,, y, € 4 icin
/y’/ 4 kumesine; kiimelerin cebirsel toplami, skalerle ¢arpimi ve Lie ¢arpimu ile birlikte bir

boliim Lie cebiri (/ng. quotient Lie algebra) denir.

Yukarida tanimlanan boliim Lie cebiri, kiimeler arasindaki cebirsel islemlere gore
bir K -Lie cebiri olup, bu cebir tizerindeki islemler i¢in
D+ + 0t =y1+ty; +4
aly+4i) = ay+i
1 +4y,+4] = [yy,y.]1+4
ozdeslikleri vardir. Ayrica
yiti=y,+i & y;— y, €4
y+ie ¥/, o yei

denklikleri de saglanir.

Teorem 2.17 (Lie Cebirler icin 1. izomorfizm Teoremi): 4 , z birer K -Lie cebiri,

p:y—3z



Lie cebir homomorfizmi ise

y/gekw = gir ¢

olur.

Ispat: ¢ : y/gek o = 8Or e fonksiyonu

oy +cekp) = p(y)

olarak tanimlansin.

Iyi Tanimhbk:Vy,,y, € ¢ icin

y1+ceko =y, +cekop = y; —y, Ecek o
= o —y2) =0
= @) —p(2) =0
= ¢(y1) = p(r2)
= ¢(y1 + cek @) = dp(y; + ¢cek @)
Birebirlik: Vy,,y, € ¢ i¢in
¢y + ek @) = d(y2 + cek ) = o (1) = ¢(y2)
= o) —e() =0
= o1 —¥2) =0
= y1— Y2 €Ecekg
= y; +¢ekp =y, +cek g
Ortenlik: g € gor ¢ olsun.
p(y)=g
olacak sekilde y € ¢ vardur.

y+cekgp € y’/gek(p
elemanini ele alirsak
¢y +ceko) =) =g
olur.
Homomorfizm: Va € K, y,y,,y, € % i¢in
dla(y + ek @) = p(ay + cek ¢)

= ¢(ay)

= ap(y)

= ap(y +¢ek @)

¢(1 + cek @ + 1y, + cek @) = p(y1 + 2 + cek @)
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=¢(y1+y2)

=¢o) +e(2)

= ¢ + ek @) + d(y2 + cek @)
¢([y1 + cek @, ¥, + cek @]) = ¢([y1, ¥2] + cek @)

= ¢([y1,¥2D

= [e(r1), ¢(¥2)]

= [¢p(y1 + cek @), p(y2 + cek p)].

Onerme 2.18: ¢ bir K -Lie cebiri, f <i < yvej S yise, 724 ve i/j | y/j “dir.

Ispat: j € jve i €4 olsun. 4 S ¢ vei € ¢ oldugu [j,i] € # olur. Béylece # < 4 *dr.
i € ¢ oldugundan 'i/j c y/j “dir.
i1+j,i2+jei/j
ise iy, i, €4 olup iy + i, € 4 olmasindan
L+ +U+4) =i+, +fei/f
olur. Vi € 4, a € Ki¢in ai € 4 olmasindan ai + # € ’i/j olur. ai + 7 = a(i + #) oldugu
da dikkate alinirsa her i + 4 € 'i/ jVeac Kicina(i + #) € i/ p oldugu goérilmiis olur.
iE/i,yEyolmakﬁzerei+jE’i’/j,y+je’i’/ji(;in

i+7y+4 =1Lyl +7
ve [i,y] € 4 oldugundan

.

[i+j,y+j]e‘/j

olur. Boylece ’i/j < y/j olur.

Teorem 2.19 (Lie Cebirler icin 2. izomorfizm Teoremi): ¢ bir K —Lie cebiri,  <i <y

Y
/:f‘/. _Y
'l«/j_ /’L

ve 7 Sy ise,

olur.
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Ispat: Verilenler altinda

.y/f - Y
P i/ i
¥

TR .
o(y+s+ /j) =y+i
fonksiyonunu tanimlayalim.

Iyi Tammhlik: Vy;,y, € 4 icin

nititY =y +i+;

ise
h+4H)-02+4)€ ,L/j
yani
W~ Y. t#E€E /L/f'
olur. Bu durumda,
yi—y.+F=i+j
olacak sekilde en az bir i € 4 vardir. Buradan
Yi—Y.—lL €EFCSA
olmasindan
Vi—=Y2=Oh—y,—D+i €i=y +i=y,+4d
=><p(y1+1’+‘/j) = ‘P(Yz +1’+‘/j)-
Birebirlik: Vy,,y, € ¢ icin
o(n+i+ ) =0(n+iti)=nti=y+i

= y1— Y2 €4

=n-y.+ie?;

=0 +t4H)-021t5 Eq’/j

=nti+tt = tiv?;
Ortenlik: y € 4 olmak iizere, y + 4 € y/i olsun. Bu durumda

V4

olup

12



.4 .
¢ (3 7 /j) yrt
elde edilir.

Homomorfizm: Va € K, y,y4,y, € % i¢in

<p<a(y+¢’+i/j))=<p(ay+f'+"/f)
=ay+j§
=a(y+4)
=a<p(y+j+'i/f)
o(mti+ipry+i+v ) =0 (n+y+itl))
=y, +y, +14
=y, tit+y,+14

:(p(y1+j+’i/j)+<ﬂ(}’2 +7’+/i/j)
<p([y1+j+'i/j,y2 +j+’i/j])=¢([Y1'YZ]+f+i/j)

= [y, y2l +1
=[y; +1,y, + 1]

= [‘P (3’1 +f+i/f)'¢(Y2 +7'+/i/j)]-

Teorem 2.20 (Lie Cebirleri icin 3. izomorfizm Teoremi): 7 < ¢, i < 4 ise
Ty
/i nNg= /i

izomorfizmi vardir.

Ispat: o(j + i N ) = j + 4 ile tanimht
) it
v ?in i 714
fonksiyonunu ele alalim.

Iyi Tammhlik: Vy,,y, € 4 icin

yi+ing=y,+iny
olsun. Bu durumda
y1—Y:2€4N7
olup
Y1 — Y2 €4

13



dir. Buradan,
yi+ti=y,+4
olup
P +ing =, +ing)
elde edilir.
Birebirlik: Vy,,y, € ¢ icin
1 +inH =9 +ing =y +i=y, +4i
= y1— Y, €14
olur. Ayrica y;,y, € # oldugundan y; — y, € # olur.
Dolayisiyla y; — y, € 4 N # olup
yi+ting=y,+ing
Ortenlik: i € 4, j € 4 olmak iizere, i +j +4 € T j/i olsun.
i € 1 oldugundan,
i+j+i=iti+j+i=d+j+i=j+i
olur.
Ayrica, j +4 N j € j/m,‘ 18
e +in =j+i=i+j+4
olur.
Homomorfizm: Va € K, y,y4,y, € % i¢in
plaly +ing)) = play +inj)
=ay+i

=a(y+4)
=ap(y+ing)
Vy1, ¥, € ¢ igin
e +ing+y+ing) =1 +y, +iNng)
=y +y,+4
=y, +i+y,+1
= +inH+oe,+ing)
(i +ingy +ingl) = e(yy,y1+4in§)
=[ynLyl +4
= [y +4,y; + 1]
=[O +ing), oy, +in 7]
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3. LIE CEBIRLERIN CAPRAZLANMIS MODULU

Bu boliimde, Lie cebirlerinin ¢aprazlanmis modiillerine 6n hazirlik olarak Lie cebir-
lerinin ¢aprazlanmis modiilleri ile ilgili genel literatiir bilgisi (Isler, N., 2022) kaynagindan

derlenerek verilmistir.

3.1. Lie Cebirlerinin Caprazlanmms Modiilii

Tamm 3.1.1 : ¢ bir K — Lie cebiri ve s bir ¢ — Lie cebiri olsun.

d:8—y
K — Lie cebir homomorfizmi verilsin. Bu durumda homomorfizm olma sartlarindan, Vk €
K, Vs;,s, € 8Vve Vy € ¢ icin

(1)  d(s1+52) =d(s1) +d(s)
(i)  d([s1,s2]) = [d(s1),d(s2)]
(i) d(ks;) = kd(s;)

saglanmakta olup bunun yaninda
CYX8— 38
dis islemi
CML1) Her y € ¢ ve her s € 8 igin
d(y-s) = [y, d(s)]
CM2) Her s4,s, € 8 igin

a(s1) ' Sz = [51,52]

sartlarin1 sagliyorsa (.8, ¢, 4 ) tgliisiine bir IK — Lie cebir ¢aprazlanmis modiilii denir.

Tamim 3.1.2 (Lie cebir ¢aprazlanmis modiil homomorfizmi):
(8,4,d) ve (8',4',d") iki K — Lie cebir ¢aprazlanmis modiilii olsun ve
6,0): (8,4,4) > (8,4,d)
doniistim ¢ifti verilsin.
(i) 6 :.8— 8 bir K— Lie cebir homomorfizmi
(i) o:4 — ¢’ bir K— Lie cebir homomorfizmi
(iii) 6y s) =0(y)-0(s)

sartlar1 saglaniyor ve
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4

o

diyagrami degismeli ise, yani 4’6 = od oluyorsa, (6, o) ikilisine bir IK — Lie cebir ¢cap-

razlanms modiil homomorfizmi denir.

Ornek 3.1.3: 4, 8’nin ideali ve d: ¢ — 4 igerme déniisiimii olsun. Bu durumda (4, 8 , &) Lie
cebirlerinin bir ¢aprazlanmis modiiliidiir.
Her k € K ve i,i;i, € 4i¢in
ad:i— 8
aA(iy +iy) =iy + i, =d(iy) +d(iy)
d([il,iz]) = [y, ip] = [a(iy), d(iz)]
a (ki) = ki = kd (i)
oldugundan 4 bir IK — Lie cebir homomorfizimdir.
Y X4— 4
y-i=[yi
etkisini tanimlayabiliriz. Ciinkii 4, ¢’nin ideali oldugundan [y, i] € 4’dir ve boylece ¢’nin
4 lizerine bir etkisi verilmis olur. Burada, her y € ¢ ve i,i4, i, € 4 i¢in
CM1) d(y-i) = d([y,iD = [y, il= [y, 4 ()]
CM2) d(iy) - i = [d(iy), iz] = [iy, i2]
Boylece (4,4, d) bir K —Lie cebir ¢aprazlanmis modiildiir.

Onerme 3.1.4: (8,4,d ) K —Lie cebirlerin bir ¢aprazlanmis modiilii ise gér d, 4’nin bir

idealidir.

Ispat: i;, i, € gor d olsun. Budurumda i; = ds; ,i, = ds, olacak sekilde s;, s, € 8 vardir.
Buradan

i1 —iy=ds; —ds, =d(s;—5;),5—S, €ES
olup i; — i, € gor d elde edilir.

i € gord ve k € Kolsun. ds = i olacak sekilde s € .8 vardir. Buradan
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ki =kds = d(ks) ,ks € 8
oldugundan ki € gor 4 dir.
i € gord vey € g olsun. ds = i olacak sekilde s € .8 vardir.
ve
il =[y.ds]=d(y-s),y-s€s
oldugundan [y, i] € gor 4 'dir. Dolayisiyla &, 8 ’nin bir idealidir.

Onerme 3.1.5: (8,4, d) cebirlerin bir ¢aprazlanmis modiilii olmak iizere cek d, 8’nin bir

idealidir.

Ispat: V s, s, € gek d olsun. ds; = ds, = 0, ve
A(sy—sz) =ds; —ds; =0, —0,=0,
oldugundan s, —s, € gekd olur. Vs € cek & ve V k € Kigin ds = 0, olup
d(ks) = kds = k0, =0,
elde edilir. Vs € cekd ve Vs’ € 8icin ds = 0, olup
d[s,s'] = [ds,ds'] = [Oy, ds’] =0,
elde edilir. Boylece ¢ek d, .8’nin bir idealidir.

3.2. Lie Cebirlerinin Caprazlanms Modiillerinin Alt Caprazlanmis Modiilii ve Ideali

Bu alt boliimde, Lie cebirlerinin alt ¢aprazlanmis modiillerinin ve ideallerinin tani-

mina ve bunlarla ile ilgili 6zelliklere yer verilmistir.

Tanmmm 3.2.1: (8,4, 4), K —Lie cebirlerinin bir ¢aprazlanmis modiilii olsun. (8,4, )’ nin
bir (8',4', d") alt gaprazlanmis modiilii su sekilde tanimlanur.

i) &', 8’nin alt cebiri ve ¢, ¢ nin alt cebiridir.

i) ¢'’niin 8 lizerine etkisi, ¢ nin, & lizerine etkisinin kisitlanmisidur.

iii) (8,4, d") bir gaprazlanmis ¢’ — modiiltidiir.

iIv) Caprazlanmis modiillerin homomorfizmlerinin
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8 = y 38
d'\ d
/y.l

diyagrami, u ve v icerme doniisiimlerini géstermek iizere degismelidir.

Eger (8',4',d"), (8,4,d)’ nin bir alt ¢aprazlanmis modiilii ise bu durum kisaca

(s",y',d") < (s,y,d) seklinde gosterilir.

Ornek 3.2.2: 4, ¢’nin bir ideali olsun. 1, birim doniisiimii ve ¢ : € — ¢ icerme doniisiimil
olmak tizere ¢’nin 4 lizerine Vy € g ve Vi € 4i¢iny - i = [y, i] ile tammlanan etki ile bir-
likte (4, ¢, 1) ¢aprazlanmis modiilii ('y), Y, Iy) ¢aprazlanmis modiiliiniin bir alt ¢aprazlanmig
modiiliidiir. Gergekten, Vy € g ve V i,j € 4 igin,

CMI) «(y-D=y-i=I[yil=[yud]

CM2) (D) -j=ij=1[i]]
oldugu goriiliir

Tanmm 3.2.3: (8',4',d"), (8,4, d)’ nin bir alt ¢aprazlanmis modiilii olmak iizere eger Vs €
8,s' €8, y,y,y, €Ey,v' €4y asagidakiler saglamyorsa (8',4',d"), (8,4, d) nin bir
idealidir denir ve bu durum kisaca (s',y’,d") 2 (s, y, d) seklinde gosterilir.

i)  [y,y'] €%,yani ¢, ¢ nin idealidir,

i) [y,s]les,

i) [y,s'1€s

Uyan 3.2.4: (8',4',d"), (8,4,d)’nin bir ideali ise, 8’ niin de 8’ nin bir ideali olduguna
dikkat edelim. Gergekten Vs € 8,s' € 8’ ise [s,s'] =d'(s) s’ =d(s) s’ € 8.

Ornek 3.2.5: Kendi iizerine Lie parantaziyle yaptig1 etki ile birlikte (¢, ¢, I,) caprazlanmig

modiiliinii ele alalm. 4 ve #, ¢ ’nin ideali ve © € # olmak iizere (4, #,1) caprazlanmig mo-

diilii (¢, ¢, I,) nin bir idealidir. Gergekten, 4, 4 'nin ideali oldugu i¢in ayn1 zamanda 4, #’nin
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de idealidir ve boylece # 4’ye de etki yapar. Bu nedenlerden dolay1 (4, ,1), (¢, %, [,) nin

bir ideali olur.

A =

v
®

jL

v
®

Ornek 3.2.6: 4, ¢ Lie cebirinin bir ideali ise, (4,4,1;) caprazlanmis modiilii de
(¢, 4,1,)’nin  bir idealidir. Gergekten, bir &nceki ornekte f yerine 4 alirsak

(4,4,1;), (4,4, 1,) nin bir ideali olur.

Ornek 3.2.7: i ve 4, ¢’nin idealleri olsun. Bu durumda, (4 N 4,4,1), (4,4, 1) min ideali ve
(i N 4,41, (4,4, 1) ’mn idealidir. Gergekten, 4 N #, #’nin ideali oldugundan alt cebiridir ve
4, ¢4 ’nin ideali oldugundan alt halkasidir. 4, € N # iizerine, 4 nin # iizerine yaptig1 gibi etkide
bulunur. (2 N £,4,1) tglisii 4 N #, 4’nin ideali oldugu i¢in bir ¢aprazlanmis modiildiir ve
acik olarak

ing=1

> 7
l [l
> Y

/1:4

diyagrami degismelidir.

Boylece (4 N #,4,1) caprazlanmig modiilii (#, %, 1) nin bir alt ¢aprazlanmis modiili
olur. (4 N §) € 4 N 4 ve 4, 4’nin idealidir. Ayrica 4 ve #, ¢’nin ideali olduklarindan 44 €
i,1§ € jvedif S in golur. i N # de ¢ ’nin ideali olacagindan 4 (i N ) S 4 N #’dir. Do-
layistyla buradan (4 N #,4,1), (#, %, 1) nin idealidir.

Diger taraftan (4 N 4, #,1), (4,4,1)’nin bir alt ¢aprazlanmis modiilii oldugundan

i(i N §) € i n g dir. Hem 4 hem de # 4 nin ideali olduklarindan i € 4, i C # ve bdylece
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i € 4 N 4 elde edilir. Burada 4 N #, ¢ nin ideali olacagindan ¢(4 N §) < 4 N #°dir. Dola-
yistyla buradan (4 N £, #,1) 2 (4,4, 1) oldugu elde edilir.

Onerme 3.2.8: i) (8,4, d) ¢aprazlanmis modiiliiniin alt caprazlanmis modiillerinin herhangi
bir {(4,, #1, 4,)} ailesinin kesisimi de bir alt ¢aprazlanmis modiiltidiir.
i) (8,4, d) caprazlanmis modiiliiniin ideallerinin herhangi bir {(4;, #,, d;)} ailesi-

nin kesigimi de bir idealdir.

Ispat: i) Her A i¢in 4,, 4’nin alt cebiri oldugundan N 4, de &’nin alt cebiridir. Ayrica
#2’lar de ¢’nin alt halkasi1 oldugundan N #, da ¢ nin alt halkasidir. j € N £, i € N 4, ol-
sun. Boylece her A igin j € #; ve i € 4, oldugundan j - i € 4, olur ki, buradan j - i € N4,
bulunur. Her bir (4,, #,, ;) bir ¢aprazlanmis modiil oldugundan

CM1) VieN4dy,VjeNg, icind(j-i)=[jdi]

CM2) Vi, i, € N4y icin d(iy) - iy = [iq, i3]
oldugu, alt caprazlanmis modiil oldugu gosterilmek istenen yapilardaki etkilerin ve sinir do-

niistimlerinin (8, ¢, 4)’deki etki ve sinir doniistiimiiniin kisitlamalar1 olmasindan goriliir ve

acik olarak
) l
ﬂ Pe— 5 8
da d
ﬂ #a I
diyagrami degismelidir.

i) (N4y,N #1,d;) nn alt ¢gaprazlanmis modiil oldugu ilk kisimdan goriilmek-
tedir. N(si;) = 8(N14,) olduguna dikkat edilirse her A i¢in 84; S 4, olmasindan,
8(N4;) € N1, olur. Her bir #;, ¢’nin ideali oldugundan N #; de ¢ nin idealidir. Yine her
Aigin, 84, € 4, oldugundan, her iki tarafta kesigiminin alinmasiyla N(8£,) S N 4, ve do-
layisiyla, 8(N #2) € N4, elde edilir. Son olarak, (N 14;) S N4, oldugu benzer sekilde

goriiliir. m

Uyari 3.2.9: Yukaridaki 6nermede varligi gosterilen (N4, N £, ,d;) alt caprazlanmis mo-

diilii veya ideali, N(4,, £1, d;) seklinde de gosterilir.
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Teorem 3.2.10: (8,4, 4) cebirlerin bir ¢aprazlanmis modiilii olsun.
a) W ga)20syd)ve(x3d) <8y d)ise(l+x,5+3,d)<(8yd).
b)  {(in #1 dhren, (8,9, d) ninidealleriise, (Xr 4y, 2o /2, 4) 2 (8,4, 4).

Ispat: a) Onerme 2.14 (a) geregince, 4 < 8ve x < soldugundani + x < 8, § Sy ve z <
4y oldugundan 7 + 3 < golur.j+z € 4+ zvei+x € 4 + xolsun. Budurumda (j + z) -
(i+x)=-i+j -x+z-i)+z-x €i+xolur.

b) Onerme 2.14 (b) geregi Y5 i) 2 8 ve Yy 43 2 g olur. Y, jr € X4 s € solsun.
Bu durumda (35 jo) - s = X2(Jx - s) ve ayrica her A igin (45, £, 4) 2 (8, ¢, 4) oldugundan
S jx €4y olup, s-Yijx € Xady olur. Benzer sekilde, y € 4 ve X, i) € Y4y icin y -
Yain = 2oy - i) € X4y olur. Boylece X4y, Xafr,d) 2 (8,4, 4) elde edilir. m

Onerme 3.2.11: (6,0) : (8,4 ,d) — («, 3, a) bir Lie ¢caprazlanmis modiil homomorfizmi

ise (cek 0,¢ceka,d4) 2 (8,4,4) olur.

Ispat: 6 : 83— x ve o : 4 — z Lie cebir homomorfizmi olduklarindan ¢ek 8 < s ve

cek o 2 g olur.

cek 6 =

v
&
v
&

v v v

v

ceko = > ¥ Z

o

Ayrica (6, o) ikilisi bir Lie ¢aprazlanmis modiil homomorfizmi oldugundan s, € ¢ek 6 ve
yegyise 0(y-sg) =a(y): 0(sy) =a(y)-0=0olup y-s, € cek 8 elde edilir. s € s,
Yo Ecekaise 0(yy-s) =a(yy) - 0(s) =0-6(s) =0o0lupy, s € ¢ek 8 elde edilir. Ay-
rica s, € cek 6 ise ad (sy) = ab(sy) = 4(0) = 0 oldugundan d(s,) € cek g’dir. m

Onerme 3.2.12: (6,0) : (8,4,d) — (x, 3,a) bir Lie caprazlanmis modiil homomorfizmi

olmak tizere (gor 6,gor o, d) < (x,3,a).
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Ispat: x € gor 6, z € gér o olsun. s € 8, y € ¢ olmak iizere x = 8(s), z = a(y) diyelim.

0
S > gor 6 = > X
d a a
v
v v
Y » g0ro < > 3
o

z-x=0(y)- 0(s) =0(y-s) oldugundan z - x € gor 6’dir. Ayrica x = 6(s) olmak iizere
x € gor 0 ise a(x) = a(0(s)) = a(d(s)) olup a(x) € gor o elde edilir. m
3.3. Lie Cebirlerinin Caprazlanms Béliim Modiilii

Bu alt boliimde Lie cebirlerinin boliim ¢aprazlanmis modiilleri tanitilmistir.

Onerme 3.3.1: (8,4, d) Lie cebirlerinin bir ¢aprazlanmis modiilii ve (4,4, 4) 2 (8,4, 4)

8 Y e . . . 2 . Y " 8 S
olsun. 4/, /j boliim Lie cebirleri olmak tizere Vy + 4 € /j veVs+4€</, igin - :
/y’/jxs/,i—ﬂs/,i etkisi (y+4)-(s+4) =y -s+iile d: 8//11_)%/7' smir homomor-
fizmi ise d(s+4) = ds + 7 ile verilmek iizere (5/4,/”/]', d) iicliisii Lie cebirlerinin bir

caprazlanmis modiiliidiir.

Ispat: Verilen etki iyi tanimlidir, gergekten s, s’ € 8ve v,y Egiciny+ 4=y’ + jve
s+i=s"+4disey—y €jves—s' e€ddir. (4,4,4)2(8,4,d) oldugundan dolay1
y—y' € 4,5 €dolmasindan (y —y')-s €dolurves —s' €4,y' € folmasindanda y' -

(s —s') € 4 olur. 4’nin bir alt cebir olmasindan

! !

-y)s+y -(s=-s)=y-s—y -s+y-s—-y' s
=y-s—y s €d
elde edilir ve boylece buradan y - s +4 =y’ - s’ + 4 oldugu goriiliir. Bu ise etkinin iyi ta-

nimli oldugu anlamina gelir.
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Simdi de 4 5/ i /y’/ j fonksiyonunun iyi tanimli oldugunu gosterelim. s, s’ € 8

olmak iizere s + 4 = s’ + 4 oldugunu kabul edelim. Bu durumda s — s’ € 4 olur ve buradan
d(s —s") € jelde edilir ve buradan ds — ds’ € 4 olur. Bu ise ds + § = ds’ + 4 olmasi
anlamina gelir. Boylece 4 iyi tanimli olur.

d’nin bir Lie cebir homomorfizmi oldugu ise &’nin bir Lie cebir homomorfizmi

olmasindan ve boliim Lie cebirindeki islemlerin tanimlarindan agiktir. m

Tanim 3.3.2: Yukaridaki 6nerme ile Lie cebirlerinin bir ¢aprazlanmis modiilii oldugu gos-

terilen (‘S/ ,i,/y’/ 2 d) tgliisiine boliim Lie ¢aprazlanmis modiilii denir ve bu ¢aprazlanmus

... 34.d) . .. .
modiil ) seklinde gosterilir.

3.4 Lie Cebirlerinin Caprazlanmis Modiilleri i¢in izomorfizm Teoremleri

Bu alt boliimde, daha 6nce Lie cebirleri i¢in verilmis olan izomorfizm teoremlerini

iist boyuta tasiyarak Lie cebirlerinin ¢aprazlanmis modiilleri i¢in ifade ve ispat edecegiz.

Teorem 3.4.1 (Lie Cebirlerinin Caprazlanms Modiilleri icin 1. izomorfizm Teoremi)
(8,4, 4) ve (x,3,a) Lie cebirlerinin ¢aprazlanmis modiilleri olsunlar ve Lie cebirlerinin

caprazlanmis modillerinin bir (6,0): (8,4 ,4) — (x,3,a) homomorfizmi verilsin. Bu

durumda Gekosekod) =

Ispat: Lie cebirleri i¢in 1. izomorfizm Teoremi geregince,
8 7 Y
/ cek 6 L, / ceko

o B

gor —> goro

diyagramiyla verilen ve V s + ¢cek 8 € 3 /. cek icin a(s + ¢ek 8) = 0(s) ve benzer sekilde

Vy+ceko € y’/ cek o icin B(y + ¢ek o) = a(y) seklinde tanimlanan fonksiyonlarin bi-

rer Lie cebir izomorfizmi olduklar1 bilinmektedir.
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Y ,d .. .. . .. o . ..
Bu nedenle — %4 ~ (gor 6, gor g, a) izomorfizminin varligini géstermek i¢in

(cek B,ceko,d) —
sadece (a, B): (5/§ek9 ,y/geka,d) — (gor 6,gor o, a) ikilisinin bir Lie cebir homo-
morfizmi olmanin ek sartlarin1 sagladigini, yani etkileri ve sinir doniistimlerini korudugunu

gostermek yeterli olacaktir.

Vs +cek 0 € 5/(;ek g icin

B (ci(s + ¢ek 9)) = B(ds + ¢ek g)

= o(ds)

= a(8(s))

= a(a(s + ¢ek 6))
oldugundan fd = aa olup verilen diyagram degismelidir. Ayrica Vy + cek o € y’/ cek o
ve Vs +cek 8 € s/gek g i¢in

By +ceko) - a(s+¢ek ) = a(y) - 0(s)
=60(y-s)
=a(y-s+¢ek8)
= a((y + ¢ek o) - (s + ¢ek 0))

olmasi da saglandigindan (a, ) ikilisi Lie cebirlerinin ¢aprazlanmis modiillerinin bir izo-

(89,d) ~ (gOr 0, gor o, a,) olur. m

morfizmi olur. Boylece m =

Teorem 3.4.2 (Lie Cebirlerinin Caprazlanmis Modiilleri icin 2. izomorfizm Teoremi)

(8,4, d) cebirlerin bir ¢aprazlanmis modiilii olsun. Eger (m,n,d) < (4,4, d) 2 (8,4, d)

5y4)
. ., mmnd)  (8yd)
ve (m,n,d) 2 (8,yd)ise (m,n,d) 2 (1,7 d) ve- g5 = i olur.
(mnd)

Ispat: 1lk olarak (m,n,d) <2 (4,4,4) oldugunu gosterelim. (m,n,d) < (4,4, d) ve
(m,n,d) 2 (8,¢,d) oldugu verilmistir. € € 8, § € ¢ oldugundan Vi € 4,Vj € 4, Vn €
nveVmemiginj-m,i-n € molup (m,n,d) 2 (i, § 4) olmasi saglanir.

Simdi izomorfizmin varligini gdsterelim. Cebirler i¢in 2. Izomorfizm Teoremi’nden

. 8 8 .
Vs+m+t/ € /m icin a: /m,i/m—>‘3/,i,a(s+m+"/m)=5+/i,

Ym
.y Y ,
vy+n+¥/, € /“/j/ icin B: /n/j/ —>y/j,,8(y+n+7/,n)=y+j

n n
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fonksiyonlarmin birer Lie cebir izomorfizmi olduklar1 bilinmektedir. Bu nedenle teoremi

. . |23/m y/n = 8/ Y Ll | .

ispatlamak i¢in (a, B): il i .d | — %/ / ;) ikilisinin Lie cebir ho
/m V4 /n V4

momorfizmi olmanin diger sartlarini sagladigini1 gostermek yeterli olacaktir.

[k olarak, verilen Lie cebir homomorfizmi ikilisinin sinir doniisiimlerini korundu-

3/m/.
Ym

,Bj(s +m +’i/m) =p (J(s +m) +j/n)

gunu gérmek icin s + m + ”:/ m € olmak iizere;

:B(as+n+j/n)
=ds+j
=d(s +1)

=da(s +m+%/p)

olduguna dikkat edelim. Buradan 8 d=da olup

5/m ‘ 67 ‘y/n/'
/L/m - j/n
a B
/8/4‘, (;Z > /y,/,t

diyagrami degismelidir, yani verilen ikili sinir homomorfizmlerini korur.

Lie ¢aprazlanmis modiil etkilerinin verilen doniisiim altinda korundugunu gostermek

olmak tizere;

; Y . 8
iginise, y +n+%/p € /n/ ves+m+*Y € /mi
2 /m

ﬁ(y+n+j/n)-a(s+m+’i/m)=(y+j)-(s+¢’)
=y-s+i
=a(y~s+m+’i’/m)

=a((y+n)~(s+m)+'i/m)

=a<(y+n+j/n)'(5+m+/i/m)>
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oldugunu gozlemlemek yeterlidir. Boylece (a, 8) bir Lie ¢aprazlanmis modiil izomorfizmi

(84.4)
mnd) - (894
Ld D) (i f,d)

(mmnd)

elde edilir. m

olup

Teorem 3.4.3 (Lie Cebirlerinin Caprazlanms Modiilleri icin 3. izomorfizm Teoremi)

(8,4,d) Lie cebirlerinin bir ¢aprazlanmis modiilii olsun. Eger (#,9,d4) < (8,¢4,4) ve

#ad) __ (b+igtid)
Bnigngd) —  (i.4d)

(i,7,4) 2 (8,4,4) ise bu durumda olur.
Ispat: Cebirler igin 3. Izomorfizm Teoremi’nden

vh+onieb/, igna:/, o FTY ab+bni)=b+i,

va+ranied o icin Y o~ paranp=q+i
ile taniml1 fonksiyonlarin birer izomorfizm olduklarini biliyoruz. Bu nedenle teoremi ispat-
lamak igin, (@, 8): (%/4 .32 % 5 0 j» &) = (#+i/,,%7" g ;> d) iklisinin Lie gap-
razlanmis cebir homomorfizmi olmanin, sinir doniisiimleri ve etkilerle ilgili kalan sartlarini
da sagladigini gostermek yeterli olacaktir.
b+6nic 0/0 niolmakl'izere;
pd(b+6n4i)=L(db+qnF
=db+j
=d(b + 1)
=da(b+ 607
oldugundan fd = da olup

d 9
&/lwwi _ > /qnj

b+ = > g+7
/ i d ? 7/ P
diyagrami degismelidir.
Ayrica, q +gNge q'/c;njveb-l_B Nnie B/B A 4 Olmak tizere;

Bla+agng)-alb+bni)=(q+7 (b+4)
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=q-b+i
=alg-b+H6n4)
=a((qg+gnzi) - -b+&ni)

oldugundan (a, B) ikilisi etkileri de korur. m
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4. LIE CEBIRLERININ 2 —~CAPRAZLANMIS MODULLERI

Bu boliimde, Lie cebirlerin ¢aprazlanmis modiillerinin yapisina bir boyut daha ekle-
nerek elde edilen Lie cebirlerinin 2 —¢aprazlanmis modiilleri iizerinde durulacaktir. Burada
oncelikle Lie cebirlerinin 2 —gaprazlanmig modiillerinin tanimi, 2 —alt ¢aprazlamis Lie ce-
bir, ideal, ¢ekirdek, goriintii ve ayrica boliim 2 —caprazlanmis modiilleri tanitilmistir. izo-
morfizm teoremlerine kadar olan igerik (Uges, O., 2016) kaynagindan yeniden yorumlanarak
derlenmistir. Son olarak, Lie cebirlerin 2 ¢aprazlanmis modiillerinin izomorfizm teoremle-

rinin ifadelerine ve ispatlarina yer verilmistir.

4.1. Lie Cebirlerin Caprazlanmis Modiil Kavram

Bu alt boliimde Lie cebirlerinin 2 ¢aprazlanmis modiiller ve morfizmlerinin tanimi

ifade edilerek temel 6zellikleri incelenmistir.

Tanim 4.1.1: 8, 4, m bir K — Lie cebirve d,;: 4 — m , d,: 8 — u birer Lie cebir homo-
morfizmi olmak tizere gor d, < ¢ek d; oluyorsa

dy

8 > Y dy

3

yapist K —Lie cebirlerinin 2 —zincir kompleksi olarak adlandirilir. ilaveten gér d, < ¢4 ve

gor d, 2 m ise bu yapiya bir normal 2 —kompleks denir.

Tanim 4.1.2: K —Lie cebirlerin bir normal 2 —kompleksi verildiginde

8 dy > Y d, > m

yapisina ek olarak bir

{,}:yxy >3

K —bilineer fonksiyonu verilmis olsun. Ayrica m’nin & ve 4’ye etkisi ve ¢’nin s’ye etkisi
bulunsun. Bu durumda Vs, sq,5, € 8,Y,V1,Y.Y3 € % Ve m € m igin asagidakiler saglani-
yorsa bu yapi Lie cebirlerinin 2 —¢aprazlanmis modiilii olarak adlandirilir.
1) dily-m) =[di(y),m]vedy(s-m) =dy(s) m
2)  do{yr,y2} =y1- di(y2) — [v1,v2]
3)  {dz(s1),d(s2)} = [s2,54]
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4) {dy(s),y}=s-dy(y)—s-y
5) {y,dy(8)}=-s-y

6) (v v ysl} = {yuy2l 3} — Uyn ysl v2} + vy} - di(vs) — v, s} -

d;(y2)

7 Alyuy2l vzt = 2yl + o sl ve} = vy} - di(vs) + v, vs}-

d; (y2)
8) {yuny} m={y: -my}+{y,y, -m}

Karigiklik riski olmadiginda bir

2 —c¢aprazlanmis modiilii bazen (8,4, m, d,, d,) veya kisaca (8, ¢, m) seklinde gosterilir.

Buradaki {, } kiime parantezine Peiffer Liftingi ad1 verilir.

Bir
s b d
2 —caprazlanmis modiilii verildiginde, bir
8 dy > Y
caprazlanmis modiilii ve
Y G am
ile
dd, m

On c¢aprazlanmig modiilleri elde edilir. Ayrica gor d, S ¢ek d; oldugundan son verilen 6n

caprazlanmis modiilii ve Vs € 8 i¢in d,d,(s) = 0,, elde edilir.

Tanmim 4.1.3: Lie cebirlerinin




ve

gibi iki tane 2- ¢aprazlanmis modiilii verilsin. Bir
CD: ('81 /yﬁ ml le dl) — ('sll ’y", m’l dlZ! di)
2 —cgaprazlanmig modiil homomorfizmi,

a:8— 8

olmak tizere Lie cebir homomorfizmlerinin

f:y —y
d, d,
8 >

y:m — m'
Y

a ‘ﬁ
,y.l

» M
|)/
4
! > 7 »m

’ dz dy

diyagramini degismeli yapan (fd, = dya, yd, = di) ve
a(s-m) = a(s) -y(m)
Bly-m) =B(y)-y(m)
a{y1,y2} = {B(y1), B(y2)} .
ozelliklerine sahip olan bir ®: (a, §, y) uclisidir. a, B ve y’nin her biri Lie cebirlerinin
birer izomorfizmi ise, bu durumda @ nin bir 2 — gaprazlanmis modiil izomorfizmi oldugu

sOylenir.

2 — gaprazlanmig modiillerin bir
P: (8,4,m,d,, d;) — (8,4, m',dy, dy)
homomorfizmi ayrica 4’nin 8 lizerindeki her iki etkisini de korur.
a(s-y) = a(={y,dz(s)}) = ={B(y), Bd2(s)} = —{B(y), dza(s)} = a(s) - B(y)

ve

a(s-di () = a(s) ydi ) = als) - 1)
Ayrica ® = (a, B,y) bir 2 — ¢aprazlanmig modiil homomorfizmi ise,

(a0, ): (8, 4,d,) — (&',9'.d3)

bir ¢gaprazlanmis modiil homomorfizmi olur.
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Tanmim 4.1.4: Lie cebirlerinin bir

8 dz > Y dl > M
2 — caprazlanmis modiilii verilsin. Ayrica
,81 dé > ’y), d& > ml

de bir 2 — ¢aprazlanmis modiil olsun. Eger 8' € 8,4’ Sy, m' S m, d; =d,|, , d; =
d, |, ve etkiler ile Peiffer liftingi ilk verilen 2 —¢aprazlanmis modiildekilerinin kisitlamalar1
olmak iizere (8',4',m', d;, d;) ne, (8,4, m,d,, d,) nin bir 2 —alt ¢aprazlanmis modiilii

oldugu soylenir. Bu durum (8',¢',m") < (8,4, m) seklinde gosterilir.

Tanmm 4.1.5: Bir

dy

8 > Y dy

2 —¢aprazlanmis modiiliiniin bir (8',4', m'") 2 —alt ¢aprazlanmis modiilii verildiginde,

1) y Syvem' 2m

2) yy mey ,s"-mes

) ymey ,s-m'es

4 .y {v.yres
olmasi eger her s€ 8, s'€ 8, yey, vy ey', mem ve m' € m' igin saglanyorsa,
(8',4',m')’niin (8,4, m)’nin bir ideali oldugu sdylenir ve bu durum (&', ,m’) =

(s, 4, m) seklinde gosterilir.

Kosul (4) geregi, ayricas € 8,s' € 8, yeyvey ey’ icin s'-ye s'ves-y' €
8" olduguna dikkat edelim. Gergekten de (8, 4', m') ,(8,4,m,d,, d1)’inbir idealiyse Vs €
8,s'es ,yeyvey €y igin,
s'-y=—{y,d,s'} €&

s-y' =—{y,d,(s)} €&
Ve ayrica
s'"-di(y)es' ,s-di(y)e s,

ek olarak, 8’ < 8 oldugundan

s'-s=5s"-d,(s) e s
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bu argiimanlarin bir sonucu olarak, (8',4',d,) , (8,4, d,)’ nin bir ideali ve (&', ¢', m’),

(8,4, m,d,, dy)’in bir idealidir.

Tamim 4.1.6: 2 — ¢aprazlanmis modiillerin
q) = (a’ B’ y) : ('8’ ly" m’ dZ' dl) - ('8,' ly‘” m,dé’ d:’l)'
bir homomorfizmi verilsin. ®’nin ¢ekirdegi cek ® = (cek a, cek B, cek y) ile tanimlanir

ve ®’nin goriintisi ise gor ® = (gor a, gor B, gor y) ile tammlanir.

cek @’nin (8, ¢, m) nin ideali oldugunu ve gor ®’nin (8',¢',m’) 2 —alt¢aprazlan-
mis modiilii oldugu gériilebilir. Ornegin ¢cek @ nin idealligin dordiincii kosulunu sagladigini
gormek icin, k € ¢ek B, y € ¢ olmak lizere
aly, k} = {B(), ()} = {B(1)0,} = {B(1), d5(05)} = —(0, - B(Y)) = 0,
alk,y} = (B(k), B} = {04, B} = {d2(04), B(»)} = 04 - d1(y) = 04 - y = 0
elde ederiz ki bu da {y, k}, {k, y} € cek a oldugunu verir.

Tanim 4.1.7: (8,4,m,d,,d,) Lie cebirlerinin 2 —¢aprazlanmis modiilii olsun ve
(8',¢4',m'), (8,4, m) nin bir ideali olsun. Bu takdirde, (8,4, m) / (8',¢4',m') bolim
2 —caprazlanmis modiilii (5 /8, y/y ,m/m’, d,, d_l) beslisiyle verilir. Burada d,,d, ve
Peiffer Liftingi
dy(s+8) =dy(s) + ¢
day+y)=d@)+m
Dty y.+4} =,y + 4
ile verilir ve m/m’ ’niin 8/8' ve /4’ lizerindeki etkisi ve /4’ 'niin 8/.8' lizerindeki
etkisi su sekilde verilir
(s+8) - (m+m)=(-m)+ 48
+y) m+m) =@y m)+y
(s+8)- +y)=(G-y+4s
Yukaridaki tanimda (8/8", ¢/4',m/m’,d,, d,) beslisinin tiim etkilerinin ve ho-
momorfizminin iyl tanimli oldugu 6n ¢aprazlanmis modiillerden goriilmektedir. Asagida

Peiffer Lifting’in de iyi tanimli oldugunu gosteriyoruz
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Teorem 4.1.8: (8,4, m,d,,d,) Lie cebirlerinin 2 —¢aprazlanmis modiilii ve (8', ¢, m’),
(8,4, m)’ nin 2 —¢aprazlanmis ideali olsun. Bu durumda béliim 2 —¢aprazlanmis modiilii-

niin Peiffer Lifting’i iyi tanimlidur.

Ispat: ideal tanimina gore Vy € g ve y’ € ¢’ icin {y’, v}, {y,y'} € 8’ oldugu bilinmektedir.
Simdi ¢/4"’nde y; + ¢’ = y, + ' oldugunu varsayalim. Bu durumda y, — y, € ¢’ ola-
cagindan,

D2y} — 1y} =02 -0} ={0, ¥} =0,€ &
olup {y,, ¥} — {y1, ¥} € &' elde edilir. Buradan {y; + ¢',y+4'} ={y, + 4’y + 4’} ve
v+vy,y1+4'}={y+v4, y, + 4} oldugu anlasilir.

Onerme 4.1.9: (s, 4, m,d,,d,) Lie cebirlerinin 2 —¢aprazlanmis modiilii ve (s, 4, m)
(8',4',m')’niin 2 —alt ¢aprazlanmis modiilii olsun. Vs € 8, y €4 ve m € m igin
q:(s) =s +38.,9,(y) =y + 4'.q3(m) = m + m’ olacak sekilde verilen Q = (q4, 92, q3)
uglisti (8,4, m,d,, d;)’den (5/5’,y//y/ ,m/m',d,, d_l)’ye bir 2 —¢aprazlanmis modiil

homomorfizmidir ve @ ’nun gekirdegi (8',4', m') ne esittir.

Ispat: q,, g, ve g5’iin kanonik doniisiimler ad1 verilen cebir homomorfizmleri olduklar
bilinmektedir. Diger kosullar asagidaki denklemlerden goriilebilmektedir, Vs € 8,y € % ,
m € m icin

dyq1(s) = dy(s +8) = dy(s) + ¢ = qzdy(s)

diq;(y) =di(y +¢) = di(y) + m' = q3d, ()
001, (02} = i+ 4.y, + 43 = . y2d + 8" = @y y2)
q3(s) - q1(m) = (s +8) - (m+m') = (s-m) + & =q(s-m)
GO @M =F+y) (m+m)=>G m+y =ql m

Bilinen cebirsel 6zdesliklerin bir sonucu olarak

cek @ = (¢ek qy, ¢ek gy, ¢ek q3) = (&', ¢, m)
oldugu elde edilir.

Bu 6nermenin asagidaki sonucu, burada verilen ideal taniminin kategorik anlamda

da dogru bir tanim oldugunu gostermektedir.

Sonug 4.1.10: (8,4, m,d,, d,) 2 —¢aprazlanmig modiil ve (8',¢',m") < (8,4, m) olsun.
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(&', 4', m')’nlin bir ideal olmasi i¢in gerek ve yeter kosul, bir (8*, 4", m*, d5,d}) 2 —¢ap-
razlanmig modiili ve bir ®: (8,4,m,d,, d;) — (8%, 4", m*,d;,d]) 2 —¢aprazlanmig mo-

diil homomorfizmi igin ¢cek ® = (8', ¢, m') olmasidir.

Teorem 4.1.11: ® = (a,B,v) : (8,,m,d,, d;) — (8*, 4", m*,d;, d;) bir 2 —gapraz-

lanmig modiil homomorfizmi ise

ym)

Ispat: 2 — gaprazlanmis modiiller arasinda bir ® = (@, 8,7) : o

— gor @ doniisii-

.. 5. % .. _. m
—gora oG marhvey Ly

rinci izomorfizm teoreminin ispatinda kullanilan alisilmis cebir izomorfizmleri olacak se-

— gor y Lie cebirleri igin bi-

mind, @ :
’ cek a

kilde tammlayalim. Bu durumda, a(s + ¢ek @) = a(s), S(y + ¢ek B) = B(y) ve y(m +
ceky) = y(m) olur.

8 d2 Y dl R m
cek a cek B ceky
a B v
: v di .
gor a G sgorp — gory

Yukaridaki diyagramin degismeli oldugu, ¢aprazlanmis modiiller ile ilgili benzer izomor-

fizm teoreminden gelir. O halde,

{B(y1 + cek B), B(y2 + gek B)} = {B(y1), B(y2)}
= a({yyy2})
= a({y1,¥2} + ¢eka)
=a({y, + ¢cek B, y, + cek B}).

olmasindan ®’nin 2 —¢aprazlanmis modiil izomorfizmi oldugu elde edilir.
Tamim 4.1.12: (8,4, m,d,,d,)’in (81,41, M) Ve (8, 4,, Mm,) gibi 2 adet 2 —alt ¢apraz-

lanmig modiilii verilsin. (81,41, 7,) Ve (82, %,, M,) nin kesisimleri, (81,4, 7,) N

(82, %2, M) = (81 N 8,141 N Yy, My N M,) seklinde tanimlanir.
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Onerme 4.1.13: Bir 2 —caprazlanmis modiiliin herhangi iki 2 —alt caprazlanmis modiiliiniin
kesisimi de yine bir 2 —alt ¢aprazlanmis modiildiir. Ayrica, her iki 2 —alt gaprazlanmis mo-

diil de bir ideal ise kesisimleri de bir idealidir.

Ispat: 2 —alt caprazlanmis modiil ve ideal tanimlarindan hemen gbriilir.

Tamim 4.1.14: (s,4,m,d,,d;) bir 2 —¢aprazlanmigs modiil olsun ve (8,4, m) nin
(s, y',m") ve (8", 4", m'") gibi iki 2 —alt ¢aprazlanmis modiilii verilsin. Bu durumda
(8, y',m") ve (8",4",m'") niin cebirsel toplam1 (&', 4',m") + (8", 4", m'") := (8 +

8",y +4'",m' +m') seklinde tanimlanir.

Onerme 4.1.15: Bir (8,4, m,d,, d,) 2 —caprazlanmis modiilii, onun bir (&', ', m') ideali
ve bir (8", 4", m'") 2 —alt ¢aprazlanmis modiilii verilsin. Bu durumda,

(i) (8, ¢, m)+ (8", 4", m"), (814, m)nin 2 —alt caprazlamis modiiliidiir.

(ii) Eger ek olarak (8", 4", m'") ideal ise, bu durumda (8',¢',m') + (8", 4", m")

de (8,4, m)’nin bir idealidir.

Ispat: (i) dy(8'+38")cy +4" ve di(y +4") Sm +m" oldugu aciktir. s’ €
8. yey mem, s'"es” y' ey’ vem'" e m'igin
m+m'")-(8+8)=8 - m+8 - m'+3s8" -m+s8" -m'es +3"
ve
m+m")-(y'+y" )=y m'+y -m'"+y"-m'+y" -m"ey +y".
Ayncayy,y; €4, y1,y, € 4" igin
W1 +y1,y2 + v} =yl + vy 3+ i ya} + by} €y +¢7
oldugu elde edilir.
i)y +y" 2yvem' + m'" S molmasi, ¢, 4" 2 yvem',m" 2 molma-
sindan elde edilir.
2) '+y") m=0""m+@"-mey ' +y ve (s'+s") m=(s"m)+
(s"-m)e s" + 8.
Ny-mM+m) =@ M)+ -mHey”"+¢y ves-(m +m'")=(s-m'") +
(s-m'")e s+ s
4 O+y" =0+ yiey +y” ve {y +yi={y}+
{vyley +4".
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Teorem 4.1.16: (8,4,m,d,,d,) bir 2 —¢aprazlanmis modiil, (8',¢',m'), (8,4, m)’ nin
bir ideali ve (8", 4", m'"), (8,4, m)’ nin bir 2 —alt ¢aprazlanmis modiilii olsun. O halde
(zll’y”,m”) (zl'yl’ml) + (zll'y‘ll’mll)
&,y ,m)n(s",y",m") (8,4, m)

IR

olsun.

Ispat: a(s") =s"+ 8 ,B(y'") =y" + ¢ vey(m") =m"” + m' ile bir
(5/' y”ml) + (,8”,%”,4"1,”)
(8,4, m")

P =(apy): (&9 m") —

doniisiimii tanimlayalim.

8 +sr1

Hers' +s” + 8 €

” icin, burada s’ € 8, s’ € 8" ikens’ € 8' oldugundan s’ +

s"+8 =s"+s"+8 =s5"+ 8" esitligi vardir. Bu nedenle a(8'") =s"+ 38" =s"+

! rn

" +
s"" + &' olur. Bu durum, gor a = ~—

oldugunu, yani a’nin 6rten oldugunu gosterir. Ben-

8,
zer sekilde, gor B = 2 ;,y ve gory = m;:,n olur ve boylece
) (zl,yllml) + (511, yu' mu)
gor @ =

(8, y',m)
oldugu elde edilir.

Ote yandan, s” € 8" icin a(s") = 0,,,, © s" +8 =8 < s" € 8 olur ki bu-

8!

nun anlami ¢eka = 8" N 8" olmasidir. Benzer sekilde, cek 8 =4’ Ny' ve ceky =

m' nm' olur, yani cek ® = (8, 4',m") n (8", 4", m") olur.
Teorem 4.1.11°¢ gére % ~ gbr ® oldugundan
(,S”’y”’m”) - (,sl,y,,ml) + (8ll,yll,mll)
8,y ,m)n (s, 4", m") " (8,4, m')
olur.

Onerme 4.1.17: (8,4,m,d,,d,) bir 2 —caprazlanmis modiil, (8',4',m') 2 (8,4, m),

8",y ,m'") < (s,ym) ve (8,4 ,m)<(8" ¢, m'") olsun. Bu sartlar altinda,

»8”, ”,m” S,49,MmMm . .
( (5’2’ m,)) | (5(, :, m),) olmasi igin gerek ve yeter sart (8", 4", m'") 2 (8,4, m) olmasidur.

8"y m'"), ..  (sym) ,
(8'y'm') ' (8 y'm')

Ispat: Burada niin bir 2 —alt ¢aprazlanmis modiilii oldugu agiktir.
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. . . " 4y oy o m'" _ m e s
(1) Cebirlerigin " 2y o = 5 Em 2 m & — 2 — oldugu bilinir.
@y mey " m+y Lo +y) mtm)el

s”-mEs”(:>(s”-m)+5’€%’(:)(s”+5’)-(m+m’)E‘w

8
/y,ll

@y mey o @ mI+y eley+y) (' +m)el

sem'"es’ & (s-m”)+5’€%<:) (s+8)-(m'"+m") e‘:f','.
@ yes' o yses oy yyle=

811

byles opylse o yy,yyre

Teorem 4.1.18: (8,4, m,d,, d,) Lie cebirlerinin bir 2 —¢aprazlanmis modiilii olmak iizere,
8,y ,m)ile (8", 4", m'"), (8,y,m)ninsg c 8’ y' <y’ vem' € m' olacak sekilde

iki ideali olsun. Bu durumda asagidaki denklik vardir.

(s, 9,m)
GLy,m) __(s4m
(.8”, II’mII Iy (511’ II’mII
Y Y
G, m)

Ispat: @, B ve y’y1 asagidaki sekilde tanimlayalim.

S/S, S ( + I( II/ I)) + "
= —)_ —
a 5775 S”,a s+s'(s"/s s+s
y/y' y
B== "Bty 0" /y))=y+y"
y'/y oy ( )
m/m’

m
¥ = —’W,Y(m+m’(m”/m’)) =m+m"

mll /ml
Bunlarin birer cebir izomorfizmi olduklari bilinmektedir.

Asagidaki diyagrami g6z Oniine alalim.

8/8 d, /Y d = m/m
,8”/,8, yll//y’l mll/ml
\ a ﬁ |
2 > 2 >»
Fi d—2 Y d_1 m
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Vs € 8,Y,V1,Y, € #Vem € m icgin

By (s +8(8"/8)) = (da(s + 8) 4" /y") = B(d(5) + 4 (%" /9) = dy(s) + 4"
=d,(s+8") =dya(s +8'(s"/8"))

ydi(y + 9@ =y(d,(y + ) m" /m') = y(di(y) + m/(%"/m))

=d, ) +m" =di(y+4")=dip(y+4' (%" /y))
ve

a(s +8©"75)) - (m + m/(m"/m)) = o (((s +8)-(m+m)) 5”/5’)
=a((s-m) +8'(8"/38"))
=(s-m)+ 38"
=(G+38) - (m+m')
=a (s +8'(8"/8) y(m+ m’(m”/m’)))
By + 4@ /¥))- (m+ m /")) = g (((y + ¢) - (m+m)) y"/9')
=B(y-m) +4'(¢"/4))

=@ -m)+y”

=@ +4") (m+m")

=By +4' (4" /4)) y(m+m'(m'"/m"))

Ek olarak
afy, + 4’8, y, + )} = a({y + 4y, + 4} (8" /8)

= a({y,y2} + 8 07/4))
={y1y2} + 8"
={n+y".y:+4"}
={Bny' (%" /9)).B(v.4' (4" /9))}

elde edilir.m
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5. SONUC VE ONERILER

Bu tez ¢alismasinda Lie cebirlerinin gaprazlanmis modiillerinin teorisinde énemli
bir yere sahip olmasi beklenen ii¢ temel izomorfizm teoremi ifade edilmis ve bu sonuglar
acik bir sekilde ispatlanmistir. Lie cebirlerinin gaprazlanmis modiillerindeki bu izomorfizm
teoremlerinden yararlanilarak Lie cebirlerinin 2 —¢aprazlanmis modiilleri i¢in bu {i¢ temel
izomorfizm teoreminin varlig1 tespit edilmis ve ispatlanmistir. Ayrica daha 6nce tanimlan-
mamis olan kavramlardan, Lie cebirlerinin 2 —¢aprazlanmis modiillerinin idealleri ve bu
ideallere boliimleri de izomorfizm teoremlerini ifade edebilmek i¢in gerekli olduklarindan
burada tanimlanmislardir.

Bu ¢aligmanin matematikte ve Lie cebirlerinin yaygin kullanimi dikkate alindiginda
fizikte ve miihendislikte kullanim alanlar1 bulmasi 6ngoriilebilir. Ayrica bu ¢alismanin 6zel-
likle Lie cebirlerinde ve cebirsel topolojinin Lie teorisiyle ilgili kisimlarinda kaynak olmasi
ve bu konuda calisma yapmak isteyenler i¢in bir temel olusturmasi amaglanmistir. Bu ¢a-
lisma boyutsal olarak ileri taginarak Lie cebirlerinin n —¢aprazlanmis modiilleri veya bun-
lara kismen denk olan diger yapilar iizerinde de benzer teoremlerin elde edilmesi, ya da bo-
liim nesnelerinden yararlanilarak c¢esitli cebirsel seriler olusturulmasi ve kategorik yapilar

kurulmasi daha sonraki ¢alismalarda ele alinabilecek bazi konular1 kapsamaktadir.
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