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OZEL SINGULER EGRILERIN GEOMETRISi UZERINE
OZET

Bu tez alt1 bolimden olusmaktadir. Birinci boliim giris boliimii olup, literatiir
incelemeleri verilmistir.

Ikinci boliimde Oklidyen uzayda egri teori, yiizey teori ve temel singiilerite teori igin
temel tanim ve teoremlere yer verilmistir.

Uciincii boliimde 6zel bir singiiler egri olan framed egriler tanitilmistir ve ayrmtili
olarak temel tanim ve teoremler verilmistir. Framed egrilerin varlik ve teklik kosullari,
ii¢c boyutlu Oklidyen uzayda framed egriler, framed egrilerin Bishop-tipi ¢atisi, framed
egrilerin Frenet-tipi ¢atis1 ve framed egrilerin Sabban-tipi ¢atist verilmistir. Ayrica
singtliler bir yiizey olabilen framed yiizey teorisi tanitilmistir. Framed yiizeylerin temel
degismezleri, framed ylizeylerin egrilikleri verilmistir. Bu yapilar yardimiyla framed
ylizeylerin cuspidal edge, swallowtail ve cuspidal cross cap yapilarina lokal
difeomorfik olma sartlar1 incelenmistir.

Dordiincii boliimden itibaren tezin orjinal kismi baslamaktadir. Dordiincii bolimde
ozel framed diizlem egrileri tamtilmustir. ilk olarak framed normal egriler ve
karakterizasyonlar1 verilmistir. Bir framed normal egrinin framed kiiresel egri olmasi
icin gerek ve yeter kosullar ifade edilmistir. Daha sonra framed kiiresel egrilerin
genislemesi yardimiyla framed rektifiyan egriler incelenmistir. Her framed kiiresel
egri ile olusturulan genislemenin bir framed rektifiyan egri olmayabilecegi
gosterilmistir. Framed kiiresel egri ile olusturulan genisleme sonucu elde edilen
framed rektifiyan egrinin framed vektorleri ve framed egrilikleri verilmistir.

Besinci bolimde framed egriler i¢in bir diferansiyel denklem tanitilmistir. Bu
diferansiyel denklemin yapisi hakkinda bazi 6nermeler ve sonuglar verilmistir. Ayrica,
elde edilen diferansiyel denklemin dordiincii boliimde tanitilan framed normal egri,
framed rektifiyan egriler ile arasindaki iliskiler incelenmistir. Diger yandan, bu
diferansiyel denklem sayesinde regiiler helis egrilerinin bir genellemesi olan framed
helisler i¢in yeni bir karakterizasyon verilmistir.

Altinct boliimde, 6zel bir integral egrisi olan framed egrilerin adjoint egrileri
tamimlanmustir. {lk olarak framed egrilerin genel catisina goére adjoint egriler
verilmistir. Daha sonra framed egrilerin Frenet-tipi c¢atisina gore adjoint egriler
verilmistir. Framed temel egri ve adjoint egrisi arasindaki iliskiler agiklanmistir. Bir
framed adjoint egrisSinin framed Bertrand ve framed Mannheim egrisi olmasi igin gerek
ve yeter kosullar ifade edilmistir. Ayrica, dayanak egrisi bir framed egri, dogrultaman
vektori ise regiiler bir adjoint egri olan regle ylizeyler tanitilmistir. Son olarak, framed
adjoint egrilerinin &zel yiizeyleri olan normal yiizeyler, binormal yiizeyler ve
genellestirilmis normal ylizeyler verilmistir. Framed adjoint egrilerinin normal,
binormal ve genellestirilmis normal yiizeylerinin silindirik olma, agilabilir olma
kosullar1 incelenmistir ve striksiyon egrileri verilmistir. Ayrica bu yiizeylerin tim
geometrik yapilarinin yani sira singiilerite tipleri incelenmistir. Ik olarak framed
egrilerin adjoint egrilerinin normal, binormal ve genellestirilmis normal yiizeylerinin
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singiiler nokta kiimeleri olusturulmustur ve framed yiizey teorisi yardimiyla singiiler
noktalarinin dejenere olmayan bir singiiler nokta olmasi i¢in kosullar verilmistir. Daha
sonra framed egrilerin adjoint egrilerinin normal, binormal ve genellestirilmis normal
yiizeylerinin cross-cap, cuspidal edge, swallowtail ve cuspidal cross cap yapilarina
lokal difeomorfik olma kosullar1 elde edilmistir.
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ON THE GEOMETRY OF SPECIAL SINGULAR CURVES
SUMMARY

This thesis consists of six chapters. The first chapter is the introduction and literature
reviews are given.

In the second chapter, basic definitions and theorems for curve theory, surface theory
and basic singularity theory in Euclidean space are given. For the theory of curves in
Euclidean geometry, basic definitions such as regular curve, unit speed curve, Frenet-
Serret formulas, integral curves, helices, Bertrand curves, Mannheim curves, Bishop
frame, spherical curves, Sabban frame are given. For the theory of surfaces in
Euclidean geometry, basic definitions such as patch, regular surface, surface normal,
singular points of the surface, shape operator, Gaussian curvature, mean curvature,
ruled surfaces, distribution parameter, developable ruled surfaces, cylindrical surfaces,
cone surfaces, striction points, striction curve, normal surfaces, binormal surfaces,
generalized normal surfaces are given. For the basic singularity theory in Euclidean
geometry, definitions of ordinary cusp singularity in the plane, types of singular points

in the plane, ordinary inflection singularity, A —singularity, cuspidal-edge,
swallowtail and cuspidal cross cap are given.

In the third chapter, framed curves, which are a special singular curve, are introduced
and basic definitions and theorems are given in detail. First, the definition of a framed
curve in an Nl-dimensional Euclidean space is given. Existence and uniqueness
theorems of framed curves are expressed by using the existence and unigqueness
conditions of differential equations. Then, framed curves in three-dimensional
Euclidean space, Bishop-type frame of framed curves, Frenet-type frame of framed
curves and Sabban-type frame of framed curves are given. Also, the theory of framed
surface, which can be a singular surface, is introduced. Fundamental invariants of
framed surfaces and curvatures of framed surfaces are given. With the help of these
structures, the local diffeomorphic conditions of the cuspidal edge, swallowtail and
cuspidal cross cap structures of the framed surfaces were investigated.

From the fourth chapter, the original part of the thesis begins. In the fourth chapter,
special framed plane curves are introduced. First, framed normal curves and their
characterizations are given. Framed normal curves are considered as curves lying in
the plane formed by the generalized normal and generalized binormal vectors of the
position vectors of the framed curves. Some equations describing the relationships
between framed curvatures of framed normal curves have been obtained. The behavior
of these equations at regular and singular points has been investigated. The fact that a
regular normal curve is a regular spherical curve, and a regular spherical curve is a
regular normal curve has led to the investigation of the relationship between framed
normal curves and framed spherical curves. Necessary and sufficient conditions are
expressed for a framed normal curve to be a framed spherical curve. An important
finding is that given a framed curve with at least one non-singular point, the necessary
and sufficient condition for the curve to be a framed normal curve is a framed spherical
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curve. Then, the framed rectifying curves were examined with the help of the dilation
of the framed spherical curves. First, some theorems are stated for a framed curve to
be a framed rectifying curve. The conditions that the framed curvature of the framed
rectifying curves must meet are reminded. As a method, a moving frame was first
created for framed spherical curves. Then, by using the frame elements obtained for
framed spherical curves, the relationship with framed rectifying curves was examined.
It has been shown that the dilation created by each framed spherical curve may not be
a framed rectifying curve. Framed vectors and framed curves of the framed rectifying
curve obtained because of the dilation created by the framed spherical curve are given.

In the fifth chapter, a differential equation for framed curves is introduced. First, the
squared distance functions of the framed curves are introduced and a new function

h=<7/,v> is given by using the distance squared function. A general differential

equation is given for framed curves by using the squared distance function and the
function h obtained from the distance squared function. Some propositions and
conclusions about the structure of this differential equation are given. The general
differential equation given for framed curves is a fourth-order differential equation
with respect to the differential equation distance function if the curve is a regular
framed curve, if the curve is a singular framed curve, it is a third-order differential
equation with respect to the differential equation the function h. In addition, the
relationship between the obtained differential equation and the framed normal curve,
which was introduced in the fourth chapter, and the framed rectifying curves were
examined. On the other hand, thanks to this differential equation, a new
characterization is given for framed helices, which is a generalization of regular helix
curves. The characterization given for framed helices in the literature is only a
characterization based on their generalized curvature. In this thesis, the
characterization created by using a general differential equation for framed curves is a
characterization that includes the function that determines the singular points of the
framed curve. At the end of the chapter, some examples supporting general differential
equation theories for framed curves, theorems examining the relationship of framed
normal and framed rectifying curves with this differential equation, and newly created
characterizations for framed helixes are given.

In the sixth chapter, adjoint curves of framed curves, which are a special integral curve,
are defined. First, adjoint curves are given according to the general frame of framed
curves. The relationships between the adjoint curves created according to the general
frame and the framed vectors and framed curvatures of the framed curves are
examined. Necessary and sufficient conditions are expressed for a framed adjoint
curve to be a framed Bertrand and framed Mannheim curve. Then, adjoint curves are
given according to the Frenet-type frame of the framed curves. The relationships
between the framed base curve and the adjoint curve are explained. The relationships
between the adjoint curves created according to the Frenet-type frame and the framed
vectors and framed curvatures of the Frenet-type framed curves are investigated. It has
been concluded that the adjoint curves formed according to the Frenet-type frame
cannot be a planar curve, and if the Frenet-type framed curve is a framed helix, the
adjoint curve is also a framed helix. In addition, ruled surfaces, whose base curve is a
framed curve and whose direction vector is a regular adjoint curve, are introduced.
With this ruled surface, some geometric characterizations such as being developable
and cylindrical are included. Moreover, normal surfaces, binormal surfaces and
generalized normal surfaces, which are the special surfaces of framed adjoint curves,
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are given. Firstly, the normal surface M, is introduced which the base curve is an
adjoint curve and direction is the generalized normal vector of the adjoint curve. The
conditions for the surface M to be developable have been obtained. It has been stated

and proven that the surface M, is not a cylindrical surface. Conditions are expressed

so that the striction curve of the surface M, is the adjoint curve, which is the base

curve. In addition, all geometric structures of these surfaces as well as singularity types
were examined. First, the singular point set of the surface is expressed as two separate
sets, but using the general structure of framed curves, it is shown that it has only one

singular set of points. Then, the cross-cap conditions of the surface M, are given for

the created singular point set. Later, the surface is considered as a framed surface since
it has singular points. Using the framed surface theory, a moving frame of the surface

M, is constructed. In addition, the curvatures of the surface are expressed. After

showing that the singular points of the surface M, are non-degenerate singular points,
the cuspidal-edge, swallowtail and cuspidal cross cap structures of the surface were
given local diffeomorphic conditions. Secondly, the binormal surface M, is
introduced which the base curve is an adjoint curve and direction is the generalized
binormal vector of the adjoint curve. Similar to the surface M, the geometric

structure of the surface M, was examined and singularity types were determined.

Also, the singular points of the surface M, were shown to be non-degenerate singular

points, but the surface proved not locally diffeomorphic to a cuspidal-edge,
swallowtail, and cuspidal cross cap structures. Finally, the base curve, an adjoint curve,
and the directrix of the generalized normal and generalized binormal vectors, the

generalized normal surface M is introduced. It is clearly stated that the generalized
normal surface M, is a generalization of both the normal surface M; and the
binormal surface M, . The singular point sets of the surface M were formed as two

separate sets. It is shown that, unlike the M; and M, surfaces, the surface M, has
two sets of singular points. Moreover, necessary and sufficient conditions are
expressed for the surface M, to be cross cap with respect to two separate singular
point sets. After showing that the singular points are non-degenerate singular points
for two separate singular point sets of the surface M, the conditions for local

diffeomorphic to the cuspidal edge, swallowtail and cuspidal cross cap structures are
explained. At the end of the chapter, a Frenet-type framed curve is given and a regular
adjoint curve and a singular adjoint curve are formed. Then, normal surface, binormal
surface and generalized normal surface, whose base curve is a regular adjoint curve,
are introduced. In addition, normal surface, binormal surface and generalized normal
surface, whose base curve is a singular adjoint curve, are given. Therefore, some
figures are given for the six ruled surfaces created. Therefore, this example has been
an example that supports the theory.
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1. GIRIS

Diferansiyel geometride egriler, egri aileleri, 6zel egriler, yiizeyler ¢esitli uzaylarda
uzun yillardir birgok matematikg¢i tarafindan ¢alisilmistir. Egriler teorisinde bir egrinin
sabit nicelikleri olan egrilikleri ve burulmalarini tanimlayabilmek olduk¢a dnemlidir.
Bu tanimlamalarla egrinin ilgili uzaydaki geometrik yapisi gibi bircok 6zellikleri
arastirilmistir. Tanimlanabilen egrilikler ve burulmalar sayesinde bir egrinin Frenet-

Serret formiilleri verilmistir [1, 2].

Burada en hassas olan noktalardan biri bu tanimlamalar1 yapabilmek i¢in egrinin
regliler bir egri olma gercegidir. Genellikle literatiirde caligmalar bu durumu
icermemigtir. Ciinkli egrinin teget vektorlii bir singiiler noktada siirekli degildir.
Dolayisiyla regiiler egriler i¢in verilen teget vektor alani, normal vektdr alani,
binormal vektor alani, egrilik ve burulma gibi Frenet elemanlar1 ve bunlara bagh
Frenet formiilleri singiiler egriler i¢in verilememistir. Dolayisiyla egrilik ve burulma
verilemediginden diferansiyel geometride olduk¢a onemli bir teorem olan egriligin

temel teoremi ifade edilememistir.

Son zamanlarda bir¢ok matematik¢i bu durumu belirli kosullar altinda ele alarak
singliler egriler i¢in 6nemli ¢alismalar yaymlamiglardir. Dolayisiyla artik singiilerite
teoride onemli Olciide gelismeler mevcuttur. Singiilerite teoride singiiler noktalarin
bir¢ok cesitleri bulunmaktadir. Bir diizlem egrisi i¢in singiiler noktalar Rovenski

tarafindan siniflandirilmistir [3]. Egri ve yiizey teorisi igin kullanilabilecek diger bir

singiilerite tiirii A, —singiilerligidir [4-6].

Son yillarda singiiler noktalara sahip bir egriyi incelemek ve belirli kosullar ile
hareketli bir ¢at1 tanimlayabilmek i¢in ilk olarak diizlemde Legendre egrileri [5-7].
Oklidyen diizlemde singiiler bir egri olabilen Legendre egriler igin bircok geometrik
yap1 insa edilmistir [7-10]. Daha sonra bu durum genellestirilerek uzayda framed
egriler tanitilmistir [11]. Bir framed egri singiiler noktalara sahip hareketli bir gatiyla
birlikte diferansiyellenebilir bir uzay egrisidir. Honda ve Takahashi framed egrilerin
hem diizlemde Legendre egrilerinin bir genellemesi hem de lineer bagimsiz kosullarla

regiiler egrilerin bir genellemesi oldugunu ifade etmislerdir [11]. Ayrica her singiiler



noktaya sahip bir egrinin de framed egri olmayabilecegi [12] ¢aligmasinda

aciklanmistir.

Fukunaga ve Takahashi tarafindan egriler teorisi i¢in olduk¢a 6nemli olan egriliklerin
varlik ve teklik teoremleri verilmistir [12]. Ayrica, framed egriler i¢in uyarlanmis
catilar verilmistir [11, 13, 14]. Diger yandan 6zel bir egri olan ve Frenet vektorleri ile
olusturulan rektifiyan egriler Chen tarafindan tanimlanmistir [15]. Regiiler rektifiyan
egrilerin bir genellemesi olan hem regiiler hem de singiiler olabilen framed rektifiyan
egriler ise Wang ve Pei tarafindan tamimlamistir [14]. Framed rektifiyan egrilerin

framed helisler ve bir Darboux vektorii ile iligkileri agiklanmustir [14].

Framed egriler icin en yeni calismalardan biri de framed egrilerin Bertrand ve
Mannheim egrileri ¢alismasidir. Bu ¢aligmada framed egriler kullanilarak singiiler
egrilerin Bertrand ve Mannheim egrileri arastirilmistir. Bunun yani sira Honda ve
Takahashi regiiler egriler icin Bertrand ve Mannheim egrilerini olustururken bazi
kosullarin eksik oldugunu vurgulamislar ve bu kosulu da calismalarina dahil
etmislerdir. Bu kosul non-dejenere olma kosuludur. Egriler i¢in bu kosul her s € |

icin y'(s) Ay"(s) #0 olma kosuludur. Calismanin en giizel sonuglarindan biri ise

regiiler egrilerin Bertrand ve Mannheim egrileri ayni1 degil iken framed egrilerin

Bertrand ve Mannheim egrilerinin denk oldugu sonucudur [16].

2019 yilinda Fukunaga ve Takahashi, bir singiiler ylizey olan framed yiizeyleri
tanitmislardir [17]. Framed ylizeyler igin hareketli bir ¢ati1 tanimlamislar ve framed
yilizeylerin temel degismez fonksiyonlarmi tanimlamiglardir. Yiizeyin singiiler
noktalarin1 bu temel degismez fonksiyonlar yardimiyla tanimlamiglardir. Literatiirde
singliler yiizeyler i¢in en yaygin Orneklerden olan cuspidal-edge ve swallowtail

yiizeylerinin framed yiizey olduklarini gostermislerdir [17]-[20].

Diferansiyel geometride 6zel egri denilen yapilar literatiirde genis bir yere sahiptir.
Ozel egriler belirli kosullar1 saglayan ve uzayda ilging sonuglar1 olan egri tiirleridir.
Regiiler egriler i¢in 6zel diizlem egrileri olan rektifiyan egriler ve normal egriler igin
kapsamli ¢aligmalar bulunur. [15,21,22] de normal ve rektifiyan egrilerin
karakterizasyonlar1 verilmistir. Daha sonra rektifiyan egrilerin kiiresel egiler ile
iliskisine dayanarak her kiiresel egri ile olusturulan genislemenin rektifiyan egri
olamayabilecegi verilmistir [23]. Ancak bu caligmalar da egriler teorisinin diger

alanlarinda oldugu gibi regiiler olmayan egriler i¢in ¢ok kisithidir. Bu duruma egri



tizerine kurulamayan Frenet ¢atisinin ve singiiler noktalarin yarattig1 tanimsizliklarin
sebep oldugu goriilebilir. Ancak yukarida bahsedilen singiilerite teoriler ve bu teorinin
bir alt dali olan framed ve Legendre egri teorisi sayesinde 6zel egri tiirlerine de

kapsamli bir yaklasimda bulunabiliriz.

Ozel singiiler egriler olan framed normal egriler ve framed rektifiyan egriler igin bir
siniflandirma Dogan Yazici, Ozkald1 Karakus ve Tosun tarafindan tanitilmistir [24,

25].

Diferansiyel geometride egrilerin uzaklik fonksiyonlar1 normlar ile tanimlanir. Ancak
regililer olmayan bir egri igin 6zellikle diferansiyellenebilir fonksiyonlar i¢in uzaklik
basamaktan bir diferansiyel denklem elde edilmis ve regiiler egriler ile iliskisi
verilmistir [26]. Dogan Yazici, Ozkaldi Karakus ve Tosun tarafindan iki durumu da
igine alan framed egriler i¢in bir diferansiyel denklem tanimlanmistir. Bu diferansiyel
denklemin baz1 6zel egriler ile iliskisi incelenmistir. Tanimlanan diferansiyel denklem

kullanilarak framed helislerle ilgili yeni bir karakterizasyon tanimlanmistir [27].

Egriler i¢in integral egrileri ise literatiirde 6nemli bir yere sahiptir. Bu egriler Frenet
vektorleri ile de olusturulabilir ve yonlii egriler olarak bilinir [28]. Integral egrilerin
orneklerinden biri de regiiler egrinin binormal vektori ile olusturulan adjoint egrisidir
[29]. Literatiir incelendiginde adjoint egrileri sadece regiiler egriler ig¢in
tanimlanmistir. Bu tez caligmasinda ise framed egri teorisi ile framed egrilerin adjoint
egrileri tamitilmistir. Elde edilen adjoint egrilerin hem regiiler hem de singiiler
olabilecegi aciklanmigtir. Framed egrilerin adjoint egrilerinin geometrik yapilarinin

yani sira framed ylizey teorisi yardimiyla ylizey teorileri incelenmistir.






2. TEMEL KAVRAMLAR

Bu boliimde diger boliimlerde yararlanmak tizere egriler teorisi, yiizeyler teorisi, temel

singiilerite teori hakkinda bazi temel tanim ve teoremler verilmektedir.

2.1. Oklidyen Uzayda Egriler Teorisi

Tamm 2.1.1. A= bir kiime, V , R reel sayilar cismi {izerinde bir vektor uzay1

olsun. Eger,
f:AxA—>V
(P.Q)— f(P,Q)=PQ

fonksiyonu,

Al vP,Q,ReA i¢in f(P,Q)+f(QR)=f(PR)

A2. vPe A vueV igin f(P,Q)=u olacak sekilde bir tek Q e A vardir.
kosullarini saglarsa, A kiimesine V' vektor uzay ile birlesen bir afin uzay denir [30,
31].

Tamm 2.1.2. A,V vektor uzayi ile birlesen N—Dboyutlu bir afin uzay olsun. Eger

V' vektor uzay1 bir i¢ ¢arpim uzay1 ise A afin uzayina bir Oklid uzay denir [30, 31].

Tanim 2.1.3. V =R" ve F =R olmak iizere, ;(:(xl,xz,...,xn),y:(yl,yz,...,yn)igin,
g=(..);R"xR" >R fonksiyonu,

(% Y)=(XY) = XY, XY, + 4 XY,

bigiminde tanimlanirsa, R" tizerinde bir i¢ ¢arpim olur. Bu i¢ ¢arpima, R" uzayinda

Oklid i¢ carpimi denir.

N i B ey



degerine de X vektoriiniin uzunlugu veya normu denir ve R" uzay1 lzerinde

tanimlanan Oklid i¢ ¢arpimi ile R" uzayma Oklid uzay: denir ve E" ile gosterilebilir

[30, 31].

Tamm 2.1.4. | R, | =(a,b) bir agik alt aralik olmak iizere

y: Il >E"
t=7(t)=((t) 72 ()70 (1)
diferansiyellenebilir bir fonksiyon olsun. O halde, y (1)< E" alt kiimesine E" Oklid

uzayinda diferansiyellenebilir bir egri denir [30, 31].

Tamm 2.1.5. y: | cR—>E", y(t):(yl(t),j/z (t),...,yn (t)) bir egri olsun.

7' () =((1) 75 ()7 (1))
vektoriine y egrisinin 7(t) noktasindaki hiz vektorii denir. Bu vektor y egrisine 7(t)
noktasinda teget olan vektordiir [30, 31].

Tamm 2.1.6. Her noktasinda hiz vektorii sifirdan farkli olan egri regiiler egri olarak

adlandirilir. Yani, her tel igin y'(t);ta oluyorsa (yani

7'(t)|| #0) egriye regiiler
egri denir [32].
Tamm 2.1.7. Bir y:1 cR — E" egrisinin her t el noktasindaki hiz vektorii olan

¥'(t) vektorii birim vektér ise (yani ||7/'(t)|| =1) y egrisine birim hizl1 egri denir [32].

Tanmm 2.1.8. X, E" uzayinda bir vektor alan1 ve P € R" olmak iizere, her te | igin,

7(t)=P, 7' ()=X(r(t))

kosullarini saglayan, y: 1 — E" egrisine, X vektor alaninin integral egrisi denir [31].



Teorem 2.1.9. y:1 c R — E?® egrisi verilsin. s e | yay-parametresi olmak iizere

T(s)=7'(s),
N(s) 2
=170

B(s)=T(s)AN(s)
seklinde tanimlanan vektorlerin {T (s),N(s), B(S)} ticliisii bir ortonormal sistemdir
30, 32].
Tamm 2.1.10. E® wuzayinda verilen bir » egrisi boyunca elde edilen
T(s),N(s),B(s) vektorlerine, sirasiyla, y egrisinin teget vektdr alani, asli normal
vektor alan1 ve binormal vektor alan1 denir. Ayrica, {T, N, B} catisina Frenet catist
denir [32].
Tanmm 2.1.11. Vsel igin x(s)= ||T'(S)|| seklinde tanimli « fonksiyonuna y
egrisinin egrilik fonksiyonu ve x(s)eR reel sayisma da y egrisinin y(S)
noktasindaki egriligi denir [32].

Teorem 2.1.12. y:1 cR —>E?®, x>0 egrilikli ve z burulmali birim hizli bir egri

olsun. O halde,
T 0 x O\T
N |=|-x 0 z||N
B 0 - 0/\B

formiillerine Frenet formiilleri denir.(T,N,B,x,7) ise Frenet elemanlar olarak

adlandirtlir [30, 32].

Teorem 2.1.13. y:1 < R — E® birim hizl bir egri ve x >0 ve 7 sirastyla, egrilik ve

burulma olsun. Dolayisiyla,

<7/177/n A]/m>

2
14
1]

K‘:H}/"H ve 7=

esitlikleri saglanir [32].



Tanim 2.1.14. 3-boyutlu Oklid uzayinda Frenet vektorlerinin herhangi ikisinin gerdigi

diizlemlere farkli isimler verilir. sp{T,N} diizlemine oskiilatér diizlem, sp{N,B}

diizlemine normal diizlem, sp{T,B} diizlemine rektifiyan diizlem denir [31].

Teorem 2.1.15. y:1 cR — E®, se | yay parametresi ile verilsin. Egrinin bir dogru

olmasi i¢in gerek ve yeter kosul x(s)=0 olmasidir [32].

Teorem 2.1.16. y:1 c R — E®, se | yay parametresi ile verilsin. Egrinin diizlemsel

olmasi i¢in gerek ve yeter kosul Vsel i¢in T(S) =0 olmasidir [32].

Teorem 2.1.17. y:1 — E® herhangi bir egri olsun. y egrisinin Frenet vektorleri, x

egriligi ve 7 burulmasi

T(t)=2®
O=p0l
)= 'O Ay(1)
l7'® A" @)
N(t)=B(t)AT(t),
AOLYA0)

k(t)=
O="or

()= OO 0)
7O~

formiilleri ile bulunur [31].

Tamim 2.1.18. E® uzayinda merkezi a ve yaricap: r olan bir kiire S° ile gosterilir ve
S?= {X € E3Kx—a, x—a) = rz} seklinde tanimlanir. y:1 — E® egrisi, S? kiiresi
tizerinde yatiyor ise egriye kiiresel egri denir [30, 32].

Tamm 2.1.19. E® uzayinda egriligi sifirdan farkli bir y egrisinin teget vektor alani
T olmakiizere, T vektor alani, sabit bir U vektoriiyle sabit a1 yapiyorsa, y egrisine
helis denir. Buna gore bir y:1 — E® egrisi verilsin Her tel icin @ =sabit iken
<T (t),U > =c0s & kosulunu saglayan bir U vektorii varsa, y egrisine helis denir. Bir

helis egrisinin hem egriligi hem de burulmasi sifirdan farkli ve sabit ise, bir dairesel

helis adin1 alir [31].



Teorem 2.1.20. Bir y egrisinin helis olmasi igin gerek ve yeter kosul ¥ oraninin sabit
K

olmasidir [31].

Tamm 2.1.21. E® uzayinda verilen 7 ve y~ egrilerinin karsilikli noktalar1 birebir
eslenmek iizere, 7 ve »  egrilerinin karsilikli eslenen noktalarinda normalleri aym
dogrultudaise, y egrisine Bertrand egrisi, ¥~ egrisine de 7 egrisinin Bertrand es egrisi

denir. {y,"} egri ciftine de Bertrand egri ¢ifti denir [31].

Teorem 2.1.22. { 7, y/*} bir Bertrand egri ¢ifti olsun. y (t) egrisinin normal vektor alani
N (t) olmak iizere, bu iki egri arasinda, 2R/ {0} igin,

Y (t)=7(t)+AN(t)
esitligi yazilabilir. y ve ¥ ) egrilerinin karsilikli noktalar1 arasindaki uzaklik sabittir
[31].

Tamm 2.1.23. E® uzayinda verilen 7 ve »  egrilerinin karsilikli noktalar1 birebir

eslenmek {izere, 7 egrisinin y(t) noktasindaki asal normal vektoriiniin dogrultusu ile
¥ egrisinin 7" (t) noktasindaki binormal vektériiniin dogrultusu ayni ise y egrisine

Mannheim egrisi, ~ egrisine de 7 egrisinin Mannheim es egrisi denir. { 7, ;/*} egri

ciftine de Mannheim egri ¢ifti denir [31].
Teorem 2.1.24. {7/,7/*} bir Mannheim egri ¢ifti olsun. }/('[) egrisinin asal normal

vektor alan1 N (t) olmak iizere, bu iki egri arasinda, L € R/ {0} icin,
7 (1) =r(t)+AN(t)

esitligi yazilabilir. 7 ve y~ egrilerinin karsilikli noktalar1 arasindaki uzaklik sabittir.

Bu esitligin olmasi, { Vs 7*} ¢iftinin bir Mannheim egri ¢ifti olmasini gerektirmez [31].

rektifiyan diizlemde yatan egrilere rektifiyan egriler denir. E* uzayinda y rektifiyan



egrisinin konum vektorii, A ve u keyfi diferansiyellenebilir fonksiyonlar olmak

uzere

oskiilator diizlemde yatan egrilere oskiilator egriler denir. E* uzayinda y oskiilator
egrisinin konum vektorii, A ve u keyfi diferansiyellenebilir fonksiyonlar olmak

uzere

7(8)=A(s)T(s)+u(s)N(s)
denklemini saglarlar [33].

Tamm 2.1.27. y:1 — E® regiiler birim hizli egrisi icin konum vektdrii her zaman
normal diizlemde yatan egrilere normal egriler denir. E* uzayinda y normal egrisinin

konum vektorii, A ve & keyfi diferansiyellenebilir fonksiyonlar olmak tizere

7(s)=2(s)N(s)+4(s)B(s)
denklemini saglarlar [22].

Tammm 2.1.28. Bishop catisi, regiiler bir egrinin sifira esit olabilen ikinci tiirevi
oldugunda bile, hareketli bir ¢ati tanimlamaya alternatif bir yaklasimdir. Bir
ortonormal ¢atinin bir egri boyunca paralel taginmast, ¢atinin her bir bileseninin paralel

tasinmasiyla ifade edilebilir. Bishop catist agagidaki gibi ifade edilir:

T 0 k Kk,
N/ |=|-k, 0 O
N, -k, 0 O
Burada, {T, N,, Nz} Bishop iicliisii, k;, ve k, ise Bishop egrilikleri olarak adlandirilir.

Frenet vektorleri ile arasindaki iliski

T 1 0 0
N |=|0 cosg(s) sing(s)
B 0 —sing(s) cosg(s)
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olarak verilir. Burada, ¢(s)=arctan(%j,f(s):(ﬁr(s)’,((s): k2+kz? dir.

Bishop egrilikleri ise,

k, =k cosg(s),
k, =xsing(s)

seklindedir [34].
Tamm 2.1.29. y:1 —>S?, 7'(5) :I(S) ile regiiler birim hizl1 kiiresel egri olsun. Eger

d (S) = }/(S)/\'[(S) seklinde tanimlanirsa {7(3),t(s),d (S)} ortonormal bir ¢atidir.
Bu cati y kiiresel egrisinin Sabban ¢atis1 olarak adlandirilir ve Frenet-Serret tipi

formiiller

ile verilir. Burada &, geodezik egriligi,

K, (s):det(;/(s),t(s),t'(s))
ile tanimlanir [35].
Tanmm 2.1.30. y:1 > E®, 7#0 burulmas: ile tamiml regiiler birim hizl1 bir egri
olsun. y egrisinin Frenet ¢atisi {Ta, N, Ba} ile verilsin. y egrisinin adjoint egrisi,
B(s)=]B,(s)s

ile tanimlanir [29].

2.2. Oklidyen Uzayda Yiizeyler Teorisi ve Regle Yiizeyler

Tanim 2.2.1. M c E® ve X :U c E®> > M c E® diferensiyellenebilir doniisiimii E*
uzayinda bir koordinat yamasi (lokal yiizey) olusturur. Eger, bu yama regiilerse M

ciimlesine E* uzayinda regiiler bir yiizey denir [31].
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Tanm 2.2.2. M yiizeyi, X:UcE?—>M cE® regiiler yamasi ile tanimlansin.

Parametrik denklemi ile verilen M yiizeyinin birim normal vektor alani

X, A X,

N=——ul%v
X, A%,

seklinde tanimlanir [31].

Tamm 2.2.3. Bir ylizeyin regiilerligini bozan noktalara yiizeyin singiiler noktalar

denir. Parametrik denklem ile verilen bir yiizeyin singiiler noktalart,

X, (@)~ X, (q)=0

olan noktalardir. Egrilerde, teget dogrusu tanimlanamayan noktalara egrinin singiiler
noktalar1 dedigimiz gibi, yiizeylerde de yiizeye teget diizlemin tanimli olmadigi

noktalara singiiler nokta denir.

Yiizeylerde, kirilma noktalarinda, sivri u¢ noktalarda veya X, ve X, nin birbirine

paralel oldugu noktalarda singiiler nokta vardir [31].

Tamim 2.2.4. N, yiizeyin birim normal vektor alani, ;((M ), M ylizeyinin vektor

alanlar1 uzay1 ve D ise bir Riemann konneksiyonu olmak tizere
S(Xp)=Dy N=(X,[a] X,[a,]. X5 [a,])
seklinde tanimli doniigiime P noktasinda sekil operatérii denir [30, 32].

Tamim 2.2.5. M c E? bir regiiler yiizey olsun.
K:M->R
P—K(P)=detS,

fonksiyonuna M < E® yiizeyinin Gauss egrilik fonksiyonu denir. Gauss egriligi her

yerde sifir olan yiizeylere flat (diiz) yiizeyler denir [32].

Tamm 2.2.6. M < E?® bir regiiler yiizey olsun.
H:M->R

P—>H(P)=%izsp

fonksiyonuna M < E?® yiizeyinin ortalama egrilik fonksiyonu denir. Ortalama egriligi

sifir olan ytizeylere minimal yiizeyler denir [32].
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Tamm 2.2.7. y:1 > E® bir egri ve H(s), E® uzaymda yonlii bir dogrunun birim

dogrultman vektorii olsun. Bir regle yiizey, d dogrusunun 7:l — E° egrisine

dayanarak hareketi ile olusan 6zel bir yiizeydir ve
@(s,u)=y(s)+ud(s)

parametrik denklemi ile verilir. u=0 iken 7:1 = = egrisine ylizeyin dayanak egrisi
denir. Eger d vektorii sabitse yiizeye silindirik ylizey denir [2].

Tanmm 2.2.8. M bir regle yiizey olmak iizere komsu iki dogrultmanin ortak
dikmelerinin dogrultmanlar iizerinde bulunan ayaklarina bogaz (striksiyon) noktasi
denir [36].

Tanmm 2.2.9. Bir regle ylizeyin biitiin ana dogrular iizerindeki bogaz noktalarinin
geometrik yerine striksiyon egrisi denir. Eger M regle yiizeyi silindirik degil ise

ylizeyin striksiyon egrisi

(r'(s).d'(s))
(d'(s),d'(s))

ile tanimlanir. Silindirik olmayan regle ylizeylerin singiiler noktalarinin striksiyon

a(s)=7(s)- d(s)

egrisi tizerinde oldugu sdylenebilir [39].
Tammm 2.2.10. M bir regle yiizey olmak iizere, regle yiizeyin komsu iki ana
dogrusunun arasindaki en kisa mesafenin ana dogrular arasinda bulunan agiya oranina

regle ylizeyin dagilma parametresi denir ve

5 det(y'(s),d(s).d'(s))

(
(d'(s).d'(s))

denklemi ile hesaplanir [36].

Tamm 2.2.11. M bir regle yiizey olmak iizere regle yiizeyin ana dogrular1 boyunca

teget diizlemleri ayn1 olacak sekilde kaliyor ise regle yilizeye agilabilirdir denir [36].

Bir regle ylizeyin acilabilir olmasi i¢in bazi karakterizasyonlar agagidaki gibi

verilebilir:

Teorem 2.2.12.i. M bir regle yiizey olmak iizere, M yiizeyinin agilabilir olabilmesi

i¢in gerek ve yeter kosul K Gauss egriligi igin K =0 olmasidir [37].
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ii. Bir M regle yiizeyinin agilabilir olmas1 i¢in gerek ve yeter kosul dagilma
parametresinin sifir olmasidir. Yani dEI( 7'(8) ,d (S) , d’(s)) =0 olmasidir [38].
Tanjant yiizeyi, koni, silindir ve diizlemler agilabilir regle yiizeylerdir.

Onerme 2.2.13. Eger silindirik olmayan bir regle yiizeyin striksiyon egrisi sabit ise

regle ylizey bir konidir [39].

Tamm 2.2.14. 7|1 > E® bir egri ve ) egrisinin normal vektérii N ve binormal

vektorii B iken sirasiyla

o(s,u)=y(s)+uN(s),

o(s,u)=y(s)+uB(s),
regle yiizeylerine normal yiizey ve binormal yiizey ad1 verilir [39, 40].
Tamm 22.15. 7:1 > E° birim hizh bir egri ve {T,N,B} Frenet atist olsun.
G, ()=, (S)N(s)+0,(s)B(s) iken
o(s,u)=y(s)+uq,(s)
regle yiizeyine genellestirilmis normal yiizey denir. Burada @, (s) ve q,(s),

ql2 (S) + q22 (S) =1 esitligini saglayan diferansiyellenebilir fonksiyonlardir [41].

2.3. Oklidyen Geoemetride Temel Singiilerite Teori

Oklid geometride egri ve yiizeylerin bir¢ok singiiler nokta siniflandirmalar1 mevcuttur.
Egri ve yiizeyler icin singiiler nokta tanimlarin1 bir 6nceki kisimda vermistik. Bu
kisimda singiiler nokta ¢esitleri i¢in bazi temel tanim ve teoremleri verelim. Temel bir

singiilerite ¢esidi “ordinary cusp” noktalaridir.

Tamm 2.3.1. 71| = R diferansiyellenebilir bir egri olsun. Eger
i) 7(%)=0,
i) 7'(5) %0 ve 1(5,) %0,

ii.) 4 ”(50) ve 7/’"(30) ve lineer bagimsizdir.
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. . 2 .. . .
sartlar1 saglanir ise 7:| > R" egrisi S, noktasinda ordinary cusp singiilerligine

sahiptir denir [42]. Oklidyen diizlemde bir ordinary cusp singiilerligi (Sekil 2.1.)’de

goriilebilir.

Sekil 2.1. Ordinary cusp singiilerligi.

Ayrica, Rovenski tarafindan diizlem egrileri i¢in singiiler nokta siniflandirmalari

asagidaki gibi verilir [3] (Sekil 2.2.):

a.

Izole nokta: Singiiler noktanin bir komsulugu egri {izerinde baska noktalar
igermez.

Cift nokta veya duglim: Egrinin iki dali singiiler noktada kesisir ancak teget
degildir.

Birinci tlirden cusp noktasi: Egrinin iki dali singiiler noktadaki ortak yar1 teget
dogrunun farkl: taraflarindan uzanir.

Ikinci tiirden cusp noktas1: Egrinin iki dal singiiler noktadaki ortak yar1 teget
dogrunun bir tarafinda yer alir.

Oz-teget noktasi: Egrinin iki dali singiiler noktada tegettir.

Sekil 2.2. Diizlem egrilerinde Singiiler noktalarin ¢esitleri.
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Ornek 2.3.2. y(s) :(32,33) egrisi i¢in S, =0 bir ordinary cusp noktasidir. Yani
birinci tiirden bir cusp noktasidir. y(s) :(52,s4+s5) egrisi i¢in S, =0 bir ikinci
tiirden bir cusp noktasidir. }/(S):(ZS—Sz,?:S—SS) egrisi icin Sy =1 bir singiiler
noktadir ve bu noktada yar1 tanjant dogrusuna sahiptir [3].

Tanmm 2.34. 7.1 —> S? kiiresel bir egri olsun. Egrinin ;/(SO) noktasinda geodezik
egriligi icin K, (s,)=0ve ky (o) =0 ise y (sy) noktasina ordinary inflection noktast
denir [43].

Tanmmm 2.3.5. F :(RxR‘,(so,xo))eR diferansiyellenebilir bir fonksiyon olsun.
f (S) = FXO (S, Xo) ile tammlanan F fonksiyonuna f nin t—parametreli agilimi denir
[4].

Tammm 2.3.5. Bir f fonksiyonu S, noktasinda, her p=1,...,k igin f(p)(SO)ZO ve
f (D (S,)#0 sartlarimi saglarsa, f fonksiyonu S, noktasinda A —singiilerlige
sahiptir denir [4].

Tamm 2.3.6. F, £ nin t—parametreli agilim1 ve f(S) S, noktasinda A —singiiler
olsun. i =1,2,...,t ve /1“ reel katsayilar olmak iizere

k-1

I ATRN) ESE HEES|

j=0

oF
esitligine Sy noktasinda P ‘nin (k —1)—jeti denir [4].

Tamm 2.3.7. F, f nin t—parametreli acilimi ve f (S) A — noktasinda A, —singiiler

oF . o -
olsun. S, noktasinda v ‘nin (k —1) —jeti igin iji katsayilarindan olusan matrisin
i

ranki k <t iken k ise F fonksiyonuna versal agilim denir [4].
Tamm 2.3.8. D = {xeR! |(s x) noktasinda F = (z—F =0 olacak sekilde S bulunur}
S

ciimlesine F fonksiyonunun diskriminant ciimlesi denir [4].
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Yiizeylerin singiiler nokta ¢esitleri literatiirde cuspidal edge (sivri kenar), swallowtail
(kuyruklu kenar) ve cuspidal cross cap (sivri ¢apraz kenar) olarak incelenir. Simdi bu

kavramlar1 tanitalim ve versal agilim ile iligkilerini verelim:

Tanmm 2.3.9.
CxR= {(x1 X, x3)|x12 = x23}
ile tanimlanan ylizeye cuspidal edge,
SW = {(x1 X, s xa)|x1 =3u* +U’, X, =4Uu® +2uv, X, =V; U,V e R}
ile tanimlanan yiizeye swallowtail ve
CCR= {(x1 X, , x3)|x1 =V, X, ==2u° +uv?, x, =3u’ —u’v*; u,ve R}
ile tanimlanan yiizeye cuspidal cross cap denir [44].
Teorem 2.3.10. F :(]RxRt,(SO, XO)) — R, f nin t—parametreli agilimi, f (S), S,

noktasinda A —singiiler ve F fonksiyonu versal agilim olsun. O halde,
1. k=2 ise D¢ ciimlesiile CxR'* ciimlesi lokal diffeomorftur.

2. k=3 ise D¢ ciimlesiile SW xR"? ciimlesi lokal difeomorftur [45].

17






3. OKLIiD UZAYINDA FRAMED EGRILER VE FRAMED YUZEYLER

Bu kisimda tezimizi insa ettigimiz framed egriler ve framed yiizeyler i¢in temel tanim

ve teoremlere yer verilmistir.

3.1. Framed Egrilerin Temel Ozellikleri

Singitiler noktalara sahip bir egriyi incelemek ve belirli kosullar ile hareketli bir cat1
tanimlayabilmek i¢in diizlemde Legendre egrileri [5-7] ve uzayda framed egriler [11]
tamitilmistir. Aslinda bir framed egri singiiler noktalara sahip hareketli bir catiyla
birlikte diferansiyellenebilir bir uzay egrisidir. Bir framed egri insa edebilmek

amaciyla literatiirde “Stiefel Manifoldu” olarak bilinen bir yap1

{nz(’ha---’ﬂn1)€Rn><...><R”, }
A —

| o) =1(nm,)=1(n.n;)=0,i,j=1...n-1

n-1

olarak tanimlanir. Bu manifold n(n—1)/2 boyutlu ve diferansiyellenebilirdir. Eger
n:(nl,...,iyn_l)eAn_l olarak alinirsa, V=m A...A7,, seklinde bir birim vektor

tanimlanabilir. Buradan goriiliir ki, (77,V)€An_1 ve det(n,v)=1 olur. N—boyutlu

Oklid uzayinda framed egri tanim asagidaki gibi verilir:

Tamm 3.1.1. Eger her sel ve i=1..,n-1 igin <7/'(S),77i (S))ZO ise
(7,77): | >R"xA, , yapisina framed egri denir. Eger 7:1 > A, varsa y:1 > R"

bir framed temel egri olarak adlandirilir [11].

y(s) framed temel egrisi boyunca {U(S),V(S)} hareketli catis1 tanimlanabilir ve

ol
17'(s) n(s)

ile verilebilir. Burada her i, j=1,...n igin A(s)=(a;(s))eo(n) dir ve o(n) tiim ters

Frenet-Serret tipi formiiller

simetrik matrislerin kiimesidir. Ayrica, «: | — R diferansiyellenebilir fonksiyonu



7'(s) = a(s)v(s)

seklinde verilir. A¢ik¢a sdylenebilir ki v bir birim vektor oldugundan, S, noktasinin

7 egrisinin bir singiiler noktas1 olmas i¢in gerek ve yeter kosul «(S,) =0 olmasidir.
Burada (aij (s),a(s)) fonksiyonlarina framed egrinin egrilikleri adi verilir ve bu

egrilikler framed egrileri ve singliler noktalar1 karakterize etmek i¢in oldukca

onemlidir [11].
Tamm 3.1.2. (7,7) ve (7*,77*): | >R"xA_ , framed egriler olsun. Eger her s e |

icin X e SO(n) matrisi ve sabit bir x e R" vektorii
7 (8) =X () +x 7 (8)=X((s))

esitligini saglar ise (}/,77) ve (;/*,77*) framed egrileri estir denir. Burada, SO(n) 6zel
ortogonal matrislerin kiimesidir [11].

Framed egrilerin egrilikleri i¢in lineer bir diferansiyel denklem sistemi kullanilarak

varlik ve teklik teoremleri ve ispatlarini verelim:
Teorem 3.1.3. (a;(s),a(s)):1 »>o(n)xR diferansiyellenebilir bir déniisim olsun.

(aij (s), a(s)) egriliklerine karsilik bir ( }/,77)2 | >R"xA, ;| framed egrisi vardir [11].

Ispat. S=S, sabit degerli bir parametre secelim. i, j=1..,n igin

F(s) € M(s), A(s) =(;(s)) e o(n) iken

9 E©) = A®)F (), F(s)=1,.
ds

baslangi¢ deger problemini diisiinelim. Burada M (S), nxn tipinde matrislerin kiimesi

ve | o 1se birim matristir. Lineer basit diferansiyel denklem sistemlerinin ¢dziimlerinin
varlik ve tekliklerini kullanarak sdyleyebiliriz ki F(s) bir ¢oziime sahiptir.
A(s) e o(n) oldugundan,

d
ds

(F%s)F(s)){(jI

S

F‘(s)j F(s)+ Ft(s)[% F(s)) =F'(s)(A'(s)+A(s))F(s)=0.
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bulunur. Dolayisiyla, sabittir. Buradan, F'(s)F(s)=F'(s,)F(s,) =1, elde edilir ve
F (s) bir ortogonal matristir. Kabul edelim ki F(s) =(771(3),...,77“71(3),v(s))t olsun.
(d/ds)(detF(s))=0 oldugundan, detF(s)=detF(s,)=detl =1 elde edilir. O
halde, v(s) =7,(S)A...A7,,(S) dir. x e R" bir nokta iken

Y'(s)=a(s)v(s), y(sy) =x

baslangi¢ deger problemini diisiinelim. Lineer basit diferansiyel denklem sistemlerinin

coziimlerinin varlik ve tekliklerini kullanarak sdyleyebiliriz ki y(s) bir ¢oziime
sahiptir. Dolayisiyla, (aij (s),a(s)) egriliklerine karsilik bir (7/,77):| —>R"xA
framed egrisi vardir.

Teklik teoremini ispatlayabilmek i¢in iki dnerme verelim:

Onerme 3.1.4. (}/,7]) ve (y*,n*):l —>R"xA , es framed egriler olsun. O halde

onlarin egrilikleri de esittir [11].

ispat. (7,7) ve (7*,77*): | >R"xA , es framed egriler oldugundan, X e SO(n)

matrisi ve sabit bir x e R" vektori
7(8)=X () +x 7(s)=X(7(s))
6zelligini saglar. v vektorintin tanimmdan, V (S) = X (V(S)) yazilabilir. O halde,
) (s) = <(ni*)' (s),n,-*(s)> = (X (0 ©) X (9) = ('O, =2, 5.
(7) 6)= X (#(9)) = X (a(s)V(S)) = a(8)X (V($)) = (V' ()
olur. Dolayistyla, &;(5)=8; (S) ve a(s)=a’(s) oldugu goriilir.

Onerme 3.1.5. (7/,77) ve (;/*,77*): | > R"xA, , aym egriliklere sahip framed egri

olsunlar. Eger (y(so),n(so))=(7/*(so),77*(so)) olacak sekilde S=S, parametresi

*
1

varsa, (7,77) ve (7".n") estir [11].
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ispat. Kabul edelim ki 7, (s) =v(s) olsun. f(s):_zn:(ni(s),ni*(s)) ilebir f:1 >R

diferansiyellenebilir fonksiyonunu tanimlayalim. aij(s)zaij*(s) ve g;(s)=-a;(s)
oldugundan,

n

f'(s) = [ n. (OF) (s) <m (), (n7) (9) >]

-3 {<(Zau(5)77 ) | (s)> <ni(s>@aif(s)’“*(s)j>}

n

=2 37(3;(8)+2,(9)) (m(). 7, (5) ) =0

i=1 j=1

>

>

olur. Dolayisiyla, f sabittir. Ayrica, 77(S,) =7(S,) Ve buradan v(s,)=Vv'(s,) dir. O
halde f(s,)=n olur ve f fonksiyonunun sabit degeri N dir. Cauchy- Schwarz

esitsizligine gore her i =1,...,n i¢in

<77i (S)vﬂi*(s)> < ||77i

ol

bulunur. Eger bu esitsizliklerden bir tanesi kat1 olsaydi, f(s) fonksiyonunun degeri

N den kiigiik olurdu. O halde bu esitsizlikler birbirine esittir ve her Se | ve i=1,....n
igin (,(s),7,"(s)) =1 olur. Dolayistyla,
2
H77i (s)-n, (S)H = <77i (8).7, (5)> - 2<77i (8).77, (S)> + <77i (8).7, (5)> =0
olur. Her sel ve i=1..n icin n.(s) =n,(s) bulunur.
Y =aVe), () )=a’(sV'(s)  oldugundan  a(s)=a(s) kabuli ile

(d/ds)(»(s)—»"(s))=0 bulunur. Bu ise y(s)—y(s) degerinin sabit oldugunu
gosterir. ¥(s,) =7 (s,) sartiile her s | igin y(s) =y (s) elde edilir.
Teorem 3.1.6. (7,77) ve (7*,77*):I —> R"xA_ , ayni egriliklere sahip framed egri

olsunlar. O halde (y,77) ve (;/*,77*) framed egrileri estir [11].

Ispat. S=S; sabit degerli bir parametre secelim. X SO(n) matrisi ve sabit bir

xeR" vektori kullanilarak kabul edelim ki
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7 (50) = X(r(s)) + % 17 (S5) = X (17(5,))

olsun. Onerme 3.1.4ten ((s),7(s)) ve (X(y(s))+x X(7(s))) framed egrilerinin

egrilikleri esittir. Onerme 3.1.5’ten her s e | igin

Y ()= X((s)+x 17 (s)=X((s))
yazilabilir. O halde (y,7) ve (;/*,77*) framed egrileri estir.
3.2. 3-Boyutlu Oklidyen Uzayda Framed Egriler

(7.1.1,):1 > R®xA, bir framed egri ve V(s) =7,(S) A7,(s) olsun. Frenet-Serret tipi

formiilleri elde edelim:
V(s)=a(s)v(s)+b(s)m(s)+c(s)m,(s) (3.1)

seklinde yazilabilir. (3.1) denkleminin her iki yandan, V(S) ile i¢ carpimlar1 alinirsa,

ITI
:>b(s):—m(s),
(v($)m.(5))= 0= (v'(8).m: () ==(v(s).m. (5)),
n(s)
= c(s) = —n(s)
bulunur. Benzer sekilde,
7 (s)=d(s)v(s)+e(s)m(s)+ f (s)7,(s) (32)

seklinde yazilabilir. (3.2) denkleminin her iki yandan, 7, (s) ile i¢ carpimlar1 alinirsa,
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(m.(s).v(s))=0= <771’ (s),v(s)> =m(s)=d(s),
(m(s)m(s)) =1=> (! (s).m(s)) =0 =e(s),
(m2(5) ()= 0= (n; (). m.(5)) ==(m.(5).m/ (5)).

I(s)

olur. Son olarak,
7 (5)=9(8)¥(s) +h()7 () +1(s) 7, (5) &3
seklinde yazilabilir. (3.3) denkleminin her iki yandan, 7, (S) ile i¢ carpimlar1 alinirsa,

(m2(s).v(s)) =0= (m (5).v(s)) =n(s) = g (s).
(n2(5).m () =0 = (1, (). (5)) == (ma (). (5)) ==1(s) =h(s),
(m2(s).m.(5)) =1=> (n/ (s).71:(s)) = 0=1(s)

olur. (3.1), (3.2) ve (3.3) denklemleri siitun matrisi ile temsil edilirse,
V'(s) a(s) b(s) c(s) ) v(s)
7(s) |=| d(s) e(s) f(s) [771(5)} (3.4)
m;(8)) 9(s) h(s) i(s) \m,(s)

seklinde yazilir. O halde,

a(s)=e(s)=1(s)=0,
b(s)=-m(s), d(s)=m(s)
c(s)=-n(s), g(s)=n(s),
t(s)=1(s), h(s)=-1(s)

esitlikleri (3.4) matrisinde yerine yazilirsa,

V'(s) 0 —-m(s) —n(s))( v(s)
771’(3)} =| m(s) 0 I(s) m.(8) (3.5)
m,(8)) (n(s) —I(s) 0 )\7n(s)

seklinde verilir ve burada egrilikler
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1(s) = (1,(5), 1, (5)).
m(s) = (1(s), v(s)),
n(s) = (77,(s).v(s)).
a(s) =(7'(s),v(s)).

ile verilir [11].

Ornek 3.2.1. Eger 7/'(8) ve y"(s) lineer bagimsiz ise regiiler egriler framed egriler
icin tipik bir 6rnektir. Kabul edelim ki, her s € | icin y'(s) ve »"(s) lineer bagimsiz
iken y:1 - R® bir regiler egri olsun. Eger, n,(s)=n(s)ve 7,(s)=b(s) olarak
alinirsa (7/, , 772) 1 5> R*xA, bir framed egri olur ve V(s)= n,(S) Am,(S) =t(S)

seklindedir. Dolayisiyla,

7'(s)
76|

(7' (S)AY"(S))A7'(S) NAONAO)

= ’ b il
"4 (7 () A7"(8)) Ay (5) ) V() A7)

t(s) =

seklindedir [11].

Simdi Frenet egrileri ve regiiler framed egrilerin egrilikleri arasindaki iliskileri

verelim:
Onerme 3.2.2. Regiiler bir framed egrinin (| ,mn, o ) egrilikleri ile bir Frenet egrisinin

(K, T) egrilikleri arasindaki iligkiler

K(s) = JM’(s) +n’(s) 2(s) = m(s)n'(s) —m'(s)n(s) + (m?(s) +n?(s))I(s)
jas) a(s)(m*(s) +n*(s))

ile verilir [11].
Ispat. (3.5) denklemlerine gore,
y'(s) =a(s)v(s),
y"(8) =a'(s)v(s) —a(s)m(s)n,(s) — a(s)n(s)n,(s),

7"(8) = (a"(s) —a(s)m*(s) — ex(s)n°(s))v(s)
= (2a'(s)m(s) + a(s)m'(s) —a(s)n(s)I (s))m(S) (3.6)

= (2a/(s)n(s) + a(s)n'(s) + a(s)m(s)I(s))7,(S)

olur. Buradan Frenet egrileri igin
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x(s) = 7@ ~r" G Ve 7(s) =

I @)

det(7'(s), 7"(s), 7" (s))
l7'(®) A 7" ()|

esitlikleri ve (3.6) denklemlerinden elde edilen

[ )] =la(s),

|7 () A 7" (8)]| =& (s)ym*(s) +n*(s),

det(7'(s),7"(s), 7"(s)) = &*(s)(m(s)n'(s) —m'(s)n(s) + (m*(s) +n*(s))I(s))
ifadeleri kullanilirsa istenilen elde edilmis olur.

Uyan 3.2.3. (7,771,772):|—>R3><A2 framed egrisi icin eger S, €l icin

(I,m,n,&)(s,)#0 oluyorsa bir framed immersiyon denir [11].

3.3. Framed Egrilerin Uyarlanmis Catilari

3.3.1. Framed egrilerin Bishop-tipi ¢atisi

(7,771,772): I —>]R3><A2, (I,m,n,a) egrilikleri ile bir framed egri olsun. ¢:1 > R

diferansiyellenebilir bir fonksiyon iken
(n:(s)j _ (cos p(s) —sin co(S)j(m(S)]
17, (8)) \sing(s) cose(s) \7,(s)
olsun. O halde (;/,771*, 772*): | - R*xA, de bir framed egridir ve

V' (8) =71, (8) A7, (8) =(cos ()77, (s) —sin ¢(s)17,(5) ) A (SN ¢(8)77,(S) +C0S (S)77, (5) )
=1,(8) A17,(8) = V(8).

bulunur. Simdi Bishop-tipi ¢atiya ait egrilikleri elde edelim:
(m ) (8) =(1(s) = @'(s))sin p(s)m,(s) +(1(s) — ¢'(s) ) cOs (3)77, ()
+(m(s)cosp(s) —n(s)sin ¢(s) ) v(s),

(772* )' (s) =—(1(s) — ¢'(s) ) cos p(s),(s) + (1(s) — @'(s) )sin (s) 7, (S)
+(m(s)sin g(s) +Nn(s) cos (s) ) v(s).
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olur. Eger ¢:1 — R diferansiyellenebilir fonksiyonu 1(s) = ¢'(s) esitligini saglarsa,
{v(s),nl*(s),nz*(s)} catisna y(s) framed temel egrisi boyunca Bishop-tipi ¢at1 adi

verilir. Buradan,

m’(s) _[COS(D(S) —sin (p(s)j(m(s)j
n"(s)) (sing(s) cosg(s) )\ n(s)

iken Frenet-Serret tipi tiirev formiilleri

V'(s) 0 —-m(s) —n(s)\ v(s)
i (s) |=| m(s) 0 0 n, (5)
ny(s)) \(n'(s) O 0 J{m, (s)

ile verilir [11].

3.3.2. Framed egrilerin Frenet-tipi ¢catis1

(7, 771,772): | 5> R*xA,, (I,m,n,a) egrilikleri ile bir framed egri olsun. &:1 >R

diferansiyellenebilir bir fonksiyon iken
7(s)) (cosO(s) —sino(s)\(m(s)
7,6)) [sin 0(s) cosé(s) ] 1,(5)
olsun. O halde (}/,7_71,52): | > R*xA, de bir framed egridir ve
V($) = 17,(8) A17,(5) = (€08 O($)71,(5) —SIN O(S)77,(5) ) A (I O($)72,(5) +COS O(8)77,(5))
=17,(8) A17,(8) = V(s).

bulunur. Simdi Frenet-tipi ¢atiya ait egrilikleri elde edelim:

7, (5) = (1(s) = 6'(s))sin O(s)1,(5) +(1(s) — 6'(5) ) cos O(5)77,(5)
+(m(s) cos (s) —n(s)sin &(s) ) v(s), (3.7

ﬁzl (s) =—(1(s) - 6'(s)) cos (s)m,(s) + (1(s) = O'(s) )sin 6(s)7, ()
+(m(s)sin 6(s)+n(s) cos 4(s) ) v(s).

olur. Eger 8:1 — R diferansiyellenebilir fonksiyonu

m(s)sin 6(s) + n(s)cos (s) =0 esitligini saglarsa, {v(s),7_71(s),7_72(s)} catisma 7(s)

framed temel egrisi boyunca Frenet-tipi cati adi verilir. Kabul edelim ki,
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m(s) =—p(s)cosd(s) ve n(s)= p(s)sin@(s) olsun. Bu ifadeler (3.4) ve (3.7)

denklemlerinde yerlerine yazilirsa,

V'(s) = —m(s)7,(s) —n(S)7,(s)
= p(s)(cos O(s),(s) —sin ()11, (5))
= p(s)1,(),

7, (5) = (1(5) — 0/(5))(sin O(s)17, () + 03 O(5)17,(5)) — P(S)V(S)
== p(E)V(s) +(I(5) - 0'(8))77,(3),

7, (5) = —(1(5) — 0'(5))(COs 0(3)77,(5) —5in O(3)77,(5))
=—(I(s) - 9'(s))m,(s).

olur. O halde p(s)=

V’(S)|| ve q(s)=I(s)—0'(s) iken Frenet-Serret tipi tiirev

formiilleri
i/l(s) 0 p(s) 0 ) Vv(s)
n.(s) |=|-ps) 0 a(s) || m(s)
,_7'2(5) 0 -q(s) O 7_72(5)
ile verilir [14].

Uyan 3.3.2.1. Framed egrilerin Frenet-tipi ¢atis1 i¢in P(S) = V'(S)” >0 sart1 varsa bu

tip egrilere Frenet-tipi framed egriler ad1 verilir. Yani »'(s) = a(s)v(s) seklinde bir
egri yazildiginda v birim ve regiiler bir egridir. O halde bir Frenet-tipi framed egrinin

Frenet tipi ¢atisin1 kurabilmek icin tanimlanan Vv regiiler olmalidir. Dolayisiyla,

Frenet-tipi bir framed egri i¢in ﬁl(s)zm ve EZ(S)ZV(S)/\ﬁl(S) yazilabilir.
Egrilikler ise,
p(s)=|V'(s)| ve q(s) = (1(s) - 6'(s)) = dEt(V(i)vl‘("gﬁz)’V"(S))
V(s

seklinde verilir [13].
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Ornek 3.3.2.2. (y,77,,77,): 1 > R*xA, igin

3
7(s) = (cos s%,sins?, %j

—4sc0s s> (52 +4)+Zssin s?,
1

(s*+4)(165° (s +4)+4)

—4ssin s® (52 +4)—25 coss?,

m(s) =
| ’

2c0ss? +4s%sin s?,

17,(8) = ! 2sins? —4s2 cos s?,
\/(1632 (s? +4)+4) 8s

Frenet-tipi framed egrisi ile verilsin (Sekil 3.1.). Buradan,

(—25in 32,2cossz,s)

v(s) = =
s’ +4
ve
16s2(s® +4) + 4
() - V165" )
s°+4

seklindedir. {v,7_71,7_72} framed egrinin Frenet-tipi catisidir. Ayrica P(S) = ||V'(S)|| >0

oldugundan y(s) Frenet-tipi framed egridir.

Sekil 3.1. y(s) Frenet-tipi framed egrisi.
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3.3.3. Framed egrilerin Sabban-tipi ¢atis1

Tamm 3.3.3.1. (y,7,,7,):1 &> R°xA, bir framed egri olsun. Eger » framed temel

egrisi S* de bir egri ise 7 bir framed kiiresel egri olarak adlandirilir [14].

(7.1.1,):1 > R*xA, bir framed kiiresel egri olsun. y =7, segilirse, v=y An, Ve
7 (s) =a(s)v(s) seklindedir. O halde (3.4) tiirev formiilleri kullanilirsa,
7'(s) a(s) 0 0 \(r(s)

m(s) = ns) 0 0 | nys)
V'(S) —a(s) 0 —n(s) )\ v(s)

seklinde bir cat1 elde edilir. Bu ¢atiya framed egrilerin Sabban-tipi ¢atis1 veya framed
egrilerin kiiresel Frenet-Serret formiilleri denir. Burada (Ot(S), n(s)) ise framed kiiresel
egrilerin egrilik fonksiyonlari denir [14].

Ornek 3.3.3.2. Framed kiiresel egrisi

1,52,53),

r 1
7y Vi1+s*+s° (

W 4
Uz(S)—m(

ile verilsin (Sekil 3.2.). O halde (y,7,):1 = S?xA, framed kiiresel egrisi igin

53,—33,2)

1

V)= \/(1+ s +s‘3)(4+952 +se)

2s? +334,—2+36,—35—S5)

dir. { 12 772,V} framed kiiresel egrinin Sabban-tipi ¢atisidir [47].

Sekil 3.2. y(s) framed kiiresel egrisi.
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3.4. Framed Yiizeylerin Temel Ozellikleri

Bir ylizey singiiler noktalara sahip oldugunda birim normal vektor alan1 bulunamaz.
Ancak Oklidyen uzayda framed egrileri benzer sekilde Fukunaga ve Takahashi
tarafindan framed yiizeyler insa edilmistir [17]. Simdi framed yiizey teorisi i¢in tezin

ilerleyen kisimlarinda faydalanacagimiz bazi temel tanim ve teoremleri inceleyelim.

Tamm 3.4.1. Eger xu(u,v):g—x(u,v) ve xv(u,v):%x(u,v) iken
u

(%, (u,v),n(u,v))=0 ve (x,(u,v),n(u,v))=0 ise (x,n,5):U >R’xA, ifadesine
framed ylizey denir. Eger (n, S):U — A, varsa x:U — R® bir framed temel yiizeydir

oyle ki (X, n, S) bir framed ylizeydir [17].

x(u,v) boyunca t(u,v)=n(u,v)As(u,v) iken {n(u,v),s(u,v),t(u,v)} bir hareketli

catidir. ¢, d.,e, f.,g.:U > R, i=12 diferansiyellenebilir fonksiyonlar iken

Xv Cl dl S

e o)

n, 0 e f\n

S, |[=] & 0 g SJ’

L, -f, -9, O ){t (3.8)
n, 0 e, f,\n

s, |=|—& 0 9,]s

t, -f, -9, 0O )it

seklinde diferansiyel denklem sistem elde edilir ve bu fonksiyonlara yiizeyin temel

degismezleri denir. Yukaridaki matrisleri sirasiyla, K, F,F, ile gosterirsek, eger

(u,v) bir singiiler nokta ise det F; (u,v)=0 dir. Diger yandan temel degismezlere gore

framed ylizeyin integrallenebilme kosulu
ce,+d f,=ce +d,f
seklindedir [17].
Tamm 3.4.2. (X, n, S) U > R3x A, bir framed ylizey olsun.
Cr =(J¢ K¢ Hp):U > R® diferansiyellenebilir doniisimii
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_ e, f,
KF_det[el flj’ (3.9)

ile tanimlanir. C. = (JF K He ) ifadesine framed yiizeyin bir egriligi denir [17].
Onerme 3.4.3. x:U — R?® regiiler bir yiizey olsun. O halde framed yiizeyin temel
degismezleri ve temel formlar arasindaki iliskiler

E=c+d? F=c,d,+cd, G=c’+d?, (3.10)
L=-ce,—d,f,, M=—c,e —-d,f, N=—ce —d,f;

ile verilir [17].

Onerme 3.4.4. x:U — R? regiiler yiizeyi i¢cin K Gauss egriligi ve H ortalama
egriligi

k= Ke _He (3.12)
Je Je

ile verilir [17].
(x,n,8):U >R*xA,, (F, F,F,) temel degismezleri ile bir framed yiizey olsun.

I. :U — R® diferansiyellenebilir doniisiimii

d f
|F=(CF,det[C2 gzj,det(2 gzj,det(ez gzj,det(2 gz],det[cz ezj]
G O d g e g f g c e

ile tammlanir. 1. :U —R® doniisiimiine (x,n,s) framed yiizeyinin bir eslik

doniisiimii denir. (X,n,s) bir immersiyon ise (x,n,s):U —R°xA, bir framed

immersiyondur [17]. Yiizeyin bir immersiyon, Legendre immersiyon veya framed
immersiyon olmas1 ylizeyin egriliklerine baghdir. Asagidaki Onerme ile bu

siniflandirmay1 verebiliriz:
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Onerme 3.4.5. (X, n, S) :U — R*xA, bir framed yiizey ve peU olsun.

1. X’in, P civarinda bir immersiyon yani bir regiiler yiizey olmasi i¢in gerek ve yeter

kosul J- (p)#0 olmasidr.

2. (X, n) ’in, P civarinda bir Legendre immersiyon olmasi i¢in gerek ve yeter kosul

Ce(p)#0 olmasidur.
3. (X, n, S) ’in, P civarinda bir framed immersiyon olmasi igin gerek ve yeter kosul
I-(p)#0 olmasidir [17].

Framed ylizeyler singiiler noktalara sahip olabildiginden literatiirde 6nemli yeri olan

cuspidal edge, swallowtail ve cuspidal cross cap ylizeylerine difeomorfik olabilir.

Sekil 3.3. CxR, SW, CCR.
x:U —»>R® bir frontal olsun. A(u,v)=det(x,,x,,n)(u,v) seklinde tammlanan

A:U - R fonksiyonuna isaretli alan yogunluk fonksiyonu denir. X ’in bir P singiiler
noktasi dejenere olmayan bir nokta ise d/l( p) #0 dir. Dolayisiyla, S (X) singiler
kiimesi igin 5(t)2(—8,8)—)U, 5(0): p ile tanimh 5(t) egrisine X ’in singiiler
egrisi denir. Ayrica, & (t)'nin ker dxg(t) 'Vi iiretmesini saglayan & boyunca bir null
vektor alani &(t) vardir. Son olarak, (—¢,¢) araliginda Q, (t) fonksiyonu

Qx(t)Zdet((XOé‘)l,no5,dn(§))(t) (3.12)

ile tanimlanir [17]. Dolayisiyla asagidaki teorem verilebilir:

Teorem 3.4.6. (x,n):U — R®xS? bir Legendre yiizey ve peU dejenere olmayan bir

singliler nokta olsun. Asagidakiler saglanir:
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1. Eger §/I( p) #0 ise, X’in P civarinda bir front olmasi igin gerek ve yeter kosul

Q,(0)#0 olmasidur.

2. P noktasinda X’in cuspidal edge’ye A -esdeger olmasi igin gerek ve yeter kosul X

’in P civarinda bir front olmasi ve £1(p)# 0 olmasidir.

3. P noktasinda X’in swallowtail’e A -esdeger olmasi i¢in gerek ve yeter kosul X’in

P civarinda bir front olmasi ve f/l( p) =0 ve 55/1( p) # 0 olmasidir.

4. P noktasinda X’in cuspidal cross cap’a A -esdeger olmasi igin gerek ve yeter kosul

ffﬂ( p) =0 ve Q (O) =0ve Q, (O) #0 olmasidir.
Buradaki £1:U - R, A ’nin £ boyunca yonlii tiirevidir [17].

Teorem 3.4.7. f :(R*,0)— (R®,0) diferansiyellenebilir bir déniisiim olsun. f (X, y)

nin (XO, yo) noktasinda cross-cap olmasi i¢in gerek ve yeter kosul

of of of o°f o f

= (%0 ¥0) %0, a(xo, ¥o)=0, det(&(xo, YO)’aX—ay(Xo’ yo)'ﬁ(xw YO)j¢O
veya

of of of o f o f

5(%1 ¥o) #0, &(Xo, ¥o)=0, det(a(xo, yO)’%(XO’ yO)'y(Xo, yO)}’fO
olmasidir [41].
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4. OZEL FRAMED DUZLEM EGRILERI

Oklidyen uzayda uyarlanmis framed vektorler {V, 7_71, 52} kullanilarak framed 6zel egri

tiirleri verilebilir. Sirasiyla, (V7_72),(V7_71) ve (7_717_72) diizlemleri ile tanimlanan egriler

framed rektifiyan egriler [14], framed oskiilator egriler ve framed normal egriler [24]
olarak adlandirilir. Bu egriler singiiler noktaya sahip egrilerdir ve framed egrilerin
dogal yapisindan kaynakli olarak uzayda regiiler normal, oskiilatdr ve rektifiyan
egrilerinin dogal bir genellemesi olurlar. Bu boliimde bu egrilerden biri olan ve framed

kiiresel egriler ile iligkisini kuracagimiz framed normal egriler tanitilacaktir:

4.1. Framed Normal Egriler

Bu kisimda Oklidyen uzayda framed normal egriler i¢in temel tanim ve teoremler,
framed normal egrilerin baz1 karakterizasyonlar1 ve framed kiiresel egriler ile iliskileri

verilmistir.

4.1.1. Framed normal egrilerin temel 6zellikleri

Tamm 4.1.1.1. (y,77,,77,) : | = R®x A, bir framed egri olsun. Eger, baz1 A(s) ve u(s)

fonksiyonlart igin y(s) framed temel egrisinin konum vektorii

7(8) = A(8)17,(8) + 1(S)1,(5) (4.1)
esitligini saglarsa y egrisine framed normal egri denir [24].

Teorem 4.1.1.2. (y,17,,7,): 1 > R*xA,, p(s)>0 ve q(s)=0 framed egrilikleri ile
tanimli bir framed egri olsun. y(S) egrisinin bir framed normal egri olmasi i¢in gerek

ve yeter kosul egrinin konum vektoriinlin genellestirilmis normal ve genellestirilmis

binormal bilesenlerinin sirasiyla



(reme) =52

| (4.2)
_ 1 (afs)
<7/(3)’772(S)> - _ELE]

saglamasi gerekir [24].

Ispat. Kabul edelim ki y(s) framed normal egri olsun. O halde (4.1) denklemi

gecerlidir. (4.1) denkleminin tiirevi alinirsa,

7'(5) = A(S)1,(8)+ A, (8)+ 4 (8)n,(8) + (), (5)
bulunur. Frenet-tipi framed egriler i¢in tiirev formiilleri kullanilarak,
a(S)V(s) = 2'(8)17,(8) + A(S)(= P(S)V(S) + A(5)72,(5)) + 4/ (8)71,(5) + (S)(—A()7:(S))
bulunur. Katsayilarin esitligi kullanilarak,

a(s) =—A(s) p(s),
A'(8) = u(s)q(s) =0,
H'(s)+A(s)q(s) =0

denklemleri elde edilir. Dolayisiyla,

a(s) «(s)
A(s) = _
B) == #0)= q(s)[ p(s)j

oldugu goriiliir. Bu degerler, (4.1) denkleminde yerine yazilirsa,

a®)- . 1 (a
() (s)[ (s)j 2(8)

elde edilir. Tersine, kabul edelim ki (4.2) denklemleri saglansin. (4.2) denkleminin ilk

y(s)=

esitligin tlirevi alinirsa,

a(s){V(8),172(5)) = P() (7(9). V($)) +(5) (#(),77,(9)) =_(%j

olur. <v(s),ﬁl(s)> =0 oldugundan,
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=p(s){7(9)v(8))+a(s) (7(5).77:(5)) = _(%j

esitligi ~ saglanir. (4.2)  denkleminin  ikinci  esitligi  kullanilarak,
1 (as)) _ (a@s))

~p()(7(9).v(5) —q(s)—[_] :_(_j

< ) q(s) L p(s) p(s)

olur. p(s),q(s) #0 oldugundan, <)/(S),V(S)>:O olur. Bu ise y(s) egrisinin framed

normal egri oldugunu gosterir.
Sonu¢ 4.1.1.3. (y, 7_71,7_72) 1 > R*xA, framed normal egri olsun.

1. Eger s, noktas1 y(s) egrisinin bir singiiler noktasi ise,

a'(sy)

A(8,) =0, u(s,)=
() =0 (%) P(S,)0sS,)

denklemleri saglanir.

2. y(s) egrisi singliler noktalara sahip degil ise, yani egri regiiler bir framed egri ise

1 1 1
S SRS [x(s)J

seklindedir [24].

4.1.2. Framed normal egrilerin karakterizasyonlari

Teorem 4.1.2.1. (y,17,,77,):1 > R®xA,, p(s)>0 ve q(s) =0 framed egrilikleri ile
tanimli bir framed egri olsun. y(S) egrisinin bir framed normal egri olmasi igin gerek

ve yeter kosul

!

a(9)q(s) | 1 (a(S)]' 0 (4.3)

p(s) q(s)\ p(s)
denkleminin saglanmasidir [24].

Ispat. Kabul edelim ki y(s) egrisi bir framed normal egri olsun. O halde,

1'(s)+ A(s)q(s) =0 denkleminde A(s) ve u(s) fonksiyonlart yerine yazilarak (4.3)
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denklemi elde edilir. Tersine, kabul edelim ki y(s) framed egrisi (4.3) denklemini

saglasin. Dolayisiyla,

d a(s) -~ a(s)
RAOA o) 1,(8) + q(s)[p(s)j 75(8)

a(s)v(s){ 8)’71(5) ( E;j( P(SIV(S) +G(8)7,(S))

ds '
OC(S) (S)
’ (s)( (s)j 72 (6)+ (S)( (S)j( ASm(9)

yazilabilir. (4.3) denklemi kullanilirsa,

)+ a(s) - n(S)+ [a(S)] 17,(s) |=0 bulunur. Dolayisiyla #(s) egrisi bir
p(s) q(s)  p(s)

framed normal egridir.

Teorem 4.1.2.2. (y,m,,7,):1 > R3xA,, p(s)>0 ve q(s) =0 framed egrilikleri ile
tanimli bir en az bir singiiler olmayan noktaya sahip bir framed egri olsun. y(s) framed
egrisini S?(r) kiiresinde yatmasi i¢in gerek ve yeter kosul y(s) egrisinin bir framed
normal egri olmasidir [24].

Ispat. Tlk olarak kabul edelim ki y(s) framed egrisi m merkezli ve r yarigapl bir

kiirede yatsin. Dolayisiyla,
<7/(s)—m,7/(s)—m>:r2 (4.4)

denklemi yazilabilir. (4.4) denkleminin tiirevi alinirsa,

{a(s)V(s),7(s)—m)+(y(s) —m,a(s)v(s)) =0
= 2a(s)(v(s),7(s)—-m) =0

= a(s)(v(s),7(s)-m)=0
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olur. y(s) framed egrisi en az bir singiiler olmayan noktaya sahip oldugundan,
<V(S), 7(3) —m> =0 esitligi elde edilir. Bu ise y(s) egrisinin bir framed normal egri
oldugunu goésterir. Tersine, y(s) bir framed normal egri olsun. O halde (4.3) denklemi

saglanir. Bir m vektoriinii

m= 79+ 52 7,(5) + [
a6)

p(s)

p(s)

olarak diisiinelim. (4.5) denkleminin tiirevi alinirsa,

oy [ S) a(s) () o)
m(s)=7(9)+ (p()) 1y (p()j 28k [q(s)(p(s)jj G q(s)[p(s)j :©

—a(s)v(s)+[ Eijm(s) ( 8}( p(S)V(S) + q(5)77,(9))

(Z(S) ' (S)
+[ (s)( (s)n 72(3)+ ()( ()]( IOTAO)

elde edilir. Dolayisiyla, (4.3) denklemi kullanilirsa, m’(s) =0 bulunur. Sonug olarak,

m sabittir. Diger taraftan,
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(o)Al (5
p(s) )L p(s) q(s)\Lp()) Jl as)\ p(s)
:Z(a(s)j' a(s), 1| 1 (a(s)j'
p(s)/) | p(s) als)| as)\ p(s)
@2(05(5)]’ 1| (s | 1 (a(s)]'
ps) ) [a@)|  p(s) q(s) L p(s)

_ 4@) {L,o}
p(s) ) | a(s)

=0

ifadesi

(@j: i(@j = ¢ =sabit
p(s) q(s)\ p(s)

denkleminin diferansiyelidir. Dolayisiyla,

B v [(a®Y | L (a®) |
(y(s)-m,y(s)—m) (p(s)j +[q(s)(p(s)j] ¢ =sabit

ifadesi elde edilir. Buradan, c=r? alinabilir. Dolayisiyla, y(s) framed egrisi m

merkezli ve r yarigapl bir kiirede yatar.

Teorem 4.1.2.3. (y,77,,77,): 1 > R®xA,, p(s)>0 ve q(s) =0 framed egrilikleri ile
tanimli bir framed egri olsun. y(S) egrisinin framed normal egri olmasi i¢in gerek ve

yeter kosul asagidaki sartlarin saglanmasi gerekir:

1. p(s),q(s) ve a(s) framed egrilikleri, c;,C, € R sabitleri i¢in,
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os (4.6)

ﬁ:clcos(jq(s)ds)+c2sin(fq(s)ds)

esitligini saglar.
2. y(s) framed egrisinin konum vektdriiniin genellestirilmis normal ve genellestirilmis

binormal bilesenleri, sirasiyla

<7/(s), 7_71(s)> = (—cl cos(j q(s)ds) —c,sin (I q(s)ds)) (4.7)
(7(5).1,(5)) = (c;1 sin( [ a(s)ds)—c, cos( | q(s)ds))

esitliklerini saglar. Tersine, eger (7,7,,7,):1 > R¥xA,, p(s)>0, g(s)=0 framed
egrilikleri ile taniml1 bir framed egrisi i. ve ii. sartlarindan en az birini saglarsa y(s)
bir framed normal egridir [24].

Ispat. Tlk olarak kabul edelim ki y(s) bir framed normal egri olsun. O halde (4.3)

denklemi saglanir. (4.3) denkleminde t(s) = a(s) ve z(s) = L olarak yazilirsa,
p(s) q(s)
%+(z(s)t'(s))’ _0 (48)
elde edilir. (4.8) denkleminde x(s) = I%ds degisken degistirmesi yapilirsa,
d’t (4.9)

2
—2+t :0

dx

diferansiyel denklemi elde edilir. Simdi (4.9) diferansiyel denklemin ¢oziimiinii

inceleyelim: (4.9) diferansiyel denkleminin karakteristik denklemi r®> +1=0 seklinde

yazilabilir. A =b’ —4ac =—4 <0 oldugundan 2 farkli kompleks kk vardir. Bu kékler,
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=i ve r,=—i seklindedir. Dolayisiyla, (4.9) diferansiyel denkleminin ¢oziimii,
c,,C, R iken
t(s) =c,cosx+c,sinx

seklindedir. Sonug olarak,

t(s)—T; ve X(s)= j—ds

esitlikleri kullanilirsa,

W; =c cos(_[q(s)ds)+c SIH(IQ(S)dS)

denklemi bulunur. Dolayisiyla 1 gosterilmis olur.

a(s))

a(s) j denklemleri kullanilarak,

A(s) =—28) ) =
B)=""0 q(s)[p(s)

A(s) = —% =—C cos(_[ q(s)ds) —C,sin (jq(s)ds)

u(s) = —%(%) q(ls) (c cos(_[q(s)ds) +C,sin (Iq(s)ds))

= q(s)( q(s)c, sm(J'q(s)ds)+czq(s)cos(jq(s)ds))

= (clsln (Iq(s)ds) -, cos(_[q(s)ds))
seklinde bulunur. Dolayisiyla, y(s) framed normal egrisi,

y(s) = (—c1 cos(f q(s)ds) —C,sin (J.C{(S)dS))T_h(S)
jt(clsin(.[q(s)ds)—c2 COS(J-C](S)dS))T_h (s)

seklinde yazilabilir. Buradan,
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<7(S) 7(S)>= +c,’
;/(s) 771(5 ( cos _[q(s)ds —c sm(_[q(s)ds))
y(s) 772(5) (c sm jq(s)ds —-C, cos(jq(s)ds))

seklinde yazilabilir. Dolayisiyla, 2 gdosterilmis olur. Tersine, kabul edelim ki 1

saglansin. O halde (4.6) denkleminin tlirevi alinirsa,

!

(QES; —c cos(IQ(S)ds)+c S'”(J.Q(S)ds)j
=£(%}’ =- 1Q(S)sin(IQ(S)ds)+c2q(s) cos(jq(s)ds)]

= [q(s) (zgj —clsin(J'q(s)ds)ch2 cos('[q(s)ds)}

1 () |
- [@(%] J = ~c,q(s)cos( [ a(s)ds) - c,a(s)sin( [ a(s)ds)

) Q(S)(Oplg;j] q(s)(_clCOS(IQ(S)dS)—CZSin(fq(s)ds))

N ENEO NS
- [q(s)( p(s)J ] q(s)[ p(s)j

elde edilir. Dolayisiyla, son esitlik kullanilarak, Teorem 4.1.2.1’in ispatina benzer bir

sekilde,

a(s) - a(s) _
[() ﬁm() (S)[ (s)j z(S)]O
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bulunur. Bu ise y(s) egrisinin framed normal egri oldugunu gosterir. Simdi, 2 sartinin

saglandigin1 kabul edelim. Yani, (4.7) denklemleri saglanir. (4.7) denkleminin ilk

esitliginin tiirevi alinir ve (4.7) denkleminin ikinci esitligi kullanilirsa,

(<7/(S), ﬁl(s)> =—C, cos(_[q(s)ds) —C,sin (Iq(s)ds))’
= a(5) (V(9),17,()) + (7(5), = P(S)V(S) +(8)77,(5)) = c.a(s)sin ([ a(s)ds ) —c,a(s) cos [ a(s)ds)
= ~p() (7(5).v($))+a(5) (#().7(9)) = a(s) c,sin ([ a(s)ds ) ~c, cos [ a(s)ds |

==p($){((5),v(8))+ A() {7(5),7,(5)) = A() {7(5),7.(5))
= (r(s),v(s)) =0

bulunur. Bu ise egrinin framed normal egri oldugunu gosterir.

Ornek 4.1.2.4. y:[0,27) > R® egrisi,
7(s) = Ecoss—lcos3s,§sins—isin3s,£coss
4 4 4 4 2

denklemi ile verilsin (Sekil 4.1.). Bu egri literatiirde “nephroid” egrisi olarak bilinir

[13]. Diger yandan,

Ve

, 3. 3. 3 3 .
y'(s) =| ——sins+—sin3s,—c0s S ——C0S3s,——sins
4 4 4 4 2

olup, »'(0) = (0,0,0) olup egri regiiler bir egri degildir. Dolayisiyla,

/() =a(V) =(x/§sinS)(?cos%,?sinz&—a

olarak yazilabilir. Yani singiiler noktalar1 karakterize eden «(s) fonksiyonu,

a(s) = J3sins

seklinde ve genellestirilmis teget olarak kabul edilen v(s) birim vektorii
v(s) = ﬁcos 2s, ﬁsin 2s, 1
2 2 2

seklindedir. Ayrica,
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m(s) = vis) _ (—\/§sin 25,3005 25’0) =(-sin2s,c0s2s,0)

V) N&

17,(3) =V(s) x7,(s) = (008223 | sin223 @]

olur. p(s) ve q(s) egrilikleri ise

p(s) =|V'(s)]|=+/3

a9 - YOVOVE)
Vel

seklinde hesaplanir. Simdi bu egrinin framed normal egri oldugunu gosterelim:
(4.1) denklemine gore,

§cos S —100333, Esin S —lsin 3s, ﬁcos S

4 4 4 4 2

c0sS2s sin2s \/§J

= A(s)(-sin 25,c0525,0)+y(s)( : —

2 2 2
esitligini saglayan A(s), «(s) fonksiyonlarin1 bulmaliy1z. iki vektoriin esitliginden,

C0S2s

%cos S —%00535 =—A(s)sin 2s + u(s)

sin 2s

%sin s—%sin 3s = A(s)cos2s + u(s)

BB
—COSS =— u(S
> 5 1)
bulunur. Dolayisiyla, buradan x(s) =coss ve A(s)=-sins elde edilir. Diger yandan,
egri framed normal egri ise Teorem 4.1.2.1°den (4.3) denkleminin saglanmasi
gerektigini biliyoruz.

!’
’

a(s)q(s) | 1 (a(s)j’ :(\/§sins)(—1)+ i(\@sins]
ps) | a(s)\ p(s) 3 -1 V3

=(—sins)+(sins)
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bulunur. Dolayisiyla, egri bir framed normal egridir [24]. Ek olarak, <}/(S), ;/(S)) =1

oldugundan egrinin birim kiirede yatan framed kiiresel egri oldugu agiktir (Sekil 4.2.).

Sekil 4.2. S? kiiresi tizerinde kiiresel nephroid egrisi.
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4.2, Framed Rektifiyan Egrilerin Simiflandirilmasi

Bu kisimda framed rektifiyan egriler hakkinda temel tanim ve teoremler, framed
kiiresel egrilerin genislemesi yardimiyla framed rektifiyan egriler ve bu genislemeye
dair baz1 simiflandirmalar verilmistir.

4.2.1. Framed rektifiyan egriler

Framed rektifiyan egriler Wang, Pei ve Gao tarafindan tanitilmistir [14]. Simdi bu
caligmaya ait temel tanim ve teoremler verilip daha sonra framed rektifiyan egrilerin

siniflandirilmasina ait bazi karakterizasyonlar verilecektir.

Tamm 4.2.1.1. (7/,51,52)2 | > R°xA, bir framed egri olsun. Eger, baz1 3(s) ve

o(s) fonksiyonlari igin y(s) framed temel egrisinin konum vektorii

7(8) = B(S)V(S) +5(8),(S) (4.10)

esitligini saglarsa y egrisine framed rektifiyan egri denir [14].
Teorem 4.2.1.2. (y,1,,17,):1 >R*xA,, p(s) >0 framed egriligi ile bir framed egri
olsun. Asagidaki ifadeler birbirine denktir [14]:
1. y(s) framed egri ve framed egrilikleri arasinda
(1)) =a(®)

iliskisi mevcuttur.

2. Bazipozitif C sabiti i¢in y(s) egrisinin uzaklik kare fonksiyonu,

£(s)=(7(s).7(5)) =(r(s).¥(s))" +C
esitligini saglar.
3, <y(s),52(s)> =, ¢ =sabit

4. y(s) bir framed rektifiyan egridir.

Ispat. Kabul edelim ki y(s) bir framed rektifiyan egri olsun. Tanimdan, (4.10) esitligi

yazilabilir. (4.10) esitliginin tiirevi alinirsa,
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B(s)p(s)=5(s)a(s), (4.11)

5'(s)=0.
esitlikleri elde edilir. (4.11) denkleminin birinci ve tgilincii esitliginden,
<;/(S),V(S)>' = ,B'(s):a(s) denklemi elde edilir. Dolayisiyla 1 ifadesi ispatlanmig
olur. 6'(s)=0 oldugundan 3 ifadesi de ispatlanmis olur. (4.10) ve (4.11)
denklemlerinden, C = &2 bir pozitif say1 iken,

(7(8).7(8)) = 5 (s)+6% =(y(5).¥(s)) +C,

elde edilir. Dolayisiyla, 2 ifadesi ispatlanmis olur.

Tersine, kabul edelim ki 1 ifadesi saglansin. Buradan,

’ J—

((5).9(s)) ={a(s)v(s).v(s))+ p(s) {7 (s).m(s)) = (s)

yazilabilir. p(S) >0 oldugundan, <7(S),ﬁl(s)> =0 olur. Dolayisiyla, y(s) bir
framed rektifiyan egridir. Kabul edelim ki 2 ifadesi saglansin. Buradan, pozitif C

sabiti i¢in < 7(s), 7/(8)) = < 7(s), V(S)>2 +C denkleminin tiirevi alinirsa,

2(y(s)(s)v(s)) =2{y(s) v(s)) @(5)+ P(s){r(s).m.(5)))
ve <7(S),ﬁl(s)> =0 bulunur. Dolayisiyla, y(s) bir framed rektifiyan egridir. Kabul

edelim ki 3 ifadesi saglansin. C=sabit iken, <7(S),7_72(S)>=C denkleminin tiirevi

almirsa,

olarak bulunur. <v(s),772(s)>:0 ve 3 ifadesi i¢in (s)#0 oldugundan
< y(s).m (S)> =0 seklinde bulunur. Dolayisiyla, 7(s) bir framed rektifiyan egridir.
llerleyen kisimlarda framed rektifiyan egrilerin egrilikleri arasinda kullanacagimiz

iligki asagidaki gibi verilir:
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Teorem 4.2.1.3. (y,7,7,):1 >R*xA,, p(s)>0 ile bir framed egri olsun. y
egrisinin bir framed rektifiyan egri olmasi i¢in gerek ve yeter kosul ¢, #0 ve c,

sabitleri igin
—L= clja (s)ds+c,

olmasidir [14].

4.2.2. Framed kiiresel egrilerin genislemesi yardimiyla framed rektifiyan egriler

Regiiler rektifiyan egriler i¢in bir siniflandirma Chen tarafindan yapilmigtir [15]. Ama
bu regiiler olmayan durum i¢in yeterli degildir. Dolayisiyla regiiler olmayan rektifiyan
egriler i¢cin bir genisleme Wang, Pei ve Gao tarafindan framed egriler kullanilarak
verilmistir [14]. Bu genisleme hem regiiler hem de regiiler olmayan rektifiyan egrileri
icerdiginden oldukca kullanighidir. Simdi bu genislemeye ait temel teorem ve ispatini

verelim:

Teorem 4.2.2.1. (y,f_yl,ﬁz):l—>R3><A2, p(s) >0 ile bir framed egri olsun. y

egrisinin bir framed rektifiyan egri olmasi icin gerek ve yeter kosul w(s), S de bir

framed egri, C sabit ve p pozitif bir say1 iken

y(s) = ,o\/(tan2 (I|W'(S)| ds+ c) +1)w(s)

esitliginin saglanmasidir [14].
Ispat. Kabul edelim ki y(s) bir framed rektifiyan egri olsun. Teorem 4.2.1.2°den, o
pozitif bir sayi iken, (y(s),7(s))=/"(s)+p° olur. Dolayisiyla, y(s) framed

rektifiyan egrisi, w(s), S® de bir framed egri iken,

7(s) =B (5)+p"W(s) (4.12)

seklinde yazilabilir. (4.12) denkleminin tiirevi alinirsa,

7'(5)=%W(8)+W\NI(S) (4.13)
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olarak bulunur. »'(s)=e(s)v(s) oldugundan W' (s), w(s) ye diktir. (4.13) denklemi

gosterir ki,

(s - et

seklindedir. Buradan,

J

seklinde yazilabilir. O halde,

W (s)ds + C =arctan (%S)]

B(s)=ptan (f

W'(S)|dS+C) (4.14)

olur. (4.14) denklemi, (4.12) denkleminde yerine yazilirsa, istenilen elde edilir.

Tersine, y(s) framed egrisiw(s), S® de bir framed egri, C sabit ve p pozitif bir say1

iken

y(s) = /o\/(tan2 (f

denklemini saglasin. Kabul edelim ki, g(s)= ptan ( _[

w(s)|ds +c) +1)w(s)

w(s)|ds+C) Ve 4 (s)=a(s)

olsun. O halde,

4.15
J'|W’(s)|ds+C:arctan(&J (419
Yo,
yazilabilir. (4.15) denkleminin tiirevi alinirsa,
s (4.16)
2P _pus)
B (s)+p
ve
> 4.17
() =L (o) 55y s Y
B (s)+p°
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bulunur. (4.16) ve (4.17) denklemlerine gore, W (s)=/(s)v(s) oldugundan

W(s)|=a(s) dir. Ohalde, a(s)==+5(s), B(s)==B(s) dir. Dolayistyla,

7(s) =B (s)+p*W(s)
olur ve uzaklik kare fonksiyonu Teorem 4.2.1.2 2 ifadesini saglar. O halde, y(s) bir

framed rektifiyan egridir.

Sonug¢ 4.2.2.2. Framed kiiresel egrilerin genislemesi yardimiyla elde edilen framed

rektifiyan egrilerin denklemi

y(s) = p\/(tan2 (j|w'(s)| ds+ c) +1)w(s)

ile verilir. Bu denklem,

y(s) = psec( J' w'(s)ds + c|)w(s)

formunda da yazlabilir. Ancak, regililer durumlar i¢in Deshmukh, Chen ve
Alshammari her kiiresel egri ile olusturulan genislemenin sonucunun bir rektifiyan
egri olmayabilecegini gostermislerdir [23]. Framed egriler, lineer bagimsiz kosullar

altinda regiiler egrilerin genellestirilmis hali oldugundan bu sonug¢ framed egriler

iginde verilebilir. Dolayisiyla, w(s) =(sins,0,coss) i¢in genisleme kullanilarak,

i 4.18
}/(S):p( sins _ coss j (4.18)

cos(s+c)  cos(s+c)

bulunur. (4.18) denkleminin tiirevi alinirsa,

7'(s) = p———(sin(s +c)sin s +cos(s +¢) cos s, 0,sin(s +¢) coss —cos(s +¢)sin’s )
cos“(s+¢c)

olur. ¥'(s)=a,(s)v,(s) oldugundan,

’ P cos? (s+c¢)

ve

Vv, =(sin(s +c)sin s +cos(s +¢) coss, 0,sin(s +¢) cos s — cos(s +c) sin s) (4.19)

o1



seklinde yazilabilir. (4.19) denklemi diizenlendiginde, v, (s) = (cosc,0,sinc) bulunur.

O halde, Vy' =0 olur. Bu ise kabul ile gelisir ve diger yandan framed rektifiyan

egrilerin egriliklerinin pozitif olmasi gerekir. Dolayisiyla, 7 framed rektifiyan egri

degildir [25]. Dolayisiyla, bu genislemeye dair baz1 6zellikler verilecektir.

Onerme 4.2.2.3. w(s), S® de en az bir singiiler olmayan noktaya sahip bir framed
egri olsun. O halde, {W,V,,WAV,} bir ortonormal sistemdir ve p,,e, framed

egrilikler ve h=(wAv,,v,, ) iken

w?! tw

seklindedir [25].

Ispat. w(s), S® de en az bir singiiler olmayan noktaya sahip bir framed egri olsun. O

halde,

(w(s), w(s)) =1 (4.20)

olur. (4.20) denkleminin tiirevi alinarak, w(s) framed egri oldugundan, ¢, <W, VW> =0
olur. Dolayisiyla, w(s), S° de en az bir singiiler olmayan noktaya sahip oldugundan

(w,v,)=0 olur. Dolaystyla, {W,V,,WAV,} bir ortonormal sistemdir. Kabul edelim

ki, h= <W/\VW,VW'> olsun. Dolayisiyla,
v, = (~a,)W+h(wav,)
olur. v, = pwﬁlw oldugundan,

- a, h
My = ——2W+—WAV,,
Pu Pu

P, =+a, +h?
elde edilir.

Uyan 4.2.2.4. C” teoride, her se | i¢in f(s)g(s)=0 ise, her sel i¢in f(s)=0

veya her sel icin g(s)=0 ifadesi dogru degildir. Ornegin flat fonksiyonlar gibi
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Karsit ornekler vardir. Dolayisiyla, f,g fonksiyonlari reel analitik fonksiyonlar ise
ifade dogrudur. O halde kullanilan fonksiyonlar reel analitik fonksiyonlar olarak kabul
edilmistir [25].

Teorem 4.2.2.5. w(s), S? de bir framed kiiresel egri iken y framed egrisinin bir

genislemesi ;/(s)=p\/(tan2(j W'(S)|dS+C)+1)W(S) olsun. O halde, p, ve «,>0

framed egrilikler iken,
p,(s)= cos(j w(s)| ds + c)4 ” P, - awz‘,

g, (s) =sin (I|W'(S)| ds + c) ‘ p.2— awz"

W'(S)|dS+C)aW(S),

a,(s) = psec? (I
v, (s) =sin (I w'(s)|ds + c)w(s) + cos(j|w’(s)| ds + c)vw(s),
1y, (8) = W(S) AV, (3),

1,,(5) = cos(f|w’(s)| ds + c)w(s) —sin (I|W'(S)| ds + c)vW(s).

ifadeleri elde edilir [25].

Ispat. w(s), S* de bir framed kiiresel egri iken y framed egrisinin bir geniglemesi
y(s) = psec(ﬂw’(s)ds + c|)w(s) (4.21)

olsun. (4.21) denkleminin tiirevi alinirsa 7'(s) =, (S)v,(s) ve W'(s)=«,(s)v,,(S)

oldugundan,

sin(J.|W'(s)|ds+c) (4.22)
(o |, ()| w(s)
oS (J.|W (s)|ds+ c)
1
e cos(j|w’(s)| ds+c

a, (), (s) = p

a,(s)v,(S).
)

olur. Kabul edelim ki ¢,,(s) >0 olsun. O halde (4.22) denkleminden,

a,(s) = psec? (I|w’(s)| ds + c)aw (s),

v, (s) =sin (I|w’(s)| ds + c)w(s) + cos(j|w’(s)| ds + c)vW(s).

ve
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v, (s) =sin (I|W'(S)| ds + c)w(s) +cos (I|W'(S)| ds + c)vw(s). (4.23)

bulunur. (4.23) denkleminin tiirevi alinirsa, h = <W A VW,VW'> iken

p, ()7, (5) = cos| |

w'(s)|ds + c) (hwAav,)

elde edilir. Dolayisiyla,
17, (8) = W(S) AV, (5),

ve
p,(s)= cos(I|W(s)| ds + c) p -,

olur. 527 (8)=Vv,(s)A ﬁly (s) oldugu kullanilirsa,

75, (5) = cos( |

w'(s)|ds +c)w(s) —sin (_[

w(s)|ds +c)vw(s) (4.24)

olur. (4.24) denkleminin tiirevi alinirsa,
—q, (s)17,, (s) = —sin (I|W'(S)| ds + c) (hwav,)

elde edilir. Dolayisiyla,

qy(s)=sin(_[|vx/(s)|ds+c) .’ -a,’]
bulunur.
Sonug¢ 4.2.2.6. w(s), S? de bir framed kiiresel egri iken y framed egrisinin bir
genislemesi  y(s) = psec( .[ |W'(s)ds+c|)w(s) olsun. Eger s,, w(s) egrisinin bir
singiiler noktasi ise, Sy, 7 () egrisinin de bir singiiler noktasidir [25].
Sonug 4.2.2.7. w(s), S de biiyiik bir gemberin bir yay1 olmayan framed kiiresel egri

olsun. O halde, y(s) = psec(_[

w'(s)ds+c||w(s) bir framed rektifiyan egridir.
yan €g
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Ornek 4.2.2.8. ®:[0,27) >R’ iken
w(s) = %(Zcos S—C0S2s,2sins—sin 2s, 2\/50053

denklemi ile verilen kiiresel kardioid egrisinin tiirevi alinirsa, 0 ve 27 noktasinda

singiiler noktalara sahip oldugu goriiliir. Dolayisiyla,

VW(S)Z(—Z\/Ecos%+icos 2, 22si ni_is S _%j

2

ve

a,(s)= \/Esin%

ile bir Frenet-tipi framed egridir. Buradan,

=/2sin % oldugundan

j|w'(s)| ds+c= —2\/§cos§+ c

seklinde hesaplanir. Kabul edelim ki, p=1 ve ¢=0 olsun. Dolayisiyla, Teorem
(4.2.2.1)’ den,

Esec(—Z\/Ecos Ej COSS — lsec(—zx/f cos Ej €0s 25,
©) 3 2 3 2

}/ =
gsec(—Z\/gcos Ejsin S —lsec(—Z«/Ecosijsin 28, \/_sec( 2\/5005 jcos—
3 2 3 2 3 2
bulunur. Diger yandan, Teorem 4.2.2.5’ten

gsm( 2\/§cos ]coss —gsm( 2\/§cos jcosZs

22 cos(—Z\/E cos > jcos - +¥COS[ 22 cos> )0053 %
v (s) = §sm( —2J2 cos> jsin s —%sin (—Zﬁcos%jsin 2s

Zﬁcos(—zﬁcos ]sm%—icos( 2\/§cos jsm E

ism[ 22 cos> jcos%—%cos(—zﬁcosgj
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olur. Ayrica, p, =|v, |=~/2 oldugundan,

a,(s)=+/2sin %sec2 (—Zﬁcosgj,
p,(s)=+2 cos%cos(—zﬁ cos%),
q,(s) = ﬁcos%sin (—2\/5003 %)

olur [25].

0.5 Sl
10 10

Sekil 4.3. w(s) framed kiiresel egrisinin genislemesi ile y(s) framed rektifiyan

egrisi.
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5. FRAMED EGRILER ICiN BIiR DIFERANSIYEL DENKLEM VE
UYGULAMALARI

Bu kisimda framed egrilerin uzaklik kare fonksiyonlari yardimiyla genel bir
diferansiyel denklem verilmistir ve bu diferansiyel denklemin framed normal egriler,

framed rektifiyan egriler ve framed helisler ile iligkisi incelenmistir.

5.1. Framed Egrilerin Uzakhk Kare Fonksiyonlar1 ve Genel Bir Diferansiyel
Denklem

7:1 > R? framed temel egrisi p(S) : q(s) #0 ile verilsin. Oklidyen uzayda regiiler

bir egrinin uzaklik fonksiyonu d(s) =, / < 7(3), 7/(5)> ile verilir. Ancak egri regiiler degil

ise d(s) fonksiyonun tiirevleri singiiler noktalarda tanimsizlik yaratabilir. Dolayistyla

singiiler egriler i¢in uzaklik kare fonksiyonlar1 kullanmak daha avantajlidir. Bu

duruma Wang ve Pei’nin framed rektifiyan egriler i¢in uzaklik kare fonksiyonlari
tanim1 da ornek teskil eder [14]. Dolayisiyla, singiiler noktalara sahip y:1 — R®

framed temel egrisi i¢in uzaklik kare fonksiyonu
d*(s) =(»(s), 7(s)) (5.1)

ile tanimlanir. Simdi bu boliim i¢in dnemli bir rol oynayan asagidaki Onermeyi

verebiliriz:

Onerme 5.1.1. (y,ﬁl,ﬁz): | >R*xA,, p,q=0 ile bir framed egri olsun. x=p™,

y=q", ah=dd’ iken,

| , (5.2)
(yx)hllr+(yrx+2yxi)hﬂ+[(yxf) +X+§Jh’+(lj h
Xy X

=(yx)a"+(y'x+ 2yx’)a’+((yx’)' +§Ja

diferansiyel denklemi saglanir [27].



Ispat. (5.1) denkleminin tiirevi almirsa,
2dd’ = 2a<7/,v>

bulunur. O halde ¢h=dd’ ise

h=(yv) (53)

yazilabilir. (5.3) denkleminin tiirevi alinir ve Frenet-tipi framed egriler i¢in tiirev

formiilleri kullanilirsa,
X(h'—a)=<7/,7_71> (5.4)
elde edilir. (5.4) denkleminin tiirevi alinir ve (5.3) denklemi kullanilirsa,
x’(h’—a)+x(h”—a’):—p(y,v>+q<y,7_72> (5.5)
olur. (5.3) ve (5.5) denklemleri kullanilarak,

1! " ' y - (56)
yX (h —a)+ yx(h -a )+(;jh :<7/,772>

bulunur. Son olarak, (5.6) denkleminin tiirevi alinir ve (5.4) denklemi kullanilirsa,
(5.2) denklemi elde edilir.

Sonu¢ 5.1.2.

dd’

o

1. Eger y egrisi Ozel olarak regiiler bir framed egri ise, h= olarak

yazilabildiginden, (5.2) diferansiyel denklemi d wuzaklik fonksiyonuna goére 4.

basamaktan bir diferansiyel denklemdir. Ozel olarak, =1 ise, 7 egrisi birim hizl

regiiler bir egri olacagindan, x=p™,y=q", h=dd’ iken

(yx)h"+(yx+2yx)h" +[(yx’)' +X+fjh'+(lj h= ((yx')' +§)

Xy X y

olur. Elde edilen bu diferansiyel denklem, birim hizli regiiler egriler igin bir

diferansiyel denklemi verir [26].
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2. Eger 7 egrisi regiiler olmayan bir egri ise (yani singililer noktalara sahip bir egri

’

ise), singliler noktalarda & fonksiyonu sifir olacagindan, h = dd esitligi yazilamaz.

Dolayisiyla, (5.2) diferansiyel denklemi uzaklik kare fonksiyonu ile tanimlanan h

fonksiyonuna gore 3. basamaktan bir diferansiyel denklemdir.

Ornek 5.1.3. y:R — R® framed egrisi,

2 5.7
7(s) =((s—3)coss—sin s,—(s—3)sin s—coss,%—3sj (6.7)

parametrik gosterimiyle verilsin (Sekil 5.1.), (Sekil 5.2.). Egri s=3 noktasinda
singiiler noktaya sahip oldugundan Frenet egrisi degildir. Ancak, (V, }/) ‘R—>S*xR

dontigiimii ile 7 bir framed temel egridir ve genellestirilmis tanjant vektort,
v(s)= i(—sin s,—€0ss,1)
2
ve singiiler noktalar1 karakterize eden o (S) fonksiyonu
a(s)=+2(s-3)

seklindedir. Framed egrilikler hesaplamirsa, p(s)=q(s)= bulunur. Diger

yandan, uzaklik kare fonksiyonu ise
g
d*(s) = Z—Bs3 +10s® —6s+10

dir. ah=dd’ oldugundan,

2
h(s):ﬂ

22

bulunur. Buradan, h(s) fonksiyonun ii¢ kez, a(S) fonksiyonun iki kez tiirevi

alinirsa,

s—3 1

h'(s):$, h”(s):ﬁ, h"(s)=0
a’(s):«/z a"(s)=0
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elde edilir. Sonug olarak, bu degerlerin (5.2) diferansiyel denklemi sagladigi goriiliir
[27].

10/

4200

nY
4100

2\
Vo

Sekil 5.1. (5.7) denklemi ile verilen Frenet-tipi framed egrisi.

“h 50
o

X,
L
3000 %,
$

2000 %

1000
¢

Q

Sekil 5.2. (5.7) denklemi ile verilen Frenet-tipi framed egrisinin diger bir gériiniimii.
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5.2. Framed Egriler icin Genel Diferansiyel Denklemin Uygulamalar:

Bu kisimda (5.2) diferansiyel denkleminin tezimizin 4. boliimiinde tanittigimiz 6zel

framed diizlem egrileri ve framed helisler ile iliskisi incelenmistir.

5.2.1. Framed normal egriler icin bir diferansiyel denklem

Teorem 4.1.2.3’e gore, y:l1 —R® framed egrisi bir framed normal egri ise

¥(s) = (-cl cos( [ a(s)ds)—c, sin( | q(s)ds))fyl(s)
+(clsin( [a(s)ds)—c, cos( | q(s)ds))r_yz(s)

denklemi saglanir. Buradan,
(7(s),7(s)) =¢,” +¢,? = sabit

esitligi bulunur. Dolayisiyla, uzaklik kare fonksiyonu, d®(s)=c/+c; =sabit elde

edilir. O halde (5.2) diferansiyel denkleminin bir sonucu olarak asagidaki teoremi

verebiliriz:
Teorem 5.2.1.1. En az bir singiiler olmayan noktaya sahip y:1 — R® framed egrisinin

bir framed normal egri olmasi igin gerek ve yeter kosul X= p‘l , Y= q‘l iken

(5.8)

(y(ax)')l +a7X=0

esitliginin saglanmasidir [27].

Ispat. Kabul edelim ki »: 1 — R® framed egrisi framed normal egri olsun. O halde
d?(s)=c/ +c; =sabit (5.9)

5.9) denkleminin tiirevi alinirsa h=dd’ =0 bulunur. y: 1 — R® framed egrisi en az
7 g

bir singiiler olmayan noktaya sahip oldugundan h=0 olur. Bu esitlik (5.2)

diferansiyel denkleminde yerine yazilirsa, (5.8) denklemi bulunur.
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Sonug¢ 5.2.1.2. (5.8) denkleminde x=p™,y=q" esitlikleri yerine yazilirsa,

alp p
denklemi bulunur. Bu karakterizasyonun ise (4.3) denklemi ile ayn1 oldugu goriiliir.

Sonug 5.2.1.3. En az bir singiiler olmayan noktaya sahip »:1 —R*® framed normal
egrisi ayni zamanda framed kiiresel egri oldugundan elde edilen sonuglar framed

kiiresel egriler i¢in de dogrudur. Agikca, 7 : 1 — R® framed kiiresel egrisi r yarigapl
ve orijin merkezli bir kiirede yatarsa, (7(s),7(s))=r olur. Gergekten ah=dd’=

esitligi elde edilir ve ayn1 karakterizasyonlar bulunur.

Ornek 5.2.1.4. Frenet-tipi framed egri olarak J : [0, 27[) —>R’
y(s) = gcoss—lcos 25, Esm s——sm 25, icos—
3 3 3 3 2

kiiresel kardioid egrisini diisiinelim (Sekil 5.3.). Buegri s=0 ve s =27 noktalarinda

singiiler noktalara sahiptir. Diger yandan, < 7(s).y (s)> =1 oldugundan framed kiiresel

egridir. }/'(S) =a(s)v(s) esitliginden V(S): | — S? regiiler kiiresel egrisi,

v(s) :[—Zx/icos§+¥cos3%,zﬁsing_i S _EJ

2 3

seklinde bulunabildiginden, y:1 —R® bir Frenet-tipi framed egridir ve framed

egrilikler,
a(s) = \/Esing,
p(s)=+2,
as)=3

seklinde hesaplanir. Ayrica,

h=(y,v)=0, x=

-2 a:\/fsing



ifadelerinin (5.8) denklemini sagladigi goriiliir.

-0.5

Sekil 5.3. y(s) kiiresel kardioid egrisi.

5.2.2. Framed rektifiyan egriler icin bir diferansiyel denklem
Teorem 4.2.1.2°e gore, 7 :1 — R® framed egrisi bir framed rektifiyan egri ise,

C =sabit iken

d?(s)=(r(s).v(s))"+C=h?+C (5.10)

esitligi vardir. Framed rektifiyan egriler icin uzaklik kare fonksiyonunun bu
tanimindan ve (5.2) diferansiyel denkleminin bir sonucu olarak asagidaki Teoremi

verebiliriz:
Teorem 5.2.2.1. y:1 > R® framed egrisinin bir framed rektifiyan egri olmasi igin

gerek ve yeter kosul x=p™",y=q"'ve h= <)/, V> iken

HROE

esitliginin saglanmasidir [27].

Ispat. Kabul edelim ki y:1 —R® framed egrisi bir framed rektifiyan egri olsun. O

halde framed rektifiyan egriler i¢in uzaklik kare fonksiyonu (5.10) denklemini saglar.

(5.10) denkleminin tiirevi alinirsa,
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2dd" =2(y,v)(y,v),
dd'=hh"=ch
olur. Framed rektifiyan egriler igin h=0 oldugundan, h"=« olur. h,h’,h",h"

ifadeleri (5.2) denkleminde yerine yazilirsa, (5.11) diferansiyel denklemi elde edilir.
Tersine, (5.11) denklemi saglansin. (5.11) denkleminin her iki tarafinin integrali

alinirsa, d bir sabitiken yh = ax elde edilir. h" = & oldugundan b integral sabiti i¢in

h= J a(s)ds+b bulunur. Dolaysiyla,

|

(.[a(s)ds+b)

X
y

denklemi bulunur. x=p™,y=q", lzcl ve 2 _ c, iken,
a a

q

E=CJO!(S)dS+CZ
esitligi bulunur. Dolayisiyla Teorem 4.2.1.3’ten y:1 —R® bir framed rektifiyan
egridir.

Teorem 5.2.2.2. 7:1 —R® framed egrisinin bir r sabiti igin,

<7’ 51>2 +<7, 7_72>2 =r? (5.12)

esitligini saglamasi i¢in gerek ve yeter kosul 7 framed egrisinin ya framed normal egri

ya da framed rektifiyan egri olmasidir [27].

Ispat. i1k olarak kabul edelim ki, y: 1 — R® framed egrisi (5.12) denklemini saglasin.
7.1 > R® framed egrisini V’Th’ 7_72 vektorleri cinsinden, y =av+ bﬁl + 07_72 seklinde

yazabiliriz. O halde, uzaklik kare fonksiyonu,

—\2 —\2
d? :<7/,7>:a2 +b? +c? :<7/,V>2+<}/,771> +<;/,772>
olarak bulunur. (5.12) denkleminden,

q2 =<}/,V>2+I’2 (5.13)
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bulunur. (5.13) denkleminin tiirevi alinirsa,
dd’ :<)/,V>(a+ p<;/,771>)
olur. h=(y,V) oldugundan, h' = o + p(7.7,) olur. O halde,

dd'=hh"=ah
esitligi bulunur. Dolayisiyla, ya h=0 ya da h=¢' olur. O halde, Sonu¢ 5.2.1.1 ve

Sonug 5.2.2.1°den y:1 > R® framed egrisi ya framed normal egri ya da framed

rektifiyan egridir. Tersine, y:l1 —R® framed egrisi framed normal egri olsun. O

halde, <7/,V> =0 ve d sabittir. Dolayisiyla, (5.12) esitligi bulunur. 7 : 1 — RR® framed
egrisi framed rektifiyan egri olsun. Buradan, framed rektifiyan egriler i¢in uzaklik kare
fonksiyonunu d? = <7/,V>2 +C ile tanimlamigtik. Dolayisiyla, C =r? sabit iken,

(5.12) denklemi bulunur.

5.2.3. Framed helisler icin bir diferansiyel denklem

Bu kisimda regiiler helislerin bir genellemesi olan framed helisler igin (5.2)
diferansiyel denklemine bagli yeni bir diferansiyel denklem verilecektir. Once framed

helis kavramini tanitalim:
Tamm 5.2.3.1. (7, 7_71,7_72) 1 > RPxA,, p(s) >0 ile bir framed egri olsun. Eger sabit

bir U birim vektorii, ¢ =sabit iken <V,U> =C0S¢ esitligini saglarsa y:1 —R®
egrisine bir framed helis denir [14].

Framed helislerin egriliklerinin karakterizasyonu i¢in agsagidaki teoremi verebiliriz:
Teorem 5.2.3.2. (7, 7_71,7_72) 11 >R*xA,, p(s)>0 ile bir framed egri olsun.

7:1 > R® framed egrisinin framed helis olmas1 icin gerek ve yeter kosul ¢ = sabit

iken
ﬂ=¢C0t¢ (5.14)

bagintisini saglamasidir [14].

65



(5.2) diferansiyel denklemine bagli olarak framed helisler ig¢in Yyeni bir

karakterizasyonu asagidaki gibi verebiliriz:

Teorem 5.2.3.3. y:1 - R® framed egrisinin p,q=0 ve x=p™", y=q*, ah=dd’

iken framed helis olmasi i¢in gerek ve yeter kosul, C integral sabiti i¢in

(5.15)

y(x(h’—a))' +[l+§jh :5(.[ads+c)

Xy y

esitliginin saglanmasidir [27].
Ispat. Kabul edelim Ki 7 bir framed helis olsun. O halde Tanim 5.2.3.1> den U birim

vektor ve ¢ = sabit iken
(v,U)=cos¢ (5.16)

esitligi saglanir. Dolayisiyla, (5.16) denkleminin tiirevi alinirsa, p =0 oldugundan

<51,U > =0 bulunur. Dolayisiyla, U birim vektorii

U = cos ¢v +sin g7, (5.17)
seklinde yazilabilir. (5.17) ifadesinin tiirevi alinirsa,

pcos¢ = qgsing (5.18)

olur. Ayrica, (y,U >' = acos¢ oldugundan,
<7/,U>=cos¢jads+c
olur. O halde,

h=<;/,v>:Iads+(_:—tan¢<y,;_72>, c=_C (5.19)

elde edilir. (5.19) esitliginin tiirevi alinirsa,

h'=a —tan ¢[<7,—q7_71>]
h'—a =qtan ¢<7/,7_71>
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olur ve (5.18) denklemi kullanilirsa
X(h’—a):<y,51> (5.20)

bulunur. (5.20) denkleminin tekrar tiirevi alinirsa,
X' (h—a)+x(h"—a') :—ph+q<7,52>

bulunur. (5.18) ve (5.19) denklemleri kullanilirsa,
X'(h"—a)+x(h"—a')=q cot¢(_[ads +E)—(cot¢+ tan ¢)gh (5.21)

olur. Burada, (5.18) denkleminden,

(5.22)

<

X
==tang, —=cotey
X y

oldugu goriilir. (5.21) ve (5.22) denklemleri birlestirildiginde (5.15) denklemi elde
edilir. Tersine, kabul edelim ki (5.15) denklemi saglansin. (5.15) denkleminin tiirevi

alinirsa

n 2 ! " I' y X ’ y X’
h 2yx')h Z+Z W+ Z+=|h
(yx)h"+(y'x+2yx') +((yx)+x+y) +(x+yj

=(yX)a"+(y'X+2yX’)a’+£(yX’)' +5ja+£5j, h([ads+c)

y y

olur. Bu denklem (5.2) denklemi ile birlestirilirse,

: (5.23)

(%J (h—jads—c)=0

bulunur. Eger h=[ads+c ise (5.15) denklemi

(%+§j(]ads+c)—§([ads+c):0
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ifadesine doniisiir ve [Xj(fads +c) =0 olur. h#0 oldugundan, ¥ =0 bulunur ve
X

X

X

bu bir geliskidir. Dolayisiyla, (5.23) denkleminden (
y

]’ =0 olur ve bu ise y framed

egrisinin bir framed helis oldugunu gosterir.

Ornek 5.2.34. y: [0, 27[) —R® framed egrisinin parametrik denklemi
7(s)=(cos’s,sin’s, cos 2s)

ile verilsin (Sekil 5.4.). Bu egri literatiirde “astroid” egrisi olarak bilinir [13]. Framed

egrilikler hesaplanirsa,

a(s)=5cosssins,

p(8)=—§,
a(s)=-3

olur. q(s)/ p(S):sabit oldugundan framed egrisi framed helistir. Simdi Teorem

5.2.3.3 yardimiyla framed helisler i¢in tanimladigimiz yeni karakterizasyonun

saglandigini gorelim:
Uzaklik kare fonksiyonu ve buna bagli h fonksiyonu,
d?(s)=cos’s+sin’®s+cos® 2s,

h(s)= —Ecos4 s+§sin4 S—ﬂCOSZS = —§00323
5 5 5 5

bulunur. x = —g, y = —% iken (5.15) denkleminde biitiin degerleri yerine yazarsak,

denklemin sol tarafi ve denklemin sag tarafi sirasiyla,

! ! y X
h'— Z4+_|h=— 2
y(X( a)) +(X+y] 3COS S

ve
X([ads+c :—gsinzs+b
y 3
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olur. b=4/3 iken (5.15) denkleminin saglandig1 goriiliir ve y egrisi bir framed helistir

[27].

0.5 X

T o5

—10 NS
-1.0

Sekil 5.4. Framed helis olarak y(s) astroid egrisi.
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6. FRAMED EGRILERIN ADJOINT EGRILERI

Bu kisimda framed egrilerin adjoint egrileri baska bir ifadeyle bir integral egrisi
tanitilacaktir. ilk olarak 6.1 kisminda framed egrilerin genel catiya gore adjoint

egrileri, daha sonra Frenet-tipi ¢atrya gore adjoint egrileri tanitilacaktir.

6.1. Framed Egrilerin Genel Catisina Gore Adjoint Egriler

Tanim 6.1.1. (7,7,,77,): | > R°xA, ve (8,44, 16,): 1 >R°x A, framed egri

olsun. y (S) framed temel egrisinin O (S) framed temel adjoint egrisi, B:1 — R

diferansiyellenebilir bir fonksiyon iken,

5(s)= [ A(s)m,(s)ds veya 5'(s)= B(s), ()
e (6.1)

ile tanimlanur.

Uyan 6.1.2. (7/, 771,772)2 I —)RSXAZbir framed egri olsun. Eger her se | igin 7
framed egrisinin  adjoint  egrisine  karsilik <,B(S)772(S),,ul(s)> =0 ve
<,8(s)772(s),,u2(s)>=0 olacak sekilde 4,4, .1 =>A, vektorleri varsa & adjoint

egrisi de framed temel egridir ve (5 A, yz) .1 > R*xA, bir framed egridir.

(5 e ,uz): | - R*xA, egrisi framed egri oldugundan bir birim vektdr @ = 14 A 14,

seklinde yazilabilir. Simdi y:1 — R® framed egrisi ve onun adjoint egrisi 5:1 — R®

arasindaki iligkiyi agiklayan asagidaki teoremi verebiliriz:

Teorem 6.1.3. y:1 — R® framed temel egrisi {V,?]l,nz} ve §:1 — R® adjoint egrisi

{W, 1, ,uz} hareketli gatilar ile verilsin. Asagidaki esitlikler saglanir:



(s)=1,(s),
1 (s)=cosd(s)v(s)—sin&(s)n(s),
1, (s)=sin@(s)v(s)+cosd(s)n,(s).

Ispat. 5:1 — R® bir framed temel egri oldugundan, & ()= ()7, (s) esitligi goz

Ontine alindiginda a)(s) =1, (S) yazilabilir.

1> w

)
L /K / 25
My

g

Sekil 6.1. a)(S) =1, (S) olarak framed diizlemleri.

®(5)=17,(s) oldugundan, Sekil (6.1)e gore, 8(s):1 >R diferansiyellenebilir bir

fonksiyon iken

[M(S)]z[cosé’(s) —sin H(S)J[v(s)J (6.2)

1,(s)) \sin@(s) cosd(s) J\m(s)
yazilabilir.

Teorem 6.1.4. y:1 — R® framed temel egrisi {V,?]l,ﬂz} ve 6:1 — R?® adjoint egrisi

{W, 14, 41, } hareketli gatilar ile verilsin. Sirastyla, (I,m,n,a) ve (l;,my,n;, ;) framed

egrilikler arasindaki iliski asagidaki gibi verilir:
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L (5)=-m(s)-0'(s).

m, (s)=-n(s)cos@(s)—1(s)sind(s),
n;(s)=-n(s)sin@(s)+1(s)cosd(s),
as(s)=A(s).

Ispat. (6.2) denklemindeki esitliklerin ayr1 ayr1 tiirevi almirsa,

' (8)=(-m(s)sin@(s)—'(s)sinO(s))v(s)+(-m(s)cosO(s)—0'(s)cosO(s))mn(s)
+(—n(s)cosO(s)—1(s)cosO(s))n,(s)

ve

1, (s)=(m(s)cosd(s)+6'(s)cosO(s))v(s)+(—-m(s)sind(s)—6'(s)sinO(s))m(s)
+(-n(s)sinO(s)+1(s)cosé(s))n,(s)

bulunur. O halde, ¢ adjoint egrisinin framed egrilikleri,

15(5) = (4 (5), 41, (5)) = ~m(5) =0/ (s),
m, ()= (44’ (s),@(s)) = (4 ()72 (5)) = =n(s)cos O(s) =1 (s)sin 6 s),
s ()= (14 (5).@(s)) = (4 ()12 (5)) =—n(s)sin6(s) +1 (s)cos & (s),
a,(s)=A(s)

olarak bulunur.

Sonu¢ 6.1.5. y framed temel egrisinin singliler noktalarmi «a:l >R
diferansiyellenebilir fonksiyonu, & adjoint egrisinin singiiler noktalarin1 g:1 - R

diferansiyellenebilir fonksiyonu karakterize eder.

Simdi framed egrilerinin adjoint egrilerinin Bertrand ve Mannheim egrisi olmalari i¢in
gerek ve yeter kosullar ifade edelim. Ilk olarak framed Bertrand ve framed Mannheim

egri tanimini verelim:

Tamm 6.1.6. Eger 4:1 — R diferansiyellenebilir fonksiyonu
6(s)=r(s)+Am(s), m(s)=s(s)

denklemini saglarsa (]/, 771,772) ve (5,;11, ,uz) framed egrilerine Bertrand ¢ifti denir
[16].
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Tamm 6.1.7. Eger A:1 — R diferansiyellenebilir fonksiyonu

6(s)=r(s)+Am(s), m(s)=z(s)
denklemini saglarsa (7/, 771,772) ve (5, 1, ,uz) framed egrilerine Mannheim ¢ifti denir
[16].
Sonu¢ 6.1.8. (7,7,1,):1 >R*xA,, (I,mn,a) framed egrilikleri ile verilmis bir
framed egri olsun.

1. Sifirdan farkli bir A sabiti i¢in (s)+Am(s)=0 ise, (¥,7,7,) bir Bertrand
egrisidir.

2. Sifirdan farkli bir A sabiti igin a(s)+/”tm(s):0 ise, (7/,771,772) bir Mannheim
egrisidir [16].

Teorem 6.1.9. (7/,771,772)2|—>]R3><A2 framed egri ve onun adjoint egrisi

(5,,ul,,uz)3| —>R3XA2 framed egri olsun. (7/,771,772)1| —)R3XA2 ve

(5 A ,uz) 1 >R A, egrilerinin Bertrand egri ¢ifti olmast i¢in gerek ve yeter kosul

2k +1

k tek bir tam say1 iken, 6’(3)=( jﬂ', a(s)+/1m(s):0,/1:sabit ve
,B(S) = (S) olmasidir.

Ispat. y (S) ve 0 (S) framed egrileri Bertrand egri ¢ifti olsunlar. Boylece, Tanim

6.1.6°dan
5(s)=r(s)+Am(s), m(s)=1(s) (6.3)

seklinde yazilabilir. O halde, (6.2) denklemine gore, k tek bir tam say1 iken,

Q(S)Z(ZK +1

jﬂ' elde edilir. (6.3) denkleminin tiirevi alinirsa,

3'(s)=7'(s)+A'(s)m(s)+A(s)m (s).

olur. 0 (S) bir adjoint egri oldugundan,
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B(s)n,(s)=(a(s)+A(s)m(s))v(s)+ 2 (s)m(s)+A(s)!(s) 7 (s)
yazilabilir. Buradan, a(s)+Am(s)=0, A=sabitve f(s)=2l(s) elde edilir.

Tersine, eger her S € | igin sifirdan farkli bir A sabiti a(s)+/1m(s) =0 denklemini

saglarsa, Sonug 6.1.8’e gore (}/,771,772)2| —>R*xA, ve (5,#1,/12)2| —>R¥xA,

egrileri Bertrand egri ¢iftidir.

Teorem 6.1.7. (7,7,7,):1 >R’xA, framed egri ve onun adjoint egrisi
(6,14, 18,): 1 —R*xA, framed egri  olsun. (r.m.m,): 1 >R°xA,  ve
(5, s ,uz)i | > R*xA, egrilerinin Mannheim egri ¢ifti olmasi igin gerek ve yeter

kosulk cift bir tam say1 iken, Q(S)Zkﬂ, a+Am=0, A =sabit ve ,B(s)zﬂl(s)

olmasidir.

Ispat. }/(S) ve 0 (S) framed egrileri Mannheim egri ¢ifti olsunlar. O halde, Tanim

6.1.7°den
5(s)=7(s)+Am(s), m(s)=14(s) ©4)

seklinde yazilabilir. O halde, (6.2) denklemine gore, k ¢ift bir tam say1 iken, 19(8) =krz

elde edilir. (6.4) denkleminin tiirevi alinirsa,
&'(s)='(s)+A'(s)m(s)+A(s)m (s)
olur. &(S) bir adjoint egri oldugundan,
B(s)m,(s)=(a(s)+A(s)m(s))v(s)+A'(s)m(s)+ A(s)! (s) 7 (s)
yazilabilir. Buradan, a(s)+Am(s)=0, A=sabitve S(s)=2I(s) elde edilir. Tersine,

eger her s €| i¢in sifirdan farkli bir A4 sabiti & (S) +/1m(s) =0 denklemini saglarsa,

Sonug¢ 6.1.8’e gore (7/,771,772):|—>R3><A2 ve (5,,ul,,uz):|—>]R3xA2 egrileri

Mannheim egri ¢iftidir.
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6.2. Framed Egrilerin Frenet-Tipi Catisina Gore Adjoint Egriler

Bu kisimda baz1 regle yiizeylerin geometrisini inceleyebilmek amaciyla, yukarida
verilen framed egrilerin genel catisina gore adjoint egrilerinden sonra framed egrilerin
Frenet-tipi ¢atisina gore adjoint egrileri tanitilacaktir. Ayrica, adjoint egriler binormal
dogrultu egrisi olduklarindan Tanim 6.2.1, Teorem 6.2.2 ve Teorem 6.2.3, [48]

calismasiyla Ortiistir.
Tamm 6.2.1. (y,77,,7,):1 —>R*x A, Ve (8,11, 11,):1 —>R*xA, Frenet-tipi framed
egri olsun. Frenet-tipi ¢atiya gore, y framed temel egrisinin 5‘(8) framed temel

adjoint egrisi, E: | - R diferansiyellenebilir bir fonksiyon iken,

_ s _ — — (6.5)
5(s)= Iﬁ(s)nz (s)ds veya & (s)=(s)n,(s)

ile tanimlanur.

(7/,51,52): | >R3xA, Frenet-tipi framed egrisi {\_/,7_71,7_72} hareketli catis1 ve
(p,q,a)framed egrilikleri, (5, ;ll,;lz): | - R*xA, Frenet-tipi framed adjoint egri

ise {\Tv, 1L, /_12} hareketli ¢atis1 ve (_paa) framed egrilikleri ile ifade edilsin.

Teorem 6.2.2. 7:1 >R’ framed temel egrisi {\7,771,772} ve 5:1 —R® adjoint egrisi

{\TV, ;1,;2} Frenet-tipi hareketli catilar ile verilsin. Dolayisiyla asagidaki esitlikler

saglanir:
o(s)=1,(s),
/_11(5):_51(5)1 (6.6)
#(s)=V(s

ispat. 5:1 — R® bir framed temel egri oldugundan, 5 (s)=p(s)1,(s) esitligi goz
Ontine alindiginda Z)(S) = 7_72 (S) yazilabilir. (5’ ;ll,;_lz): | - R®xA, bir Frenet-tipi

p—

framed egri oldugundan || (s)=q(s)>0 dir. Dolayistyla,
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olarak bulunur.

Teorem 6.2.3. y: 1 — R® framed temel egrisi {v,ﬁl,fyz} ve 5:1 —R? adjoint egrisi

{W, 7% ,uz} hareketli ¢atilar ile verilsin. Dolayisiyla, framed egrilikler arasindaki iliski

asagidaki gibi verilir:

p(s)=a(s), (6.7)

olur.

Sonug 6.2.4. (7.7,,77,):1 >R*xA, Ve (&,4,11,):1 >R*xA, framed egrileri
Frenet-tipi framed egri olduklarindan, (6.6) denklemine gore, q(s)>0 ve q(s)>0
dir. Dolayisiyla a(s)>0 ve q(S)>O oldugundan y:1 —R® Frenet-tipi framed

temel egrisi ve y:1 — R® egrisinin adjoint temel egrisi 5:1 - R® diizlemsel bir egri

olamaz.
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q(s)

p(s)

Sonug 6.2.5. y:1 —R* egrisi bir framed helis olsun. O halde, orani sabittir.

(s - L
Dolayisiyla, % oram da sabittir. Yani, :1 — R® egrisinin adjoint egrisi de bir
q(s

framed helistir.

6.3. Frenet-Tipi Framed Egrilerin Adjoint Egrileri ile Regle Yiizeyler
Bu kisimda dayanak egrisi singiiler noktalara sahip bir Frenet-tipi framed egri y,
dogrultman: ise regiiler bir adjoint egri (Ozel olarak ,Z’(S) =1) & olan bir regle
yiizeyin geometrisi incelenecektir. Bu regle yiizeyi (p(S, u) = 7/(5) + US(S) denklemi
ile ifade edelim:
Teorem 6.3.1. y bir framed temel egri ve &, adjoint egrisi olsun.
p(s,u)=y(s)+ ug(s) regle yiizeyi i¢in asagidaki karakterizasyonlar verilebilir:

1. p(s,u)=y(s)+ ug(s) ylizeyinin acilabilir olmasi i¢in gerek ve yeter

kosul <5’(S) . (8)7_71 (S)> =0 olmasidir.
2. En az bir singiler olmayan noktaya sahip J (S) egrisi i¢in
(S, u) )/(S) (S) ylizeyi bir konik ylizey degildir.
3. (S, u) = )/(S) (S) ylizeyi bir silindirik yiizey degildir.
4. Eger (SO, UO) , (p S, u) }/( )+ us(s ( ) ylizeyinin bir singiiler noktasi ise
)

(V S NS )+ u, ( 5(30 )) =0 esitligi saglanir.
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Ispat. 1. (D(S, U) ylizeyinin dagilma parametresi hesaplanirsa,

cet ()55 (5)]get(ar(s)v(5).5(5)7: )

=—det(3(s). e (5)v(s) 7 (s)
=—(5(s).a(s)v(s) A7, (s))
=<5(s),a(5)51(5)>

bulunur. O halde (p(s,u) ylizeyinin acilabilir olmasi i¢in gerek ve yeter kosul

<5(S) ,a (S)ﬁl (S)> =0 olmasidir.

2. Kabul edelim ki ¢(s,u) yiizeyinin striksiyon egrisi o/(S) olsun. O halde, regle

yiizeyler i¢in striksiyon egrisi denklemlerinden

bulunur. Dolayisiyla, en az bir singiiler olmayan noktaya sahip ¥ (S) egrisi i¢in

o'(s)=7'(s)=a(s)v(s)#0 oldugundan ¢(s,u) konik bir yiizey degildir.

—_— p— p—

3. ¢(s,u) yizeyinin dogrultu vektori & i¢in & (S)=1,(s) olur.

—

5 (s)

= |7.(s)| =10 oldugundan ¢(s,u) yiizeyi silindirik degildir.

4. go(s, u) ylizeyinin kismi tiirevlerini hesaplayalim:

o, =a(s)v(s)+un,(s),
Py =g(s)

79



Ve o, A, = a(s)(v(s) A 5(8)) +u (7_72 (S) A 5(8)) bulunur. Eger, (SO,UO) bir singtiler
nokta ise (¢, A, )(Sy:Uy) =0 dir ve istenilen gdsterilmis olur.

Ornek 6.3.2. 7:R — R® iken

2 3 4

3s? f6s° s*
egrisini diisiinelim (Sekil 6.2.). O halde s =0 bir singiiler noktadir. Dolayisiyla,

y'<s>=s(s2+3>( s s J

s2+3's2+3's2+3

seklinde yazilirsa,

ve birim ve regiiler bir egri olacak sekilde

et

s?+3's°+3's°+3
ile belirlenir. Buradan direkt hesaplamalar ile,

771(3)(@8 ~(s-3) Jes ]

s2+3" s?+3 's?+3

12(8) = s?+3's*+3"'s%+3

- (52—\/53 3}

P(s)= s;/i%’
q(s): s;/—i

bulunur. $Simdi y framed egrisinin o, ve o, olacak sekilde iki farkli adjoint egrisini

diistinelim:

ﬂ(s) =1 i¢in regiiler bir adjoint egri (Sekil 6.3.),

8,(s)= (s —J3arctan (%) , —g log (s2 + 3) _J3arctan (%)]
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Ve

p (S) =S i¢in singiiler bir adjoint egri (Sekil 6.4.),

S, (s)= [%(32 —3log(s® +3)),—J§s +34/2arctan [%j,glog (s® +3)J

ile verilir.

Sekil 6.2. 7/(8) framed egrisi.

Sekil 6.3. o, regiiler adjoint egri.
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Sekil 6.4. 9, singiiler adjoint egri.

Dayanak egrisi (S), dogrultman ise regiiler bir adjoint egri J; olan ¢(S,u) regle

yiizeyi,
3s2 f6s® s* s J6 s
s,u)=| —, ,— |+u| s—«/3arctan| — |,——log(s? +3),~+/3arctan| —
¢<)[234j(f )l 9 (ﬁJJ
seklindedir (Sekil 6.5.).

Sekil 6.5. ¢(s,u) regle yiizeyi.

6.4. Frenet-Tipi Framed Egrilerin Adjoint Egrilerinin Ozel Yiizeyleri

Bu kisimda Frenet-tipi framed egrilerin adjoint egrilerinin normal yiizeyleri, binormal
ylizeyleri ve genellestirilmis normal yiizeyleri tanitilacaktir. Geometrik

karakterizasyonlarinin yani sira singiilerite ¢esitleri incelenecektir.
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6.4.1. Frenet-tipi framed egrilerin adjoint egrilerinin normal yiizeyleri

Bu kisimda agilamaz bir regle ylizey olan Frenet-tipi framed egrilerin adjoint
egrilerinin normal yiizeyleri tanitilacaktir. Bu yiizeyin tiim geometrik yapisi ve

singiilerite ¢esitleri incelenecektir.
(7/,7_71,52): | >R*xA, Frenet-tipi framed egrisi {\_/,51,7_72} hareketli ¢atis1 ve
(p,q,a)framed egrilikleri, (5, Z,l,;z): | >R3xA, Frenet-tipi framed adjoint cgri
ise {v_v,;l,pz} hareketli gatisi ve (p,d,a ) framed egrilikleri ile verilsin. » framed
egrisini asli normal yiizeyi

@, (s,u)=y(s)+un,(s)

ile verilir. Bu yiizeyin tiim geometrik yapisi ve karakterizasyonlar1 [47] ¢aligmasinda
verilmistir. Biz dayanak egrisi bir adjoint egri ve dogrultmanmi adjoint egrinin
genellestirilmis normali olan M, yiizeyini inceleyecegiz. 5 adjoint egrisinin normal

yiizeyini

M, ¢ (s,u)=5(s)+uz(s)

ile gosterelim. (6.6) denkleminden , (s)=-7,(s) oldugundan M, yiizeyini

Ml:go;(s,u):c_S(s)+u(—771(s))
seklinde yazabiliriz.
Teorem 6.4.1.1. (y,ﬁl,ﬁz)n —>R°xA, Frenet-tipi framed egri ve adjoint egrisi

(5, ,ul,yz): | >R*xA, olsun, 5 adjoint  egrisinin normal yiizeyinin
karakterizasyonlar1 agagidaki gibi verilebilir:

1. M, yiizeyi acilabilir degildir.

2. M, yiizeyinin bir singiiler nokta kiimesi

5 ={(s.u)[B(s)-ua(s) =0, up(s) =0}

seklindedir.
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Ispat. 1. M, yiizeyinin dagilma parametresi,

— — —

det(5 (), (s), = (S)) _ det(B(s)na (s).=ni(s). p(5)v(5)=a(s)772 (s))
qZ

2

__BE)p(s)
p*(s)+a’(s)

seklinde hesaplanir. p(s) #0 ve singiiler noktalar1 karakterize eden E(S) fonksiyonu

her noktada sifir olmadigindan M, yiizeyi agilabilir degildir.

2. ¢5 (S, U) ylizeyinin kismi tiirevlerini hesaplayalim:

ve (go;)s /\(%)u :(,B(s)—uq(s))\_/(s)—up(s)ﬁz (S) bulunur. Eger, (SO,UO) bir
singiiler nokta ise /3(S,)~Uyd(S;)=0 Ve Uyp(s,)=0 dir. O halde, singiiler nokta

kiimesi
S= {(s,u)‘ﬁ(s)—uq(s) =0, up(s)= O} .
seklinde yazilabilir.

Simdi M, yiizeyinin singiilerite cesitlerini inceleyebilmek amaci ile S kiimesini S;

ve S, olmak iizere iki ayr1 kiimeye ayiralim. Bu kiimeler,

5,={(s,0)|B(s)=0}

S, :{(s,u)

ve

u—&;t s)=
~q(s) 0P 0}
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seklinde yazilabilir. Ancak Frenet-tipi framed egriler i¢in p(S) #0 oldugundan, S,
singiiler nokta kiimesi M, yiizeyinin singiiler nokta kiimesi olamaz. O halde, M,
yiizeyinin tek singiiler nokta kiimesi S, dir. Simdi M, yiizeyinin singiilerite
cesitlerinin inceleyelim. Asagidaki teorem M, ylizeyinin bir cross-cap yiizeyi olmasi

i¢in gerekli sartlar1 ifade eder:

Teorem 6.4.1.2. (7,771,52):| —>R¥xA, Frenet-tipi framed cgri ve adjoint cgrisi
(5, ;ll,,:lz)I | 5>R3®xA, olsun. & adjoint egrisinin normal yiizeyi M, olsun. Eger
(s,u,) €S, ve g (s,)#0 ise M, yiizeyi (s;,u,) noktasinda bir cross-cap yiizeyidir.

Ispat. Ilk olarak M, yiizeyinin gerekli kismi tiirevlerini hesaplayalim:

aa%(s,u) :up(s)\_/(s)+(ﬂ(s)—UQ(5))772(S)'
%(s,u)z—r_h(S).

05 y - r
8u(gs(s’u)_ p(s)v(s)—a(s)m.(s).

seklinde bulunur. O halde,

o 00 S50 26 [ o7 )09 (0050 )

bulunur. Eger, (sl,ul) €S, ise,

de{aa‘f (s.u), 22 (sl,ul),??(sl,ul)} P(s)7 (5)

elde edilir. Dolayisiyla, p(s)#0 oldugundan eger E' (s,)#0 ise M, yiizeyi (s.u,)

noktasinda bir cross-cap yiizeyidir.
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Onerme 6.4.1.3. § adjoint egrisinin M, normal yiizeyi silindirik bir ytizey degildir.
Ispat. Kabul edelim ki M, normal vyiizeyi silindirik olsun. O halde
—51’(8)2 p(s)v(s)—a(s)n,(s)=0 olur. Buradan, p(s)=0ve q(s)=0 olur. Buise

Frenet-tipi framed egriler igin kabuliimiiz ile ¢elisir. O halde, 5 adjoint egrisinin M,

normal yiizeyi silindirik bir yiizey degildir.
Teorem 6.4.1.4. & adjoint egrisinin M, normal yiizeyinin striksiyon egrisinin &
adjoint egrisi olmasi i¢in gerek ve yeter kosul B =0 olmasidir.

Ispat. Striksiyon egri tanimindan

Dolayistyla, q =0 oldugundan 4 =0 olur.

6.4.2. Framed yiizey olarak Frenet-tipi framed egrilerin adjoint egrilerinin
normal yiizeyleri

M, ylizey1 singiiler noktalara sahip oldugundan bir framed yiizey olarak ele alabiliriz.

[k olarak framed yiizey teorisini kullanarak, framed yiizeyi olusturup yiizeyin

egriliklerini verelim:
5 adjoint egrisinin normal yiizeyi Ml:%(s,u):5(3)+u(—7_71(s)) olsun.
Y,Z:1xU > R® diferansiyellenebilir fonksiyonlari icin
<((0§)S (s,u),(gpg)l(s,u» =0 ve <(%)u (s,u),(gps)l(s,u)> =0 olacak sekilde,
(¢5), (s;u)=cosY(s,u)v(s)+sinY(s,u)7,(s)
olsun. Dolaystyla, ((g;), (s,u).(g;),(s:u)) =0 olacak sekilde
((p;)z(s,u):cosZ(s,u)ﬁl(s)+sinZ(s,u)(cosY(s,u)r_yz(s)—sinY(s,u)\_/(s))
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seklinde yazabiliriz. Dolayisiyla, A= {((% )1 , (% )2) e S?xS?

((25),(#5),)=0]

iken ((/)5,((03)1,(% )2):8 xU >R*xA  bir framed vyiizeydir. Buradan,

((/)5)3 = (%)1 A (% )2 olacak sekilde,
(¢5), (s.u)==sinZ(s,u) 7, (s)+cos Z (s, u)(cosY(s, u)7,(s)—sin Y(s,u)\_/(s))

ile hesaplanir. O halde, {(%)1(S’u)’(¢3‘)2(S’u)’(%)s(s’u)} M, yiizeyi igin bir
hareketli ¢atidir. $imdi M, framed yiizeyinin temel degismezlerini hesaplayalim:
(#5), (s:u)=-m(s).
(¢,), (s:u)=up(s)v(s)+(B(s)-ua(s))n(s)
oldugundan (3.8) denklemine gore,

—17,(s)=(-a,sinZ(s,u)sin Y(s,u)—b,cosZ(s,u)sin Y (s,u))v(s)
+(a,cosZ(s,u)-b;sin Z(s,u))n,(s)
+(a,sinZ(s,u)cos Y (s,u)+b cosZ(s,u)cos Y (s,u))n,(s)

ve

up(s)v(s)+(B(s)-ua(s))n, (s) = (-a,sin Z(s,u)sin Y (s,u) ~b, cos Z(s,u)sin Y (s,u))v(s)
+(a,c0sZ(s,u)-b,sinZ(s,u))m,(s)
+(a,sinZ(s,u)cos Y (s,u)+b, cos Z(s,u)cos Y'(s,u)) 7, (s)

seklinde iki denklem bulunur. Bu denklemler katsayilarin esitligine gore

¢oziildiigiinde,
c, =—C0SZ(s,u),
d, =sinZ(s,u),
c, =sin Z(s,u)((ﬁ(s)—uq(s))cosY(s,u)—up(s)sin Y(s,u)),
d, = cosZ(s,u)((Z’(s)—uq(s))cosY(s,u)—up(s)sin Y(s,u))

seklinde bulunur. Dolayistyla, (3.9) denkleminden yiizeyin egriliklerinden J os

J, :(,B(s)—uq(s))cosY(s,u)—up(s)sin Y(s,u)

olur.
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(((p;)l)u(s,u)=—sinY(s,u)Yu(s,u)\_/(s)+cosY(s,u)Yu(s,u)ﬁz(s),
(((p;)l)s(s,u)=—sinY(s,u)Ys(s,u)\_/(s)+(p(s)cosY(s,u)—q(s)sinY(s,u))ﬁl(s)
+c0s Y (s,u) Y, (s,u)m,(s)

oldugundan (3.8) denklemine gore,

—sin Y(s,u) Y, (s,u)v(s)+cosY(s,u)Y,(s,u)n,(s)= )
(- sinZ(s,u)sin Y (s,u)— f,cos Z(s,u)sin Y (s,u))v(s)

+(e,cosZ(s,u)— f,sinZ(s,u )) .(s)

)

+(esinZ(s,u)cos Y (s,u)+ f,cos Z(s,u)cos Y (s,u)) 7, (s)

ve
—sin Y (s,u) Y, (s,u)v(s)+(p(s)cosY(s,u)—q(s)sinY(s,u))z (s)+cos Y (s,u) Y, (s,u)7,(s)
=(—e,sinZ(s,u)sin Y (s,u)— f,cos Z(s,u)sin Y (s,u))v(s)
+(e,cosZ(s,u)— f,sin Z(s,u))7n,(s)
+(e,sin Z(s,u)cosY(s,u)+ f,cos Z(s,u)cos Y (s,u)),(s)
seklinde iki denklem bulunur. Bu denklemler katsayilarin esitligine gore
¢ozildiigiinde,
e =Y,(s,u)sinZ(s,u),
f,=Y,(s,u)cosZ(s,u),
e, =sinW(s,u) Y, (s,u)+cosZ(s,u)(p(s)cos Y(s,u)—-q(s)sin Y(s,u)),
f,=cosW(s,u)Y,(s,u)-sinZ(s,u)(p(s)cos Y(s,u)—-q(s)sin Y(s,u))
elde edilir. Dolayisiyla, (3.9) denkleminden yiizeyin egriliklerinden K% ve H o

K, =Y,(s,u)(p(s)cosY(s,u)—-q(s)sinY(s,u)),

olur.

Diger yandan, yiizeyin integrallenebilme kosuluna gore,
F(s,u)=(p(s)cosY(s,u)—q(s)sinY(s,u))
+, (s,u)((ﬁ(s)—uq(s))cosY(s,u)—up(s)sin Y(s,u)) —o (68

bulunur. Boylece asagidaki teoremler verilebilir:
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Teorem  6.4.2.1. M, :%(S,u):5(5)+u(—ﬁl(s)) framed  yiizeyinin
{((03 )1 (S, u) , (¢L§ )2 (S, u),(% )3 (S, u)} hareketli ¢atis1

(¢5),(5,u)=cosY(s,u)v(s)+sinY(s,u)m,(s),
(¢5), (s,u)=cosZ(s,u)m, (s)+sin Z(s,u)(coslf(s,u)y_y2 (s)-sin Y(s,u)\_/(s)),
(¢5), (s,u)==sin Z(s,u)r_yl(s)jtcosz(s,u)(coslf(s,u)r_y2 (s)-sin Y(s,u)\_/(s))

esitlikleri ile verilir.

$

&

Teorem 6.4.2.2. M, : 5 (s,u) =5(s)+u (7, (s)) framed yiizeyinin egrilikleri

(E(S) (S)) Y(S,U)—up(s)sinY(s,u),
Yu(s,u)( (s)cos Y (s,u)—q(s)sinY(s,u)),
Y, (s,u

(s:u)
Has

esitlikleri ile verilir.

Sonu¢ 6.4.2.3. M, :(pg(s,u)=5(s)+u(—ﬁl(s)) ile verilen framed yiizeyi regiiler
olsun. O halde, birinci ve ikinci temel formlar ile temel degismezler arasindaki iliski,
— 2
E= ((ﬁ(s)—uq(s))cosY(s,u)—up(s)sin Y(s,u)) :

F =cosZ(s,u)sin Z(s,u)(((ﬂ(s)—uq(s))cosY(s,u)—up(s)sin Y(s,u))2 —1),
G=1]

L=-Y, (s,u)((ﬁ(s)—uq(s))cosY(s,u)—up(s)sin Y(s,u)),

M=-T, (s,u)((ﬁ(s)—uq(s))cosY(s,u)—up(s)sin Y(s,u)),

N=0
seklindedir.

Ispat. Framed yiizey teorisi i¢in (3.11) denkleminde c,c,,d,,d,,&,e,, f,, f, degerleri

yerine yazilirsa istenilen elde edilir.

Sonu¢ 6.4.2.4. M;: %(s,u)=5(3)+u(—7_71(s)) ile verilen framed yiizeyi regiiler

olsun. O halde, yiizeyin Gauss egriligi ve ortalama egriligi,
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T, (s,u)(p(s)cosY(s,u)—q(s)sinY(s,u))

(ﬁ(s)—uq(s))cosY(s,u)—up(s)sin Y(s,u) ’
-Y,(s,u)

2((E(s)—uq(s))cosY(s,u)—up(s)sin Y(s,u))

K =

H=

ile verilir.

Ispat. Framed yiizey teorisi i¢in (3.12) denkleminde K% ve H p. degerleri yerine

yazilirsa istenilen elde edilir.

Sonu¢ 6.4.2.5. M, ¢ (s,u)=5(s)+u (—7_71 (S)) regiiler framed yiizeyinin minimal

bir yiizey olmasi i¢in gerek ve yeter kosul Y (S, u) =0 olmasidir.

Onerme 6.4.2.6. M,:¢.(s,u)=35(s)+u (—7_71 (S)) framed yiizeyi i¢in (s,,0)€S,
singliler noktas1 dejenere olmayan bir singiiler noktadir.
Ispat. M,: @5 (S, u) = 5(5)4‘ u (—7_71 (S)) framed yiizeyi i¢in isaretli alan yogunluk

fonksiyonu,

A(s,u)= det((gbg)S (#5), ,(¢3)1) =-up(s)sin Y(s,u)+(ﬂ(s)—uq(s))cos Y(s,u)
seklinde yazilabilir. Eger,

Z_j(sl,o) =—p(s,)sinY(s,;,0)—q(s,)cos Y (s,,0) =0

(6.9)

veya

%(sl,o) — 7 (5,)c08 Y (5,,0) %0

ise (81,0) €S, dejenere olmayan bir singiiler noktadir. @5 framed yiizeyinin (6.8)
integrallenebilme  kosulundan ~ F(s,,0)= p(s,)cos Y (s,,0)—q(s,)sin Y(s,;,0)=0
Burada sinY'(s;,0)=0 ise p(s,)#0 ve cosY(s,0)#0 oldugundan geliski elde
edilir. O halde sinY(s,0)=0 olur. O halde,  p(s)#0 oldugundan

integrallenebilme kosuluna gore,

cos Y (s;,0) =
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yazilabilir. Bu ifade (6.9) denkleminde yerine yazilirsa

(p(s)+ 9 (s)

p(s,)

sinY(s,,0)=0

olur. O halde, Z—i(sl, 0)= 0 olur ve (s,,0) € S; dejenere olmayan bir singiiler noktadur.
u

Teorem 6.4.2.7. ¢ adjoint egrisinin normal yiizeyi @5 olsun. Kabul edelim Ki

(gos,((og)l , (gog )2) :SxU = R3xA bir framed ylizey olsun.
1. (Sl, 0) €S, @; (S, U) ylizeyinin bir singiiler noktasi olsun. Eger

Vi (s;)cosY(s,,0)#0, Y (s,,0)=0
ise @; (S,U) yuzeyi (31,0) noktasinda bir cuspidal-edgedir.

2. (sl, O) €S @; (S, u) yiizeyinin bir singiiler noktasi olsun. Eger

f (s,)cos Y (s,,0)=0,
—E" (s;)cosY(s,,0)+ 2,3" (s,)sinY(s,,0) Y, (s,,0)=0,
Y, (s,0)#0

ise @; (S, U) ylizeyi (Sl, O) noktasinda bir swallowtaildir.

3. (s,0) €S, @;(s,u) yiizeyinin bir singiiler noktast olsun. Eger

B (s,)cosY(s;,0)#0, Y, (s,0)=0, Y(s,0)=0

ise @; (S, U) ylizeyi (Sl, O) noktasinda bir cuspidal cross-cap olur.

Ispat. M, :¢.(s,u) =5(s)+u(—771(s)) framed yiizeyi igin

dgs =(03), ds+ (), Qv

= (10 ($)V(5)+(B(s)-a(3))m 5) s+ (- (5) v
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oldugundan & null vektor alani % olarak secilebilir. Diger yandan, (31,0) noktasi

non-dejenere oldugundan ¢ singiiler egrisi ¢ =(s(u),u) formunda verilebilir. (3.13)

denklemlerinden direkt hesaplamalar ile

Q= det((co; 2¢) (05),0¢.d (%)1(5))

=Y, (s,u)

+(p(s)cos Y (s,u)—q(s)sin Y(s,u))((ﬁ(s)—uq(s))cosY(s,u)—up(s)sin Y(S’u)):_z

olarak bulunur. O halde,

1. Teorem 3.4.6’dan (s,,0) €S, i¢in

—_

£4(5,,0) = %(sl,o) _ 5 (5,)c0s Y(s,,0) %0 Ve Y, (s,,0)#0

ise ¢ (s,u) yiizeyi (51,0) noktasinda bir cuspidal-edgedir.

2. Teorem 3.4.6’dan (s,,0) € S, iin
oA —
EA(s,,0) = g(sl,o) =/ (s,)cos Y (s,,0)=0,

ggz(sl,o):%(sl,o):Z;”(sl)cosy(sl,o)—zzf’(sl)sinY(sl,o)Ys(sl,o)io

ve Y, (Sl,O) #0 ise @5 (s, u) ylizeyi (Sl, O) noktasinda bir swallowtail olur.

3. Teorem 3.4.6’dan den (s,,0) €S, igin

5/1(31,0)=%(sl,o)=E’(sl)cosY(sl,0)¢0 ve Y (s,,0)=0, Y(s,,0)=0

ise @ (s,u) yiizeyi (s,0) noktasinda bir cuspidal cross-cap olur.

6.4.3. Frenet-tipi framed egrilerin adjoint egrilerinin binormal yiizeyleri

Bu kisimda agilamaz bir regle ylizey olan Frenet-tipi framed egrilerin adjoint
egrilerinin binormal yiizeyleri tanitilacaktir. Bu yiizeyin tiim geometrik yapisi ve

singiilerite ¢esitleri incelenecektir.
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(7/,7_71,52): | >R*xA, Frenet-tipi framed egrisi {\_/,51,7_72} hareketli c¢atis1 ve
(p,g,a)framed egrilikleri, (5,;1,;2): | >R3xA, Frenet-tipi framed adjoint cgri
ise {v_v,;l,pz} hareketli gatisi ve (p,d,a ) framed egrilikleri ile verilsin. » framed
egrisinin binormal yiizeyi

@, (s,u)=y(s)+un,(s)

ile verilir. Bu ylizeyin tiim geometrik yapisi ve karakterizasyonlar1 [47] ¢aligmasinda
verilmistir. Biz dayanak egrisi bir adjoint egri ve dogrultmanmi adjoint egrinin
genellestirilmis binormali olan M, yiizeyini inceleyecegiz. 5 adjoint egrisinin

binormal yiizeyini

M, g (s,u)=35(s)+uw,(s)

ile gosterelim. (6.6) denkleminden /_JZ(S):\_/(S) oldugundan M, yiizeyini

M, : 4. (s,u)=5(s)+uv(s)
seklinde yazabiliriz.
Teorem 6.4.3.1. (7,7,,77,):1 >R°xA, Frenet-tipi framed egri ve adjoint egrisi
(E,Zl,ﬁz)ﬂ —R*xA, olsun. 5 adjoint egrisinin M, binormal yiizeyinin
karakterizasyonlar1 asagidaki gibi verilebilir:
1. M, yiizeyi acilabilir degildir.

2. M, ylizeyinin bir singiiler nokta kiimesi

S= {(su)‘ﬁ(s) =0, up(s)= O}

seklindedir.
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Ispat. 1. M, yiizeyinin dagilma parametresi, p(S);tO oldugundan

— _ -/

det(§ (s).v(s),v (S)) ) det(B(s)n,(s),v(s), p(s)m(s))

o
o =
—~ <
w
~—~

G
_B(s)p(s) _B(s)
p*(s)  p(s)

seklinde hesaplanir. Singiiler noktalar1 karakterize eden B(S) fonksiyonu her noktada

sifir olmadigindan M, ylizeyi acilabilir degildir.
2. q% (S, U) ylizeyinin kismi tiirevlerini hesaplayalim:

(45), = B(s)n,(s)+up(s)m (s),
), =v(s)

ve (;1755)S /\(¢5)u =—E(s)7_yl(s)—up(s)7_72(s) bulunur. Eger, (SO,UO) bir singiiler nokta

S

>

ise /3(s,)=0 ve Uyp(S,) =0 olur. O halde, singiiler nokta kiimesi

s ={(s,u)|B(s) =0, up(s) =0}
seklinde yazilabilir.

M, yiizeyinin singiilerite ¢esitlerini inceleyebilmek amaci ile S kiimesini S, ve S,

olmak iizere iki ayr1 kiimeye ayiralim. Bu kiimeler,
S:={(s.0)|3(s)=0]
ve
5, ={(s:u)|B(s)=0, p(s)=0,u=0|

seklinde yazilabilir. Benzer sekilde Frenet-tipi framed egriler icin p(s);tO

oldugundan, S, singiiler nokta kiimesi M, yiizeyinin singiiler nokta kiimesi olamaz.
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O halde, M, yiizeyinin tek singiiler nokta kiimesi S, diir. Simdi M, yiizeyinin
singiilerite g¢esitlerinin inceleyelim. Asagidaki teorem M, ylizeyinin bir cross-cap
ylizeyi olmasi i¢in gerekli sartlari ifade eder:

Teorem 6.4.3.2. (7,771,52):| —>R3xA, Frenet-tipi framed cgri ve adjoint cgrisi

(5, ,ul,,uz): I ->R*xA, olsun. 5 adjoint egrisinin binormal yiizeyi M, olsun. Eger

(s;,0)eS, ve i (s;)#0 ise M, yiizeyi (S;,0) noktasinda bir cross-cap yiizeyidir.

Ispat. {lk olarak M, yiizeyinin gerekli kismi tiirevlerini hesaplayalim:

% ()= 3(5)7s(5) +Up ()7 ).

op . -

% () -3(s),

A

T (5= p(s)(5),

aajf(s,u):—upz(s)\_/(s)+(up'(s) E(s)q(s))r_yl(s)+(f3'(s)—up(s)q(s)jf_yz(s)

seklinde bulunur. O halde,

de{%(s,u), 2:‘2(5,[1), a@f (s,u)J= p(s)(ﬁ'(S)—up(S)Q(S)j

bulunur. Eger, (83,0) €S, ise,

o o’p; 0’ 3
o 0.0 S ) ) o8 )

elde edilir. Dolaystyla, p(S)#0 oldugundan eger Z"(sg);éO ise M, yiizeyi (S;,0)

noktasinda bir cross-cap yiizeyidir.
Onerme 6.4.3.3. 5 adjoint egrisinin M, binormal yiizeyi silindirik bir yiizey degildir.
Ispat. Kabul edelim ki M, binormal yiizeyi silindirik olsun. O halde

—r

v (s)=p(s)n,(s)=0 olur. Buradan, p(s)=0 olur. Bu ise Frenet-tipi framed egriler
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icin kabuliimiiz ile ¢elisir. O halde, & adjoint egrisinin M, binormal yiizeyi silindirik

bir yiizey degildir.
Teorem 6.4.3.4. M, binormal yiizeyinin striksiyon egrisi 5 adjoint egrisidir.

Ispat. Striksiyon egri tanimimdan

:5—

=5
Dolayistyla, M, binormal yiizeyinin striksiyon egrisi 5 adjoint egrisidir.

6.4.4. Framed yiizey olarak Frenet-tipi framed egrilerin adjoint egrilerinin
binormal yiizeyleri

M, ylizeyi singiiler noktalara sahip oldugundan bir framed yiizey olarak ele alabiliriz.

[k olarak framed yiizey teorisini kullanarak, framed yiizeyi olusturup yiizeyin
egriliklerini verelim:

o0 adjoint egrisinin binormal yiizeyi M2:¢5(s,u)=5(s)+m—/(s) olsun.
Y,Z: 1 xU — R® diferansiyellenebilir fonksiyonlar1 i¢in <(¢%)S(s,u),(¢g)l(s,u)>=0

ve <(¢S)u (S,u),(q%)l(s, u)> =0 olacak sekilde,

(45),(s.u)=cosY(s,u)n,(s)+sin Y (s,u)7,(s)

olsun. Dolayisiyla, <(¢5)1 (s,u), (¢3)2 (s, u)> =0 olacak sekilde
((,755 )2 (s,u)=cosZ(s,u)v(s)+sin Z(s,u)(cosY(s,u)ﬁ2 (s)-sinY(s, u)r_yl(s))

((#:),.(4),)=0)

iken (¢S (25 )1 (25 )2) :SxU —>R3xA  bir framed yiizeydir. Buradan,

seklinde yazabiliriz. Dolayisiyla, A= {(((,753 )1 ,(q% )2 ) €52xS§?

((,755 )3 = (¢5 )1 A (¢5 )2 olacak sekilde,
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(#5),(s,u)=sin Z(s,u)\7(s)+cosZ(s,u)(sin Y(s,u)7m,(s)—cosY(s,u)m, (s))

ile hesaplamir. O halde, {(¢;),(s,u),(¢;),(5:u).(¢;),(s,u)] M, yiizeyi igin bir

hareketli ¢atidir. $imdi M, framed ylizeyinin temel degismezlerini hesaplayalim:

(4,), (5:0)=V(s),
(), (5:0) =un(s)7,(5)+ B()7(5)

oldugundan (3.8) denklemine gore,

v(s)=(acosZ(s,u)+bsinZ(s,u))v(s)
+(—a,sinZ(s,u)sin Y (s,u)+b,cos Z(s,u)sin Y(s,u))n,(s)
+(a,sinZ(s,u)cos Y (s,u)—b, cos Z(s,u)cos Y (s,u))7,(s)

ve

up(s) 7, (s)+B(s)m,(s)=(a,cos Z(s,u)+b,sinZ(s,u))v(s)
+(—a,sinZ(s,u)sin Y(s,u)+b,cos Z(s,u)sin Y (s,u))n,(s)
+(a,sinZ(s,u)cos Y (s,u)—b,cos Z(s,u)cos Y (s,u))7,(s)
seklinde iki denklem bulunur. Bu denklemler katsayilarin esitligine gore
¢oziildiigiinde,
c, =cosZ(s,u),
d, =sinZ(s,u),
c, =-sin Z(s,u)(up(s)sin Y(s,u)—ﬁ(s)cosY(s,u)),
d, :cosZ(s,u)(up(s)sin Y(s,u)—ﬁ(s)cosY(s,u))
seklinde bulunur. Dolayistyla, (3.9) denkleminden yiizeyin egriliklerinden J .
I, = B(s)cos Y (s,u)—up(s)sin Y (s,u)
olur.
((¢5)l)u(s,u):—sin®(s,u)Yu(s,u)y_yl(s)+cosY(s,u)Yu(s,u)y_yz(s ,
((%)l)s(s,u):—p(s)cosY(s,u)\_/(s)+sinY(s,u)(—Ys(s,u)—q(s))ﬁl(s)
+cos Y (s,u) (Y, (s,u)+q(s))n,(s)

oldugundan (3.8) denklemine gore,
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—sin Y (s,u) Y, (s,u)n,(s)+cos Y (s,u) Y, (s,u)n,(s)= (g cos Z(s,u)+ f,sinZ(s,u))v(s)
+(—e sinZ(s,u)sin Y (s,u)+ f,cos Z(s,u)sin Y (s,u))7,(s)
(e

+(e,sinZ(s,u)cos Y(s,u)— f,cos Z(s,u)cos Y(s,u))7,(s)

ve
—p(s)cos Y (s,u)v(s)+sin Y (s,u) (=Y, (s,u)-q(s))n,(s)
+c0s Y (s,u)(Y, (s,u)+a(s))n,(s)
=(e,cosZ(s,u)+ f,sinZ(s,u))v(s)
+(—e,sinZ(s,u)sin Y (s,u)+ f,cos Z(s,u)sin Y (s, u))r_yl(s)
+(e,sinZ(s,u)cos Y (s,u)— f,cos Z(s,u)cos Y (s,u))7,(s)
seklinde iki denklem bulunur. Bu denklemler katsayilarin esitligine gore

¢oziildiigiinde,
e, =Y, (su)sinZ(s,u),
f,==Y,(s,u)cosZ(s,u),
e, =sinZ(s,u)(q(s)+ Y, (s,u))—p(s)cosZ(s,u)cos Y(s,u),
f, :—cosZ(s,u)(q(s)+Ys(s,u))— p(s)sinZ(s,u)cosY(s,u)

seklinde bulunur. Dolayisiyla, (3.9) denkleminden yiizeyin egriliklerinden K% ve

H,,

olur. Diger yandan, ylizeyin integrallenebilme kosuluna gore,

F(s,u)=Y,(s, )(up(s)sinY(s,u)—ﬁ(s)cosY(s,u))

—p(s)cosY(s,u)=0 (6.11)

bulunur.

Yukarida inga edilen framed ylizey teorisinin sonuglari olarak asagidakileri verebiliriz:
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Teorem 6.4.4.1. M,: ¢( ) 5‘(8)+U\_/(S) framed ylizeyinin

{( ) (s.u), ( ) (s,u), ( )3(8 u)} hareketli gatisi

—_—
e
—
—_
w
<

)= cosY(s,u)y_yl( s)+sin Y(s,u)7_72 (s),
(45), (s.,u)=cosZ(s,u)v(s)+sin Z(s,u)(cosY(s,u)ﬁ2 (s)-sin Y(S,U)T_h(S)),
(45), (s,u)=sin Z(s,u)v(s)+cosZ(s,u)(sin Y(s,u)7,(s) = cos Y (s,u) 7, (s))

esitlikleri ile verilir.

Teorem 6.4.4.2. M, : ¢, (S, u) = 5(8) +U\_/(S) framed yiizeyinin egrilikleri

J, =PB(s)cosY(s,u)-up(s)sinY(s,u),
K =Y,(s,u)p(s)cosY(s,u),

W q(s)+Y,(s.u)
% 2

esitlikleri ile verilir.

Sonug 6.4.4.3. M, : ¢ (S, u) = 5‘(8) + U\_/(S) ile verilen framed yiizeyi regiiler olsun. O

halde, birinci ve ikinci temel formlar ile temel degismezler arasindaki iliski,

:(up(s)sinY(s, )—B(s)cos Y (s, u))
F:cosZ(s,u)sinZ(s,u)( ( ()sinY(s,u)—Z’(s)cosY(s,u))z),
G =1,

L:(q(s)+Ys(s,u))(up(s)sinY(s,u)—ﬁ(s)cosY(s,u)),
M :Yu(s,u)(up(s)sinY(s,u)—/_i'(s)cosY(s,u)),
N=0

seklindedir.
Ispat. Framed yiizey teorisi i¢in (3.11) denkleminde c,c,,d,,d,,&,¢,, f,, f, degerleri

yerine yazilirsa istenilen elde edilir.

Sonu¢ 6.4.4.4. M, : ¢ (S, u) = 5‘(8) + U\_/(S) ile verilen framed yiizeyi regiiler olsun. O

halde, yiizeyin Gauss egriligi ve ortalama egriligi,

99



Ko Y, (s,u)p(s)cosY(s,u)

B(s)cos Y (s,u)—up(s)sinY(s,u)’
4w

Z(ﬁ( Jcos Y (s,u)—up(s )sinY(s,u))

H =

ile verilir.

Ispat. Framed yiizey teorisi igin (3.12) denkleminde K g Ve H " degerleri yerine
yazilirsa istenilen elde edilir.

Sonug 6.4.45. M, :¢ (S, u) = 5‘(5) + U\_/(S) regiiler framed ylizeyinin minimal bir
ylizey olmasi i¢in gerek ve yeter kosul ( ( S) + Y, (S, u) =0 olmasidur.

Onerme 6.4.4.6. M, :¢.(s,u)= 5‘(8)+U\_/(S) framed yiizeyi i¢in (S;,0) €S,

singtiler noktast dejenere olmayan bir singiiler noktadir.

Ispat. M,: P (S, u) =0 (S) + U\_/(S) framed yiizeyi i¢in isaretli alan yogunluk

fonksiyonu,

A(s,u) :det((¢55)s (25), ,(gz%)l):—up(s)sin Y(s,u)+B(s)cos Y (s,u)
seklinde yazilabilir. Eger,
E(SS,O) =—p(s;)sin Y (s,;,0)=0
veya
%(53,0) = (s5)c0s Y (5,,0) %0
ise (83, O) € S, dejenere olmayan bir singiiler noktadir. ¢g framed ylizeyinin (6.11)

integrallenebilme kosulundan  F(s;,0)=p(s;)cosY(s;,0)=0 dir. p(s,)#0

oldugundan COSY(83,0)20 dir. Dolayisiyla sinY(33,0)¢O dir. O halde,

oA —=(s;,0) =0 dirve (83, 0) €S, dejenere olmayan bir singiiler noktadir.
u
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Teorem 6.44.7. § adjoint egrisinin binormal yiizeyi ¢5 olsun. Kabul edelim ki

(¢5(¢5)1 (¢5 )2) :SxU — R3®*x A bir framed ylizey olsun.

1. (s,,0)€S, ¢#5(s,u) yiizeyinin bir singiiler noktast olsun. Eger
il (s;)cos Y (s,,0) =0, q(s,)+ Y, (s,;,0)=0

ise ¢ (S,u) yiizeyi (8,,0) noktasinda bir cuspidal-edgedir.

2. (s;,0) €S, ¢;(s,u) yiizeyinin bir singiiler noktast olsun. Eger

B (s,)c0s Y (s;,0)=0,

—”

B (5,)c0sY(55,0)—2/ (3,)sin Y (3;,0) Y, (5,,0) %0

s
A(Sy) + Y, (85,U5) 0
ise ¢ (S, u) ylizeyi (83, 0) noktasinda bir swallowtaildir.
3.(s;,0) €S, ¢;(s,u) yiizeyinin bir singiiler noktas1 olsun. Eger
B (s;)cos Y (s;,0)=0, q(s;)+ Y, (s,,0)=0, Y, (S;,0) =0
ise @ (S, u) ylizeyi (83,0) noktasinda bir cuspidal cross-cap olur.

Ispat. M, :%(S,U)=5(S)+U\_/(S) framed yiizeyi i¢in

b5 =(¢5), ds+(4;), du

= (up(s)nl(s)Jr,Z’(s)n2 (s))ds +(\_/(s))du

o

oldugundan ¢ null vektor alani aﬁ olarak segilebilir. Diger yandan, (83,0) noktas1 non-
S

dejenere oldugundan ¢ singiiler egrisi ¢ =(S(u),u) formunda verilebilir. (3.13)

denklemlerinden direkt hesaplamalar ile

0 =det{(¢,¢) ()¢9 (6,),(6)
=—(a(s)+ Y, (s,u))+( p(s)cosY(s,u))(ﬁ(s)cosY(s,u)—up(s)sin Y(s,u))g—S

u
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olarak bulunur. O halde,
1. Teorem 3.4.6’dan (S;,0) € S, icin

oA

gz(ss,o)zE(s?,,o):E’(ss)cosr(ss,o);to ve q(s;)+Y,(s;,0)#0

ise @ (S, U) yiizeyi (83,0) noktasinda bir cuspidal-edgedir.

2. Teorem 3.4.6’dan (s;,0) € S, icin

52,(33,0):Z—j(ss,o):ﬁ(sg)cosY(SS,O)zo,

EEA(s5,0) Z%(SB’O) =B (3,)c08 Y (5,,0)— 25 (s,)sin Y(s,,0) Y, (s,,0) %0

ve q(s;)+ Y, (s;,0)#0 ise ¢s (s,u) yiizeyi (5;,0) noktasinda bir swallowtail olur.

3. Teorem 3.4.6’dan (S,,0) € S; igin

5&(33,0):%(53,0)=Z3'(s3)cosY(ss,O)¢O ve q(s;)+Y,(s;,0)=0,Y, (s5,0)=0

ise @, (S, u) yiizeyi (83,0) noktasinda bir cuspidal cross cap olur.
Teorem 6.4.4.8. 5 adjoint egrisinin binormal yiizeyi M, olsun. Eger M, yiizeyi bir
framed yiizey ise, M, yiizeyinin (33,0) tipindeki singiiler noktalar1 dejenere olmayan

singliler noktalardir. Ama M, yiizeyi (83,0) singiiler noktasinda cuspidal-edge,

swallowtail ya da cuspidal cross cap degildir.

Ispat. (6.11) integrallenebilme kosuluna gore (83,0) singiiler noktasi i¢in
p(s;)cos Y (s,,0)=0 dir. p(S;)#0 oldugundan cosY(s,,0)=0 olur. O halde,
51(83,0)20 bulunur. Yani M, yiizeyi (33,0) singiiler noktasinda cuspidal-edge ve

cuspidal cross cap olamaz. Diger yandan COS Y(S3, 0) = 0oldugundan,

F.(s:,0)=p(s;)sin Y(s,;,0) Y, (s;,0)=0
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icin P (33) #0 oldugundan sin Y(Ss,O)Ys (83, O) =0 elde edilir. Dolayisiyla,

55/1(83,0):0 bulunur. Yani M, yiizeyi (83,0) singiiler noktasinda swallowtail

olamaz.

6.4.5. Frenet-tipi framed egrilerin adjoint egrilerinin genellestirilmis normal
yiizeyleri

Bu kisimda hem Frenet-tipi framed egrilerin adjoint egrilerin normal yiizeylerinin hem
de Frenet-tipi framed egrilerin adjoint egrilerin binormal yiizeylerinin bir
genellestirilmesi olan Frenet-tipi framed egrilerin adjoint egrilerinin genellestirilmis
normal yiizeyleri tanmitilacaktir ve bazi geometrik incelemeler ve singiilerite

incelemeleri yapilacaktir.

(7/,7_71,52): | >R*xA, Frenet-tipi framed egrisi {\_/,51,7_72} hareketli ¢atis1 ve
(P, q, o) framed egrilikleri, (5, /_11,;2): | - R®x A, Frenet-tipi framed adjoint egri ise
{\7\/,;1,;2} hareketli catis1 ve (Eaa) framed egrilikleri ile verilsin. y framed

egrisinin genellestirilmis normal ylizeyi @ (S) ve @, (S), a’ (S) +a)} (s) =1

denklemini saglayan diferansiyellenebilir fonksiyonlar iken
@, (s,u)=y(s)+u(a,(s)m(s)+a,(s)7.(s))

ile verilir. Biz dayanak egrisi bir adjoint egri ve dogrultmani adjoint egrinin
genellestirilmis normal vektorlerin lineer bilesimi olan M, yiizeyini inceleyecegiz. 5

adjoint egrisinin genellestirilmis normal yiizeyini

a,(s)=2a,(s)m(s)+a,(s)m(s)
iken

M, : D (s,u)=5(s)+ua,(s)

ile gosterelim. (6.6) denkleminden ;11(8) = —7_71(3) ve ;12 (S) =\_/(S) oldugundan M,

ylizeyini

a,(s)=-a,(s)m.(s)+a,(s)v(s)

ile
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M, : @ (s,u)=5(s)+ua,(s)
seklinde yazabiliriz.
Teorem 6.4.5.1. (y,?;l,ﬁz):l —>R3xA, Frenet-tipi framed cgri ve adjoint cgrisi

(5, ,ul,,uz): | >R*xA, olsun. 5 adjoint egrisinin M, genellestirilmis normal
ylizeyinin karakterizasyonlar1 asagidaki gibi verilebilir:

1. M, yiizeyi acilabilir degildir.

2. M, yiizeyinin bir singiiler nokta kiimesi

S ={(s.u)|B(s)-uay(s)a(s) =0, u(-p(s)+a,(s)a; (5)-a (s)a; (5)) =0}
seklindedir.

Ispat. 1. M, yiizeyinin dagilma parametresi,

det(g,,—aif_h +az\_/,(aip+az’)\_/+(azp _31,)7_71 _%qﬁzj

2

(ap+a)u+(a.p-a)r.-aan.

<E7_72 ' a12\_/ + a1a2q7_71 +( p— azail + a1a2’)7_72>

(ap+a,) +(ap-a) +(aq)
E( p_azal' +a1a'2,)

2 2
i ’ 2
(a1p+az ) +(a2p—a1 ) +(a,0)
seklinde hesaplanir. Dolayisiyla M, yiizeyinin acilabilir olmasi i¢in gerek ve yeter
kosul E( p-a,a, + a1az’) =0 olmasidur. Singiiler noktalar: karakterize eden ﬁ(s) her

noktada sifir olamaz. O halde, kabul edelim ki p—a,a, +a,a, =0 olsun. Bu denklem
her s degeri icin saglandigindan a, =sabit ve a, =sabit degerleri i¢in de saglanir ve
p =0 bulunur. Bu ise Frenet-tipi framed egriler igin kabuliimiiz ile ¢elisir. O halde
p-a,a +aa, =0 esitligi her s degeri igin saglanmaz. Dolayisiyla M, yiizeyi

acilabilir degildir.
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2. <D3 (S, U) ylizeyinin kismi tlirevlerini hesaplayalim:

(%)S=(5—ua1q)772+U((a1p+az')\7+(a2p—a{)ﬁl),
(CDE)U ——a,n, +a,V
ve (@5)SA(<D5)U=(E—ualq)(al\_/+a27_71)+u(—p+a2a1'—aiaz')r_yz bulunur. Eger,

(SO, UO) bir singiiler nokta ise a, ve a, fonksiyonlar1 ayni anda sifir olamayacagindan

B(Sy) = U, (3,)0(s,) =0

ve
Uy (=P (50)+ 85 (50)a (50) -2 ()2, (5)) =0
olur. O halde, singiiler nokta kiimesi

S ={(s.0)[B(s)~ua,(s)a(s) =0, u(~p(s)+a; (5)a, (s)-a,(s)a; (s)) =0}

seklinde yazilabilir.

M, yiizeyinin singiilerite ¢esitlerini inceleyebilmek amaci ile S kiimesini S, ve S

olmak {izere iki ayr1 kiimeye ayiralim. Bu kiimeler,
S, ={(s,0)[3(s) =0}
ve
Se ={(s.u)]-p(s)+2,(s)a (s)-a(s)a; (s) =0, A(s)-uay(s)a(s) =0,u =0}

seklinde yazilabilir. S, kiimesinin singiiler noktalart M, yiizeyinin dayanak egrisi
olan adjoint egrisine aittir. S, kiimesi i¢in ise & Vve a, fonksiyonlar: sabit iken

singiiler noktada p (S) =0 dir. Buise kabuliimiiz ile gelisir. O halde, S, singiiler nokta
kiimesi sabit olmayan a, ve a, fonksiyonlar: igin ve a,(s)a,’ (s)—a,(s)a, (s)=0

i¢in gecerlidir. Basitlik agisindan X (S) ve y(s, U) fonksiyonlarini
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X(s)==-p(s)+a,(s)a (s)-a(s)a (s),
y(s,u)=B(s)-ua(s)a(s)

w

seklinde tanimlayalim. Simdi M, ylizeyinin singiilerite ¢esitlerini inceleyelim.
Asagidaki teorem M, yiizeyinin bir cross-cap yiizeyi olmasi igin gerekli sartlar: ifade
eder:

Teorem 6.4.5.2. (y,f_yl,ﬁz):l —R®xA, Frenet-tipi framed egri ve adjoint egrisi

(5, 1, ;2) 1 > R®xA, olsun. § adjoint egrisinin genellestirilmis normal yiizeyi M,
olsun.

1. Eger (s5,0) €S, ve B (s5)Xx(s5) =0 ise M yiizeyi (s5,0) noktasinda bir cross-cap
ylizeyidir.

2. Eger (S5,Us)€S; ve S(ss)X (s;)#0 ise M, yiizeyi (S;,Us) noktasinda bir cross-
cap yiizeyidir.

Ispat. ilk olarak M, yiizeyinin gerekli kismi tiirevlerini hesaplayalim:

ag;a (S,u)=(E—u31CI)7_72 +u((alp+az')\_/+(a2p—ai')7_71),

aug (s,u)=—am +a,V,

2
q)’ r\- r\ T -
auﬁg(S.U)=(<':11|o+az Jv+(a.p-a ) —aan.,
2
q)f " ! -
aaszb (s,u):u(a2 +2pa, +a1p'—a2p2)v

+(Za' +u (—za{q -aq'+a, pq))ﬁz

seklinde bulunur. O halde,

oD- 0°D- 0*D-
det[ o

S S _ 1 a! —! ' _ ’
e k. o (s,u>]-(p+a1a2 o' )[ 7+ 218 up, v

+uga,(p'+aa,’ ~a'a, | -aa,0’(A-vaq)
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bulunur.

1. Eger, (S5,0) € S; ise,

oD 0D 0@y _a'a | B
e (5,00 S22(5.0). 5,0 |- (8, -0 ) <x(2)7 ()

u 0s?

elde edilir. Dolayisiyla, ,E' (s)X(s5)#0 ise M, yiizeyi (s;,0) noktasinda bir cross-

cap yiizeyidir.
2. Eger, (S5,Uq) €S ise,

8CD— qu)— 82CDf ’ " " - ’
det{a—;(ss,uﬁ),au—ag(swue),an(Se,Ue)):Uqai(P taa, -4 az):ﬁ(se)x (35)

elde edilir. Dolayisiyla, E(S6 ) X' (56) =0 ise M, yiizeyi (S6 : UG) noktasinda bir cross-

cap ylizeyidir.

Onerme 6.4.5.3. § adjoint egrisinin M, genellestirilmis normal yiizeyi silindirik bir
ylizey degildir.

Ispat. Kabul edelim ki M, genellestirilmis normal yiizeyi silindirik olsun. O halde

a’ :(a1p+a2')\_/+(a2p—a1')ﬁl—aiqﬁ2 =0 olur. Buradan,

a,p+a, =0,
a,p—a, =0, (6.12)
a,g=0

olur. (6.12) denkleminin son esitliginden Frenet-tipi framed egrinin adjoint egrisi i¢in

q#0 oldugundan a =0 bulunur. Dolayisiyla ilk iki esitlikten p =0 olur. Bu ise
Frenet-tipi framed egriler igin kabuliimiiz ile ¢elisir. O halde, 5 adjoint egrisinin M,
genellestirilmis normal ylizeyi silindirik bir ylizey degildir.

Teorem 6.45.4. § adjoint egrisinin M, genellestirilmis normal yiizeyinin striksiyon
egrisinin 5 adjoint egrisi olmasi icin gerek ve yeter kosul ya M, genellestirilmis
normal ylizeyinin bir binormal yiizey olmas1 ya da ,E =0 olmasidir.
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Ispat. Striksiyon egri tanimindan

:5_<Er_72,(a1p+a2’)\7+(a2p—a{)ﬁl—aiqﬁz>
(ap+a;) +(ap-a') +(a0)
5 2 -faq 2
(ap+a)) +(ap-a) +(a0)’

Dolayistyla, q#0 oldugundan a =0 veya B =0 dir. Eger a,=0ise a, = FV= 1;12
olur. Buradan istenilen gosterilmis olur.

Teorem 6.4.55. § adjoint egrisinin M, genellestirilmis normal ylizeyi S singiiler
nokta kiimesine sahip olsun. @, (S) ,a, (S) # 0 igin M, ylizeyinin singiiler noktalarinin

merkezi olan " egrisi

5 f(s)a,(s)
[(s)=5(s)+ 5
a(s)2.(5)] 4

a
formunda verilir.
Ispat. 5 adjoint egrisinin M, genellestirilmis normal ylizeyinin S, singiiler nokta

kiime tanimindan x(s)=0 ve y(s,u)=0 dir. Dolaysiyla,

_p(5)+az(5)81'(8)—ai(s)a2'(s)=o (6.13)

yazilabilir. a,(s),a,(s)#0 i¢in (6.13) denklemi

formunda yazilabilir. Her iki tarafin integrali alinirsa,
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(6.14)
SORXCIFCE
denklemi elde edilir. Ayrica, y(s,u)=0 oldugundan
_B(s) (6.15)
) s)
olur. (6.14) ve (6.15) denklemlerinden
Bl
) (s)
q(s)az(s)faz)z(s) (6.16)

bulunur. Dolayisiyla, (6.16) ifadesine gore singiiler noktalarn merkezi I egrisi

(61 PE) (3
I(s)=5(s)+ 5
a(s)2.(5)] 2

a

bi¢iminde verilir.

6.4.6. Framed yiizey olarak Frenet-tipi framed egrilerin adjoint egrilerinin
genellestirilmis normal yiizeyleri

o adjoint egrisinin genellestirilmis normal ylizeyi
M3:@5(s,u):5(s)+u(—a1(s)ﬁl(s)+a2(s)\7(s)) olsun.  Y,Z:IxU >R
diferansiyellenebilir  fonksiyonlart  igin <(CI)S ). (s,u),(@;), (s, u)> =0 e

<(CDS )u (S, u),(CI)S )1 (S, u)> =0 olacak sekilde,

(@), (s,u)=cos Y (s,u)n, (s)+sin ]((s,u)(a2 (s)ﬁl(s)+a1(s)\_/(s))

olsun. Dolaysiyla, <(d)g )1 (s,u), (q), )2 (s, u)> =0 olacak sekilde

5

(@), (s.,u)= cosZ(s,u)(—al(s)ﬁl(s)+a2 (s)\_/(s))
+sinZ(s, u)(coslf(s,u)(a2 (s)r_yl(s)+ai(s)\_/(s))—sin Y(s,u)7, (s))

109



seklinde yazabiliriz. Dolayisiyla, A= {((CDE )1 ’(CDE )2) e S5?xS?

<(q):s )1 '(q)5)2> - 0}

iken ((D ,((Dg )1 ,(CDS )2) :SxU > R*xA  bir framed yiizeydir. Buradan,

5
(cD, )3 = (qu )1 /\((I)g )2 olacak sekilde,

(@), (s,u)=—cosZ(s,u)sin Y (s,u)7,(s)
+(-a,(s)sinZ(s,u)+a, (s)cos Z(s,u)cos Y (s,u))v(s)
+(a,(s)sinZ(s,u)+a,(s)cosZ(s,u)cos Y (s,u))n,(s)

ile hesaplanir. O halde, {(®g)l(s,u),(<bg)2(s,u),(®5)3(S,u)} M, yiizeyi igin bir
hareketli ¢atidir. $imdi M, framed yiizeyinin temel degismezlerini hesaplayalim:

(@
(@;),

oldugundan (3.8) denklemine gore,

), (s.,u)=-a7;+a,V,
(s,u) =(Z’—ua1q)7_72 +u((a1p+a2')\_/+(a2p—a1')ﬁl)

—a,77; +2,v =((c8, +d,a, cos Y (s,u))cos Z(s,u)+(ca, cos Y'(s,u)—d,a, )sin Z(s,u))v(s)
+((—c1a1 +d,a, cos Y'(s,u))cosZ(s,u)+(c,a, cos Y (s,u)+d,a, )sin Z(s,u))f_yl(s)
+(—clsin Z(s,u)sinY(s,u)—d, cosZ(s,u)sin Y(s,u))ﬁ2 (s)

ve

(?f—uaiq)ﬁz+U((a1p+az')\7+(azp—a{)771)

( (c,a,+d,a cos Y (s, u))cosZ(s,u)+(cza1cosY(s,u)—dzaz)sinZ(s,u))\_/(s)
+((~c,a,+d,a,cos Y (s,u))cos Z(s,u) +(c,8, Cos Y (s,u) +d,a, )sin Z(s,u) )7 (s)
+(-

—c,sinZ(s,u)sin Y (s,u)- d2cosZ(s,u)sinY(s,u))r_yz(s)

seklinde iki denklem bulunur. Bu denklemler katsayilarin esitligine gore

¢oziildiiglinde,

c, =cosZ(s,u),
d, =-sinZ(s,u),

)
¢, =—sinZ(s,u)(ucos Y (s,u)x(s)+sinY(s,u)y(s,u)),
d, =—cosZ(s,u)(ucos Y (s,u)x(s)+sinY(s,u)y(s,u))
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seklinde bulunur. Dolayisiyla, (3.9) denkleminden yiizeyin egriliklerinden J, ,
3y, ==(ucos Y (s,u)x(s)+sin T (s,u) y(s,u))

olur.

(@;),), (su)==sin X (s,u) ¥, (s,u)7, (5)+cos T (5,u) Y, (5,0) (2 (5)7: () + & (S)V(s)).

(@;),),(s:u)=(a cos T(5,u) Y, (5,u) -8, p(s)sin Y (s,u) +&sin ¥ (s,u) (s)

+(a cosY(s,u) (s u)+ap(s )smY(s,u)+a2'sinY(s,u)—q(s)cosY(s,u))ﬁl(s)
(-

+(=sinY(s,u) Y, (s,u)+a,q(s )S|nY(s,u))7_72(s)

oldugundan (3.8) denklemine gore,
=Sin Y (5,u) Y, (5,u) 7, (5)+cos Y (s,u) Y, (s,u)(a, ()7, (5)+2, (s)v(s))
:((e1a2+ f,a, cos Y (s,u))cos Z(s,u)+(ea, cos Y(s,u) flaz)st(s,u)) (s)
+((-ea, + fia, cos Y (s,u))cos Z(s,u) +(ea, cos Y (s,u) + fa, )sin Z(s,u) )7, (s)

+(—elsin Z(s,u)sinY(s,u)— f,cosZ(s,u)sin Y (s, U))ﬂz(s)

ve

(alcosY(s,u)Ys(s,u)—azp(s)sinY(s,u)+a1'sinY(s,u))\_/(s)
(a cosY(s,u)Ys(s,u)+a1p(s)sinY(s,u)+a2'sinY(s,u)—q(s)cosY(s,u))ﬁl(s)
+(=sin Y (s,u) Y, (s,u)+a,q(s)sin Y (s,u))n,(s)
((e a,+ f,a,c0s Y'(s,u))cosZ(s,u)+(e,a, cos Y (s,u)- f,a,)sin Z(s,u))\7(s)
((- "
(-

+

e,a, + f,a,cos Y(s,u))cosZ(s,u)+(e,a, cos Y(s,u)+ f,a,)sin Z(s,u))_l(s)
+(-e sinZ(s,u)sinY(s,u)—fzcosZ(s,u)sinY(s,u))r_yz(s)

seklinde iki denklem bulunur. Bu denklemler katsayilarin esitligine gore
¢oziildiiglinde,

e, =Y,(s,u)sinZ(s,u),

f,=Y,(s,u)cosZ(s,u),

e2=cosZ(s,u)(sinY(s,u)x(s)+cosY(s u)a, (s)q(s))+sinZ(s,u)(Ys(s,u)—az(s)q(s)),
f,=—sinZ(s,u)(sinY(s,u)x(s)+cosY(s,u)a (s)q(s))+cosZ(s,u)(Y,(s,u)—a,(s)a(s))
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seklinde bulunur. Dolayisiyla, (3.9) denkleminden yiizeyin egriliklerinden K, ve

H

@5

K, =Y, (s,u)(x(s)sin Y(s,u)+a1(s)q(s)cosY(s,u)),

H, = s,u)—a,(s)q(s)
‘ 2

olur. Diger yandan, yiizeyin integrallenebilme kosuluna gore,

F(s,u)=",(s,u)(ucosY(s,u)x(s)+sinY(s,u)y(s.u))
+(sinY(s,u)x(s)+cos Y(s,u)a,(s)q(s))=0 (6.17)

bulunur.

Yukarida inga edilen framed yiizey teorisinin sonuclari olarak asagidakileri verebiliriz:

Teorem  6.4.6.1. MS:CDS(s,u)=5(s)+u(—a1(s)ﬁl(s)+a2(s)v(s)) framed

ylizeyinin {(CDE )1(8, u),(q)S )2 (S,U),(CI)5 )3 (s,u)} hareketli ¢atisi

(@), (s, ) cos Y (s,u)n, (s ( ,
(@5), (s,u)=cosZ(s u)( (s)+a,(s)
m(s)+

?_( )+sinY(s,u

(s)m(s)+a(s)v(s)).
v(s))

+sinZ(s, u)(cosY (s, u)(az(s) ) a, (s)v(s )) sinY(s,u)ﬁz(s)),
(@), (s.u)=—cosZ(s,u)sin Y(s,u),(s)
(

+(-a,(s)sinZ(s,u)+a,(s)cosZ(s,u)cos Y (s,u))v(s)
+(a,(s)sin Z(s,u)+a,(s)cos Z(s,u)cos Y (s,u))n,(s)

esitlikleri ile verilir.

Teorem 6.4.6.2. Ms:<D5,(s,u):5(s)+u<—a1(s)771(s)+a2(s)v(s)) framed
ylizeyinin egrilikleri

Jo. =—(ucosY(s,u)x(s)+sinY(s,u)y(s,u)),
Ko =Y, (s,u)(x(s)sinY(s,u)+a,(s)q(s)cos Y(s,u)),

A0LIO)

Y (s,u)-a
o = 2

5

H

esitlikleri ile verilir.
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Sonug 6.4.6.3. M, : @, (s,u)=5(s)+u (—al(s)7_71(5)+a2 (s)\_/(s)) ile verilen framed

ylizeyi regiiler olsun. O halde, birinci ve ikinci temel formlar ile temel degismezler

arasindaki iliski,

E :(u cos Y (s,u)x(s)+sin Y(s,u)y(s,u))z,

F =cosZ(s,u)sin Z(s,u)((u cos Y (s,u)x(s)+sin Y(s,u)y(s,u))2 —1),
G =1,
L=(ucosY(s,u)x(s)+sinY(s,u)y(s,u))(Y,(s,u)-a,(s)a(s)),

M =Y, (s,u)(ucosY(s,u)x(s)+sinY(s,u)y(s,u)),

N=0

seklinde verilir.
Ispat. Framed yiizey teorisi i¢in (3.11) denkleminde c,,c,,d,,d,,€,,¢,, f,, f, degerleri
yerine yazilirsa istenilen elde edilir.
Sonug 6.4.6.4. M, : @ (s,u)=5(s)+u (—a1 (s)m(s)+a, (s)\_/(s)) ile verilen framed
ylizeyi regiiler olsun. O halde, ylizeyin Gauss egriligi ve ortalama egriligi,
Y, (s,u)(x(s)sinY(s,u)+a,(s)q(s)cos Y(s,u))

—(ucos Y (s,u)x(s)+sinY(s,u)y(s,u))

H - Y, (s,u)—a,(s)q(s)
~2(ucos Y (s,u)x(s)+sin Y(s,u)y(s,u))

K =

ile verilir.

Ispat. Framed yiizey teorisi igin (3.12) denkleminde Ko Ve chg degerleri yerine
yazilirsa istenilen elde edilir.

Sonug 6.4.6.5. M, :CI)E(S,U)=5(S)+u(—a1(s)ﬁl(s)+a2(S)\_/(S)) regiiler framed

ylizeyinin minimal bir yilizey olmast i¢in gerek ve yeter kosul

Y, (s,u)—a,(s)q(s)=0 olmasidir.

Onerme 6.4.6.6. MS:cDE(s,u):5(s)+u(—a1(s)771(s)+a2(s)\_/(s)) bir framed

ylizey olsun. O halde,
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1. (s;,0)eS; singiiler noktasi i¢in X(s;)cos Y (s;,0)+a,(s;)sin Y(s;,0)q(s;)=0
veya —f3 (s5)sinY(s;,0) =0 ise (s;,0) e S, dejenere olmayan bir singiiler noktadur.

2. (SsUg)eS, singiiler noktasi igin & (S;)sinY(s;,Ug)a(s;) =0  veya
—Us €OS Y'( S5, Ug ) X' (S5) —Sin Y (S5, Ug ) Y'(Sg. U ) # 0 ise (s5,U, ) € S, dejenere olmayan

bir singiiler noktadir.

Ispat. M, : @, (s,u)= 5(3) +U (—a1 (s)m.(s)+a, (s)\_/(s)) framed yiizeyi icin isaretli

alan yogunluk fonksiyonu,

Asu)=det((@;)(@;),(2;),)
=—ucosY(s,u)( (s)+a,(s)a, (s)- a1(s)a2(s))+sinY(s,u)(ﬁ(s)—uai(s)q(s))
y(s.u)

=ucosY(s,u)x(s)+sinY(s,u)y(s,u

seklinde yazilabilir. Eger,
1.

%(;},0): X(85)c08 Y (s5,0)+a,(s5)sin Y (s,,0)q(s;)#0

veya

%(55,0) — 7 (s,)sinY(s,.0) %0

ise (s;,0) € S, dejenere olmayan bir singiiler noktadir.

2.

%(ssiue)=a1(56)5inY(56’u6)q(36)¢0

veya

aﬂb(s Ug ) =Ug COS Y (Sg,Ug ) X' (Sg ) +Sin Y (S5,Uq ) y'(Sg.Ug ) # 0

ise (S;,Us ) € S dejenere olmayan bir singiiler noktadir.

114



Teorem 6.4.6.7. 5 adjoint egrisinin genellestirilmis normal yiizeyi @ olsun. Kabul

edelim ki (d)g : (d)g )1 ,(CDf )2) :SxU > R*xA bir framed yiizey olsun.

o
1. (s5,0)€S; icin

p—

B (ss)sin Y (s;,0)=0 ve Y,(s;,0)—a,(s;)q(s;)#0
ise @ (s,u) yiizeyi (S;,0) noktasinda bir cuspidal-edgedir.
2. (S5,Ug) € Sg igin
Us COS Y( S5, Ug ) X' (S5)+SiN Y (Ss,Ug ) Y' (S5, Ug ) # 0 Ve Y (Ss,Us)—a,(S;)a(Ss) %0
ise @, (s,u) yiizeyi (S; U ) noktasinda bir cuspidal-edgedir.

3. (85,0) €S, igin

p—

B (5,)sinY(s,,0)=0, B (5,)sin Y (s,,0)+28 (S, )c0s Y(S5,0) Y, (s,,0)0

ve Y, (s5,0)—a,(s;)a(s;)#0 ise @ (s,u) yiizeyi (S;,0) noktasinda bir swallowtail

olur.
4. (S5,Ug) €S igin

Ug COS Y (Sg, Ug ) X' (S5 ) +Sin Y (Sg, Ug ) Y'(Sg,Ug ) =0,
Ug (X" (S5)COS Y (S5, Ug ) +2X' (S, )Sin Y (Sg,Ug ) Y (S5, Us )
+(y" (S5, Ug )SIN Y (S, Ug ) + 2y (S5, Us ) €0 Y (S5, Ug ) Y (S5, Ug ) ) =0

ve Y (S5Ug)—a,(Ss)a(ss)#0 ise @ (s,u) yiizeyi (S;Us) noktasinda bir

swallowtail olur.
5. (35,0) € S, igin
B (55)in Y (s,,0)#0, Y, (55,0)~2,(5)q(3)=0, Yy (55,0)#0
ise O (S, u) ylizeyi (85,0) noktasinda bir cuspidal-cross cap olur.
6. (ss,uﬁ) €S, igin
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Us €OS Y'((Sg, Ug ) X'(S5 ) +Sin Y (S5,Ug ) Y'(Ss,Ug ) # 0, Y (S5, Ug ) —a,(S5)a(S) =0
ve Y, (s,,0) =0 ise @ (s,u) yiizeyi (S;,Us ) noktasinda bir cuspidal-cross cap olur.
ispat. Kabul edelim ki (s;,0) noktas dejenere olmayan bir nokta olsun.
dd; =(@;) ds+(P;) du
=(B-vagq)n, +u((a1p+a2')\_/+(a2 p—ai')r_yl)ds+(—aiﬁl+a2\_/)du
oldugundan ¢ null vektor alam 9 olarak secilebilir. Diger yandan, ¢ singililer egrisi

0s

{z(s(u),u) formunda verilebilir. () denklemlerinden direkt hesaplamalar ile

5.0)2, () (5)) (uc0s T (.u)x(s) +5in ¥ (5.0)y (5.0)) &

olarak bulunur. O halde,
1. Teorem 3.4.6’dan (S;,0) € S; icin
EA(ss 0)_ (s 0)=7 (s5)sin Y(s,,0) =0 Ve Y,(s;,0)—a,(s;)q(ss)#0
ise (DS(S,U) yiizeyi (85,0) noktasinda bir cuspidal-edgedir.
2. Teorem 3.4.6’dan (Sg,Ug ) € Sg icin
oA

g%(se,ue)=g(sa,u6)=u6 oS Y (Sg,Ug ) X'(Sg ) +Sin Y (Sq,Ug ) Y'(Sg,Ug ) # 0

Ve Y, (S5 Us)— 8, (S5)d(Ss) # 0 ise @5(S,u) yiizeyi (Sq,Ug) noktasinda bir cuspidal-

edgedir.

3. Teorem 3.4.6’dan (S;,0) € Sy igin

£4(s,.0) :%(ss,o) =7 (s,)sin Y (s,,0) =0,
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55/1(55,0):?;T/}(SS,O):,E”(ss)sinY(ss,O)+2,§(ss)cosY(ss,O)Ys(ss,O);tO

ve Y, (55 : O) -a, (55)q (55) =0 ise @ (S, u) ylizeyi (85, 0) noktasinda bir swallowtail

olur.

4. Teorem 3.4.6’dan (S, U ) € S; iin

oA , . '
é/l(se,us)=g(se,u6)=u6 oS Y (Sg,Ug ) X' (Sg ) +5Sin Y (Sg,Ug ) ¥'(Sg,Ug ) =0,

2

EEA(S5,Us) =%(56,u6) = Uq (X"(5)COS Y (S5, Ug ) +2X'(S5)Sin Y (S5, Ug ) O, (S5, s )

+(Y"((55:Us )SIN Y (S5, Ug )+ 2" (S5, Ug ) €OS Y (S5, U ) Y (S5, U5 )) # O

ve YS(SG,UG)—a?(SG)q(SG);tO ise CI)S(S,U) ylizeyi (SG,UG) noktasinda bir

swallowtail olur.
5. Teorem 3.4.6’dan (85, 0) €S, igin

51(35,0):%(35,0):?(ss)sinY(ss,O);tO, Y, (Ss,0)—a,(s5)a(ss)=0

ve Y, (s,,0)#0 ise @ (s,u) yiizeyi (S;,0) noktasinda bir cuspidal-cross cap olur.
6. Teorem 3.4.6’dan (S,Us ) € Sg icin

oA , ; '
§/1(se,u6)=g(sa,u6)=u6 COS Y (S5, Ug ) X' (S5 ) +Sin Y (sg,Ug ) Y'(Sg,Ug ) = 0

Y, (Ss,Us ) — 8, (S5 )0(Ss) =0 Ve Y, (s5,0) =0 ise D (s,u) yiizeyi (Sg.Ug)
noktasinda bir cuspidal-cross cap olur.

Ornek 6.4.6.8. Frenet-tipi framed egri olarak,
7(s)=(cos’s,sin’s,cos 2s)
astroid egrisini diisiinelim. O halde,

7/'(5) = (—3cos2 ssins,3sin®scoss,—2sin 23) =5cosssins —§cos s,§sin S, _4
5 5 5

seklinde yazilabilir. Buradan,
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a(s)=5cosssins

ve birim regiiler bir egri
- ( 3 3. 4)
v(s)=| —=coss,=sins,——
5} 5 5

seklindedir. O halde Frenet-tipi framed egriler icin tlirev formiillerinden,

m,(s)=(sins,coss,0),

52<s>=(ﬂcoss,_ﬂsms,_§)
5 5 5

olur. Framed egrilikler ise,

dir. Simdi 7 Frenet-tipi framed egrisinin &1 Ve &> olacak sekilde iki farkli adjoint
egrisini diigtinelim.:

B(s) =1 igin regiiler bir adjoint egri,

51(s)= :[,Z’(s)ﬁz (s) =(gsin s,gcos s,—3—53j.

ve (S) =S i¢in singiiler bir adjoint egri,

— S — 2
52(s)= ;[,8(5)772 (s) :(%sinwgcoss,%coss—gsin s,—%}.

ile verilir. Adjoint egrileri iligkin normal, binormal ve genellestirilmis normal yiizeyler

M,...; (s u)=51(s)+u(—771(s))

Ma...gs (s,u) =52 (s)+u(-m(s)),

M,...¢ (s.u)=51(s)+uv(s)
Mz...%z(S,U)=52(8)+U\_/(S),
M3...d>51(s,u):51(S)+u(—a1(s)771(s)+a2(s)v(s)),
Mg...CDgz(s,u):52(5)+u(—a1(s)771(s)+a2(s)v(s))
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seklindedir. M, ve M3 genellestirilmis normal yiizeyleri i¢in

a (s)=sins ve a,(s)=coss

olsun.
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Sekil 6.7. 52 (S) singiiler adjoint egrisinin M: normal ylizeyi.

Sekil 6.9. &2 (S) singiiler adjoint egrisinin M binormal ylizeyi.
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Sekil 6.11. 52 (s) singiller adjoint egrisinin Ms genellestirilmis normal yiizeyi.
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