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A,(7,9\G) UZAYI VE ONUN CARPANLAR UZAYI

OZET

Bu tezin bulgular béliimiiniin birinci kisminda G lokal kompakt Abel grubu olmak
iizere bir 4,(p,gXG) uzay! tammlanarak bu uzay bir norm ile donatildi. Sonra bu

norma ve girisim islemine gére Banach cebiri oldugu gosterildi. Daha sonrada bu

uzayn diger bolimlerde kullanilacak temel 6zellikleri ispatlandi.

Bulgular boliimintin ikinci kisminda A4,(p,¢XG) wuzaylan arasindaki kapsama
ozellikleri ve bu uzaylarin yaklagik birimleri incelendi.

Ugiincii kisimda ise 4, (p, q)(G) Banach cebirinin idealleri ve regiiler maksimal
ideal uzaylar aragtiriidi. A

Bulgular bélimiiniin son kisminda ise M (Z,(G), 4, (p,qXG) ), M(4,(p.qXG))
M (Aw(p, q), L'W(G)) garpanlar uzaylari incelendi.

Anahtar Kelimeler: Fourier doniigiimii , girigim iglemi , karakter grubu.



I

A4,(p,qXG) SPACE AND ITS MULTIPLIERS SPACE
ABSTRACT

Let G be a locally compact Abelian group. In the first section of the findings
chapters of this thesis an 4, (p,qXG) space has been introduced. Later, it has been
shown that A4, (p, q)(G) is a Banach algebra under convolution. Lastly some properties
of the space which are used in the others chapters were proved.

In the second section of the findings chapter, inclusion properties and the
approximate identities of these spaces were investigated.

In the third section of the findings chapter the ideals and regular maximal ideals of

this space were discussed.

In the final part of the chapter multipliers spaces M (L‘w (G), 4, (p,qXG )) ,

M(A4,(p,gXG)) and M (Aw(p,q)(G),L'w (G)) were studied.

Keywords: Fourier Transform, convolution , character group.
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SIMGELER

Suppf : f fonkiyonunun destegi.

* : Girisim iglemi.

Sy

:  fonksiyonunun Fourier dﬁniisﬁmii.

: X elemaninin Gelfand déntiglimii

~

M Sol dteleme.

R, : Sag teleme.

X, : X uzaymn esas kismu.
C.(G) : G tizerinde tanimli, kompakt destekli ve siirekli fonksiyonlarin uzay1.

C,(A(A4)) : A(4) tizerinde, siirekli ve sonsuzda sifir olan fonksiyonlarin kiimesi.
M (A,B) : A uzayindan B uzayina giden ¢arpanlar uzay1.
G : G lokal kompakt Abel grubunun karakter (dual) grubu.



1.GIRIS:

Bu tezin giriy kisminda galigmalar boyunca kullanilacak tamim ve teoremlere,
bulgular boliimiinde ise yapilan ¢aligmalara yer verilmistir.

Bulgular béliimiinitin birinci kisminda 1 < p,q < o olmak iizere bir Aw(p,q)(G)
uzayi tammlanip bu uzay bir norm ile donatilarak bu norma gore Banach cebiri oldugu
gosterildi. Yine [23] caligmasindan yararlamlarak bu uzaymn 6telemeler altinda

invaryant oldufu ve Otelemelerin siirekli oldugu ispatlandi. Ayrica Aw(p,q)(G)

uzaymn L, (G) Beurling cebirinde bir Banach ideali oldugu gosterildi.

Bulgular bdliimiiniin ikinci kisminda ise Beurling agirlik fonksiyonunun degismesi
durumunda A4,(p,qXG) uzaylar: arasindaki kapsama 6zellikleri incelendi. Yine bu
kisimda 1 < p <, 1 £ q < olmak {lizere w , Beurling-Domar (kisaca BD.) kosulunu

sagliyorsa 4, (p, gXG) uzaymn Fourier déniigiimiim kompakt destekli fonksiyonlardan

olusan ve L', (G) uzaymda sinirh bir yaklasik biriminin varhg ispatland.

Bu tezin bulgular bolimiiniin iiglincti kisminda ise efer w , (BD.) kosulunu
saglhiyorsa 4, (p,q)(G) uzayinin bir S, (G) uzay1 oldugu ve girisim islemine gore soyut
Segal cebiri oldugu ispatlandi. Yine [3] galigmasi kullanilarak 4, (p,qXG) uzayinmn
idealleri ve regiiler maksimal idealleri arastinld.

Bulgular béliimiiniin son kisminda ise 6nce [1 8] ¢aliymasindan yararlanilarak
Hom , ., (L'w (G), Aw(p,q)(G)) garpanlar uzaymn A4,(p,q{G) uzaymna izometrik

izomorf oldugu ispatlandi. Sonra bir M w(p,q)(G) uzay1 tanimlanarak bu uzay bir norm
ile donatilip bu norma gére Banach cebiri oldugu gosterildi. Ayrica eger w , (BD.)

kosulunu Saghyorsa 1 <p,q <o ve —1—+—L=1 , l'i'i.:l olmak {izere Mw(p,CIXG)

P p 9 9

uzay1 ile tammi Bulgular B3liminin 3.4. kissminda verilen M, M)(G) uzaylarimn

birbirlerine homeomorf oldugu gosterildi. Sonra [25] ¢alismasindan yararlamlarak

M(A,(p,gXG)) calisildi. Bu kismin sonunda ise M (Aw(p,q)(G),L'w(G)) carpanlar

uzay1 ile ilgili olarak



M(4,(p,q)G),L.(G))= M(4,(p.q)) = M,(G)

izometrik izomorfizminin varlig1 ispatlandi.



Simdi tezde kullamlan 6nemli tanum ve teoremler verilerek simgeler tamtilacaktir.

1.1.TANIM: X topolojik uzayr iizerinde tamimli ve karmagik degerli bir f

fonksiyonu verildiginde

{xe x| fFx)=0}

kiimesinin kapamgsina f fonksiyonunun destegi denir ve suppf simgesi ile gésterilir
([21], 5.39).

1.2.TANIM: G lokal kompakt Abel grubu (B,||,) de G izerinde tammb
fonksiyonlarn bir Banach uzay: olsun. Her feB ve x,yeG i¢inL_f(y)= f(x~»)
seklinde tammlanmig L f fonksiyonu i¢in L, f €B kosulunu sagliyorsa B uzayina
Stelemeler altinda invaryantur denir. Yine |L f]|, =|f], kosulu saglamyorsa bu

takdirde (B,". [ B) Banach uzayina Stelemeler altinda kuvvetli invaryanttir denir [9].

Bu tezde bir G lokal kompakt Abel grubunun G (veya I') ile gosterilen karakter
grubu (dual grup) sik sik kullanilacaktir. Simdi bu tanimi verelim:
1.3.TANIM: y bir G lokal kompakt Abel grubu {izerinde tanmimli,karmasik degerli

bir fonksiyon olsun. Eger her xeG ig¢in |y(x)|=1 ve her x,yeG i¢in
y(x+ y)= y(x)y(y) kosullan saglaniyorsa bu takdirde y ya G grubunun bir karakteri
denir. G nin biitiin siirekli karakterlerinin kiimesini G (veya T ile gosterelim. Bu G

kiimesi her xeG ve her y,,7, € G igin

(71 +y2)(x)=y1(x)y2(x)

islemine go6re bir grup olugturur. Bu gruba G nin karakter grubu (veya dual grup) denir
([20], s.6).



1.4 TANIM: G lokal kompakt Abel grubu olsun. Her x,yeG igin |y(x)|= 0 ve

y(x+y)=y(x) 7(y) kosullarmi saglayan G tizerinde tamumli, karmagik degerli ve
siirekli her y fonksiyonuna G nin genellestirilmis karakteri denir ([26], 5.89).
Yine G nin her karakterinin genellestirilmis karakter oldugu agiktir.

1.5.TANIM: G bir lokal kompakt abel grubu, G onun karakter grubu ve (B, :

)

de G tizerinde tanimhi fonksiyonlarin bir Banach uzay: olsun. Eger her feB ve y € G

igin M, f € B oluyorsa (B,"" B) uzay1 karakter invaryant ve "M S "B =|f], esitligi de

saglaniyorsa bu takdirde (B, I B) uzay1 kuvvetli karakter invaryanttir denir [9].

1.6. TANIM: G bir lokal kompakt Abel grubu olmak {izere G iizerinde negatif
olmayan, sifirdan farkli ve 6telemeler altinda invaryant olan her dx regiiler él¢timiine G
iizerinde bir Haar 6l¢timii denir.

Her lokal kompakt Abel grubu tizerinde bir Haar 8lgiimiiniin varhg: biliniyor ([18],
s.55).

Bu ¢aliymada tammladigimiz ve iizerinde ¢alisugimiz A4 (p, q)(G) uzay1 birimi
olmayan ancak yaklagik birimi olan girigim iglemine gore bir Banach cebiridir. Simdi bu
kavramlari tanitalim:

1.7.TANIM: (A, ) ,& karmagik sayilar cismi {izerinde normlu uzay olmak iizere

4

eger A bir cebirse ve her x,y €A igin

oA < I

esitsizligi saglaniyorsa A cebirine normlu cebir denir. Yine A cebiri ||| normuna gére
Banach uzayi ise buna bir Banach cebiri denir ([1 7], s.4).
Eger A cebiri birimli ise bu takdirde A ya birimli cebir denir. A cebiri birimli
degilse onun yerine yaklasik birimi olabilir. Simdi yaklasik birim tanimini verecegiz.
1.8.TANIM: Bir A Banach cebiri ve bir {e,} _, < A ag verilsin. Eger her xeA

icin



li;n l]eax - x“ =0

kosulu saglamyorsa {e, }ae , agina A Banach cebirinin sol yaklagik birimi denir. Yine

her xe A i¢in
lign“xea -x|=0

oluyorsa bu takdirde {ea} agina A cebirinin sag yaklasik birimi denir. Eger bu iki

ael

ozellik birden saglamiyorsa bu zaman {ea }ae, agina A mn bir yaklagik birimi denir

([8], s.2).
Ayrica her @ el igin |je,| < M olacak sekilde bir M > 0 sayist varsa bu takdirde

le, }ae , agna smirh yaklagik birim denir.

1.9.TANIM: (A,"" A) bir Banach cebiri olsun. Eger her xeA ve £>0 sayisi

verildiginde
I —u, (e}, <&

olacak sekilde bir u,(x) e A varsa A sol yaklagik birimsele sahiptir denir. Benzer sekilde
sag yaklasik birimselde tamimlamir. Eger sag yaklagik birimsel aymi zamanda sol
yaklagik birimsel ise bu takdirde A Banach cebiri yaklasik birimsele sahiptir denir [3]

1.10.TANIM: Bir Banach cebirinde her sag yaklasik birimsel aym zamanda sol
yaklagik birimsel ise bu takdirde A Banach cebiri P(r,1) 6zelligini sagliyor denir [3]

1.11.TEOREM(Banach Teoremi): E ve F birer Banach uzay: olsunlar. Eger E
Banach uzayindan F Banach uzayina giden f fonksiyonu dogrusal,siirekli,birebir ve
ortense bu f fonksiyonu E uzayindan F uzayina bir homeomorfizmdir [4] .

1.12.TANIM: G bir lokal kompakt Abel grubu olmak lizere G tizerinde tamml
karmasik degerli f ve g Borel 6lglilebilir fonksiyonlar verilsin.



[17Gx-5) ()] dy <0

G

kosulunu saglayan f ve g fonksiyonlar igin girisim islemi f * g simgesi ile gdsterilir ve

(f*&)x) = flx-») gy} dy

G

bigiminde tammlanir ([20], 5.3).
Simdi tez boyunca kullanacagimiz agirlik fonksiyonu (Beurling’in) ve agirhikli

uzay tammlarini verelim:

1.13.TANIM: G lokal kompakt Abel grubu olmak iizere G iizerinde tanimli,reel
degerli bir w fonksiyonu asagidaki kogullar: sagliyorsa bu w fonksiyonuna bir agirlik
fonksiyonu (veya Beurling agirhk fonksiyonu) denir ([1 8], s.13).

@) Her xeG i¢in w(x) 21

(ii)  Her x,yeG i¢in w(x+y) < w(x) w(y)

(iii) w fonksiyonu &lgtilebilir ve lokal sinirhdir (yani G nin her kompakt alt

kiimesinde simurl1).

Yine w, agurlik fonksiyonu olmak tizere bir |||  fonksiyonunu

1w

171, = [1£ )] wlx) dx

bigiminde tammlayalim. Bu takdirde |f] <« olacak sekildeki f fonksiyoniarmin
denklik sinifindan olusan kiime L', (G) ile gésterilir. Bu kiime ||| = normuna ve girisim

islemine gore bir Banach cebiridir. Bu cebir Beurling cebiri olarak bilinir ([1 8], s.13).

Ayrica w,agirlik fonksiyonu olmak iizere her xe G igin

> loglw{nr) < =

n2t



kosulu saglamirsa w agirlik fonksiyonu Beurling-Domar (kisaca BD.) kosulunu sagliyor

denir.

1.14.TANIM: G lokal kompakt Abel grubu iizerinde herhangi ikiw,,w, agirlik
fonksiyonlari verilsin. w, <w, olmasinin anlamy, her xeG igin w,(x) < ¢ w, (x) olacak
sekilde bir ¢ > 0 sayisinun bulunmasidir. Eger w, <w, ve w, <w, ise w, ve w,
agitlik fonksiyonlari denktir, denir ve bu w, ~ w, seklinde gésterilir [9].

1.15.TANIM: G bir lokal kompakt Abel grubu ve G de onun dual grubu olsun.
Herhangi bir f e L' (G) fonksiyonunun Fourier doniistimii f ile gosterilir ve y € G
olmak tizere

70)= [ 16 7R s

G

seklinde tammlanur ([20], s.8).

Eger w agirhik fonksiyonu (BD.) kosulunu sagliyorsa bu takdirde L, (G) uzayinin
Fourier déniigiimii kompakt destekli elemanlarinin kiimesinin L', (G) uzayinda heryerde
yogun oldugu biliniyor [7]

1.16.TANIM: X bir lokal kompakt Hausdorff uzay olsun. A(X), X iizerinde

tamimli,karmagtk degerli ve stirekli fonksiyonlarin noktasal ¢arpma iglemine gére bir
cebiri olmak Uzere agagidaki kosullar saglaniyorsa A(X) cebirine bir standard cebir

denir ([18], 5.18).
(i) fe A(X) bir ae X noktasinda f(a) = 0 olan bir fonksiyon ise bu takdirde a min

bir komsulugundaki her x noktasi igin g(x) =—1— olacak sekilde bir g € A(X) vardur.

flx)
(ii) Herhangi EcX kapali alt kiimesi ve ae X-E i¢in f (E) = 0 ve f(a) # 0 olacak
sekilde bir f € A(X) vardur.
Bu tezde lizerinde ¢alisilan diger bir uzay ise Lorentz uzayidir. Simdi bu uzayin

tanimini ve onun gerekli baz1 6zelliklerini verelim:



1.17.TANIM: G lokal kompakt Abel grubu ve u de onun iizerinde bir Haar
ol¢timil olsun. Yine f,G lizerinde tamml ,6lgiilebilir ve karmagik degerli bir fonksiyon

olmak iizere her y > 0 igin

3, 0)=nleed| 76)|> 5}

bigiminde tanimlanan 4, fonksiyonuna dagilim (distrubition) fonksiyonu denir. Her

t > 0 olmak tlizere

fE)=sup { y>0| 2,(y)>t }
seklinde tanimlanan f~ fonksiyonuna f fonksiyonunun rearrangementi denir. Yine her

t>0igin

FO=2 15 ) ax

bi¢iminde tammlanan f™ fonksiyonuna ise f fonksiyonunun ortalama fonksiyonu
denir [13].

1.18.TANIM: G lokal kompakt Abel grubu u de onun lizerinde bir Haar 6l¢limii

olsun. f, G {izerinde tammli, karmagik degerli ve 6lgiilebilir bir fonksiyon olmak lizere

bir H'”(-,,,q) fonksiyonunu

f (i
=1




bigiminde tammlayahm. Bu takdirde |/ ||:M) <o olacak sekildeki f fonksiyonlarimin

denklik simifinin meydana getirdigi kilme L(p,q) ile g6sterilir ve Lorentz uzay1 olarak

adlandinilir [13].

Ayrica bu L(p,q) uzayimn L? (G) uzaylar ile de iligkisi vardir.Eger p = q olarak

alinirsa,

1

I, = [an(xr d#(x)]; -,

olup L(p,p)(G)=1?(G) elde edilir [13]. Bu ise bilinen L?(G) Lebesgue uzayidur.
L(p,q)(G) uzayinda

“f"(p.q) =j

seklinde tamimlanan || .y fonKsiyonunun bir norm oldugu ve bu norma gére L(p,q)(G)

uzaymn bir Banach uzay1 oldugu biliniyor [13]. Yine ||.||('p‘q) ve |||, . fonksiyonlar

(p.q)

arasindaise ] <p <o ,1<q< o olmak iizere,

1y 5 Wy 5 525 U

esitsizligi vardir [13],[5].
1.19.TANIM: G lokal kompakt Abel grubu, S(G) kiimeside L'(G) uzaymun

agagidaki kosullarini saglayan bir alt cebiri olsun. Bu takdirde S(G) uzayina Segal cebiri
denir ({18], s.126).
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@) S(G), ' (G) uzayinda heryerde yogun ve 6telemeler altinda
invaryanttir. Yani herhangi f € S(G) ve ae Gigin L, f € S(G) olur.

(ii) S(G) uzay1 |||, normuna ve girisim islemine gére Banach cebiridir.

(iif) Herhangi f €S(G) ve a eG igin ||, f]], =|f], esitligi vardur.

(iv) Herhangi f e S(G) ve £> 0 say1s: verildiginde hery €U igin

"Lyf ~-f

<€
s

olacak sekilde birimin bir U komsulugu vardir.

Simdi de tammlams oldugumuz Aw(p,q)(G) uzayinin ideallerini ve garpanlar
uzayim incelerken kullanacagimiz bazi tanim ve teoremleri verelim: ‘

1.20.TANIM: A bir cebir I da A nin bir alt vektr uzay1 olsun. Her xe A igin
xI < I (Ix ¢ I) oluyorsa I ya A nin bir sol (sag) ideali denir. Eger I hem sol hemde sag
ideal ise buna iki tarafli ideal denir. Yine I — A ideali I # A kosulunu sagliyorsa Iya A
nin bir has ideali denir. I , A nin bir has ideali olsun. I < J olacak sekilde A mn bir J sol
(sag veya iki tarafli) ideali oldugunda I = J veya J =A oluyorsa bu takdirde I ya A nin
maksimal ideali denir. Yine her x € A i¢in xu-x € I (ux-x € I) olacak sekilde biru € A
varsa bu takdirde I idealine Anin bir regiiler maksimal ideal uzay: denir ([17], s.4 ve
s.7).

A degismeli bir Banach cebiri olsun. A(4) ile A daki M regiiler maksimal
ideallerinin kiimesini gosterelim. Bu takdirde A(4) ya A mn regiiler maksimal ideal
uzay1 denir ([17], 5.69).

1.21.TANIM: (B, B) bir normlu uzay ve (A,”. A) bir Banach cebiri olsun. Eger

B) normlu uzayina (A,"" A) Banach cebirine gore

asagidaki kosullar saglamyorsa (B, I
soyut Segal cebiri denir [3].
(i) B, A min heryerde yogun ideali ve |||, normuna gére bir Banach cebiridir.

(ii) Her f eB igin |f]|, < M |f], olacak sekilde bir M > 0 say1s1 vardur.

(iif) Her f, g eBicin | /|, < c|f], |g], olacak sekilde bir ¢ > 0 say1s1 vardur.
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1.22.TEOREM: B , A Banach cebirine gore P(r,1) 6zelligini saglayan bir soyut
Segal cebiri olsun.Bu takdirde asafidaki 6zellikler saglanir.

(i) Eger J, A da kapali bir ideal ise bu takdirde J B de B de kapali bir
idealdir.

(ii) Eger I, B de kapali bir ideal ise bu takdirde I kiimeside (Buradaki kapanig
A uzayindaki topolojiye goredir) A da kapali olup I =I N B esitligi vardir [3]
1.23.TANIM: A degigmeli bir Banach cebiri ve A(4) da onun regiiler maksimal

ideal uzaym gostersin. Her xe A elemam A(4) tizerinde tanimh

(h)=h(x) . (hea(d))

esitligi ile verilen bir % fonksiyonu tanimlar. Béylece % fonksiyonu A(4) tizerinde
tamiml, karmagik degerli ve siirekli bir fonksiyondur. Ayrica x fonksiyonu A(A)
iizerinde tamimly,stirekli ve sonsuzda sifir olan fonksiyonlarn uzay1 C,(A(A) ) ya aittir.

Bunun sonucu eger

;1={52 |xeA}

denirse 4 < C,(A(4)) olur. Yine x—>% donisimi A dan A uzayma bir
homomorfizmdir. Bu x fonksiyonuna x in Gelfand d6niigiimii denir ([20], 5.263).

1.24. TEOREM(GELFAND TEOREMI) : A degismeli bir Banach cebiri olsun.
Bu takdirde her x €A i¢in

1

x| = L

lim
esitligi vardir. Burada |#_ normu r € A(4) olmak tizere

%], = sup |3(z)
reA(d)
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bigiminde tammlidir ([17], s.81).
1.25.TANIM: A degismeli bir Banach cebiri olsun. Eger A tizerindeki Gelfand
doniisimii birebir ise bu takdirde A cebirine yar-basit (semisimple) denir ([17 ], s.81).
Yine biliniyor ki bu degismeli A Banach cebirinin yari-basit olmasi igin gerekli ve

yeterli kosul her xe A igin %] =0 oldugunda x = 0 olmasidir ([17], 5.82).

Simdi ifade edecegimiz teorem A, (p,gYG) uzaymin maksimal ideal uzay i
bulmak i¢in bize gerekli olacaktir:
1.26.TEOREM: B , A degismeli Banach cebiri iizerinde bir soyut Segal cebiri
olsun. Bu zaman agagidaki 6zellikler saglanir.
(i) B nin regiiler maksimal ideal uzay1 A nin regiiler maksimal ideal uzayina
homeomorftur.
(ii) B nin yari-basit (semisimple) olmasi i¢in gerekli ve yeterli kosul A min

yari-basit olmasidir [3].

1.27.TANIM: (B,| B) bir Banach uzay1 ve (A,"" A) bir Banach cebiri olmak iizere

J

AxB kiimesinden B igine tammlanan ® islemi asagidaki 6zellikleri saglarsa B uzayina

A iizerinde Banach modiilii veya bir Banach A-modiiliidiir denir ([26], 5.21).
i) Her f,ge A ve her h,keB igin
(Fe)®@h=(f®h) +(g®h)
fOM+k)y=(f®n)+(f®k).

ii) Her f,ge A ve her h,keB igin

(f*8)®h=1®(g®h).
(Burada * islemi A daki ¢arpma islemidir.)
iii) Her feA, heB veaegicin
a(f®h)=(af)®h=f®(ah).
iv) Her fe A ve her heB igin

|r &, <|r1, Al
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olur.

Yukarida tamimlanan ilk fi¢ kosul B nin A cebiri iizerinde bir cebirsel modiil
oldugunu gosterir.

1.28.TANIM: A bir Banach cebiri B de bir Banach uzay1 olmak iizere B bir
Banach A-modiil olsun.Eger B, A ig:ine stirekli olarak gomiiliiyorsa B ye A da bir

Banach ideali denir.

1.29. TANIM: V bir Banach A-modiil olsun. Bu zaman
{av|aeA,veV }

kiimesinin gerdigi uzayin kapanigina V. Banach modiiliiniin esas(essential) kism denir
ve V, ile gosterilir. Eger ¥ =V, oluyorsa bu takdirde V uzayina esas Ban?.ch A-modiil
denir [19].

1.30.TEOREM: A bir Banach cebiri,V bir sol Banach A-modiil ve {U, }ae , ise A

cebirinde siirh bir sol yaklagik birim olsun. Bu takdirde

V,=AV ={ veV

mU, v=v }

olur. Boylece ¥, =V olmasi i¢in gerekli ve yeterli kosul her v eV i¢in limU,v=v

olmasidir ([8]. 5.92).

Cigler [6] tarafindan S, =S, (G) uzay1 §6yle tammlandi.

1.31.TANIM: G lokal kompakt Abel grubu olmak iizere S, = S,(G) uzay: L' (G)
uzayinn asagidaki kosullar1 saglayan bir alt cebiri olsun.

(i) S, , L' (G) uzayinda heryerde yogundur.

(i) S, uzay IHIsw normuna gore bir Banach cebiri olup &telemeler altinda

invaryanttir.

(iii) Herhangi fe S, vey eGicin
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"Lyf"sw <wy) "f"sw

esitsizligi saglanir,

(iv) Herhangi f €S, ve &> 0 sayisina karsilik hery €U igin

"Lyf-f"sw <é¢

olacak sekilde birimin bir U komsulugu vardir.
(iv) Herhangi feS, igin |f] , < |f], esitsizligi vardur.
1.32.TANIM: G bir lokal kompakt Abel grubu olmak tizere M(G) ile G iizerindeki

sinirh Borel l¢limlerinin Banach uzayim gosterecegiz.

Simdi bir M, (G) uzay:

MW(G)={,ueM(G)] &[wdl,u|<oo}

bigiminde tamimlansin. Yine herhangi u e M, (G) igin

u* fl 1
Jlee|=sup { "—”f—"—— feLl,(G),f=0}

olmak tizere bir M (G) uzay1da

M, (G)={ ueM,(G)||u]<clu) }

bigiminde tammlanur [11].

Yukarida verilen tammlar I (G) uzaymndan 4,(p,qXG) uzayma giden ¢arpanlar

uzay1 arastirilirken kullamlacaktir.
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Yine bu tez boyunca en ¢ok kullanllan kavramlardan birisi de modiil
homomorfizmlerinin uzay:1 (veya ¢arpanlar uzayi) kavramidir. Simdi bu tammi ve

bununla ilgili baz: teoremleri verelim:
1.33.TANIM: S bir kiime, V ve W da birer sol S-modiil olsunlar. Bu takdirde V
den W ye giden siirekli ve dogrusal T fonksiyonu verildiginde her s €S ve v eV igin

T(vs) =sT(v)

ozelligi saglaniyorsa T fonksiyonuna siirekli bir sol S-modiil homomorfizmi denir [19].
Benzer sekilde saf S-modiil homomorfizmi de tamimlanur.
1.34.TANIM: V ve W birer sol S-modiil olsunlar. Bu takdirde V uzayindan W

uzay1na giden biitiin siirekli modiil homomorfizmlerinin uzayna garpanlar (multipliers)
uzay1 denir ve Homy (V,W) veya M(V,W) simgeleri ile gésterilir [19]. .
1.35.TEOREM: Asagidaki 6zellikler denktir;
®TeM (L,(6), 5.(6))
(i) Her f e L', (G) igin If = u* f olacak sekilde bir tek ue M; (G)
vardir [1 1].
1.36.TEOREM: A yaklasik birime sahip bir Banach cebiri ve W uzay1 sol A-

modiil olsun. A cebirini hem sol hem de sag A-modiil olarak disiiniirsek

Hom (A, W) uzayida sol A-modiil olur. Bu takdirde her w € W, elemanina a €A igin
T, (a)=aw

biciminde 7T, operatdrii karsiik getirilirse bu esleme [Hom 4,w )]e ile W, arsinda

izometrik modiil izomorfizm olup

[tom , (4, W), =W,

yazilir [19].
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1.37.TEOREM: (V,IHI) ,® cismi iizerinde bir normlu uzay, ¥* da V normlu

uzaymin duali olsun. Eger {x;}c: V' ag1 sup le;" < M kosulunu sagliyorsa bu

takdirde {x;} agimn

{ x"|x"eV",|x

<M}
kiimesinin bazi noktalarina yakinsayan bir {x,} alt a1 vardir ([1 6], 5.258).

1.38.TEOREM: V, @ iizerinde vektdr uzay: olmak iizere (V, I, ) ve (V,

. )

normlu uzaylan Banach uzay1 olacak sekilde |||, ve |||, normlan verilsin. Eger her
x eVigin |, < M |x|, olacak sekilde bir M > 0 say1s1 varsa bu zaman her x €V i¢in
I, < m |, olacak sekilde bir m > 0 say1s: vardir ([16}, s.190).

1.39.TANIM: G lokal kompakt Abel grubu G de onun dual grubu olsun. L'(A)

uzayinin elemanlannin Fourier déniistimlerinin vektdr uzayin A(G) ile gosterelim.
Her fel (G) olmak iizere “ f “A =|f], bigiminde tamimlanan norma gdre A(G) uzay1
bir Banach uzayidir. A(G) uzayiun topolojik dual uzayr P(G) veya A’(G) ile
gosterilirse bu uzayin her elemanina yalanci 8lgtim (pseudomeasure) denir ([15], 5.97).
1.40.TEOREM: w,(BD.) kosulunu saglasin. Eger SW(G) esas normlu ideal ise
herhangi T € M(S,,(G)) verildiginde her f € S,,(G) i¢in If =0 * f olacak sekilde bir
tek o € A'(G) vardir [25].
1.41.TEOREM: Eger w, (BD.) kogulunu sagliyorsa ve her f € §, (G) icin

|, 115, =)
ise bu takdirde

M (s,(6), L(G)) = M(S,(G)) = M(w)
olur [25].
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2.LITERATUR OZETi

G lokal kompakt Abel grubu ve 1 < p,q < « olmak iizere [5] ve [23] ¢aligmalarinda
bir A(p, q)(G) uzayi tamimlanarak b}mun ozellikleri incelendi. Bulgular boliimiiniin
birinci kisminda bu ¢aligmalardan yararlamlarak bir 4, (p, q)(G) uzayi tammlanip bazi

ozellikleri ¢aligildi.
Bulgular béliimiiniin ikinci kisminda w agulik fonksiyonunun degismesi

durumunda [10] galiymasindaki metod kullanilarak A,(p,gXG) uzaylan arasindaki
kapsama &zellikleri incelendi. Yine [22] ¢alismasindan yararlanilarak da bu uzayin
yaklagik birimleri aragtirild.

Burnham [3] caligmasinda soyut Segal cebirlerinin bazi kosullar altinda ideal ve
regiiler maksimal ideal uzaylarimi inceledi. Bulgular béliimiiniin {iglincii kisminda
4,(p,gXG) uzaymin bir soyut Segal cebiri oldugu gdsterilip [3] calismasindan
yararlanilarak bu uzayin ideal ve regiiler maksimal ideal uzaylan incelendi.

Rieffel [19] caliymasinda, A Banach cebiri , W da A ilizerinde Banach modiilii
olmak iizere M (A,W) carpanlar uzayim inceledi. Bulgular béliimiiniin son kisminda
bundan yararlamlarak M (LL(G),Aw(p,qXG)) garpanlar uzay1 incelendi. Yine bu
kisumda [5] galismasindan yararlanilarak bir M, (p,qXG) uzay: tammlamip bu uzayin
Bulgular Boltimiiniin 3.4.kisminda tamimlanan M Mp_q)(G) carpanlar uzayina

homeomorf oldugu gosterildi. Sonra [25] calismasindan  yararlamilarak

M(4, (p, q)(G)) ve M (Aw (p, 9XG),L, (G)) carpanlar uzaylan cahsildi.
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3.MATERYAL VE METOD

Bulgular boliimiintin ilk kisminda [5] galigmasindaki metod kullamilarak
A,(p,qXG) uzay: tammland:. Ikinci kisimda w agurlik fonksiyonu olmak tizere [10]
alismasindaki metodlar kullailarak 4, (p,g{G) uzaylan arasindaki kapsama
ozellikleri aragtirnildi. Bulgular bdliimiiniin iiglincti kisminda [3] ¢aligmasindaki
metodlar kullamlarak Aw(p,q)(G) uzayinin idealleri ve regiiler maksimal ideal uzaylan
bulundu. Son kisimda ise’ [19] ¢ahigmasindaki metodlar  kullamlarak
M (L'w (G),4,(p, q)(G)) ve [25] galismasindaki metodlar kullamlarak M (4, (p,g)G))
ve M (Aw (v,q)(G),L‘w(G)) garpanlar uzay: incelendi.
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4.BULGULAR VE TARTISMA

Bu tez boyunca G bir lokal kompakt Abel grubu I (veya G) onun dual (karakter)
grubu olarak alinacaktir. Yine u ise G tizerindeki bir Haar 6lgiimiinli gdsterecektir.

4.1.4,(p.q)G) UZAYI
4.1.1.TANIM: Bir 4, (p, 7XG) kiimesini 1 < p,q < olmak lizere

4,(p.a)6) = { 7 eL,(6)|F < L(p.a)T) }

seklinde tamimlayalim.

4.1.2.0NERME: 4,(p,q)G) uzay: ¢ karmagik sayilar cismi tizerinde bir vektor
uzayidir.

ISPAT:Hethangi fg €4,(p,g{G) alahm. Buradan fg eI.(G) ve
f.& € L(p,q)T) olur. L(G), ¢ iizerinde vektdr uzay1 oldugundan fig e L. (G) ve
L(p,g)T") uzay1 da @ iizerinde vektdr uzay1 oldugundan [13], 7+ g e L(p, gXr) olup
A,(p,q)G) kiimesinin tammindan dolay1 f+ g e 4, (»,9)G) olur. Yine herhangi
fed,(p.q)G) ve e icin fe L (G) ve f e L(p,g)\T) olup L' (G) vektdr uzay:
oldugundan 4 f € L, (G) ve L(p,q)I") vektdr uzay1 oldugundan if e L(p,q)T") olup
Af € 4,(p,qXG) bulunur. O halde 4, (p,q)(G) kiimesi toplama ve skalerle ¢arpma

islemine goére kapali olup vektor uzay: 6zelliklerinin saglandigimi géstermek kolaydur.

Simdi bu vektdr uzay1 tizerine f € 4, (p,gXG) olmak iizere

7

I, =+

(p.q)

fonksiyonu tammlayalim. Bu fonksiyon iki normun toplam: oldugundan bir norm olup
(Aw (p.aXG) | A ) bir normlu uzay olur.

4.1.3.ONERME: 4, (p,qXG) uzay: || ,, hormuna gore bir Banach uzayidr.
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ISPAT: A4,(p,q)G) normlu uzayinda herhangi bir (f.),.y Cauchy dizisi verilsin.

Cauchy dizisi tanim geregince herhangi & > 0 say1s1 verildiginde her m,n 2 n,igin

1, = fullo, =l Sk + e

<¢&
"l(p.9)

olacak gekilde bir , € N' sayis1 vardir. Buradan |f, - £,.|, , <& ve

"li(p. q)

"bulunur. Bu ise (f,),., dizisinin L, (G) ve (f,,) dizisinin de L(p,g)T) uzayinda
Cauchy dizisi oldugunu gdsterir. L(G) ve L(p, gXT) uzaylan Banach uzay:
olduklanndan (f,),., dizisi L.(G) nin bir feL,(G) ve L(p,g)T) mm bir

ge L(p, q)(l") elemanina yakinsar. Boylece verilen herhangi & > 0 say1s1 i¢in her n 2 n,
oldugunda ‘

<£
V-7l <3 4.1.1)
olacak sekilde n, € N say1s1 ve her n 2 n, olduunda
<£
- 4.1.2.
(o, q) 3 ( )

olacak sekilde bir n, € N say1si vardir. Yine (4.1.1.) esitsizligi kullanilirsa

P £
T T

olup

- &
<= 4.13.
53 413)
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bulunur. Ote yandan q < o olmak tizere her f e L(p,g)T") igin

ey < Mo (4.1.4)
esitsizligi biliniyor [13]. Ayrica her f e L(p,q)T) isin

I

oS Wi (4.15)

esitsizligi de biliniyor [5]. O halde (4.1.4.) ve (4.1.5.) esitsizlikleri birlestirilirse

|

f ;p@) s “f

‘;p.q) < “f“(p,q) . (416)

esitsizligi elde edilir. Boylece her n 2 n, igin

f-g| <e

(pa)

fo-e]

oldugundan f,, —g; )Sa bulunur. Yani,
PR
. 1 .
fo-gl =swer (f-gf ()ss
(p.®) >0
olur. Halbuki

1

sup ¢ (7, -g) ()= sup [ﬂfn_g(y)]%

>0 y
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oldugundan [13], sup y [ﬂ.f _g(y)],; <& olup buradan her y > 0 igin ]’i e (v)<e
y>0 b n

yazilir. Boylece her y > 0 ve her n 2 n, igin

1, 0) = (frer | |7.0-20)|> v })<e

olur. Bu ise (f,,) dizisinin 8lgiim iginde ge L(p,gX') elemanina yakinsamas
demektir. O halde (f’,,) dizisinin g fonksiyonuna hemen hemen heryerde (h.h.h.)
yakinsayan bir (fnk) alt dizisi vardir [12]. Dolay1siyla (f,,k) alt dizisinin g fonksiyonuna
yakinsamadig1 noktalann kiimesini A ile gosterirsek 4#(4)=0 olur. O halde ayni £>0
sayis1 verildiginde her x €G-A i¢in her n, 2 m, oldugunda

~ £
fu ()~ g0 <5 (4.1.7)

olacak sekilde bir m, € N sayis1 vardir.
Yine (f, )neN dizisi L' (G) uzayinda Cauchy dizsi oldugundan aym & >0 ve her
n,n, 2 m, oldugunda

fn _fn,,

&
wS3 (4.1.8.)

olacak sekilde bir m, € N sayisi vardir. §imdi m, = mak {nl,m,,mz} diyelim ve n,n,

sayilanm 7,7, > m, olacak sekilde segerek sabitlestirelim. O halde her x eG-A i¢in

-~ Y Y

76)- 20 = 76)- 7, )+ 7, 7, @)+ o, (- 80)

A
=
=
o —
|
a >
=
.
+
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<|f - A+ - 7l +1F 6)- 8]
<Ifs = Ao+ = £, # 1 ) - £(x)
S§+§+§=a

olup béylece hhh. f(x)=g(x) elde edilir. Yine L(p,gYT") uzaymn elemanlan
denklik smifindan olustudu igin f =g olur. Buradan k, =mak {n,,n,} dersek her

n 2 k, oldugunda

2
3

<&

15 - A, =V =1l +

A P

(pa) ~

elde edilir. O halde 4, (p, q)(G) uzay1 bir Banach uzayidir.
4.1.4.TEOREM: 4, (p,q)G) uzay: girigim islemine gore bir Banach cebiridir.
ISPAT: 4,(p,q{G) uzaymin bir Banach uzay1 oldufu 4.1.4.Onermede
gosterilmisti. Simdi herhangi f,g € 4, (p,¢)G) alalim. Buradan f,g < L, (G) ve

f ,& e L(p, q)(F) yazilir, L' (G) girisim islemine gdre Banach cebiri oldugundan [1 8],
|7 *él,., <171, lel.. (4.19)
esitsizligi yazilir. Eger 4 = “ f " dersek,
3;,0)= u (fxer | 76086 >» }

< u (frer | 7)) 660 > »))
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=p ({xer [ |(48)@)>y}) = 4,,0)

olur. Bunun sonucu,
(f é)A(t) = sup {y >0 | Z.f.é(y)>t

< sup {y>0] 2,0)>1}=(48) ()=4() ()

ve buradan da

(Fay =1 ](re) () ax <} [y ) e

N|._a

-4 (@) W= 4@ ()

bulunur. Béylece,

!

el & 3 eyl o

'HI'Q

t

© ey 8

< 4 [—;’; ey dt]é

= 418l = sep |7 Il

=71 lel,, . <71, 8 (4.1.10)
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elde edilir. Eger (4.1.9.) ve (4.1.10.) esitsizlikleri birlikte kullamilirsa

If*g ]f§||(p,q)

Pl VAT W

<A, lel, + 11,1800

=17, (e, +1él, )

(1. +7

o) (el +l2l,,)

=|11,. lel., C4111)

¢ikar. Banach cebiri olmasi igin gerekli diger kosullann ispati kolaydir. O halde

A,(p,qXG) uzay: bir Banach cebiridir.
4.1.5.O0NERME: a) 4, (p,qYG) uzay: dtelemeler altinda invaryanttir.

b) G lokal kompakt Abel grubundan Aw(p, q)(G) uzayna giden
x— L_f fonksiyonu siireklidir.

ISPAT: a) Herhangi f e 4,(p,g)G) vex eGalalm. f e A, (p,gXG) oldugundan

fe L' (G) ve f e L(p,q)T) olur. Yine,
LA, = [IESO)w)|ay

olup eger u =y — x degisken degistirmesi yapilirsa

lA,,, = [IrG-2wly)ldy = Gj |7 () wloe + )|
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< I | £2) | Wlu)w(x)dx < wlx) I | @) wlu)| du

W) 1A,

bulunur. Ote yandan bagta aldigimiz x elemanim sabitlestirdigimiz igin w(x)< © Ve

fAl,,, < WA, < (4.112)
olup L f e L.,(G) bulunur. Yine L_f € L(p,q)T) ve
~ o
Ao =V, - (4.1.13)
oldugu [5] gosterildi. Boylece (4.1.12.) ve (4.1.13.) ifadelerinden dolay:

LA, =l A +EA,

<wlx) |1, +

Uoo <=

oldugundan L_f e 4, (p, gXG) olup Aw(p,qXG) uzay1 Stelemeler altinda invaryanttir.
b) G lokal kompakt Abel grubu I da onun karakter grubu olsun. Bir A(p,q)(G)

vektor uzay1

Ap9(G) = {fL'G)|f e L(p.gfT) } ve

"f “A(p,q) = "f “1 +“f n(p,q)
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olmak iizere A(p,q)(G) nin bir Segal cebiri oldugu biliniyor [24].Bu nedenle G
grubundan A(p,q)(G) uzayma giden x > L,f fonksiyonu siireklidir. O halde £>0

sayist verildiginde her x € U igin

”~~ a

IS ~ Pl =Wef A HET -7, <6

olacak sekilde G grubunun biriminin bir U komsulugu vardir. Dolayisiyla ayni £> 0 ve

U komsulugu i¢in her x € U oldugunda

I::f - fll(p,q)

<& (4.1.14))

yazilir. Béylece G grubundan L(p,q)(I‘) uzayma giden x > L f =M _, f’ fonksiyonu
stireklidir.

Simdi herhangi f € 4, (p,¢XG) alalm. O halde f € ', (G) ve f e L(p,q)T) olur.
G grubundan I'(G) uzaymna giden x— L,f fonksiyonunun streklilizi [10],

¢aligmasindan biliniyor. Bu nedenle herhangi & > 0 sayis: verildiginde her x e U, i¢in

IL.f -7, <§ (4.1.15)

olacak sekilde birimin bir U, komsulugu vardir. Yine G grubundan L(p,q)(l“ ) uzayna

giden x> L. f=M_ f stirekli oldugundan aym & >0 sayis:1 verildiginde her x e U,
i¢in

N

Lf-,.,<5 (4.1.16.)

olacak sekilde birimin bir U, komsulugu vardir. Eger U, =U, NU, denir ve (4.1.15.)

ile (4.1.16.) esitsizlikleri kullamlirsa aym & >0 ve her x e U, i¢in
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N . £ &
L f— <—+—-=
J-1,, P

le.r-Al, =le.r-A,,+ 2" 2

elde edilir. Bu ise istenendir.
4.1.6.ONERME: 4, (p,q)G) uzay1 L (G) uzaymda bir Banach idealidir.
ISPAT: Herhangi f e 4, (p,q)G) ve g € L, (G) alalm. f € 4, (p,¢)G) ise

feL (G) ve feL(p,gXT) olur. Dolaysiyla f,g e L!,(G) ve L. (G) girisim islemine
gére Banach cebiri oldugundan,

\f =2l,,, <irA., lel.., (4.1.17.)

esitsizliginin varhig: biliniyor. Yine 4.1.4.Teoremden dolay1

- S S ~ | | |
2 (.0 |7 “(p.q)“g i (4.1.18)
esitsizligi de biliniyor. Béylece (4.1.17.) ve (4.1.18.) esitsizlikleri birlikte kullanilirsa

I *el, =l *el..+

/4,

<IA, Jel.. +}7,, Jeh..

- (1. +4,,, ) tel.

=171, lel..

esitsizligi elde edilir ki bu ise istenendir.
4.1.7.0NERME: Her f € 4,,(p,gXG) igin f # 0 olmak iizere
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) mx)<|L.s], < wiiA,

olacak sekilde c(f) > 0 sayisi ve

¢ wlx) <|IL,| < w(x)

olacak sekilde bir ¢ > 0 sayisi vardir.
ISPAT: 4.1.5.0nermeden dolay:

N
“fo“,;w = “fo“l,w +“L1f“(p,q)

<wx) |, +

1.

<we) |11, + w7,

=wlx)|11,, (4.1.19)
bulunur. Ote yandan c(f) wx)<||L, f1,., olacak sekilde bir c(f) >0 sayisim varhg

gosterildi [10]. Bu p =1 i¢in de dogru oldugundan c(f) w{x)<|L,f |, olacak sekilde

bir c¢(f) > 0 say1s1 bulunur. Buradan

o) wlx) < o /) wlx)+|f

(rg)

< IS, +

i“(p,q)
=LA, + A, =1L

4y
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yani
of) wix)< LA, (4.1.20)
elde edilir. Eger (4.1.19.) ve (4.1.20.) e'sitsizlikleri birlegtirilirse
of) wlx) <|L. A, s w)lAd,, (4.121)

¢ikar. Ayrica (4.1.21.) esitsizliginin saf yam kullamlirsa,

Iz A,

12 lA,,, = S P ||f||

< w(x) . (4122)

X

elde edilir. Eger c=sup {c(f)} Ifl, =1 denir ve (4121) esitsizligi de

kullanilirsa,

IIL
S 1. II

ewlx)<|L A,

=[], (4.1.23)

olup (4.1.22.) ve (4.1.23.) esitsizliklerinden dolay1

c wlx)< IL., < w(x)

elde edilir.
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4.2 KAPSAMA OZELLIKLERI VE YAKLASIK BIRIMLER

42.1.0NERME: || ile 4, (p,q)G) tzerindeki , ||, ile de 4, (p.q)G)
tizerindeki normu gdsterelim. Eger -4, (2.9XG)c A, (»,9)G) ise bu takdirde her
fed,(p.qXG) isin | “w2 <c|f ||wl olacak sekilde bir ¢ > 0 sayis1 vardir.

ISPAT: 4, (p,q)G) uzay: iizerinde

=M., +H.,

fonksiyonu tamimlayalim. Bu fonksiyonun norm oldugunu gostermek kolaydir. Simdi

A4, (p, gXG) uzaymmn bu “H" normuna gore bir Banach uzay1 oldugunu gdsterelim.
Kabul edelim ki (f,) _, dizisi "H“ normuna gére 4, (p,q)G) uzaymnda bir Cauchy

|1, - 1l <&

dizisi olsun. O halde her £ > 0 sayist verildiginde her m,n2 n, i¢in

olacak sekilde bir n, € N sayis1 vardir. Buradan

S, = full =0 = full, M = S, <

olup |f, = ful, <& ve |f.- fall,, <& elde edilir. Boylece (f.),.y dizisi 1.,
normuna gore 4,, (p,gkG) ve ||||w2 normuna gére de  4,, (p,qXG) uzaymnda birer
Cauchy dizisi olurlar. Ote yandan 4, (p.qXG) ve 4, (p,gXG) uzaylan Banach
uzay1 olduklarindan (f,),., dizisi 4, (p,gG) uzaymda bir f €4, (p,q)G)
fonksiyonuna ve 4, (p,q)(G) uzayindadabirg € 4, (p,q)(G) fonksiyonuna

yakinsar. Boylece yukarida verilen & > 0 sayisina karsihik her 7 2> n, oldugunda

&
I1f.- 1., <5
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olacak sekilde bir n, € N sayist vardir. Eger ||.||Lw| 5“°"w, esitsizligi kullamilirsa ayn:

n, € N sayist i¢in her n 2 n; oldugunda
: £
"f" _flll.w, < E
olur. Yine ayn1 & > 0 sayisina karsilik her » 2 n, oldugunda
&
— < f—
V-4, <2

olacak sekilde bir n, € N sayis1 vardir. Buradan da “’“x.w, S||.||w2 esitsizligi kullamlirsa

aym n, € N sayisi ve her n 2 n, igin

€
Vgl <2

elde edilir. Eger n, =mak {nl,nz} dersek ve bir n2=n, sayisim sabitlestirirsek her

& > 0 sayisi i¢in

|17 -gl.,, =Vf - fu + £ -8l s = Al # 11 -l

olup buradan hemen hemen heryerde f = g elde edilir. Eger 4, (p, q)(G) uzayin

elemanlarinin denklik siufi oldugu diistiniiliirse f = g olur. Dolayisiyla her n 2 n, i¢in

7, - =11 - A+ -7,
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=|1. —f"wl +|£, -g||w2 <§+§=€

bulunur. O halde (f,),., dizisi ||| normuna gére f e 4, (p,g)G) fonksiyonuna
yakinsadigindan 4, (,g)G) uzay1 Banach uzay: ohur. Simdi (4, (p.g)G)|)
uzaymdan (4, (p,XG) |, uzayma giden I(f) = £ birim fonksiyonunu alahm, I birim
fonksiyonunun birebir,drten ve dogrusal oldugu agiktir. Aynca |I(£), =|f1, <|If]|

)ve (4, )M, )

birer Banach uzay1 ve I birim fonksiyonu birebir, 6rten ve siirekli bir déniigiim

oldugundan I fonksiyonu sitreklidir. O halde (4, (p, g)G)||

oldugundan Banach teoreminden [4], dolayi I fonksiyonu bir homeomorfizmdir.
Baylece (Awl (p,qXG), mm) uzay: ile (Awl (,9XG),

olup normlar: denktir. Bunun sonucu olarak her f & 4,, (p,g}G) igsin  ||f]|<c|f I,

H]w‘ ) uzaylarmin topolojileri ayni

olacak sekilde bir ¢ > 0 say1s1 vardir. Béylece ““" normunun tanimindan her

fe 4, (p,qXG) iin || f ||w2 < m f lu olup buradan

171, <A< elA,

bulunur.
4.2.2.0NERME: 4, (,9XG) c 4, (p,gXG) olmasi igin gerekli ve yeterli kosul
w, < w, olmasidir.

ISPAT: 4, (p.g)G)c 4, (p.g)XG) oldugunu kabul edelim. Her f € 4, (p,qXG)

igin fe 4, (p,q)(G) olup 4.1.7. Onermeden dolay1 her x € G i¢in

aw @) <L A, < w7,

ve

e w, ()< LA, < w7,
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olacak sekilde ¢, >0 ve c, >0 sayilan vardir. Béylece 4.1.7. ve 4.2.1.0nerme
kullanilirsa

& w,(x)s|LA,, SclLr, sembir,

olacak sekilde ¢ > 0 sayis1 bulunur. Buradan
wy(x)< cer' w(x)lA,,

olup ¢, =cc;'||f ||Wz denirse

w,(x) < ¢ wi(x)

elde edilir. O halde w, < w, olur.

Simdi w, <w, oldugunu kabul edelim. Bu takdirde her x € G igin
w,(x)< ¢, w,(x) (42.1)

olacak sekilde bir ¢, >0 sayist vardir. $imdi herhangi bir fe 4, (p,g{G) alalm.

Buradan f € L, (G) ve f € L(p,q)T") olur. Eger (4.2.1.) esitsizligi kullanlirsa

I7..., = ,Hf ()w, (x)] dx < I|f (x)e; w, (x) dx

=6 “f(x)wx (x)l dx=c¢; ||f|||,w, <®©

G

oldugundan f e L), (G) bulunur. Boylece fe 4, (p,q)G) elde edilir. O halde

4, (p.9)G) 4, (p,gXG) olur. Bu ise istenendir.
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4.2.3.YARDIMCI TEOREM: L, (G) uzaymn smurh ve Fourier doniislimii

kompakt destekli fonksiyonlardan olusan her (ea )ae , yaklagik birimi L' (G) uzaynin
da bir yaklagik birimidir.

ISPAT: (e, )a,e , yaklagik birimi L}, (G) uzayinda sinirli oldugundan her e € 7 igin
le.]l,, Sc¢ olacak sekilde bir ¢ > 0 sayist vardir. Yine C, (G) uzay1 I'(G) uzaymnda
heryerde yogun oldugundan her f e L (G) ve ¢ >0 igin

I -2l < 4.2.2)

2@+D

olacak sekilde bir g € C,(G) vardir. Yine C, (G)c L.(G) kapsamasmdah ge L' (G)
olup (e, )ae, , L' (G) uzayinda bir yaklagik birim oldugundan aym &£>0 sayist

verildiginde her a 2 a, i¢in

k*%-ﬂw<§ (423)

olacak sekilde bir @, €I sayisi vardir. Yine [} <, esitsizligi biliniyor. O halde
(e, )., yaklagik birimi L., (G) uzayinda simrh oldugundan her e e/ igin
lea], < el , < cyazmlir. Boylece (4.2.2.) ve (4.2.3.) esitsizlikleri kullamlirsa aym

£ > Osayis1 ve her a, € I igin her a > a, oldugunda
Hf*ea _f”] ="f*ea_g*ea+g*ea—g+g—f”1
<|f*e,-gea) +le*e. gl +g- 1],

= |(f - g)*e.|, +]g *e. — 2, +g - 1,
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S“f—glll "ea“1 +“g*ea —g"I +I|g —f"l
<|f -zl leal,,, +lg*e. — l,., +le - 11,

<I7 -, (lel,,, +1)+lg *e. - g,

@+D+

( 1)

olur. Bu ise istenendir.

4.2.4.0NERME: Her feL(p,q)I') igin |f*h, - flpq =0 olacak sekilde

L\(G) uzaymn |4,[ =1 olan kompakt destekli fonksiyonlardan olusan (4,),.,
yaklagik birimi vardir.

ISPAT: K kiimesi orijinin kompakt bir komsulugu olsun. Bu takdirde w agirlik
fonksiyonu lokal sinirli oldugundan her x € Kigin w{x)< 4 olacak sekilde bir A > 0
sayist vardir. Yine orijinin K kiimesinde kapsanan biitiin komsuluklarinin ailesini I ile

gosterelim. K € I oldugundan 7 # O olur. I iizerindeki bir ” > " bagintisim her U,Vel
icin U2V & U c V seklinde tammlayalim. Bu tammlanan bagintiya gére I kiimesi

yonlendirilmis bir kiimedir. Yine her U € I i¢in supps, cU olan ve
[n,(x) dx=
G

kosulunu saglayan pozitif ve sitirekli bir %, fonksiyonu vardir. $imdi (h, )ue , agm

alalim. Bu ( ) aginin L (G) i¢in yaklagik birim oldugu biliniyor [26] Ote yandan

uel

her U e Ligin supph, < K ve K kompakt oldugundan A, fonksiyonlan kompakt
desteklidir.
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Simdi herhangi bir f e L(p,q)T") alalm. Basit fonksiyonlar L(p, g)T') uzaymnda
heryerde yogun oldugundan verilen herhangi £ >0 sayis1igin

£
I "g“(p,q) <2 (4.2.4))
olacak sekilde bir g basit fonksiyonu vardir. Boylece bu g basit fonksiyonu igin

(g*h, -2)x)= [elx-y) h(y) dy - g(x)
= [g,(x)h, (r)dy - Gfg(x)h,, (y)dy

= [(g, -£)x) 0, () dy  42s)

G

olur. Béylece,

"g *h“ _g“(p,q) < (_!"g}' —g"(p.q) hu (y) dy

B J le, -gll(m) h,(y) dy (4.2.6.)
K

elde edilir. Ote yandan Lorentz uzayinda telemeler siirekli oldugundan [5], her

ge L(p, q)(F) icin y —-)"gy - g“ (ra) fonksiyonu siirekli olup her & > 0 igin her

y € U, oldugunda

le, -2l <5 (427)
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olacak gekilde orjinin bir U, komsulugu vardir. (4.2.7.) esitsizligi (4.2.6.)
esitsizliginde kullanihirsa hery € U, igin

bulunur. Yine U2 U, i¢in U c U, olacagindan her y € U i¢in

£

le*h. -l <5 (4.2.8)
olur. Béylece (4.2.4.) ve (4.2.8.) esitsizlikleri ile L(p,q)(G) uzaymm I'(G) iizerinde
Banach modiilii olmas [2] ve her U e Ligin [}h,], =1 oldugu kullamlirsa her U2 U,
icin

"f*hu “f"(p'q) ="f*hu -g*h, +g*h, _g'l'g_f"(p_q)
slf*h -g*hl,, +le*r -, *+le- 1,
="(f - g)* h, "(p,q) + "g *h, - g"(p,q) + "g a f"(p.q)

<|f - el bl +le* 2~ el .y e = 1l

=2 "f -g"(”) +“g *h, - g"(m)
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elde edilir. Bu ise istenendir.

4.2.5.0NERME: w agirlik fonksiyonu Beurling-Domar (kisaca BD.) kosulunu
saglamak tizere 1 < p,q < igin Aw(p, q)(G) uzayimnn Fourier doniigiimii kompakt
destekli olan bir yaklagik birimseli vardir.

ISPAT: 4,(p,q)XG) uzayinda Stelemelerin siirekliligi 3.1.5.Onermeden biliniyor.

Bu nedenle herhangi bir f e Aw(p, q)(G) ve £>0 verildiginde her y € U igin

£
I, 7 - fIIAW <5 (4.2.9.)
olacak sekilde orjinin bir U komsulugu vardir. Yine L'W(G) uzaymn Fourier

doniistimler altindaki goriintii uzay1 F, (G') nin bir standard cebir oldugu biliniyor[18].

Bunun sonucu suppk < U ve

[k(y)ady =1

olacak sekilde bir k € C,(G) vardrr. Yine y —|L f - f||Aw fonksiyonunun siirekliligini

gostermek kolaydir. Buradan
kxf-f=[k0)(L,f-1)dy
G
olup yukarida verilen & >0 sayisi ve hery € U igin

lexf -1, < [EO)|L,f -1, @
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= [k, f -1, &

£ £ £

< [kO)= dy== [k(y)dy== (4.2.10.)
;2 27 2, 2

elde edilir. Simdi F,, ile Fourier doniisiimii kompakt destekli fonksiyonlarin kiimesini

gosterelim. Buradan k € L} (G) olur. Ote yandan w agirlik fonksiyonu (BD.) kosulunu

sagladifindan F,, kiimesi L, (G) uzayinda heryerde yogun olup aym1 & >0 sayisi

igin

Ve ~n,, < (4.2.11)

" 2||f||

olacak sekilde birh € F,, vardir. Yine C,(T") < L(p,g)T") kapsamas1 kullanilirsa [23],

he L(p,qXF) olup buradan h € Aw(p, q)(G) elde edilir. O halde aym1 & >0 sayisi

verildiginde 4, (p,gXG) uzaymm L' (G)-modill olmas1 ve (4.2.10.) ile (4.2.11.)
esitsizlikleri de kullanilirsa

Vo< f =11, =loxs-kxf+kxsf-1l,
s s —kx sl +lexf-1,

=||(h —k)*f"Aw

<[a-H,, U1, +lex s -1,

g Vhra=
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elde edilir. Bu ise istenendir.

4.2.6.0NERME: w, (BD.) kosulunu saglasin. Bu takdirde 1 <p <w,l <q<w
olmak tizere A,(p, gXG) uzayinmn Fourier donistimii kompakt destekli
fonksiyonlardan olusan ve L, (G) uzaymnda siurhi bir (e, )., Yaklagik birimi vardr.

ISPAT: w, (BD.) kosulunu sagladigindan L' (G)  uzaymin sl ve Fourier
doniisiimii kompakt destekli fonksiyonlardan olusan bir (e, ),., yaklasik biriminin
varligy [9],biliniyor. Bu yaklagik birimin siniri ¢ olsun. Boylece her a e I igin
le.],,, < ¢ olur. Yine her @& igin &, kompakt destekli olup C,(I')< L(p,g)T)
kapsamasi g6z 6niine alinirsa (&, )ae ; C L(p,g)T) olup (e, )‘ZE [ C4, (,¢XG) bulunur.
Simdi herhangi bir f € 4, (p,q)G) alalim. Buradan f e L',(G) ve f € L(p,¢)T) olup
(e.)..,» L, (G) uzaymnda yaklagik birim oldugundan herhangi £ > 0 sayist verildiginde

her a2 ¢, i¢in
If *e, - £l <& 42.12)

olacak sekilde bir @, € I sayis: vardir. Yine aym «, sayisi i¢in her @ 2 , oldugunda
F&)e, (@)~ F ) <[P e, - 7| <lf=e. - 11, <5 (4.2.13)
olup f’ é, fonksiyonu f fonksiyonuna noktasal yakinsar. Béylece her a > @, igin

\xec| e, - 71> e}=

olup

Afya. - ])(a) =u {x €G] | (fe - fXx)| > s}= wg)=0 (4.2.14)
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bulunur. Yine her s,t > 0 i¢in
f)ssea,(s)st (4.2.15.)

ifadesi [21], biliniyor. Eger (4.2.15.) ifadesi (4.2.14.) esitliginde kullanilirsa

ﬂ(jéa_f.)(a)« =N (féa —f)'(t)<e

- A q
olup buradan her a 2 e, igin [(f é, ~f ). (t)] <¢&? bulunur. Béylece

elde edilir. Yine,

P~ =l e -0|=7

e, -1]5 )|

olup [22] den dolay:

((Fe-7) ] sCir [(7T0]

q

Z,

bulunur. Eger yeni 6lgtim du =t? dt olarak alinirsa f’ € L(p,q)(F) oldugundan

N
[(f) (t)J integrallenebilir olup Lebesgue teoremi kullanilirsa
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|Fe. -7

g (s

olup esitsizligin sag tarafi dolayisiyld sol tarafi sifira yaklagir. Bdylece verilen ¢ >0

sayisi i¢in her o 2 «, oldugunda

|fe.-7

<e (4.2.16.)
(P’q) .

olacak sekilde bir «, e I sayis1 vardir. Eger a, =mak {al,az} denir ve (4.2.12.) ile
(4.2.16.) esitsizlikleri kullamlirsa ayni £ >0 igin her @ 2 , oldugunda

Ife.=1l, =/ e =1l +

lféa —fA"(M) <E+eE =2

elde edilir. Bu ise istenendir.



4.3. 4, (p,qXG) BANACH CEBIRININ IDEALLERI

4.3.1.0NERME: w, (BD.) kosulunu saglasm. Bu takdirde A, (p, q)(G) uzay1 bir
S, (G) uzaydrr.
ISPAT: Bir F,, kiimesini,

Fo ={7 < (0] FeC.0))

seklinde tamimlayalim. Eger C.(T)c L(p, q)(F) kapsamasi kullamilirsa

Fo={r <L) Fec.D)e{r < L.6) 7 € L(p.aXD) }= 4, (p.0XG)
olup

F,,c 4,(p.9\G)c L,(G) (4.3.1.)

kapsamas elde edilir. Yine w, (BD.) kosulunu sagladigindan F,, kiimesinin L' (G)

uzayinda heryerde yogun oldugu biliniyor [7] Dolayistyla herhangi f e L, (G) ve

£ > 0 say1s1 verildiginde
"f—g"l.w <€

olacak sekilde bir g € F,, vardir. Béylece (4.3.1.) kapsamasindan dolay1
ge Aw(p,q)(G)olup Aw(p,q)(G) uzay1i L'W(G) uzayinda heryerde yogun olur.

Yine 4.1.4.Teoremden dolay1 4, (p,q)(G) uzayinin girigim iglemine gére Banach
cebiri oldugu ve 4.1.5.0nermeden dolay: da &telemeler altinda invaryant oldugu
biliniyor.

Simdi herhangi bir f € 4, (p,¢XG) alalm. Buradan fe L.(G) ve f e L(p,q)T)
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olur. Buf e I' (G) ve herhangiy € G igin

IlLyf"l,w < W())) "f“l,w (43.2)
oldugu ve [1], ¢aligmasindan da

Ay bdl, < 653)

esitligi biliniyor. Béylece (4.3.2.) , (4.3.3.) ifadeleri kullamlirsa

TS
L P % R

<) I, +17],
<, +v0)|A,.,

If‘|(p-q))

=w0)(1A,, +

= wly)|f

bulunur. Yine 4.1.5.0Onermeden dolay: her f € Aw(p,q)(G) ve her y € G igin G den

4,

A,(p,gXG) uzaymna giden y— L, f fonksiyonu sireklidir. Aynca her

fe Aw(p,q)(G) igin

1l <Uh, +1A], =1L,

olur. Ote yandan 4, (p,gXG) vektdr uzay: ve girisim islemine gore cebir oldugundan

A,(p,qXG) uzay1 bir S, (G) uzayidur.
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43.2.0NERME: w , (BD.) kosulunu saglasin. Bu takdirde (Aw(p,q)(G),“." Aw)
uzayl(L‘w (G), I l'w) uzayinda girisim iglemine gére bir soyut Segal cebiridir.

ISPAT: L (G) uzaymn girigim iglemine gore bir Banach cebiri oldugu biliniyor
[17].Yine 4.1.4.Teoremden dolay: Aw—(p, q)(G) uzay1 girigim iglemine gére bir Banach
cebiri olup dolayisiyla L}, (G) uzayin bir alt cebiridir. Yine

(i) w, (BD.) kosulunu sagladifindan 4, (p,q)(G) uzaymn L. (G) uzayimnda
heryerde yogun oldugu 4.3.1.0nerme ve yine L. (G) uzayinda bir ideal oldugu da
4.1.6. Onermede ispatlandi.

(i) Her f e 4,(p,qXG) isin |f I, <I1 ,, esitsizliginin varlii normlann
tanimindan hemen goriiliir.

(iii) Herhangi f € 4,(p,qXG) ve g € L, (G) i¢in

|r*el., <1, lel..

esitsizligi 4.1.6.Onermede gésterildi. Bu 6zelliklerden dolay1 A4, (p,q)(G) uzay1 L, (G)

uzayinda bir soyut Segal cebiridir.
4.3.3.0NERME: w, (BD.) kosulunu saglasin. Bu takdirde ,

@ Eger L, (Z,(G), ), ) uzaymn sag kapals (sol kapah) ideali ise bu takdirde

I1nA4,(p,qXG), (Aw (p.qXG). ||| A ) uzaynin sag kapali (sol kapali) idealidir ve

I=InA4,(p,g)G) olur. (Burada kapams L' (G) uzaymmn ], normuna géredir.)

(if) Eger J, 4, (p,gXG) uzayinda kapali ideal ise butakdirde J, L.(G)
uzayinda kapalidirve I =1 A4, (p,gXG) olur.

ISPAT: w, (BD.) kosulunu sagladigindan 4, (p,¢XG) uzaymn L. (G) uzayinda
sturl ve Fourier donigiimii kompakt destekli bir e(f) yaklasik birimselinin varlig1 4.2.5.
onermeden biliniyor. Dolayisiyla e(f) yaklagik birimseli girisim islemine gére degismeli
olup 4,(p,gG) uzayinda hem sag hem de sol yaklagtk birimsel oldugundan bu
Onermenin ispati [3] ¢alismasindan dolay: tamamlanir.
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L, (G) uzayinin regiiler maksimal ideal uzayinin genellestirilmis karakterler oldugu
biliniyor [24] .

4.3.4.ONERME: a) Eger w, (BD.) kosulunu sagliyorsa bu takdirde 4,(p,qXG)
uzayn regiiler maksimal ideal uzay1'ile L, (G) uzaymn regiiler maksimal ideal uzay
ayni olup G dual grubudur.

b) 4, (p, q)(G) uzay1 yari-basittir (semisimple).

ISPAT: a)L'w(G) uzayimn girisim islemine gore bir degisme!i Banach cebiri
oldugu biliniyor [1 8]. Yine w, (BD.) kosulunu sagladigindan 4.3.2.0nermeden dolay:

A, (p,qXG) uzayr L, (G) tizerinde bir soyut Segal cebiridir. Bdylece [3] den dolay1 bu
iki uzaymn regiiler maksimal ideal uzay: aymdir. Ote yandan w, (BD.) kosulunu

sagladigindan L. (G) uzaymn regiiler maksimal ideal uzayr G dual grubudur [7]. O
halde 4, (p,q)G) uzayinin regiiler maksimal ideal uzay1 da G dual grubu olur.

b) 4,(p,qXG) bir degismeli Banach cebiri olduundan A,(p,9)XG) uzayinm yan-
basit olmas igin her f € 4, (p,gXG) alndiginda “ f |L =0 oldugunda f = 0 oldugunu
gostermek yeterlidir [17]. Yine her f € 4, (p,g)G) i¢in

. =|| f}“w (4.3.4)

lim

fn

esitligi de biliniyor [17]. Simdi herhangi bir f € L., (G) alahm. f™ ile f fonksiyonunun
n defa kendisi ile girisimini gosterelim. Buradan f"e L, (G) olup L' (G)c L'(G)

kapsamasindan f" e L'(G) ve

<

fﬂ

lfn

1 1,w

esitsizliinden

fn - Sﬂfn Ew

1
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yazilir. Her iki tarafin n — co igin limiti alimirsa

1 1
li'rln f* l"-sli:n f" " (4.3.5)
bulunur. Gelfand teoremi geregince
- 1
|71, =tz r[;
Al 1
Ilfuuo = hfn fn l"'w
ile gosterelim. Béylece (4.3.5.) ifadesinden
| 7. s| 7. (4.3.6)
elde edilir. Eger (4.3.6.) esitsizligi kullanilirsa | f =0 oldugundan ‘ f =0 olur.

Yine I'(G) uzaymn yan-basit oldugu ([17],sa.117) biliniyor. Buradan f = 0 elde edilir.
Buise L (G) uzaymn yan-basit oldugunu gosterir.

Yine Aw(p,q)(G) uzay1 L, (G) tizerinde girigim islemine gére soyut Segal cebiri
oldugundan [3] den dolay1 4, (p,q)(G) uzay1 yari-basittir.
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4.4.M(L,(G), 4,(p,9)G)), M(4,(p,q)G)) VE
M(4,(p,gXG),L.(G) CARPANLAR UZAYI

Simdi bir M, uzaymi, peM (w) ve

u*fl, . .
lll;tl":sup{%rﬂ-—-"—l felL.(G),f=0, feCc(l")} (4.4.1)

olmak iizere
M, = { et < )

bigiminde tammlayalim. (4.4.1.) ifadesinde tanimlanan ||| fonksiyonunun bir norm
oldugu biliniyor [11].

4.4.1.TEOREM: Bir T:L',(G) - 4, (p,qYG) fonksiyonu verilsin. Eger w, (BD.)
kosulunu sagliyorsa bu takdirde asagidaki 6zellikler denktir.

M 7eM(L,6), 4.(p.aX0));

(2) Herhangibir feL,(G)igin If =u* f olacak sekilde birtek ue M,
vardir.

Aynca M (L'w (G), Aw(p,q)(G)) ve M, uzaylan homeomorfturlar.

ISPAT: w, (BD.) kosulunu sagladigindan 4.3.1.Teoremden dolay: Aw(p,q)(G)
uzay1 bir S, (G) uzayidur. O halde [11] galigmasindan dolay1 ispat tamamlanr.

4.4.2.0ONERME: Eger w, (BD.) kosulunu saghyorsa 4,(p,gXG) uzay1 L (G)

uzay1 iizerinde esas modiildiir. Yani,

(4,(p.9XG)). =4,(p.4XG)

olur.
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ISPAT: 4.1.6.0nermeden dolay1 4,,(p,qXG) uzay1 L. (G) uzay: tizerinde Banach

ideali dolayisiyla bir Banach modiiliidiir. Yine w, (BD.) kosulunu sagladigindan L, (G)
uzayimun smich ve Fourier doniistimii kompakt destekli fonksiyonlardan olusan bir
(e.).., yaklasik biriminin varhg: [9] ve bunun aym zamanda A,(p,q)G) uzaymmn da

bir yaklasik birimi oldugu 4.2.6.Onermeden biliniyor.O halde herhangi f e 4,,(p,¢)G)
I¢in

lim|f *e, - f],, =0

yazilir. Bu ise 1.30.Teoremden dolay1 4, (p,gXG) uzaymmn L (G) uzay: tizerinde esas

modiil oldugunu gosterir. O halde

(4,(r,9XG)), =4,(r,9)G)

yazilir.
443.ONERME: Hom,  (L.(G)4,(p.qXG)) uzayr L,(G) uzay: tizerinde bir
Banach modiiliidiir.

ISPAT: Hom £(6) (L‘w G)4, (p,qXG)) uzaymnin operatér normuna gdre Banach
uzay1 oldugu biliniyor [19]. $imdi herhangi f € L. (G) ve
T € Hom,, ) (L‘w (G), Aw(p,qXG)) igin L', (G)xHom L‘W(G)(LIW(G)’ Aw(p,qXG)) uzayindan
Hom,, .\ (L’w (G), Aw(p,q)(G)) uzayma giden (£;T) — fT islemini her g € L', (G) icin
fT(g)=T(f *g) seklinde tammlayalim. Béylece T & Hom, @) (L'W(G), Aw(p,q)(G))

oldugundan stirekli, dolayisiyla simrlidir. Yine

Ir 7, =Ir(r =), <Irllsf =l <=
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olup fT(g)=T(f*g) e 4,(p,g{G) bulunur. O halde bu islem iyi tammhdir. Ote

yandan T nin garpan olmasi kullanilirsa herh € L}, (G) igin
fT(g*h)=T(f *(g*n)=T(g*(f *h))
=gT(f *h)=g (/T)A)

olup fT bir L!,(G)-modiil homomorfizmidir. $imdi fT doniisliminiin siirekli oldugunu

gosterelim. T nin garpan olmasi kullanilirsa her g € L, (G) i¢in

I 7(g)

L =17, <l s+l <AL lel, @42

olup eger K =|T||/f],, denirse (4.4.2.) esitsizliginden

Ir (e, <X lel..,

elde edilir. Bu ise fT d6niigiimiiniin stirekli oldugunu gosterir. Boylece
T « Hom,, . (L.(G).4,(p.q)G)) bulunur. Aynica Hom, ., (L,,(G), 4,(r.4)G))

uzaymnm L' (G) uzay: tizerinde cebirsel olarak modiil oldugunun gésterilmesi kolaydir.

Yine

_o Tel,
b "‘s“p{ W, | °}

_ {IlT(f*gll,,,, }
=sup { ———= | g=0

"glll,w
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T *
ﬁwﬂmvgmwg¢4

lel..

’ T
“w“mwuw

el

"ng;&O} !

= |7l IA1.

olur. O halde Hom, (.(G) 4,(p,q)G)) uzayr L.(G) tizerinde Banach modili

olur.

4440NERME: Eger w, (BD.) kosulunu sagliyorsa bu takdirde
Hom, . (L,(G). 4,(p,q)G)) uzay1 L.(G) uzay: tizerinde bir esas modiildir. Yani,

[Hom, , (L., (G}, 4,(p,aXG). = Hom, ., (L.(G). 4,(p.4)G))

olur.

ISPAT: 4.4.3.0nermeden dolay: Hom, (L, (G} 4,(p.q)G)) uzay1 L.(G)

uzay: izerinde Banach modiliidiir. Yine w, (BD.) kosulunu sagladigindan L' (G)
uzaymn smrli ve Fourier doniisimii kompakt destekli fonksiyonlardan olusan bir
(e.),., yaklasgik biriminin varhg biliniyor. Buradan herhangi bir

T € Hom,, (L'W(G), Aw(p,q)(G)) ve feL (G) igin

le. T~ 7= sup {J(e.7-TX1)],

“f"Lw:l

= s {jen-10,,
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= s {ire, = N)-1),,

= o, Iree.«r-1)..

< o {lrile. s~ 1l,, 443)

yazilir, Boylece,
li:n"ea *f_f"],w = 0
olup bu esitlik (4.4.3.) esitsizliginde kullanilirsa

lim|e,7-T|=0
ael

bulunur. O halde 1.30.Teoremden dolay1 Hom, ., (L'W(G), Aw(p,q)(G)) uzay1 L,(G)

uzay1 lizerinde bir esas modiil olup
[ Hom,, (Llw G)4.(p.q XG))] .= Hom, (wa G)4.(p.q XG))

elde edilir.
4.4.5.0NERME: w agirlik fonksiyonu (BD.) kosulunu saglasin. Bu takdirde

Hom, ) (£4(6).4,(p.0XG) = 4,(5.4)G)

olur.
ISPAT: w agirlik fonksiyonu (BD.) kosulunu sagladigindan 4, (p,q)(G) uzaynin
sinirth ve Fourier doniisiimii kompakt destekli fonksiyonlardan olusan bir yaklagik

biriminin varlig 4.2.6.Onermeden biliniyor. Yine 4.4.3.Onermeden dolay1
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Hom o, (22,(G) 4, (p,gXG)) uzay1 L, (G) uzay: tizerinde Banach modiitiidiir.O halde

[1 9] calismasindan dolay:

[Hom, ., (L,(G) 4,(5,9XG)1. = [4,(p.qXG)], (4.4.4)

olur. Ote yandan 4.4.4.Onermeden

[Hom, ;. (L, (G). 4,(p,aXG)).= Hom, . (L.,(G). 4,(p.qXG)) (4.4.5)
ve 4.4.2. Onermeden de
(4.(p.9)G)), =4,(p,aXG)  (446)

oldugu biliniyor. Boylece (4.4.5.) ve (4.4.6.) ifadeleri (4.4.4.) ifadesinde kullanilirsa,
Homl.',,(c;) (Llw (G)a A, (P, q XG)) = 4, (P, q)(G)

bulunur Bu ise istenendir.

G, lokal kompakt Abel grubu olmak tizere bir M, (G) vektor uzay1,

M, (G)= { peM@G)||4], <=}

I, = J wdly

olmak tizere M w(G) uzayinin girisim islemine gore Banach cebiri oldugu [22] biliniyor.
Yine G nin karakter kiimesi T' olsun. Bir M, (p,g)G) uzaymi 1 < p,q < ® olmak
lizere
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M, (p,qXG) = {n e M,(G)| it L(p,a)T)}

ve lizerindeki bir || u, fonksiyonunu daher pe M (p,9)G) olmak tizere

e, =N, + 1l 0

seklinde tammlayalim. || u, Ve I (r.y) fONKsiyonlart birer norm olup bunlarin toplamlar -
olan ||| i, fonksiyonu da bir norm olur.

4.4.6.ONERME: 1 <p,q < olmak iizere M, (p,qXG) uzay: Banach uzayidir.
ISPAT: M, (p.g{G) uzayinda herhangi bir (g,) , Cauchy dizisi verilsin.

Cauchy dizisi tanim: geregince herhangi £ > 0 sayisi verildiginde her m,n 2 n, i¢in
“lun “Hn "M,,, = "ﬂ,, ~Hp "w +||ﬁn - A, “(p,q) ps &

olacak gekilde bir 7, € N saysi vardir. Buradan her m,n 2 n, igin |, - u,|, <e
neN

ve |2, = A,y <€ bulunur. Bu ise (g, ),y dizisinin M (G) uzayinda ve (2,)
dizisinin de L(p,q)(F) uzayinda Cauchy dizisi oldugunu gésterir. M, (G) uzay: tam
oldugundan (u,),, dizisi bir ze M, (G) elemanma ve L(p,gT) uzay: tam
oldugundan (2, ), , dizisi bir h e L(p,g)T") elemamna yakinsar. Béylece verilen

herhangi & >0 i¢in her » 2 n, oldugunda

I, - 4, < % (4.4.7.)

olacak gekilde bir », € N sayist ve aym ¢ >0 say1s1i¢in her n > n, oldugunda
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A &
|2, - &, < > (4.4.8.)

olacak sekilde bir n, € N sayisi vardir. Yine y €I” igin

| 2(r)| =| [r@)du)| < [lrE) dlu@)

= [d]ul(e)< [wl)d|H()
G G
olup bu esitsizlik her ¥ e i¢in dogru oldugundan
sup | A)| =4l < [ < 1A,
olur. dolayistyla her 7 > n, igin
I, - Al <l =l <l - A, <5 (449)

bulunur. Bunun anlami ise (ﬁn )”e y dizisi 2 fonksiyonuna diizgiin dolayisiyla noktasal
yakinsar. Yine,

'l}” _h"(p,q) —0

oldugundan [23] den dolay1 (g, )"e v dizisinin h fonksiyonuna hhh. noktasal yakinsayan
(ﬂnk) alt dizisinin varhg biliniyor. Dolayisiyla aym & >0 verildiginde her n, 2n,

icin

(4.4.10.)
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olacak gekilde bir n; € N sayis1 vardir. Bu n, 2 n, sayilarindan birisini sabitlestirelim.
Béylece n, = mak {n1 ,n,} ve (4.4.7.) ile (4.4.10.) esitsizlikleri birlikte kullanilirsa aym

£ >0 igin her n 2 n; oldugunda

|ax) - h(x) =|x) - 1, (=) + A, (<) - ()

2, (x)- ()

< |2~ (2) +

+

-

1, (x)~ k()

<|a-a,

olup hhh. 2 = h elde edilir. Simdi &, = mak {n,,n,} diyelim. Boylece (4.4.7.) ile
(4.4.8.) esitsizlikleri kullanilirsa her # 2k, igin

"lun —H M, ="ﬂ” —'u"w +I|ﬁ” _ﬁ"(l’-q)

= "ﬂn _ﬂ"w +"l&n - h"(p,q)

bulunur. Aynica ue M w(p,q)(G) olur. O halde M, (p, q)(G) uzay1 Banach uzay:idir.
4.4.7.0NERME: 1 < p,q < o olmak iizere M, (p,q)G) uzay: girisim islemine

g6re bir Banach cebiridir.

ISPAT: M w(p,q)(G) uzaymnin bir Banach uzay: oldugu (4.4.6.) Onermede
gosterilmisti. Simdi herhangi x,, 4, € M, (p,qXG) alalim. Buradan u,,u, € M ,(G)
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ve i, i, e L(p,g)’) yazhr. Yine |2, =K olsun. Yine f 6lgiilebilir bir fonksiyon

olmak iizere 4, =4, oldugundan If|" = f olur. Boylece

(& ) =i | < (K 2) =K (i) (4.4.11.)

bulunur. Buradan

1

(va) ( %jt%—l [(l&l ﬁz)‘(t)]q dt];

I 2,

1

<K (% :[t%—l [(,u2 ) (t)]" dt];

=Kz, "(p,q) =[], 4 "(,,,q) (4.4.12))

elde edilir. Béylece M W(G) uzayinin girisim islemine gére Banach cebiri oldugu [22]
ve (4.4.12.) esitsizligi , ayrica 4.4.6.0Onermedeki | 2]_ < o <\, esitsizligi de
kullamlirsa

||,u1 *'UZHMW = "'ul */uZHw +"‘&1 I “(p,q)
<flea ], el + |2, 2, "(p,q)

<leall, leel, + 1202, .

o 17 8 174 I V7 Y

(pa)

Nl Qe +1iel, )
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< (el +hl, ) 2],

H,

.

- ";ul M,

olup M, (p,q)G) uzay: bir Banach cebiridir.

448 TEOREM: 1 < p,q < ve —1—+L,=l,—1-+—1—,—=1 olmak iizere w , (BD.)

P p 9 q
kosulunu sagliyorsa bu takdirde M w(p,q)(G) =M, M)(G) olup bu uzaylar birbirlerine

homeomorfturlar.
ISPAT: Hethangi ze M, (p,g G) ve feL'(G), f=0 alalim. Eger
M, (p,gXG)c M,(G) kapsamasi kullamlirsa peM ,(G) yazlir. O halde
4.3.1.Teoremden dolay1 4, (p, gXG) bir S, (G) uzay1 olup [1 1], ¢alismasindan dolay1
u* f € A,(p,q)G) olup

le* £

« SWLL AL 51 1AL, (4.4.13)

esitsizligi yazilir. Buradan

=11,
—_ <
" f"w "‘”“M,,

elde edilir. Bunun sonucu m ,u[“ tanim kullamlirsa ,

lel| <1, <=

olur. Béylece ueM ,,w(p,q)(G) bulunur.
Tersine herhangi ueM AW(M)(G) alahm. w, (BD.) kosulunu sagladigindan

A, (p,q)(G) uzaymin L (G) uzayinda simrli ve Fourier déniisiimi kompakt destekli
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fonksiyonlardan olusan bir (e,z )aE , yaklagik biriminin varligi 4.2.6.Onermeden

biliniyor. lll ,u||| <o oldugundan xe M, (G) veher @ € igin

luxed,, =luxedl,, +1a 2l <l el +lecl. 12,

<l leal,., +leal,., V) < K (k)

olacak sekilde bir K (/l) > 0 sayis1 vardir. Boylece her a € I igin

.. S K(u)

LN R VAL

olur. Yine 1 + L =1, 1 iz L =1 oldugundan L(p,q)T) uzay1 yansimah [13] olup

p p q9 9
Banach-Alaoglu teoreminden [16] dolay: (&2 é,) aginin g € L(p,g)T') elemanma zay:f

yakinsayan bir (/."t é ﬂ) alt ag1 vardir. Yine G dual grubunun her kompakt alt kiimesinde

(é 5 (t)) e ag1 1 fonksiyonuna diizgiin yakinsadigindan [9], her B> B, oldugunda

| (2 8, Jr)- 20)| = | e} [e, ()1 <§ (4.4.14)

olacak sekilde bir [, € I sayis1 vardir. Ayrica (/J éﬁ) agl g € L(p,q)T") elemanina

zayif yakinsadigindan noktasal olarak yakinsar. Boylece her 8 > B, oldugunda

(26, )r)-20)] < g (4.4.15.)

olacak sekilde bir 8, € I sayisi vardur. Simdi £, = mak {B,,B,} diyelim ve bir > 3,
say1sim sabitlestirelim. Eger (4.4.14.) ile (4.4.15.) esitsizlikleri de kullamlirsa
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()~ g0) =[a()- (2 &, ))+ (2 &, Xr) - £ )

< |;‘z(t)—([z é,,XtX +

([t ép Xt)—g(tl <§+§= £

olup i1 =g olur. Boylece i € L(p,g)I") elde edilir. Buradan ze M, (p, ¢)G) olup
M, (p,g)G)=M ,,,(G) elde edilir.

Sonug olarak (M A.,<p,q)(G)’|||-|||) ve (M 2. aXG)[ 4, Uzaylan Banach uzay ve

el <14 u, olur. Bdylece [16] dan dolay: ||| normu ite ||| », hormu birbirine denktir.

Bu ise istenendir.
449.TEOREM: w , (BD.) kosulunu saglasin. Bu takdirde herhangi

T e M(4,(p,qXG)) verildiginde her f € 4,(p,q)G) isin Tf =o * f olacak sekilde
bir tek o € 4'(G) vardr.

ISPAT: w , (BD.) kosulunu sagladigindan 4.3.1.Teoremden dolay: Aw(p,q)(G)
uzay1 bir S,(G) uzayi, 4.1.6.0nermeden dolay1 L. (G) iizerinde normlu ideal ve

4.42.Onermeden de esas modiildiir. Bdylece [25] calismasindaki 4.2.4.Teoremden
dolay1 ispat tamamlamr.
4.4.10. TEOREM: w, (BD.) kosulunu saglasin. Bu takdirde

M(4,(p.9XG).L,(G))= M(4,(p.q)G) = M,,(G)

olur.

ISPAT: Herhangi bir f €4,(p,gXG) isin |L,f] =w(y) oldugu

4.1.7.Onermeden biliniyor. O halde [25] calismasindaki 4.2.5. ve 4.2.6.Teorem

kullamlirsa ispat tamamlanur.
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5.SONUC VE ONERILER

Bu caligmada tamm verilen 4,(p,gXG) uzay1 [5] ve [23] galigmalarindaki
A(p,q)(G) uzaymin bir genellestirijmesidir. Eger w = 1 almrsa [5] ve [23]
¢aligmalarindaki uzay elde edilir. Yine aym sekilde bu tezdeki M ( L'(G), 4,(p,qXG) ),
M(4,(p,qXG)) veM (4,(p,qXG) L, (G) )sarpanlar uzaylanda M (' (G), A(p,q XG))
M(A(p,qXG)) ve M (A(p, g)G),L (G)) garpanlar uzayinin bir genellegtirilmesidir.

Bu tezde yapilan galigmalar tanimi [14] ¢alismasinda verilen agirhkh Lorentz

uzaylari igin de yapilabilir.
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