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ÖZET

GENELLEŞMİŞ KAYMANIN DOĞURDUĞU FLETT POTANSİYELLERİNİN

DALGACIK TİPLİ DÖNÜŞÜM KULLANILARAK TERSLERİNİN İFADE

EDİLMESİ

Nazife TAŞKIN

Yüksek Lisans Tezi, Matematik Anabilim Dalı

Danışman: Prof. Dr. Simten BAYRAKÇI DOĞAN

OCAK 2023; 34 sayfa

Bu tezde, dalgacık tipli bir dönüşüm kullanılarak genelleşmiş kayma operatörü tara-

fından üretilen Flett potansiyelleri için ters belirleme formülleri elde ettik.

Genelleşmiş kayma operatörü, Laplace-Bessel diferansiyel operatörü
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ile ilgilidir.
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JÜRİ: Prof. Dr. Simten BAYRAKÇI DOĞAN
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ABSTRACT

EXPRESSING THE INVERSE OF FLETT POTENTIALS GENERATED BY

THE GENERALIZED TRANSLATION BY USING A WAVELET LIKE

TRANSFORM

Nazife TAŞKIN

MSc Thesis in MATHEMATICS

Supervisor: Prof.Dr. Simten BAYRAKÇI DOĞAN

January 2023; 34 pages

In the thesis, we obtain the inversion formulas for the Flett potentials generated by the

generalized translation operator by using a wavelet like transform.

The generalized translation operator is related to the Laplace-Bessel differential ope-

rator
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ii



ÖNSÖZ

Bu tez çalışmamızda

∆B =
N∑
k=1

(
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∂

∂xk

)
+

n∑
k=N+1

∂2

∂x2
k

,

(
νk > −

1

2
, k = 1, · · · , N

)
Laplace-Bessel diferansiyel operatörünü göz önüne alınmıştır. Bu diferansiyel operatör

ilk N değişkenine Bessel diferansiyel operatörünün ve (n−N) değişkene Laplace dife-

ransiyel operatörünün uygulandığı bir hibrit operatördür.

Amacımız Laplace-Bessel diferansiyel operatörünün doğurduğu genelleşmiş kayma

ile tanımlanan Flett potansiyellerinin uygun bir dalgacık tipli dönüşüm kullanarak tersle-

rini belirlemektir.
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GİRİŞ N. TAŞKIN

1. GİRİŞ

Fourier veya Fourier-Bessel harmonik analizinin önemli teknik araçlarından birisi de po-

tansiyellerdir. Potansiyellere örnek olarak Riesz, Bessel, parabolik, Flett potansiyellerini

verebiliriz. Geçmişten günümüze araştırmacılar için potansiyel operatörünün tersini be-

lirleme ilginç problemler arasındadır.

Stein (1961,1971) , Lizorkin (1970) , Wheoden (1968) , Samko (1984) , Rubin (1986,

1996) , Aliev ve Bayrakci (1998) ve birçok matematikçi potansiyellerin terslerini belirle-

mede hipersingüler integral tekniğini kullanmıştır. Bunun yanında Rubin (1999) tarafın-

dan tanımlanan Rubin ve Aliev (2009, 2001, 2005, 2008) tarafından geliştirilen sürekli

dalgacık tipli dönüşümler vasıtasıyla Fourier veya Fourier-Bessel analizinde Riesz, Bes-

sel, Parabolik ve Flett potansiyelleri için ters belirleme formülleri bulunmuştur.

Fourier-Bessel harmonik analizinin önemli teknik araçlarından biri olan Bessel veya

Laplace-Bessel diferansiyel operatörleri ile ilgili çalışmalar Delsarte (1938) ile başla-

mıştır. Daha sonra Levitan (1951), Kipriyanov (1967), Lyakhov (1983), Trimeche (1997),

Gadyiev ve Aliev (1988), Guliev (2003), Bayrakci (1998) ve birçok matematikçi çalışma-

larında bu diferansiyel operatörleri kullanmıştır.

Flett (1971) tarafından tanımlanan klasik Flett potansiyellerinin (Laplace operatörü-

nün doğurduğu) dalgacık tipli dönüşüm ve hipersingüler integral tekniği ile terslerinin

belirlenmesi Aliev, Sezer ve Eryiğit (2006), Sezer (2009) tarafından yapılmıştır. Bununla

birlikte Bessel diferansiyel operatörünü tek değişkene uygulayarak elde edilen Laplace-

Bessel diferansiyel operatörü ile ilişkilendirilen Flett potansiyellerinin uygun dalgacık

tipli dönüşüm ile terslerinin bulunması Aliev ve Yücel (2018) tarafından yapılmıştır.

Bu tez çalışmasının amacı ilk N -değişkene Bessel ve (n−N) değişkene Laplace di-

feransiyel operatörünü uygulayarak elde ettiğimiz Laplace-Bessel diferansiyel operatörü

∆B ile ilişkilendirilen Flett potansiyellerinin uygun bir dalgacık tipli dönüşüm kullanı-

larak tersleri belirlemektir. Dolayısıyla bu çalışmada yeni bir diferansiyel operatör kul-

lanarak Flett potansiyelleri tanımlanıp, özellikleri incelenmiştir. Ayrıca terslerinin belir-

lenmesinde kullanılan dalgacık dönüşüm için genelleşmiş Poisson İntegrali elde edilip

1



GİRİŞ N. TAŞKIN

bazı özelliklerine yer verilmiştir. Çalışmamızın bu konuda çalışan bilim insanlarına örnek

olmasını amaçlamaktayız.

Tez, Kaynak taraması, Materyal ve Metot, Bulgular ve Tartışma ve Sonuç bölümle-

rinden oluşmaktadır. Kaynak taraması bölümünde bizim için gerekli olan analizin temel

tanım ve kavramları verilmiştir. Materyal ve Metot bölümünde ilk olarak Fourier-Bessel

analizinden gerekli kavramlar ve sonra genelleşmiş Poisson İntegrali elde edilip, özel-

likleri incelenmiştir. Bulgular kısmında ise Laplace-Bessel diferansiyel operatörünün do-

ğurduğu Flett potansiyellerinin tersi uygun bir dalgacık tipli dönüşüm kullanılarak elde

edilmiştir.

Çalışmamız boyunca kıymetli zamanını ve değerli bilgilerini benden esirgemeyen da-

nışmanım Sayın Prof. Dr. Simten Bayrakçı Doğan’a ve benden desteklerini esirgemeyen

aileme teşekkür ederim.
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KAYNAK TARAMASI N. TAŞKIN

2. KAYNAK TARAMASI

Bu bölümde çalışmamız için gerekli olan reel analizin ve Fourier harmonik anali-

zinin temel tanım ve kavramlarını ifade edeceğiz. Temel kavramlar için Folland (1984),

Grafakos (2009) ve Stein-Weiss (1971) kaynaklarına bakılabilir.

Rn, n-boyutlu Öklid uzayı olsun. Rn üzerinde ölçülebilir fonksiyonların klasik Lebes-

que uzayı Lp(Rn) olmak üzere

Lp (Rn) =

f : ‖f‖p =

∫
Rn

|f (x)|p dx

 1
p

<∞, 1 ≤ p <∞


ile tanımlanır. Burada dx = dx1 · · · dxn dir. Ayrıca p =∞ için L∞ (Rn) uzayı

L∞ (Rn) = {f : ‖f‖∞ <∞}

ve

‖f‖∞ = ess sup
x∈Rn

|f (x)| = inf {λ > 0 : |{x : |f(x)| > λ}| = 0}

dir.

C(Rn) ile Rn ’de sürekli ve sınırlı fonksiyonlar uzayını gösterelim. İyi bilindiği gibi

f ∈ C(Rn) için C(Rn) uzayında norm ‖f‖ = max
x∈Rn
|f(x)| ile tanımlanır. C0(Rn) ise

C(Rn) uzayının bir alt uzayıdır ve

C0(Rn) =

{
f : f ∈ C(Rn) ve lim

|x|→∞
f(x) = 0

}
ile tanımlanır. Burada |x| = (x2

1 + · · ·+ x2
n)1/2 Öklid normudur.

C∞(Rn), Rn ’de her mertebeden sürekli kısmi türevlere sahip fonksiyonlar uzayı

olmak üzere Schwartz test fonksiyonları uzayı S(Rn)

S(Rn) =

{
f : f ∈ C∞(Rn) ve ∀α, β ∈ Zn+ için sup

x∈Rn

∣∣∣∣xα ∂β∂xβ f(x)

∣∣∣∣ <∞}
dir. Burada

xα = xα1
1 · · · xαnn ve

∂βf

∂xβ
(x) =

∂β1+···+βn

∂x
β1
1 · · · ∂x

βn
n

f(x1, · · · , xn)

dir.

3



KAYNAK TARAMASI N. TAŞKIN

Ayrıca Lloc1 (Rn) ile Rn Öklid uzayının her δ- komşuluğunda Lebesque integrallenebi-

len fonksiyonlar uzayını gösterelim.

Rn Öklid uzayında x−merkezli r > 0 yarıçaplı yuvar

E(x, r) = {y ∈ Rn : |x− y| < r}

ile tanımlanır. Ayrıca Rn Öklid uzayında bir önerme sıfır ölçümlü küme dışında sağlanı-

yorsa, hemen hemen her yerde (h.h.y) sağlanıyor demektir. Örneğin Rn de ölçülebilir f

ve g fonksiyonları için

|{x ∈ Rn : f(x) 6= g(x)}| = 0

ise f ile g fonksiyonlarına hemen hemen her yerde eşit fonksiyonlar denir veya kısaca

f = g, h.h.y ile yazılır. Burada |·| , kümenin Lebesgue ölçümünü gösteriyor.

Bu kesimi reel analizden ve Fourier analizden iyi bilinen birkaç teorem ile bitirelim.

Teorem 2.1. (Fubini Teoremi)

(X,M, µ) ve (Y,N, ν) σ−sonlu ölçüm uzayları ve µ× ν ise M ×N kümesinde µ ile

ν ölçümlerinin çarpımı olsun. Eğer f : X × Y → R fonksiyonu µ × ν ölçümüne göre

Lebesque integrallenebilir ise∫
Y

f(x, y)dν(y) <∞, h.h.x ∈ X ve
∫
X

f(x, y)dµ(x) <∞, h.h.y ∈ Y

ve∫
X×Y

f(x, y)d(µ× ν) =

∫
X

∫
Y

f(x, y)dν(y)

 dµ(x) =

∫
Y

∫
X

f(x, y)dµ(x)

 dν(y)

eşitliği sağlanır.

Teorem 2.2. (Hölder Eşitsizliği)

f ∈ Lp(Rn), g ∈ Lq(Rn), 1 ≤ p, q <∞ ve 1
p

+ 1
q

= 1 olsun. Bu durumda

∫
Rn

|f (x) g(x)| dx ≤

∫
Rn

|f (x)|p dx

1/p∫
Rn

|g (x)|q dx

1/q

dir.

4
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Teorem 2.3. (Minkowski İntegral Eşitsizliği)

(X,M, µ) ve (Y,N, ν) σ−sonlu ölçüm uzayları ve f(x, y), M × N ölçülebilir fonk-

siyon olmak üzere p ≥ 1 için integraller için Minkowski eşitsizliği∫
X

∫
Y

|f(x, y)| dν(y)

p

dµ(x)

1/p

≤
∫
Y

∫
X

|f(x, y)|p dµ(x)

1/p

dν(y)

şeklindedir.

Teorem 2.4. (Hardy-Littlewood Maksimal teoremi)

f ∈ Lloc1 (Rn) olmak üzere Rn de Hardy-Littlewood Maksimal operatörü

(Mf) (x) = sup
r>0

1

Ωnrn

∫
|y|≤r

|f(x− y)| dy

ile tanımlanır. Burada Ωn,Rn uzayının E(0, 1)−birim yuvarının Lebesque ölçümüdür.

f ∈ Lp(Rn) olsun. Bu durumda 1 ≤ p <∞ için öyle A = A(n, p) sabiti vardır ki

‖Mf‖p ≤ A ‖f‖p

eşitsizliği sağlanır. Diğer bir ifade ile Mf operatörü (Lp(Rn), Lp(Rn))−güçlü tiplidir.

p = 1 için Mf operatörü (L1(Rn), L1(Rn))−zayıf tiplidir ve her λ > 0 için

|{x ∈ Rn : (Mf)(x) > λ}| ≤ A ‖f‖1

λ

sağlanır.

Teorem 2.5. (X,M, µ) ölçüm uzayı ve {Tε}ε>0 lineer operatörler ailesi de Lp(X,M, µ),

(1 ≤ p < ∞) uzayında tanımlanmış olsun. Eğer f : X × Y → Rn fonksiyonu µ × ν

ölçümüne göre Lebesque integrallenebilir ise f ∈ Lp(X,M, µ) olmak üzere

(T ∗f)(x) = sup
ε>0
|(Tεf)(x)|

diyelim. Eğer T ∗ yarı-lineer operatörü (Lp(X,M, µ), Lq(X,M, µ))-zayıf tipli; yani, her

λ > 0 için

µ {y ∈ X : (T ∗f)(y) > λ} ≤
(
C ‖f‖p
λ

)q
, (1 ≤ q <∞)

ve X’ in yoğun bir alt kümesinden alınmış her x için

lim
ε→0

(Tεf)(x) = f(x)

5
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ise

lim
ε→0

(Tεf)(x) = f(x), h.h.x ∈ X

dir.

6



MATERYAL VE METOT N. TAŞKIN

3. MATERYAL VE METOT

Bu bölümde ilk olarak Fourier-Bessel analizinden gerekli tanım ve kavramları verece-

ğiz. Ardından genelleşmiş Poisson integralini elde edip bazı gerekli özelliklerini kanıtla-

yacağız. Bu kısmın son konusu tezimizin esas teoremlerinde kullanılacak olan önteorem-

leri ifade etmek olacaktır.

3.1. Fourier-Bessel Analizinden Gerekli Tanım ve Kavramlar

Rn Öklid uzayının alt kümesi olan n-boyutlu uzayı

Rn
N,+ = {x = (xp, xpp) ∈ Rn, xp = (x1, · · · , xN); x1, · · · , xN > 0, 1 ≤ N ≤ n}

şeklinde tanımlayalım. ν = (ν1, · · · , νN) multi-indexi ise ν1 > −1/2, · · · , νN > −1/2

şeklinde tanımlanmış sabit tutulmuş sayılardan oluşur ve |ν| = ν1 + · · ·+ νN dir.

E ⊂ Rn
N,+ ölçülebilir kümesinin Lebesque ölçümü |E|ν =

∫
E

(xp)2ν+1dx ile tanımla-

nır. Burada

(xp)2ν+1dx = x2ν1+1
1 · · · x2νN+1

N dx1 · · · dxn

dir. Ayrıca Rn
N,+ uzayında x−merkezli, r > 0 yarıçaplı yuvar

E(x, r) =
{
y ∈ Rn

N,+ : |x− y| < r
}

ile tanımlanır. Ayrıca

|E(0, r)|ν =
1

r(n+2|ν|+N)
ω(n, ν,N) ve ω(n, ν,N) = |E(0, 1)|ν

dir.

Bu tez çalışmasında bizim göz önüne aldığımız Laplace-Bessel differansiyel opera-

törü

∆B =
N∑
k=1

(
∂2

∂x2
k

+
2νk + 1

xk

∂

∂xk

)
+

n∑
k=N+1

∂2

∂x2
k

(3.1)

şeklinde tanımlanır.

Bu diferansiyel operatörde ilk N değişkene Bessel diferansiyel operatörü ve n − N

değişkene Laplace diferansiyel operatörü uygulanmaktadır.

7



MATERYAL VE METOT N. TAŞKIN

Bir boyutlu halde Bessel diferansiyel operatörü

Bt =
d2

dt2
+

2ν

t

d

dt
, 0 < t <∞, ν > 0

ile tanımlanır. Ayrıca Φ = Φ(x, y) olmak üzere BxΦ = ByΦ, 0 < x, y <∞

Φ|x=0 = f(y), ∂Φ
∂x
|x=0 = 0

Sınır-değer probleminin çözümü

Φ(x, y) ≡ Syf(x) =
Γ(ν + 1

2
)

Γ(ν)Γ(1
2
)

π∫
0

f
(√

x2 − 2xy cos θ + y2
)

sin2ν−1 θdθ

ile tanımlanan genelleşmiş kayma (Bessel kayması) operatörüdür. Bessel diferansiyel

operatörü ile ilgili ilk çalışmalar Delsarte (1938) ve Levitan (1951)’ nın çalışmaları ile

başlamıştır ve bu diferansiyel operatör Fourier-Bessel harmonik analizinin temel çalışma

araçlarından biri olmuştur.

Fourier-Bessel harmonik analizinde genelleşmiş girişim operatörü

(f ⊗ g)(x) =

∫
RnN,+

f(y)(T yg)(x)(yp)2ν+1dy, x ∈ Rn
N,+

ile tanımlanır ve burada genelleşmiş kayma operatörü

T yf(x) =
N∏
k=1

Γ(νk + 1)√
πΓ(νk + 1/2)

π∫
0

· · ·
π∫

0

f ((xp, yp)θ, x
q − yq) dν(θ)

(xp, yp)θ = ((x1, y1)θ1 , · · · , (xN , yN)θN );

(xk, yk)θk = (x2
k − 2xkyk cos θk + y2

k)
1/2,

k = 1, 2, · · · , N ve dν(θ) =
N∏
k=1

sin2νk θkdθk dir.

Bu genelleşmiş kayma operatörü, Laplace-Bessel diferansiyel operatörü ∆B ile iliş-

kilidir. İlk N -değişkene Bessel kayması ve n − N değişkene klasik kayma uygulanarak

elde edilmektedir.

Bu tezimizde çalışacağımız Lebesque ölçülebilir fonksiyonlar uzayını Lp,ν(Rn
N,+) ile

göstereceğiz. f ∈ Lp,ν(Rn
N,+) olması için gerek ve yeter koşul

‖f‖p,ν =

 ∫
RnN,+

|f(x)|p (xp)2ν+1dx


1/p

<∞, 1 ≤ p <∞

8
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olmasıdır. Rn
N,+ Öklid uzayında tanımlı Schwartz test fonksiyonları uzayının Rn

N,+ uza-

yına kısıtlanmışını da S(Rn
N,+) ile göstereceğiz. S(Rn

N,+) uzayının Schwartz fonksiyon-

ları x1, x2, · · · , xN değişkenlerine göre çift fonksiyonlarda oluşur. S(Rn
N,+) uzayının sup-

remum normuna göre kapanışını C0(Rn
N,+) ile göstereceğiz ve L∞,ν(Rn

N,+) = C0(Rn
N,+)

dir.

Löfstörm ve Peetre (1969) dan iyi bilinir ki

‖T yf‖p,ν ≤ ‖f‖p,ν , 1 ≤ p ≤ ∞ (3.2)

ve

‖T yf − f‖p,ν → 0, |y| → 0

dir.

Bu çalışmamız için ∆B diferansiyel operatörü ile ilişkilendirilen Fourier-Bessel dö-

nüşümü ve onun tersi

(Fνf)(x) =

∫
RnN,+

f(y)e−i<x
q,yq>

N∏
k=1

jνk(xkyk)(y
p)2ν+1dy, x ∈ Rn

N,+,

(F−1
ν f)(x) = c(n, ν,N)(Fνf)(xp,−xq)

ile tanımlanır. Burada

c(n, ν,N) =

[
(2π)n−N22|ν|

N∏
k=1

Γ2(νk + 1)

]−1

, |ν| = ν1 + · · ·+ νN

dir. Ayrıca burada

jp(t) = 2pΓ(p+ 1)t−pJp(t), p > −1/2, 0 < t <∞, jp(0) = 1

dir ve Jp(t), Bessel’in birinci tip fonksiyonudur. Bundan başka

〈xq, yq〉 = xN+1yN+1 + · · ·+ xnyn, (y
p)2ν+1dy = y

(2ν1+1)
1 · · · y(2νN+1)

N dy1 · · · dyn

dir.

İyi bilinir ki (Levitan (1951),Trimeche (1997))

Fν(f ⊗ g) = Fν(f)Fν(g)

dir. Ayrıca aşağıdaki Young eşitsizliği de sağlanır:

‖f ⊗ g‖r,ν ≤ ‖f‖p,ν ‖g‖q,ν , 1 ≤ p, q, r ≤ ∞, 1

p
+

1

q
= 1 +

1

r
. (3.3)

9
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3.2. Genelleşmiş Poisson İntegrali

Genelleşmiş Poisson İntegrali, genelleşmiş kayma tarafından üretilen girişim tipli bir

integral operatördür. Bu integral operatörün çekirdeği e−t|y|, y ∈ Rn
N,+, t > 0 fonksiyo-

nunun Fourier-Bessel dönüşümüdür. Dolayısıyla, öncelikle e−|y|, y ∈ Rn
N,+ fonksiyonu-

nun Fourier-Bessel dönüşümünü hesaplamak ile çalışmamıza başlayalım. Bunun için

e−β =
1√
π

∞∫
0

e−z√
z
e−β

2/4zdz

formülünü kullanacağız (Stein ve Weiss (1971),p.6).

Böylece Fubini teoremi göz önüne alınarak

(Fνe
−|y|)(x) =

∫
RnN,+

e−|y|e−i〈xq,yq〉
N∏
k=1

jνk(xkyk)(y
p)2ν+1dy

=
1√
π

∫
RnN,+

 ∞∫
0

e−z√
z
e−|y|

2/4zdz

 e−i〈xq,yq〉 N∏
k=1

jνk(xkyk)(y
p)2ν+1dy

=
1√
π

∫
RnN,+

∞∫
0

e−z√
z
e−|y|

2/4ze−i〈xq,yq〉
N∏
k=1

jνk(xkyk)dz(yp)2ν+1dy

=
1√
π

∞∫
0

e−z√
z

 ∫
RnN,+

e−(y21+···+y2n)/4ze−i〈xq,yq〉
N∏
k=1

jνk(xkyk)(y
p)2ν+1dy

 dz

=
1√
π

∞∫
0

e−z√
z

N∏
k=1

 ∞∫
0

e−y
2
k/4zjνk(xkyk)y

2νk+1
k dyk

 n∏
k=N+1

∫
R

e−y
2
k/4ze−ixkykdyk

 dz

(3.4)

elde edilir. Bu son ifade de öncelikle
∞∫

0

e−y
2
k/4zjνk(xkyk)y

2νk+1
k dyk

integralini hesaplayalım. Bunun için jp(t) = 2pΓ(p + 1)Jp(t)

tp
, p > −1

2
eşitliğini

kullanalım. Dolayısıyla

jνk(xkyk) = 2νkΓ(νk + 1)
Jνk(xkyk)

(xkyk)νk

10
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ve
∞∫

0

e−y
2
k/4zjνk(xkyk)y

2νk+1
k dyk = 2νkΓ(νk + 1)

∞∫
0

e−y
2
k/4zJνk(xkyk)x

−νk
k y−νkk y2νk+1

k dyk

= 2νkΓ(νk + 1)x−νkk

∞∫
0

e−y
2
k/4zJνk(xkyk)y

νk+1
k dyk

= 2νkΓ(νk + 1)x−νkk xνkk (2z)νk+1e−x
2
kz

= 22νk+1Γ(νk + 1)zνk+1e−x
2
kz

elde edilir. Burada aşağıdaki Gradshteyn-Ryzhik (1994)’in 706. sayfasındaki formül

∞∫
0

yν+1e−αy
2

Jν(βy)dy =
βν

(2α)ν+1
e−β

2/4α, (Reα > 0,Re ν > −1)

kullanılmıştır. Ayrıca ∫
R

e−y
2
k/4ze−ixkykdyk = 2

√
πze−x

2
kz

dir. Böylece bulduklarımızı (3.4) ifadesinde yerine yazarak

(Fνe
−|y|)(x) =

1√
π

∞∫
0

e−z√
z

N∏
k=1

(22νk+1Γ(νk + 1)zνk+1e−x
2
kz)

n∏
k=N+1

(2
√
πze−x

2
kz)dz

=
1√
π

22|ν|+N2n−N(
√
π)n−N

N∏
k=1

Γ(νk + 1)

∞∫
0

e−z√
z
z
|ν|+N

(
√
z)n−Ne−|x|

2zdz

= 22|ν|+nπ
n−N−1

2

N∏
k=1

Γ(νk + 1)

∞∫
0

e−(1+|x|2)zz|ν|+
N+n−1

2 dz

= · · · t = (1 + |x|2)z, dt = (1 + |x|2)dz · · ·

= 22|ν|+nπ
n−N−1

2

N∏
k=1

Γ(νk + 1)

∞∫
0

e−t(1 + |x|2)−|ν|−
N+n−1

2 t|ν|+
N+n−1

2 (1 + |x|2)−1dt

= 22|ν|+nπ
n−N−1

2

N∏
k=1

Γ(νk + 1)(1 + |x|2)−(|ν|+N+n+1
2 )

∞∫
0

e−tt|ν|+
N+n−1

2 dt

= 22|ν|+nπ
n−N−1

2

N∏
k=1

Γ(νk + 1)(1 + |x|2)−(|ν|+N+n+1
2 )Γ(|ν|+ N + n+ 1

2
)

bulunur.

11
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Ayrıca

c(n, ν,N) =

[
(2π)n−N22|ν|

N∏
k=1

Γ2(νk + 1)

]−1

(
√
c(n, ν,N))−1 = (2π)

n−N
2 2|ν|

N∏
k=1

Γ(νk + 1)

dir. Buradan

(Fνe
−|y|)(x) = (

√
c(n, ν,N))−12|ν|+

n+N
2

1√
π

Γ(|ν|+
N+n+1

2 )

(1 + |x|2)
|ν|+N+n+1

2

olur.

Bundan başka

Fν(f(λy))(x) =

∫
RnN,+

f(λy)e−i〈xq,yq〉
N∏
k=1

jνk(xkyk)(y
p)2ν+1dy

= · · · z = λy, dz = λndy · · ·

=

∫
RnN,+

f(z)e
−i

〈
xq, z

q
λ

〉 N∏
k=1

jνk(xk
zk
λ

)λ−2|ν|−N(z p)2ν+1λ−ndz

= λ−2|ν|−N−n(Fνf(y))(
x

λ
), λ > 0

dir.

Böylece

Fν(e
−t|y|)(x) = t

−2|ν|−N−n
(Fνe

−|y|)(
x

t
), t > 0

= t
−2|ν|−N−n

(√
c(n, ν,N)

)−1

2|ν|+
n+N

2
1√
π

Γ(|ν|+
N+n+1

2 )

(1 + |x|2
t2

)
|ν|+N+n+1

2

=
(√

c(n, ν,N)
)−1 1√

2π
2|ν|+

n+N+1
2 Γ(|ν|+

n+N+1
2 )

t

(t2 + |x|2)|ν|+
N+n+1

2

olur. Buradan genelleşmiş Poisson çekirdeği

Pν(|x| ; t) =
√
c(n, ν,N)

1√
2π

2|ν|+
n+N+1

2 Γ(|ν|+
n+N+1

2 )
t

(t2 + |x|2)|ν|+
N+n+1

2

(3.5)

ile tanımlanır.

Aşağıda genelleşmiş Poisson çekirdeğinin temel özelliklerini ifade edip, ispatlayaca-

ğız.

12
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Teorem 3.6. 1)

Fν(Pν(·; t))(x) = e−t|x|, t > 0; (3.6)

2)

‖Pν(·; t)‖1,ν = 1, t > 0; (3.7)

3)

Pν(|x| ; t) ≥ 0, ∀x ∈ Rn
N,+, t > 0;

4)

Pν(|x| ; t+ s) = Pν(|x| ; t)⊗ Pν(|x| ; s) ≡
∫

RnN,+

Pν(|y| ; t)T y(Pν(|x| ; s))(yp)2ν+1dy;

5)

Pν(|x| ; t) = t−(2|ν|+N+n)

Pν(t
−1 |x| ; 1), t > 0. (3.8)

İspat 1) (3.6) ifadesini kanıtlamak için eşitliğin her iki yanından ters Fourier-Bessel

dönüşümü almak yeterlidir. Şöyle ki

F−1
ν (e−t|·|)(x) = c(n, ν,N)Fν(e

−t|·|)(xp,−xq)

= c(n, ν,N)
(√

c(n, ν,N)
)−1 1√

2π
2|ν|+

n+N+1
2 Γ(|ν|+

n+N+1
2 )

t

(t2 + |x|2)|ν|+
N+n+1

2

= Pν(|x| ; t)

2) (3.6) ifadesinden∫
RnN,+

Pν(|y| ; t)e−i〈x
q,yq〉

N∏
k=1

jνk(xkyk)(y
p)2ν+1dy = e−t|x|, t > 0

eşitliğini yazarız. Bu eşitliğin iki yanında x = 0 yazarak ve jp(0) = 1 eşitliğini kullanarak∫
RnN,+

Pν(|y| ; t)(yp)2ν+1dy = 1

eşitliği elde edilir.

3) Genelleşmiş Poisson çekirdeğinin tanımından ∀x ∈ Rn
N,+, t > 0 için istenilen

açıktır.

13
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4) Bu son ifade genelleşmiş Poisson çekirdeğinin yarı-grup özelliğidir ve eşitliğin, her

iki yanından Fourier - Bessel dönüşümü elde edilir.

5) Genelleşmiş Poisson çekirdeğinin (3.5) tanımını aşağıdaki gibi yazalım. Böylece

Pν(λ |x| ;λt) =
√
c(n, ν,N)

1√
2π

2|ν|+
n+N+1

2 Γ(|ν|+
n+N+1

2 )
λt

(λ2t2 + λ2 |x|2)|ν|+
N+n+1

2

= λ−2|ν|−N−nPν(|x| ; t)

olur. Bu son ifadede λ = 1
t

alınırsa

Pν(|x| ; t) = t
−(2|ν|+N+n)

Pν(t
−1 |x| ; 1), t > 0

elde edilir. �

Şimdi genelleşmiş kaymanın doğurduğu girişim tipli integral operatörü olan genelleş-

miş Poisson integralini tanımlayabiliriz. f fonksiyonunun genelleşmiş Poisson integrali

Vtf, t > 0 ile gösterilir ve

(Vtf)(x) = (f ⊗ Pν(·; t))(x) =

∫
RnN,+

Pν(|y| ; t)T yf(x)(yp)2ν+1dy (3.9)

ile tanımlanır. Genelleşmiş Poisson integralinin VtVkf = Vt+kf, (t, k > 0) yarı-grup

özelliği Fourier-Bessel dönüşümü kullanılarak görülür:

Fν(Vt+kf)(x) = e−(t+k)|x|(Fνf)(x)

= e−t|x|(e−k|x|(Fνf)(x))

= e−t|x|Fν(Vkf)(x)

= Fν(VtVkf)(x).

Aşağıdaki teorem ile genelleşmiş Poisson integralinin bazı temel özelliklerini ifade

edeceğiz.

Teorem 3.7. Genelleşmiş Poisson integrali Vtf, t > 0 (3.9) ifadesinde tanımlandığı gibi

olsun. Bu durumda f ∈ Lp,ν(Rn
N,+), 1 ≤ p ≤ ∞ için

1)

‖Vtf‖p,ν ≤ ‖f‖p,ν , t > 0 (3.10)

14
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2)

sup
t>0
|(Vtf)(x)| ≤ (Mνf)(x), t > 0, x ∈ Rn

N,+ (3.11)

dir. Burada Mνf , genelleşmiş kaymanın doğurduğu Hardy-Littlewood maksimal opera-

törüdür ve

(Mνf)(x) = sup
r>0

1

rn+2|ν|+Nω(n, ν,N)

∫
E(0,r)

T yf(x)(yp)2ν+1dy (3.12)

ile tanımlanır. Burada belirtmek gerekir ki bu operatör 1 < p ≤ ∞ için güçlü-(Lp,ν , Lp,ν)

ve zayıf-(L1,ν , L1,ν) etki göstermektedir, (Guliev 2003).

3)

sup
x∈RnN,+

|(Vtf)(x)| ≤ ct
−(2|ν|+n+N)/p ‖f‖p,ν , (1 ≤ p <∞). (3.13)

4)

lim
t−→0+

(Vtf)(x) = f(x) (3.14)

dir. Burada limitLp,ν normunda ve h.h.x ∈ Rn
N,+ için noktasaldır. Ayrıca f ∈ L∞,v(Rn

N,+) ≡

C0(Rn
N,+) için yakınsama düzgündür.

İspat 1) f ∈ Lp,ν(Rn
N,+), 1 ≤ p ≤ ∞ için Minkowski integral eşitsizliğini, (3.2) ve

(3.7) ifadelerini kullanılarak

‖Vtf‖p,ν =

∥∥∥∥∥∥∥
∫

RnN,+

Pν(|y| ; t)T yf(x)(yp)2ν+1dy

∥∥∥∥∥∥∥
p,ν

=

 ∫
RnN,+

∣∣∣∣∣∣∣
∫

RnN,+

Pν(|y| ; t)T yf(x)(yp)2ν+1dy

∣∣∣∣∣∣∣
p

(xp)2ν+1dx


1/p

≤
∫

RnN,+

 ∫
RnN,+

(
Pν(|y| ; t))p |T yf(x)|p (xp)2ν+1dx

)1/p
(yp)2ν+1dy


=

∫
RnN,+

Pν(|y| ; t) ‖T yf‖p,ν (yp)2ν+1dy

= ‖T yf‖p,ν ‖Pν(·; t)‖1,ν

≤ ‖f‖p,ν
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elde edilir. Bu genelleşmiş Poisson integralinin Lp,ν(Rn
N,+) uzayından Lp,ν(Rn

N,+),

1 ≤ p ≤ ∞ uzayına sınırlı olması demektir.

2) (3.11) eşitsizliğini kanıtlamak için öncelikle aşağıdaki eşitsizliği gösterelim.

ϕ ∈ L1,ν , radyal (ϕ(x) = ϕ(|x|)) ve ψ(r) = ϕ(|x|), r > 0 negatif olmayan ve [0,∞) da

azalan fonksiyon olmak üzere f ∈ Lp,ν(Rn
N,+), 1 ≤ p ≤ ∞ için

sup
r>0
|(f ⊗ ϕr)(x)| ≤ ‖ϕ‖1,ν (Mνf)(x) (3.15)

eşitsizliği sağlanır. Burada ϕr(x) = r−n−2|ν|−Nϕ(x
r
), r > 0 dir. Bu eşitsizliği ilk olarak

basamak fonksiyonları için görelim.

ϕ(x) =

 1
ω(n,ν,N)

, x ∈ E(0, 1)

0 , x ∈ Rn
N,+\E(0, 1)

olsun. Açıktır ki ‖ϕ‖1,ν = 1 dir. Buradan

sup
r>0
|(f ⊗ ϕr)(x)| = sup

r>0

1

rn+2|ν|+Nω(n, ν,N)

∫
E(0,r)

T yf(x)(yp)2ν+1dy = (Mνf)(x)

olur. Burada Mνf, (3.12) de tanımlanan Hardy-Littlewood maksimal operatörüdür. Şimdi

ϕ basamak fonksiyonlarının lineer bileşimi olmak üzere

ϕ(x) =
m∑
k=1

ckχ(x)E(0,tk); ck ≥ 0

şeklinde alınırsa

|(f ⊗ ϕr)(x)| =
m∑
k=1

ck
rn+2|ν|+N

∫
E(0,rtk)

T yf(x)(yp)2ν+1dy

=
m∑
k=1

ckω(n, ν,N)t
n+2|ν|+N
k

(rtk)n+2|ν|+N

∫
E(0,rtk)

T yf(x)(yp)2ν+1dy

≤ (Mνf)(x)
m∑
k=1

ckω(n, ν,N)t
n+2|ν|+N
k

= (Mνf)(x)
m∑
k=1

ck

 ∫
E(0,tk)

(yp)2ν+1dy


= (Mνf)(x)

m∑
k=1

ck

 ∫
RnN,+

χ(y)E(0,tk)(y
p)2ν+1dy


16
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= (Mνf)(x)

∫
RnN,+

(
m∑
k=1

ckχ(y)E(0,tk)

)
(yp)2ν+1dy

= ‖ϕ‖1,ν (Mνf)(x)

olur. Buradan

sup
r>0
|(f ⊗ ϕr)(x)| ≤ ‖ϕ‖1,ν (Mνf)(x)

bulunur. Basamak fonksiyonları Lp,ν
(
Rn
N,+

)
, 1 ≤ p ≤ ∞ uzayında yoğun olduğundan

ispat herhangi f ∈ Lp,ν
(
Rn
N,+

)
için yaklaşım yöntemi ile tamamlanır. Şimdi (3.15) eşit-

sizliğinde ϕ fonksiyonu olarak genelleşmiş Poisson çekirdeğini alırsak (3.11) eşitsizliğini

elde ederiz.

3) (3.13) eşitsizliği görmek için Hölder eşitsizliğinden faydalanacağız. Böylece (3.2)

ve (3.8) ifadelerini göz önüne alınarak ve 1
p

+ 1
q

= 1 olmak üzere

|(Vtf)(x)| = |(f ⊗ Pν(·; t)) (x)| ≤
∫

RnN,+

|T yf(x)|Pν(|y| ; t)(yp)2ν+1dy

≤

 ∫
RnN,+

|T yf(x)|p (yp)2ν+1dy


1/p ∫

RnN,+

|Pν(|y| ; t)|q (yp)2ν+1dy


1/q

= ‖T yf‖p,ν

 ∫
RnN,+

t
−(2|ν|+n+N)q ∣∣Pν(t−1 |y| ; 1)

∣∣q (yp)2ν+1dy


1/q

= · · · z = t−1y, dz = t−ndy, (yp)2ν+1 = t2|ν|+N
(
z
p
)2ν+1

· · ·

≤ ‖f‖p,ν t
−(2|ν|+n+N)

t
(2|ν|+n+N)/q

∫
RnN,+

|Pν(|z| ; 1)|q (z p)2ν+1dz

= ct
−(2|ν|+n+N)/p ‖f‖p,ν

elde edilir. Burada c−sabiti

c =

∫
RnN,+

|Pν(|z| ; 1)|q (z p)2ν+1dz

dir. Son olarak her iki yandan x ∈ Rn
N,+ ler üzerinden supremum alınarak (3.13) eşitsizliği

elde edilir.

4) Önce Lp,ν−normunda yakınsamayı gösterelim. Bunun için Minkowski eşitsizliğini
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ve (3.7) ifadesini göz önüne alarak

‖Vtf − f‖p,ν =

∥∥∥∥∥∥∥
∫

RnN,+

Pν(|y| ; t) (T yf(x)− f(x)) (yp)2ν+1dy

∥∥∥∥∥∥∥
p,ν

≤
∫

RnN,+

Pν(|y| ; t) ‖T yf(·)− f(·)‖
p,ν

(yp)2ν+1dy

eşitsizliği elde edilir. Buradan yukarıdaki eşitsizliğin sağ tarafına (3.8) ifadesi olan

Pν(|y| ; t) = t
−(2|ν|+N+n)

Pν(t
−1 |y| ; 1), t > 0

eşitliği uygulanırsa ve ardından y = t |z| ; dy = tndz değişken değişimi yapılarak

‖Vtf − f‖p,ν ≤ t
−(2|ν|+N+n)

∫
RnN,+

Pν(t
−1 |y| ; 1) ‖T yf(·)− f(·)‖

p,ν
(yp)2ν+1dy

= t
−(2|ν|+N+n)

t
2|ν|+N+n

∫
RnN,+

Pν(|z| ; 1)
∥∥T t|z|f(·)− f(·)

∥∥
p,ν

(z·)2ν+1dz

elde edilir. Son olarak Lebesque’in baskın yakınsama teoremini ve Löfström-Peetre

(1969)’nin

lim
t→0

∥∥T tf(·)− f(·)
∥∥
p,ν

= 0

eşitliği kullanılarak lim
t→0
‖Vtf − f‖p,ν = 0 bulunur. İspatın geri kalan kısmı, Aliev-Bayrakci

(1998) makalesindeki Teorem2.2’nin benzeridir. �

Bu bölümde son olarak esas teoremin ispatında kullanacağımız önteoremleri ispatsız

ifade edeceğiz.

3.3. Yardımcı Önteoremler

Önteorem 3.8. (Aliev ve Rubin (2001))

µ, [0,∞) aralığında tanımlı sonlu Borel ölçümü ve λ ≥ 0 olsun. Ayrıca µ−ölçümünün

(λ+ 1). mertebeden kesirsel Rieamann-Liouville integrali

(
Iλ+1µ

)
(s) =

1

Γ(λ+ 1)

s∫
0

(s− t)λdµ(t)

18



MATERYAL VE METOT N. TAŞKIN

olmak üzere

kλ(s) =
1

s

(
Iλ+1µ

)
(s) (3.16)

olsun. Bu durumda eğer

∞∫
0

tjdµ(t) = 0, j = 0, 1, · · · , [λ] (λ’nın tam kısmı)

ve
∞∫

1

tγd |µ| (t) <∞, γ > λ

ise

c(µ, λ) ≡
∞∫

0

kλ(s)ds =


Γ(−λ)

∞∫
0

tλd |µ| (t), t /∈ Z+

(−1)λ+1

λ!

∞∫
0

tλ log td |µ| (t), t ∈ Z+

(3.17)

dir. Dahası µ̃(t) =
∞∫
0

e−tzd |µ| (z), µ−ölçümünün Laplace dönüşümü ise

c(µ, λ) ≡
∞∫

0

µ̃(t)

tλ+1
dt (3.18)

dir.

Önteorem 3.9. (Gradshteyn ve Ryzhik (1994)

2∫
1

t−α−1(η − t)α−1dt =
Γ(α)

Γ(α + 1)

1

η
(η − 1)α, (η > 1, α > 0). (3.19)
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4. BULGULAR VE TARTIŞMA

Bu tez çalışmasında amacımız öncelikle genelleşmiş kaymanın doğurduğu Flett potansi-

yelini tanımlamak ve ardından uygun dalgacık dönüşüm ile bu potansiyellerin terslerini

veren formülleri ispatlamaktır.

4.1. Flett Potansiyelleri ve Bazı Özellikleri

Flett potansiyeli Fα, (α > 0)

Fαf(x) =
1

Γ(α)

∞∫
0

tαe−t(Vtf)(x)
dt

t
(4.20)

ile tanımlanır. Burada Vtf, f fonksiyonunun (3.9) ile tanımlanan genelleşmiş Poisson

integralidir.

Aşağıdaki teorem Flett potansiyelinin bazı özelliklerini verir.

Teorem 4.10. f ∈ Lp,ν (Rn
N,+), 1 ≤ p ≤ ∞ olsun. f fonksiyonunun Flett potansiyeli

Fαf, (α > 0) (4.20) deki gibi tanımlansın.

Buradan

i) Fαf, (α > 0) için Lp,ν (Rn
N,+) uzayında sınırlıdır. Yani,

‖Fαf‖p,ν ≤ ‖f‖p,ν , 1 ≤ p ≤ ∞

dir.

ii) Fαf, (α > 0) operatörünün Fourier-Bessel çarpanı (multiplier)

M(x) = (1 + |x|)−α

dir. Şöyle ki ∀f ∈ S(Rn
N,+) için

Fν(Fαf)(x) = (1 + |x|)−αFν(f)(x), x ∈ Rn
N,+ (4.21)

dir.

iii) Fα, (α > 0) operatörü S(Rn
N,+) Schwartz uzayında bir otomorfizmdir. Yani,

Fα : S(Rn
N,+)→ S(Rn

N,+).

iv) Fα, (α > 0) Flett potansiyeli aşağıdaki yarıgrup özelliğine sahiptir:

Fα1+α2f = Fα1(Fα2f), f ∈ Lp,ν (Rn
N,+).

20



BULGULAR VE TARTIŞMA N. TAŞKIN

İspat i) Minkowski integral eşitsizliği ve (3.10) ifadesi göz önüne alınarak

‖Fαf‖p,ν ≤
1

Γ(α)

∞∫
0

tα−1e−t ‖Vtf‖p,ν dt

≤ 1

Γ(α)
‖f‖p,ν

∞∫
0

tα−1e−tdt

= ‖f‖p,ν

elde edilir. Burada Γ(α) =
∞∫
0

tα−1e−tdt dir.

ii) Önce Fubini teoremini kullanarak

Fν(Fαf)(x) =

∫
Rn
N,+

(Fαf)(y)e−i<x
q,yq>

N∏
k=1

jvk(xkyk)(y
p)2ν+1dy

=

∫
Rn
N,+

e−i<x
q,yq>

N∏
k=1

jvk(xkyk)(y
p)2ν+1

 1

Γ(α)

∞∫
0

tα−1e−t(Vtf)(y)dt

 dy

=
1

Γ(α)

∞∫
0

tα−1e−t

 ∫
Rn
N,+

(Vtf)(y)e−i<x
q,yq>

N∏
k=1

jvk(xkyk)(y
p)2ν+1dy

 dt

=
1

Γ(α)

∞∫
0

tα−1e−tFν(Vtf)(x)dt (4.22)

elde edilir. Diğer yandan genelleşmiş Poisson integrali Vtf, t > 0 tanımından

Fν(Vtf)(x) = Fν (f ⊗ Pv(·; t)) (x)

= e−t|x|Fν(f)(x)

dir. Böylece (4.22) den

Fν(Fαf)(x) =
1

Γ(α)

∞∫
0

tα−1e−t(1+|x|)Fν(f)(x)dt

= · · · τ = t(1 + |x|), dτ = (1 + |x|)dt · · ·

= Fν(f)(x)

 1

Γ(α)

∞∫
0

τα−1(1 + |x|)1−αe−τ (1 + |x|)−1dτ


= (1 + |x|)−αFν(f)(x)

olur. Burada Gamma fonksiyonu Γ(α) =
∞∫
0

τα−1e−τdτ dir.
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iii) Fourier-Bessel dönüşümü Fν , S(Rn
N,+) Schwartz uzayında bir otomorfizm olduğundan

herhangi ϕ ∈ S(Rn
N,+) için (4.21) formülüne göre

Fν(Fαϕ)(ξ) = (1 + |ξ|)−αFν(ϕ)(ξ), x ∈ Rn
N,+

eşitliği sağlanır. Buradan

(Fαϕ)(x) = F−1
ν

[
(1 + |ξ|)−αFν(ϕ)(ξ)

]
(x)

ve Fαϕ ∈ S(Rn
N,+) dir.

iv) (4.21) ifadesi göz önüne alınarak herhangi f ∈ S(Rn
N,+) fonksiyonu için Fourier-

Bessel çarpanı terimlerinde

Fν(Fα1+α2f) = (1 + |x|)−(α1+α2)(Fνf)

= (1 + |x|)−α1Fν(Fα2f)

= Fν(Fα1Fα2f)

elde edilir. Bu eşitliğin Lp,ν (Rn
N,+) uzayında sağlanması Flett potansiyelinin Lp,ν (Rn

N,+)

uzayında sınırlılığının ve S(Rn
N,+) Schwartz uzayının Lp,ν (Rn

N,+) uzayında yoğun olma-

sının bir sonucudur. �

(4.21) eşitliği, Flett potansiyelinin I + (−∆B)1/2 operatörünün −α. mertebeden ne-

gatif kesirsel kuvveti şeklinde yorumlanabileceğini gösterir. Şöyle ki

Fαf = (I + (−∆B)1/2)−αf, f ∈ S(Rn
N,+).

Burada ∆B, (3.1) ile tanımlanan Laplace-Bessel diferansiyel operatörü ve I, birim opera-

tördür.

Teorem 4.11. Genelleşmiş Poisson integrali Vtf, (t > 0) ile Flett potansiyeliFαf, (α > 0)

Lp,ν (Rn
N,+) (1 ≤ p ≤ ∞) uzayında değişme özelliğine sahiptir.

İspat ∀f ∈ S(Rn
N,+) için Fourier-Bessel dönüşümü dilinde

Fν(Fα(Vtf)(x) = (1 + |x|)−αFν(Vtf)(x)

= (1 + |x|)−αe−t|x|Fν(f)(x)

= Fν(Vt(Fαf))(x)
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olur. Genel durum S(Rn
N,+) Schwartz uzayının Lp,ν (Rn

N,+) uzayında yoğun olmasının bir

sonucudur. �

Şimdi bu aşamada genelleşmiş Poisson integrali tarafından doğurulan dalgacık tipli

(wavelet like) dönüşümü tanımlayabiliriz.

Tanım 4.12. µ, [0,∞) aralığında tanımlı dalgacık (wavelet) ölçümü olsun. Yani, µ, [0,∞)

aralığında tanımlı sonlu Borel ölçümü, µ {[0,∞)} ≡
∞∫
0

dµ(t) = 0 ve onun tam varyas-

yonu

‖µ‖ =

∞∫
0

d |µ| (t) < 0

olsun. Genelleşmiş Poisson integrali Vtf ve µ Borel ölçümü tarafından doğrulan dalgacık

tipli dönüşüm

(Wµ,νf)(x, y) =

∫
[0,∞)

e−ty(Vtyf)(x)dµ(t), x ∈ Rn
N,+, y > 0 (4.23)

ile tanımlanır.

(3.14) ifadesini dikkate alarak e−ty(Vtyf)(x) |t=0= f(x) olarak kabul edebiliriz. Böy-

lece (4.23) den

(Wµ,νf)(x, y) =

∞∫
0

e−ty(Vtyf)(x)dµ(t) + µ {0} f(x) (4.24)

olur.

Dalgacık tipli dönüşüm Wµ,νf, Lp,ν (Rn
N,+) uzayında iyi tanımlıdır. Minkowski in-

tegral eşitsizliği ve (3.10) ifadesi kullanılarak

‖(Wµ,νf)(·, y)‖p,ν ≤
∞∫

0

e−ty ‖Vtyf‖p,ν d |µ| (t) ≤ ‖µ‖ ‖f‖p,ν

elde edilir. Bu son eşitsizlik aynı zamanda dalgacık tipli dönüşümün Lp,ν (Rn
N,+),

1 ≤ p ≤ ∞ uzayında sınırlılığı demektir.

Aşağıdaki teorem Flett potansiyeli Fα, (α > 0)’nin dalgacık-tipli dönüşüm Wµ,ν ile

ifade edilebileceğini verir.
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Teorem 4.13. f ∈ Lp,ν (Rn
N,+), 1 ≤ p ≤ ∞ fonksiyonunun Flett potansiyeliFαf, (α > 0)

ve Wµ,νf de (4.24) ile tanımlanan dalgacık-tipli dönüşüm olsun. Eğer
∞∫

0

t−αd |µ| (t) <∞ ve Cα,µ =

∞∫
0

t−αdµ(t) 6= 0 (4.25)

ise

(Fαf)(x) =
1

Γ(α)Cα,µ

∞∫
0

yα(Wµ,νf)(x, y)
dy

y

dir.

İspat Öncelikle (4.25) koşulundan µ {0} = 0 elde edilir. Dolayısıyla (4.24) ifadesine ve

Fubini teoremine göre
∞∫

0

yα(Wµ,νf)(x, y)
dy

y
=

∞∫
0

yα

 ∞∫
0

e−ty(Vtyf)(x)dµ(t)

 dy

y

=

∞∫
0

 ∞∫
0

yαe−ty(Vtyf)(x)
dy

y

 dµ(t)

= · · · z = ty, dz = tdy · · ·

=

∞∫
0

 ∞∫
0

zαt−αe−z(Vzf)(x)
t

z

dz

t

 dµ(t)

=

∞∫
0

t−α

 ∞∫
0

zαt−αe−z(Vzf)(x)
dz

z

 dµ(t)

= Cα,µ(Γ(α))(Fαf)(x)

elde edilir. İspatı tamamlamak için Fubini teoreminin uygulanabilirliğini göstermemiz

gerekir. Bunun için aşağıdaki tekrar integralin mutlak yakınsaklığına bakmalıyız. Böylece∣∣∣∣∣∣
∞∫

0

t−α

 ∞∫
0

zαe−z(Vzf)(x)
dz

z

 dµ(t)

∣∣∣∣∣∣ ≤

≤
∞∫

0

t−α

 ∞∫
0

zαe−z |(Vzf)(x)| dz
z

 d |µ| (t)

≤ sup
z>0
|(Vzf)(x)|

∞∫
0

t−α

 ∞∫
0

zα−1e−zdz

 d |µ| (t)

≤ (Mνf)(x)Γ(α)

∞∫
0

t−αd |µ| (t) <∞, h.h.x ∈ Rn
N,+
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dir. Burada Mνf, (3.12) ile tanımlanan Hardy-Littlewood maksimal fonksiyonudur ve

h.h.x ∈ Rn
N,+ için sonludur. �

4.2. Flett Potansiyeli İçin Ters Bulma Formülü

Bu tez çalışmamızda esas amacımız, Laplace-Bessel diferansiyel operatörü ∆B va-

sıtasıyla genelleşmiş Poisson integralinin doğurduğu Flett potansiyelinin tersini uygun

dalgacık-tipli dönüşüm ile belirlemek idi. Bu aşamada tezimizin esas teoremini ifade edip,

ispatlayabiliriz. Teoremin ispatı Aliev ve Rubin (2005) ’nin geliştirdiği tekniğe dayan-

maktadır.

Teorem 4.14. Fαf, α > 0 Flett potansiyeli ve Wµ,νf ise (4.24) ile tanımlanan dalgacık

tipli dönüşüm olsun. Ayrıca [0,∞) aralığında tanımlanan sonlu Borel ölçümü µ aşağıdaki

koşulları sağlasın:
∞∫

1

tγd |µ| (t) <∞, bazı γ > α

ve
∞∫

0

tjdµ(t) = 0, j = 0, 1, 2, · · · , [α] (α’nın tam değeri).

Bu durumda
∞∫

0

y−α (Wµ,νFαf) (x, y)
dy

y
= C(µ, α)f(x) (4.26)

dir. Burada C(µ, α) sabiti (3.17) ve (3.18) eşitlikleri ile tanımlıdır.

(4.26) ifadesi

∞∫
0

y−α (Wµ,νFαf) (x, y)
dy

y
= lim

ε→0

∞∫
ε

y−α (Wµ,νFαf) (x, y)
dy

y

şeklindedir ve limit Lp,ν (Rn
N,+) uzayının normunda, h.h.x ∈ Rn

N,+ için noktasal düşünül-

mektedir. Ayrıca f ∈ C0(Rn
N,+) ise yakınsama tüm Rn

N,+ uzayında düzgün yakınsamadır.
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İspat f ∈ Lp,ν (Rn
N,+) olsun. Teorem 4.3 ’i kullanarak

(Wµ,νFαf) (x, y) =

∞∫
0

e−ty(VtyFαf)(x)dµ(t)

=

∞∫
0

e−ty(FαVtyf)(x)dµ(t)

=
1

Γ(α)

∞∫
0

e−ty

 ∞∫
0

zα−1e−z(VzVtyf)(x)dz

 dµ(t)

elde edilir. Genelleşmiş Poisson integralinin yarı-grup özelliğini dikkate alarak

(Wµ,νFαf) (x, y) =
1

Γ(α)

∞∫
0

e−ty

 ∞∫
0

zα−1e−z(Vz+tyf)(x)dz

 dµ(t)

= · · · s = z + ty, ds = dz · · ·

=
1

Γ(α)

∞∫
0

∞∫
0

(s− ty)α−1
+ e−s(Vsf)(x)dsdµ(t)

olur. Burada

(s− ty)+ =

{
s− ty ; s > ty

0 ; s ≤ ty

dir. Bundan sonra bu son eşitsizliği ve Fubini teoremini uygulayarak verilen ε > 0 için

∞∫
ε

y−α (Wµ,νFαf) (x, y)
dy

y

=
1

Γ(α)

∞∫
ε

y−α−1

 ∞∫
0

∞∫
0

(s− ty)α−1
+ e−s(Vsf)(x)dsdµ(t)

 dy
=

1

Γ(α)

∞∫
0

e−s(Vsf)(x)

 ∞∫
0

tα−1

 ∞∫
ε

y−α−1
(s
t
− y
)α−1

+
dy

 dµ(t)

 ds

=
1

Γ(α)

∞∫
0

e−s(Vsf)(x)

 s/ε∫
0

tα−1

 s/t∫
ε

y−α−1
(s
t
− y
)α−1

dy

 dµ(t)

 ds

=
1

Γ(α)

∞∫
0

e−εs(Vεsf)(x)

 s∫
0

tα−1

 εs/t∫
ε

y−α−1
(εs
t
− y
)α−1

dy

 dµ(t)

 εds
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=
1

Γ(α)

∞∫
0

e−εs(Vεsf)(x)

 s∫
0

tα−1

 s/t∫
1

ε−α−1y−α−1εα−1
(s
t
− y
)α−1

εdy

 dµ(t)

 εds

=
1

Γ(α)

∞∫
0

e−εs(Vεsf)(x)

 s∫
0

tα−1

 s/t∫
1

y−α−1
(s
t
− y
)α−1

dy

 dµ(t)

 ds

bulunur. Bu son eşitlikte önce (3.19) ifadesini ve ardından (3.16) eşitliğini göz önüne

alırsak
∞∫
ε

y−α (Wµ,νFαf) (x, y)
dy

y
=

1

Γ(α + 1)

∞∫
0

e−εs(Vεsf)(x)
1

s

 s∫
0

(s− t)α dµ(t)

 ds

=

∞∫
0

e−εs(Vεsf)(x)kα(s)ds (4.27)

dir. Burada C(µ, α) sabiti (3.17) ve (3.18) olmak üzere (4.26) eşitliğini Lp,ν (Rn
N,+) uza-

yında kanıtlayalım. Bunun için (4.27) dikkate alınarak
∞∫
ε

y−α
(
Wµ,νF−αf

)
(x, y)

dy

y
− C(µ, α)f(x)

=

∞∫
0

e−εs(Vεsf)(x)kα(s)ds−
∞∫

0

f(x)kα(s)ds

=

∞∫
0

[
e−εs(Vεsf)(x)− f(x)

]
kα(s)ds

=

∞∫
0

e−εs ((Vεsf)(x)− f(x)) kα(s)ds+ f(x)

∞∫
0

(
e−εs − 1

)
kα(s)ds

olur ve Minkowski integral eşitsizliği uygulayarak∥∥∥∥∥∥
∞∫
ε

y−α−1 (Wµ,vFαf) (·, y)dy − C(µ, α)f

∥∥∥∥∥∥
p,ν

≤

≤
∞∫

0

e−εs ‖Vεsf − f‖p,ν |kα(s)| ds+ ‖f‖
p,ν

∞∫
0

∣∣1− e−εs∣∣ |kα(s)| ds (4.28)

elde ederiz. Bundan sonraki aşama için Lebesque baskın yakınsama teoremini uygulaya-

cağız.

0 < e−εs < 1,
∣∣1− e−εs∣∣ < 2,

∞∫
0

|kα(s)| ds <∞
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ve ‖Vεsf − f‖p,ν ≤ 2 ‖f‖
p,ν

olduğundan ve

lim
ε→0
‖Vεsf − f‖p,ν = 0 ; lim

ε→0
(1− e−εs) = 0

eşitlikleri sağlandığından yukarıdaki (4.28) eşitsizliğinin sağ tarafı ε→ 0 iken sıfıra gider

ve dolayısıyla

lim
ε→0

∥∥∥∥∥∥
∞∫
ε

y−α−1 (Wµ,νFαf) (·, y)dy − C(µ, α)f

∥∥∥∥∥∥
p,ν

= 0

bulunur. Bu eşitlik şöyle de yazılabilir:

Lp,ν (Rn
N,+)− lim

ε→0

∞∫
ε

y−α (Wµ,νFαf) (x, y)
dy

y
= C(µ, α)f(x).

p =∞ durumunda, L∞,v(Rn
N,+) ≡ C0(Rn

N,+) kabul ettiğimizden f ∈ C0(Rn
N,+) için ya-

kınsama düzgün yakınsamadır, benzer şekilde gösterilir ve norm olarak supremum normu

kullanılır.

Şimdi de ε > 0 parametresine bağlı olan
∞∫
ε

y−α−1 (Wµ,νFαf) (x, y)dy , (x ∈ Rn
N,+ , f ∈ Lp,ν (Rn

N,+))

fonksiyonlar ailesinin ε → 0 iken C(µ, α)f(x) değerine noktasal yakınsaklığını incele-

yelim. Bunun için Kaynak Taramasında ifade ettiğimiz Önteorem 2.5 ’i uygulayacağız.

Daha doğrusu Reel analizin iyi bilinen maksimal operatör tekniğini uygulayacağız. Önte-

orem 2.5 ’i kullanabilmemiz için {Tε}ε>0 lineer operatörler ailesini şöyle tanımlayalım:

(Tεf) (x) =

∞∫
ε

y−α−1 (Wµ,νFαf) (x, y)dy , (x ∈ Rn
N,+ , f ∈ Lp,ν (Rn

N,+)).

Böylece (3.11) ve (4.27) ifadeleri kullanılarak

sup
ε>0
|(Tεf) (x)| = sup

ε>0

∣∣∣∣∣∣
∞∫
ε

y−α−1 (Wµ,νFαf) (x, y)dy

∣∣∣∣∣∣
= sup

ε>0

∣∣∣∣∣∣
∞∫
ε

e−εs(Vεsf)(x)kα(s)ds

∣∣∣∣∣∣
≤ sup

y>0
|(Vyf) (x)|

∞∫
0

|kα(s)| ds

≤ C(Mνf)(x)
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elde edilir. Burada Mνf, genelleşmiş kaymanın doğurduğu (3.12) ile tanımlanan Hardy-

Littlewood maksimal fonksiyonudur.Mνf operatörü 1 < p ≤ ∞ için
(
Lp,ν (Rn

N,+), Lp,ν (Rn
N,+)

)
güçlü tipli

(
L1,ν (Rn

N,+), L1,ν (Rn
N,+)

)
zayıf tipli olduğundan

T ∗f(x) = sup
ε>0
|(Tεf) (x)|

olmak üzere T ∗ operatörü de 1 < p < ∞ için
(
Lp,ν (Rn

N,+), Lp,ν (Rn
N,+)

)
güçlü tipli,(

L1,ν (Rn
N,+), L1,ν (Rn

N,+)
)

zayıf tipli olur. Güçlü tipli operatör aynı zamanda zayıf tipli

olduğundan böylece T ∗ operatörünün 1 ≤ p < ∞ için
(
Lp,ν (Rn

N,+), Lp,ν (Rn
N,+)

)
zayıf

tipli olduğunu söyleyebiliriz.

Bundan başka Lp,ν (Rn
N,+), (1 ≤ p <∞) uzayının yoğun alt kümesi olan

C0(Rn
N,+) ∩ Lp,ν (Rn

N,+)

uzayında {Tεf}ε>0 ailesi f fonksiyonuna düzgün (dolayısıyla noktasal) yakınsadığından

Önteorem 2.5’ e göre {Tεf} ailesi ε → 0 iken f fonksiyonuna h.h.y yakınsak olacaktır.

Yani, h.h.x ∈ Rn
N,+ için

lim
ε→0

∞∫
ε

y−α−1 (Wµ,νFαf) (x, y)dy = C(µ, α)f(x)

dir. �
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5. SONUÇLAR

Teorem 5.15. f ∈ Lp,ν (Rn
N,+), 1 ≤ p ≤ ∞ olsun. f fonksiyonunun Flett potansiyeli

Fαf, (α > 0) (4.20) deki gibi tanımlansın.

Buradan

i) Fαf, (α > 0) için Lp,ν (Rn
N,+) uzayında sınırlıdır. Yani,

‖Fαf‖p,ν ≤ ‖f‖p,ν , 1 ≤ p ≤ ∞

dir.

ii) Fαf, (α > 0) operatörünün Fourier-Bessel çarpanı (multiplier)

M(x) = (1 + |x|)−α

dir. Şöyle ki ∀f ∈ S(Rn
N,+) için

Fν(Fαf)(x) = (1 + |x|)−αFν(f)(x), x ∈ Rn
N,+

dir.

iii) Fα, (α > 0) operatörü S(Rn
N,+) Schwartz uzayında bir otomorfizmdir. Yani,

Fα : S(Rn
N,+)→ S(Rn

N,+)

iv) Fα, (α > 0) Flett potansiyeli aşağıdaki yarıgrup özelliğine sahiptir:

Fα1+α2f = Fα1(Fα2f), f ∈ Lp,ν (Rn
N,+)

Teorem 5.16. Genelleşmiş Poisson integrali Vtf, (t > 0) ile Flett potansiyeliFαf, (α > 0)

Lp,ν (Rn
N,+) (1 ≤ p ≤ ∞) uzayında değişme özelliğine sahiptir.

Tanım 5.17. µ, [0,∞) aralığında tanımlı dalgacık (wavelet) ölçümü olsun. Yani, µ, [0,∞)

aralığında tanımlı sonlu Borel ölçümü, µ {[0,∞)} ≡
∞∫
0

dµ(t) = 0 ve onun tam varyas-

yonu

‖µ‖ =

∞∫
0

d |µ| (t) < 0

olsun. Genelleşmiş Poisson integrali Vtf ve µ dalgacık ölçümü tarafından doğrulan dal-

gacık tipli dönüşüm

(Wµ,νf)(x, y) =

∫
[0,∞)

e−ty(Vtyf)(x)dµ(t), x ∈ Rn
N,+, y > 0

ile tanımlanır.
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Teorem 5.18. f ∈ Lp,ν (Rn
N,+), 1 ≤ p ≤ ∞ fonksiyonunun Flett potansiyeliFαf, (α > 0)

ve Wµ,νf de (4.24) ile tanımlanan dalgacık-tipli dönüşüm olsun. Eğer

∞∫
0

t−αd |µ| (t) <∞ ve Cα,µ =

∞∫
0

t−αdµ(t) 6= 0

ise

(Fαf)(x) =
1

Γ(α)Cα,µ

∞∫
0

yα(Wµ,νf)(x, y)
dy

y

dir.

Teorem 5.19. Fαf, α > 0 Flett potansiyeli ve Wµ,νf ise (4.24) ile tanımlanan dalgacık

tipli dönüşüm olsun. Ayrıca [0,∞) aralığında tanımlanan sonlu Borel ölçümü µ aşağıdaki

koşulları sağlasın:
∞∫

1

tγd |µ| (t) <∞, bazı γ > α

ve
∞∫

0

tjdµ(t) = 0, j = 0, 1, 2, · · · , [α] (α’nın tam değeri).

Bu durumda
∞∫

0

y−α (Wµ,νFαf) (x, y)
dy

y
= C(µ, α)f(x)

dir. Burada C(µ, α) sabiti (3.17) ve (3.18) eşitlikleri ile tanımlıdır.

(4.26) ifadesi

∞∫
0

y−α (Wµ,νFαf) (x, y)
dy

y
= lim

ε→0

∞∫
ε

y−α (Wµ,νFαf) (x, y)
dy

y

şeklindedir ve limit Lp,ν (Rn
N,+) uzayının normunda, h.h.x ∈ Rn

N,+ için noktasal düşünül-

mektedir. Ayrıca f ∈ C0(Rn
N,+) ise yakınsama tüm Rn

N,+ uzayında düzgün yakınsamadır.
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