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Bu tezde yarigruplarmn yarilatislerinin (S = (¥;S,)), 6zel bir durumu olan
ve yarigruplarin giiglii yarlatislerinin (S = S[Y;S,;¥, ;1) genellestirilmesi olan
yarigruplarin - temel  yanlatisi (S =7 (Y;S,,®,,;)) tamtilmistir.  Ayrica,
yarigruplarin yarigiiglii yanlatisi (Z(Y;S,,@, ;) ) tanitilns ve zayif sadelestirme

Ozelligine sahip olan bir yar1 giiglii yarilatisin gii¢lii yarilatis oldugunun ispat1
verilmistir.

Bunlarla birlikte kiime degerli fonksiyon kavrami incelenmis, yarigruplarin
diizgiin yari latisi (S =R(Y;S,,p, 4, D, ;)) ve yarigruplarn rafine yarilatisi (
S=[Y;S,,0,4-P, 4]) tanitilmistir. Bu yarilatisler arasindaki iliskiler incelenmis

ve aslinda bunlarm hepsinin yarigruplarin giiclii yarilatislerinin uygun bir
genellemesi oldugu gozlemlenmistir.

Anahtar Kelimeler: Yarigrup, yarilatis, yarigruplarin gii¢lii yarilatisi
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In this thesis, the fundamental semilattice of semigroups (
§=7(;S,,D,z)), which is the special case of semilattices of semigroups (

S=(Y;S,)) and a generalization of strong semilattices of semigroups (
S=S8[Y;S,;p.4]) is introduced. In addition, a quasi-strong semilattice of

semigroups is introduced and given a prof about a quasi-strong semilattice with
number simplification has strong semilattice property.

Along with these, the concept of set-valued mapping from has been

examined, regular semilattice of semigroups (S =%R(Y;S,,p, ;. D, ;) ) and

refined semilattice of semigroups (S =[Y;S,,p, 4, P, 5] ) are introduced. It has

been observed that these half lattices are integrated and a generalization of the full
lattices of properly designed full classes.

Keywords: Semigroup, semilattice, strong semilattice of semigroups
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GENISLETILMIiS OZET

Yarigruplar cebirin en 6nemli alanlarindan biridir. Yarigruplar ile ilgili
caligmalar, Suschkewitsch (1926) tarafindan yapilan, sonlu yarigrubun minimal
idealinin yapisini belirleme ¢alimalarina kadar dayanmaktadir. Bu sonu¢ daha
sonralar1 bagka calismacilar tarafindan herhangi tam basit yarigruplar icin
genellestirilmistir.

Tezin ikinci boliimiinde temel tanim ve kavramlara yer verilmistir. Bir
yarigrup temel olarak, bos kiimeden farkli bir § kiimesi iizerindeki ikili islemle

birlikte birlesme ozelliginin saglandigr kiimedir. Birim elemana sahip olan

yarigruba ise monoid denir. S bir yarigrup ve a €S olsun. Eger a’=aa=a
kosulu saglaniyorsa a ya S nin bir idempotent elemani denir. Tiim elemanlari
idempotent olan yarigruba ise band, degisme 6zelligi saglanmig olan bandlara ise
yarilatis denir. Daha sonra homomorfizm, bagintilar, denklikler, sirali kiimeler, alt
yarilatis, list yarilatis ve tam latis kavramlarindan s6z edilmistir.

S bir yarigrup olmak iizere, x €S icin xXyx =x olacak sekilde en az bir
y €S varsa bu x elemanina S nin regiiler elemani denir. Her elemani regiiler olan
bir S yarigrubuna ise, regiiler (diizgiin) yarigrup denir. Regiiler yarigrup 6rnekleri
verilmis olup “bir S yarigrubunda a € S nin bir tersinin olmasi i¢in gerek ve yeter
kosulun @ € S nin regiiler olmasi” Onermesinin ispatt verilmigtir. Daha sonra
dikdortgensel band kavrami su sekilde tanitilmistir: S bir yarigrup olsun. Her
a,b e Sigin aba = a esitligi saglaniyorsa, S yarigrubuna dikdortgensel band
(rectangular band) denir. Ornegin; sol sifir ve sag sifir yarigruplar dikdértgensel
banddir.

S bir yarigrup ve L, S nin bos kiimeden farkli bir alt kiimesi olsun. Her
a€S ve beL igin ab€ L oluyorsa yani SLC L ise L ye S nin sol ideali
denir. Benzer sekilde, S bir yarigrup ve R, S nin bos kiimeden farkli bir alt

kiimesi olsun. Her a € S ve b € R igin ba € R oluyorsa, yani RS C R ise Rye
11T



S nin sag ideali denir. Eger S nin bostan farkli bir / alt kiimesi hem sag hem de sol
ideal ise / ya S nin bir ideali (iki yanl ideali) denir. Daha sonra basit yarigrup

tanitilmis, basit yarigrup ile dikdortgensel band iliskisi incelenmistir.

Yarigruplarin birlesimi, yarigruplarmn band1 (S = B[Y; S, ]), yarigruplarin
yarilatisleri (S = S[Y;S]) ve yarigruplarin gii¢lii yarilatisleri (strong semilattice
of semigroups S = S[Y;S,;¢, ;]) tanitilmustir.

Ucgiincii béliimde asil tez konumuz olan esas yarigruplarin yarilatisleri
incelenmigtir. Burada oncelikle yarigruplarin temel yarlatisi (fundamental
semilattice of semigroups #(¥;S,,®@,;)) tanitilmis ve cesitli genel sonuglar
verilmistir. Ornegin, bir degismeli yarigrubun temel yarilatisi degismelidir; ancak,
degismeli yarigrubun yarilatisi degismeli olmak zorunda degildir. Daha sonra

yarigruplarin temel yarilatisinin 6zel bir durumu olan yarigruplarin yari-giiglii

yarilatisi (quasi-strong semilattice of semigroups #(Y;S,,, ;)) tamtilmistir.

Ayrica bir yari-giiglii yar1 latisin zayif sadelestirme Ozelligine sahip olmasi

durumunda giiclii yarilatis olacag1 gdzlenmis, bununla ilgili 6rnek verilmistir.
A ve B bos olmayan kiimeler olsun. 2%, B’nin tiim alt kiimelerinin kiimesi
olmak tizere, A —> 2* olan bir fonksiyona 4 dan B ye bir kiime degerli fonksiyon

denir. p, B kiimesi iizerinde bir denklik bagmtis1 ve &, A’dan B’ye bir kiime
degerli fonksiyon olsun. Eger, her a € 4 ve her b € B igin |a(§ N bp| =1 oluyorsa
& ye Adan Bye p ileiliskili kiime degerli fonksiyon denir ve
EiA—L>2°
ile gosterilir.
Yarigruplarmn diizgiin yarilatisi (S =R(Y;S,,,p, 5, D, 4)), P, ve ©, 4

tizerindeki bir takim kosullar ile tanimlanmustir. Yarigruplarin diizgiin yarlatisi ile

v



yarigruplarin temel yarilatisi arasindaki iliskiyle ilgili 6nermenin, Wang (2015)
tarafindan yapilan ispat1 verilmistir.

Yarigruplarin rafine yarilatislerini verecek sekilde ilgili kosullar belirtilmis,
yarigruplarin diizgiin yarilatisi ile yarigruplarin rafine yarilatisleri arasindaki

iligkiyi veren 6dnerme verilmistir.
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1. GIRIS Yusuf iPEK

1. GIRIS

Yarigruplardan olusan yarilatis kavrami ilk olarak 2001 yilinda Zhang,
Shum ve Zhang tarafindan ortaya atilmistir. Bu kavramlar aslinda Howie
tarafindan 1995 de agiklandig1 gibi iyi bilinen gii¢lii yarilatislerin genellestirilmis
bir halidir. Zhang, Shum ve Zhang, yeni kavramlarim1 uygulamis ve, bir bandin
ancak ve ancak dikdortgen bantlardan olusan bir rafine yarilatis ise diizgiin
oldugunu gostererek etkili bir sonug¢ ortaya koymustur. Yarigruplarin rafine
yarilatisleri son zamanlarda tamamen diizenli bazi yarigruplarim ve bunlarin
genellemelerinin ¢aligilmasinda yaygin olarak benimsenmistir.

Wang, Guo & Shum (2008) ¢alismalarinda gii¢lii yarilatislerin genellemesi

olan rafine yarilatislerle ilgili daha kisa ve daha zarif bir ispat yapmuslaridir.

S bir yarigrup olmak iizere S nin ' =8, (a €Y) yanlatisi iizerinde

bir ¢ homomorfizmi varsa bu yarigruba S yarigruplarinin bir Y yarilatisi denir.
Bunu §'=(Y;S,) seklinde yazariz. Bu, S izerinde bir p kongriiansi i¢in %

nun Y ye izomorfik oldugunu ve her p smifinin bir S ya karsilik geldigini

sOylemekle esdegerdir.

Bir yarigrubun yarilatisi matematikgileri yogun bir sekilde baska tiir
yarigruplar olusturmaya meyletmislerdir. Clifford (1941), McLean (1954),
Lallement (1967), Petrich (1974), Howie (1976), Clifford & Petrich (1977),
Fountain (1982), Bogdanovic (1985), Petrich&Reilly (1999) gibi ¢aligmacilar ilgili

caligmalart yapmiglardir.

Ybir yarlatis, S

«

ikiser-ikiser ayrik yarigruplarin bir ailesi olsun.
S=(Y;S,) vyangruplarin yarlatisi olmak iizere herhangi bir «,B3€Y

verildiginde, S, daki bir x elemam ve §; daki bir y elemanmn bileskesinin
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S,; da oldugunu biliyoruz. Fakat bildiklerimizin siur1 bu kadardir. Baz1 6zel

durumlarda ise, Ornegin, yarigruplarin giiclii yarilatisinde, yarigruplarin diizgiin
yarilatisinde ve yarigruplarin rafine yarilatisinde ¢ok daha fazla bilgi elde
edebiliriz.

Yamada & Kimura (1958), Petrich (1972), Howie (1976), Petrich (1987),
Petrich & Reilly(1999), yaptiklar1 ¢aligmalarda normal kriptogruplar, normal
ortogruplar ve bazi normal bandlarla iliskili Clifford yarigruplar1 gibi tam
yarigruplarin bazi 6zel tiirlerinin yapilarii tanimlamak i¢in giiglii bir yarigrup
yarilatisi kullanmislardir.

Kong & Shum (2001), Wang, Zhang ve Xie (2004), Wang & Zhou (2013),
Yu & Wang (2012), Zhang, Shum, Zhang (2001), yarigruplarin gigli
yarilatislerinin genellemesi olarak bazi1 diizglin bandlarla ilgili yarigruplar
olusturmak i¢in rafine bir yarigrup yarilatisi ve diizenli bir yarigrup yarilatisi
tasarlamiglardir.

Bu tez calismasinda, Wang (2015) tarafindan verilen ve yarigruplarin temel

yarilatisi ad1 verilen eslemeler ve doniisiimler agisindan yeni bir yarilatisten s6z

edecegiz. Herhangi bir o, B€Y, x€§,ve y €S, verildiginde S yarigruplarm
S, (a€Y) temel bir Y yan latisi ise, yarigruplarin giiclii yarilatisine benzer
sekilde xy, Saﬁ da iki belirli elemanin ¢arpimidir. Bu, genel olarak tamamen

diizenli yarigruplar ve diger bazi yar1 grup tiirleri olusturmak i¢in kullanilabilir.
Ikinci boliimde temel tanim ve teoremlere yer verilmistir. Uciincii boliimde
ise yarigruplarin temel yari latisi kavramini tanitilmig, 6zel bir durumu olarak,
yarigruplarin giiclii yarilatisinin uygun bir genellemesi olan yarigruplarin yari-
giiclli yarilatisi incelenmistir.
Ucgiincii béliimde ayrica, yarigruplarin diizgiin yarilatisleri, ve yarigruplarin
rafine yarilatisleri gibi ¢esitli yarilatis ayrisma modelleri arasindaki iliskiler

gozlemlenmistir.
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2. TEMEL TANIM ve TEOREMLER
Bu béliimde tezde kullanacagimiz bazi temel tanim ve teoremleri verecegiz.

2.1.Yanigruplar
Tanim 2.1.1. S bos kiimeden farkli bir kiime olsun. 4 :SxS§ — S ye tanimli bir

fonksiyon olmak tizere A ’ya S tizerinde bir ikili iglem denir.

Tamm 2.1.2. S bos kiimeden farkli bir kiime olsun. S kiimesi iizerinde bir A ikili

islemi tanimli ise (S ,ﬂ,) ikilisine grupoid denir.

Tanimm 2.1.3. (S ,/1) bir grupoid olsun. Eger A ikili iglemi birlesme &zelligine
sahip ise, yani,
(o) 42) 2= (x.(1:2)2) 4

ise, (S , i) ikilisine bir yarigrup denir.

Bu tez galigmasi boyunca doniisiim sembollerin sagina yazilacaktir. Ancak
gosterimin kolayligi agisindan, A yerine ¢arpma islemi alinirsa, birlesme 6zelligi

(x-y)z=x(y-2)

sekline doniigsmiis olur. Yarigrubun carpimsal olarak yazildig: ve ¢carpma isleminin

dogal olarak anlasildig1 durumlarda (S , ) yerine kisaca S yazacagiz.

Tamim 2.1.4. Bir S yarigrubunda her x, y € S igin
Xy =yx
oluyorsa S ye degismeli yarigrup denir. (Degismeli yerine abelyen terimi de

kullanilabilir).
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Tamim 2.1.5. S bir yarigrup ve e € S olsun. Her x € § i¢in,
ex=x
ise e ye S nin bir sol birim elemant, her x € § i¢in,
xe=x
ise e ye S nin bir sag birim eleman: denir.
Eger e € S hem sag hem de sol birim eleman ise e ye S nin birim elemant

denir. Bir yarigrupta sag veya sol birim eleman bir taneden fazla olabilir.

Onerme 2.1.6. Bir S yarigrubunun en fazla 1 tane birim eleman1 vardir.

Ispat: Ispat icin Howie (1995)’e bakiniz. O

Tanim 2.1.7. Bir S yarigrubu birim elemana sahip ise S yarigrubuna monoid denir.

Tammm 2.1.8. Eger S yarigrubu birim elemana sahip degil ise, bir monoid
olusturmak i¢in ekstra bir birim eleman kolayca eklenebilir.
Her s € § i¢in,
sl=1s=s ve 11=1

olarak tanimlayalim. Gerekli kontrollerden sonra S\U{l} yarigrubunun bir monoid

oldugu goriilecektir. Simdi, S' kiimesini,

. S, S birim elemana sahip ise
s U {l}, S birimelemana sahip degil ise

olarak tanimlayalim. S " in birim eleman: 1 olan bir monoid oldugu aciktir. S'

monoidine, S ye gerekirse birim eleman eklenerek elde edilen monoid denir.

Tamim 2.1.9. S bir yarigrup olsun. S yarigrubu en az iki elemana sahip olmak

iizere, her x € S i¢in,
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Ox=0
kosulunu saglayan bir 0 elemani varsa, 0 elemanina bir sol sifir eleman, her x € §
i¢in,

x0=0
kosulunu saglayan bir 0 elemani varsa, 0 elemanina bir sag sifir eleman denir.
Burada 0 €S hem sol hem de sag sifir eleman ise 0 e S ye sifir eleman veya
sadece sifir, S kiimesine de sifirli yarigrup denir. Burada en az iki elemanl S
yarigrubu denilme nedeni, bir tek elemandan olusan {e} trivial yarigrubunun sifir
olarak alinmamasidir. Bir yarigrubun birden fazla sag sifir ve/veya sol sifir elemani

olabilir.
Onerme 2.1.10. Bir S yarigrubunun en fazla 1 tane sifir eleman1 vardir.
Ispat: Ispat i¢in Howie (1995)’e bakimiz. O

Tanim 2.1.11. Eger S yarigrubu sifir elemana sahip degil ise, bir sifirli yarigrup
olusturmak i¢in ekstra bir sifir eleman kolayca eklenebilir. Her s € S i¢in,
s0=0s=0 ve 00=0

olarak tanimlayalim. Gerekli kontrollerden sonra S {0} yarigrubunun bir sifirl

yarigrup oldugu goriilecektir. O halde, S ® kiimesini,

0o S, S sifir elemana sahip ise
lsu {0}, S sifirelemana sahip degil ise

olarak tanimlayalim. S  1n 0 elemant “0” olan bir yarigrup oldugu goriiliir. S°

yarigrubuna, S ye gerekirse sifir eleman eklenerek elde edilen sifirli yarigrup denir.

Tamm 2.1.12. X bos kiimeden farkli bir kiime olmak iizere, X lizerinde, her

x,y€ X igin
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Xy =X
seklinde tanimlanan ikili islem ile X bir yanigruptur. Bu yarigruba, sol sifir

yarigrup (left zero semigroup) denir. Sol sifir yarigrup L, ile gosterilir.

Her a,b € L, i¢in, ba=b olup L, in her elemani sag birim eleman olur.

Tammm 2.1.13. X bos kiimeden farkli bir kiime olmak tizere, X tizerinde, her
x,y€ X igin,

XYy =Y
seklinde tanimlanan ikili islem ile X bir yarigruptur. Bu yarigruba, sag sifir

yarigrup (right zero semigroup) denir. Sag sifir yarigrup R, ile gosterilir.

Her a,b€ R, igin, ab=0>b olup R, in her eleman sol birim eleman

olur.

Tanmmm 2.1.14. X bos kiimeden farkli bir kiime ve z€ X olmak iizere, X
tizerinde, her x,y € X i¢in,

Xy=z
seklinde tanimlanan ikili islem ile X bir yarigruptur. Bu yarigruba, sifir yarigrup

(zero semigroup) denir. Sifir yarigrup Z , ile gosterilir.

Tamim 2.1.15. S bir yarigrup ve e € S olsun. Eger,

8228626

ise e ye S nin bir idempotent elemanm denir. S yarigrubunun tiim idempotent

elemanlarinin kiimesi ise £(S) ile gosterilir.

Tamm 2.1.16. Bir S yarigrubunun tiim elemanlar idempotent (Vs € S igin sS=s)

ise, yani,
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E(S)=S

ise S yarigrubuna bir band denir.

Tanim 2.1.17. Bir S yarigrubu hem degismeli, hem de band ise S yarigrubuna bir

yarilatis denir.

Tamim 2.1.18. S bir yarigrup ve 7', S nin bos olmayan bir alt kiimesi olsun. 7'
carpma islemine gore kapali ise, yani her x,y €T i¢in xy € T oluyorsa, 7" ye S

nin bir altyarigrubu denir. T, S nin altyarigrubu ise 7 < S seklinde gosterilir.

Tamm 2.1.19. S°c S olup S<S dir. Yani her yarigrup kendisinin alt
yarigrubudur. S de bir sifir eleman var ise {0} < S olur. Ayrica S bir monoid ise
{1} <Sdir. Yani {0} ve {1} S nin altyanigruplaridir. Bu altyarigruplara asikar

altyarigruplar denir. Asikar altyarigruplarin disindakilere ise 6z altyarigruplar

denir.

Ornek 2.1.20. X, ={1,2,...,n} olmak iizere, bir X, kiimesi iizerindeki carpma
islemini, her x,y€X, i¢in xy=min(x,y) olarak tammlayalim.
S = (X,,min(x, y)) bir degismeli yarigruptur. S yarigrubunun birim elemani n ve
sifir eleman1 1 elemandir. S yarigrubunun her elemani idempotenttir. Ayrica S
yarigrubu yarilatis olup bu yarlatis C, = (X, ,min(x,y)) ile gosterilir ve C,

zincir olarak adlandirilir.

Ornek 2.1.21. / ve J bos kiimeden farkli iki kiime ve 7 =1xJ olsun. T
lizerindeki islemi, her (i, j),(k,/) €T igin
(@, )k, 1) = (i,1)
7
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olarak tanimlayalim. 7" bu islem ile bir yarigruptur. Ayrica, her (i, j) € T igin
()" = G )G ) = (0, ))
olup 7' nin her elemani1 idempotent olur. Yani 7' bir band olur. Fakat 7 bir

yarilatis degildir.

2.2. Homomorfizmler

Tanmm 2.2.1. S ve T iki yarigrup ve @ de S den T ye bir fonksiyon (doniisiim)
olsun. Eger her x,y €S igin

()@ =(xX)p(y)p

ise @ ye bir homomorfizm denir.

Tamm 2.2.2. S ve T iki yarigrup ve @ de S den T ye bir homomorfizm olsun.
i.  Eger @ birebir ise @ ye bir monomorfizm denir.
ii. Eger @ ortenise @ ye bir epimorfizm denir.
iii.  Eger ¢ birebir ve Orten ise @ ye bir izomorfizm denir.
iv.  Eger @, S den S ye bir homomorfizm ise @ ye bir endomorfizm denir.
v.  Eger @, S den S ye birebir ve orten bir homomorfizm ise ¢ ye bir

otomorfizm denir.
vi.  Eger S den T ye bir izomorfizm var ise, S ile 7 ye izomorfik yarigruplar

denir. Sile T izomorfik yarigruplar ise S = T seklinde gosterilir.

Tamm 2.2.3. S ve T iki monoid (birim elemanl yarigrup) ve ¢ de S den T ye bir
homomorfizm olsun. Eger S monoidinin birim elemaninin ¢ altindaki goriintiisii 7
nin birim eleman ise yani,

(I)e =1,

ise, @ ye bir monoid homomorfizmi denir.
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Tanmm 2.2.4. S ve T iki monoid ve @ de S den T ye bir homomorfizm olsun. O

zaman

Ker(p) ={(x,y)eSxS : (0)p=()p}

olarak tanimlanan kiimeye @ nin ¢ekirdek kiimesi (kernel set) denir.

Tamm 2.2.5. § ve T iki monoid ve @ de S den T ye bir homomorfizm olsun. O

Im(p)={(x)p : xeS}

olarak tanimlanan kiimeye, @ nin goriintii kiimesi (image set) denir.

Tamm 2.2.6. S ve T iki yanigrup ve SXT ={(s,¢):s €S ve t €T} olsun. Her
(Slatl)a(S29tz) S SXT 1(;111
(Slstl )(Szatz) = (Slszatltz)

olarak tanimlanan ikili islem ile S xT bir yarigruptur. S X7 yarigrubuna Sve T

yarigruplariin direkt ¢carpimi denir.

2.3. Bagintilar ve Denklikler
Tamm 2.3.1. X ve Y bos kiimeden farkli birer kiime olsun. X x Y nin her alt
kiimesine X den Y ye bir baginti denir. X x X in her altkiimesine ise X lizerinde

bir baginti denir. X tizerindeki tiim bagintilarin kiimesi B, ile gosterilir. Yani,
By ={p:pc XxX}
dir. X bos kiimeden farkli bir kiilme ve p da X iizerinde bir baginti olsun. Eger

(x,y) € p ise xpy seklinde de gosterilebilir.

Tamm 2.3.2. &, X iizerinde bir bagmti olup bu bagintiya bos baginti denir.

X x X, X lizerinde bir bagint1 olup bu bagintiya evrensel bagintr denir.
9
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Ay =1, ={(x,x):xe X}

ifadesi X iizerinde bir bagint1 olup bu bagintiya birim bagint: denir.

Tamm 2.3.3. X iizerindeki her o, € B, i¢in,

aofB={(x,y)e XxX:3dze X i¢in (x,z) e a ve (z,y) €B}
olarak tanimlanan bagntiya o ile B min bileskesi denir. Her o, B,y € B, i¢in
(aoPB)oy=ao(Boy) olacag: agiktir. Ayrica, her o € B, igin
Boo=LJ=0cQ veher a€ B, i¢cinl, caa=a=0acol, olup (B,,o) birim

elemani 1, olan bir monoiddir. Ayrica ¢&J bu monoidin sifir elemanidir.

Tanim 2.3.4. p, Xlzerinde herhangi bir bagint1 olsun.
Dom(p)={xe€ X :dy e Xi¢in (x, y) € p}
kiimesine p bagintisinin tanim kiimesi denir. Ayrica
Im(p)={ye X:3Ixe Xigin (x, ) € p}

kiimesine p bagintisinin goriintii kiimesi denir.

Tanim 2.3.5. X bos kiimeden farkl1 bir kiime ve p € B, olsun.
i.  Her xe X i¢in, (x,x) € p ise p yansiyan bagintidir.
ii. (x,y)€p iken (),x) € p oluyorsa p simetrik bagmtidir.
iii.  (x,y)ep ve (1,x)€ p iken x =y oluyorsa p ters simetrik
bagintidir.
iv.  (x,y)ep ve (y,z) €p iken (x,z) € p oluyorsa p gecismeli

bagintidir.

10
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(i), (ii) ve (iv) ile birlikte p bagintisina bir denklik bagintis: denir. (i), (iii)

ve (iv) ile birlikte p bagintisi bir (kismi) siralama bagintist olarak adlandirilir.

Tamim 2.3.6. S bir yarigrup ve p, S iizerinde bir bagint1 olsun. Eger, her a € S

ve her (s,2),(s',t") € p igin

i. (as,at) € p ise p bagintisina sol uyumlu;
ii. (sa,ta) € p ise p bagntisina sag uyumlu;
iii. (ss',1t") € p ise p bagmtisina uyumlu,

bagint1 denir. Ayrica, sol uyumlu bir denklik bagintisina sol kongriians, sag
uyumlu bir denklik bagintisina sag kongriians ve uyumlu bir denklik bagintisina

kongriians denir.

Onerme 2.3.7. S bir yarigrup ve R, S iizerinde bir denklik bagintist olsun. R nin bir
kongriians olmasi i¢in gerek ve yeter kosul R nin hem sol hem de sag kongriians

olmasidir.

Ispat: Howie (1995), Proposition 1.5.1’e bakiiz. O

S bir yarigrup ve R, S tizerinde bir denklik bagintis1 olmak {izere tanimdan
kolayca goriiliiyor ki R nin bir kongriians olmasi icin gerek ve yeter kosul R nin

S % § nin bir altyarigrubu olmasidir.

Tamm 2.3.8. xS nin altyarigrubu olan Ay, Sx S iizerinde bir kongrianstir.

Bu kongriiansa S nin agikdr kongriiansi denir. Ayrica, §x S nin altyarigrubu
olan SxS§, § iizerinde bir kongriianstir. Bu kongriiansa S nin evrensel

kongriianst denir.

11
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Tamm 2.3.9. X bir kiime ve p X kiimesi iizerinde taniml bir denklik

bagintis1 olsun. Herhangi bir x € X i¢in tanimlanan
%=Xp={yeX:(x,y)6p}

kiimesine x in denklik sinifi denir. Her x € X i¢in, tanimlanan Xxp kiimeleri X
kiimesinin parcalanis kiimeleridir. Baska bir ifadeyle xp kiimelerinin birlesimi X

kiimesini verecektir. Ayrica X kiimesinin tiim denklik siniflarinin kiimesi

%z{xp:xeX}

seklinde gosterilir. % kiimesine, X kiimesinin p ile elde edilen boliim kiimesi

denir.

Tamm 2.3.10. X ve Y bos olmayan iki kiime ve @: X — Y bir fonksiyon olsun.
O zaman,
Poo ={(x,y) € Xx X :(x)0=(»)p}
seklinde tanimlanan kiime X iizerinde bir denklik bagmtisi olup bu bagmtiya @
‘nin ¢ekirdegi denir ve
Ker(p)=po¢”
seklinde gosterilir.
Geleneksel olarak, (x,)) € p yerine x < y yazlir. Dolayisiyla
X<y < (x,y)ep vex#y

yazilir.

Tanim 2.3.11. Y kismi sirali bir kiimenin bos olmayan bir alt kiimesi olsun. ¥ nin a

dan kesinlikle kii¢iik bir eleman1 yoksa, a elemanina minimal eleman denir.

12
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Yani, her y€Y i¢in, y<a iken y=a ise a €Y minimal elemandir. Ayrica,
beY vehery€eY igin b <y ise b elemanma Y nin minimum eleman denir.

Bir minimum eleman ayni1 zamanda minimal elemandir. Ancak kismi sirali
bir kiimede minimal olup minimum olmayan elemanlar olabilir. Asagidaki temel

gergeklerin dogrulugu kolay bir sekilde goriilebilir.

Onerme 2.3.12. Y kismi siral1 bir X kiimesinin bos olmayan bir alt kiimesi olsun.
1. Y nin en fazla bir minimum elemani vardir.

ii. Y tam sirali ise minimal ve minimum elemanlar1 aynidir.

X in bos olmayan her alt kiimesinin bir minimal eleman: varsa “(X,<)

minimal kosulunu sagliyor” denir. Asgari kosulu saglayan tam sirali bir X
kiimesine iyi sirali kiime denir.
Maksimal, maksimum ve maksimal kusulunun benzer sekilde tanimlari

yapilabilir.

Tamm 2.3.13. ¥, (X,<) sirali kiimesinin bos olmayan bir altkiimesi olsun. Her
veY ic¢in ¢<y olacak sekilde bir ¢ € X varsa bu ¢ elemanma Y nin bir alt

stnwrt denir. Y nin alt sinirlarmin kiimesi bos degilse ve maksimum d elemanina
sahipse d elemanina Y nin en biiyiik alt sintri denir. En biiylik alt sinir varsa tektir
ve

d=n{y:yeY}

seklinde gosterilir. Eger Y ={a,b} ise d = a A byazilir.

Tamm 2.3.14. (X,<) sirali bir kiime olsun. Hera,b€ X igin aAb var ise,

(X,<) sirali kiimesine alt yart latis denir.

13
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X in bos olmayan her Y alt kiimesi, A{y:y €Y} giiclii 6zelligine sahipse
(X,<) sirali kiimesine tam alt yari latis denir.
(X,<) siral kiimesinde her a,b € X igin

a<bsanb=a

dir.

Tamm 2.3.15. (X,<) sirali bir kiime olsun. Hera,b€ X igin av b var ise
(X, <) sirali kiimesine iist yart latis denir.

X in bos olmayan her Y alt kiimesi, V{y:y €Y} giiclii 6zelligine sahipse
(X,<) sirali kiimesine tam iist yari latis denir.

(X, <) sirali kiimesinde her a,b € X i¢in

bfacsavb=a

dir.

Tamm 2.3.16. (X,<) sirali kiimesi hem (tam) alt yar1 latis hem de (tam) iist yar1
latis ise  (X,<) sirali kiimesine (tam) latis denir. Bu durumda latis yapisini
X =(X,2,A,V) yazarak vurgulayabiliriz.

X in bir alt latisi ile, X in bos olmayan bir ¥ alt kiimesini anlayacagiz dyle
ki,

a,beY=anbavbeY

dir.

(E,<) bir alt yan latis olsun. O zaman, a,b,c€ E i¢in (a Ab)AC ve
an(bAc) nin {a, b, ¢} nin en biiyiik alt sinir1 oldugunu dogrulamak zor degildir.

Boylece

(anb)yrc=an(bnc)

14
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olup birlesme 6zelligi saglanacaktir. Buradan (E,A) bir yarigruptur sonucuna

ulasilir.

Onerme 2.3.17. (E,<) bir alt yan latis olsun. O zaman (E,A), her a,b € E igin
ab=a b olarak tanimlanan islemle, tamamen idempotentlerden olusan bir
degismeli yarigruptur. Yani, her a,b € E igin

a<bsanb=a

dir.

Ispat : Ispat i¢in Howie (1995)’e bakiniz. O

Onerme 2.3.18. (E,-) idempotentlerden olusan bir degismeli yarigrup (degismeli
band) olsun. E iizerindeki < bagmntisi, her a,b € E igin a < b <> ab = a olarak
tanimlansin. (E,<) kismi bir sirali kiimedir ve bir alt yarlatistir. Yani

anb=a-b dir.

Ispat: Ispat icin Howie (1995)’e bakimiz. O

Tamim 2.3.19. S bir yarigrup olmak iizere, x €S igin
Xpx =X
olacak sekilde en az bir y € S varsa bu x elemanina S nin regiiler elemani denir.

Her elemani regiiler olan bir S yarigrubuna ise regiiler (diizgiin) yarigrup denir.

Ornek 2.3.20. G bir grup ise her g € G igin

gglg=g

olup G aynmi zamanda bir regiiler yarigruptur.

15
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Ornek 2.3.21. S bir yarigrup ve e € S idempotent ise e’ =e olur. Dolayisiyla,
ee=ee=>e=c"=eee=e

olup e regiiler elemandir. Sonug olarak yarilatisler regiiler yarigruptur.

Ornek2.3.22. S bir sol sifir yarigrup olsun. Her a € S igin
aba = a (b ne olursa olsun)

oldugundan S regiiler yarigruptur.

Ornek 2.3.23. S bir sifir yarigrup olsun. Her 0 # a € S igin
aba =0 # a (b ne olursa olsun)

oldugundan S regiiler yarigrup degildir.

Tamim 2.3.24. S bir yarigrup ve a € S olmak tizere
axa=ave xax =x
olacak sekilde bir x € S varsa x elemanina a nin bir fersi denir. ¢ nin tim
terslerinin kiimesi V(a) ile gosterilir. Yani
V(a)={xeS:axa=a, xaxzx}
olur.

Eger ¢ € S bir idempotent eleman ise eee = e olup e € V(a) dir.

Onerme 2.3.25. S bir yarigrup olmak iizere ¢ € S nin bir tersinin var olmasi i¢in

gerek ve yeter kosul a € S nin regiiler olmasidir.

Ispat: = S bir yarigrup olmak iizere a € S nin bir tersinin oldugunu varsayalim. a

nin tersi @' € S olmak iizere aa 'a=a olacagindan a € S regiilerdir.
< S bir yarigrup ve a € S regiiler olsun. Bu durumda aba = a olacak

sekilde bir » € S vardir. Simdi, x = bab olarak alinirsa,
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axa = a(bab)a = (aba)ba = aba = a
xax = (bab)a(bab) = b(aba)(bab) = ba(bab) = b(aba)b = bab = x

oldugundan, x € S, a € S nin bir tersi olur.

Tamim 2.3.26. S bir yarigrup olsun. Her a € S'icin, a elemant S nin bir alt
grubunda yer aliyorsa, S ye tamamen diizgiin yarigrup (completely regiiler

semigroup) denir.

Tamm 2.3.27. S bir yarigrup olsun. Her a,b € S igin
aba=a
esitligi saglaniyorsa S yarigrubuna dikdortgensel band (rentagular band) denir.

Ornegin; sol sifir ve sag sifir yarigruplar dikdértgensel banddir.

Ornek 2.3.28. S = {a, b, ¢, d} olsun. S iizerindeki ikili islem, tablosu asagida
verildigi gibi olsun. O zaman S bir yarigrup olur. Ayrica S yarigrubundaki her

eleman idempotent olup S bir dikdértgensel band olur.

A a b c d

a a b a b
b c b a b
c c d "ol d

d c d c d

Teorem 2.3.29. S bir yarigrup olmak {izere agsagidaki ifadeler birbirine denktir.
i. S bir dikdortgensel banddir.

ii.  Snin her eleman1 idempotenttir ve her a,b,c € S igin abc = ac

dir.

17
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ii. S = L x R olacak sekilde bir L sol sifir yarigrup ve R sag sifir
yarigrup vardir.
iv. A ve B bostan farkli iki kiime olmak iizere, A X B kiimesi iizerinde

(a,,b))a,,b,) =(a,,b,) islemi tanimlansin. Tanimlanan bu islem

ile birlikte Ax B bir yarigruptur ve S = Ax B dir.

ispat : Ispat i¢in Howie (1995)’e bakiniz. O

2.4. Green Denklik Bagintilar1 ve Basit Yarigruplar

Tamim 2.4.1. S bir yarigrup ve L, S nin bos kiimeden farkli bir altkiimesi olsun.
Her a €S ve b€ L igin ab € L oluyorsa, yani SLC L ise, L ye S nin sol
ideali denir.

Benzer sekilde, S bir yarigrup ve R, S nin bos kiimeden farkli bir alt
kiimesi olsun. Her a € S ve b € R igin ba € R oluyorsa, yani RS C R ise, R
ye S nin sag ideali denir.

Eger S nin bostan farkli bir 7 alt kiimesi hem sag hem de sol ideal ise / ya S
nin bir ideali (iki yanl ideali) denir.

Dikkat edilecek olursa bir yarigrubun iki yanl her ideali bir altyarigruptur.

Fakat bir altyarigrubun bir ideal olmasi gerekmez.

Tanim 2.4.2. S bir yarigrup ve a € S olsun.
S'a=SaU{a}={xa:xecS"
aS'=aSU{a}={ay:yeS"}

S'aS' =SaSUSaUaSU{a} = {xay:x,y € S'}

kiimelerine sirasiyla, S yarigrubunun a elemanini igeren en kiiciik sol, sag ve iki

tarafli idealleri denir.
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Tamm 2.4.3. S bir yarigrup ve a,b € S olsun.
L={(a,p)€SxS:S'a=S'b}
R={(a,b)c SxS:aS' =bS"}
J=1{(a,b)c SxS:5'aS' =S'bS"}
seklinde tanimlanan £, R, J bagmtilarina sirasiyla sol-Green (L-Green), sag-

Green (R-Green) ve Green (J-Green) denklik bagintilar1 denir. L, R, J Green

bagintilarinin birer denklik bagintis1 oldugu agiktir.

Onerme 2.4.4. S bir yarigrup ve a,b € S olsun.
1) aLb < xa=hb ve yb=a olacak sekilde x,y € S' vardur.
2) aRb < au=>b ve bv=a olacak sekilde u,v € S' vardir.

3) aJb < xau=b ve ybv=a olacak sekilde x,y,u,vES1

vardir.

ispat: )= a Lb olsun. Bu durumda a,b€L dir. a€S'a oldugu agiktrr.
a € S'b olsun. O halde, a = yb olacak sekilde y € S ! vardir.

be S'b oldugu agiktir. b€ S'a olsun. O halde, b= xa olacak sekilde
x€S' vardur.

< xa=0>b ve yb=a olacak sekilde x,y € § " oldugunu varsayalim.
xa=b=S8a=5'ybCS'b ve yp=a=Sb=SxaC S'a olup S'a=S'b
dir. Buradan, a,b € £ yani a Lb oldugu bulunmus olur.

Ispat 2) ve 3) de benzer sekilde yapilabilir. O

Tamim 2.4.5. Herhangi bir S yarigrubu kendisinden baska hicbir (6z) iki yanl

ideale sahip degil ise bu yarigruba basit yarigrup denir.
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Teorem 2.4.6. Bir S yarigrubu dikdoértgensel band ise basit yarigruptur.

Ispat: S bir yarigrup ve S dikdortgensel band olsun. Her a €S i¢in SaS=S
oldugu gosterilirse S basit yarigrup olur.
SaS < §: S bir yanigrup oldugundan her a €S i¢in SaS < S oldugu
agiktir.
SaS o S :Her a,be S igin, S bir dikdortgensel band oldugundan
b=b*=bb=bab=be SaS = S c SaS
elde edilir. O halde, SaS = § olup, S basit yarigruptur. O

Teorem 2.4.7. Bir S yarigrubu i¢in asagidaki ifadeler birbirine denktir.
i. S basit yarigruptur.
11. Her a € § igin, SaS =S dir.
iii. S nin herhangi iki @ ve b elemant i¢in, sat = b olacak sekilde
s,t €S vardir.
iv.  §tek bir J-smifina sahiptir.
Ispat (i)= (ii) Her a € S igin SaS kiimesinin S nin bir ideali olacag1 agiktir.

Ancak § basit yarigrup oldugu i¢in basit yarigrup tanimi geregi SaS =S dir.
(i) = (iii) SaS =S oldugundan ispat agiktir.
(iii)= (iv) a,b€ S alalim. sat = b olacak sekilde s,7€S ve ubv=a

olacak sekilde u,v € S vardir. Buradan aJb oldugu elde edilir. Boylece SxS < J

olur. Ayrica J bagmtisinin tanimindan J < xS olacag agiktir. O halde, S

yarigrubunun J = §x.§ seklinde tek bir J-sinifi vardir.

(iv)= (i) I kiimesi S yarigrubunun bir ideali olsun. ael ve be S

seklindeki herhangi iki eleman: alalim. (iv) geregi aJb olur. Bu durumda sat =b
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olacak sekilde s,z € S' vardir. I bir ideal ve a € I oldugundan sat =b eI olur.

Ohalde S < I olup S =1 elde edilir. Sonug olarak S basit yarigrup olur. O

Ornek 2.4.8. G bir grup olmak iizere, her a,b € G icin baa' =b oldugundan

Teorem (iii) saglanir. O halde, G basit yarigruptur.

Tammm 2.4.9. S bir yangrup olsun. Eger S, ayrik alt yarigruplarinin bir

birlesiminden olusuyor ise S ye yarigruplarin birlesimi denir.

Tanmim 2.4.10. S bir yarigrup, Y bir band ve a €Y igin S, lar S nin ayrik alt

yarigruplari olsun. Eger S = U S, ve her a,B€Y igin S, S, CS,; oluyorsa S

aegY

ye yarigruplarin bir band denir ve S = B[Y;S ] ile gosterilir.

Tamim 2.4.11. S bir yarigrup, ¥ bir band ve S = B[Y;S, ] yarigruplarin bir band

olsun. Eger, S ayrica yarilatis oluyorsa S ye yarigruplarin bir yarilatisi denir ve

S =S8[Y;S,] ile gosterilir.

Tamm 2.4.12. Y bir yarilatis ve {S, :a €Y } ikiser ikiser ayrik yarigruplarin bir
ailesi olsun. Herhangi a,f€Yve a> f (> f < aff =) igin

Pop Sy S,
tanimlanan homomorfizmin asagidaki kosullar1 sagladigini kabul edelim:

(1) aeY igin, ¢, ,:S, — S, birim déniisiim olacak.

(2 a,B,yeY veazf>yisin @, ,0, =@, olacak.
Budurumda, a€ S, ve be S  olmak iizere
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aob= (a¢a,aﬂ )(bgoﬂ,aﬂ)

ifadesi, S = U S, izerinde bir ¢carpma (islem) tanimlar.

aeY
O zaman, (1) ve (2) kosullart altinda, (S,°) bir yarigruptur. Bu yarigruba
yarigruplarin  giiclii  yariatisi (strong semilattice of semigroups) denir ve

S=S8[Y;S8,;p, 5] ile gosterilir.

22



3. ESAS YARILATISLERIN YARIGRUBU Yusuf [PEK

3. ESAS YARILATISLERIN YARIGRUBU

Bu boliimde Wang (2015) tarafindan yapilan ¢alismalar derlenmistir.

3.1.Yarigruplarin Temel Yarilatisi

{(X) ile X kimesi iizerindeki tiim doniistimlerin yarigrubu

gosterilmektedir.

Teorem 3.1.1. Y bir yarilatis ve {S, : €Y }ikiser ikiger ayrik yarigruplarin bir
ailesi olsun. Herhangi &, €Y ve a > [ igin,
D, 58, —)C(Sﬁ)
a— gy

yarigrup homomorfizmleri olsun. Asagidaki kosullarin karsilanmig oldugunu

varsayalim.
(1) aeY veaesS, igin, (4. )=a;

(2) a,feY,aecS, ve beS, icin, ¢§ﬁ¢§ﬂ sabit.

Bu durumda, a € S, ve b € S, olmak iizere,

axb={(dpe) (Bl

ifadesi, S = U S, tizerinde bir ¢arpma (islem) tanimlar. Ayrica,

aeY
(B) a,f,yeY,aeS,, beS, ve ceS, iin,
(B, b ) =B Bog B b,

olsun. O zaman, (1), (2) ve (3) kosullar1 altinda, (S,%*) bir yarigruptur.
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Ispat: S, o >S5 tor >S,, sabit ve S, tor >S,, il >S,, sabit
oldugundan Kosul (2), * igleminin § iizerinde iyi tanimlanmig bir islem oldugunu
ifade eder. Ayrica, Kosul (1) ise e €Y i¢in S, ’daki islem ile * isleminin
ortligtliglinii garanti eder. Simdi * isleminin birlesme 6zelligine sahip oldugunu
gosterelim.

a,B,yeY,aeS,,beS, ve ceS, olsun.

(axb)*c= <¢;ﬂ7¢;*f PR s*i’%ﬁy) (Islemin tanimi)
=G5, ) BB, ) Bes Bep, ) (Kosul (3)’den)
= (P Biy, ) (B ) (Kosul (3)’den)

= a*(b*c) (islemin tanimi)
oldugu elde edilir. O

Teorem 3.1.1 de tanimlanan S yarigrubu igin, &:S — Y olmak iizere,
aesS, igin
at=a
seklinde tanimlanirsa £ bir 6rten homomorfizm olur. Bu durumda, S yarigrubu S,

yarigruplariin bir yarilatisidir.

Tanim 3.1.2. Teorem 3.1.1 de tanimlanan yarigruba, S, yarigruplarinin temel Y
yarilatisi denir ve F (Y;S,,®, ;) ile gosterilir.
S=7(Y;S,,D,,) vargruplarin temel yarilatisi ve a,beS olsun.

Bundan sonra belirsizlik olmayan durumlarda a *b yerine ab yazacagiz.
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Sonu¢ 3.1.3. §=7(Y;S,,P,,) yarigruplarin temel yarilatisi, n bir pozitif

tamsayl ve 4,,4d,,...,a, €S=F(Y;S,,®,;) olsun. i=12,..,n icing, €S, ,
n

a, €Y ve HOLI. = olmak iizere

i-1
aa,a, =@y "G )Py by )Py
dir.

Ispat: Ispati n iizerinden timevarim ile yapalm. S=.(Y; S Pop)
yarigruplarin temel yarilatisi, n bir pozitif tamsay1 ve

a,ay,....a, €S =F(Y;S,,®,,) olsun. i=12,...,n icing, €S, , a,eYve

H o, =f olsun.

i=1
n=1li¢in: @, =(g;') oldugu agiktir. (Teorem 3.1.1 Kosul (1))
n=2icin: aa, =(¢; ¢, ){(9; ¢, ) oldugu agiktir. ~ (Teorem 3.1.1 islem)

nk-tigin  aayac =G
dogru oldugunu kabul edelim.

n =k igin:

a,a, @, a, =P @ )P P (Teorem 3.1.1 iglem)

— <¢;z...a,ﬂak ;1 > <¢;k01 ;2-..ak,1 ><¢;1‘72---‘7k71 ¢;k > (Teorem 3.1.1 Kosul (3))

= <¢;2'"“/¢fl“/¢ ;1 > <¢;3~~“/¢“1 ;2 > <¢;/¢“1“2 ;z"‘“m > <¢;|“2'““k71 ;k > (Teorem
3.1.1 Kosul (3))
— <¢;2"'“k—lak ¢;] > <¢;3-~“k‘11 ¢;2 > <¢;4~-“laz ¢;3 > <¢Zkalazas ¢;4"'ak—2ak—] > <¢;]a2"'ak—] ¢;k >
(Teorem 3.1.1 Kosul (3)).

Benzer sekilde devam edilirse,
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Gy -+, = (G (GNP (G )

olacaktir. O halde tiimevarim ilkesi geregi,

aay---a, =g G ) (g d ) )

oldugu kanitlanmis olur.

Teorem 3.1.1 den yola ¢ikarak asagidaki sonucu elde edebiliriz.

Sonu¢ 3.1.4 Y bir yanlatis ve {S, :a €Y }ikiser ikiser ayrik yarigruplarin bir
ailesi olmak iizere S =.7(Y;S,,®, ) yarigruplarin temel yarilatisi olsun.

() Her a,feY, a2, acS, ve beS, icin

ab = (bgy)b ve ba =b(bgy);

(2) Her a,B,yeY,off>2y, aeS, ,beS, ve ces§, icin

e’ =((bo)g))((ca)g))
dir.

Ispat: Y bir yarilatis ve {S_ :a Y} ikiser ikiser ayrik yarigruplarin bir ailesi
olmak iizere, S =.7(Y;S,;®, ;) yarigruplarin temel yarilatisi olsun.
(1) Her a,peY, azf, aeS, ve beS, i¢in ¢,:5,>S, ve

@58, sabit olacaktir. & > 8 oldugundan @3 = 3 olur. Boylece ¢, sabit olur.

¢§ = b olacagindan
ab =(gyd;) (B> = (b ) (gsb) = (b )b
olur. Benzer sekilde ba = b(bg}) oldugu gosterilebilir.
(2) Her a,B,yeY, affzy, aeS,, beS, ve ceS, icin

@S, >S, ve ¢ sﬁ sabit olacaktir. @ff >y oldugundan, @ffy =y olur.
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Ayrica, ¥ 2> fBy>affy =y oldugundan Sy =y ve benzer sekilde ay=y

olacaktir. ¢ = ¢ olacagindan ¢;’¢f ¢, =9, ¢7h ¢ olur. Buradan
g’ =g" = (g (B8 = (o) )((ca)g )

oldugu elde edilir. O

Onerme 3.1.5. Y bir yarilatis ve {S,:a €Y} ikiser ikiser ayrik yarigruplarin bir
ailesi olmak iizere S =.7(Y;S,,®,,) yarigruplarin temel yarilatisi olsun. Her
a,feY,azf,acs, ign

bids = o

ve Ker¢; bir band kongriiansi ise, Ker¢; bir dikdortgensel band kongriiansidir.

Ispat: p= Ker¢; nin S 5 Uzerinde bir dikdortgensel band kongriianst olmadigini
varsayalim. O zaman, (u,v) ¢ p =Kerg; ve vp=(uv)p=(vu)p olacak sekilde
u,ve Sﬂ vardir. a € §, olmak iizere Sonug 3.1.4 ve Teorem 3.1.1 Kosul (1) den
biliyoruz ki
(ugp)u = au =vg;" = (uv)g,; (va)dy = (v Ju

olur. Ayrica, ¢@;¢, =9, olup, (ugy,u),(vd;,v)e p=XKerd, olacaktr.
p=kerd;, S, iizerinde bir band kongriiansi oldugundan up=(vu)p=vp
celigkisi elde edilir. O halde p =Kergy, S 5 uzerinde bir dikdortgensel band

kongriiansidir.
Asagidaki Ornekte gosterildigi gibi, yarilatis olan her yarigrup, bazi

yarigruplarin bir temel yarilatisi olmayabilir.
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Ornek 3.1.6. Y ={a, #} (a > ) iki elemanli bir yarilatis ve S de ¢arpma islemi

asagidaki ¢arpim tablosu ile verilen bir yarigrup olsun.

a b 0
a a 0 0

O halde, S yarigrubu, {a} ve {b,0} yarigruplarinin Y yarilatisidir. Ancak, {b,0}
in iki elemaninin garpimi ba = b olarak ifade edilemediginden, S yarigrubu {a}
ve {b,0} yarigruplarinin temel yar1 latisi olamaz.

Teorem 3.1.1 den “degismeli yarigrubun temel yarilatisi degismelidir”
sonucuna ulasiriz. Ancak, Ornek 3.1.6 gosteriyor ki degismeli yarigruplarin

yarilatisleri degismeli olmak zorundan degildir.

3.2 Yanigruplarin Yari-Giiclii Yarilatisi
Pop S, =S, sabit homomorfizmler ve @, ,:S, —>{(S;) sabit
homomorfizmleri i¢in
ag, 5 ={#s)
seklinde tanimlayalim. Bu sekilde 6zel tipteki yarigruplarin temel yarilatislerini de

icine alan yarigruplarin yarilatislerini tanimlayacagiz.

Onerme 3.2.1. Y bir yarilatis ve {S : @ €Y} ikiser ikiser ayrik yarigruplarm bir
ailesi olsun. Her «,f€Y, a=2f, aeS, ic¢in ¢,,:S, > S, asagidaki

kosullar1 sagliyor olsun.
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(1) €Y iin, @, , ifadesi ¢, Uzerinde birim doniigiim,

(2 a,pyeY,affzy veaeS,, beS, icin

(("(pa,aﬂ )(b%,aﬁ))%ﬂ,y = ("%,y )(b%,y)

olsun.

Bu durumda, a € S, ve b € S, olmak iizere

a*x b= (a%,aﬂ )(bqoﬂ,aﬁ)

ifadesi, S = U S, tizerinde bir ¢arpma (islem) tanimlar.

aeY

O zaman, (1) ve (2) kosullar altinda (S,%*,) bir yarigruptur.

Ispat: Y bir yarlatis ve {S, :« €Y} ikiser ikiser ayrik yarigruplarin bir ailesi
olsun. Her o, feY, az=f, ae S, igin Doy Sy S,

(1) @€Y igin, @, , ifadesi @, lizerinde birim doniigiim,

N2/

(2 a,pyeY,affzy veacS,, beS, iin,

(9000 ) (69p.05)) s, = (@0, ) (P,
kosullar saglantyor olsun. Buradan
(@ b)% ¢ =((a% 0) Pup s, ) (€0, )
= (a0 ) (09.05)) (P ) (€05, ) (% islemi tananmn)

= (a@a’aﬂy )(b(pﬁ’aﬂy ) (C([)yﬂﬂ}, ) (Onerme 3.2.1 Kosul 2)

dir. Ote yandan,

a* (b * C) = (a(/’a,aﬂy )((b * C)goﬂyﬂaﬂV)
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= (a¢a,aﬂ )((b¢ﬁ’aﬁ )(C%ﬂﬂy )) ((/’ﬂy,aﬂy ) (*, islemi tanimr)

= (aqoa’aﬂy )(bgoﬂ’aﬂy ) (CQy,aﬂy ) (Onerme 3.2.1 Kosul 2)

olup (a* b)* c=a* (bx c) olacagindan (S,*) bir yarigruptur. O

Tanim 3.2.2 Onerme 3.1.7 de gosterilen yarigruba S, yarigruplarinin yari-giiclii
yardatisi denir ve A(Y;S,,p, ;) ile gosterilir. Asagidaki sonug Onerme 3.2.1

tarafindan kolayca goriilebilir.

Sonu¢ 3.2.3 ¥ bir yarilatis ve {S, :a €Y} ikiser ikiser ayrik yarigruplarin bir
ailesi olmak iizere Z/(Y; Sa,(oa, ﬁ) , S, yarigruplarmin yari-gii¢lii yarilatisi olsun.

Her o, B,y €Y, a2f>y,aeS,, beS, icin ¢, , bir homomorfizm ve
i (aq)a,ﬂ Pp.y ) (bgoﬁw) - (aq)“# ) (b(pﬂ’y)
ii. (b(pﬁi)(a(pa,ﬁ (oﬁ,y) = (b(pﬁi)(a(p“”)

dir.

Ispat: Y bir yanlatis ve {S, :a €Y }ikiser ikiser ayrik yarigruplarin bir ailesi
olmak tizere #(Y;S,,9, ;), S, yarigruplarnin yari-giiclii yart latisi olsun. Her
a,p.yeY,azf>y,aeS,, beS, iin ¢, , nin bir homomorfizm oldugu

Onerme 3.2.1 Kosul (2)’den kolayca gosterilebilir.

i (ap,,)(be,, )= ((a(oa’ 5)(bo, ﬂ))¢ﬁ’y (Onerme 3.2.1 (2))

= (a¢a, 5Ps., )(b@,’ D5, ) (@ homomorfizm oldugundan)
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= (a¢a,ﬁ¢ﬁ,y)(b¢ﬁ,y) (Onerme 3.2.1 (1))
olur.
i (b%,y)(a%,y) = ((b%,ﬁ)(a(pa,ﬂ))(pﬁ,y (Onerme 3.2.1 (2))
= (b(%, 3Py ) (a¢a, 5Ps., ) (@ homomorfizm oldugundan)
- (bgom )(a(/’a,ﬁ%,y) (Onerme 3.2.1 (1))
olur.

Tamm 3.2.4. S bir yarigrup olsun. Her a,b €S i¢in ac =bc ve ca=cb iken
a =b olmasmi saglayan bir c€ S varsa S ye zayif sadelestirilebilir yarigrup

denir. Sonug 3.2.3 den eger X(Y;S,,®,,), S, yargruplarmin yari-giigli
yarilatisi ise herhangi bir & € Y igin S, nin zayif sadelestirilebilir oldugu durumda
AY;S,,¢,,) ayrnca S, nin giclii bir ¥ yarilatisidir. Bunu gérmek oldukea
kolaydir.

Y bir yarilatis ve {S, : @ €Y'} ikiser ikiser ayrik yarigruplarin bir ailesi
olmak tizere 4 (Y;S,, @, ﬁ) , S, yarigruplarmin yari-giiclii yarilatisi olsun. Her
a.ByeY,azf>y,aes,, beS, igin ¢, , bir homomorfizm olmak iizere
(02522, ) (605, )= (a0, ) (b05.,)
olacaktir. S, zayif sadelestirilebilir oldugundan Sonug 3.2.3 den hareketle,

(a(paﬁ Ps.r )(bguﬂay ) - (a(oaw ) (bgoﬁw )

agoaﬁ (0/5’,7 = a(otw
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Pop Py = Py
olacaktir. Bu ise (Y;S,,9, ;) nin S, yangruplarmm giiclii yarilatisi oldugu

sanucuna ulagtirir. Yani, yari-gii¢lii yarilatis, zayif sadelestirme 6zelligine sahip ise

giiclii yarilatistir.

Gozlem: Genel olarak yari-giiclii yarilatis, yarigruplarin giiglii yarilatislerinin

uygun bir genellemesidir. Asagidaki 6rnek bu duruma bir 6rnektir.

Ornek 3.2.5. Y ={a, 5,7} (a > f > }/) ii¢ elemanli bir yarilatis, S, = {a,a’},
S, = {b,b*} iki izomorfik iki elemanli monojenik yarigrup, a* =a’ ve b° =b’

. 4_ 6
olsun. § = {c,c?,c’,c*,c’} bes elemanl monojenik yarigrup ve ¢* = ¢ olsun.

Py S, > Sy

ap, ,=b ve a’p, , =1’
Py .S, —>S7

ap,., =c’ ve az(pw =c*
Pp, S —>S,

bp,, = ct ve bz(pm =c*

olarak tamimlayalim. Her 6 €Y i¢in @y, ifadesi, ¢, lizerinde dogal doniisiim
olsun. O zaman, S=S,US ﬂUSy olmak iizere, Y, S nin bir yar-gii¢li

yarilatisidir. § nin bu yarlatis ayrigtirmasinin en kiigiigii oldugunu da
sOyleyebiliriz.
Varsayalim ki, S yarigrubu 6,7 €Y ve 0 27 iken 955’,] homomorfizmleri

ile belirli S,,, S, ve S, nin giiclii yari latisi olsun.
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a*c= (agocw)(cgow) - (a(pa,}/)c

oldugundan

ac =(a(pw)c =c = (a w)c
olacaktir. S , = {c,c?,c’,c*,c’}) da, cile carpildiginda ¢’ ii veren yegane eleman
c’ oldugundan

a(fw =c

olur. Benzer sekilde,
be=(bg,, )e=c*=(b;, )
_ 2 3 4 5 . - 5.
olacaktir. S, ={c,c",c”,c",c’} da, c ile carpildiginda ¢” i veren yegane eleman

c! oldugundan
bg,, = ct
olur. $imdi, ag, ;, nin alabilecegi degerlere gore, ag, ,&,  nin durumunu
inceleyelim.
ag, s=bise: a&, , &, =b&, =c'
at, s =b’ise: a, , &, =b’¢, =

olur. Yani, aé:a, 5 ne olursa olsun, a&, 2 ¢ 5y = ¢* olacaktir. O halde,

2 _ _ _ 4
¢ =a,,=as, &, =c
geliskisi elde edilir. Bu nedenle S yarigrubu, S, S, ve S, nin giiclii bir yarilatisi

olarak ifade edilemez.
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3.3.Yarigruplarin Diizgiin Yarilatisi

Bu boliimde, yarigruplarin temel yarilatisleri, yarigruplarin yari-giiclii
yarilatisleri, yarigruplarin rafine yarilatisleri ve yarigruplarin diizenli yarilatisleri
arasindaki iligkileri tartisacagiz. Goriilecektir ki bunlarin hepsi, yarigruplarin giicli

yarilatislerinin genellemesidir.

Tanmim 3.3.1. 4 ve B bos olmayan kiimeler olsun. 2°, B nin tiim alt kiimelerinin

kiimesi olmak iizere 4 —2° olan bir fonksiyona A4 dan B ye bir kiime degerli

fonksiyon denir.

Tamm 3.3.2. p, B kiimesi iizerinde bir denklik bagintis1 ve &, 4 dan B ye bir
kiime degerli fonksiyon olsun. Eger, her a€ 4 ve her be B igin |a§ mbp| =1
oluyorsa & ye, A dan B ye p ile iliskili kiime degerli fonksiyon denir ve
E:4—L52°
ile gosterilir.
W, , B lizerinde alisildik denklik bagintisi (her b € B igin bw, =b) ise
EiA4— 507

ifadesine alisildik kiime degerli fonksiyon diyecegiz.

Gozlem: &: A—22" | p ile iligkili kiime degerli fonksiyon ve b € B olsun. Bu
durumda,

E A bp

al’ =a&nbp

fonksiyonu belirler.
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Onerme 3.3.3. 4 ve B bos olmayan kiimeler olsun. Her a € 4 ve b,,b, € Bigin
E:4-2%, |a§mbp| =1 kosulunu saglayan p ile iligskili 4 dan B ye kiime

degerli fonksiyon olmak {izere
(Vb,b, € B) bpb, = &' =&" < (3aec A) at” =at” (3.1)
dir.

ispat: 4 ve B bos olmayan kiimeler ve her a € 4 ve b,b, € Bigin &: 4—2°,

|a§ M bp| =1 kosulunu saglayan, p ile iliskili 4 dan B ye kiime degerli fonksiyon

olsun.

= b,pb, olsun. Bu durumda, b,p =b,p olur.

ENiA—bp, E" A bp

al" =aénbp=a&nb,p
ve
|a§mb1p| = |a§mb2p| =1
oldugundan
ag" =agnbp=alnbp=3&" =&"

olur.

& EM=E" olsun. Her a € 4 igin
atNbp=asnb,p
olup b,p Nb,p #J oldugundan
aENbp=alnbp = bp=b,p = bpb,
olur. O
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Tanim 3.3.4. S ve T yarigruplar, p, 7' kiimesi iizerinde bir denklik bagintis1 ve

E:8—22" pileiliskili kiime degerli fonksiyon olsun. Eger, her t € T igin,
E:S—>wpcT

bir homomorfizmise & ye, S den T ye p ile iliskili homomorfizm denir.

Teorem 3.3.5. Y bir yarilatis ve {S, :a €Y} ikiser-ikiger ayrik yarigruplarin bir

ailesi olsun. @, €Yve a>f olmak izere, p,,, S, lzerinde bir band

kongriians1 olmak tizere,®,, :SQA)ZS” . Pgap ile iliskili S, dan S, ya
kiime degerli fonksiyon olsun. Eger,
(1) Her ¢ €Y igin p,, =@, ve ®, ., §, lizerinde birim doniisiim;

(2) Hera,feYve ae S, igin, a®, ., S xp,,, olacak sekilde x€ S,

vardir.

kosullar1 saglantyorsa, a € S, ve be S 5 iken
aob=(a®;, )by ;)

ifadesi, S = U S, tizerinde bir islem tanimlar. Ayrica,

aeY

(3) Her @, B,y€Y,acS,, beS, ve ce§, igin,

(ae b)cD;ﬂ,aﬂy = (aq)i,aﬁy )(bq)zﬂ,aﬂy)

olsun. O zaman, (1), (2) ve (3) kosullar1 altinda, (S,°) bir yarigruptur. Burada,

C(Dy,aﬂ}' S xpaﬁ,aﬁy ’ (b ° C)q)ﬂ}',aﬁy = ypa,a/ﬁ ve (C ° a)q)a%aﬂy S Zpﬂ,aﬂ}'

dir.
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Ispat: Her a,b,ce S ve a, B,y €Y i¢in ae S, , bESﬂ , €S, olmak iizere

Kosul (2) den, c®, o SXp,p 5., (@oD)D 0 CUp, o » AD, 0 SVP4, 5.5

(boc)Dy, 15 S VPyap, VE(Co@)D,, o & 2p, o olur. O halde, Kosul (3) den,

(aob)oc=((aob)®,, , WD) ) (Teorem 3.3.5 Islem)
=a®; 0Dy ;)P ;) (Teorem 3.3.5 Kosul (3))
=(a®,, .z, )(boc)Dy .) (Teorem 3.3.5 Kosul (3))
=ao(boc) (Islemin tanimi)

olur. O

Tamm 3.3.6. Teorem 3.3.5 de ifade edilen yarigruba, S, yarigruplarmin diizgiin ¥

yarilatisi denir ve S =R(Y;S,,p, ;. P, ;) ile gosterilir.

Gozlem: S=R(Y;S,,p, 4, D, ;) yarigruplarn diizgiin yarilatisi olsun.
(1) Teorem 3.3.5 Kosul (1) ve Kosul (2)’den hera, B €Y, a> (3,

a€s, ve x€S§; igin
aox = (aCI)zqﬁ)xve xoa:x(a@z,ﬁ)

(2) Teorem 3.3.5 Kosul (1) ve Kosul (3)’den herax, B,y €Y, a3 >,

a€S, ve beS, ve x€S§ icin

(aob)®, = (a®!)(bP)

elde edilir.
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Sonug 3.3.7. S=R(;S,,p, 4P, ;) yargruplarn diizgiin yarilatisi olsun. Her
a,feY ve a> [ igin
(1) Her x€§; igin @, ,, S, dan S, ya bir homomorfizmadir;

2 p.s> S 5 luzerinde bir dikdortgensel band kongriiansidir.

Ispat: (1) a,b € S, olsun. P, bir band kongriiansi oldugundan Gozlem (1) den
ve @ , tammindan box€Exp, ; ve xoa € xp, ; dir. O zaman Gozlem (2) den

(aoh)®, , = (a@i‘fé)(b@m) = (a®; ,)(bP; ;)

a,

X
a,B°?

olup @ ,, S, dan S, ya bir homomorfizmadir.
(2) p,; nm, S 5 uzerinde bir dikdortgensel band kongriianst olmadigini
varsayalim. O zaman, u#,v€S, vardr &yle ki (w,v)€p,,; ve

vp, 5 = @v)p, ; =(u)p, ; dir. O zaman, a € S, i¢in Gozlem (1) ve Gozlem (2)
ayrica Teorem 3.3.5 Kosul (1) ve Kosul (2) den
(a®; u=aou=(aou)d; , =(ad, )ud,,;)=(ad, ;,)u

5!

elde edilir. Ayrica p, ;, S; lizerinde bir band kongriiansi oldugundan

upa,ﬂ = (vu)pu,ﬁ :vpa,ﬂ
dir. Bu ise bir geliskidir. O halde p,,;, S, lizerinde bir dikdortgensel band

kongriiansidir. O

Onerme 3.3.8. S=NR(Y:;S,, Pop> P, ) yarigruplarm diizgiin yanlatisi olsun.
Hera,feY,acS, ve beS, igin

(1) a®, ., Supy , ve b, ;s Cup, ,; olacak sekilde u € S, ; vardir.

a,af —
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(2) a®a,aﬁ g (a © b)p‘(},aﬂ = (b © a)pﬂ,aﬁ ve
b(ﬁﬂ,aﬂ g (a © b)pa,aﬁ = (b © a)pﬂ,aﬂ

dir.

Ispat: (1) Teorem 3.3.5 Kosul (2) den, dyle x,y € S,y vardirki a®, , Cxp;,
ve b®, ,Cp,.; dir.  Boylece a®) . €(xp,,,)N(0P,.5) Ve
bP%; 5 € (35 ,5) N (¥P,.5) olur. O halde, u € (xp, ;) ()P, ) olacak sekilde
u€s,, vardr.

(2) a®, ., Cupy 5 ve bP, s Cup, ;5 olacak sekilde u €S, ; oldugunu

a,af

(1)  den  biliyoruz..  Bu  nedenle, a®: ., cup, .,Nup, ., ve

bd% ., €up, ,Nup, ., olur. Ayrica, p, 5 ve p; .5, S,; lzerinde bir band
kongriianst oldugundan ve Teorem 3.2.5. Kosul (2) vasitasiyla

aob=(a®; )b} ;)€ Up, .5 N Upgs .3
dir. Benzer sekilde,

boa= (b, ;)a®; ;) €up, . N UPg.ap
bulunur. Boylece,

a®, ., S(aob)p, s =(boa)p, .,

ve

b, C(aoblp, ., =(boayp,,,

sonucuna ulasilir. O

Tanmm 3.3.9. ®,:4—2-2° ve &,:B —£2 52 Yiime iliskili doniisiimler
olsun. Bu durumda

39



3. ESAS YARILATISLERIN YARIGRUBU Yusuf [PEK

(A) Py Py
(B) her a € 4 igin, a®®, = | | x®; olmak iizere, a®,®, C ad; ;

read,
(C)her beB ve ceC igin, (bp)®;Ccp, olacak sekilde ¢ € C
vardir;
kosullarini  saglayan @, cA—2 2% liskili déniisiimiine ®, ve @, iliskili
donisiimlerinin bileskesi denir.
Tamm 3.3.10. S, ve S, yanigruplar, §:S,—2—S, bir esleme olsun. O zaman &
nun bir homomorfizma oldugunu soyleriz. Eger p, S, lizerinde bir kongriians ise

herhangi s,,s, €S, ve t €T igin

(Slsz)gt = (Slgt )(Szg) (3.2)
olur.

Onerme 3.3.11. T bir yarigrup ve p, T iizerinde bir kongriians olsun. O zaman,

p, T tzerinde bir band kongriiansidir ancak ve ancak bir § yarigrubu i¢in

T ..
S —2—2" bir homomorfizmasi vardir.

ispat <= § bir yangrup ve &:S5—2—2" bir homomorfizma olsun. Herhangi bir
teT ve s€S igin |[s¢Ntp|=1 dir.
£&:85—T

s —>sENIp

40



3. ESAS YARILATISLERIN YARIGRUBU Yusuf [PEK

olup % nun band oldugunu gosterecegiz. Yani, her ¢ € T icin ° pt oldugunu

gosterecegiz.

teT ve s€S olsun. s& =t' olmak iizere s°¢' =(t')" =t"t' olur.
Ote yandan,

£ S — tp homomorfizm oldugundan, s¢' = (¢')> €tp olur. t'Etp ve
(t") €tp dir. Ayrica, (¢')* €£’p oldugundan #°pt olur. Dolayisiyla, % bir
banddir. O halde p, T iizerinde bir band kongriiansidir.

= p nun T izerinde bir band kongriiansi oldugunu varsayalim. Bu
durumda her t € T igin

= t* P
ve her #,,¢, €T igin,
Lptp Stt,p

olur. Dolayisiyla, N dogal sayilar kiimesi ve “+”, N iizerinde alisildik toplama

islemi olmak tizere S = (N,+) yarigrubunu diisiinelim. Se¢me aksiyomundan her
t €T i¢in |A N tp| =1 ve herhangi bir x€ A igin, eger xp T'nin tiim

idempotentlerini iceriyorsa, x idempotent olacak sekilde A kiimesi secelim. Her

ne N igin
nE={x":xeA}
olmak iizere
£:8—2"
n— né
olarak tanimlarsak
£:85—-2-27

olur. A nin segiminden her 1 €T ve her n € N i¢in
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{x}=ANtp tp tiim idempotentleri igeriyorsa

nﬁﬂtp:{

{x"} tp tim idempotentleri igermiyorsa

olur. Dolayisiyla, £* : S — xp homomorfizmadir. O

Onerme 3.3.12 Y bir yarilatis ve {S,:aeY} ikiser-ikiser ayrik yarigruplarin bir
ailesi olmak tizere S =R(Y;S,,p, 5, P, ;) yarigruplarn diizgiin yarlatisi olsun.
Her a, €Y ve a2 f ve x €S, olmak iizere

\Ija,ﬁ : Sa - CSJ

a— \I/g
xWf = a@fw (3.3)

eslemesini tamimlayalm. Bu durumda S=F(Y;S,,¥, ,), S, (xeY)

yarigruplarinin temel yarilatisi olarak ifade edilebilir.

Ayrica, her a, €Y, a= [ ve a,be S, igin
WL, =) 34

dir.
Tersine, S =F(Y;S

a?

\I/a’ ) yangruplarin temel yarilatisi ve «, pey,
a>pf ve a,be S, iken Ker?’ band kongrilansi ve \I/‘;\I/l; = U’ olsun. Bu
durumda, @ > £ iken bir @, € S, i¢in Paop = Ker\P'I’B olarak alalim.

. Pa.s S
L

42



3. ESAS YARILATISLERIN YARIGRUBU Yusuf [PEK

ad, ,=ImV¥; (a€S,)
olarak tanimlanirsa o zaman S =R(Y;S,,p, 4, P, ), S, yangruplarmimn diizgiin

yarilatisi olur.

Ispat: Y bir yarilatis ve {S, :a €Y} ikiser-ikiser ayrik yarigruplarm bir ailesi
olmak iizere S=R(Y;S,,p, ;,P, ;) yarigruplarn diizgiin yarilatisi olsun. Her
a,feYve a> [ olmak iizere
U, 58, —C(S,) , a— V]
WS, — 8,
x—ad;,
olsun. a®) ,=a®, ,Nxp,, ve |aP, ;Nxp, =1 oldugundan W, iyi

tanimlidir.

(x,y) €V ise, @] , =P , dir. Dolayisiyla Onerme 3.3.3 den xp, ;¥
olur. O halde, W ile AN (S;) de aynmidur.

VY mn tanimindan  WEWE =W oldugu agiktir ve dolaysiyla
WS = U) oldugu elde edilir.

(C(S;) de U = W% dir. Buradan, U0’ = \IIZ\IIZ = \I/f; elde edilir).

Her a €Y ve a,x €S, olmak iizere (3.3) ve Teorem 3.3.5 Kosul (1) den
xU8 =aW¥! =a olup (V;)=a olur.

Her a,fe€Y,aeS, vebe S igin (3.3) ve Teorem 4.3.5 Kosul (2) den
dolay1r ¥* \I/f’l 4 sabit olur. Ayrica

af

(o W) (W, W0,) = (@W) ) (bW )

a,af

43



3. ESAS YARILATISLERIN YARIGRUBU Yusuf [PEK

dir. Her o, B,y €Y, a€ S, bESﬂ ve c €S, igin

ImWUy, =a®, 5 Cxpy .5 = xKer?’

afy?

ca __ _ b
ImVE = (ca)®,, .4 Cxp;.4 = xKerl

apfy?

Im ¥

afy

= (ab)Qaﬁ,aﬂw g Zpﬂ,«,m@w =2z Ker\I!C

afy

kosullarin1  saglayan z€S, ; igin (burada Im \I/Zﬁ =b®, ;Cxp,.; Ve
ImW¥;, =a®, ,Cyp;,, dir). Teorem 4.2.5 Kosul (3) den

> = (bc)@z;ﬁ,aﬁq - (b(I)g,(lﬂq/)(c(I)i,aﬂq/)

= (0, Wos Ve Uos,)

afy — afy

<\Ija \I/bc

afy = apfy

olur.
Boylece S=F(Y;S,,V,;), S, (a¢€Y) yarngruplarmm temel yar

latisi oldugu ispatlanmis olur.

Tersine; a, f €Y ve a= f alahm. Her a,b € S, i¢in
\I’f’,\lfg = \I’g ve \IIZ‘I/‘; =]
oldugundan Ker? = Kerl/, olur. Yani, p,;, d,€S, seciminden
bagimsizdir. Buradan ®_ ; nin iyi tamml oldugu goriilir. Her a €S, icin
\Ifg‘ll‘; =W} oldugundan p,; kongriiansi ile iliskili bir déniisim oldugunu

sOyleriz. O

3.4.Yarigruplarin Rafine Yarilatisi
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Teorem 3.4.1 Y bir yarilatis ve {S, :a €Y} ikili ayrik yarigruplarin bir ailesi
olsun. Her a,f€Y ve a=/f olmak iizere @, , :Sa%f”, Pap
lizerinden § 5 dan S 5 ya bir esleme olsun. Varsayalim ki

(1) Her a €Y igin, p, , =@ ve O

S, tizerinde birim doniisiim;

a,a’

(2) Her o, B,yeY,az2f>yveaeS,, beS,, ceS, olmak iizere

Pay S Ppy (3.5)
aq)a’ﬁCDﬂ,y c aCDW (3.6)

ve Jc € Sy igin
(bp, )V, =Cp, (3.7)

() Her o, B,y €Y, aff2y ve ae§,, c€ S, olmak iizere, Jc €8y
igin
a(DaJ NPy, S c'pﬂ,y;

(4) Her a,feY, a=2f veacs,, b,c,dESﬂ olmak iizere

cbp, ,db= (a®, ,)b= (aCDiﬁ )b (3.8)

be p,, 5 bd = b(a®;, ;) =b(ad;, ;) (3.9)
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olsun. Bu durumda, a€S,, beS Ve (x,y)e Saﬂ olmak iizere,

bq)ﬂ,aﬂ - 'xpa,aﬂ H aq)a’aﬂ - ypﬂ,aﬂ kOSulu lle
axb=(a®;, . )(bD} ;) (3.10)

ifadesi, S = U S, iizerinde bir igslem tanimlar. Bu iglemle (S,%*) bir yarigruptur.

aeY

Ispat, Lemma 3.4.2 ve Lemma 3.4.3 den sonra verilecektir. O

Lemma3.4.2. Hera, S €Y, a €S, ve be S, icin s,f €S, vardir 5yle ki

a®, s SSPp . ve DOy, S, .

dir. Boylece Teorem 3.4.1 Kosul (4) deki islem x ve y den bagimsizdir.

Ispat: Teorem 4.4.1 (1) ile P,.o» herhangi bir & € Y i¢in S, yarigrubu iizerindeki
evrensel bagintidir. Dolayisiyla, Teorem 3.3.5 Kosul (3) ile, eger, v =af ise,
oyle bir s,t€S, vardr ki, a®, ,=aD, NS ,;S5p,., Ve

b, ., =b®, NS, <1p,,, dir. Boylece ispat tamamlanir. O

Lemma3.43. a,fe€Y,aeS, ve beS, olsun. Oyle bir z € S,z vardir ki

a(DMﬂ C 2Py p VE bCDﬂ’aﬁ S 20,05

dir. Boylece Teorem 3.4.1 Kosul (4) deki islemi
axb=(a®, ,;)(bD} 5)

seklinde yazabiliriz.
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Ispat: Lemma 3.4.2 ile a®’

a,aff ?

bD s €1p, s N SPy,, Olacak  sekilde
s,t €S, oldugunu biliyoruz. Eger z €p,, ., NSp, .5 segilirse a®D,, ., S2p, 0

ve bd pap S ZPaqp olur. Boylece ispat tamamlamir. O

Teorem 3.4.1 in Ispati: Lemma 4.42 den S iizerinde tanimlanan islemin iyi

tanimli oldugunu kolayca gorebiliriz. Her &, B,y €Y, a€S,, be S, ve ce S,
igin (a*b)xc=ax(bxc) oldugu gosterilmelidir. Lemma 3.4.2 den u € S,, ve

veS

upy 1610

b, s SUP, by » AL, 5 SUP, (3.11)

Cq)}/saﬁy g vpaﬂ,aﬂy > ((aq)z,aﬂ )(bq)z,aﬂ ))q)aﬁ’aﬂy g vp%aﬁ}/ (312)

dir. Buradan

(Cl *b) *C= (aq)a aﬂ a,B aﬂy)(bq)ﬂ af O!ﬁ afy )(Cq)Y aﬂY)
olur.
Yine Lemma 3.4.2 den x€ S, ve y€S,, icin
c(D L S XPy s s bCI) , S XD, 5, (3.13)
a® s, S VPpyapy » (DL p NP NPy, gy S VParapy (.14)

dir. Buradan
ax*(b*c)=(a®, .5 )ODy 5 Py o0 (D, 5, Py, )

47



3. ESAS YARILATISLERIN YARIGRUBU Yusuf [PEK

olur.
Kolaylik olsun diye
_ u v _ u v _ v
al - aq)a,aﬂq)aﬂ,aﬁy ’ bl - bq)a,aﬁq)aﬂ,aﬂy ’ Cl - Cch,aﬂy
_ y _ x y _ x y
a, = aq)a,aﬂy ’ bZ - bq)ﬂ,ﬂy(bﬂ%aﬂy » 6 = C(D%ﬂyq)ﬁy,am

seklinde yazalim. Simdi asagidaki adimlarla a,b,c, = a,b,c, oldugunu gosterelim.

1. Adim: Oncelikle (a,,b,), (b,,¢,) € p; 5, oldugunu, yani
@ Psp =DPsos, Ve DyPy s =CoPs s, oldugunu gosterelim. (3.11) den
a®, , €upy ; oldugunu gorebiliriz. Dolayisiyla (a®,, ,, 0D .)€ p, ., olur.
O halde, Tanim 3.3.9 (C) den (a,b)€p,,; olur. Benzer sekilde,
(b,,¢,) € pj o5, oldugu gosterilebilir.

2. Adm: Simdi, (b,b,) € p,, o5, NP, .5, 0ldugunu gosterelim. 1.Adim ve
Tanim 3.3.9 (A) dan (b,,c,) € Pop.ap, ©ldugunu gorebiliriz. Ote yandan, Tanim
339 (B) ve (3.12) ile ¢, €vp,4,5 oOlur. Boylece, b €vp,; .5 olup
b,b, €vp,;5 .5, dir. O halde, Tamim 3.3.9 (B) ve Teorem 4.4.1 Kosul (3) den
(b,b,)) € p, .5, olur. Benzer sekilde, (b;,b,) € p., 5, oldugu gosterilebilir.

3. Adim: Simdi, (a,bc;,ab) € p, .5, ve (a,b,¢,,0,¢)) € p, .5,
oldugunu gosterelim. (3.12) den (a,b)€p, 5 olup (c,ab)ep,,, dir. O
halde, Onerme 3.3.11 den (abc,ab)€p,, , olur. Benzer sekilde,
(a,b,¢,,b,¢,) € p, 5, 0ldugu gosterilebilir.

4. Adim: Simdi, (a,b,c,,a,b,) € Py s, VE (ab,c,,b,c,) € Poosy
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X

oldugunu gosterelim. (3.13) den b® .

€ Xp}aﬂy olup, (bq);,ﬁy’ C(D;,ﬂy) € py,ﬂy

dir. Oyleyse, Tanim 3.3.9 (C)’den (b,,c,) € p, ;5 olur. Boylece 2.Adimdan,
(b,c,)€p, 5 olup (abb,abc,)€p, , olur. Onerme 3.2.1°i uygulayarak
(ab,abcy) € p, 4 elde ederiz. Benzer sekilde, (a,b,c,,b,¢,) € p, 5, oldugu
gosterilebilir.

5. Adim: $imdi, a,b,c, = ab,c, oldugunu gosterelim. Teorem 3.4 Kosul
(4) den aleDf’;,aﬂy = a1b<D2f’;ﬂy olur. Yani, ab, = aleD;}f’;ﬁy dir. Benzer sekilde,

bc, = bd"

posC, oldugu gosterilebilir. Ayrica, 1.Adimdan, (a,b,,b,¢,) € p; .5,

aby

olur. Boylece b®}"  =bD)  elde edilir. Dolaysiyla, a,b,c, = abc, oldugu
goriiliir.
6.Adim: Son olarak a,bc, = a,b,c, oldugunu gosterelim. 3. Adim ve 4.

C

Adimdan (a,b¢,abc,)) € p, 5 olur. Buradan a,bc®’

=a,bc®?,,, , yani
a,bc, = abc, elde edilir. Benzer sekilde, a,b,c, = a,b,c, oldugu gosterilebilir.

Simdi, 5. Adimdan, ab,c, = a,b,c, oldugu elde edilir. Béylece ispat tamamlanmig

olur. O

Tamm 3.4.4 Teorem 4.4.1 deki yarigruba, S, (« €Y) yarigruplarinin rafine ¥

yarilatisi denir ve S =[Y3S,_,p, 5, @, ;] ile gosterilir.

Onerme 3.4.5 S =R(Y; SesPuprPup)s Sy(ae€Y) yangruplarinm dizgin ¥
yarilatisi olsun. Herhangi &, B,y €Y, a2 2y, ae S, ve b,c,d € S igin

pa,;/ - pﬂ,y

49



3. ESAS YARILATISLERIN YARIGRUBU Yusuf [PEK

cbp, ,db= (a®;, ,)b= (aq)iﬁ )b
ve

bcp, ,bd = b(a®, ;)= b(ad)i,ﬁ)
kosullart saglamr. O zaman, S, p,, ve @ , ile birlikte, S, (a€Y)

yarigruplarinin rafine Y yarilatisi olarak ifade edilebilir.

Tersine, S=[Y;S,,p, s P,z], S,(aeY)yargruplarmin rafine ¥
yarilatisi olsun. Her a,f€Y ve a=p igin p,, bir dikdortgensel band

kongriiansidir. O zaman S, p, ; ve ®_ , ile birlikte, S, (a € Y) yarigruplarimin

diizgiin Y yarilatisi olarak ifade edilebilir.
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4.SONUC ve TARTISMA

Y bir yanlatis ve {S, :a €Y }ikiser ikiser ayrik yarigruplarin bir ailesi
olsun. Herhangi &, fe€Yve a2 f igin, ®, ,:S, > {(Sy), a— ¢, yarigrup

homomorfizmleri olsun. Belirli kosullar alinda a € S, ve be § 5 olmak tizere

a*b= <¢5p¢:ﬁ> <¢:ﬂ¢:ﬁ>

isleminin, S = U S, tizerinde bir yarigrup belirledigine dair ispat verilmis ve bu

aeY
yarigrup, yarigruplarin temel yar1 latisi olarak adlandirilmistir. Yarigruplarin temel
yarilatisi, band kongriiansi iligkisi incelenmis, gesitli sonuglara ulasilmis ve bu
sonuglara ait kanitlar verilmistir. Bir degismeli yarigrubun temel yarilatisinin
degismeli oldugu ancak, verilen Ornekten de anlagilacagi iizere degismeli

yarigruplarin yarilatislerinin degigsmeli olmak zorunda olmadig1 gézlenmistir.

Y bir yanlatis ve {S, :a €Y }ikiser ikiser ayrik yarigruplarin bir ailesi
olsun. Her a,fe€Y, a=2f, acS, icn ¢ doniisiimii sabit olmak iizere
@pp:S, S, sabit homomorfizmler ve @, ;:S, >C(S;) sabit

homomorfizmleri i¢in ag, , =(@;) seklinde tanimlandiginda bu sekilde ozel
tipteki yarigruplarin temel yarilatislerini de igine alan bir yarigruplarin yarilatisi
insaa edilmistir. ¥ bir yarilatis ve {S, :a €Y } ikiser ikiser ayrik yarigruplarm bir

ailesi olsun. Her o, €Y, a2 f3, ae§, isin ¢, ,:S, > S, belirli kosullar

altinda, a € S, ve b € S, olmak iizere,

a* b= (a%,aﬂ)(b¢ﬂ,aﬂ)

islemi ile S= USa iizerinde bir yarigrup olusturacaktir. Bu yarigruba

aeY
yarigruplarin yari-giiclii yarilatisi ismi verilmistir. Yarigruplarin yari-giiclii
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yarilatisinin, aslinda yarigruplarin giiglii yarilatislerinin uygun bir genellemesi
olduguna dair 6rnek verilmistir.

Kiime degerli fonksiyon kavrami kullanilarak, yarigruplarin diizgiin
yarilatisi ve ingas1 yapilmigtir. Ayrica yarigruplarin temel yarilatisi ve yarigruplarin
diizgiin yarilatisi arasindaki iligki incelenmis ve belirli kosullarda kurulan cift
gerektirmeli Onermenin ispati verilmistir. Benzer sekilde yarigruplarin rafine
yarilatisleri tanimlanmus, belirli kosullar altinda yarigruplarin diizgiin yarilatisi ile
yarigruplarin rafine yarlatisleri arasindaki iliskiyi veren ¢ift gerektirmeli
Onermenin ispatt verilmistir.

Inceledigimiz arastirmalar yarigruplarin yarilatislerinden yeni bir yarigrup
olusturma teknikleri acisindan Onemli bilgiler vermis ve yeni bir yarigrup

olusturma yontemleri i¢in ilham kaynagi olmustur.
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