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Bu tezde önce devirli kodların genellemesi olan aykırı devirli kodların özellikleri 

incelenmiştir. 𝑢2 = 1 olmak üzere bir  𝛿𝜃 türetimi ve  𝜃  otomorfizmi kullanılarak 

ℤ4 + 𝑢ℤ4 halkası üzerindeki aykırı devirli polinom halkası tanımlanmış, bu halkanın 

cebirsel özellikleri incelenmiş, bu halka üzerideki aykırı devirli kodlar derlemiştir. Son 

olarak ise 𝑢2 = 𝑢,   𝑣2 = 𝑣,   𝑢𝑣 = 𝑣𝑢 = 0   ve 𝑢2 = 1,   𝑣2 = 1,   𝑢𝑣 = 𝑣𝑢 = 0 

durumlarında ℤ4 + 𝑢ℤ4 + 𝑣ℤ4 halkası üzerindeki aykırı polinom halkası tanımlanmış, 

bu halka üzerindeki aykırı devirli kodlar çalışılmış ve bu kodların üreteç ve kontrol 

matrisleri verilmiştir.  
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In this thesis, firstly it is investigated properties of skew cyclic codes, which are 

generalizations of cyclic codes. Skew polynomial ring over  𝑅 = ℤ4 + 𝑢ℤ4, 𝑢
2 = 1  

with a derivation  𝛿𝜃 and an automorphism  𝜃  is defined, properties of algebraic are 

investigated, skew cyclic codes over 𝑅  is compiled. In case of   𝑢2 = 𝑢,   𝑣2 = 𝑣, 
𝑢𝑣 = 𝑣𝑢 = 0   and  𝑢2 = 1,   𝑣2 = 1,   𝑢𝑣 = 𝑣𝑢 = 0, skew polynomial ring over 

 ℤ4 + 𝑢ℤ4 + 𝑣ℤ4  is defined, skew cyclic ring over the ring is studied and its parity-

check matrix is given. 
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𝑑(𝐶)     𝐶  kodunun minimum uzaklığı     

𝑑(𝑥, 𝑦)     𝑥  ile  𝑦  kodsözleri arasındaki uzaklık    

der 𝑓     𝑓  polinomunun derecesi      

𝐺𝐹(𝑞)   𝑝  asal sayı olmak üzere  𝑞 = 𝑝𝑛 elemanlı Galois cismi 

𝐹𝑞     𝑞  elemanlı sonlu cisim       

𝑅 𝐼⁄      𝑅  halkasının  𝐼  idealine göre bölüm halkası     

𝑅[𝑥]     Katsayıları 𝑅 halkasında olan polinomlar halkası 

𝑅[𝑥, 𝜃]  𝑅  halkası üzerindeki aykırı polinom halkası    

𝑍(𝑅)     𝑅  halkasının merkezi        

𝑤(𝐶)     𝐶   kodunun (Hamming) ağırlığı      

𝑤𝐿(𝐶)   𝐶   kodunun Lee ağırlığı      

ℤ         Tamsayılar halkası       

ℤ𝑛     Mod 𝑛 ye göre tamsayılar halkası      

𝛷(𝐶)     𝐶  kodunun Gray görüntüsü       

[𝑛,𝑀]   𝑛  uzunluklu  𝑀  tane kodsözden oluşan lineer kod  

〈𝑆〉   𝑆  kümesi tarafından üretilen ideal 
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1. GİRİŞ  

Kaliteli ve güvenli iletişim ihtiyacından ortaya çıkan kodlama teorisinin başlangıç 

noktası olarak Shannon'ın [1] 1948 tarihli "A mathematical theory of communication" 

makalesi kabul edilmektedir. Shannon bu çalışmasında gürültülü bir iletişim 

kanalında, kanal kapasitesi denilen bir sayının altındaki bir oran için güvenilir 

iletişimin uygun kodlama ve kod çözme teknikleri kullanılarak 

gerçekleşetirilebileceğini göstermiştir. Fakat Shannon sadece uygun kodlamanın 

varlığını göstermiş, kodlamanın nasıl yapılacağına dair bir yöntem vermemiştir. 

Shannon bu çalışması ile, kanalda değişime uğrayacak olan bilginin bir doğruluk 

değeri ile dekodlanması sağlanacak şekilde bilginin gönderilmeden önce 

kodlanabilmesi garanti altına alınmıştır.  

1950 de Hamming [2] hata tespit eden ve hata düzelten kodları vermiştir. Bir kodun 

minimum uzaklığı ne kadar büyük olursa o kadar fazla hata düzeltmektedir. Gilbert 

[3] ve Varshanov [4], verilen herhangi bir uzunuluktaki ve minimum uzaklıktaki 

kodlar için alt sınırları belirlemişlerdir. 

Kodlama teorisinde mesajın şifrelenmesinde kullanılan alfabe bir sonlu küme 

olduğundan kodlama teorisi sonlu cisimler, sonlu halkalar gibi sonlu cebirsel yapılar 

üzerinde çalışılmaktadır. Kodlama teorisnde en çok   ℤ2
𝑛  nin bir alt kümesi olan ikili 

kodlar çalışılmıştır. En çok çalışılan bir diğer kodlama sınıfı da  𝐹𝑞
𝑛  vektör uzayının 

alt vektör uzayı olarak tanımlanan lineer kodlar olup cebirsel yapısından dolayı lineer 

olmayan kodlara göre kodlama ve dekodlama işlemleri açısından daha avantajlıdır. 

Lineer bir kod için tüm kodsözleri veren bir bazdan, dolayısıyla bir üreteç matrisinden 

sözedilebilir. 

Lineer kodların özel bir sınıfı olan devirli kodlar, ilk olarak 1957 yılında Prange [5] 

tarafından tanımlanmıştır. Prange sonlu bir   𝐹   cismi üzrinde  𝑛  uzunluklu bir devirli 

koda karşılık gelen 𝐹[𝑥] 〈𝑥𝑛 − 1〉⁄  halkasının bir idealinin varlığını göstermiştir. 

İdealler ile devirli kodlar arasındaki bu ilişki Hamming kodlarının genellemesi olan 

BCH kodlarının oluşturulmasına yol açmıştır. 

Hammons ve ark. [6]  ℤ4  halkası üzerindeki lineer kodların Gray dönüşümü altındaki 

görüntüsü sayesinde iyi hata düzeltme kapasitesine sahip lineer olmayan kodlar elde 
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etmişlerdir. Bu çalışma ile sonlu cisimler üzerindeki kodlarla ilgili çalışmalar 

değişmeli halkalar üzerine aktarılmaya başlanmış oldu.  

Özen ve ark. [7] de  ℤ4[𝑢] 〈𝑢
2 − 1〉⁄   halkası üzerindeki devirli ve sabit devirli 

(constacyclic) kodları çalışmışlardır. Yıldız ve Aydın [8],  ℤ4 + 𝑢ℤ4  halkası 

üzerindeki kodları, Yıldız ve Karadeniz [9],  ℤ4 + 𝑢ℤ4  halkası üzerindeki lineer 

kodları çalışmışlardır.  

Aykırı devirli kodlar, ilk kez 2007 yılında Boucher, Geiselmann ve Ulmer [10] 

tarafından devirli kodların genellemesi olarak verilmiştir. Aykırı devirli kodlar bazı 

kaynaklarda   𝜃 −devirli kodlar olarak isimlendirilmiştir. Aykırı polinom halkalarında 

sağ ve sol bölme algoritmasının sağlanması ve çarpanlara ayırmanın tek türlü 

olmaması nedeniyle aykırı devirli kodlar optimal kod elde edilmesi bakımından devirli 

kodlara gore avantajlıdır.  

Sharma ve Bhaintwal [11],  ℤ4 + 𝑢ℤ4 halkası üzerindeki aykırı devirli kodları türetim 

ile tanımlamışlardır. Çalışkan [12] de bunu ℤ2𝑠 + 𝑢ℤ2𝑠 halkası için genellemiştir. 

Dertli ve Çengellenmiş [13] 𝑢2 = 𝑢, 𝑣2 = 𝑣, 𝑢𝑣 = 𝑣𝑢 = 0  olmak üzere   ℤ4 +

𝑢ℤ4 + 𝑣ℤ4  halkası üzerindeki aykırı devirli kodları çalışmışlardır. Mohammadi ve 

ark. [14] te  𝑝  bir asal sayı ve  𝑣3 = 𝑣  olmak üzere 𝐹𝑝 + 𝑣𝐹𝑝 + 𝑣
2𝐹𝑝 halkası 

üzerindeki aykırı devirli kodları çalışmışlardır. 

Bu tezin amacı, bazı halkalar üzerindeki aykırı devirli kodları tanımlamak, bu kodların 

üreteç ve kontrol matrislerini elde etmektir. 

Bu tez beş bölümden oluşmaktadır.  

İkinci bölümde kodlama teorisi ile ilgili temel tanım ve teoremler verilmiştir. 

Üçüncü bölümde türetim kullanılarak 𝑢2 = 1  olmak üzere ℤ4 + 𝑢ℤ4 halkası 

üzerindeki aykırı polinom halkasının cebirsel özellikleri araştırılmış, bu halka 

üzerindeki aykırı devirli kodlar çalışılarak bu kodların üreteç ve kontrol matrisleri 

derlenmiştir. 

Dördüncü bölümün ilk kısmında 𝑢2 = 𝑢,   𝑣2 = 𝑣,   𝑢𝑣 = 𝑣𝑢 = 0   olmak üzere 

 𝜃(𝑎 + 𝑢𝑏 + 𝑣𝑐) = 𝑎 + 𝑢𝑐 + 𝑣𝑏  otomorfizmi kullanılarak  ℤ4 + 𝑢ℤ4 + 𝑣ℤ4  halkası 

üzerindeki aykırı polinom halkası üzerindeki aykırı devirli kodlar çalışılmış ve bu 
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kodların üreteç ve kontrol matrislerinin formları belirlenmiştir. Bu bölümün ikinci 

kısmında ise  𝑢2 = 1,   𝑣2 = 1,   𝑢𝑣 = 𝑣𝑢 = 0   olmak üzere  ℤ4 + 𝑢ℤ4 + 𝑣ℤ4 halkası 

üzerindeki aykırı polinom halkası  𝜃(𝑎 + 𝑢𝑏 + 𝑣𝑐) = 𝑎 + 𝑢(3𝑏) + 𝑣(3𝑐)  

otomorfizmi kullanılarak tanımlanmış ve bu halkanın özellikleri incelenmiş, bu halka 

üzerindeki aykırı devirli kodlar çalışılmış ve bu kodların üreteç ve kontrol matrisleri 

verilmiştir. 
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2. TEMEL TANIM ve TEOREMLER 

 

Bu bölümde önce aykırı polinom halkalarının cebirsel yapısı, daha sonra ise lineer 

kodlar, devirli kodlar ve aykırı devirli kodlar ile ilgili temel tanım ve teoremler 

verilmiştir. Kodlama teorisi ile ilgili temel bilgiler için Roman’ın [15] deki kitabından 

faydanılabilir.  

 

2.1 Aykırı Polinom Halkaları 

 

Aykırı polinom halkalarının teorisi 1933 te ilk kez Ore [16] tarafından ortaya atılmış 

ve Jacobson [17] ve McDonald [18] tarafından geliştirilmiştir.   

 

𝐹𝑞,   𝑞   elemanlı bir sonlu cisim ve   Aut(𝐹𝑞),    𝐹𝑞 cisminin otomorfizmlerinin kümesi 

olsun.   𝜃 ∈  Aut(𝐹𝑞)  ve   𝜃  otomorfizminin mertebesi  |〈𝜃〉| = 𝑚  olsun. 𝑞 = 𝑝𝑡 ise 

  𝐹𝑞  cisminin   𝜃   otomorfizmi tarafından sabit bırakılan alt cismi,  𝑝
𝑡
𝑚⁄   elemanlı 

sonlu cisimdir. 

 

Tanım 2.1.1 𝐹𝑞[𝑥; 𝜃] = {𝑘0 + 𝑘1𝑥 +⋯+ 𝑘𝑛𝑥
𝑛  ∶   𝑘𝑖 ∈ 𝐹𝑞 ,   0 ≤ 𝑖 ≤ 𝑛} kümesi 

üzerindeki toplama işlemini polinomlardaki bilinen toplama işlemi olarak alalım. 

Çarpma işlemini ise   𝑎1, 𝑎2 ∈ 𝐹𝑞   için 

 

(𝑎1𝑥
𝑖)(𝑎2𝑥

𝑗) = 𝑎1𝜃
𝑖(𝑎2)𝑥

𝑖+𝑗                                                                        (2.1) 

 

olarak tanımlayalım. Dağılma özelliği kullanılarak  (2.1)  de tanımlanan çarpma 

işlemi,  𝐹𝑞[𝑥; 𝜃] kümesi üzerindeki tüm elemanlara genişletilebilir. 

 

Teorem 2.1.2 (2.1)  de tanımlanan çarpma ve polinomların bilinen toplama işlemiyle 

  𝐹𝑞[𝑥; 𝜃]  kümesi, değişmeli olmayan bir halkadır [18]. 

 

Tanım 2.1.3 Eğer   𝜃  birim otomorfizmden farklı ise değişmeli olmayan   𝐹𝑞[𝑥; 𝜃] 

halkasına aykırı (skew) polinom halkası denir. 
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𝑓(𝑥) polinomunun derecesini   𝑑𝑒𝑟(𝑓(𝑥)) ile gösterelim.    𝐹𝑞[𝑥; 𝜃] aykırı polinom 

halkasının özellikleri aşağıda verilmiştir.  

i. 𝐹𝑞[𝑥; 𝜃]   halkasının sıfır böleni yoktur.  

ii. 𝐹𝑞[𝑥; 𝜃]   halkasının birimselleri,   𝐹𝑞 cisminin birimselleridir. 

iii.  𝑓(𝑥), 𝑔(𝑥) ∈ 𝐹𝑞[𝑥; 𝜃] olmak üzere  

           der(𝑓(𝑥) + 𝑔(𝑥))  ≤  max  { 𝑓(𝑥),   𝑔(𝑥)} 

          der(𝑓(𝑥) ∙ 𝑔(𝑥)) = der(𝑓(𝑥)) +  der(𝑔(𝑥))   dir. 

 

Teorem 2.1.4 (Bölme Algoritması)   𝑓(𝑥) ≠ 0  ve   𝑔(𝑥),      𝐹𝑞[𝑥; 𝜃] halkasında 

herhangi iki polinom olsun. 

 

𝑔(𝑥) = 𝑞(𝑥). 𝑓(𝑥) + 𝑟(𝑥),      der(𝑟(𝑥)) < der(𝑓(𝑥))veya    𝑟(𝑥) = 0 

 

olacak şekilde tek türlü    𝑞(𝑥), 𝑟(𝑥) ∈ 𝐹𝑞[𝑥; 𝜃]  vardır [18]. 

 

Yukarıdaki teoremde,   𝑔(𝑥) polinomu,  𝑓(𝑥) polinomu ile sağdan bölünmüştür. 

𝐹𝑞[𝑥; 𝜃]  halkasındaki bölme algoritması soldan bölme için de geçerlidir. Dolayısıyla 

bölme algoritması   𝐹𝑞[𝑥; 𝜃]  halkasında hem sağdan hem de soldan sağlanır.  

 

𝐼,     𝐹𝑞[𝑥; 𝜃] halkasının bir sol ideali olsun.   𝐼  idealindeki en küçük dereceli sıfırdan 

farklı bir   𝑓(𝑥) ve herhangi bir   𝑔(𝑥) polinomları için bölme algoritmasından 

 

  𝑔(𝑥) = 𝑞(𝑥) ∙ 𝑓(𝑥) + 𝑟(𝑥),     der(𝑟(𝑥)) < der(𝑓(𝑥))    veya    𝑟(𝑥) = 0 

 

sağlanır. Ancak    𝑟(𝑥) = 𝑔(𝑥) − 𝑞(𝑥) ∙ 𝑓(𝑥)  ∈ 𝐼   olup   𝐼  idealindeki en küçük 

dereceye sahip polinom  𝑓(𝑥)   olduğundan     𝑟(𝑥) = 0   olur. Bu nedenle her 𝑔(𝑥) ∈

𝐼   için    𝑔(𝑥) = 𝑞(𝑥) ∙ 𝑓(𝑥)   eşitliği sağlanır. Böylece   𝐼   ideali, bir 𝑓(𝑥) ∈

𝐹𝑞[𝑥; 𝜃]      polinomu   tarafından  üretildiğinden    𝐼    bir  esas  ideal  olup 𝐼 = 〈𝑓(𝑥)〉    

şeklindedir. Benzer şekilde    𝐹𝑞[𝑥; 𝜃]  halkasının tüm sağ idealleri de bir esas idealdir. 
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Teorem 2.1.5   𝐹𝑞[𝑥; 𝜃]  halkasında   𝑥𝑛 − 1   polinomu tarafından üretilen sol ideal 

〈𝑥𝑛 − 1〉   ve   |〈𝜃〉| = 𝑚   olsun.  〈𝑥𝑛 − 1〉  idealinin iki taraflı ideal olması için gerek 

ve yeter koşul   𝑚|𝑛   olmasıdır. 

 

Teorem 2.1.6   𝐾,       𝐹𝑞 cisminin   𝜃   otomorfizmi tarafından sabit bırakılan alt cismi 

olmak üzere   𝐹𝑞[𝑥; 𝜃]  halkasının merkezi, 

 

  𝑍(𝐹𝑞[𝑥; 𝜃]) = {𝑎0 + 𝑎1𝑥
𝑚 +⋯+ 𝑎𝑟𝑥

𝑚𝑟 ∶   𝑎𝑖 ∈ 𝐾,     |〈𝜃〉| = 𝑚 } 

 

kümesidir [18]. 

 

Önerme 2.1.7 [18]    𝜃,    𝐹𝑞   cisminin derecesi   𝑚   olan bir otomorfizmi ve   𝑚|𝑛   

olsun. Eğer   𝑥𝑛 − 1 = ℎ(𝑥) ∙ 𝑔(𝑥) ∈ 𝐹𝑞[𝑥; 𝜃]   ise  𝑥𝑛 − 1 = 𝑔(𝑥) ∙ ℎ(𝑥) ∈ 𝐹𝑞[𝑥; 𝜃]  

dir. 

 

2.2 Lineer Kodlar 

 

Cebirsel yapısından dolayı, lineer olmayan kodlara göre kodlama ve dekodlama 

işlemleri açısından avantajından dolayı en çok çalışılan bir kodlama sınıfı lineer 

kodlardır.  

 

Tanım 2.2.1 𝑞  elemanlı 𝐴 = {𝑎1, 𝑎2, . . , 𝑎𝑞} kümesine alfabe ve bu kümenin 

elemanlarına da kod sembolleri denir. 𝐴𝑛 = {𝑤1𝑤2…𝑤𝑛 ∶   𝑤1, 𝑤2, … , 𝑤𝑛 ∈ 𝐴 } 

kümesinin elemanlarına söz (kelime) denir.   𝐴𝑛  nin boş kümeden farklı herhangi bir 

  𝐶   alt kümesine   𝐴   üzerinde 𝑛 uzunluklu kod, 𝐶   nin herhangi bir elemanına bir 

kodsöz (kod kelimesi) denir.   𝐶   nin kodsözlerinin sayısına   𝐶   nin eleman sayısı denir 

ve |𝐶|   ile gösterilir.   𝑛   uzunluğu ve    |𝐶| = 𝑀  olan koda   [𝑛,𝑀] −kod denir. ℤ2 =

{0,1}   üzerindeki bir koda ikili (binary) kod denir.  

 

Örnek 2.2.2  𝐴 = {0,1,2}   üzerindeki   𝐶 = {0100, 1020, 2112}  kümesi 4 uzunluklu 

bir kod ve  0100, 1020, 2112  ifadeleri birer kodsöz olup   𝐶  kodu [4,3] −koddur. 
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Tanım 2.2.3  𝑥 , 𝑦 ∈ 𝐴𝑛  olmak üzere   𝑥    ve   𝑦  nin birbirinden farklı bileşenlerinin 

(koordinatlarının) sayısına   𝑥    ve   𝑦  nin Hamming uzaklığı denir ve   𝑑(𝑥, 𝑦) ile 

gösterilir.  𝑥 = 𝑥1𝑥2…𝑥𝑛 , 𝑦 = 𝑦1𝑦2…𝑦𝑛 ∈ 𝐴
𝑛  için 

 

        𝑑(𝑥𝑖, 𝑦𝑖) = {
1, 𝑥𝑖 ≠ 𝑦𝑖
0, 𝑥𝑖 = 𝑦𝑖

 

 

olmak üzere  

 

      𝑑(𝑥, 𝑦) = 𝑑(𝑥1, 𝑦1) + 𝑑(𝑥2, 𝑦2) + ⋯+ 𝑑(𝑥𝑛, 𝑦𝑛) 

 

dir. Bir 𝐶   kodunun ayrık kodsözlerinin arasındaki uzaklıkların en küçüğüne 𝐶  

kodunun minimum uzaklığı denir ve   𝑑(𝐶)  ile gösterilir. Yani 

 

     𝑑(𝐶) = 𝑚𝑖𝑛{ 𝑑(𝑥, 𝑦) ∶   𝑥, 𝑦 ∈ 𝐶,   𝑥 ≠ 𝑦} 

 

dir.   𝑛   uzunluğunda   𝑀   elemana sahip ve minimum uzaklığı   𝑑   olan bir kod 

[𝑛,𝑀, 𝑑] −kodu olarak ifade edilir.   𝑛, 𝑀, 𝑑   sayıları kodun parametreleridir. 

 

Örnek 2.2.4   ℤ2
6  de     𝑑(101001, 000111) = 4   ve    𝑑(100001, 000001) = 1   dir. 

 

Önerme 2.2.6 𝐴 alfabesi üzerinde  𝑛  uzunluğundaki üç kodsöz   𝑥, 𝑦, 𝑧   olsun. O 

zaman aşağıdakiler sağlanır. 

i. 0 ≤  𝑑(𝑥, 𝑦) ≤ 𝑛 

ii. 𝑑(𝑥, 𝑦) = 0 ⇔ 𝑥 = 𝑦 

iii. 𝑑(𝑥, 𝑦) = 𝑑(𝑦, 𝑥) 

iv. 𝑑(𝑥, 𝑧) ≤ 𝑑(𝑥, 𝑦) + 𝑑(𝑦, 𝑧)       (üçgen eşitsizliği) 

 

Yukarıdaki önerme, 𝑑  fonksiyonunun   𝐴𝑛   üzerinde bir metrik olduğunu gösterir. 
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Örnek 2.2.7 𝐶 = {0000, 1100, 1111} ikili kodu için 𝑑(0000, 1100) = 2, 

𝑑(0000, 1111) = 4,   𝑑(1100, 1111) = 2   olduğundan  𝑑(𝐶) = 2 olur.   𝐶   kodunun 

parametreleri   𝑛 = 4 ,    𝑀 = 3,     𝑑 = 2   olup   𝐶   kodu  [4,3,2] − koddur. 

 

𝑉(𝑛, 𝑞) = 𝐹𝑞
𝑛,   uzunlukları  𝑛  olan vektörlerden oluşan bir vektör uzayı olsun.  

 

Tanım 2.2.8   𝐹𝑞
𝑛 vektör uzayının bir   𝐶   alt uzayına lineer kod denir. Eğer   𝐶   nin 

boyutu   𝑘  ve   𝐶   nin minimum uzaklığı   𝑑   ise    𝐶   ye bir [𝑛, 𝑘, 𝑑] −kod denir. 

 

Not 2.2.9  0   vektörü lineer kodun bir elemanıdır. Bir   𝑞   lu   [𝑛, 𝑘, 𝑑] −kod aynı 

zamanda bir   𝑞   lu  [𝑛, 𝑞𝑘, 𝑑] −koddur, fakat her  [𝑛, 𝑞𝑘, 𝑑] −kod, bir  [𝑛, 𝑘, 𝑑] −kod 

olmayabilir. 

 

Örnek 2.2.10 

1. 𝐶 = {(𝜆, 𝜆, … , 𝜆): 𝜆 ∈ 𝐹𝑞}   bir tekrarlı lineer koddur. 

2. 𝐶 = {000, 001, 022, 002, 003, 023, 020, 021}  bir dörtlü lineer koddur. 

3. 𝐶 = {0000, 1001, 1011, 0110, 1111, 1101, 0100} bir ikili lineer 

koddur. 

 

Teorem 2.2.11  𝐶   bir   [𝑛, 𝑘, 𝑑] −kod olsun.   𝑑 = 2𝑡 + 1  ya da   𝑑 = 2𝑡 + 2  olacak 

şekilde bir   𝑡 ∈ ℤ+ vardır.    𝐶  koduna   𝑡  hata düzelten kod denir. Ayrıca 𝑑 ≥ 𝑠 + 1   

ise   𝐶  koduna   𝑠 ∈ ℤ+ hatayı tespit eden kod denir. 

 

Tanım 2.2.12 𝑥 ∈ 𝐹𝑞
𝑛 elemanının sıfırdan farklı bileşenlerinin sayısına   𝑥   in 

(Hamming) ağırlığı (weight) denir ve   𝑤(𝑥)   ile gösterilir. Yani; 

 

       𝑤(𝑥)  =  𝑑(𝑥, 0) = |{ 𝑖 ∶  𝑥𝑖 ≠ 0,    𝑖 = 1,2, … , 𝑛,    𝑥𝑖 ∈ 𝐹𝑞}| 

 

dir. Bir   𝐶   kodunun sıfırdan farklı kodsözlerinin ağırlıklarının en küçüğüne  𝐶  

kodunun minimum (Hamming ) ağırlığı denir ve   𝑤(𝐶)  ile gösterilir. 

 

       𝑤(𝐶)  = min{ 𝑤(𝑥) ∶   𝑥 ≠ 0,   𝑥 ∈ 𝐶} 
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Önerme 2.2.13 Her  𝑥, 𝑦 ∈ 𝐹𝑞
𝑛  için    𝑑(𝑥, 𝑦) = 𝑤(𝑥 − 𝑦)   dir. 

 

Teorem 2.2.14  𝐶, 𝐹𝑞  üzerinde bir  𝑛   uzunluğunda lineer kod ise  𝑑(𝐶) = 𝑤(𝐶) dir. 

İspat.    𝑥 = (𝑥1, 𝑥2, … , 𝑥𝑛),   𝑦 = (𝑦1, 𝑦2, … , 𝑦𝑛) ∈ 𝐶  olmak üzere  

 

       𝑑(𝐶) = 𝑑(𝑥, 𝑦) = 𝑤(𝑥 − 𝑦) ≥ 𝑚𝑖𝑛{𝑤(𝑥) ∶ 𝑥𝑖 ≠ 0, 𝑥 ∈ 𝐶} =  𝑤(𝐶) 

 

olup buradan   𝑑(𝐶) ≥ 𝑤(𝐶) elde edilir. 𝑤(𝐶) = 𝑚𝑖𝑛{𝑤(𝑥) ∶ 𝑥𝑖 ≠ 0, 𝑥 ∈ 𝐶} 

olduğundan   𝑤(𝐶) = 𝑤(𝑥)  olacak şekilde bir   𝑥 ∈ 𝐶   vardır.    ∃𝑥 ∈ 𝐶   için 

 

      𝑤(𝐶) = 𝑤(𝑥) = 𝑤(𝑥 − 0) ≥ 𝑚𝑖𝑛{𝑑(𝑥, 𝑦) ∶ 𝑥 ≠ 𝑦,    𝑥, 𝑦 ∈ 𝐶} = 𝑑(𝐶) 

 

olup buradan   𝑤(𝐶) ≥ 𝑑(𝐶) bulunur. O halde    𝑑(𝐶) =  𝑤(𝐶)   elde edilir. 

 

Not 2.2.15 Genel olarak   𝑀   tane kodsözden oluşan bir genel kod için minimum 

uzaklığı bulmak için  

 

           (
𝑀

2
) =

1

2
𝑀(𝑀 − 1) 

 

tane Hamming uzaklığının hesap edilmesi gerekir.  Ancak  kod bir lineer kod ise 𝑀 −

1   tane sıfırdan farklı kodsözün ağırlığının bulunması yeterlidir.  

 

Örnek 2.2.16   𝐶 = {0000, 1000, 0100, 1100}   ikili lineer kodunu ele alalım. 

Buna göre    𝑤(1000) = 1, 𝑤(0100) = 1 ,   𝑤(1100) = 2 olduğundan 𝑑(𝐶) =1 dir. 

 

𝑛  uzunluğundaki bir kodun parametrelerini taşıyan kodun ağırlık sayacı olarak 

tanımlanan  𝑛 −yinci dereceden homojen polinom aşağıdaki gibi tanımlanır. 

 

Tanım 2.2.17 𝐶, 𝑛 −uzunluğunda bir kod olsun. 𝐶   kodunda ağırlığı 𝑖 olan 

kodsözlerin sayısı   𝐴𝑖 ,   yani ; 
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           𝐴𝑖 = |{𝑐 ∶   𝑤(𝑐) = 𝑖,    𝑐 ∈ 𝐶}| 

 

olsun. O zaman  

         𝑤𝐶(𝑥, 𝑦) =∑𝑥𝑛−𝑤(𝑐)𝑦𝑤(𝑐)

𝑐∈𝐶

=∑𝐴𝑖𝑥
𝑛−𝑖

𝑛

𝑖=1

𝑦𝑖 

 

polinomuna   𝐶  kodunun Hamming ağırlık sayacı denir. 

 

Ağırlık sayacında 𝑦 nin en küçük pozitif kuvveti kodun minimum uzaklığını, 

homojenlik derecesi kodun uzunluğunu ve katsayılarının toplamı kodsözlerin sayısını 

vermektedir.  

 

Tanım 2.2.18   𝐶,   𝐹𝑞
𝑛 üzerinde bir lineer kod olsun.   𝐶   nin tüm elemanlarına 

ortogonal olan elemanların kümesine    𝐶   nin dual kodu denir ve   𝐶⊥ ile gösterilir. O 

zaman   𝐶⊥,    𝐶    alt uzayının ortogonal tümleyeni olup       𝑥 =  (𝑥1, 𝑥2, … , 𝑥𝑛),  𝑦 =

(𝑦1, 𝑦2, … , 𝑦𝑛) ∈  𝐹𝑞
𝑛   için  

 

         〈𝑥, 𝑦〉  =   ∑𝑥𝑖𝑦𝑖

𝑛

𝑖=1

 

 

𝐹𝑞
𝑛  üzerindeki elemanların standart iç çarpımı olmak üzere  

 

       𝐶⊥ = {𝑦 ∈ 𝐹𝑞
𝑛 ∶   〈𝑥, 𝑦〉 = 0,     ∀𝑥 ∈ 𝐶} 

 

şeklindedir. 

 

Teorem 2.2.19    𝐶,   𝐹𝑞
𝑛   üzerinde   𝑛   uzunluğunda bir lineer kod olsun. Bu durumda  

i. |𝐶| = 𝑞dim (𝐶),   yani   dim(𝐶) = log𝑞|𝐶|  dir. 

ii. 𝐶⊥  bir lineer koddur ve    dim(𝐶) + dim(𝐶⊥) = 𝑛   dir. 

iii. (𝐶⊥)⊥ = 𝐶    dir. 
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Tanım 2.2.20  𝐶 bir lineer kod olsun. Eğer   𝐶 ⊆ 𝐶⊥  ise   𝐶   koduna kendine dik kod, 

𝐶 = 𝐶⊥ ise    𝐶   koduna kendine dual kod denir. 

 

Örnek 2.2.21    𝐹2
4 deki  𝐶 = {0000, 1010, 0101, 1111}  kodunu düşünelim. O 

zaman  𝐶⊥ = {0000, 1010, 1111} = 𝐶   olduğundan   𝐶   kendine dual koddur. 

Ayrıca   dim(𝐶) = log2|𝐶| = log2 4 = 2   dir. 

 

Önerme 2.2.22   𝑛   uzunluklu kendine dik kodun boyutu   𝑛 2⁄    den küçük veya eşittir. 

  𝑛  uzunluklu bir kendine dual kodun boyutu   𝑛 2⁄  ye eşittir. 

 

2.3 Lineer Kodun Üreteç ve Kontrol Matrisi 

 

Lineer kodlar bir alt vektör uzayı olduklarından bazları vasıtasıyla temsil edilebilirler. 

Kodlama teorisinde lineer kodun bir bazı genel olarak matris formunda yazılır. 

 

Tanım 2.3.1   𝐶   bir [𝑛, 𝑘] −kod olsun. Satırları   𝐶   lineer kodunun tüm kodsözlerini 

üreten, yani   𝐶   lineer kodu için baz olan   𝑘 𝑥 𝑛   tipindeki    𝐺   matrisine üreteç 

matrisi denir.   𝐶   kodunun kodsözleri,   𝐺  üreteç matrisinin satırlarının lineer 

kombinasyonlarından oluşur. 

 

Örnek 2.3.2   𝐹2
3 deki   𝐶 = {000, 011, 101, 110} kodu için   011 + 101 =

110,      011 + 011 = 000   olduğundan   𝐺 = {011, 101},   𝐶    kodu için bir bazdır. 

𝐶   kodunun üreteç matrisi,  

 

         𝐺 = [
0 1 1
1 0 1

] 

 

olur. 

 

Tanım 2.3.3   𝐶   bir lineer kod olsun.   𝐶⊥ dual kodun üreteç matrisine 𝐶   kodunun 

kontrol matrisi denir. 
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Not 2.3.4  

i. Eğer   𝐶   bir [𝑛, 𝑘] −lineer kodunun üreteç matrisi   𝑘 × 𝑛   boyutunda ve 

kontrol matrisi de (𝑛 − 𝑘) × 𝑛   boyutundadır.  

ii. Bir vektör uzayının birden fazla bazı olduğundan lineer bir kodun da birden 

fazla üreteç matrisi olabilir. Eğer sabit bir baz seçilirse, bu bazla ifade edilen 

üreteç matrisinin satırlarının permütasyonu ile farklı üreteç matrisleri elde 

edilebilir.  

iii. Üreteç matrislerinin satırları lineer bağımsızdır. Aynı şekilde kontrol 

matrisinin satırları da lineer bağımsızdır.   𝑘 × 𝑛   boyutundaki bir   𝐺   

matrisinin verilen bir [𝑛, 𝑘] −lineer kodunun üreteç matrisi olduğunu 

göstermek için   𝐺   matrisinin satırlarının   𝐺   nin kodsözleri olması ve lineer 

bağımsız olması yeterlidir.  

 

Tanım 2.3.5 Bir   𝐶  [𝑛, 𝑘] −lineer kodunun üreteç matrisi   𝐺, 𝐼𝑘,    𝑘 × 𝑘   tipindeki 

birim matris ve   𝐴   da   𝑘 × (𝑛 − 𝑘)   tipinde bir matris olsun.   𝐺   matrisi, elemanter 

satır işlemleri kullanılarak dönüştürülen  [𝐼𝑘 | 𝑋]  formundaki matrise üreteç matrisin 

standart formu denir.   𝐼𝑛−𝑘,    (𝑛 − 𝑘) × (𝑛 − 𝑘)   tipindeki birim matris ve   𝑌  de 

(𝑛 −  𝑘) × 𝑘  tipinde bir matris olmak üzere  [𝑌| 𝐼𝑛−𝑘]   matrisine kontrol matrisin 

standart formu denir. 

Örnek 2.3.6   𝐹5   üzerinde üreteç matrisi    𝐺 = [
2 3 0 1 4
1 2 0 4 3
2 2 1 1 0

] olan   𝐶   lineer 

kodu için    𝐺   nin standart formunu bulalım. 

       𝐺 = (
2 3 0
1 2 0
2 2 1

|
1 4
4 3
1 0

)𝑆1 ↔ 𝑆2 (
1 2 0
2 3 0
2 2 1

|
4 3
1 4
1 0

) 

                                      
3𝑆1 + 𝑆2 → 𝑆2
3𝑆1 + 𝑆3 → 𝑆3

(
1 2 0
0 4 0
0 3 1

|
4 3
3 3
3 4

) 

                                                4𝑆2 ↔ 𝑆2 (
1 2 0
0 1 0
0 3 1

|
4 3
2 2
3 4

) 

                                       
3𝑆2 + 𝑆1 → 𝑆1
2𝑆2 + 𝑆3 → 𝑆3

(
1 0 0
0 1 0
0 0 1

|
0 4
2 2
2 3

) 
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Önerme 2.3.7   𝐶,   𝐹𝑞  üzerinde bir  [𝑛,𝑀] lineer kodu ve   𝐶   kodunun üreteç matrisi 

 𝐺   olsun.   𝑣 ∈ 𝐹𝑞
𝑛   elemanının  𝐶⊥  dual kodunun bir elemanı olması için gerek ve 

yeter koşul  𝑣  nin   𝐺   deki her satıra dik olmasıdır. Yani   𝑣 ∈ 𝐶⊥  olması için gerek 

ve yeter koşul   𝑣. 𝐺𝑇 = 0   olmasıdır. Özel olarak  (𝑛 − 𝑘) ×  𝑛   boyutlu 𝐻   

matrisinin   𝐶   lineer kodunun kontrol matrisi olabilmesi için gerek ve yeter koşul 𝐻   

nin satırlarının lineer bağımsız olması ve    𝐻. 𝐺𝑇 = 0   olmasıdır. 

 

Teorem 2.3.8    𝐶   lineer kodunun kontrol matrisi   𝐻   olsun.  

i.   𝐶   kodunun uzaklığının   𝑑   ye eşit veya   𝑑   den büyük olması için gerek ve 

yeter koşul   𝐻   nin tüm   𝑑 − 1 sütunlu kümelerinin lineer bağımsız olmasıdır.  

ii.   𝐶   kodunun uzaklığının   𝑑  ye eşit veya   𝑑   den küçük olması için gerek ve 

yeter koşul   𝐻   nin   𝑑   sütundan oluşan bir sütun kümesinin lineer bağımlı 

olmasıdır. 

 

Sonuç 2.3.9   𝐶   bir lineer kod ve   𝐻,   𝐶   kodunun kontrol matrisi olsun. Aşağıdakiler 

birbirine denktir.  

i.   𝐶,    𝑑    uzaklığına sahiptir.  

ii. 𝐻   matrisinin herhangi   𝑑 − 1  sütunu lineer bağımsızdır ve  𝐻, 𝑑  adet lineer 

bağımlı sütuna sahiptir.  

 

Teorem 2.3.10 Eğer   𝐶   bir   [𝑛, 𝑘] −lineer kodunun standart formdaki üreteç matrisi 

𝐺 = [𝐼𝑘 | 𝐴]   ise   𝐶   kodunun kontrol matrisi   𝐻 = [−𝐴𝑇 | 𝐼𝑛−𝑘]   formundadır. 

 

Örnek 2.3.11   𝐹5  üzerindeki standart formdaki üreteç matrisi 

 

       (
1 0 0
0 1 0
0 0 1

|
0 4
2 2
2 3

) 

 

olan   𝐶   lineer kodunu düşünelim.   𝑘 = 3  ve dolayısıyla  |𝐶| = 𝑞𝑘 = 53 = 125   tir. 

  𝑤(𝐶) = 𝑑(𝐶) = 2   dir.   𝐶   bir  [5,3,2] −koddur.   𝐶  kodunun kontrol matrisi  
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          𝐻 = [−𝐴𝑇|𝐼5−3] = (
0 3 3
1 3 2

|
1 0
0 1

) 

 

formundadır. 

 

Bazı kodların üreteç matrisleri standart formda olmayabilir. Ancak kodsözlerin 

koordinatlarında yapılacak uygun permütasyonlarla bu matris standart forma 

dönüştürülebilir ve standart haldeki bu matris, yeni kodun üreteç matrisidir. 

 

Tanım 2.3.12   𝐹𝑞   üzerinde verilen iki   [𝑛,𝑀] −koddan birisi, diğerine  

i. Kodsözlerin  𝑛   bileşenlerinin permütasyonu  

ii. Sabit bir koordinattaki tüm elemanların sıfırdan farklı sabit bir skalerle 

çarpılması. 

işlemlerinden birisine maruz kalmasıyla elde edilebiliyorsa bu iki koda denk ya da 

permütasyon denk denir. 

 

Örnek 2.3.13 𝐶 = {00000, 10010, 01011, 11101, 11001, 01111, 10110, 00100} 

ikili kodunun koordinatlarına   𝜆 = (24153)   permütasyonunu uygulayalım.  

 

       𝐶′ = {00000, 01100, 11010, 1011, 10110, 11011, 01101, 00001} 

 

kodu,   𝐶   koduna denk olan bir koddur. 

 

Not 2.3.14 Denk kodların tüm parametreleri aynıdır. Kodlama açısından aralarında 

hiçbir fark yoktur. Ancak uygulama esnasında bazı özel durumlar (örneğin standart 

formda üreteç matrisine sahip lineer kodlar) tercih edilebilir. 

 

Teorem 2.3.15 Herhangi bir   𝐶   lineer kodu standart formda üreteç matrisine sahip 

bir    𝐶′   lineer koduna denktir. 
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Yukarıdaki teoremden; bir lineer kod için üreteç matrisin standart formda seçilmesi 

genelliği bozmayacağından genel olarak üreteç matrisin standart formda olduğu 

düşünülür. 

 

2.4 Devirli Kodlar 

 

Devirli kodlar, lineer kodların özel bir alt ailesidir. Devirli kodlar ilk olarak Prange [5] 

tarafından 1957 yılında ortaya konulmuştur. Bu çalışma cebirsel kodlama teorisi 

alanında çok önemli gelişmelere yol açmıştır. Devirli kodlar, özellikle verimli 

kodlama ve dekodlama algoritmaları sağlaması nedeniyle avantajlıdır. 𝑛 

uzunluğundaki   𝑘  boyutlu bir lineer kodu temsil edebilmek için   𝑘 𝑥 𝑛  lik bir matrise 

ihtiyaç duyulurken aynı parametrelere sahip bir devirli kod sadece derecesi 𝑛 − 𝑘 olan 

bir polinom tarafından temsil edilebilmektedir. Önemli kod ailelerinden olan 

Hamming, Golay ve BCH kodlar, devirli kodlardandır. 

 

Tanım 2.4.1  𝐶, 𝐹𝑞
𝑛 nin bir alt kümesi olsun. Her  𝑐 = (𝑐0, 𝑐1, 𝑐2, … , 𝑐𝑛−1) ∈ 𝐶  için 

 

       𝜎(𝑐) = (𝑐𝑛−1, 𝑐0, 𝑐1, … , 𝑐𝑛−2) ∈ 𝐶 

 

oluyorsa   𝐶   kümesine devirli (cyclic) küme denir.   𝜎  dönüşümüne devirsel öteleme 

(cyclic shift) denir.   𝐶   bir lineer kod olmak üzere   𝐶   bir devirli küme ise 𝐶   ye 

devirli kod (cyclic cod) denir. 

 

Örnek 2.4.2 𝐶 = {(0,1,1,2), (2,0,1,1), (1,2,0,1), (1,1,2,0)} ⊆ 𝐹3
4 kümesi bir devirli 

küme olmasına rağmen bir lineer kod olmadığı için bir devirli kod değildir. Çünkü 

  (0,0,0,0) ∉ 𝐶   dir. 

 

Kodlar polinomlar cinsinden aşağıdaki şekilde ifade edilebilir: 

 

           
𝛱  ∶    𝐹𝑞

𝑛 → 𝐹𝑞[𝑥] /〈𝑥
𝑛 − 1〉                                   

𝑐 =  (𝑐0, 𝑐1, 𝑐2, … , 𝑐𝑛−1) → 𝑐(𝑥)  =  𝑐0 + 𝑐1𝑥 +⋯+ 𝑐𝑛−1𝑥
𝑛−1 
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olarak tanımlanan   𝛱   fonksiyonu bir lineer dönüşümdür. Bu durumda   𝑐 ∈ 𝐶 

kodsözünün devirsel ötelemesi   𝐹𝑞[𝑥] /〈𝑥
𝑛 − 1〉   bölüm halkasında  

 

     𝑥𝑐(𝑥)   =   𝑐0𝑥 + 𝑐1𝑥
2 +⋯+ 𝑐𝑛−1𝑥

𝑛   =   𝑐𝑛−1 + 𝑐0𝑥 + 𝑐1𝑥
2 +⋯+ 𝑐𝑛−2𝑥

𝑛−1 

 

polinomuna karşılık gelir. 

 

Örnek 2.4.3   𝐶 = {000, 110, 101, 011}   devirli kodunu düşünelim. Buna göre 

 

      𝛱(𝐶)  =  {0, 1 + 𝑥, 1 + 𝑥2,      𝑥 + 𝑥2}   ⊂   𝐹2[𝑥] / 〈𝑥
3 − 1〉 

 

olur. 

 

Teorem 2.4.4   𝐶 ⊆ 𝐹𝑞
𝑛   lineer kodunun devirli kod olması için gerek ve yeter koşul 

𝛱(𝐶)  ⊲  𝐹𝑞[𝑥] 〈𝑥
𝑛 − 1〉⁄    olmasıdır. 

 

Teorem 2.4.5   𝐼,     𝐹𝑞[𝑥] 〈𝑥
𝑛 − 1〉⁄   halkasının sıfırdan farklı bir ideali ve    𝑔(𝑥) 

polinomu da   𝐼   idealindeki sıfırdan farklı en küçük dereceye sahip monik polinom 

olsun. Bu durumda    𝑔(𝑥) polinomu,   𝐼   idealinin üretecidir ve     𝑥𝑛 − 1   

polinomunu böler. 

 

𝐶 ⊆ 𝐹𝑞
𝑛  bir devirli kod ve   𝛱(𝐶) =  〈 𝑔(𝑥)〉   ise    𝑔(𝑥)  polinomuna   𝐶   kodunun 

üreteç polinomu denir ve    𝐶 = 〈 𝑔(𝑥)〉   yazılır. 

 

Teorem 2.4.6    𝐹𝑞[𝑥] 〈𝑥
𝑛 − 1〉⁄   halkasının sıfırdan farklı herhangi bir   𝐼   idealindeki 

sıfırdan farklı en küçük dereceli monik polinom tektir. 

 

Örnek 2.4.7   𝐶 = {000, 101, 011, 110}  devirli kodunu düşünelim. Bu durumda  

𝛱 ∶  𝐹2
3  →  𝐹2[𝑥] 〈𝑥

3 − 1〉⁄  dönüşümü için 𝛱(𝐶) = {0,̅ 1 + 𝑥,̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ 1 + 𝑥2,̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅  𝑥 + 𝑥2̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅},

𝐹2[𝑥] 〈𝑥
3 − 1〉⁄   halkasının idealidir.  
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       0̅ ∙ (1 + 𝑥̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅)  =     0̅      =   (1 + 𝑥̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅)(1 + 𝑥 + 𝑥2̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ) 

       1̅ ∙ (1 + 𝑥̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅)  =   1 + 𝑥̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅  =   (1 + 𝑥̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅)(𝑥 + 𝑥2̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅) 

       𝑥̅ ∙ (1 + 𝑥̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅)    =   𝑥 + 𝑥2̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅  =   (1 + 𝑥2̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅)(1 + 𝑥̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅) 

       𝑥2̅̅ ̅ ∙ (1 + 𝑥̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅) =   1 + 𝑥2̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅  =   (1 + 𝑥̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅)(1 + 𝑥̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅) 

 

olup 

 

       𝐹2[𝑥] 〈𝑥
3 − 1〉⁄   =    {𝑎0 + 𝑎1𝑥 + 𝑎2𝑥

2  ∶   𝑎𝑖 ∈ 𝐹2} 

                                      =    {0,̅  1̅,    𝑥,̅̅ ̅ 1 + 𝑥2̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅,    1 + 𝑥 + 𝑥2̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ,      𝑥 + 𝑥2̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅} 

 

dir.        〈1 + 𝑥̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅〉  =  { (1 + 𝑥)̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ . 𝑓(𝑥)̅̅ ̅̅ ̅̅   ∶    𝑓(𝑥)̅̅ ̅̅ ̅̅ ∈  𝐹2[𝑥] 〈𝑥
3 − 1〉⁄ }   olduğundan 

𝛱(𝐶)  =  〈1 + 𝑥̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅〉    olup   𝛱(𝐶)   aynı zamanda bir esas idealdir. 

 

Teorem 2.4.8   𝐹𝑞[𝑥] halkasında   𝑥𝑛 − 1  polinomunun her bir monik böleni, 𝐹𝑞 

üzerinde bir devirli kod üretir. 

 

Teorem 2.4.9  𝑔(𝑥) ∈ 𝐹𝑞[𝑥],   𝑔(𝑥)|(𝑥
𝑛 − 1) ve der(𝑔(𝑥)) = 𝑘  olsun. Bu durumda 

𝑔(𝑥)  tarafından üretilen ideale karşılık gelen kod,   𝑛 −uzunluğunda boyutu   𝑛 − 𝑘  

olan bir devirli koddur. 

 

Tanım 2.4.10 𝑓 (𝑥) = 𝑎0 + 𝑎1𝑥 + 𝑎2𝑥
2 +⋯+ 𝑎𝑘𝑥

𝑘 ∈ 𝐹𝑞[𝑥]  derecesi 𝑘  olan bir 

polinom olsun.  𝑓(𝑥)  in ters sıralı polinomu (reciprocal), 

𝑓𝑅(𝑥)  =  𝑥𝑘 . 𝑓 (
1

𝑥
)  =  ∑𝑎𝑘−𝑖𝑥

𝑖

𝑘

𝑖=0

 =   𝑎𝑘 + 𝑎𝑘−1𝑥 + 𝑎𝑘−2𝑥
2 +⋯+ 𝑎0𝑥

𝑘 

şeklinde tanımlıdır. 

Önerme 2.4.11   𝑥𝑛 − 1 =  ℎ(𝑥)𝑔(𝑥) ∈ 𝐹𝑞[𝑥] ve   𝐶 = 〈 𝑔(𝑥)〉,   𝐹𝑞   üzerinde 𝑛 

uzunluğunda bir devirli kod olsun. Bu durumda  𝐶  kodunun duali,   ℎ𝑅(𝑥)  polinomu 

tarafından üretilen devirli koddur. Yani;    𝐶⊥ = 〈ℎ𝑅(𝑥)〉  dir. 
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Not 2.4.12   ℎ(𝑥) = ℎ0 + ℎ1𝑥 +⋯+ ℎ𝑘𝑥𝑘  iken  ℎ𝑅(𝑥) polinomu monik olmayabilir. 

Bu durumda ℎ0 ≠ 0 iken  ℎ0
−1ℎ𝑅(𝑥) polinomu, monik polinomdur. ℎ𝑅(𝑥)  

polinomunun ürettiği ideal ile    ℎ0
−1ℎ𝑅(𝑥) polinomunun ürettiği ideal aynı 

olduğundan   𝐶⊥ = 〈ℎ𝑅(𝑥)〉   yazılır. 

 

Önerme 2.4.13  𝑥𝑛 − 1 = ℎ(𝑥)𝑔(𝑥) ∈ 𝐹𝑞[𝑥] ve   𝐶 = 〈 𝑔(𝑥)〉,   𝐹𝑞  üzerinde 𝑛 

uzunluğunda bir devirli kod olsun. 

i. 𝑔(𝑥) = 𝑔0 + 𝑔1𝑥 +⋯+ 𝑔𝑛−𝑘𝑥
𝑛−𝑘   ve   der 𝑔(𝑥) = 𝑛 − 𝑘   olmak üzere 

𝐺 = [

𝑔(𝑥)

𝑥𝑔(𝑥)
⋮

𝑥𝑘−1𝑔(𝑥)

] =

0 1 2

0 1

0 1 2

0 0 0

0 0 0

0 0 0

n k

n k

n k

g g g g

g g g

g g g g







 
 
 
 
 
   

matrisi,   𝐶   kodunun üreteç matrisidir. 

ii.   ℎ(𝑥) = ℎ0 + ℎ1𝑥 +⋯+ ℎ𝑘𝑥
𝑘    ve   der ℎ(𝑥) = 𝑘   olmak üzere 

𝐻 = [

ℎ(𝑥)

𝑥ℎ(𝑥)
⋮

𝑥𝑛−𝑘−1ℎ(𝑥)

] =

1 2 0

1 1 0

1 2 0

0 0 0

0 0 0

0 0 0

k k k

k k

k k k

h h h h

h h h h

h h h h

 



 

 
 
 
 
 
 

 

matrisi  𝐶   kodunun kontrol matrisidir.   𝐻  matrisi aynı zamanda   𝐶⊥ kodunun üreteç 

matrisidir. 

 

Örnek 2.4.14   𝐹𝟐[𝑥]   halkasında    𝑥7 − 1 =   (1 + 𝑥 + 𝑥3) (1 + 𝑥 + 𝑥2 + 𝑥4) olup 

𝑔(𝑥) = 1 + 𝑥 + 𝑥2 + 𝑥4   polinomu,   𝐹2[𝑥]   halkasında   𝑥7 − 1   polinomunun bir 

bölenidir.    Bu   durumda   𝑔(𝑥)   polinomu,   𝑛 = 7   uzunluğunda boyutu   𝑛 − 𝑘 =

7 − 4 = 3  olan bir devirli kod üretir.   𝐶 = 〈 𝑔(𝑥)〉 devirli kodunun üreteç matrisi, 

 

       𝐺 = [

𝑔(𝑥)

𝑥𝑔(𝑥)

𝑥2𝑔(𝑥)

] = [
1 1 1 0 1 0 0
0 1 1 1 0 1 0
0 0 1 1 1 0 1

] 
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dir.   𝐶   kodunun parametreleri  [7, 3, 4]  dir.   ℎ(𝑥) = (𝑥7 − 1) 𝑔(𝑥)⁄ = 1 + 𝑥 + 𝑥3 

ve   ℎ𝑅(𝑥) = 1 + 𝑥2 + 𝑥3  olup   𝐶⊥ = 〈ℎ𝑅(𝑥)〉   kodunun üreteç matrisi; 

 

       𝐻 =

[
 
 
 
ℎ𝑅(𝑥)

𝑥ℎ𝑅(𝑥)

𝑥2ℎ𝑅(𝑥)

𝑥3ℎ𝑅(𝑥)]
 
 
 

= [

1 0 1 1 0 0 0
0 1 0 1 1 0 0
0 0 1 0 1 1 0
0 0 0 1 0 1 1

] 

 

şeklindedir. 

 

Tanım 2.4.15   𝑅  bir halka,   𝜆 ∈ 𝑅   ve   𝐶 ⊆ 𝑅𝑛  bir lineer kod olmak üzere  

 

         
            𝑣  ∶   𝑅𝑛 → 𝑅𝑛                                                                         
(𝑐0, 𝑐1, … , 𝑐𝑛−1) → 𝑣(𝑐0, 𝑐1, … , 𝑐𝑛−1) = (𝜆𝑐𝑛−1, 𝑐0, 𝑐1, … , 𝑐𝑛−2)

 

 

dönüşümü için    𝑣(𝐶) = 𝐶   oluyorsa   𝐶   koduna   𝑅   halkası üzerinde bir   𝜆 −sabit 

devirli (constacylic) kod denir. Özel olarak   𝜆 = −1   ise   𝐶   koduna   𝑅   halkası 

üzerinde negacyclic kod denir. 

 

Önerme 2.4.16   𝐶 ⊆ 𝑅𝑛  bir lineer kod olsun.   𝐶  kodunun bir devirli kod olması için 

gerek ve yeter koşul  

 

       𝜎: 𝐶 → 𝐶,   𝜎(𝑐0, 𝑐1, … , 𝑐𝑛−1)  =  (𝑐𝑛−1, 𝑐0, … , 𝑐𝑛−2)   

 

olarak tanımlanan dönüşümün, bir otomorfizm olmasıdır. 

 

Önerme 2.4.17    𝐶 ⊆ 𝑅𝑛  bir lineer kod olsun.   𝐶  nin bir   𝜆 −sabit devirli kod olması 

için gerek ve yeter şart  

 

       𝑣 ∶ 𝐶 → 𝐶,       𝑣(𝑐0, 𝑐1, … , 𝑐𝑛−1) = ( 𝑐𝑛−1, 𝑐0, … , 𝑐𝑛−2) 

 

dönüşümünün bir otomorfizm olmasıdır. 
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2.5 Aykırı Devirli Kodlar 

 

Aykırı (skew) devirli kodlar, ilk kez 2007 yılında Boucher, Geiselmann ve Ulmer [10] 

tarafından devirli kodların genellemesi olarak verilmiştir. Aykırı devirli kodlar bazı 

kaynaklarda   𝜃 −devirli kodlar olarak isimlendirilmiştir. Aykırı polinom halkalarında 

sağ ve sol bölme algoritmasının sağlanması ve çarpanlara ayırmanın tek türlü 

olmaması nedeniyle aykırı devirli kodlar optimal kod elde edilmesi bakımından devirli 

kodlara göre avantajlıdır. 

 

Tanım 2.5.1 [10]  𝐶,   𝐹𝑞 cismi üzerinde   𝑛   uzunluğunda bir lineer kod ve   𝜃,   𝐹𝑞 

cisminin bir otomorfizmi olsun. Her   𝑐 = (𝑐0, 𝑐1, 𝑐2, … , 𝑐𝑛−1) ∈ 𝐶  için 

 

 𝜎(𝑐) = (𝜃(𝑐𝑛−1), 𝜃(𝑐0), 𝜃(𝑐1),⋯ , 𝜃(𝑐𝑛−2)) ∈ 𝐶 

 

oluyorsa   𝐶   koduna   𝑛   uzunluğunda aykırı devirli (skew cyclic) kod,   𝜎   

dönüşümüne ise aykırı devirsel öteleme (skew cyclic shift) denir. 

 

Eğer   𝜃    birim otomorfizm ise aykırı devirli kod, bir devirli koddur. Bu nedenle aykırı 

devirli kod ailesi, devirli kod ailesini içerir. 

 

𝐶   aykırı devirli kodunun kodsözleri, polinomlar şeklinde aşağıdaki gibi ifade 

edilebilir: 

 

             
𝛱1    :   𝐶 → 𝐹𝑞[𝑥; 𝜃] 〈𝑥

𝑛 − 1〉⁄                            

𝑐 = (𝑐0, 𝑐1, ⋯ , 𝑐𝑛−1) → 𝑐(𝑥) = 𝑐0 + 𝑐1𝑥 +⋯+ 𝑐𝑛−1𝑥
𝑛−1 

 

şeklinde tanımlanan 𝛱1 dönüşümü bir izomorfizmdir.  𝑐 = (𝑐0, 𝑐1, ⋯ , 𝑐𝑛−1) ∈ 𝐶   

kodsözünün   𝜎(𝑐)  aykırı devirsel ötelemesi  

 

           𝑥𝑐(𝑥) = 𝜃(𝑐𝑛−1) + 𝜃(𝑐0)𝑥 + ⋯+ 𝜃(𝑐𝑛−2)𝑥
𝑛−1 

 

polinom şeklinde yazılır. 
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𝐶,   𝐹𝑞 cismi üzerinde   𝑛   uzunluğunda bir devirli kod olduğunda   𝛱(𝐶),

𝐹𝑞[𝑥; 𝜃] 〈𝑥
𝑛 − 1〉⁄   halkasının ideali idi. Aykırı devirli kodlar tanımlanırken iki durum 

söz konusudur: 

 

𝐶,   𝐹𝑞   cismi üzerinde   𝑛   uzunluğunda bir aykırı devirli kod ve   |〈𝜃〉| = 𝑚   olsun. 

i.   𝑚|𝑛   ise   𝐹𝑞[𝑥; 𝜃] 〈𝑥
𝑛 − 1〉⁄  bir halka olup 𝛱1(𝐶), 𝐹𝑞[𝑥; 𝜃] 〈𝑥

𝑛 − 1〉⁄  

halkasının idealidir [10]. 

ii.   𝑚 ∤ 𝑛   ise   𝐹𝑞[𝑥; 𝜃] 〈𝑥
𝑛 − 1〉⁄   bir halka değildir. Fakat   𝐹𝑞[𝑥; 𝜃] 〈𝑥

𝑛 − 1〉⁄  

bir sol   𝐹𝑞[𝑥; 𝜃] −modül olup olup  𝛱1(𝐶), 𝐹𝑞[𝑥; 𝜃] 〈𝑥
𝑛 − 1〉⁄   modülünün bir 

sol   𝐹𝑞[𝑥; 𝜃] −altmodülüdür [19]. 

 

Teorem 2.5.2 [19]   𝐶,   𝐹𝑞 cismi üzerinde   𝑛   uzunluğunda bir lineer kod olsun.   𝐶   

kodunun bir aykırı devirli kod olması için gerek ve yeter koşul   𝐶   kodunun 

𝐹𝑞[𝑥; 𝜃] 〈𝑥
𝑛 − 1〉⁄   modülünün bir sol   𝐹𝑞[𝑥; 𝜃] −altmodülü olmasıdır. 

 

Önerme 2.5.3 [19]   𝐶,   𝐹𝑞[𝑥; 𝜃] /〈𝑥
𝑛 − 1〉 modülünün bir sol  𝐹𝑞[𝑥; 𝜃] −altmodülü 

olsun. O zaman   𝐶   bir devirli altmodüldür ve 𝐶 deki sıfırdan farklı en küçük dereceli 

monik polinom tarafından üretilir. 

 

Teorem 2.5.4 [19]   𝐶,   𝐹𝑞[𝑥; 𝜃] /〈𝑥
𝑛 − 1〉  modülünün bir sol  𝐹𝑞[𝑥; 𝜃] −altmodülü 

ve  𝐶   deki sıfırdan farklı en küçük dereceli monik polinom   𝑓(𝑥)  olsun. O zaman 

𝑓(𝑥) polinomu,  𝑥𝑛 − 1   polinomunun bir sağ bölenidir. 

 

Teorem 2.5.5 [19]   𝐹𝑞[𝑥; 𝜃]  halkasında   𝑥𝑛 − 1 = ℎ(𝑥)𝑔(𝑥),     der(𝑔(𝑥)) = 𝑟   ve 

𝐶 = 〈𝑔(𝑥)〉,    𝐹𝑞[𝑥; 𝜃] /〈𝑥
𝑛 − 1〉  modülünün bir sol    𝐹𝑞[𝑥; 𝜃] −altmodülü olsun. O 

zaman   𝐶   bir serbest sol   𝐹𝑞 −altmodüldür.   𝐶  nin bir bazı  

 

            𝛽 = {𝑔(𝑥),   𝑥𝑔(𝑥),   𝑥2𝑔(𝑥),⋯ , 𝑥𝑛−𝑟−1𝑔(𝑥)} 

 

şeklindedir, yani her   𝑐 ∈ 𝐶   elemanı    𝛼𝑖 ∈ 𝐹𝑞 olmak üzere 
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         𝑐 = ∑ 𝛼𝑖

𝑛−𝑟−1

𝑖=0

𝑥𝑖𝑔(𝑥) 

 

şeklinde bir sonlu toplam olarak yazılabilir ve bu yazılış tek türlüdür.  

 

Sonuç olarak;  𝑥𝑛 − 1  polinomunun sağ bölenleri   𝐹𝑞[𝑥; 𝜃] /〈𝑥
𝑛 − 1〉 modülünde 

birer sol 𝐹𝑞[𝑥; 𝜃] −altmodül üretir ve     𝐹𝑞[𝑥; 𝜃] /〈𝑥
𝑛 − 1〉 modülünün sol 

𝐹𝑞[𝑥; 𝜃] −altmodülleri birer aykırı devirli koda karşılık gelir.   𝑥𝑛 − 1  polinomunun 

derecesi   𝑛 − 𝑘   olan her bir sağ böleni,   𝑛 uzunluğında boyutu   𝑘   olan bir aykırı 

devirli kod üretir. 

 

Teorem 2.5.6 [20]  𝑔(𝑥) = 𝑔0 + 𝑔1𝑥 + ⋯+ 𝑔𝑛−𝑘𝑥
𝑛−𝑘 polinomu 𝐹𝑞[𝑥; 𝜃] halkasında 

 𝑥𝑛 − 1   polinomunun bir sağ böleni ve   der(𝑔(𝑥)) = 𝑛 − 𝑘   olsun. O zaman   𝑛  

uzunluğunda olan   𝐶 = 〈𝑔(𝑥)〉   aykırı devirli kodunun üreteç matrisi  

 

 

 

 

     

     

0 1

0 1

11

0 1

0 0 0

0 0 0

0 0 0

n k
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k k kk
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g g gxg x
G

g g gx g x

  

  









   
   
    
   
   
      

 

şeklindedir. 

 

𝐹𝑞[𝑥; 𝜃]   halkasında polinomların çarpanlara ayrılışının tek türlü olmaması daha fazla 

sayıda sağ bölen bulunmasını, dolayısıyla daha fazla sayıda kod üretilmesini sağlar.  

 

Örnek 2.5.7 [21]   𝐹4 = {0,1, 𝑎, 𝑎2},    𝜃 ∈ 𝐴𝑢𝑡(𝐹4)   ve   𝜃(𝑎) = 𝑎2 olsun. 𝐹4   

üzerinde uzunluğu 4, boyutu 2 olan aykırı devirli kod bulmak için öncelikle 𝐹𝑞[𝑥; 𝜃]  

de   𝑥4 − 1    polinomunun derecesi 2 olan sağ böleni bulunmalıdır.  

 

      𝑥4 − 1 = (𝑥2 + 𝑎𝑥 + 𝑎)(𝑥2 + 𝑎𝑥 + 𝑎2) 
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olduğundan 𝑔(𝑥) = 𝑥2 + 𝑎𝑥 + 𝑎2 polinomu [4,2,3] parametrelerine sahip aykırı 

devirli kod üretir.   𝐶 = 〈𝑔(𝑥)〉 = 〈𝑥2 + 𝑎𝑥 + 𝑎2〉    aykırı devirli kodunun üreteç 

matrisi, 

 

       𝐺 = [
𝑎2 𝑎 1        0
0 𝜃(𝑎2) 𝜃(𝑎) 𝜃(1)

] = [
𝑎2 𝑎 1 0
0 𝑎 𝑎2 1

] 

 

şeklindedir. 

 

𝐹4[𝑥] /〈𝑥
4 − 1〉  değişmeli polinom halkasında  𝑥4 − 1  polinomunun derecesi 2 olan 

böleni sadece 𝑥2 + 1  olup 𝑥2 + 1   tarafından üretilen ideal, 𝐹4   üzerinde [4,2,2] 

parametrelerine  sahip  devirli  koda  karşılık  gelir.    𝐹4[𝑥] /〈𝑥
4 − 1〉   halkasında 

𝑥4 − 1   polinomunun   𝑥2 + 1  den başka ikinci dereceden böleni olmadığından başka 

bir devirli kod yoktur. Brouwer'a göre  𝐹4  üzerinde optimal kod, [4,2,3] 

parametrelerine sahip koddur. Yukarıdaki örnekte görüldüğü üzere; aykırı devirli kod 

ailesi, optimal kodlar elde etme bakımından devirli kodlar ailesine göre daha 

avantajlıdır. 

 

Tanım 2.5.8    𝑘𝑡 ≠ 0   olmak üzere 𝑓(𝑥) = 𝑘0 + 𝑘1𝑥 + ⋯+ 𝑘𝑡𝑥
𝑡 ∈ 𝐹𝑞[𝑥; 𝜃] 

polinomunun aykırı ters sıralısı (skew reciprocal) 

 

       𝑓𝑅𝑆(𝑥) =∑𝑥𝑖𝑘𝑡−𝑖 =∑𝜃𝑖(𝑘𝑡−𝑖)𝑥
𝑖

𝑡

𝑖=0

𝑡

𝑖=0

 

 

şeklinde tanımlanır. 

 

Örnek 2.5.9    𝐹4 = {0,1, 𝑎, 𝑎
2}     cismi üzerinde   𝜃(𝑦) = 𝑦2   olarak tanımlanan 

dönüşüm bir otomorfizmdir.    𝑓(𝑥) = 𝑎2 + 𝑎𝑥 + 𝑥2 ∈ 𝐹4[𝑥; 𝜃]    polinomunun aykırı 

ters sıralısını bulalım.   𝑘0 = 𝑎2, 𝑘1 = 𝑎, 𝑘2 = 1   olmak üzere 

 

       𝑓𝑅𝑆(𝑥) =  ∑𝑥𝑖𝑘2−𝑖 = 𝑘2 + 𝑥𝑘1 + 𝑥
2𝑘0

2

𝑖=0
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                    = 𝑘2 + 𝜃(𝑘1)𝑥 + 𝜃
2(𝑘0)𝑥

2 

                    = 1 + 𝜃(𝑎)𝑥 + 𝜃2(𝑎2)𝑥2 

                   = 1 + 𝑎2𝑥 + 𝑎2𝑥2 

 

Önerme 2.5.10 [22]   𝐹𝑞 cismindeki   𝜃   otomorfizminin derecesi   𝑚   ve   𝑚|𝑛   olsun. 

 𝑥𝑛 − 1 = ℎ(𝑥)𝑔(𝑥) ∈ 𝐹𝑞[𝑥; 𝜃]  ve   𝐶 = 〈𝑔(𝑥)〉,    𝐹𝑞  üzerinde  𝑛 uzunluğunda bir 

aykırı devirli kod olsun. O zaman   𝐶   kodunun duali;   ℎ𝑅𝑆(𝑥)  polinomu tarafından 

üretilen aykırı devirli koddur, yani;     𝐶⊥ = 〈ℎ𝑅𝑆(𝑥)〉   tir. 

 

Teorem 2.5.11 [19]  𝐶,    𝐹𝑞 cismi üzerinde   𝑛  uzunluğunda bir aykırı devirli kod ve 

|〈𝜃〉| = 𝑚   olsun. Eğer  (𝑚, 𝑛) = 1,   yani   𝑚   ile   𝑛   aralarında asal ise   𝐶   bir 

devirli koddur. 

 

Teorem 2.5.12 [23]   𝑔(𝑥) ∈ 𝐹𝑞[𝑥; 𝜃]  polinomu,  𝑥𝑛 − 1   polinomunun bir sağ böleni 

ve   𝐾,    𝐹𝑞 cisminin   𝜃   otomorfizmi tarafından sabit bırakılan alt cismi olsun. 

Eğer  𝑚   ile   𝑛   aralarında asal ise    𝑔(𝑥) ∈ 𝐾[𝑥]  olur. 

 

Teorem 2.5.13 [20]   𝑔(𝑥), ℎ(𝑥) ∈ 𝐹𝑞[𝑥; 𝜃] ve    𝑘 ≤ 𝑛    için  der(ℎ(𝑥)) = 𝑘   ve 

der(𝑔(𝑥)) = 𝑛 − 𝑘  olsun.   𝜃𝑛(𝑔(𝑥)) = 𝜃𝑛(𝑔0) + 𝜃
𝑛(𝑔1)𝑥 + ⋯+ 𝜃

𝑛(𝑔𝑛−𝑘)𝑥
𝑛−𝑘 

olmak   üzere      𝑥𝑛 − 1 = ℎ(𝑥)𝑔(𝑥)       olması    için    gerek    ve    yeter    koşul 

𝑥𝑛 − 1 = 𝜃𝑛(𝑔(𝑥))ℎ(𝑥)  olmasıdır. 

 

Teorem 2.5.14 [21]   𝐾,     𝐹𝑞 cisminin  𝑚   dereceli  𝜃   otomorfizmi tarafından sabit 

bırakılan alt cismi olsun. Eğer (𝑚, 𝑛) = 1  ise 𝑥𝑛 − 1   polinomunun 𝐹𝑞[𝑥; 𝜃] 

halkasındaki parçalanışı,  𝐾[𝑥] değişmeli halkasındaki parçalanışından ibarettir. 
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3.   ℤ𝟒 + 𝒖ℤ𝟒  HALKASI ÜZERİNDEKİ AYKIRI DEVİRLİ KODLAR 

 

Bu bölümde u2 = 1   olmak üzere   R = ℤ4 + uℤ4 halkasının yapısı incelenmiş, 

türetim kullanılarak R   halkası üzerindeki aykırı devirli kodlar tanımlanmış, bu 

kodların üreteç ve kontrol matrisleri verilmiştir. 

 

Bu bölümde Sharma ve Bhaintwal'in [11] deki makalesinden yararlanılmıştır. 

 

3.1  𝑹 = ℤ𝟒 + 𝒖ℤ𝟒    Halkası 

 

Bu kısımda   𝑢2 = 1   olmak üzere   𝑅 = ℤ4 + 𝑢ℤ4 halkasının yapısını incelenmiştir. 

 

𝑎, 𝑏 ∈ ℤ4 olmak üzere   𝑅   halkasının bir   𝑟   elemanı,   𝑟 = 𝑎 + 𝑢𝑏   şeklinde tek türlü 

yazılabilir. 𝑅   halkasının 16 tane elemanı vardır.  𝑅  halkası, ℤ4[𝑢] 〈𝑢
2 − 1〉⁄  bölüm 

halkasına izomorftur. 

 

 𝑅   halkasının bir   𝑟   elemanının birimsel eleman olması için gerek ve yeter koşul  𝑎 

ya da   𝑏   den birisinin ℤ4 halkasının birimsel elemanı olmasıdır. ℤ4 halkasının 

birimsel elemanları   1   ve   3   olduğundan   𝑅   halkasının birimsel elemanları 

 

       1,   3,   𝑢,    3𝑢,   2 +  𝑢,    3 + 2𝑢,    1 + 2𝑢,    2 + 3𝑢 

 

dur. Sonlu bir halkada bir eleman ya birimsel ya da sıfır bölen olduğundan  𝑅   

halkasının birimsel olmayan yani sıfır bölen elemanları 

 

       0,   2,   2𝑢,   2 + 2𝑢,    1 + 𝑢,   3 + 𝑢,   1 + 3𝑢,   3 + 3𝑢 

 

dur.   𝑅   halkasının tüm idealleri; 

 

       〈0〉 = {0},      

       〈2 + 2𝑢〉 = {0,   2 + 2𝑢} 

       〈2〉 = {0, 2, 2𝑢, 2 + 2𝑢} 

       〈1 + 𝑢〉 = {0, 1 + 𝑢, 2 + 2𝑢, 3 + 3𝑢} 
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       〈3 + 𝑢〉 = {0, 3 + 𝑢, 2 + 2𝑢, 2 + 3𝑢} 

       〈2, 1 + 𝑢〉 = {0, 2, 2𝑢, 1 + 𝑢, 2 + 2𝑢, 3 + 3𝑢, 3 + 𝑢, 1 + 3𝑢} 

       〈1〉 = 𝑅 

 

olup bu idealler alt küme işlemiyle bir latis formundadır.   〈2, 1 + 𝑢〉,    𝑅   halkasının 

maksimal idealidir. 

 

 

 

 

 

 

 

Şekil 3.1.    𝑅   halkasının ideallerinin latis diyagramı 

 

𝜃 ∶ 𝑅 → 𝑅   dönüşümünü   𝜃(𝑎 + 𝑢𝑏) = 𝑎 + (2 + 𝑢)𝑏   olarak tanımlayalım. Her 

𝑟1 = 𝑎1 + 𝑢𝑏1,    𝑟2 = 𝑎2 + 𝑢𝑏2 ∈ 𝑅   için  

 

       𝜃(𝑟1 + 𝑟2) = 𝜃((𝑎1 + 𝑎2) + 𝑢(𝑏1 + 𝑏2)) 

                           = (𝑎1 + 𝑎2) + (2 + 𝑢)(𝑏1 + 𝑏2) 

                           = 𝑎1 + (2 + 𝑢)𝑏1 + 𝑎2 + (2 + 𝑢)𝑏2 

                           = 𝜃(𝑎1 + 𝑢𝑏1) + 𝜃(𝑎1 + 𝑢𝑏1) 

                           =  𝜃(𝑟1) + 𝜃(𝑟2) 

ve 

       𝜃(𝑟1 ∙ 𝑟2) = 𝜃((𝑎1 + 𝑢𝑏1) ∙ (𝑎2 + 𝑢𝑏2)) 

                         = 𝜃((𝑎1𝑎2 + 𝑏1𝑏2) + 𝑢(𝑎1𝑏2 + 𝑏1𝑎2)) 

                         = (𝑎1𝑎2 + 𝑏1𝑏2) + (2 + 𝑢)(𝑎1𝑏2 + 𝑏1𝑎2) 

                         = (𝑎1 + (2 + 𝑢)𝑏1) ∙ (𝑎2 + (2 + 𝑢)𝑏2) 

                         =  𝜃(𝑎1 + 𝑢𝑏1) ∙ 𝜃(𝑎2 + 𝑢𝑏2) 

                         = 𝜃(𝑟1) ∙ 𝜃(𝑟2) 
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olduğundan   𝜃,    𝑅    halkasının bir homomorfizmidir.   𝜃   dönüşümünün birebir ve 

örten olduğu kolaylıkla gösterilebilir. O halde   𝜃   dönüşümü,   𝑅    halkasının bir 

otomorfizmidir. Her    𝑎 + 𝑢𝑏 ∈ 𝑅   için  

 

𝜃2(𝑎 + 𝑢𝑏) = 𝜃(𝜃(𝑎 + 𝑢𝑏)) = 𝜃(𝑎 + (2 + 𝑢)𝑏) = 𝑎 + (2 + (2 + 𝑢))𝑏 = 𝑎 + 𝑢𝑏 

 

olduğundan  𝜃   otomorfizminin derecesi 2 dir. 

 

Tanım 3.1.1  𝜃,  herhangi bir   𝐻 sonlu halkasının otomorfizmi olsun.  

i. ∆𝜃(𝑥 + 𝑦) = ∆𝜃(𝑥) + ∆𝜃(𝑦)  

ii. ∆𝜃(𝑥 ∙ 𝑦) = ∆𝜃(𝑥) ∙ 𝑦 +  𝜃(𝑥) ∙ ∆𝜃(𝑦) 

koşullarını sağlayan     ∆𝜃 ∶ 𝐻 → 𝐻   dönüşümüne   𝐻   halkasının bir türetimi 

(derivation) denir. 

 

Teorem 3.1.2   δθ ∶ 𝑅 → 𝑅  dönüşümü, 

 

       𝛿𝜃(𝑎 + 𝑢𝑏) =  (1 + 𝑢)(𝜃(𝑎 + 𝑢𝑏) − (𝑎 + 𝑢𝑏)) 

 

olarak tanımlansın. O zaman  δθ,   𝑅   halkası üzerinde bir türetimdir. 

İspat: Her   𝑟1, 𝑟2 ∈ 𝑅    için 

 

       𝛿𝜃(𝑟1 + 𝑟2) = (1 + 𝑢) ∙ (𝜃(𝑟1 + 𝑟2) − (𝑟1 + 𝑟2)) 

                            = (1 + 𝑢) ∙ (𝜃(𝑟1) + 𝜃(𝑟2) − 𝑟1 − 𝑟2)            (𝜃 otomorfizm) 

                            = (1 + 𝑢) ∙ (𝜃(𝑟1) − 𝑟1 + 𝜃(𝑟2) − 𝑟2) 

                            = (1 + 𝑢) ∙ (𝜃(𝑟1) − 𝑟1)   +   (1 + 𝑢) ∙ (𝜃(𝑟2) − 𝑟2) 

                            = 𝛿𝜃(𝑟1)  +  𝛿𝜃(𝑟2) 

 

ve 
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       𝛿𝜃(𝑟1 ∙ 𝑟2) = (1 + 𝑢)(𝜃(𝑟1 ∙ 𝑟2) − 𝑟1 ∙ 𝑟2) 

                        = (1 + 𝑢)(𝜃(𝑟1) ∙ 𝜃(𝑦𝑟2) − 𝑟1 ∙ 𝑟2)          (𝜃otomorfizm ) 

                       = (1 + 𝑢) ∙ 𝜃(𝑟1) ∙ 𝜃(𝑟2) − (1 + 𝑢) ∙ 𝑟1 ∙ 𝑟2 

                      =  (1 + 𝑢) ∙ 𝜃(𝑟1) ∙ 𝜃(𝑟2) − (1 + 𝑢) ∙ 𝑟1 ∙ 𝑟2 + (1 + 𝑢) ∙ 𝜃(𝑟1) ∙ 𝑟2

− (1 + 𝑢) ∙ 𝜃(𝑟1) ∙ 𝑟2 

                     = (1 + 𝑢) ∙ (𝜃(𝑟1) − 𝑟1) ∙ 𝑟2   +   𝜃(𝑟1) ∙ (1 + 𝑢) ∙ (𝜃(𝑟2) − 𝑟2) 

                    = 𝛿𝜃(𝑟1) ∙ 𝑟2   +   𝜃(𝑟1) ∙ 𝛿𝜃(𝑟2) 

 

olduğundan    δθ,   𝑅   halkası üzerinde bir türetimdir. 

 

𝑅  halkasının elemanlarının  𝛿𝜃  türetimi altındaki görüntüleri aşağıdaki tabloda 

verilmiştir. 

 

Çizelge 3.1.  𝑅  halkasının elemanlarının 𝛿𝜃 türetimi altındaki görüntüleri 

 

𝑥 0 1 2 3 𝑢 2𝑢 3𝑢 1 + 𝑢 

𝛿𝜃(𝑥) 0 0 0 0 2 + 2𝑢 0 2 + 2𝑢 2 + 2𝑢 

𝑥 1 + 2𝑢 1 + 3𝑢 2 + 𝑢 2 + 2𝑢 2 + 3𝑢 3 + 𝑢 3 + 2𝑢 3 + 3𝑢 

𝛿𝜃(𝑥) 0 2 + 2𝑢 2 + 2𝑢 0 2 + 2𝑢 2 + 2𝑢 0 2 + 2𝑢 

 

Sonuç 3.1.3     𝑛 ≥ 2   ve  her  𝑥 ∈ 𝑅   için   𝛿𝜃
𝑛(𝑥) = 0   dir. 

 

Tanım 3.1.4   ℤ4   halkasında   𝑤𝐿  ile gösterilen Lee ağırlığı 

 

       𝑤𝐿(0) = 0,     𝑤𝐿(1) = 1,    𝑤𝐿(2) = 2,      𝑤𝐿(3) = 1 

 

olarak tanımlanır.   𝑢 ∈ ℤ4
2  vektörünün   𝑤𝐿(𝑢)  Lee ağırlığı; koordinatlarının Lee 

ağırlıklarının rasyonel toplamı olarak tanımlanır.  
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Tanım 3.1.5  𝑅  halkası üzerindeki Gray dönüşümü 

 

       𝜙 ∶ 𝑅 → ℤ4
2,       𝜙(𝑎 + 𝑢𝑏) = (𝑏, 𝑎 + 𝑏) 

 

olarak tanımlanır. 

 

Örnek 31.6   3 + 2𝑢 ∈ 𝑅   elemanının Gray dönüşümü    𝜙(3 + 2𝑢) = (2, 1)   dir. 

 

Tanım 3.1.7 Bir   𝑟 ∈ 𝑅  elemanının   𝑤𝐺(𝑟) ile gösterilen Gray ağırlığı 

 

      𝑤𝐺(𝑟) = 𝑤𝐿(𝜙(𝑟)) 

 

olarak tanımlanır. 

 

Örnek 3.1.8   1 + 2𝑢 ∈ 𝑅   elemanının Gray ağırlığı; 

 

       𝑤𝐺(1 + 2𝑢) = 𝑤𝐿(𝜙(1 + 2𝑢)) = 𝑤𝐿(2, 3) = 𝑤𝐿(2) + 𝑤𝐿( 3) = 2 + 1 = 3 

 

elde edilir. 

 

𝑅  halkasının elemanlarının Gray ağırlığı Çizelge 3.2 de verilmiştir. 

 

Çizelge 3.2. 𝑅  halkasının elemanlarının Gray ağırlığı 

 

𝑥 0 1 2 3 𝑢 2𝑢 3𝑢 1 + 𝑢 

𝑤𝐺(𝑥) 0 1 2 1 2 4 2 3 

𝑥 1 + 2𝑢 1 + 3𝑢 2 + 𝑢 2 + 2𝑢 2 + 3𝑢 3 + 𝑢 3 + 2𝑢 3 + 3𝑢 

𝑤𝐺(𝑥) 3 1 2 2 2 1 3 3 
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Tanım 3.1.9   𝜙   dönüşümü;    𝛷 ∶ 𝑅𝑛 → ℤ4
2𝑛 dönüşümüne genişletilebilir. 𝑟 ∈ 𝑅𝑛 

elemanının Gray ağırlığı,   𝑟   nin koordinatlarının Gray ağırlıklarının rasyonel toplamı 

olarak tanımlanır. 

 

Örnek 3.1.10    𝑟 = (1 + 3𝑢, 2 + 𝑢, 2𝑢) ∈ 𝑅3 elemanının Gray ağırlığı; 

 

  𝑤𝐺(1 + 3𝑢, 2 + 𝑢, 2𝑢) = 𝑤𝐺(1 + 3𝑢) + 𝑤𝐺(2 + 𝑢) + 𝑤𝐺(2𝑢) 

                                            = 𝑤𝐿(𝜙(1 + 3𝑢)) + 𝑤𝐿(𝜙(2 + 𝑢)) + 𝑤𝐿(𝜙(2𝑢)) 

                                            = 𝑤𝐿(3, 0) + 𝑤𝐿(1, 3) + 𝑤𝐿(2, 2) 

                                            = 𝑤𝐿(3) + 𝑤𝐿(0) + 𝑤𝐿(1) + 𝑤𝐿(3) + 𝑤𝐿(2) + 𝑤𝐿(2) 

                                            = 1 + 0 + 1 + 1 + 2 + 2 

                                            = 3 

 

elde edilir. 

 

ℤ4 üzerindeki bir  lineer kodunun parametreleri (𝑛, 4𝑘12𝑘2 , 𝑑𝐿) olarak yazılır ve kodun 

tipi   4𝑘12𝑘2 denir. Burada   𝑑𝐿 ,   𝐶   kodunun minimum Lee uzaklığını gösterir. 

 

3.2  𝑹[𝒙, 𝜽, ∆𝜽]  Aykırı Polinom Halkası 

 

Tanım 3.2.1 𝑅   halkasının bir otomorfizmi   𝜃    ve bir türetimi   ∆𝜃 olsun. 𝑅[𝑥, 𝜃, ∆𝜃]  

kümesi üzerindeki toplama işlemi, bilinen polinom toplaması olarak ve çarpma işlemi 

her  𝑟 ∈ 𝑅   için 

 

       𝑥 ∙ 𝑟 = 𝜃(𝑟)𝑥 + ∆𝜃(𝑟) 

 

şeklinde tanımlansın. Bu çarpma işlemi   𝑅[𝑥, 𝜃, ∆𝜃] kümesinin tüm elemanlarına 

genişletilebilir.   𝑅[𝑥, 𝜃, ∆𝜃]   kümesi bu işlemlerle bir aykırı polinom halkasıdır. 
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Örnek 3.2.2   𝑓 = 𝑥2 + 𝑢,    𝑔 = 𝑥 + 𝑢 ∈ 𝑅[𝑥, 𝜃, 𝛿𝜃]   için  

 

       𝑓 ∙ 𝑔 = (𝑥2 + 𝑢) ∙ (𝑥 + 𝑢) 

                = 𝑥2 ∙ 𝑥 + 𝑥2𝑢 + 𝑢 ∙ 𝑥 + 𝑢2 

                = 𝑥3 + 𝑥 ∙ (𝑥 ∙ 𝑢) + 𝑢𝑥 + 1 

                = 𝑥3 + 𝑥 ∙ [𝜃(𝑢)𝑥 + 𝛿𝜃(𝑢)] + 𝑢𝑥 + 1 

               = 𝑥3 + 𝑥 ∙ [(𝑢 + 2)𝑥 + (2 + 2𝑢)] + 𝑢𝑥 + 1 

              = 𝑥3 + 𝑥 ∙ (𝑢 + 2)𝑥 + 𝑥 ∙ (2 + 2𝑢) + 𝑢𝑥 + 1 

              = 𝑥3 + [𝜃(𝑢 + 2)𝑥 + 𝛿𝜃(𝑢 + 2)]𝑥 + [𝜃(2 + 2𝑢)𝑥 + 𝛿𝜃(2 + 2𝑢)] + 𝑢𝑥 + 1 

              = 𝑥3 + [(2 + (𝑢 + 2))𝑥 + (2 + 2𝑢)]𝑥 + [(2 + (𝑢 + 2)2)𝑥] + 𝑢𝑥 + 1 

              = 𝑥3 + (𝑢𝑥)𝑥 + (2 + 2𝑢)𝑥 + (2 + 2𝑢)𝑥 + 𝑢𝑥 + 1 

             = 𝑥3 + 𝑢𝑥2 + 𝑢𝑥 + 1 
 

ve 

 

        𝑔 ∙ 𝑓 = (𝑥 + 𝑢) ∙ (𝑥2 + 𝑢) 

                 = 𝑥2 ∙ 𝑥  +   𝑥 ∙ 𝑢  +   𝑢𝑥2   +   𝑢2 

                = 𝑥3 + [𝜃(𝑢)𝑥 + 𝛿𝜃(𝑢)] + 𝑢𝑥
2 + 1 

                = 𝑥3 + (2 + 𝑢)𝑥 + (2 + 2𝑢) + 𝑢𝑥2 + 1 

               = 𝑥3 + 𝑢𝑥2 + (2 + 𝑢)𝑥 + 3 + 2𝑢 

 

olduğundan     𝑓 ∙ 𝑔 ≠ 𝑔 ∙ 𝑓    olup     𝑅[𝑥, 𝜃, 𝛿𝜃]   değişmeli olmayan bir halkadır. 

 

𝑅   halkasının   𝜃(𝑎 + 𝑢𝑏 ) = 𝑎 + (2 + 𝑢)𝑏  otomorfizmi altında sabit kalan 

elemanlarının kümesi 

 

        𝑅𝜃 = {0, 1, 2, 3, 2𝑢, 3 + 2𝑢, 2 + 2𝑢} 

 

dir. Yani her  𝑠 ∈ 𝑅𝜃 için   𝜃(𝑠) = 𝑠   ve    𝛿𝜃(𝑠) = 0   dir. Bu nedenle her   𝑠 ∈ 𝑅𝜃 

için  

 

        𝑥𝑠 = 𝜃(𝑠)𝑥 + 𝛿𝜃(𝑠) = 𝑠𝑥 
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olur.   𝑅[𝑥, 𝜃, 𝛿𝜃]   halkası bir tek çarpanlama halkası (uniquely factorization domain) 

değildir. 

 

Tanım 3.2.3   𝑓(𝑥) ∈ 𝑅[𝑥, 𝜃, 𝛿𝜃]   olsun. Her   𝑎(𝑥) ∈  𝑅[𝑥, 𝜃, 𝛿𝜃] için 

 

       𝑓(𝑥) ∙ 𝑎(𝑥) = 𝑎(𝑥) ∙ 𝑓(𝑥) 

 

oluyorsa  𝑓(𝑥) polinomuna  𝑅[𝑥, 𝜃, 𝛿𝜃] halkasının merkezi elemanı denir. 

 

Lemma 3.2.4     𝑎 ∈ R    olsun.   𝑎  ve  𝑏   nin her ikisi de   𝜃   otomorfizmi tarafından 

sabit bırakılmazsa    𝜃(𝑎) − 𝑎 ≠ 𝛿𝜃(𝑏) dir. 

İspat.  𝑎, 𝑏 ∈ 𝑅   için    𝜃(𝑎) − 𝑎 = 𝛿𝜃(𝑏)  olsun. 𝛿𝜃(𝑏) için mümkün olan değerler 

  0   ve   2 + 2𝑢    dur. Eğer   𝛿𝜃(𝑏) = 0    ise    𝑎   ile  𝑏,   𝜃  otomorfizmi tarafından 

sabit bırakılır.   𝛿𝜃(𝑏) = 2 + 2𝑢   olduğunu kabul edelim.   𝜃(𝑎) − 𝑎,    𝑢  yu içermez. 

Bu ise çelişkidir. Bu da ispatı tamamlar. 

 

Eğer R   halkası üzerindeki aykırı polinom halkası, sadece   𝜃   otomorfizmi ile 

düşünülürse, yani    R[𝑥, 𝜃]   olursa o zaman   R[𝑥, 𝜃]   nın merkezi   𝑅𝜃[𝑥2] dir. 

 

Teorem 3.2.5    𝑓(𝑥) ∈ 𝑅[𝑥, 𝜃, 𝛿𝜃]   elemanının bir merkezi eleman olması için gerek 

ve yeter koşul  𝑥   in tüm tek kuvvetlerinin katsayıları   𝑆 = {0, 2, 2𝑢, 2 + 2𝑢} 

kümesine ait olmak üzere   𝑓(𝑥) ∈ 𝑅𝜃[𝑥]  olmasıdır. 

 

İspat. İspatı tek dereceli bir polinom için yapalım. Çift dereceli polinom için de benzer 

şekilde yapılır. 𝑓(𝑥) = 𝑓0 + 𝑓1𝑥 +⋯+ 𝑓𝑘𝑥
𝑘 ∈ 𝑅[𝑥, 𝜃, 𝛿𝜃] tek dereceli polinom 

olsun.   𝑓(𝑥)   in merkezi eleman olduğunu varsayalım. O zaman 

 

        0 = 𝑥𝑓(𝑥) − 𝑓(𝑥)𝑥 

           = 𝛿𝜃(𝑓0)  +  ∑(𝜃(𝑓𝑖) + 𝛿𝜃(𝑓𝑖+1))𝑥
𝑖+1   +   𝜃(𝑓𝑘)𝑥

𝑘+1  −∑𝑓𝑖

𝑘

𝑖 =0

𝑥𝑖+1
𝑘−1

𝑖=0

 

 

olup tüm terimlerin katsayıları sıfıra eşitlenirse 
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          𝛿𝜃(𝑓0) = 0                                                                                                                   (3.1) 

         𝜃(𝑓𝑖) − 𝑓𝑖 + 𝛿𝜃(𝑓𝑖+1) = 0,         𝑖 = 0,1,2, … 𝑘 − 1                                             (3.2) 

         𝜃(𝑓𝑘) − 𝑓𝑘 = 0                                                                                                            (3.3) 

 

Lemma 3.2.4 ve (3.1), (3.2), (3.3) eşitliklerinden     𝑖 = 0,1,2, … 𝑘   için tüm   𝑓𝑖   ler 

 𝜃   otomorfizmi altında sabittir.  𝑓(𝑥)   merkezi eleman olduğundan her   𝑟 ∈ 𝑅  için 

  𝑓(𝑥)𝑟 = 𝑟𝑓(𝑥)   olur.   𝜃   otomorfizmi altında sabit olmayan yani,  𝜃(𝑟) ≠ 𝑟  olacak 

şekildeki   𝑟 ∈ 𝑅    elemanını alalım. O zaman 

 

     0 = 𝑟𝑓(𝑥) − 𝑓(𝑥)𝑟 

        = ∑𝑟

𝑘

𝑖=0

𝑓𝑖𝑥
𝑖  −   ∑(𝑓2𝑗𝑟 + 𝑓2𝑗+1𝛿𝜃(𝑟)) 𝑥

2𝑗

𝑘−1

2

𝑗=0

− ∑𝑓2𝑙+1𝜃(𝑟)𝑥
2𝑙+1

𝑘−1

2

𝑙=0

 

       = ∑(𝑟𝑓2𝑗 − 𝑓2𝑗𝑟 − 𝑓2𝑗+1𝛿𝜃(𝑟)) 𝑥
2𝑗

𝑘−1

2

𝑗=0

 + ∑(𝑟𝑓2𝑙+1 − 𝑓2𝑙+1𝜃(𝑟))𝑥
2𝑙+1

𝑘−1

2

𝑙=0

 

     = ∑(𝑓2𝑗+1𝛿𝜃(𝑟)) 𝑥
2𝑗

𝑘−1

2

𝑗=0

− ∑𝑓2𝑙+1(𝑟 − 𝜃(𝑟))𝑥
2𝑙+1

𝑘−1

2

𝑙=0

 

 

olup bu da her    𝑗, 𝑙 = 0,1,2, … ,
𝑘−1

2
   için    𝑓2𝑙+1(𝑟 − 𝜃(𝑟)) = 0    ve 𝑓2𝑗+1(𝛿𝜃(𝑟)) =

0     olmasını gerektirir. Tüm   𝑓𝑖    ler sabit bırakıldığı için yukarıdaki koşulları 

sağlayan   𝑓2𝑙+1   katsayıları tam olarak   𝑆   nin elemanlarıdır.  

 

Tersine, 𝑓(𝑥)  in verilen koşulları sağladığını kabul edelim. Her   𝑎(𝑥) ∈ 𝑅[𝑥, 𝜃, 𝛿𝜃] 

için    𝑓(𝑥)𝑎(𝑥) = 𝑎(𝑥)𝑓(𝑥)   olduğunu göstermek  için   0 ≤ 𝑖 ≤ der(𝑎(𝑥))  ve 0 ≤

𝑗 ≤ der(𝑓(𝑥)) için  (𝑎𝑖𝑥
𝑖)(𝑓𝑗𝑥

𝑗) = (𝑓𝑗𝑥
𝑗)(𝑎𝑖𝑥

𝑖) olduğunu göstermek yeterlidir. 

Tüm  𝑓𝑖   ler   𝜃   altında sabit olduğundan 

 

       (𝑎𝑖𝑥
𝑖)(𝑓𝑗𝑥

𝑗) = 𝑎𝑖𝑓𝑗𝑥
𝑖+𝑗                                                                                             (3.4) 
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olur. Ayrıca 

 

       (𝑓𝑗𝑥
𝑗)(𝑎𝑖𝑥

𝑖) = {
 𝑓𝑗𝑎𝑖𝑥

𝑖+𝑗                                , 𝑗   çift ise

 𝑓𝑗(𝜃(𝑎𝑖)𝑥 + 𝛿𝜃(𝑎𝑖))𝑥
𝑖+𝑗−1 , 𝑗   tek ise

                          (3.5) 

 

dır. Eğer   𝑗   tek ve  𝑓𝑗 ∈ 𝑆  ise her   𝑎 ∈ 𝑅   için     𝑓𝑗𝜃(𝑎) = 𝑓𝑗𝑎    ve    𝑓𝑗𝛿𝜃(𝑎) = 0 

olup   (3.5)  ten 

 

       (𝑓𝑗𝑥
𝑗)(𝑎𝑖𝑥

𝑖) = 𝑓𝑗(𝜃(𝑎𝑖)𝑥 + 𝛿𝜃(𝑎𝑖))𝑥
𝑖+𝑗−1 = 𝑓𝑗𝑎𝑖𝑥

𝑖+𝑗                                    (3.6) 

 

elde edilir. (3.4), (3.5), (3.6)   eşitliklerinden   𝑓(𝑥)   in merkezi eleman olduğu 

görülür. 

 

Örnek 3.2.6 𝑓(𝑥) = 𝑥4 + (2 + 2𝑢)𝑥3 + (1 + 2𝑢)𝑥2 + (2 + 2𝑢)𝑥 + 3 + 2𝑢  

elemanını düşünelim.   𝑥   in tüm tek kuvvetlerinin katsayıları   2 + 2𝑢  olup   𝑆   ye ait 

ve   1 + 2𝑢,   3 + 2𝑢 ∈ 𝑅𝜃   olduğundan   𝑓(𝑥)   bir merkezi elemandır. 

 

Lemma 3.2.7 Her  𝑟 ∈ R   için  𝛿𝜃(𝜃(𝑟)) + 𝜃(𝛿𝜃(𝑟)) = 0   ve   𝑥2𝑟 = 𝑟𝑥2 dir. 

İspat.     𝑟 = 𝑎′ + 𝑢𝑏′ ∈ 𝑅   olsun. O zaman  

 

      𝛿𝜃(𝜃(𝑟))  =   𝛿𝜃(𝑎
′ + (2 + 𝑢)𝑏′)  =  2𝑏′ + (2𝑏′)𝑢 

     𝜃(𝛿𝜃(𝑟)) = 𝜃(2𝑏
′ + (2𝑏′)𝑢) = 2𝑏′ + (2𝑏′)𝑢 = −(2𝑏′ + (2𝑏′)𝑢) = −𝛿𝜃(𝜃(𝑟)) 

 

olduğundan   𝛿𝜃(𝜃(𝑟)) + 𝜃(𝛿𝜃(𝑟)) = 0   olur.   𝑥𝑟 = 𝜃(𝑟)𝑥 + 𝛿𝜃(𝑟)   eşitliğinin her 

iki tarafı da   𝑥   ile çarpalım. 

 

       𝑥2𝑟  =   𝑥𝜃(𝑟)𝑥 +  𝑥𝛿𝜃(𝑟) 

                = [𝜃2(𝑟)𝑥 + 𝛿𝜃(𝜃(𝑟))]𝑥 +  𝜃(𝛿𝜃(𝑟))𝑥 + 𝛿𝜃
2(𝑟) 

                = 𝑟𝑥2  + [𝛿𝜃(𝜃(𝑟))  +  𝜃(𝛿𝜃(𝑟))]𝑥 + 𝛿𝜃
2(𝑟) 

                = 𝑟𝑥2 
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Sonuç 3.2.8 Herhangi bir   𝑟 ∈ 𝑅   için  

 

        𝑓(𝑥) = {
(𝜃(𝑟)𝑥 + 𝛿𝜃(𝑟))𝑥

𝑛−1, 𝑛   tek  ise

              𝑟𝑥𝑛                  ,          𝑛   çift  ise
 

 

dir. 

 

𝑅[𝑥, 𝜃, 𝛿𝜃]  halkası bir sol/sağ Öklid halkası olmadığı için bu halkada bölme 

algoritması sağlanmaz. Fakat   𝑅[𝑥, 𝜃, 𝛿𝜃]  halkasının bazı özel elemanları için bölme 

algoritması uygulanabilir. 

 

Teorem 3.2.9 (Sağ Bölme Algoritması)   𝑓(𝑥), 𝑔(𝑥) ∈ 𝑅[𝑥, 𝜃, 𝛿𝜃] ve   𝑔(𝑥) in baş 

katsayısı birimsel olsun. O zaman 

 

       𝑓(𝑥) = 𝑞(𝑥)𝑔(𝑥) + 𝑟(𝑥) 

 

olacak şekilde   𝑞(𝑥), 𝑟(𝑥) ∈ 𝑅[𝑥, 𝜃, 𝛿𝜃] vardır. Burada   𝑟(𝑥) = 0   ya da 

der(𝑟(𝑥)) < der(𝑔(𝑥))   dir. 

 

İspat.   𝑓(𝑥) = 𝑓0 + 𝑓1𝑥 + 𝑓2𝑥
2 +⋯+ 𝑓𝑟𝑥

𝑟    ve 𝑔𝑠 birimsel eleman olmak üzere 

𝑔(𝑥) = 𝑔0 + 𝑔1𝑥 + 𝑔2𝑥
2 +⋯+ 𝑔𝑠𝑥

𝑠    olsun. Eğer  𝑟 < 𝑠  ise 

 

       𝑓(𝑥) = 0. 𝑔(𝑥)  +  𝑓(𝑥) 

 

ispat tamamlanır.  𝑟 ≥ 𝑠 olduğunu kabul edelim. 

 

        𝐴(𝑥) = { 
𝑓𝑟𝜃(𝑔𝑠

−1)𝑥𝑟−𝑠, 𝑟 − 𝑠  tek ise

𝑓𝑟𝑔𝑠
−1𝑥𝑟−𝑠     , 𝑟 − 𝑠  çift ise

 

 

olmak üzere    ℎ(𝑥) = 𝑓(𝑥) − 𝐴(𝑥)𝑔(𝑥) polinomunu tanımlayalım. 

der(ℎ(𝑥)),    der(𝑓(𝑥))   ten en az 1 küçüktür. İspatı  𝑓(𝑥) polinomunun derecesi 

üzerinden tümevarım ile yapalım. Derecesi 𝑓(𝑥) den küçük olan her polinom için 
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iddianın doğru olduğunu kabul edelim. der(𝑓(𝑥)) = 0  ise iddianın doğru olduğu 

açıktır. Bu nedenle   der 𝑓(𝑥) > 0   olsun.   der ℎ(𝑥) < deg 𝑓(𝑥)  olduğundan 

 

ℎ(𝑥) = 𝑞1(𝑥)𝑔(𝑥) + 𝑟1(𝑥) 

 

olacak şekilde   𝑞
1
(𝑥), 𝑟1(𝑥) elemanları vardır. Burada   𝑟1(𝑥) = 0   ya da der 𝑟1(𝑥) <

der  𝑔(𝑥) dir. Buradan 

 

       𝑓(𝑥) = 𝑞1(𝑥)𝑔(𝑥) + 𝑟1(𝑥) + 𝐴(𝑥)𝑔(𝑥) = (𝑞1(𝑥) + 𝐴(𝑥))𝑔(𝑥) + 𝑟1(𝑥) 

 

olup   𝑞(𝑥) = 𝑞1(𝑥) + 𝐴(𝑥)    ve     𝑟(𝑥) = 𝑟1(𝑥)   olmak üzere 

 

        𝑓(𝑥) = 𝑞(𝑥)𝑔(𝑥) + 𝑟(𝑥) 

 

elde edilir.  

 

𝑅[𝑥, 𝜃, 𝛿𝜃]  halkasında sol bölme algoritması da benzer şekilde tanımlanır. 

 

Örnek 3.2.10   𝑅[𝑥, 𝜃, 𝛿𝜃] halkasındaki    𝑓(𝑥) = 𝑢 + (2 + 2𝑢)𝑥 + (1 + 𝑢)𝑥2 ve 

𝑔(𝑥) = (1 + 𝑢) + 𝑢𝑥     polinomlarını  düşünelim.  Burada    𝑟 = 2,   𝑠 = 1     ve 𝑓2 =

1 + 𝑢,   𝑔1 = 𝑢    dir.   𝑟 − 𝑠 = 2 − 1 = 1   tek olduğundan 

 

       𝐴(𝑥)  =  𝑓2𝜃(𝑔1
−1)𝑥2−1  =  (1 + 𝑢)(𝑢 + 2)𝑥 =  (3 + 3𝑢)𝑥 

 

olup 

𝐴(𝑥)𝑔(𝑥) = (3 + 3𝑢)𝑥(𝑢𝑥 + (1 + 𝑢)) 

                  = (3 + 3𝑢)(𝜃(𝑢)𝑥 + 𝛿𝜃(𝑢))𝑥 + (3𝑢 + 3)(𝜃(1 + 𝑢)𝑥 + 𝛿𝜃(1 + 𝑢)) 

                  = (3 + 3𝑢)((𝑢 + 2)𝑥 + 2 + 2𝑢)𝑥 + (3𝑢 + 3)((𝑢 + 3)𝑥 + 2 + 2𝑢) 

                  = (𝑢 + 1)𝑥2 + 0. 𝑥 + 0. 𝑥 + 0 

                  = (𝑢 + 1)𝑥2 
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bulunur. ℎ  (𝑥)  =  𝑓(𝑥) − 𝐴(𝑥)𝑔(𝑥)  =  (2 + 2𝑢)𝑥 + 𝑢   polinomunu tanımlayalım. 

Yukarıdaki argümanı   ℎ(𝑥)  üzerinde tekrarlarsak  ℎ(𝑥) = (2 + 2𝑢)𝑔(𝑥) + 𝑢   ve 

 

      𝑓(𝑥) = ℎ(𝑥) + 𝐴(𝑥)𝑔(𝑥) = (2 + 2𝑢)𝑔(𝑥) + 𝑢 + (3𝑢 + 3)𝑥𝑔(𝑥) 

               = ((2 + 2𝑢) + (3𝑢 + 3)𝑥)𝑔(𝑥) + 𝑢   

 

olur. O halde     𝑞(𝑥) = (2 + 2𝑢) + (3𝑢 + 3)𝑥     ve      𝑟(𝑥) = 𝑢   olmak üzere 

𝑓(𝑥) = 𝑞(𝑥)𝑔(𝑥) + 𝑟(𝑥)    elde edilir. 

 

3.3   𝑹 = ℤ𝟒 + 𝒖ℤ𝟒 Halkası Üzerinde 𝜹𝜽 −Devirli Kodlar 

 

Bu kısımda   𝑅 = ℤ4 + 𝑢ℤ4 halkasındaki aykırı devirli kodlar tanımlanmıştır ve bunlar 

  𝛿𝜃 −devirli kodlar olarak isimlendirilmiştir. 

 

𝑅   halkası  üzerindeki    𝑛   uzunluklu  bir  lineer  kod,    𝑅𝑛   nin bir altmodülüdür. 

𝑎 = (𝑎0, 𝑎1, … , 𝑎𝑛−1) ∈ 𝑅
𝑛 elemanı, 𝑎(𝑥) = 𝑎0 + 𝑎1𝑥 + 𝑎2𝑥

2 +⋯+ 𝑎𝑛−1𝑥
𝑛−1 

olarak polinom şeklinde düşünülebilir. Bu nedenle   𝑓(𝑥),    𝑅   deki 𝑛 dereceli 

herhangi bir polinom olmak üzere  𝑅𝑛  ile   𝑅[𝑥, 𝜃, 𝛿𝜃] 〈𝑓(𝑥)〉  ⁄  bölüm halkasını 

özdeşleştirebiliriz. Üstelik  

 

       𝑟(𝑥)[𝑎(𝑥) + 〈𝑓(𝑥)〉]  =  𝑟(𝑥)𝑎(𝑥)   +  〈𝑓(𝑥)〉 

 

çarpması ile    𝑅[𝑥, 𝜃, 𝛿𝜃] 〈𝑓(𝑥)〉  ⁄  bir sol   𝑅[𝑥, 𝜃, 𝛿𝜃] −modüldür. 

 

Tanım 3.3.1.   𝐶,    𝑅   üzerinde   𝑛   uzunluklu bir kod ve   𝑓(𝑥),     𝑅  üzerinde 𝑛 

dereceli herhangi bir polinom olsun. Eğer   𝐶,    𝑅[𝑥, 𝜃, 𝛿𝜃] 〈𝑓(𝑥)〉⁄    in bir sol 

𝑅[𝑥, 𝜃, 𝛿𝜃] −altmodülü ise   𝐶   ye bir  𝛿𝜃 −lineer kod denir. Eğer   𝑓(𝑥) merkezi 

polinom ise   𝐶  ye bir merkezi  𝛿𝜃 −lineer kod denir. 

 

Tanım 3.3.2.     𝐶,        𝑅       üzerinde bir     𝛿𝜃 −lineer  kod  olsun.  Eğer  her 𝑐 =

(𝑐0, 𝑐1, … , 𝑐𝑛−1) ∈ 𝐶    için 
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𝑇𝛿𝜃(𝑐) = (𝜃(𝑐𝑛−1) + 𝛿𝜃(𝑐0), 𝜃(𝑐0) + 𝛿𝜃(𝑐1),… , 𝜃(𝑐𝑛−2) + 𝛿𝜃(𝑐𝑛−1)) ∈ 𝐶 

 

oluyorsa  𝐶   ye bir   δθ −devirli kod ve   𝑇𝛿𝜃 dönüşümüne   𝛿𝜃 −devirsel öteleme 

denir. 

 

Lemma 3.3.3   𝑣 = (𝑣0, 𝑣1, … , 𝑣𝑛−1) ∈ 𝑅
𝑛   kelimesi,  

 

𝑣(𝑥) = 𝑣0 + 𝑣1𝑥 + 𝑣2𝑥
2 +⋯+ 𝑣𝑛−1𝑥

𝑛−1   ∈   𝑅[𝑥, 𝜃, 𝛿𝜃] 〈𝑥
𝑛 − 1〉⁄  

 

şeklinde yazılsın. O zaman   𝑥𝑣(𝑥) polinomu da 

 

(𝜃(𝑣𝑛−1) + 𝛿𝜃(𝑣0),   𝜃(𝑣0) + 𝛿𝜃(𝑣1),   𝜃(𝑣1) + 𝛿𝜃(𝑣2), … , 𝜃(𝑣𝑛−2) + 𝛿𝜃(𝑣𝑛−1)) 

 

şeklinde ifade edilir. 

İspat. 

𝑥𝑣(𝑥)  =  𝑥 (∑𝑣𝑖𝑥
𝑖

𝑛−1

𝑖=0

)  = ∑𝑥(𝑣𝑖𝑥
𝑖)

𝑛−1

𝑖=0

 

             = ∑(𝜃(𝑣𝑖)𝑥 + 𝛿𝜃(𝑣𝑖))𝑥
𝑖

𝑛−1

𝑖=0

 

             = ∑𝜃(𝑣𝑖)𝑥
𝑖+1

𝑛−1

𝑖=0

+∑𝛿𝜃(𝑣𝑖)𝑥
𝑖

𝑛−1

𝑖=0

 

            = ∑𝜃(𝑣𝑖−1)𝑥
𝑖

𝑛

𝑖=1

+∑𝛿𝜃(𝑣𝑖)𝑥
𝑖

𝑛−1

𝑖=0

 

          = ∑𝜃(𝑣𝑖−1)𝑥
𝑖

𝑛−1

𝑖=1

 +  ∑𝛿𝜃(𝑣𝑖)𝑥
𝑖

𝑛−1

𝑖=1

+  𝜃(𝑣𝑛−1)𝑥
𝑛  +  𝛿𝜃(𝑣0)𝑥

0 

         = ∑(𝜃(𝑣𝑖−1) + 𝛿𝜃(𝑣𝑖))

𝑛

𝑖=1

𝑥𝑖  + ( 𝜃(𝑣𝑛−1) + 𝛿𝜃(𝑣0))          (𝑥
𝑛 = 1) 

         = ∑(𝜃(𝑣𝑖−1) + 𝛿𝜃(𝑣𝑖))

𝑛−1

𝑖=0

𝑥𝑖 

olup ispat tamamlanır. 
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Teorem 3.3.4   𝑅  halkasındaki  𝑛  uzunluklu bir   𝐶   kodunun bir  𝛿𝜃 −devirli kod 

olması için gerek ve yeter koşul   𝐶   nin 𝑅𝑛,𝛿𝜃 = 𝑅[𝑥, 𝜃, 𝛿𝜃] 〈𝑥
𝑛 − 1〉⁄  nin 

𝑅[𝑥, 𝜃, 𝛿𝜃] −altmodülü olmasıdır. 

 

İspat.   𝐶,   𝑅   üzerinde   𝑛   uzunluklu bir  𝛿𝜃 −devirli kod olsun. O zaman herhangi 

bir    𝑐(𝑥) ∈ 𝐶    için Lemma 3.3.3 ten     𝑥𝑐(𝑥)  ∈  𝐶     olup  her   𝑖 ∈ ℕ  için 𝑥𝑖𝑐(𝑥) ∈

𝐶   olur. Her   𝑎(𝑥) ∈ 𝑅[𝑥, 𝜃, 𝛿𝜃]  için    𝑎(𝑥)𝑐(𝑥) ∈ 𝐶    elde edilir. 

 

Sonuç 3.3.5   𝑛   bir çift doğal sayı olmak üzere eğer   𝐶,   𝑛   uzunluğunda bir 

𝛿𝜃 −devirli kod ise o zaman   𝐶,    𝑅𝑛,𝛿𝜃 = 𝑅[𝑥, 𝜃, 𝛿𝜃] 〈𝑥
𝑛 − 1〉⁄    in idealidir. 

 

İspat.   𝑛   bir çift doğal sayı olsun. O zaman   〈𝑥𝑛 − 1〉   çift taraflı bir ideal olup bu 

nedenle    𝑅𝑛,𝛿𝜃 bir halkadır.  

 

Not 3.3.6   𝑛   bir çift doğal sayı olmak üzere   𝑅   üzerindeki   𝑛   uzunluklu bir 

𝛿𝜃 −devirli kod, bir merkezi  𝛿𝜃 −devirli koddur. Fakat bunun tersinin doğru olmadığı 

aşağıdaki örnekte gösterilmiştir.  

 

Örnek 3.3.7   𝐶,   𝑅   üzerinde   4   uzunluklu  

 

𝑓(𝑥)  =  (1 + 2𝑢)𝑥4 + (2 + 2𝑢)𝑥2 + 1 =  (𝑥2 − 1)((1 + 2𝑢)𝑥2 − 1) 

 

Polinomunun    𝑔(𝑥) = (1 + 2𝑢)𝑥2 − 1   sağ böleni tarafından üretilen bir kod olsun. 

𝑓(𝑥),    𝑅[𝑥, 𝜃, 𝛿𝜃] in merkezi polinomu olduğundan   𝐶,   bir merkezi 𝛿𝜃 −lineer 

koddur. MAGMA kullanılarak   (1 + 3𝑢, 2 + 3𝑢, 1 + 3𝑢, 𝑢) ∈ 𝐶   elde edilir. Fakat 

bunun 𝛿𝜃 −devirsel ötelemesi, yani  (3𝑢, 1 + 𝑢, 2 + 𝑢, 1 + 𝑢) ∉ 𝐶  olduğundan  𝐶, 

𝑅   üzerinde   𝛿𝜃 −devirli kod değildir. 

 

Teorem 3.3.8   𝐶,   𝑅   üzerinde  𝑛  uzunluklu  𝛿𝜃 −devirli kod olsun. O zaman  

i. Eğer   𝑛  tek ise   𝐶, 𝑅 üzerinde   𝑛   uzunluklu bir devirli koddur. 

ii. Eğer  𝑛  çift ise   𝐶, 𝑅  üzerinde indeksi 2 olan  𝑛  uzunluklu bir yarıdevirli 

koddur.  
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İspat. 

i. Eğer   𝑛   tek ise  (𝑛, 2) = 1   olur.  Bu nedenle    𝑛𝑎 + 2𝑏 = 1  ve böylece 

2𝑏 = 1 − 𝑛𝑎 = 1 + 𝑛𝑙      olacak  şekilde   𝑎, 𝑏   tamsayısı  vardır.   Burada 

𝑙 ≡ −𝑎   (𝑚𝑜𝑑 𝑛) dir.   𝑐(𝑥) = 𝑐0 + 𝑐1𝑥 + 𝑐2𝑥
2 +⋯+ 𝑐𝑛−1𝑥

𝑛−1 bir kodsöz 

olsun. Lemma 3.2.7 den  

 

     𝑥2𝑏𝑐(𝑥)   =   𝑥2𝑏(𝑐0 + 𝑐1𝑥 + 𝑐2𝑥
2 +⋯+ 𝑐𝑛−1𝑥

𝑛−1) 

                      =    𝑐0𝑥
2𝑏 + 𝑐1𝑥

2𝑏+1 +⋯+ 𝑐𝑛−1𝑥
2𝑏+𝑛−1 

 

olup bu nedenle 

 

     𝑥2𝑏𝑐(𝑥)   =   𝑐0𝑥
1+𝑛𝑙 + 𝑐1𝑥

1+𝑛𝑙+1 +⋯+ 𝑐𝑛−1𝑥
(1+𝑛𝑙)+𝑛−1 

                        =  𝑐0𝑥 + 𝑐1𝑥
2 +⋯+ 𝑐𝑛−2𝑥

𝑛−1 + 𝑐𝑛−1, 

 

𝑐(𝑥) in bir devirsel ötelemesidir. Bu da ispatı tamamlar. 

 

ii. 𝐶   deki herhangi bir   𝑐(𝑥)  kodsözü için   𝑥2𝑐(𝑥) ∈ 𝐶   olup Lemma 3.2.7 den 

 𝑐(𝑥)𝑥2 ∈ 𝐶  olur. Ayrıca genel olarak  𝐶  devirli değildir. Yani 2, herhangi bir 

𝑐(𝑥) ∈ 𝐶 için   𝑥𝑡𝑐(𝑥) ∈ 𝐶  olacak şekildeki en küçük 𝑡 tamsayısıdır. Bu 

nedenle  𝐶,   indeksi 2 olan quasi-devirli koddur. 

 

Teorem 3.3.9   𝐶, 𝑅  üzerinde  𝑛  uzunluklu başkatsayısı birimsel olan minimum 

dereceli  𝑔(𝑥)  polinomunu içerecek şekildeki bir   𝛿𝜃 −devirli kod olsun. O zaman 

𝐶 = 〈𝑔(𝑥)〉    dir. Üstelik     𝑔(𝑥)|(𝑥𝑛 − 1)    dir ve     𝐶     için bir baz kümesi 

{𝑔(𝑥), 𝑥𝑔(𝑥), … , 𝑥𝑛−der𝑔(𝑥)−1𝑔(𝑥)}   dir. 

 

İspat.   𝐶  başkatsayısı birimsel olan bir minimum dereceli polinomu içerdiği için ispat 

[21] de verilen sonlu cisimlerdekine benzer şekilde yapılır.  

 

Teorem 3.3.9 un tersi de doğrudur. 
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Teorem 3.3.10   𝐶,   𝑅   üzerinde  𝑛  uzunluklu serbest 𝛿𝜃-devirli kod olsun. O zaman 

  𝐶 = 〈𝑔(𝑥)〉 ve    𝑔(𝑥)|(𝑥𝑛 − 1) olacak şekilde minimum dereceli bir 𝑔(𝑥) polinomu 

vardır. 

İspat. Açıktır.  

 

Örnek 3.3.11    𝐶,   𝑅   üzerinde   𝑥6 − 1   in    𝑔(𝑥) = (2 + 𝑢)𝑥3 + 2𝑥2 + 3𝑢    sağ 

böleni tarafından üretilen 6 uzunluklu bir  𝛿𝜃 −devirli kod olsun. O zaman 

 

       {𝑔(𝑥),   𝑥𝑔(𝑥),   𝑥2𝑔(𝑥)}  =  {

(2 + 𝑢)𝑥3 + 2𝑥2 + 3𝑢,

𝑢𝑥4 + 2𝑢𝑥3 + (2 + 3𝑢)𝑥 + 2 + 2𝑢,

(2 + 𝑢)𝑥5 + 2𝑥4 + 3𝑢𝑥2
} 

 

kümesi,   𝐶    kodunun bir bazıdır.   𝐶   nin kardinalitisi   163 tür. 

 

Şimdi, aşağıda    𝑅   halkası üzerinde  𝑛  uzunluklu bir serbest 𝛿𝜃 −devirli kodun üreteç 

matrisi verilmiştir. 

 

,C 𝑅 üzerinde 𝑥𝑛 − 1  polinomunun   2

0 1 2

k

kg x g g x g x g x      sağ böleni 

tarafından üretilen 𝑛   uzunluklu 𝛿𝜃 −devirli kod olsun.  C g x kodunun üreteç 

matrisi, (𝑛 − 𝑘) 𝑥 𝑛 tipindeki 

 

 

 

 

 
 

2

1n k

n k n

g x

xg x

G x g x

x g x 

 

 
 
 
 
 
 
 
 

 

 

matristir. Daha açık şekilde eğer   𝑛 − 𝑘   çift ise  
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               

           

0 1 2

0 0 1 1 2 1

0 3 2

0 0 1 1

0 0

0

0 0 0

0 0

k

k k k

k k

k k k

g g g g

g g g g g g g g

g g gG

g g g g g g

   

  

       

     



 



 
 

  
 
 
 
 
   

 

 

ve   𝑛 − 𝑘   tek ise  

 

               
0 1 2

0 0 1 1 2 1

0 3 2

0 2 1

0 0

0

0 0 0

0 0 0

k

k k k

k k

k k k

g g g g

g g g g g g g g

G g g g

g g g g

          

 

 

 
 

  
 
 
 
 
  

 

 

şeklindedir.  

 

Örnek 3.3.12 Örnek 3.3.11 de verilen   𝐶  𝛿𝜃-devirsel kodunun üreteç matrisi; 

 

          

3 0 2 2 0 0

2 2 3 2 0 2 0

0 0 3 0 2 2

u u

u u u u

u u

 
 

 
 
  

 

dir. 
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4.   ℤ𝟒 + 𝒖ℤ𝟒 + 𝒗ℤ𝟒 HALKASINDAKİ AYKIRI DEVİRLİ KODLAR 

 

Bu bölümde bazı özel durumlarda  S = ℤ4 + 𝑢ℤ4 + 𝑣ℤ4 halkasının yapısı incelenmiş 

ve bu halka üzerindeki aykırı devirli kodlar tanımlanmış, bu kodların üreteç ve kontrol 

matrisleri verilmiştir. 

 

4.1 𝑺𝟏 = ℤ𝟒 + 𝒖ℤ𝟒 + 𝒗ℤ𝟒,  𝒖
𝟐 = 𝒖,   𝒗𝟐 = 𝒗,   𝒖𝒗 = 𝒗𝒖 = 𝟎 Halkası Üzerindeki 

Aykırı Devirli Kodlar 

 

Bu kısımda  𝑢2 = 𝑢,   𝑣2 = 𝑣,   𝑢𝑣 = 𝑣𝑢 = 0 olmak üzere S1 = ℤ4 + 𝑢ℤ4 + 𝑣ℤ4 

halkasının yapısı incelenmiş,   S1 halkası üzerindeki aykırı devirli kodlar tanımlanmış, 

bu kodların üreteç ve kontrol matrisleri verilmiştir. Bu kısımda Dertli ve 

Çengellenmiş'in [13] deki makalesinden yararlanılmıştır. 

 

𝑎, 𝑏, 𝑐 ∈ ℤ4  olmak üzere  S1 halkasının bir   𝑠   elemanı,   𝑟 = 𝑎 + 𝑢𝑏 + 𝑣𝑐   şeklinde 

tek türlü yazılabilir. S1 halkasının 64 tane elemanı olup  S1 halkası 

ℤ4[𝑢, 𝑣] 〈𝑢
2 − 𝑢, 𝑣2 − 𝑢, 𝑢𝑣 = 𝑣𝑢〉⁄    bölüm halkasına izomorftur. 

 

S1  halkasının birimsel elemanları 

 

       1,   3,   1 + 2𝑢,   1 + 2𝑣,   3 + 2𝑢,   3 + 2𝑣,   1 + 2𝑢 + 2𝑣,   3 + 2𝑢 + 2𝑣 

 

olup birimsel elemanların kümesi  

 

       𝑈(𝑆1) = {𝑎 + 𝑢𝑏 + 𝑣𝑐 ∶   𝑎 ∈ {1,3}  ve  𝑏, 𝑐 ∈ {0,2}} 

 

şeklinde de ifade edilebilir.  𝑆1 halkasının trivial idealleri;   𝜗 ∈ 𝑈(𝑆1)   olmak üzere 

〈𝜗〉 = 𝑆1   ve    〈0〉 = {0}   dır.   𝑆1   halkasının   2   elemanlı idealleri; 

 

        〈2𝑢〉,     〈2𝑣〉, 〈2 + 2𝑢 + 2𝑣〉 
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4   elemanlı idealleri; 

 

      〈𝑢〉 = 〈3𝑢〉,   〈𝑣〉 = 〈3𝑣〉,   〈2 + 2𝑢〉,   〈2 + 2𝑣〉,   〈2𝑢 + 2𝑣〉,   〈1 + 3𝑢 + 3𝑣〉 

 

8  elemanlı idealleri; 

 

〈2〉,      〈2𝑢 + 𝑣〉 = 〈2𝑢 + 3𝑣〉,      〈𝑢 + 2𝑣〉 = 〈3𝑢 + 2𝑣〉,
〈2 + 2𝑢 + 𝑣〉 = 〈2 + 2𝑢 + 3𝑣〉,     〈1 + 3𝑢 + 𝑣〉 = 〈3 + 𝑢 + 3𝑣〉
〈3 + 3𝑢 + 𝑣〉 = 〈1 + 𝑢 + 3𝑣〉,     〈2 + 3𝑢 + 2𝑣〉 = 〈2 + 𝑢 + 2𝑣〉

 

 

16  elemanlı idealleri; 

 

〈2 + 𝑢〉 = 〈2 + 3𝑢〉,    〈2 + 3𝑣〉 = 〈2 + 𝑣〉,     〈1 + 𝑢 + 𝑣〉 = 〈3 + 3𝑢 + 3𝑣〉
〈3 + 𝑢〉 = 〈1 + 3𝑢〉 = 〈3 + 𝑢 + 2𝑣〉 = 〈1 + 3𝑢 + 2𝑣〉,

〈3𝑢 + 3𝑣〉 = 〈𝑢 + 𝑣〉 = 〈3𝑢 + 𝑣〉 = 〈𝑢 + 3𝑣〉,
〈3 + 2𝑢 + 𝑣〉 = 〈1 + 3𝑣〉 = 〈3 + 𝑣〉 = 〈1 + 2𝑢 + 3𝑣〉

 

 

32  elemanlı idealleri; 

 

〈3 + 3𝑢〉 = 〈1 + 𝑢〉 = 〈1 + 𝑢 + 2𝑣〉 = 〈3 + 3𝑢 + 2𝑣〉,
〈1 + 𝑣〉 = 〈3 + 3𝑣〉 = 〈1 + 2𝑢 + 𝑣〉 = 〈3 + 2𝑢 + 3𝑣〉,

〈2 + 3𝑢 + 𝑣〉 = 〈2 + 𝑢 + 3𝑣〉 = 〈2 + 3𝑢 + 3𝑣〉 = 〈2 + 𝑢 + 𝑣〉
 

 

dir.   𝑆1  bir esas ideal halkasıdır, fakat bir sonlu zincir halkası değildir. 

 

Tanım 4.1.1   𝑆1 halkası üzerindeki   𝑛   uzunluklu bir kod,    𝑆1
𝑛

 nin bir alt kümesidir. 

  𝐶   lineer kodu,    𝑆1
𝑛  nin bir   𝑆1 − altmodülüdür. 

 

𝐶, 𝑆1   üzerinde   𝑛   uzunluklu bir lineer kod olsun. 

 

        𝜎 ∶     𝑆1
𝑛 →    𝑆1

𝑛,       𝜎(𝛼1,𝛼2, … , 𝛼𝑛) = (𝛼𝑛, 𝛼1, 𝛼2, … , 𝛼𝑛−1) 

 

dönüşümü için eğer    𝜎(𝐶) = 𝐶    oluyorsa   𝐶   bir devirli koddur. 
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Örnek 4.1.2    𝐶1 = {(2𝑢, 0), (0,0)},    𝑆1   üzerinde 2 uzunluklu lineer koddur, fakat 

(0,2𝑢) ∉ 𝐶   olduğundan devirli kod değildir. 

 

𝐶2 = {(0,0,0,0), (2𝑣, 0,2𝑣, 0), (0,2𝑣, 0,2𝑣), (2𝑣, 2𝑣, 2𝑣, 2𝑣)},     𝑆1 üzerinde 4 

uzunluklu bir devirli koddur. 

 

𝑠 = 𝑎 + 𝑢𝑏 + 𝑣𝑐 ∈ 𝑆1   elemanının Lee ağırlığı,    𝑤𝐿(𝑟) = (𝑎, 𝑎 + 𝑏, 𝑎 + 𝑐)   olarak 

tanımlanır.    𝑐 = (𝑐0, 𝑐1, … , 𝑐𝑛−1) ∈ 𝑆1
𝑛   vektörünün Lee ağırlığı; bileşenlerinin Lee 

ağırlıklarının toplamıdır.   𝑐1 , 𝑐2 ∈ 𝑆1
𝑛   olmak üzere   𝑐1    ve   𝑐2   elemanlarının Lee 

uzaklığı;    𝑑𝐿(𝑐1 , 𝑐2) = 𝑤𝐿(𝑐1 − 𝑐2)   olarak tanımlanır. 

 

Örnek 4.1.3   𝑐 = (1 + 2𝑢 + 2𝑣, 3𝑢 + 𝑣, 2𝑢 + 𝑣) elemanının Lee ağırlığını 

bulalım.  

 

      𝑤𝐿(1 + 2𝑢 + 2𝑣) = (1, 1 + 2, 1 + 2) = (1, 3, 3) 

      𝑤𝐿(3𝑢 + 𝑣) = (0, 0 + 3, 0 + 1) = (0, 3, 1) 

       𝑤𝐿(2𝑢 + 𝑣 ) = (0, 0 + 2, 0 + 1) = (0, 2, 1) 

 

olup 

 

       𝑤𝐿(𝑐) = 𝑤𝐿(1 + 2𝑢 + 2𝑣) + 𝑤𝐿(3𝑢 + 𝑣) + 𝑤𝐿(2𝑢 + 𝑣) 

                   = (1, 3, 3) + (0, 3, 1) + (0, 2, 1) 

                  = (1,0,1) 

 

bulunur. 

 

Tanım 4.1.4    𝛷 ∶ 𝑆1 → ℤ4
3,      𝛷(𝑎 + 𝑢𝑏 + 𝑣𝑐) = (𝑎, 𝑎 + 𝑏, 𝑎 + 𝑐) olarak 

tanımlanan Gray dönüşümü, 

 

     𝛷: 𝑆1
𝑛 → ℤ4

3𝑛,    𝛷(𝛼1,𝛼2, … , 𝛼𝑛, 𝛼1 + 𝑏1, … , 𝑎𝑛 + 𝑏𝑛, 𝑎1 + 𝑐1, … , 𝑎𝑛 + 𝑐𝑛) 

 

dönüşümüne genişletilebilir. Bu dönüşüm bir   ℤ4 −modül izomorfizmidir. 
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Teorem 4.1.5    𝛷   Gray dönüşümü Lee uzaklığını koruyan bir dönüşümdür. 

 

İspat.   𝑖 = 0,1,2,⋯ , 𝑛 − 1  için 𝑧1,𝑖 = 𝑎1,𝑖
0 + 𝑢𝑎1,𝑖

1 + 𝑣1,𝑖
2 ,     𝑧2,𝑖 = 𝑎2,𝑖

0 + 𝑢𝑎2,𝑖
1 + 𝑣2,𝑖

2  

olmak üzere 𝑧1 = (𝑧1,0, … , 𝑧1,𝑛−1), 𝑧2 = (𝑧2,0, … , 𝑧2,𝑛−1) ∈ 𝑆1
𝑛   olsun. O zaman 

𝑧1 − 𝑧2 = (𝑧1,0 − 𝑧2,0, … , 𝑧1,𝑛−1 − 𝑧2,𝑛−1)   ve    𝛷(𝑧1 − 𝑧2) = 𝛷(𝑧1) − 𝛷(𝑧2)   olup 

 

        𝑑𝐿(𝑧1, 𝑧2) = 𝑤𝐿(𝑧1 − 𝑧2) = 𝑤𝐿(𝛷(𝑧1 − 𝑧2)) 

                           = 𝑤𝐿(𝛷(𝑧1) − 𝛷(𝑧2) 

                          = 𝑑𝐿(𝛷(𝑧1),𝛷(𝑧2)) 

 

elde edilir. 

 

Teorem 4.1.6   Eğer   𝐶   self ortogonal ise   𝛷(𝐶) de self ortogonaldir. 

 

İspat.    𝑎1, 𝑏1, 𝑐1, 𝑎2, 𝑏2, 𝑐2 ∈ ℤ4     olmak üzere    𝑥1 = 𝑎1 + 𝑢𝑏1 + 𝑣𝑐1   ve 𝑥2 =

𝑎2 + 𝑢𝑏2 + 𝑣𝑐2    için 

 

      𝑥1𝑥2 = 𝑎1𝑎2  +  𝑢(𝑎1𝑏2 + 𝑏1𝑎2 + 𝑏1𝑏2)  +  𝑣(𝑎1𝑐2 + 𝑎2𝑐1 + 𝑐1𝑐2) 

 

olup   𝐶   self ortogonal olduğundan   𝑎1𝑎2 = 0,     𝑎1𝑏2 + 𝑏1𝑎2 + 𝑏1𝑏2 = 0,      𝑎1𝑐2 +

𝑎2𝑐1 + 𝑐1𝑐2 = 0   dir. Buradan da 

 

      𝛷(𝑥1)𝛷(𝑥2) = (𝑎1,   𝑎1 + 𝑏1,    𝑎1 + 𝑐1)(𝑎2,   𝑎2 + 𝑏2,   𝑎2 + 𝑐2) 

                               = (𝑎1𝑎2,   𝑏2 + 𝑏1𝑎2 + 𝑏1𝑏2,   𝑎1𝑎2 + 𝑎1𝑐2 + 𝑎2𝑐1 + 𝑐1𝑐2) 

                               = 0 

 

olduğundan     𝛷(𝐶)   de self ortogonaldir. 

 

𝑎 = (𝑎0, 𝑎1, … , 𝑎3𝑛−1) = (𝑎
(0)|𝑎(1)|𝑎(2)) ∈ ℤ4

3𝑛   olsun.   𝜎 ∶ ℤ4
𝑛 → ℤ4

𝑛 dönüşümü 

her   𝑎(𝑖) = (𝑎(𝑖,0), 𝑎(𝑖,1), ⋯ , 𝑎(𝑖,𝑛−1))   için  

 

           𝜎(𝑎(𝑖)) = (𝑎(𝑖,𝑛−1),   𝑎(𝑖,0),   𝑎(𝑖,1), ⋯ , 𝑎(𝑖,𝑛−2)) 
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olarak tanımlanan devirsel öteleme olmak üzere 

 

       𝜑 ∶  ℤ4
3𝑛 → ℤ4

3𝑛,      𝜑(𝑎) = (𝜎(𝑎(0))| 𝜎(𝑎(1))| 𝜎(𝑎(2))) 

 

dönüşümünü tanımlayalım. Eğer   𝜑(𝐶) = 𝐶   oluyorsa  ℤ4 üzerindeki  3𝑛 uzunluklu 

bir koda indeksi 3 olan yarı devirli kod denir. 

 

Önerme 4.1.7     𝛷: 𝑆1
𝑛 → ℤ4

3𝑛 Gray dönüşümü,    𝜎   bir devirsel öteleme ve 

𝜑: ℤ4
3𝑛 → ℤ4

3𝑛   yukarıda tanımlanan dönüşüm olsun. O zaman   𝛷𝜎 = 𝜑𝛷   dir. 

 

İspat. 𝑎 = (𝑎0, … , 𝑎𝑛−1) ∈ 𝑅
𝑛 ve  𝑖 = 0,1, … , 𝑛 − 1 için 𝑎1

0, 𝑎1
1, 𝑎1

2 ∈ ℤ4 olmak 

üzere   𝑎1 = 𝑎1
0 + 𝑢𝑎1

1 + 𝑣𝑎1
2   olsun.    𝛷   nin tanımından  

 

𝛷(𝑎) = (𝑎0
0, 𝑎1

0, … , 𝑎𝑛−1
0 , 𝑎0

0 + 𝑎0
1, … , 𝑎𝑛−1

0 + 𝑎𝑛−1
1 , 𝑎0

0 + 𝑎0
2, … , 𝑎𝑛−1

0 + 𝑎𝑛−1
2 ) 

 

olup buna   𝜑   dönüşümü uygulanırsa 

 

        𝜑(𝛷(𝑎)) = (
𝑎𝑛−1
0 ,  𝑎0

0, … ,  𝑎𝑛−2
0 ,   𝑎𝑛−1

0 + 𝑎𝑛−1
1 , … , 𝑎𝑛−2

0 + 𝑎𝑛−2
1 ,

𝑎𝑛−1
0 + 𝑎𝑛−1

2 , … , 𝑎𝑛−2
0 + 𝑎𝑛−2

2 ) 

 

elde edilir. Diğer taraftan   𝜎(𝑎) = (𝑎𝑛−1, 𝑎0, … , 𝑎𝑛−2)   olup buna   𝛷   uygulanırsa 

 

    𝛷(𝜎(𝑎)) = (
𝑎𝑛−1
0 ,  𝑎0

0, … ,  𝑎𝑛−2
0 ,   𝑎𝑛−1

0 + 𝑎𝑛−1
1 , … , 𝑎𝑛−2

0 + 𝑎𝑛−2
1 ,

𝑎𝑛−1
0 + 𝑎𝑛−1

2 , … , 𝑎𝑛−2
0 + 𝑎𝑛−2

2 ) 

 

bulunur. Buradan da     𝛷𝜎 = 𝜑𝛷     olduğu görülür. 

 

Teorem 4.1.8    𝐶   nin   𝑆1 üzerinde   𝑛   uzunluklu bir devirli kod olması için gerek 

ve yeter koşul   𝛷(𝐶) nin   3𝑛  uzunluklu   ℤ4 deki   3   indeksli bir yarı devirli kod 

olmasıdır. 
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İspat.     ⇒ :   𝐶,    𝑆1 üzerinde bir devirli kod olsun. O zaman   𝜎(𝐶) = 𝐶  olup 

𝛷(𝜎(𝐶)) = 𝜑(𝛷(𝐶)) = 𝛷(𝐶) olduğundan   𝛷(𝐶) 3 indeksli bir quasi-devirli koddur. 

⇐:   𝛷(𝐶),   indeksi 3 olan bir quasi-devirli kod olsun. O zaman    𝜑(𝛷(𝐶)) = 𝛷(𝐶) 

dir. Önerme 4.1.7 den   𝜑(𝛷(𝐶)) =  𝛷(𝜎(𝑐)) = 𝛷(𝐶) olup   𝛷   birebir olduğundan 

𝜎(𝐶) = 𝐶   olur. Böylece   𝐶   bir devirli kod olur. 

 

Şimdi S1 halkası üzerindeki aykırı devirli kodları tanımlayalım. S1 üzerindeki trivial 

olmayan bir   𝜃   dönüşümünü   𝑎, 𝑏, 𝑐 ∈  ℤ4 olmak üzere  

 

           𝜃: 𝑆1 → 𝑆1,        𝜃(𝑎 + 𝑢𝑏 + 𝑣𝑐) = 𝑎 + 𝑢𝑐 + 𝑣𝑏 

 

olarak tanımlayalım. Her   𝑥 = 𝑎1 + 𝑢𝑏1 + 𝑣𝑐1, 𝑦 = 𝑎2 + 𝑢𝑏2 + 𝑣𝑐2 ∈ 𝑆1 için 

 

        𝜃(𝑥 + 𝑦) = 𝜃((𝑎1 + 𝑢𝑏1 + 𝑣𝑐1) + (𝑎2 + 𝑢𝑏2 + 𝑣𝑐2)) 

                            = 𝜃((𝑎1 + 𝑎2) + 𝑢(𝑏1 + 𝑏2) + 𝑣(𝑐1 + 𝑐2)) 

                            = (𝑎1 + 𝑎2) + 𝑢(𝑐1 + 𝑐2) + 𝑣(𝑏1 + 𝑏2) 

                            = (𝑎1 + 𝑢𝑐1 + 𝑣𝑏1) + (𝑎2 + 𝑢𝑐2 + 𝑣𝑏2) 

                             = 𝜃(𝑎1 + 𝑢𝑏1 + 𝑣𝑐1) + 𝜃(𝑎2 + 𝑢𝑏2 + 𝑣𝑐2) 

                             = 𝜃(𝑥) + 𝜃(𝑦) 

ve 

     𝜃(𝑥 ∙ 𝑦) = 𝜃((𝑎1 + 𝑢𝑏1 + 𝑣𝑐1) ∙ (𝑎2 + 𝑢𝑏2 + 𝑣𝑐2)) 

                     = 𝜃((𝑎1𝑎2) + 𝑢(𝑎1𝑏2 + 𝑏1𝑎2 + 𝑏1𝑏2) + 𝑣(𝑎2𝑐1 + 𝑐1𝑐2 + 𝑎1𝑐2)) 

                     = 𝑎1𝑎2 + 𝑢(𝑎1𝑐2 + 𝑎2𝑐1 + 𝑐1𝑐2) + 𝑣(𝑎1𝑏2 + 𝑎2𝑏1 + 𝑏1𝑏2) 

                     = (𝑎1 + 𝑢𝑐1 + 𝑣𝑏1) ∙ (𝑎2 + 𝑢𝑐2 + 𝑣𝑏2) 

                     =  𝜃(𝑥) ∙ 𝜃(𝑦) 

 

olduğundan    𝜃   bir homomorfizmdir. 
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  𝜃(𝑎1 + 𝑢𝑏1 + 𝑣𝑐1) = 𝜃(𝑎2 + 𝑢𝑏2 + 𝑣𝑐2)    ⇒    𝑎1 + 𝑢𝑐1 + 𝑣𝑏1 = 𝑎2 + 𝑢𝑐2 + 𝑣𝑏2  

 

olup 𝑎1 = 𝑎2,    𝑏1 = 𝑏2,   𝑐1 = 𝑐2 olduğundan 𝑎1 + 𝑢𝑏1 + 𝑣𝑐1 = 𝑎2 + 𝑢𝑏2 + 𝑣𝑐2 

elde edilir. Bu nedenle   𝜃   dönüşümü birebirdir. Her   𝑎 + 𝑢𝑐 + 𝑣𝑏 ∈ 𝑆1 için 

 𝜃(𝑎 + 𝑢𝑏 + 𝑣𝑐) = 𝑎 + 𝑢𝑐 + 𝑣𝑏   olacak şekilde bir 𝑎 + 𝑢𝑏 + 𝑣𝑐 ∈ 𝑆1 var 

olduğundan   𝜃   dönüşümü örtendir. O halde   𝜃   dönüşümü bir otomorfizmdir. 

 

       𝜃2(𝑎 + 𝑢𝑏 + 𝑣𝑐) = 𝜃(𝜃(𝑎 + 𝑢𝑏 + 𝑣𝑐)) = 𝜃(𝑎 + 𝑢𝑐 + 𝑣𝑏) = 𝑎 + 𝑢𝑏 + 𝑣𝑐 

 

olduğundan   𝜃   otomorfizminin derecesi 2 dir. 

 

Lemma 4.1.9   𝑠,    𝑆1  halkasının birimsel elemanı ise   𝜃(𝑠) de   𝑆1 halkasının bir 

birimsel elemanıdır. 

 

İspat.     𝑠 = 𝑎 + 𝑢𝑏 + 𝑣𝑐,       𝑆1    halkasının bir birimsel elemanı olsun.  O zaman 

𝑎 ∈ {1,3}  ve   𝑏, 𝑐 ∈ {0,2}   olur.    𝜃(𝑠) = 𝜃(𝑎 + 𝑢𝑏 + 𝑣𝑐) = 𝑎 + 𝑢𝑐 + 𝑣𝑏    olup 

𝑎 ∈ {1,3}   ve   𝑏, 𝑐 ∈ {0,2}   olduğundan   𝜃(𝑠)   de   𝑆1 in birimsel elemanı olur. 

 

Lemma 4.1.10 𝑆1
𝜃 = {𝑎 + 𝑢𝑏 + 𝑣𝑐 ∶  𝑎, 𝑏, 𝑐 ∈ ℤ4, b = c},     𝑆1 halkasının 𝜃 

otomorfizmi tarafından sabit bırakılan bir alt halkasıdır. 

 

İspat.      𝑆1
𝜃    nın     𝑆1   halkasının   bir  alt  halkası  olduğu  kolaylıkla  gösterilir. 

𝑎 + 𝑢𝑏 + 𝑣𝑐 ∈ 𝑆1
𝜃   olsun.    𝜃(𝑎 + 𝑢𝑏 + 𝑣𝑐) = 𝑎 + 𝑢𝑐 + 𝑣𝑏   olup   𝑎 + 𝑢𝑏 + 𝑣𝑐   

nin   𝜃   otomorfizmi altında sabit kalması için gerek ve yeter koşul   𝑏 = 𝑐  olmasıdır. 

Bu da ispatı tamamlar. 

 

𝑆1[𝑥, 𝜃] = {𝑎0 + 𝑎1𝑥 + 𝑎2𝑥
2 +⋯+ 𝑎𝑛−1𝑥

𝑛−1 ∶   𝑎𝑖 ∈ 𝑆1, 𝑛 ∈ ℕ} kümesi 

üzerindeki toplama bilinen polinom toplaması olarak ve çarpma işlemi ise  

 

           (𝑎𝑥𝑖) ∙ (𝑏𝑥𝑗) = 𝑎𝜃𝑖(𝑏). 𝑥𝑖+𝑗                                                                                 (4.1) 
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şeklinde tanımlansın.   (4.1)   de tanımlanan çarpma işlemi,   𝑆1[𝑥, 𝜃]   kümesinin tüm 

elemanlarına lineer olarak genişletilebilir.   𝑆1[𝑥, 𝜃]   kümesi bu işlemlerle bir aykırı 

polinom halkasıdır. 

 

3𝑥,   (𝑢 + 2𝑣)𝑥 ∈ 𝑆1[𝑥, 𝜃]   elemanları için  

 

       (3𝑥). ((𝑢 + 2𝑣)𝑥) = 3𝜃(𝑢 + 2𝑣)𝑥2 = 3(2𝑢 + 𝑣)𝑥2 = (2𝑢 + 3𝑣)𝑥2 

        ((𝑢 + 2𝑣)𝑥)(3𝑥) = (𝑢 + 2𝑣)𝜃(3)𝑥2 = (𝑢 + 2𝑣)3𝑥2 = (3𝑢 + 2𝑣)𝑥2 

 

olup (3𝑥). ((𝑢 + 2𝑣)𝑥) ≠ ((𝑢 + 2𝑣)𝑥)(3𝑥) olduğundan 𝑆1[𝑥, 𝜃],   değişmeli 

olmayan bir halkadır. 

 

Tanım 4.1.11      𝐶 ⊆ 𝑆1
𝑛    olsun. Eğer     𝐶,     𝑆1

𝑛    nin   bir  alt  modülü   ve   her 

𝑐 = (𝑐1, 𝑐2, … , 𝑐𝑛) ∈ 𝐶   için   𝜎(𝑐) = (𝜃(𝑐𝑛), 𝜃(𝑐1),… , 𝜃(𝑐𝑛−1)) ∈ 𝐶   oluyorsa 

𝐶,   𝑛   uzunluklu bir aykırı devirli kod (𝜃 −devirli kod) dur. 

 

Örnek 4.1.12   𝐶 = {(0,0), (0,2𝑢), (2𝑣, 0), (2𝑣, 2𝑢)},   bir aykırı devirli koddur. 

 

Her    𝑓(𝑥) + 〈𝑥𝑛 − 1〉 ∈ 𝑆1[𝑥, 𝜃] 〈𝑥
𝑛 − 1〉⁄    ve   𝑠(𝑥) ∈ 𝑆1[𝑥, 𝜃]   için 

 

        𝑠(𝑥)(𝑓(𝑥) + 〈𝑥𝑛 − 1〉) = 𝑠(𝑥)𝑓(𝑥)  + 〈𝑥𝑛 − 1〉 

 

Işlemiyle   𝑆1[𝑥, 𝜃] 〈𝑥
𝑛 − 1〉⁄ ,    bir sol   𝑆1[𝑥, 𝜃] − modüldür. 

 

Teorem 4.1.13   𝑆1[𝑥, 𝜃] 〈𝑥
𝑛 − 1〉⁄   deki   𝑛   uzunluklu bir   𝐶   kodunun bir aykırı 

devirli kod olması için gerek ve yeter koşul   𝐶   nin   𝑆1[𝑥, 𝜃] 〈𝑥
𝑛 − 1〉⁄  sol 

𝑆1[𝑥, 𝜃] −modülünün bir sol  𝑆1[𝑥, 𝜃] −altmodülü olmasıdır. 

 

İspat. ⇒ :  𝐶,   𝑆1[𝑥, 𝜃] 〈𝑥
𝑛 − 1〉⁄  de   𝑛   uzunluklu aykırı devirli kod ve   𝑐, 𝑐′ ∈ 𝐶 

olsun.   𝑐(𝑥) = 𝑐1 + 𝑐2𝑥 +⋯+ 𝑐𝑛𝑥
𝑛−1 ve 𝑐′(𝑥) = 𝑐1

′ + 𝑐2
′𝑥 + ⋯+ 𝑐𝑛

′ 𝑥𝑛−1 olup 𝐶  

lineer olduğundan  𝑐 + 𝑐′ ∈ 𝐶  ve  𝐶   devirli olduğundan her  𝑖  için  𝑥𝑖𝑐(𝑥) ∈ 𝐶 olur. 
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Böylece her   𝑝(𝑥) ∈ 𝑆1[𝑥, 𝜃] 〈𝑥
𝑛 − 1〉⁄  için   𝑝(𝑥). 𝑐(𝑥) ∈ 𝐶  olduğundan 

𝐶,   𝑆1[𝑥, 𝜃] 〈𝑥
𝑛 − 1〉⁄    sol   𝑆1[𝑥, 𝜃] −modülünün bir sol   𝑆1[𝑥, 𝜃] −altmodülü olur. 

 

⇐∶ 𝐶, 𝑆1[𝑥, 𝜃] 〈𝑥
𝑛 − 1〉⁄  sol 𝑆1[𝑥, 𝜃] −modülünün bir sol   𝑆1[𝑥, 𝜃] −altmodülü ve 

𝑐, 𝑐′ ∈ 𝐶  olsun.   𝐶  bir 𝑆1[𝑥, 𝜃] −altmodül olduğundan   𝑐 + 𝑐′ ∈ 𝐶   ve   𝑥𝑖𝑐(𝑥) ∈ 𝐶 

olur. Böylece   𝐶,   𝑆1[𝑥, 𝜃] 〈𝑥
𝑛 − 1〉⁄  de   𝑛   uzunluklu aykırı devirli kod olur. 

 

Sonuç 4.1.14   𝑛   bir çift doğal sayı olmak üzere eğer  𝐶,   𝑆1[𝑥, 𝜃] 〈𝑥
𝑛 − 1〉⁄  de   𝑛  

uzunluklu aykırı devirli kod ise o zaman   𝐶,     𝑆1[𝑥, 𝜃] 〈𝑥
𝑛 − 1〉⁄   nin bir idealidir. 

 

İspat. 𝑛  bir çift doğal sayı olsun. O zaman 〈𝑥𝑛 − 1〉 iki taraflı ideal olup 

𝑆1[𝑥, 𝜃] 〈𝑥
𝑛 − 1〉⁄  bir halkadır. 

 

Teorem 4.1.15     𝐶,   𝑆1[𝑥, 𝜃] 〈𝑥
𝑛 − 1〉⁄   de    𝑛    uzunluklu aykırı devirli kod ve 𝑓(𝑥) 

de  𝐶  de başkatsayısı birimsel eleman olan minimal dereceli polinom olsun. Eğer 

 𝑓(𝑥),     𝑥𝑛 − 1       polinomunun bir sağ böleni ise     𝐶 = 〈𝑓(𝑥)〉   dir ve 

{𝑓(𝑥), 𝑥𝑓(𝑥), 𝑥2𝑓(𝑥) , … ,  𝑥𝑛−der(𝑓(𝑥))−1𝑓(𝑥)}   kümesi   𝐶   için bir bazdır. 

 

İspat. Sharma, Bhaintwal [11] deki Teorem 14 ün ispatına benzer şekilde yapılır. 

 

𝐶 = 〈𝑓(𝑥)〉,   𝑥𝑛 − 1    polinomunun bir sağ böleni tarafından üretilen   𝑆1 üzerinde bir 

  𝑛  - uzunluklu aykırı devirli kod olsun.   𝑓(𝑥) = 𝑓0 + 𝑓1𝑥 + 𝑓2𝑥
2 +⋯+ 𝑓𝑘𝑥

𝑘 olmak 

üzere   𝐶   kodunun üreteç matrisi  

 

              

[
 
 
 
 

𝑓(𝑥)

𝑥𝑓(𝑥)

𝑥2𝑓(𝑥)
⋮

𝑥𝑛−𝑘−1𝑓(𝑥)]
 
 
 
 

(𝑛−𝑘)×𝑛

 

 

şeklindedir. Daha açık şekilde ifade edilirse eğer   𝑛 − 𝑘   çift ise 
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şeklindedir.  

 

Örnek 4.1.15 𝑓0 = 𝑓4 = 1 + 2𝑢 + 2𝑣,       𝑓1 = 𝑓2 = 𝑓3 = 2 + 2𝑢 + 2𝑣     olmak 

üzere        𝑓(𝑥) = 𝑓0 + 𝑓1𝑥 + 𝑓2𝑥
2 + 𝑓3𝑥

3 + 𝑓4𝑥
4      ve         ℎ0 = 3 + 2𝑢 + 2𝑣,  ℎ4 =

1 + 2𝑢 + 2𝑣,            ℎ1  =  ℎ2  =  ℎ3  =  2 + 2𝑢 + 2𝑣       olmak   üzere  ℎ(𝑥) = ℎ0 +

ℎ1𝑥 + ℎ𝑥
2 + ℎ3𝑥

3 + ℎ4𝑥
4   olsun. O zaman 𝑥8 − 1 = ℎ(𝑥) ∙ 𝑓(𝑥) olur.     𝐶,   𝑥8 − 1 

polinomunun sağ böleni olan   𝑓(𝑥) tarafından üretilen 8 uzunluklu bir aykırı devirli 

kod ise     {𝑓(𝑥), 𝑥𝑓(𝑥), 𝑥2𝑓(𝑥),    𝑥3𝑓(𝑥)}   kümesi   𝐶   kodu için bir bazdır. Bu 

durumda   𝐶   kodunun üreteç matrisi; 
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Lemma 4.1.16    𝑛   çift doğal sayı ise   𝑥𝑛 − 1,    𝑆1[𝑥, 𝜃]   nın merkezi elemanıdır, 

yani   𝑓(𝑥), ℎ(𝑥) ∈ 𝑆1[𝑥, 𝜃]   için  𝑥𝑛 − 1 = ℎ(𝑥). 𝑓(𝑥) = 𝑓(𝑥). ℎ(𝑥)   dir. 

 

Lemma 4.1.17   𝑓(𝑥),     𝑥𝑛 − 1   polinomunun monik sağ böleni ve  𝑛  çift pozitif 

tamsayı olmak üzere    𝐶,    𝑓(𝑥) tarafından üretilen   𝑛   uzunluklu bir aykırı devirli 

kod olsun. O zaman   𝑐(𝑥) ∈   𝑆1[𝑥, 𝜃] 〈𝑥
𝑛 − 1〉⁄    elemanının   𝐶   de olması için gerek 

ve yeter koşul 𝑥𝑛 − 1 = ℎ(𝑥)𝑓(𝑥) olmak üzere   𝑆1[𝑥, 𝜃] 〈𝑥
𝑛 − 1〉⁄  de 𝑐(𝑥)ℎ(𝑥) = 0   

olmasıdır. 

 

İspat.     𝑐(𝑥) ∈ 𝐶     olsun.   O zaman     𝑐(𝑥) = 𝑘(𝑥)𝑓(𝑥)    olacak   şekilde  bir 

𝑘(𝑥) ∈ 𝑆1[𝑥, 𝜃] 〈𝑥
𝑛 − 1〉⁄    vardır. Böylece Lemma 4.1.16 dan    𝑆1[𝑥, 𝜃] 〈𝑥

𝑛 − 1〉⁄  de 

𝑐(𝑥)ℎ(𝑥) = 𝑘(𝑥)𝑓(𝑥)ℎ(𝑥) = 0      elde edilir.  Tersine bir  𝑐(𝑥) ∈ 𝑆1[𝑥, 𝜃] 〈𝑥
𝑛 − 1〉⁄  

için   𝑆1[𝑥, 𝜃] 〈𝑥
𝑛 − 1〉⁄   de  𝑐(𝑥). ℎ(𝑥) = 0   olduğunu kabul edelim. O zaman 

 

       𝑐(𝑥)ℎ(𝑥) = 𝑝(𝑥)(𝑥𝑛 − 1) = 𝑝(𝑥)ℎ(𝑥)𝑓(𝑥) = 𝑝(𝑥)𝑓(𝑥)ℎ(𝑥) 

 

olacak şekilde bir   𝑝(𝑥) ∈ 𝑆1[𝑥, 𝜃]   elemanı vardır. Böylece  𝑐(𝑥) = 𝑝(𝑥)𝑓(𝑥)   olup 

  𝑐(𝑥) ∈ 𝐶   elde edilir. 

 

Teorem 4.1.18  𝑛  bir çift pozitif tamsayı olmak üzere 𝑆1 üzerindeki   𝑛 uzunluklu bir 

𝐶    aykırı devirli kodu,    ℎ(𝑥) = ℎ0 + ℎ1𝑥 + ℎ2𝑥
2 +⋯+ ℎ𝑘𝑥

𝑘 ∈ 𝑆1[𝑥, 𝜃]    için 

𝑥𝑛 − 1 = ℎ(𝑥)𝑓(𝑥)  olacak şekildeki   𝑓(𝑥)   tarafından üretilsin. O zaman  𝐶⊥ dual 

kodunun üreteç matrisi,   𝑘   tek pozitif tamsayı ise 

   

   

 

 
 

1 3 2

4 3

5 4

0

0

0 0

0 0 0
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k k

k

n k n

h h h h

h h h

H h h

h

 

 







 

 
 
 
 
 
 
 
 

 

ve    𝑘   çift pozitif tamsayı ise 
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 

   

 

 
 
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H h h
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

 







 

 
 
 
 
 
 
 
 

 

şeklindedir. 

 

İspat. 𝑘 tek pozitif tam sayı olsun.   𝑐(𝑥) = 𝑐0 + 𝑐1𝑥 +⋯+ 𝑐𝑛−1𝑥
𝑛−1 ∈ 𝐶   alalım. 

Lemma 4.1.17 den   𝑆1[𝑥, 𝜃] 〈𝑥
𝑛 − 1〉⁄    halkasında 𝑐(𝑥)ℎ(𝑥) = 0 olduğundan 

(𝑐0 + 𝑐1𝑥 +⋯+ 𝑐𝑛−1𝑥
𝑛−1)(ℎ0 + ℎ1𝑥 +⋯+ ℎ𝑘𝑥

𝑘) polinomundaki 

𝑥𝑘 , 𝑥𝑘+1, … , 𝑥𝑛−1    terimlerinin katsayıları sıfır olur. Böylece  

 

       𝑐0ℎ𝑘 + 𝑐1𝜃(ℎ𝑘−1) + 𝑐2ℎ𝑘−2 +⋯+ 𝑐𝑘𝜃(ℎ0) = 0 

       𝑐1𝜃(ℎ𝑘) + 𝑐2ℎ𝑘−1 + 𝑐3𝜃(ℎ𝑘−1) +⋯+ 𝑐𝑘+1ℎ0 = 0 

        𝑐2ℎ𝑘 + 𝑐3𝜃(ℎ𝑘−1) + 𝑐4ℎ𝑘−2 +⋯+ 𝑐𝑘+2𝜃(ℎ0) = 0 

        ⋮ 

       𝑐𝑛−𝑘−1ℎ𝑘 + 𝑐𝑛−𝑘𝜃(ℎ𝑘−1) + 𝑐𝑛−𝑘−1ℎ𝑘−2 +⋯+ 𝑐𝑛+2𝜃(ℎ0) = 0 

 

bulunur.   𝑐 ∈ 𝐶 için   𝑐𝐻𝑇 = 0 olup   𝐺𝐻𝑇 = 0   elde edilir.   𝐻 nin satırları her bir 𝑐 ∈

𝐶 ye ortogonal olduğundan  span 𝐻 ⊆ 𝐶⊥   olur. Lemma 4.1.9 dan 𝐻 tüm köşegen 

bileşenleri birimsel olan alt üçgensel matris olduğundan 𝐻 determinantı sıfır olmayan 

(𝑛 − 𝑘) × (𝑛 − 𝑘) tipindeki alt matrisi içerir. Bu nedenle 𝐻 nin tüm satırları lineer 

bağımsız olup    |span 𝐻| = |𝑆1|
𝑛−𝑘   olur. |𝐶|. |𝐶⊥| = |𝑆1|

𝑛   ve |𝐶⊥| = |𝑆1|
𝑛−𝑘 olup 

span 𝐻 = 𝐶⊥   olur. Böylece   𝐻 ,   𝐶⊥   için bir üreteç matrisidir.   𝑘 nın çift pozitif 

tam sayı olması durumu da benzer şekilde gösterilir. 

 

Örnek 4.1.19 Örnek 4.1.15 te verilen   𝐶   kodunun kontrol matrisi; 

   
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   
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h h h h h

h h h h h

 

  

 

  

 
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0 0 0 1 2 2 2 2 2 2 2 2 2 2 2 3 2 2

u v u v u v u v u v

u v u v u v u v u v

u v u v u v u v u v

u v u v u v u v u v

          
 

         
 
          
 

          

dir.

 

 

4.2 𝑺𝟐 = ℤ𝟒 + 𝒖ℤ𝟒 + 𝒗ℤ𝟒,  𝒖
𝟐 = 𝟏,   𝒗𝟐 = 𝟏,   𝒖𝒗 = 𝒗𝒖 = 𝟎 Halkası Üzerindeki 

Aykırı Devirli Kodlar 

 

Bu kısımda  𝑢2 = 1,   𝑣2 = 1,   𝑢𝑣 = 𝑣𝑢 = 0 olmak üzere S2 = ℤ4 + 𝑢ℤ4 + 𝑣ℤ4 

halkasının yapısı incelenmiş,   S2 halkası üzerindeki aykırı devirli kodlar tanımlanmış, 

bu kodların üreteç ve kontrol matrisleri verilmiştir. 

 

𝑎, 𝑏, 𝑐 ∈ ℤ4 olmak üzere S2 halkasının bir   𝑠   elemanı,   𝑟 = 𝑎 + 𝑢𝑏 + 𝑣𝑐   şeklinde 

tek türlü yazılabilir. S2 halkasının 64 tane elemanı olup S2 halkası 

ℤ4[𝑢, 𝑣] 〈𝑢
2 − 1, 𝑣2 − 1, 𝑢𝑣 = 𝑣𝑢〉 ⁄  bölüm halkasına izomorftur. 

S2 halkasının birimsel elemanları; 

 

1,3, 𝑢, 𝑣, 3𝑢, 3𝑣, 2 + 𝑢, 1 + 2𝑢, 3 + 2𝑢, 2 + 3𝑢, 2 + 𝑣, 1 + 2𝑣, 3 + 2𝑣, 2 + 3𝑣, 𝑢 + 𝑣, 

𝑢 + 2𝑣, 𝑢 + 3𝑣, 2𝑢 + 𝑣, 2𝑢 + 3𝑣, 3𝑢 + 2𝑣, 3𝑢 + 𝑣, 3𝑢 + 3𝑣, 1 + 𝑢 + 𝑣, 1 + 𝑢 + 3𝑣 

1 + 2𝑢 + 2𝑣, 1 + 3𝑢 + 𝑣, 1 + 3𝑢 + 3𝑣, 2 + 𝑢 + 2𝑣, 2 + 2𝑢 + 𝑣, 2 + 2𝑢 + 3𝑣, 

2 + 3𝑢 + 2𝑣, 3 + 𝑢 + 𝑣, 3 + 𝑢 + 3𝑣, 3 + 2𝑢 + 2𝑣, 3 + 3𝑢 + 𝑣, 3 + 3𝑢 + 3𝑣 

dir. .𝑆2 halkasının trivial idealleri; 𝑆2 ve 〈0〉 = {0} dır. 𝑆2 halkasının trivial olmayan 

tek ideali   8   elemanlı olup 

 

        〈2〉 = {0, 2, 2𝑢, 2𝑣, 2 + 2𝑢, 2 + 2𝑣, 2𝑢 + 2𝑣, 2 + 2𝑢 + 2𝑣} 

 

dir. 

 



56 

 

S2 üzerindeki trivial olmayan bir   𝜑   dönüşümünü   𝑎, 𝑏, 𝑐 ∈  ℤ4olmak  𝜑: S2 →

S2,        𝜑(𝑎 + 𝑢𝑏 + 𝑣𝑐) = 𝑎 + 𝑢(3𝑏) + 𝑣(3𝑐) 

 

olarak tanımlayalım. Her   𝑥 = 𝑎1 + 𝑢𝑏1 + 𝑣𝑐1, 𝑦 = 𝑎2 + 𝑢𝑏2 + 𝑣𝑐2 ∈ 𝑆2 için 

 

        𝜑(𝑥 + 𝑦) = 𝜑((𝑎1 + 𝑢𝑏1 + 𝑣𝑐1) + (𝑎2 + 𝑢𝑏2 + 𝑣𝑐2)) 

                            = 𝜃((𝑎1 + 𝑎2) + 𝑢(𝑏1 + 𝑏2) + 𝑣(𝑐1 + 𝑐2)) 

                            = (𝑎1 + 𝑎2) + 𝑢3(𝑏1 + 𝑏) + 𝑣3(𝑐1 + 𝑐2) 

                            = (𝑎1 + 𝑢(3𝑏1) + 𝑣(3𝑐1)) + (𝑎2 + 𝑢(3𝑏2) + 𝑣(3𝑐2)) 

                            = 𝜃(𝑎1 + 𝑢𝑏1 + 𝑣𝑐1) + 𝜃(𝑎2 + 𝑢𝑏2 + 𝑣𝑐2) 

                            = 𝜑(𝑥) + 𝜑(𝑦) 

 

ve 

 

     𝜑(𝑥 ∙ 𝑦) = 𝜑((𝑎1 + 𝑢𝑏1 + 𝑣𝑐1) ∙ (𝑎2 + 𝑢𝑏2 + 𝑣𝑐2)) 

                     = 𝜑((𝑎1𝑎2 + 𝑏1𝑏2 + 𝑐1𝑐2) + 𝑢(𝑎1𝑏2 + 𝑏1𝑎2) + 𝑣(𝑎1𝑐2 + 𝑐1𝑎2)) 

                     = 𝑎1𝑎2 + 𝑏1𝑏2 + 𝑐1𝑐2 + 𝑢3(𝑎1𝑏2 + 𝑏1𝑎2) + 𝑣3(𝑎1𝑐2 + 𝑐1𝑎2) 

                     = (𝑎1 + 𝑢(3𝑏1) + 𝑣(3𝑐1)) ∙ (𝑎2 + 𝑢(3𝑏2) + 𝑣(3𝑐2)) 

                     =  𝜑(𝑥) ∙ 𝜑(𝑦) 

 

olduğundan    𝜑   bir homomorfizmdir.  

 

        Çek𝜑 = {𝑎 + 𝑢𝑏 + 𝑣𝑐 ∈ 𝑆2 ∶  𝜑(𝑎 + 𝑢𝑏 + 𝑣𝑐) = 0} 

                    = {𝑎 + 𝑢𝑏 + 𝑣𝑐 ∈ 𝑆2 ∶  𝑎 + 𝑢(3𝑏) + 𝑣(3𝑐) = 0} 

                    = {𝑎 + 𝑢𝑏 + 𝑣𝑐 ∈ 𝑆2 ∶  𝑎 = 0,   𝑏 = 0,    𝑐 = 0} 

                    = {0} 

 

olduğundan   𝜑   birebirdir. 
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Her   𝑎 + 𝑢(3𝑏) + 𝑣(3𝑐) ∈ 𝑆2 için   𝜑(𝑎 + 𝑢𝑏 + 𝑣𝑐) = 𝑎 + 𝑢(3𝑏) + 𝑣(3𝑐)   olacak 

şekilde bir  𝑎 + 𝑢𝑏 + 𝑣𝑐 ∈ 𝑆2 var olduğundan   𝜑  örtendir. 

 

O halde   𝜑   dönüşümü bir otomorfizmdir. Her   𝑥 = 𝑎 + 𝑢𝑏 + 𝑣𝑐 ∈ 𝑆2 için 

 

        𝜑2(𝑎 + 𝑢𝑏 + 𝑣𝑐) = 𝜑(𝜑(𝑎 + 𝑢𝑏 + 𝑣𝑐)) 

                                         = 𝜑(𝑎 + 𝑢(3𝑏) + 𝑢(3𝑐)) 

                                         = 𝑎 + 𝑢3(3𝑏) + 𝑢3(3𝑐) 

                                         = 𝑎 + 𝑢𝑏 + 𝑣𝑐 

 

olduğundan  𝜑2(𝑥) = 𝑥     dir. Dolayısıyla  𝜑  nin derecesi 2 dir. 

 

Lemma 4.2.1   𝑠,   𝑆2 halkasında birimsel eleman ise   𝜑(𝑠) de   𝑆2 halkasında birimsel 

elemandır. 

 

Lemma 4.2.2  𝑆2
𝜑 = {𝑎 + 𝑢𝑏 + 𝑣𝑐 ∶ 𝑏, 𝑐 ∈ {0,2}},     𝑆2 nin 𝜑 otomorfizmi tarafından 

sabit bırakılan bir alt halkasıdır.  

 

İspat.   𝑥 = 𝑎1 + 𝑢𝑏1 + 𝑣𝑐1,    𝑦 = 𝑎2 + 𝑢𝑏2 + 𝑣𝑐2 ∈ 𝑆2
𝜑   alalım.  O zaman 

 𝑎1, 𝑎2 ∈ ℤ4   ve   𝑏1, 𝑏2, 𝑐1, 𝑐2 ∈ {0,2} olur. (𝑎1 + 𝑎2) ∈ ℤ4, (𝑏1 + 𝑏2) ∈ {0,2}, 

(𝑐1 + 𝑐2) ∈ {0,2} olup  𝑥 + 𝑦 = (𝑎1 + 𝑎2) + 𝑢(𝑏1 + 𝑏2) + 𝑣(𝑐1 + 𝑐2) ∈ 𝑆2
𝜑

 

bulunur.  𝑎1𝑎2 + 𝑏1𝑏2 + 𝑐1𝑐2 ∈ ℤ4, 𝑎1𝑏2 + 𝑏1𝑎2 ∈ {0,2},   𝑎1𝑐2 + 𝑐1𝑎2 ∈ {0,2}  

olup 

 

    𝑥. 𝑦 = (𝑎1 + 𝑢𝑏1 + 𝑣𝑐1)(𝑎2 + 𝑢𝑏2 + 𝑣𝑐2) 

           = 𝑎1𝑎2 + 𝑢𝑎1𝑏2 + 𝑣𝑎1𝑐2 + 𝑢𝑏1𝑎2 + 𝑏1𝑏2 + 𝑣𝑐1𝑎2 + 𝑐1𝑐2 

          = (𝑎1𝑎2 + 𝑏1𝑏2 + 𝑐1𝑐2) + 𝑢(𝑎1𝑏2 + 𝑏1𝑎2) + 𝑣(𝑎1𝑐2 + 𝑐1𝑎2) ∈ 𝑆2
𝜑

 

 

olduğundan 𝑆2
𝜑 ,    𝑆2 nin bir alt halkasıdır. 𝑎 + 𝑢𝑏 + 𝑣𝑐 ∈ 𝑆𝜑 ise 𝑏, 𝑐 ∈ {0,2} olup 

3𝑏, 3𝑐 ∈ {0,2} dir.   𝜑(𝑎 + 𝑢𝑏 + 𝑣𝑐) = 𝑎 + 𝑢(3𝑏) + 𝑣(3𝑐) olup   𝑎 + 𝑢𝑏 + 𝑣𝑐  nin 

 𝜑  altında sabit kalması için   𝑏, 𝑐 ∈ {0,2} olmasıdır. 
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𝑆2[𝑥, 𝜑] = {𝑎0 + 𝑎1𝑥 + 𝑎2𝑥
2 +⋯+ 𝑎𝑛−1𝑥

𝑛−1 ∶   𝑎𝑖 ∈ 𝑆2, 𝑛 ∈ ℕ} kümesi 

üzerindeki toplama bilinen polinom toplaması olarak ve çarpma işlemi ise  

 

        (𝑎𝑥𝑖) ∙ (𝑏𝑥𝑗) = 𝑎𝜑𝑖(𝑏). 𝑥𝑖+𝑗 

 

şeklinde tanımlansın. Bu çarpma işlemi 𝑆2[𝑥, 𝜑] kümesinin tüm elemanlarına lineer 

olarak genişletilebilir. 𝑆2[𝑥, 𝜑] kümesi bu işlemlerle bir aykırı polinom halkasıdır. 

 

Teorem 4.2.3    𝑍(𝑆2) =
2

2

0

:
m

i

i i

i

x S  


 
 

 
 dir. 

 

İspat.  𝐷 = {∑ 𝑑𝑖𝑥
2𝑖| 𝑑𝑖 ∈ 𝑆2

𝜑𝑙
𝑖=0 } ve  𝑝 = ∑ 𝑑𝑖𝑥

2𝑖|𝑑𝑖 ∈ 𝐷
𝑙
𝑖=0  olsun. Negatif 

olmayan herhangi bir  𝑖  ve her 𝑑𝑖 ∈ 𝑆2 için    𝜑   otomorfizminin derecesi   2   

olduğundan 𝑥2𝑖𝑑𝑖 = (𝜑2)𝑖(𝑑𝑖)𝑥
2𝑖 = 𝑑𝑖𝑥

2𝑖 olduğu elde edilir. Bu 𝑥2𝑖 ∈ 𝑍(𝑆2) 

olmasını gerektirir. Dolayısıyla   𝑝 = 𝑑0 + 𝑑1𝑥
2 +⋯+ 𝑑𝑙𝑥

2𝑙 formundaki tüm 

polinomların 𝑍(𝑆2) olduğunu gösterir. Tersine, 𝑝 = 𝑝0 + 𝑝1𝑥 +⋯+ 𝑝𝑘𝑥
𝑘 ∈ 𝑍(𝑆2) 

olsun. Bu durumda   𝑥𝑝 = 𝑝𝑥  dir. Dolayısıyla, tüm 𝑝𝑖 ler   𝜑   tarafından sabit bırakılır 

ve 𝑝𝑖 ∈ 𝑆2
𝜑

 dir. Ayrıca,   𝜑(𝑑𝑖) ≠ 𝑑𝑖 olacak şekilde bir 𝑑𝑖 ∈ 𝑆 olarak seçilirse, 𝑑𝑖𝑝 =

𝑝𝑑𝑖 bağıntısından 2 ile bölünemeyen tüm   𝑖   indisleri için 𝑝𝑖 = 0 olur. Dolayısıyla, 

  𝑝 = 𝑝0 + 𝑝2𝑥
2 + 𝑝4𝑥

4 +⋯+ 𝑝𝑙𝑥
2𝑙 ∈ 𝐷   elde edilir. Buradan 𝑍(𝑆2) ⊆ 𝐷   

olduğundan, ispat tamamlanır. 

 

Sonuç 4.2.4   𝑥𝑚 − 1 ∈ 𝑍(𝑆2)   olması için gerek ve yeter koşul   2|𝑚   olmasıdır. 

 

Örnek 4.2.5      𝑝(𝑥) = (1 + 3𝑢 + 3𝑣)𝑥2 + 𝑢,        𝑞(𝑥) = (1 + 𝑢 + 𝑣)𝑥   için 

𝑝(𝑥) = 𝑥𝑞(𝑥) + 𝑢      ve    𝑝(𝑥) = (1 + 2𝑢 + 2𝑣)𝑥 + 𝑞(𝑥) + 𝑢   olduğundan 

𝑆2[𝑥, 𝜑]    halkası, öklidyen halka değildir. 

 

Tanım 4.2.6      𝐶 ⊆ 𝑆2
𝑛   olsun.  Eğer   𝐶,     𝑆2

𝑛   nin    bir   altmodülü    ve    her 𝑐 =

(𝑐1, 𝑐2, … , 𝑐𝑛) ∈ 𝐶   için   𝜎(𝑐) = (𝜑(𝑐𝑛), 𝜑(𝑐1),… , 𝜑(𝑐𝑛−1)) ∈ 𝐶   oluyorsa 𝐶,   𝑛   

uzunluklu bir aykırı devirli kod (𝜑 −devirli kod) dur. 
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Örnek 4.2.7 

𝐶 =

{
 
 
 
 
 
 

 
 
 
 
 
 

(0,0), (0,2), (2,0), (2,2), (0,2𝑢), (2𝑢, 0), (2𝑢, 2𝑢), (0,2𝑣), (2𝑣, 0), (2𝑣, 2𝑣)
(2,2𝑢), (2𝑢, 2), (2,2𝑣), (2𝑣, 2), (2𝑢, 2𝑣), (2𝑣, 2𝑢), (0,2 + 2𝑢), (2 + 2𝑢, 0)
(2 + 2𝑢, 2 + 2𝑢), (0,2 + 2𝑣), (2 + 2𝑣, 0), (2 + 2𝑣, 2 + 2𝑣), (2,2 + 2𝑢),

(2 + 2𝑢, 2), (2,2 + 2𝑣), (2 + 2𝑣, 2), (2𝑢 + 2𝑣, 0), (0,2𝑢 + 2𝑣),
(2𝑢, 2 + 2𝑣), (2 + 2𝑣, 2𝑢), (2𝑣, 2 + 2𝑣), (2 + 2𝑣, 2𝑣), (2𝑢, 2𝑢 + 2𝑣),
(2𝑢 + 2𝑣, 2𝑢), (2𝑢 + 2𝑣, 2 + 2𝑢), (2 + 2𝑢, 2𝑢 + 2𝑣), (2𝑢 + 2𝑣, 2 + 2𝑣)
(2 + 2𝑣, 2𝑢 + 2𝑣), (2 + 2𝑢, 2 + 2𝑣), (2 + 2𝑣, 2 + 2𝑢), (2𝑢 + 2𝑣, 2𝑢 + 2𝑣)
(0,2 + 2𝑢 + 2𝑣), (2 + 2𝑢 + 2𝑣, 0), (2,2 + 2𝑢 + 2𝑣), (2 + 2𝑢 + 2𝑣, 2),

(2𝑢, 2 + 2𝑢 + 2𝑣), (2 + 2𝑢 + 2𝑣, 2𝑢), (2𝑣, 2 + 2𝑢 + 2𝑣), (2 + 2𝑢 + 2𝑣, 2𝑣),
(2 + 2𝑢, 2 + 2𝑢 + 2𝑣), (2 + 2𝑢 + 2𝑣, 2 + 2𝑢), (2 + 2𝑣, 2 + 2𝑢 + 2𝑣)

(2 + 2𝑢 + 2𝑣, 2 + 2𝑣), (2𝑢 + 2𝑣, 2 + 2𝑢 + 2𝑣),
(2 + 2𝑢 + 2𝑣, 2 + 2𝑢 + 2𝑣) }

 
 
 
 
 
 

 
 
 
 
 
 

, 

𝑆2 halkası üzerinde 2 uzunluklu bir aykırı devirli koddur. 

 

𝑓(𝑥), 𝑔(𝑥) ∈ 𝑆2[𝑥, 𝜑] ve 𝑔(𝑥) in başkatsayısı birimsel olsun. O zaman 𝑟(𝑥) = 0 veya 

der(𝑟(𝑥)) < 𝑑𝑒𝑟(𝑔(𝑥)) olmak üzere   𝑓(𝑥) = 𝑞(𝑥)𝑔(𝑥) + 𝑟(𝑥)   olacak şekilde  

  𝑞(𝑥), 𝑟(𝑥) ∈ 𝑆2[𝑥, 𝜑]   vardır. 

 

𝑝(𝑥),       𝑆2      üzerinde     derecesi      𝑛     olan     bir    polinom    olmak    üzere 

𝑆2
𝑛 = 𝑆2[𝑥, 𝜑] 〈𝑝(𝑥)〉⁄  olsun.   𝑆2

𝑛, 𝑟(𝑥)(𝑐(𝑥) + 〈𝑝(𝑥)〉) = 𝑟(𝑥)𝑐(𝑥) + 〈𝑝(𝑥)〉 

işlemiyle bir sol   𝑆2[𝑥, 𝜑] −modüldür. 

 

Teorem 4.2.8    𝑆2[𝑥, 𝜑] 〈𝑥
𝑛 − 1〉⁄    de 𝑛   uzunluklu bir  𝐶  kodunun bir  𝜑 − devirli 

kod olması için gerek ve yeter koşul   𝐶   nin   𝑆2
𝑛   𝑆2[𝑥, 𝜑] −modülünün bir sol 

𝑆2[𝑥, 𝜑] −altmodülü olmasıdır. 

 

İspat. Teorem 4.1.13 ün ispatına benzer şekilde yapılır. 

 

Sonuç 4.2.9   𝑛   bir çift doğal sayı olmak üzere eğer   𝐶,   𝑆2[𝑥, 𝜑] 〈𝑥
𝑛 − 1〉⁄    de    𝑛 

uzunluklu aykırı devirli kod ise o zaman   𝐶,     𝑆1[𝑥, 𝜑] 〈𝑥
𝑛 − 1〉⁄    nin bir idealidir. 

 

İspat. Sonuç 4.1.14 ün ispatına benzer şekilde yapılır. 
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Teorem 4.2.10     𝐶,   𝑆2[𝑥, 𝜑] 〈𝑥
𝑛 − 1〉⁄  de    𝑛    uzunluklu aykırı devirli kod ve 𝑓(𝑥) 

de     𝐶   de başkatsayısı birimsel eleman olan minimal dereceli polinom olsun. Eğer 

  𝑓(𝑥), 𝑥𝑛 − 1       polinomunun bir sağ böleni ise     𝐶 = 〈𝑓(𝑥)〉   dir ve {𝑓(𝑥), 𝑥𝑓(𝑥),

𝑥2𝑓(𝑥) , … ,  𝑥𝑛−der(𝑓(𝑥))−1𝑓(𝑥)}   kümesi   𝐶   için bir bazdır. 

 

𝐶 = 〈𝑓(𝑥)〉,   𝑥𝑛 − 1 polinomunun bir sağ böleni tarafından üretilen   𝑆2 üzerinde bir 

𝑛  - uzunluklu   𝜑 − devirli kod olsun.   𝑓(𝑥) = 𝑓0 + 𝑓1𝑥 + 𝑓2𝑥
2 +⋯+ 𝑓𝑘𝑥

𝑘    olmak 

üzere   𝐶   kodunun üreteç matrisi  

 

              

[
 
 
 
 

𝑓(𝑥)
𝑥𝑓(𝑥)

𝑥2𝑓(𝑥)
⋮

𝑥𝑛−𝑘−1𝑓(𝑥)]
 
 
 
 

(𝑛−𝑘)×𝑛

 

 

şeklindedir. Daha açık şekilde ifade edilirse eğer   𝑛 − 𝑘   çift ise 

 

       

       

0 1 2

0 1 1

0 2 1

0 1 2

0 0 0

0 0 0

0 0 0

0 0 0

k

k k

k k k

k

f f f f

f f f f

f f f fG

f f f f

   

   



 

 
 
 
 
 
 
 
 

 

 

ve eğer   𝑛 − 𝑘   tek ise 

 

       
0 1 2

0 1 1

0 2 1

0 1 2

0 0 0

0 0 0

0 0 0

0 0 0

k

k k

k k k

k

f f f f

f f f f

G f f f f

f f f f

   

 

 
 
 
 
 
 
  

 

 

şeklindedir.  
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Örnek 4.2.11   𝐶,    𝑥10 − 1   in sağ böleni olan 

 

     𝑓(𝑥)  =  (2 + 𝑢 + 2𝑣)𝑥5 + (2 + 2𝑣)𝑥4 + (2 + 2𝑣)𝑥3 + (2 + 2𝑣)𝑥2 +

                                (2 + 2𝑣)𝑥 + (2 + 3𝑢 + 2𝑣)   

 

tarafından üretilen    𝑆2   üzerindeki 10 uzunluklu bir   𝜑 − devirli kod olsun.   𝑘 = 5  

olduğundan   𝐶   kodunun  baz  kümesi    {𝑔(𝑥), 𝑥𝑔(𝑥), 𝑥2𝑔(𝑥), 𝑥3𝑔(𝑥), 𝑥4𝑔(𝑥)}   dir.  

 

𝑥𝑔(𝑥) = 𝑥. (2 + 𝑢 + 2𝑣)𝑥5 + 𝑥. (2 + 2𝑣)𝑥4 + 𝑥. (2 + 2𝑣)𝑥3 + 𝑥. (2 + 2𝑣)𝑥2

+ 𝑥. (2 + 2𝑣)𝑥 + 𝑥. (2 + 3𝑢 + 2𝑣) 

         = 𝜑(2 + 𝑢 + 2𝑣)𝑥6 + 𝜑(2 + 2𝑣)𝑥5 + 𝜑(2 + 2𝑣)𝑥4 + 𝜑(2 + 2𝑣)𝑥3 

             +  𝜑(2 + 2𝑣)𝑥2 + 𝜑(2 + 3𝑢 + 2𝑣)𝑥 

= (2 + 3𝑢 + 2𝑣)𝑥6 + (2 + 2𝑣)𝑥5 + (2 + 2𝑣)𝑥4 + (2 + 2𝑣)𝑥3 

   + (2 + 2𝑣)𝑥2 + (2 + 𝑢 + 2𝑣)𝑥 

      𝑥2𝑔(𝑥) = 𝑥2(2 + 𝑢 + 2𝑣)𝑥5 + 𝑥2(2 + 2𝑣)𝑥4 + 𝑥2(2 + 2𝑣)𝑥3 + 𝑥2(2 + 2𝑣)𝑥2 

+𝑥2(2 + 2𝑣)𝑥 + 𝑥2(2 + 3𝑢 + 2𝑣) 

                      = 𝜑2(2 + 𝑢 + 2𝑣)𝑥7 + 𝜑2(2 + 2𝑣)𝑥6 + 𝜑2(2 + 2𝑣)𝑥5 

                   + 𝜑2(2 + 2𝑣)𝑥4 + 𝜑2(2 + 2𝑣)𝑥3 + 𝜑2(2 + 3𝑢 + 2𝑣)𝑥2 

                      = (2 + 𝑢 + 2𝑣)𝑥7 + (2 + 2𝑣)𝑥6 + (2 + 2𝑣)𝑥5 + (2 + 2𝑣)𝑥4 

  +     (2 + 2𝑣)𝑥3 + (2 + 3𝑢 + 2𝑣)𝑥2 

𝑥3𝑔(𝑥) = 𝑥3(2 + 𝑢 + 2𝑣)𝑥5 + 𝑥3(2 + 2𝑣)𝑥4 + 𝑥3(2 + 2𝑣)𝑥3 + 𝑥3(2 + 2𝑣)𝑥2 

+𝑥3(2 + 2𝑣)𝑥 + 𝑥3(2 + 3𝑢 + 2𝑣) 

                   = 𝜑3(2 + 𝑢 + 2𝑣)𝑥8 + 𝜑3(2 + 2𝑣)𝑥7 + 𝜑3(2 + 2𝑣)𝑥6 

       +𝜑3(2 + 2𝑣)𝑥5 + 𝜑3(2 + 2𝑣)𝑥4 + 𝜑3(2 + 3𝑢 + 2𝑣)𝑥3 

= (2 + 3𝑢 + 2𝑣)𝑥8 + (2 + 2𝑣)𝑥7 + (2 + 2𝑣)𝑥6 + (2 + 2𝑣)𝑥5 

+(2 + 2𝑣)𝑥4 + (2 + 𝑢 + 2𝑣)𝑥3 
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𝑥4𝑔(𝑥) = 𝑥4(2 + 𝑢 + 2𝑣)𝑥5 + 𝑥4(2 + 2𝑣)𝑥4 + 𝑥4(2 + 2𝑣)𝑥3 + 𝑥4(2 + 2𝑣)𝑥2 

+𝑥4(2 + 2𝑣)𝑥 + 𝑥4(2 + 3𝑢 + 2𝑣) 

                  = 𝜑4(2 + 𝑢 + 2𝑣)𝑥9 + 𝜑4(2 + 2𝑣)𝑥8 + 𝜑4(2 + 2𝑣)𝑥7 

   + 𝜑4(2 + 2𝑣)𝑥6 + 𝜑4(2 + 2𝑣)𝑥5 + 𝜑4(2 + 3𝑢 + 2𝑣)𝑥4 

                = (2 + 𝑢 + 2𝑣)𝑥9 + (2 + 2𝑣)𝑥8 + (2 + 2𝑣)𝑥7 + (2 + 2𝑣)𝑥6 

+(2 + 2𝑣)𝑥5 + (2 + 3𝑢 + 2𝑣)𝑥4 

 

olduğundan   𝐶 = 〈𝑔(𝑥)〉   kodu için üreteç matrisi, 

 

  𝐺 =

[
 
 
 
 
 
𝑔(𝑥)
𝑥𝑔(𝑥)

𝑥2𝑔(𝑥)

𝑥3𝑔(𝑥)

𝑥4𝑔(𝑥)]
 
 
 
 
 

 

2 3 2 2 2 2 2 2 2 2 2 2 2 0 0 0 0

0 2 2 2 2 2 2 2 2 2 2 2 3 2 0 0 0

0 0 2 3 2 2 2 2 2 2 2 2 2 2 2 0 0

0 0 0 2 2 2 2 2 2 2 2 2 2 2 3 2 0

0 0 0 0 2 3 2 2 2 2 2 2 2 2 2 2 2

u v v v v v u v

v v v v v u v

u v v v v v u v

u v v v v v u v

u v v v v v u v

        
 

      
 
         
 

        
         

 

dir. Üreteç matrisinin Gray dönüşümü; 

 

[
 
 
 
 
220 220 220 220 220 220 000 000 000 000
000 230 220 220 220 220 210 000 000 000
000
000
000

000
000
000

210
000
000

220
220
000

220
220
210

220
220
220

220
220
220

210
220
220

000
210
220

000
000
230]

 
 
 
 

 

 

dir. 
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Örnek 4.2.12   𝐶,   𝑥10 − 1   in sağ böleni olan  

 

    ℎ(𝑥) = (2 + 𝑢 + 2𝑣)𝑥5 + (2 + 2𝑣)𝑥4 + (2 + 2𝑣)𝑥3 + (2 + 2𝑣)𝑥2 + (2 + 2𝑣)𝑥

+ (2 + 𝑢 + 2𝑣)   

 

tarafından üretilen   𝑆2 üzerindeki 10 uzunluklu bir   𝜑 − devirli kod olsun.  

 

𝑘 = 5 (der(ℎ(𝑥)) = 5),    𝑛 = 10 olup   (𝑥𝑛−𝑘−1 = 𝑥10−5−1 = 𝑥4) 

 

{ℎ(𝑥), 𝑥ℎ(𝑥), 𝑥2ℎ(𝑥), 𝑥3ℎ(𝑥), 𝑥4ℎ(𝑥)}  olan bir devirli kod üretir.   𝐶 = 〈ℎ(𝑥)〉 kodu 

için kontrol matrisi, 

 

  𝐻 =

[
 
 
 
 
 
ℎ(𝑥)
𝑥ℎ(𝑥)

𝑥2ℎ(𝑥)

𝑥3ℎ(𝑥)

𝑥4ℎ(𝑥)]
 
 
 
 
 

 

2 2 2 2 2 2 2 2 2 2 2 2 0 0 0 0

0 2 3 2 2 2 2 2 2 2 2 2 2 3 2 0 0 0

0 0 2 2 2 2 2 2 2 2 2 2 2 2 0 0

0 0 0 2 3 2 2 2 2 2 2 2 2 2 2 3 2 0

0 0 0 0 2 2 2 2 2 2 2 2 2 2 2 2

u v v v v v u v

u v v v v v u v

u v v v v v u v

u v v v v v u v

u v v v v v u v

        
 

       
 
         
 

        
         

 

şeklindedir. 
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5. SONUÇLAR VE ÖNERİLER 

 

Bu tezde öncelikle bir otomorfizm kullanılarak tanımlanan aykırı polinom halkalarının 

cebirsel özellikleri incelenerek bu halkalar üzerindeki aykırı devirli kodlar 

araştırılmıştır. 

 

Bu tezin üçüncü bölümünde 𝑢2 = 1  olmak üzere  ℤ4 + 𝑢ℤ4 halkası üzerindeki 

 𝜃(𝑎 + 𝑢𝑏) = 𝑎 + (𝑢 + 2)𝑏   otomorfizmi ve  𝛿𝜃  türetimi kullanılarak tanımlanan 

aykırı polinom halkasının cebirsel özellikleri incelenmiş, bu halka üzerindeki aykırı 

devirli kodların üreteç ve kontrol matrisleri verilmiştir [11]. 

 

Bu tezin dördüncü bölümünde   𝑢2 = 𝑢,     𝑣2 = 𝑣,     𝑢𝑣 = 𝑣𝑢 = 0     olmak üzere 

 𝜃(𝑎 + 𝑢𝑏 + 𝑣𝑐) = 𝑎 + 𝑢𝑐 + 𝑣𝑏  otomorfizmi kullanılarak  ℤ4 + 𝑢ℤ4 + 𝑣ℤ4  halkası 

üzerindeki aykırı polinom halkası tanımlanmış, bu halka üzerindeki aykırı devirli 

kodlar çalışılmış ve bu kodların üreteç ve kontrol matrisleri verilmiştir [13]. Ayrıca 

𝑢2 = 1,   𝑣2 = 1,   𝑢𝑣 = 𝑣𝑢 = 0   olmak üzere  ℤ4 + 𝑢ℤ4 + 𝑣ℤ4 halkası üzerindeki 

aykırı polinom halkası  𝜃(𝑎 + 𝑢𝑏 + 𝑣𝑐) = 𝑎 + 𝑢(3𝑏) + 𝑣(3𝑐)  otomorfizmi 

kullanılarak tanımlanmış ve bu halkanın özellikleri incelenmiş, bu halka üzerindeki 

aykırı devirli kodlar çalışılmış ve bu kodların üreteç ve kontrol matrisleri verilmiştir. 

 

Bu tezdeki çalışmalar ℤ2𝑠 + 𝑢ℤ2𝑠 + 𝑣ℤ2𝑠    halkasına genellenebilir. Ayrıca başka 

halkalar üzerindeki aykırı devirli kodlar çalışılabilir, bu kodların üreteç ve kontrol 

matrislerinin yapısı araştırılabilir. 
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