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Danigman: Dr. Ogr. Uyesi Cennet ESKAL

Agustos 2022, 68 sayfa

Bu tezde once devirli kodlarin genellemesi olan aykiri devirli kodlarin 6zellikleri
incelenmistir. u? = 1 olmak {iizere bir &y tiiretimi ve 6 otomorfizmi kullanilarak
Z, + uZ, halkasi tizerindeki aykir1 devirli polinom halkas1 tanimlanmis, bu halkanin
cebirsel 6zellikleri incelenmis, bu halka iizerideki aykir1 devirli kodlar derlemistir. Son
olarak ise u?=u, v?=v, uww=vu=0 ve u?=1 v?=1 ww=vu=0
durumlarinda Z, + uZ, + vZ4 halkasi lizerindeki aykiri polinom halkasi tanimlanmus,
bu halka iizerindeki aykir1 devirli kodlar ¢alisilmis ve bu kodlarin iirete¢ ve kontrol
matrisleri verilmistir.

Anahtar Kelimeler: Devirli kod, aykir1 polinom halkasi, aykirt devirli kodlar



ABSTRACT

SKEW CYCLIC CODES OVER SOME RINGS
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August 2022, 68 pages

In this thesis, firstly it is investigated properties of skew cyclic codes, which are
generalizations of cyclic codes. Skew polynomial ring over R = Z, + uZ,, u®> =1
with a derivation &g and an automorphism 6 is defined, properties of algebraic are
investigated, skew cyclic codes over R is compiled. In case of u? =u, v? =,
w=vu=0 and u?=1, v?2=1, uv = vu =0, skew polynomial ring over
Z, + uZ, + vZ, is defined, skew cyclic ring over the ring is studied and its parity-
check matrix is given.

Key Words: Cyclic code, skew polynomial ring, skew cyclis codes
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SIMGELER ve KISALTMALAR

Aut (R) R halkasinin otomorfizm grubu

ct C kodunun dual kodu

d(C) C kodunun minimum uzaklig

d(x,y) x ile y kodsozleri arasindaki uzaklik

der f f polinomunun derecesi

GF(q) p asal say1 olmak tizere q = p" elemanl Galois cismi

F, q elemanli sonlu cisim

R/I R halkasinin I idealine gore boliim halkasi

R[x] Katsayilar1 R halkasinda olan polinomlar halkasi
R[x,0] R halkasi tizerindeki aykir1 polinom halkasi

Z(R) R halkasinin merkezi

w(C) C kodunun (Hamming) agirligi

w,(C) C kodunun Lee agirligi

Z Tamsayilar halkasi

Zy, Mod n ye gore tamsayilar halkasi

®(C) C kodunun Gray goriintiisii

[n,M] n uzunluklu M tane kods6zden olusan lineer kod

(S) S kiimesi tarafindan tiretilen ideal



1. GIRIS

Kaliteli ve giivenli iletisim ihtiyacindan ortaya ¢ikan kodlama teorisinin baslangic
noktasi olarak Shannon'in [1] 1948 tarihli "A mathematical theory of communication”
makalesi kabul edilmektedir. Shannon bu c¢alismasinda giiriiltiilii bir iletisim
kanalinda, kanal kapasitesi denilen bir sayinin altindaki bir oran igin glivenilir
iletisimin ~ uygun  kodlama ve kod ¢ozme  teknikleri  kullanilarak
gerceklesetirilebilecegini gostermistir. Fakat Shannon sadece uygun kodlamanin
varligini gostermis, kodlamanin nasil yapilacagimma dair bir yontem vermemistir.
Shannon bu ¢aligmasi ile, kanalda degisime ugrayacak olan bilginin bir dogruluk
degeri ile dekodlanmasi saglanacak sekilde bilginin gonderilmeden Once

kodlanabilmesi garanti altina alinmastir.

1950 de Hamming [2] hata tespit eden ve hata diizelten kodlar1 vermistir. Bir kodun
minimum uzaklig1 ne kadar biiylik olursa o kadar fazla hata diizeltmektedir. Gilbert
[3] ve Varshanov [4], verilen herhangi bir uzunuluktaki ve minimum uzakliktaKi

kodlar icin alt sinirlar1 belirlemislerdir.

Kodlama teorisinde mesajin sifrelenmesinde kullanilan alfabe bir sonlu kiime
oldugundan kodlama teorisi sonlu cisimler, sonlu halkalar gibi sonlu cebirsel yapilar
tizerinde c¢alisilmaktadir. Kodlama teorisnde en ¢ok Z% nin bir alt kiimesi olan ikili
kodlar galisilmistir. En ¢ok calisilan bir diger kodlama simifi da F* vektor uzaymin
alt vektor uzayi olarak tanimlanan lineer kodlar olup cebirsel yapisindan dolay1 lineer
olmayan kodlara gore kodlama ve dekodlama islemleri agisindan daha avantajlidir.
Lineer bir kod i¢in tiim kodso6zleri veren bir bazdan, dolayisiyla bir iirete¢ matrisinden

sOzedilebilir.

Lineer kodlarin 6zel bir smifi olan devirli kodlar, ilk olarak 1957 yilinda Prange [5]
tarafindan tanimlanmigtir. Prange sonlu bir F cismi tizrinde n uzunluklu bir devirli
koda karsilik gelen F[x]/(x™ — 1) halkasinin bir idealinin varligini gostermistir.
Idealler ile devirli kodlar arasindaki bu iliski Hamming kodlarmin genellemesi olan

BCH kodlarmin olusturulmasina yol agmaistir.

Hammons ve ark. [6] Z, halkas1 tizerindeki lineer kodlarin Gray doniisiimii altindaki

gorilintiisii sayesinde 1yi hata diizeltme kapasitesine sahip lineer olmayan kodlar elde



etmiglerdir. Bu c¢alisma ile sonlu cisimler iizerindeki kodlarla ilgili ¢alismalar

degismeli halkalar iizerine aktarilmaya baslanmis oldu.

Ozen ve ark. [7] de Z,[u]/(u® — 1) halkas1 iizerindeki devirli ve sabit devirli
(constacyclic) kodlari calismiglardir. Yildiz ve Aydin [8], Z,+ uZ, halkasi
tizerindeki kodlari, Yildiz ve Karadeniz [9], Z, + uZ, halkas1 iizerindeki lineer

kodlar1 ¢calismiglardir.

Aykart devirli kodlar, ilk kez 2007 yilinda Boucher, Geiselmann ve Ulmer [10]
tarafindan devirli kodlarin genellemesi olarak verilmistir. Aykirt devirli kodlar bazi
kaynaklarda 6 —devirli kodlar olarak isimlendirilmistir. Aykirt polinom halkalarinda
sag ve sol bolme algoritmasinin saglanmasi ve carpanlara ayirmanin tek tiirli
olmamasi nedeniyle aykiri devirli kodlar optimal kod elde edilmesi bakimindan devirli

kodlara gore avantajlidir.

Sharma ve Bhaintwal [11], Z, + uZ, halkasi tizerindeki aykir1 devirli kodlar1 tiiretim
ile tanimlamislardir. Caliskan [12] de bunu Z,s + uZ,s halkasi i¢in genellemistir.
Dertli ve Cengellenmis [13] u? =u, v? =v, uv = vu = 0 olmak iizere Z, +
uZ, + vZ, halkasi tizerindeki aykir1 devirli kodlar1 ¢alismislardir. Mohammadi ve
ark. [14] te p bir asal say1 ve v® =v olmak tizere F, 4+ vF, + v?F, halkasi

tizerindeki aykiri devirli kodlar ¢alismislardir.

Bu tezin amaci, bazi1 halkalar izerindeki aykirt devirli kodlari tanimlamak, bu kodlarin

irete¢ ve kontrol matrislerini elde etmektir.

Bu tez bes boliimden olusmaktadir.
Ikinci boliimde kodlama teorisi ile ilgili temel tanim ve teoremler verilmistir.

Uciincii boliimde tiiretim kullanilarak u? = 1 olmak iizere Z, + uZ, halkas
tizerindeki aykiri polinom halkasinin cebirsel o6zellikleri arastirilmis, bu halka
tizerindeki aykir1 devirli kodlar ¢alisilarak bu kodlarin iireteg ve kontrol matrisleri

derlenmistir.

Dérdiincii boliimiin ilk kisminda u? =u, v?=v, uww=vu =0 olmak iizere
0(a + ub + vc) = a + uc + vb otomorfizmi kullanilarak Z, + uZ, + vZ, halkasi

tizerindeki aykiri polinom halkasi iizerindeki aykiri devirli kodlar ¢alisilmis ve bu

2



kodlarin iirete¢ ve kontrol matrislerinin formlar1 belirlenmistir. Bu boliimiin ikinci
kismindaise u?2 =1, v? =1, uv =vu =0 olmak iizere Z, + uZ, + vZ, halkasi
tizerindeki  aykir1  polinom halkast  6(a +ub + vc) = a+ u(3b) + v(3c)
otomorfizmi kullanilarak tanimlanmis ve bu halkanin 6zellikleri incelenmis, bu halka
tizerindeki aykirt devirli kodlar ¢alisilmis ve bu kodlarin iirete¢ ve kontrol matrisleri

verilmistir.



2. TEMEL TANIM ve TEOREMLER

Bu béliimde once aykir1 polinom halkalarinin cebirsel yapisi, daha sonra ise lineer
kodlar, devirli kodlar ve aykiri devirli kodlar ile ilgili temel tanim ve teoremler
verilmistir. Kodlama teorisi ile ilgili temel bilgiler i¢in Roman’in [15] deki kitabindan

faydanilabilir.
2.1 Aykir1 Polinom Halkalari

Aykirt polinom halkalarinin teorisi 1933 te ilk kez Ore [16] tarafindan ortaya atilmig
ve Jacobson [17] ve McDonald [18] tarafindan gelistirilmistir.

F,, q elemanl bir sonlu cisim ve Aut(F;), F,; cisminin otomorfizmlerinin kiimesi

olsun. 6 € Aut(F,) ve 6 otomorfizminin mertebesi [(6)] = m olsun. g = p* ise

F, cisminin 6 otomorfizmi tarafindan sabit birakilan alt cismi, p /m  elemanls

sonlu cisimdir.

Tamm 2.1.1 Fj[x;0] = {ko +kix+ otk x™: ki€F, 0<Si< n} kiimesi
tizerindeki toplama islemini polinomlardaki bilinen toplama islemi olarak alalim.
Carpma iglemini ise a,, a, € F; igin

(a1xt)(azx’) = a;0%(az)x™/ (2.1)

olarak tanimlayalim. Dagilma 6zelligi kullanilarak (2.1) de tanimlanan ¢arpma

islemi, Fy[x; 0] kiimesi {izerindeki tiim elemanlara genisletilebilir.

Teorem 2.1.2 (2.1) de tanimlanan ¢arpma ve polinomlarin bilinen toplama islemiyle

F,[x; 6] kiimesi, degismeli olmayan bir halkadir [18].

Tamim 2.1.3 Eger 6 birim otomorfizmden farkli ise degismeli olmayan F,[x; 6]

halkasina aykirt (skew) polinom halkasi denir.



f(x) polinomunun derecesini der(f(x)) ile gosterelim. F,[x; 8] aykir1 polinom

halkasinin 6zellikleri asagida verilmistir.

i.  F;[x;0] halkasmin sifir boleni yoktur.
ii.  Fy[x; 0] halkasmin birimselleri, F, cisminin birimselleridir.

ii.  f(x), g(x) € Fy[x; 8] olmak iizere
der(f(x) + g(x)) < max {f(x), g(x)}

der(f(x)-gx)) = der(f(x)) + der(g(x)) dir.

Teorem 2.1.4 (Bolme Algoritmasy) f(x) #0 ve g(x), F;[x;6] halkasinda

herhangi iki polinom olsun.

g(x) = q(x).f(x) +r(x), der(r(x)) < der(f(x))veya r(x)=0
olacak sekilde tek tiirlii  q(x), r(x) € F;[x; 0] vardir [18].

Yukaridaki teoremde, g(x) polinomu, f(x) polinomu ile sagdan boliinmistiir.
F,[x; 6] halkasindaki bolme algoritmasi soldan bélme igin de gegerlidir. Dolayisiyla

bdlme algoritmas1 F,[x; 6] halkasinda hem sagdan hem de soldan saglanr.

I, Fy[x; 6] halkasinin bir sol ideali olsun. I idealindeki en kiigiik dereceli sifirdan

farkli bir  f(x) ve herhangi bir g(x) polinomlari igin bélme algoritmasindan

gx) =qx) - f(x) +rx), der(r(x)) < der(f(x)) veya r(x) =0

saglanir. Ancak r(x) =g(x) —q(x)-f(x) €1 olup [ idealindeki en kiigiik
dereceye sahip polinom f(x) oldugundan 7(x) =0 olur. Bunedenle her g(x) €
I i¢in g(x) =qx)-f(x) esitligi saglanir. Boylece [ ideali, bir f(x) €
F,[x;60] polinomu tarafindan {iretildiginden [ bir esas ideal olup I = (f(x))

seklindedir. Benzer sekilde F;[x; 6] halkasinin tiim sag idealleri de bir esas idealdir.



Teorem 2.1.5 F;[x;0] halkasinda x™ —1 polinomu tarafindan iiretilen sol ideal
(x™—1) ve |(8)] =m olsun. (x™ — 1) idealinin iki tarafli ideal olmasi i¢in gerek

ve yeter kosul m|n olmasidir.

Teorem 2.1.6 K, F, cisminin @ otomorfizmi tarafindan sabit birakilan alt cismi

olmak iizere F,[x; 0] halkasmnin merkezi,
Z(Fq[x; 9]) ={ag+ax™+-+aqx™: q, €K, [(0))=m}
kiimesidir [18].

Onerme 2.1.7 [18] 6, F, cisminin derecesi m olan bir otomorfizmi ve m|n
olsun. Eger x" —1=h(x) g(x) € F;[x;0] ise x™ —1 = g(x)- h(x) € Fy[x; 6]
dir.

2.2 Lineer Kodlar

Cebirsel yapisindan dolayi, lineer olmayan kodlara gore kodlama ve dekodlama
islemleri agisindan avantajindan dolay1 en ¢ok calisilan bir kodlama smifi lineer

kodlardir.

Tammm 2.2.1 q elemanh A = {al, a,, ..,aq} kiimesine alfabe ve bu kiimenin
elemanlarna da kod sembolleri denir. A™ = {w;wy ..w, : wi,wy, .., w, EA}
kiimesinin elemanlarina séz (kelime) denir.  A™ nin bos kiimeden farkli herhangi bir

C alt kiimesine A {izerinde n uzunluklu kod, C nin herhangi bir elemanina bir
kodsdz (kod kelimesi) denir. C nin kodsozlerinin sayisina € nin eleman sayisi denir
ve |C| ile gosterilir. n uzunluguve |C| = M olankoda [n, M] —kod denir. Z, =
{0,1} tzerindeki bir koda ikili (binary) kod denir.

Ornek 2.2.2 A = {0,1,2} iizerindeki C = {0100,1020,2112} kiimesi 4 uzunluklu
bir kod ve 0100, 1020, 2112 ifadeleri birer kods6z olup C kodu [4,3] —koddur.



Tamim 2.2.3 x,y € A™ olmak lizere x Ve y nin birbirinden farkli bilesenlerinin
(koordinatlarinin) sayisina x Ve y nin Hamming uzakligi denir ve d(x,y) ile

gosterilir. x = x1Xy ... X, ¥ = V1Y5 ... Yp € A" igin

1, x; #y;
d(x;,y) = {0 xi _ ii

olmak lzere

d(x,y) = d(x1,y1) +d(x,y,) + -+ d(xp, ¥n)

dir. Bir € kodunun ayrik kodsoézlerinin arasindaki uzakliklarin en kiigiigiine C

kodunun minimum uzakligi denir ve d(C) ile gosterilir. Yani
d(C) =min{d(x,y): x,y €C, x #y}

dir. n uzunlugunda M elemana sahip ve minimum uzakligt d olan bir kod

[n, M, d] —kodu olarak ifade edilir. n, M, d sayilar1 kodun parametreleridir.
Ornek 2.2.4 ZS de d(101001,000111) =4 ve d(100001,000001) =1 dir.

Onerme 2.2.6 A alfabesi tizerinde n uzunlugundaki ti¢ kodséz x, y, z olsun. O

zaman asagidakiler saglanir.
i. 0<d(x,y)<n
ii. dx,y)=0ox=y

ii.  d(x,y) =d(y,x)
iv. d(x,z)<d(xy)+d(y,z) (licgen esitsizligi)

Yukaridaki onerme, d fonksiyonunun A™ {izerinde bir metrik oldugunu gosterir.



Ornek 2.2.7 € = {0000, 1100, 1111} ikili kodu i¢in d(0000,1100) = 2,
d(0000,1111) = 4, d(1100,1111) = 2 oldugundan d(C) = 2olur. € kodunun
parametreleri n=4, M =3, d=2 olup C kodu [4,3,2] — koddur.

V(n,q) = Fq", uzunluklar1 n olan vektorlerden olusan bir vektor uzayi olsun.

Tamm 2.2.8 F' vektdr uzaymin bir € alt uzaymna lineer kod denir. Eger C nin

boyutu k ve C nin minimum uzakhg d ise C ye bir[n, k,d] —kod denir.

Not 2.2.9 0 vektori lineer kodun bir elemanidir. Bir g lu [n, k,d] —kod aymi
zamanda bir g lu [n, g%, d] —koddur, fakat her [n, g%, d] —kod, bir [n, k, d] —kod

olmayabilir.

Ornek 2.2.10

1. ¢= {44 ..,):1€F,} birtekrarl lineer koddur.

2. € ={000, 001, 022, 002, 003, 023, 020, 021} bir dértlii lineer koddur.

3. € ={0000, 1001, 1011, 0110, 1111, 1101, 0100} bir ikili lineer
koddur.

Teorem 2.2.11 C bir [n,k,d] —kodolsun. d =2t + 1 yada d = 2t + 2 olacak
sekilde bir t € Z* vardir. C koduna t hata diizelten kod denir. Ayricad > s + 1

ise C koduna s € Z* hatay: tespit eden kod denir.

Tamm 2.2.12 x € F}* elemanmin sifirdan farkli bilesenlerinin sayisina x in

(Hamming) agirligr (weight) denir ve w(x) ile gosterilir. Yani;
wx) = dx,0) =|{i: x#0, i=12.,n x €F]}

dir. Bir C kodunun sifirdan farkli kodsozlerinin agirliklarinin en kiigligiine C

kodunun minimum (Hamming ) agwriigi denir ve w(C) ile gosterilir.

w(C) =min{w(x): x# 0, x € C}



Onerme 2.2.13 Her x,y € Fl' igin d(x,y) = w(x —y) dir.

Teorem 2.2.14 C, F, iizerinde bir n uzunlugunda lineer kod ise d(C) = w(C) dir.

Ispat. x = (x1, %3, ..., %), ¥ = (¥1,V2, -, V) € C olmak iizere
d(C) =d(x,y) =w(x —y) =min{w(x) : x; # 0,x € C} = w(C)

olup buradan d(C) =w(C) elde edilir. w(C) =min{w(x):x; #0, x € C}
oldugundan w(C) = w(x) olacak sekilde bir x € C vardir. Ix € C igin

w(C) =w(x) =w(x —0) =min{d(x,y): x #y, xy€C}=d(C)
olup buradan w(C) = d(C) bulunur. O halde d(C) = w(C) elde edilir.

Not 2.2.15 Genel olarak M tane kods6zden olusan bir genel kod i¢in minimum

uzaklig1 bulmak i¢in

()= won

tane Hamming uzakliginin hesap edilmesi gerekir. Ancak kod bir lineer kod ise M —

1 tane sifirdan farkli kodsoziin agirliginin bulunmasi yeterlidir.

Ornek 2.2.16 C = {0000, 1000, 0100, 1100} ikili lineer kodunu ele alalim.
Buna gére w(1000) =1, w(0100) =1, w(1100) = 2 oldugundan d(C) =1 dir.

n uzunlugundaki bir kodun parametrelerini tasiyan kodun agirlik sayaci olarak

tanimlanan n —yinci dereceden homojen polinom asagidaki gibi tanimlanir.

Tammm 2.2.17 C, n —uzunlugunda bir kod olsun. C kodunda agirhigr i olan

kodsozlerin sayist A;, yani;



A, =\{c : w(c)=1i, cecC}

olsun. O zaman

n
welx,y) = Z xn—w(c)yw(c) — Z Aixn—i yi

cec i=1

polinomuna C kodunun Hamming agirlik sayact denir.

Agirlik sayacinda y nin en kiigiik pozitif kuvveti kodun minimum uzakligini,
homojenlik derecesi kodun uzunlugunu ve katsayilarinin toplami kods6zlerin sayisini

vermektedir.

Tanim 2.2.18 C, Fq" tzerinde bir lineer kod olsun. € nin tim elemanlarina
ortogonal olan elemanlarmn kiimesine C nin dual kodu denir ve C* ile gésterilir. O

zaman C*, C alt uzayinn ortogonal tiimleyeni olup  x = (x1,X3, ..., Xp), ¥ =

V1, Y20 ) Yn) € FJ' igin

n

(x,y) = Z XY

i=1
F;' lizerindeki elemanlarin standart i¢ carpimi olmak iizere
ct ={y€Fq": (x,y)=0, VxE€ C}
seklindedir.

Teorem 2.2.19 C, Fq” iizerinde n uzunlugunda bir lineer kod olsun. Bu durumda
i. |C] =q9™©), yani dim(C) = log,|C| dir.
ii. C* birlineer koddur ve dim(C) + dim(Ct) =n dir.
ii. (CcHt=cC dir
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Tamm 2.2.20 C bir lineer kod olsun. Eger € < C* ise ¢ koduna kendine dik kod,

C =Ctise C kodunakendine dual kod denir.

Ornek 2.2.21 F} deki € = {0000, 1010, 0101, 1111} kodunu diisiinelim. O
zaman C* = {0000, 1010, 1111} = C oldugundan C kendine dual koddur.
Ayrica dim(C) = log,|C| = log, 4 = 2 dir.

Onerme 2.2.22 n uzunluklu kendine dik kodun boyutu ™/, den kiigiik veya esittir.

n uzunluklu bir kendine dual kodun boyutu ™/, ye esittir.

2.3 Lineer Kodun Urete¢ ve Kontrol Matrisi

Lineer kodlar bir alt vektor uzayi olduklarindan bazlari vasitasiyla temsil edilebilirler.

Kodlama teorisinde lineer kodun bir bazi genel olarak matris formunda yazilir.

Tanmm 2.3.1 C bir [n, k] —kod olsun. Satirlar1 C lineer kodunun tiim kodsozlerini
tireten, yani C lineer kodu igin baz olan k xn tipindeki G matrisine iirete¢
matrisi denir. € kodunun kodsozleri, G lrete¢ matrisinin satirlarinin lineer

kombinasyonlarindan olusur.

Ornek 2.3.2 F23 deki € ={000, 011, 101, 110} kodu i¢in 011+ 101 =
110, 011+ 011 =000 oldugundan G = {011, 101}, C kodu i¢in bir bazdir.

C kodunun iirete¢ matrisi,

G_Oll]

10 1

olur.

Tamm 2.3.3 C bir lineer kod olsun. C+* dual kodun iirete¢ matrisine C kodunun

kontrol matrisi denir.

11



Not 2.3.4

i. Eger C bir [n, k] —lineer kodunun iirete¢ matrisi k X n boyutunda ve
kontrol matrisi de (n — k) X n boyutundadir.

ii.  Bir vektor uzayinin birden fazla bazi oldugundan lineer bir kodun da birden
fazla iirete¢ matrisi olabilir. Eger sabit bir baz secilirse, bu bazla ifade edilen
lirete¢ matrisinin satirlarinin permiitasyonu ile farkli lirete¢ matrisleri elde
edilebilir.

iii.  Urete¢ matrislerinin satirlar1 lineer bagimsizdir. Ayni sekilde kontrol
matrisinin satirlart da lineer bagimsizdir. k X n boyutundaki bir G
matrisinin verilen bir [n, k] —lineer kodunun iirete¢ matrisi oldugunu
gostermek i¢in G matrisinin satirlarinin ¢ nin kodsdzleri olmasi ve lineer

bagimsiz olmasi yeterlidir.

Tanmm 2.3.5 Bir C [n, k] —lineer kodunun trete¢ matrisi G, I, k X k tipindeki
birim matrisve A da k x (n— k) tipinde bir matris olsun. G matrisi, elemanter
satir islemleri kullanilarak doniistiiriilen [I, | X] formundaki matrise irete¢ matrisin
standart formu denir. I,_;, (n—k) X (n— k) tipindeki birim matris ve Y de

(n — k) x k tipinde bir matris olmak tizere [Y|I,_;] matrisine kontrol matrisin
standart formu denir.

2 3 0 1 4
Ornek 2.3.6 Fs izerinde lrete¢ matrisi G = [1 2 0 4 3] olan C lineer
2 2 1 10

kodu i¢in G nin standart formunu bulalim.

2 3 0|1 4 1 2 o4 3
G=[(1 2 ola 3)s,o5,(2 3 of1 4
2 2 11 o 2 2 11 o

35, + S, = S, ig‘g‘g

35 +52 S5\ 3 1|3 4

1 2 0]4 3

03 13 2

35, +8; > (1 0 09 4

25, +5. 55,0 1 012 2

2 3 30 O 12 3
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Onerme 2.3.7 C, F, iizerinde bir [n, M] lineer kodu ve C kodunun iirete¢ matrisi
G olsun. v € FJ* elemanmin C*+ dual kodunun bir elemani olmast igin gerek ve
yeter kosul v nin G deki her satira dik olmasidir. Yani v € Ct olmasi icin gerek
ve yeter kosul v.GT =0 olmasidir. Ozel olarak (n—k) X n boyutlu H
matrisinin C lineer kodunun kontrol matrisi olabilmesi i¢in gerek ve yeter kosul H

nin satirlarinin lineer bagimsiz olmasi ve H.GT = 0 olmasidir.

Teorem 2.3.8 C lineer kodunun kontrol matrisi H olsun.

I. C kodunun uzakliginin d ye esit veya d den biiyiik olmasi i¢cin gerek ve
yeter kosul H nintiim d — 1 siitunlu kiimelerinin lineer bagimsiz olmasidir.
ii. C kodunun uzakligmin d ye esit veya d den kiigiik olmasi i¢in gerek ve
yeter kosul H nin d siitundan olusan bir siitun kiimesinin lineer bagimh

olmasidir.

Sonu¢ 2.3.9 C birlineerkodve H, C kodunun kontrol matrisi olsun. Asagidakiler

birbirine denktir.

I. C, d uzakligma sahiptir.
ii.  H matrisinin herhangi d — 1 siitunu lineer bagimsizdir ve H, d adet lineer

bagimli siituna sahiptir.

Teorem 2.3.10 Eger C bir [n, k] —lineer kodunun standart formdaki tirete¢ matrisi

G = [I,| A] ise C kodunun kontrol matrisi H = [—AT | I,,_;] formundadir.

Ornek 2.3.11 F; iizerindeki standart formdaki iirete¢ matrisi

1 0 0J0 4
0 1 0]2 2
2 3

0 0 1
olan C lineer kodunu diisiinelim. k = 3 ve dolayisiyla |C| = g = 53 = 125 tir.
w(C) =d(C) =2 dir. C bir [5,3,2] —koddur. € kodunun kontrol matrisi
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H:[_AT“H]:(O 3 3|1 0)

1 3 210 1

formundadir.

Bazi kodlarin iirete¢ matrisleri standart formda olmayabilir. Ancak kodsdzlerin
koordinatlarinda yapilacak uygun permiitasyonlarla bu matris standart forma

doniistiiriilebilir ve standart haldeki bu matris, yeni kodun iirete¢ matrisidir.

Tamm 2.3.12 F, iizerinde verilen iki [n, M] —koddan birisi, digerine

I.  Kodsozlerin n bilesenlerinin permiitasyonu
ii. Sabit bir koordinattaki tim elemanlarin sifirdan farkli sabit bir skalerle

carpilmasi.

islemlerinden birisine maruz kalmasiyla elde edilebiliyorsa bu iki koda denk ya da

permiitasyon denk denir.

Ornek 2.3.13 ¢ = {00000,10010,01011,11101,11001,01111,10110,00100}

ikili kodunun koordinatlarina A = (24153) permiitasyonunu uygulayalim.
¢' ={00000,01100,11010,1011,10110,11011,01101,00001}
kodu, C koduna denk olan bir koddur.
Not 2.3.14 Denk kodlarin tiim parametreleri aynidir. Kodlama agisindan aralarinda
higbir fark yoktur. Ancak uygulama esnasinda bazi 6zel durumlar (6rnegin Standart

formda iirete¢ matrisine sahip lineer kodlar) tercih edilebilir.

Teorem 2.3.15 Herhangi bir C lineer kodu standart formda iireteg matrisine sahip

bir C’ lineer koduna denktir.

14



Yukaridaki teoremden; bir lineer kod i¢in iirete¢ matrisin standart formda se¢ilmesi
genelligi bozmayacagindan genel olarak iirete¢ matrisin standart formda oldugu

distindliir.

2.4 Devirli Kodlar

Devirli kodlar, lineer kodlarin 6zel bir alt ailesidir. Devirli kodlar ilk olarak Prange [5]
tarafindan 1957 yilinda ortaya konulmustur. Bu calisma cebirsel kodlama teorisi
alaninda ¢ok onemli gelismelere yol a¢mistir. Devirli kodlar, 6zellikle verimli
kodlama ve dekodlama algoritmalar1 saglamasi nedeniyle avantajhidir. n
uzunlugundaki k boyutlu bir lineer kodu temsil edebilmek i¢in k x n lik bir matrise
ihtiya¢ duyulurken ayni1 parametrelere sahip bir devirli kod sadece derecesi n — k olan
bir polinom tarafindan temsil edilebilmektedir. Onemli kod ailelerinden olan

Hamming, Golay ve BCH kodlar, devirli kodlardandir.

Tamm 2.4.1 C, F* nin bir alt kiimesi olsun. Her ¢ = (¢, ¢y, €3, ..., Cp—1) € C igin

o(c) = (cp-1,€0,C1y erCpn—z) EC

oluyorsa C kiimesine devirli (cyclic) kiime denir. o  doniisiimiine devirsel dteleme
(cyclic shift) denir. C bir lineer kod olmak tlizere C bir devirli kiime ise C ye

devirli kod (cyclic cod) denir.

Ornek 2.4.2 C = {(0,1,1,2), (2,0,1,1), (1,2,0,1), (1,1,2,0)} € F kiimesi bir devirli
kiime olmasina ragmen bir lineer kod olmadig: i¢in bir devirli kod degildir. Ciinkii

(0,0,0,0) ¢ C dir.

Kodlar polinomlar cinsinden asagidaki sekilde ifade edilebilir:

n: rt - Fy[x] /{x™ = 1)

c= (Cg,C1,CpeerCpeqy) — €(x) = co+cix+ -+ cp_qx™ 1

15



olarak tanimlanan [I fonksiyonu bir lineer doniisiimdiir. Bu durumda c € C

kodsoziiniin devirsel 6telemesi  F,[x] /(x™ — 1) boliim halkasinda
xc(x) = cox + x4+ X = cpig +cox + e x e+ oppx™t
polinomuna karsilik gelir.
Ornek 2.4.3 € = {000, 110, 101, 011} devirli kodunu diisiinelim. Buna gore
n) = {o, 1+x, 1+x2%, x+x%} c Flx]/{x3-1)

olur.

Teorem 2.4.4 C < Fj* lineer kodunun devirli kod olmasi i¢in gerek ve yeter kosul

1(C) < F[x]/{(x™ —1) olmasidir.

Teorem 245 I, Fy[x]/{(x™ —1) halkasinin sifirdan farkli bir ideali ve g(x)

polinomu da [ idealindeki sifirdan farkli en kiigiik dereceye sahip monik polinom
olsun. Bu durumda g(x) polinomu, [ idealinin iretecidir ve  x™—1

polinomunu bdoler.

C € E* Dbir devirli kod ve 11(C) = x)) Ise x) polinomuna C kodunun
g bir devirli kod (€)= (g(x)) ise g(x) poli kod

tirete¢ polinomu denirve C = ( g(x)) yazilr.

Teorem 2.4.6 F;[x]/(x™ — 1) halkasimn sifirdan farkli herhangi bir I idealindeki

sifirdan farkli en kiigiik dereceli monik polinom tektir.

Ornek 2.4.7 C = {000, 101, 011, 110} devirli kodunu diisiinelim. Bu durumda

I: F} - Fylx]/(x*—1) déniisimii i¢in 1(C) ={0, T+=x, 1+x2 x+x2},
F,[x]/{(x3® — 1) halkasinin idealidir.
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0-1+x) = 0 = AT+x)(1+x+x?)

=1

-(14+x) = 1+x = (T +x)(x+x?)

x-(T+x) = x+x2 = (1+x2)1+x)

2 (I+x)=14+x2 = T+x)A+x)

olup
Elx]/(x3—1) = {a,+a;x+ax? : a; € F,}
= {01 m1+x% 1+x+x% x+x2}
dir. T+x) = {Q+x0.fx) : f(x) € Klx]/(x*-1)}  oldugundan

N(C) = (1+x) olup M(C) aymi zamanda bir esas idealdir.

Teorem 2.4.8 F,[x] halkasinda x™ —1 polinomunun her bir monik béleni, F,

uzerinde bir devirli kod uretir.

Teorem 2.4.9 g(x) € Fy[x], g(x)|(x™ — 1) ve der(g(x)) = k olsun. Bu durumda
g(x) tarafindan iretilen ideale karsilik gelen kod, n —uzunlugunda boyutu n —k

olan bir devirli koddur.

Tamm 2.4.10 f (x) = ag + ayx + ax? + -+ + a,x* € F;[x] derecesi k olan bir

polinom olsun. f(x) in ters siralt polinomu (reciprocal),

k
1 i 2 k
-] = Ap_i X" = Qg + Ap_1X + Ap_2X + o+ AogX
X
i=0

FRe = g

seklinde tanimlidir.

Onerme 2.4.11 x" -1 = h(x)g(x) € Fj[x] ve C=(g(x)), F, iizerinde n
uzunlugunda bir devirli kod olsun. Bu durumda € kodunun duali, hR(x) polinomu

tarafindan iiretilen devirli koddur. Yani; C* = (hR(x)) dir.
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Not 2.4.12 h(x) = hg + hyx + -+ + hyx;, iken hR(x) polinomu monik olmayabilir.
Bu durumda hy, # 0 iken h, “hR(x) polinomu, monik polinomdur. AR (x)
polinomunun irettigi ideal ile ho_lhR (x) polinomunun iirettigi ideal ayni

oldugundan C* = (hR(x)) yazlur.

Onerme 2.4.13 x"—1=h(x)g(x) € Flx] ve C=(gkx)) F, iizerinde n

uzunlugunda bir devirli kod olsun.

i g(x)=go+gix+ -+ goxx™* ve der g(x) =n—k olmak iizere

gx) 9 9, 9, - 0, O 0O - 0
G xg(X) — 0 gO gl gn—k 0 0
k_l: . o . . : 0 : : :

X g(x) 0 O 0 e gO gl g2 cee gn_k

matrisi, C kodunun iirete¢ matrisidir.

ii. h(x) = hy + hyx + - + hyx® ve der h(x) = k olmak iizere

h(x) hk hkfl hk,z oee hO O 000 O
b xh(x) _ 0 hk hki1 ces h1 hO 0 ces 0
_k_:1 : : : : : : : :

xn h(X) 0 0 e e O hk hk—l hk—2 ho

matrisi C kodunun kontrol matrisidir. H matrisi ayn1 zamanda C* kodunun iireteg

matrisidir.

Ornek 2.4.14 F,[x] halkasnda x” —1 = (1+x+x3) (1 +x + x% + x*) olup
g(x) =1+x+x?+x* polinomu, F,[x] halkasinda x7 —1 polinomunun bir
bolenidir. Bu durumda g(x) polinomu, n =7 uzunlugunda boyutu n—k =

7 — 4 = 3 olan bir devirli kod tiretir. C = ( g(x)) devirli kodunun iirete¢ matrisi,

g(x) 1110100
G=|xg(x)|=/0 1 1 1 0 1 0
x2g(x) 0 01 110 1

18



dir. € kodunun parametreleri [7,3,4] dir. h(x) = (x’—-1)/g(x) =1+ x + x3

ve hR®(x) =1+ x2+x3 olup Ct = (hR(x)) kodunun iirete¢c matrisi;

[R*G)] 1 0110 0 0
go|*@(_j0 101100
X2hRG)| [0 001 0 1 1 0
Leshkool 0000 1 0 1 1
seklindedir.

Tanim 2.4.15 R birhalka, A € R ve C S R™ bir lineer kod olmak tizere

v : R* - R"
(corC1yeerCng) = V(Co,Cqy ey Cpq) = (ACp_1,C0)Cqy eenr C—z)

doniistimii i¢in  v(C) = C oluyorsa C koduna R halkasi tizerinde bir A —sabit
devirli (constacylic) kod denir. Ozel olarak A= -1 ise C koduna R halkasi

tizerinde negacyclic kod denir.

Onerme 2.4.16 C < R™ bir lineer kod olsun. € kodunun bir devirli kod olmasi igin

gerek ve yeter kosul

0:C - C, o(cy,cqyrCn_q) = (Cne1,Cos-erCn_z)

olarak tanimlanan doniisiimiin, bir otomorfizm olmasidir.

Onerme 2.4.17 C < R™ bir lineer kod olsun. C ninbir A —sabit devirli kod olmasi

icin gerek ve yeter sart

v:C-C, v(cyCpenrCpot) = (ACh_1,C0)eerCnz)

doniisiimiiniin bir otomorfizm olmasidir.
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2.5 Aykian Devirli Kodlar

Aykar1 (skew) devirli kodlar, ilk kez 2007 yilinda Boucher, Geiselmann ve Ulmer [10]
tarafindan devirli kodlarin genellemesi olarak verilmistir. Aykir1 devirli kodlar bazi
kaynaklarda 6 —devirli kodlar olarak isimlendirilmistir. Aykir1 polinom halkalarinda
sag ve sol bdlme algoritmasinin saglanmasi ve c¢arpanlara ayirmanin tek tiirli
olmamasi nedeniyle aykir1 devirli kodlar optimal kod elde edilmesi bakimindan devirli

kodlara gore avantajhidir.

Tamm 2.5.1 [10] C, F, cismi iizerinde 7n uzunlugunda bir lineer kod ve 6, F,

cisminin bir otomorfizmi olsun. Her ¢ = (¢, ¢4, €3, .., Cpn—1) € C igin

O-(C) = (9 (Cn—l)l H(CO)J H(Cl)l T e(cn—Z)) €C

oluyorsa C koduna n wuzunlugunda aykiri devirli (skew cyclic) kod, o

doniistimiine ise aykirt devirsel dteleme (skew cyclic shift) denir.

Eger 6 birim otomorfizm ise aykiri devirli kod, bir devirli koddur. Bu nedenle aykiri

devirli kod ailesi, devirli kod ailesini igerir.

C aykirt devirli kodunun kodsozleri, polinomlar seklinde asagidaki gibi ifade
edilebilir:

nm : C - Flx;0]/(x" - 1)

c=(co 1) = (X)) =cot+cix+ ot cpog X

seklinde tanimlanan [1; donlisimii bir izomorfizmdir. ¢ = (cq,¢q,**,Cp-1) € C

kodsoziiniin o(c) aykir1 devirsel 6telemesi
xc(x) = 0(cp_q) +0(co)x + -+ 0(cp_p)x™ 1

polinom seklinde yazilir.
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C, F; cismi iizerinde n uzunlugunda bir devirli kod oldugunda I1(C),
Fy[x; 0]/(x™ — 1) halkasinin ideali idi. Aykir1 devirli kodlar tanimlanirken iki durum

sOz konusudur:

C, F; cismiiizerinde n uzunlugunda bir aykir1 devirli kod ve [(8)| = m olsun.

I mln ise Fy[x;0]/(x™ — 1) bir halka olup I1,(C), Fy[x;6]/{x" — 1)
halkasinin idealidir [10].

ii. min ise Flx;0]/(x™ —1) bir halka degildir. Fakat F[x;8]/(x" — 1)
bir sol F,[x; 8] —modiil olup olup I1,(C), F;[x;0]/(x™ — 1) modiiliiniin bir
sol F,[x; 6] —altmodiiliidiir [19].

Teorem 2.5.2[19] C, F, cismi iizerinde n uzunlugunda bir lineer kod olsun. C
kodunun bir aykir1 devirli kod olmasi i¢in gerek ve yeter kosul C kodunun

F,[x; 0]/(x™ — 1) modiiliiniin bir sol F;[x; 8] —altmodiilii olmasidir.

Onerme 2.5.3 [19] C, F,[x; 6] /(x™ — 1) modiiliiniin bir sol F,[x; 8] —altmodiilii
olsun. O zaman C bir devirli altmodiildiir ve C deki sifirdan farkli en kii¢iik dereceli

monik polinom tarafindan tretilir.

Teorem 2.5.4 [19] C, F,[x;0] /{x™ — 1) modiiliiniin bir sol F,[x; 8] —altmodiilii
ve C deki sifirdan farkli en kiigiik dereceli monik polinom f(x) olsun. O zaman

f(x) polinomu, x™ — 1 polinomunun bir sag bolenidir.
Teorem 2.5.5 [19] F,[x; 6] halkasinda x™ —1 = h(x)g(x), der(g(x))=r ve

C=(g(), Fylx;0]/{(x"™ —1) modiiliiniin bir sol F,[x; 8] —altmodiilii olsun. O

zaman C bir serbest sol F, —altmodiildiir. C nin bir baz1

:8 = {g(X), xg(x), xZg(x)’.“'xn—T—lg(x)}

seklindedir, yani her ¢ € C elemam «; € F; olmak iizere
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n-r—1

c= Z a; xtg(x)

i=0
seklinde bir sonlu toplam olarak yazilabilir ve bu yazilis tek tlirliidiir.

Sonug olarak; x™ —1 polinomunun sag bolenleri F,[x; 6] /(x™ — 1) modiiliinde
birer sol Fy[x; 8] —altmodiil {iretir ve  F[x;0] /(x™ —1) modiiliiniin sol
F,[x; 8] —altmodiilleri birer aykir1 devirli koda karsilik gelir. x™ — 1 polinomunun
derecesi n — k olan her bir sag boleni, n uzunluginda boyutu k olan bir aykiri

devirli kod uretir.

Teorem 2.5.6 [20] g(x) = go + g1x + -+ + gn_x™ ¥ polinomu F,[x; 6] halkasinda
x™ —1 polinomunun bir sag béleni ve der(g(x)) =n—k olsun. O zaman n

uzunlugunda olan C = (g(x)) aykir1 devirli kodunun tirete¢ matrisi

g(X) go gl gn—k O O
6| 900 |0 0(%) @) - o 8gn) O 0
XFg(x)| [0 0 0 6(g) 6(a) - 07(9),
seklindedir.

F,[x; 8] halkasinda polinomlarin garpanlara ayrilisinin tek tiirlii olmamasi daha fazla

sayida sag bolen bulunmasini, dolayisiyla daha fazla sayida kod iiretilmesini saglar.

Ornek 2.5.7 [21] F,=1{01,a,a?}, 6 € Aut(F,) ve 6(a)=a? olsun. F,
lizerinde uzunlugu 4, boyutu 2 olan aykir1 devirli kod bulmak igin dncelikle F;[x; 6]

de x*—1 polinomunun derecesi 2 olan sag boleni bulunmalidir.

x*—1=((x*+ax+a)(x* + ax + a?)
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oldugundan g(x) = x2 + ax + a? polinomu [4,2,3] parametrelerine sahip aykiri

devirli kod iiretir. C = (g(x)) = (x> + ax + a?) aykirn devirli kodunun iireteg

matrisi,
G:az a 1 O]Z[az a 1 0
0 6(a*) 6(a) 0(1) 0 a a®2 1
seklindedir.

F,[x] /{x* — 1) degismeli polinom halkasinda x* — 1 polinomunun derecesi 2 olan
boleni sadece x? + 1 olup x2 + 1 tarafindan iiretilen ideal, F, {izerinde [4,2,2]
parametrelerine sahip devirli koda karsiik gelir.  Fy[x] /(x* — 1) halkasinda
x* =1 polinomunun x2 + 1 den baska ikinci dereceden bdleni olmadigindan baska
bir devirli kod yoktur. Brouwer'a gore F, uzerinde optimal kod, [4,2,3]
parametrelerine sahip koddur. Yukaridaki 6rnekte goriildiigii tizere; aykirt devirli kod
ailesi, optimal kodlar elde etme bakimindan devirli kodlar ailesine gore daha

avantajlidir.

Tanmm 2.58 k,#0 olmak iizere f(x) =ko+kyx+ -+ kxt € F[x; 6]

polinomunun aykuri ters siralisi (skew reciprocal)

t t

fR(x) = z xike_; = Z 0l (k,_;)x!
i=0

i=0
seklinde tanimlanir.

Ornek 2.59 F, ={0,1,a,a?} cismi iizerinde 6(y) = y? olarak tamimlanan
doniisiim bir otomorfizmdir. f(x) = a? + ax + x? € F,[x; 8] polinomunun aykiri

ters siralisini bulalm. ko = a?, k; = a, k, =1 olmak iizere

2

FRS(x) = inkz_i — ky + xky + x2kg

i=0
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== kz + Q(kl)x + ez(ko)xz
=1+ 0(a)x + 6%(a?)x?

=1+ a’x + a’x?

Onerme 2.5.10 [22] F, cismindeki 6 otomorfizminin derecesi m ve m|n olsun.
x"—1=nh(x)g(x) € Fj[x; 0] ve C=(g(x)), F, lizerinde n uzunlugunda bir
aykir1 devirli kod olsun. O zaman C kodunun duali; hRS(x) polinomu tarafindan

iiretilen aykir1 devirli koddur, yani; €t = (hRS(x)) tir.

Teorem 2.5.11 [19] C, F, cismi iizerinde n uzunlugunda bir aykir1 devirli kod ve

[(6)] = m olsun. Eger (m,n) =1, yani m ile n aralarinda asal ise C bir
devirli koddur.

Teorem 2.5.12[23] g(x) € F;[x; 6] polinomu, x™ — 1 polinomunun bir sag béleni
ve K, F; cisminin 6 otomorfizmi tarafindan sabit birakilan alt cismi olsun.

Eger m ile n aralarinda asal ise g(x) € K[x] olur.

Teorem 2.5.13 [20] g(x), h(x) € F;[x;0] ve k <n icin der(h(x)) =k ve
der(g(x)) =n—k olsun. 8™(g(x)) = 8™(go) + 0™(g1)x + -+ + 6™ (gn_)x™ ¥
olmak tizere x™—1=h(x)g(x) olmasi i¢in gerek ve yeter kosul
x"—1= Hn(g(x))h(x) olmasidir.

Teorem 2.5.14 [21] K, F, cisminin m dereceli 6 otomorfizmi tarafindan sabit

birakilan alt cismi olsun. Eger (m,n) =1 ise x" —1 polinomunun F,[x; 6]

halkasindaki parcalanisi, K[x] degismeli halkasindaki par¢alanisindan ibarettir.
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3. Z, + uZ, HALKASI UZERINDEKIi AYKIRI DEVIiRLi KODLAR

Bu béliimde u? =1 olmak iizere R = Z, + uZ, halkasinin yapisi incelenmis,
tiretim kullanilarak R halkas1 iizerindeki aykiri devirli kodlar tanimlanmig, bu

kodlarin iirete¢ ve kontrol matrisleri verilmistir.

Bu bélimde Sharma ve Bhaintwal'in [11] deki makalesinden yararlanilmistir.

3.1 R=174+uZ, Halkasi

Bukisimda u? =1 olmak iizere R = Z, + uZ, halkasinmn yapisin1 incelenmistir.

a,b € Z, olmak iizere R halkasininbir r elemani, r = a + ub seklinde tek tiirlii
yazilabilir. R halkasinmn 16 tane elemani vardir. R halkasi, Z,[u]/{u? — 1) béliim

halkasina izomorftur.

R halkasinin bir r elemaninin birimsel eleman olmasi i¢in gerek ve yeter kosul a
ya da b den birisinin Z, halkasimin birimsel elemani olmasidir. Z, halkasinin

birimsel elemanlar1 1 ve 3 oldugundan R halkasinin birimsel elemanlari

1, 3, u, 3u, 2+ u, 34+2u, 1+2u, 2+3u

dur. Sonlu bir halkada bir eleman ya birimsel ya da sifir bolen oldugundan R

halkasinin birimsel olmayan yani sifir bélen elemanlari

0, 2, 2u, 24+2u, 1+4+u, 3+u, 1+3u, 3+3u

dur. R halkasmin tim idealleri;

(0) = {0},

(24 2u) ={0, 2+ 2u}

(2) = {0,2,2u,2 + 2u}
(14+u)={0,14+u,2+ 2u,3 + 3u}
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3+4+u)={0,3+u,2+ 2u,2+ 3u}
(2,14+u)=1{0,2,2u,1+u,2+ 2u,3 + 3u,3 + u,1 + 3u}
(1)=R

olup bu idealler alt kiime islemiyle bir latis formundadir. (2,1 + u), R halkasinin

maksimal idealidir.

(2u, 1 4+ u)

N

{3 4+ u) {1 + u)

\I/

(2 + 2u)

(0)

Sekil 3.1. R halkasinin ideallerinin latis diyagrami

0:R >R donisimini 6(a+ub)=a+ (2+u)b olarak tanmimlayalim. Her

rn=a4q + U'bli T =0a, + ubz ER lgln

0(ry +12) = 0((ay + az) + u(by + by))
= (a; + az) + (2 + w)(by + by)
=a;+Q2+ub,+a,+2+u)b,
= 60(a, + uby) + 6(a, + ub,)
= 6(r) +0(ry)
ve
0(r; 1) = 9((a1 + ub,) - (a, + ubz))
= 0((a1a2 + biby) + u(a, b, + blaz))
= (a1a, + b1by) + (2 +u)(ab, + byay)
=(ay + 2+ wby) - (a, + 2+ w)b,)
= 60(a, +ub,)-0(a, + ub,)
=0(ry) - 0(ry)
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oldugundan 6, R halkasinin bir homomorfizmidir. 6 doniisiimiiniin birebir ve
orten oldugu kolaylikla gosterilebilir. O halde 6 doniisiimii, R halkasiin bir

otomorfizmidir. Her a + ub € R i¢in
6%(a+ub) =0(6(a+ub)) =0(a+2+wb)=a+(2+@2+uw)b=a+ub
oldugundan 6 otomorfizminin derecesi 2 dir.

Tamim 3.1.1 6, herhangi bir H sonlu halkasinin otomorfizmi olsun.

i Ag(x+y) =086(x)+ Le(¥)
i, Ag(x-y)=08(x) y + 0(x) Ag(»)

kosullarin1 saglayan Ag: H - H dontsimine H  halkasinin bir tiretimi

(derivation) denir.
Teorem 3.1.2 8¢ : R - R doniigiimii,
dgla+ub) = (1+ u)(H(a +ub) — (a + ub))

olarak tanimlansin. O zaman &g, R halkas1 {izerinde bir tiiretimdir.

Ispat: Her r;, r, €R igin

So(ry+1) =1 +w) (00 +1) — (. +13))
=1+uw):-O00)+600y) —1,—17) (6 otomorfizm)
=[14+uw)-00y)—1rn+60,)—1r)
=14+w)-O0)—r) + (1+u) (0(r)—1r)

= 6g(r) + 0g(12)

ve
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Sg(ry 1) = (L +w)(0(ry 1) — 11 ' 1)
=14+w@(r)- -0(yry) —1-13) (6otomorfizm)
=14+u)-0(r)-0(rp)—A+u)-r-n

= 14+w:-0()-0(rp)—A+uw) rp-r,+Q+u) 600y n
—(1+uw)-0(r) n

=1+w) @) —1m) ', + 00) - A+uw):-(00)—12)

= 59(7'1) ', + 9(7’1) ' 59(7’2)

oldugundan &g, R halkasi iizerinde bir tiiretimdir.

R halkasinin elemanlarinin 8y tiiretimi altindaki goriintiileri asagidaki tabloda

verilmistir.

Cizelge 3.1. R halkasinin elemanlarinin &y tiiretimi altindaki goriintiileri

X 0 1 2 3 Uu 2u 3u 1+u

6o (x) 0 0 0 0 2+ 2u 0 24+2u 2+ 2u

X 1+2u 14+3u 24+u 24+2u 2+3u 3+u 3+2u 3+3u

6o (x) 0 24+2u 2+4+2u 0 24+2u 2+4+2u 0 2+ 2u

Sonu¢3.1.3 n>2 ve her x R i¢in 65(x) =0 dir.

Tamm 3.1.4 7Z, halkasinda w; ile gosterilen Lee agirlig

w,(0)=0, w,(D=1 w(2)=2 w,3)=1

olarak tanimlanir. u € Z,* vektoriinin w; (u) Lee agirligy; koordinatlarinin Lee

agirliklarinin rasyonel toplami olarak tanimlanir.
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Tamm 3.1.5 R halkas1 iizerindeki Gray doniisiimii
¢:R->1Z> ¢la+ub)=(ba+b)

olarak tanimlanir.

Ornek 31.6 3 +2u € R elemanmin Gray doniisimii  ¢(3 + 2u) = (2,1) dir.

Tamim 3.1.7 Bir r € R elemanimnin wg (1) ile gosterilen Gray agirlig

we (1) = wi(¢(1))

olarak tanimlanir.

Ornek 3.1.8 1+ 2u € R elemanimin Gray agirligy;

we(1+2uw) =wi(p(1+2u) =w,(2,3) =w,2)+w,(3)=2+1=3

elde edilir.

R halkasinin elemanlarinin Gray agirligi Cizelge 3.2 de verilmistir.

Cizelge 3.2. R halkasinin elemanlarinin Gray agirligi

x 0 1 2 3 u 2u 3u 1+u
wg (x) 0 1 2 1 2 4 2 3

X 1+2u 1+3u 2+u 2+2u 2+3u 3+u 3+2u 3+3u
we (%) 3 1 2 2 2 1 3 3
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Tamm 3.1.9 ¢ donisimi; @ : R™ - Z,*" déniisiimiine genisletilebilir. r € R™
elemaninin Gray agirhigi, r ninkoordinatlarinin Gray agirliklarinin rasyonel toplami

olarak tanimlanir.

Ornek 3.1.10 7= (1+3u, 2+ u, 2u) € R? elemaninin Gray agirligy;

we(1+43u,2 4+ u,2u) = wg (1 + 3u) + wg (2 + u) + wg (2u)
=w (@1 +3w) + wy (P2 +u)) +w,(P(2u))
=w;(3,0) +wy(1,3) +wi(2,2)
=w,(3) + wy(0) + w (1) + w,(3) + wi(2) + w(2)
=1+0+1+1+2+2

=3

elde edilir.

7., lizerindeki bir lineer kodunun parametreleri (n, 4¥12%2, d, ) olarak yazilir ve kodun

tipi 4%12%2 denir. Burada d;, € kodunun minimum Lee uzakligini gosterir.

3.2 R[x,0,Aq] Aykir1 Polinom Halkasi

Tanim 3.2.1 R halkasinin bir otomorfizmi 6 ve bir tiiretimi Ag olsun. R[x, 6, Ag]
kiimesi tizerindeki toplama islemi, bilinen polinom toplamasi olarak ve ¢carpma iglemi
her r € R igin

xr=0(r)x + Ag(r)

seklinde tamimlansin. Bu ¢arpma islemi R[x, 6,Aq] kiimesinin tiim elemanlarina

genisletilebilir. R[x,8,Ag] kiimesi bu islemlerle bir aykir1 polinom halkasidir.
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Ornek3.2.2 f=x*4+u, g=x+u €R[x,0,6y] icin

frg=0*+uw- (x+uw
=x?-x+x*u+u-x+u?
=x34+x-(x-uw)+ux+1
=x3+x-[0(wx+ ()] +ux +1
=x3+x-[(u+2)x+Q2+2u)]+ux+1
=x3+x-(W+2)x+x-2+2uw) +ux+1
=x3+[0(w+2)x+8g(u+2)]x +[0Q2+2u)x+ 52 +2u)] +ux+1
=3 +[2+@+D)x+QC+2W]x +[C+ (w+2)2)x] +ux + 1
=x3+W)x+ Q2+ 2uWx+ Q2+ 2wWx+ux+1

=x34+ux?+ux+1

ve

g f=&+u) (x*+u)
=x2x + x-u + ux? + u?
=x3+[0(wx + Sg(w)] +ux?+1
=x3+Q2+wx+Q2+2u)+tux?+1
=x3+ux?+Q2+wx+3+2u

oldugundan f-g=#g-f olup R[x,60,89] degismeli olmayan bir halkadir.

R halkasinn  O(a+ub) =a+ (2+u)b otomorfizmi altinda sabit kalan

elemanlarinin kiimesi
RY = {0, 1, 2, 3, 2u, 3+4+2u  2+42u}

dir. Yani her s € R icin 6(s) =s ve &y(s) =0 dir. Bu nedenle her s € R

i¢cin

xs = 0(s)x + 8g(s) = sx
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olur. R[x,0,8y] halkasi bir tek ¢carpanlama halkasi (uniquely factorization domain)
degildir.

Tanmim 3.2.3 f(x) € R[x,0,54] olsun. Her a(x) € R[x, 6, g] icin

f(x)-alx) =a(x)-f(x)
oluyorsa f(x) polinomuna R|x, 8, 6] halkasinin merkezi eleman: denir.

Lemma3.24 a€R olsun. a ve b nin her ikisi de 6 otomorfizmi tarafindan

sabit birakilmazsa 6(a) — a # 8(b) dir.

Ispat. a,b € R igin 60(a) —a = 65(b) olsun. 8g(b) i¢in miimkiin olan degerler
0 ve 2+ 2u dur. Eger 64(b) =0 ise a ile b, 6 otomorfizmi tarafindan

sabit birakilir. 6g(b) = 2 + 2u oldugunu kabul edelim. 8(a) —a, u yuigermez.

Bu ise ¢eliskidir. Bu da ispat1 tamamlar.

Eger R halkasi iizerindeki aykiri polinom halkasi, sadece 6 otomorfizmi ile

diisiiniiliirse, yani  R[x, 8] olursa o zaman R[x,0] nin merkezi R®[x?] dir.

Teorem 3.25 f(x) € R[x,0,8y] elemaninin bir merkezi eleman olmasi i¢in gerek
ve yeter kosul x in tim tek kuvvetlerinin katsayilarnn S = {0, 2, 2u, 2 + 2u}

kiimesine ait olmak iizere f(x) € R®[x] olmasidr.

Ispat. Ispati tek dereceli bir polinom igin yapalim. Cift dereceli polinom i¢in de benzer
sekilde yapilir. f(x) = fy + fix + -+ fix® € R[x,0,84] tek dereceli polinom

olsun. f(x) in merkezi eleman oldugunu varsayalim. O zaman

0 =xf(x)—f(x)x

k-1 k
= 85(f0) + ) (00 +8p(fis))x™ + O(f)xkH = ) fixt*!
i=0 i=0

olup tiim terimlerin katsayilari sifira esitlenirse
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89(fo) =0 (3.1)
0(f) —fi +6o(fiy1) =0, =012, ..k—1 (3.2)

0(fi) — fe = 0 (33)
Lemma 3.2.4 ve (3.1), (3.2), (3.3) esitliklerinden i =0,1,2,...k i¢intim f; ler
0 otomorfizmi altinda sabittir. f(x) merkezi eleman oldugundan her r € R igin

f()r =rf(x) olur. 8 otomorfizmi altinda sabit olmayan yani, 8(r) # r olacak

sekildeki r € R elemanini alalim. O zaman

0=rf(x)—=flOr

k—1 k
k 2 2
= erixi (f2]7"+f21+159(7”) 20 Zf21+19(7”)x21+1
i=0 j=0 1=0
k-1 k—l

N ‘

(erJ f21r_f21+159(7‘) 2]+Z(Tf21+1 fzz+19(7”))x21+1

-
Il
o

&
|
[

k

(f21+156(7”) x2 — szH_l(r _ H(T))xZH'l
=0

w |

0

~.
Il

olupbudaher j, 1=0,1,2,. T icin  fo41(r—0@)) =0 ve f2j+1(69(r)) =
0 olmasmi gerektirir. Tim f; ler sabit birakildig1 icin yukaridaki kosullart

saglayan f5;,, katsayilari tam olarak S nin elemanlaridir.

Tersine, f(x) in verilen kosullar1 sagladigini kabul edelim. Her a(x) € R[x, 6, 5g]
icin  f(x)a(x) = a(x)f(x) oldugunu gostermek igin 0 < i < der(a(x)) ve 0 <
j < der(f(x)) igin (aixi)(fjxj) = (fjxj)(aixi) oldugunu gostermek yeterlidir.
Tim f; ler 6 altinda sabit oldugundan

(aix")(fix)) = a;fx'*) (3.4)
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olur. Ayrica

fiaixtt] , j ciftise

(fix) (ax') = {f;(e(ai)x+ So(a))x*i~t, j tekise o

dir. Eger j tekve f; €S iseher a €R icin fj6(a)=fja ve fjdp(a)=0
olup (3.5) ten

(fix?)(aixt) = f;(8(a)x + 85(a))x™~1 = fja;x™ (3.6)

elde edilir. (3.4), (3.5), (3.6) esitliklerinden f(x) in merkezi eleman oldugu

goriiliir.

Ornek 326 f(x)=x*+Q+2wx>+ @A +2u)x*+ 2 +2ux+3+2u
elemanini diisiinelim. x in tiim tek kuvvetlerinin katsayilar1 2 4+ 2u olup S ye ait

ve 1+2u, 3+ 2u € R? oldugundan f(x) bir merkezi elemandir.

Lemma 3.2.7 Her r € R igin §g(0(r)) + 0(8p(r)) =0 ve xr =rx?dir,

Ispat. r =a’ +ub’ € R olsun. O zaman

§g(0(r)) = Sp(a’ + 2+ w)b") = 2b' + (2b)u

8(8g(r)) = 0(2b" + (2b")u) = 2b" + (2b")u = —(2b' + (2b")u) = —84(0(1))

oldugundan &g(0(r)) + 8(8e(r)) =0 olur. xr = 8(r)x + 84(r) esitliginin her

iki tarafi da x 1ile ¢arpalim.

x%r = x0(r)x + x864(7)
= [02(r)x + 86(0(1)]x + 8(89(r))x + 85°(1)
=1x? + [65(0(r)) + 6(86(M)]x + 85°(1)

= rx?
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Sonug¢ 3.2.8 Herhangi bir r € R i¢in

(0(M)x + 8p(M))x™1,  n tek ise
n , n cift ise

o=
dir.

R[x,0,85] halkas1 bir sol/sag Oklid halkasi olmadig igin bu halkada bdlme
algoritmasi saglanmaz. Fakat R[x, 0, y] halkasinin bazi 6zel elemanlari i¢in bélme

algoritmas1 uygulanabilir.

Teorem 3.2.9 (Sag Bolme Algoritmast) f(x), g(x) € R[x,0,8] ve g(x) in bas

katsayis1 birimsel olsun. O zaman
f&x) =q()g(x) +r(x)

olacak sekilde q(x), r(x) € R[x,0,0p] vardir. Burada r(x)=0 vya da
der(r(x)) < der(g(x)) dir.

Ispat. f(x) = fo + fix + fox? + -+ f,x" ve g, birimsel eleman olmak iizere

$ olsun. Eger r <s ise

gx) = go + g1x + gx* + -+ gsx
fx)=0.g(x) + f(x)

ispat tamamlanir. 7 = s oldugunu kabul edelim.

2] =1\, 7—S _ .
Alx) = {fr (_gls )_x ) r—s t_ek.lse
frgstx™s ,  r—s giftise

olmak uzere h(x) = f(x) —A(x)g(x) polinomunu tanimlayalim.

der(h(x)), der(f(x)) ten en az 1 kiigiiktiir. ispat1 f(x) polinomunun derecesi

tizerinden tiimevarim ile yapalim. Derecesi f(x) den kiigiik olan her polinom igin
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iddianin dogru oldugunu kabul edelim. der(f(x)) = 0 ise iddianin dogru oldugu

aciktir. Bu nedenle der f(x) > 0 olsun. derh(x) < deg f(x) oldugundan

h(x) = q1(x)g(x) + 1 (x)

olacak sekilde q,(x), r;(x) elemanlari vardir. Burada 7;(x) = 0 yadader r;(x) <

der g(x) dir. Buradan

f(x) = () g(x) +11(x) + A(x)g(x) = (q1(x) + A(x))g(x) + 11 (x)
olup g(x) =q;(x) + A(x) ve r(x)=r(x) olmak iizere

f(x) =q(x)gx) +7(x)
elde edilir.

R[x,0, 6] halkasinda sol bolme algoritmasi da benzer sekilde tanimlanir.

Ornek 3.2.10 R[x,0,68,] halkasindaki f(x) = u+ (2 +2wx + (1 +u)x? ve
g(x) =1 +u)+ux polinomlarmi disiinelim. Burada r=2, s=1 vef, =

1+u, gy=u dir. r=s=2-1=1 tek oldugundan
Alx) = [,0(g; x> = U+w)(u+2)x = 3+ 3u)x

olup

A(x)g(x) = (3 + 3u)x(ux +(1+ u))
=3+ 3u)(9(u)x + 69(u))x + QBu + 3)(9(1 +u)x + 59(1 + u))
=GB +3wW((w+2)x+2+2u)x + Bu+3)((u+3)x+2+2u)

=(u+1x>+0.x+0.x+0
= (u+ 1)x?
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bulunur. h (x) = f(x) —A(x)g(x) = (2 + 2u)x +u polinomunu tanimlayalim.
Yukaridaki argiiman1  h(x) tzerinde tekrarlarsak h(x) = (2 + 2u)g(x) +u ve

f(x) =h(x)+AXx)gx) =2+ 2u)g(x) + u+ Bu+ 3)xg(x)
=(2+2w)+ Bu+3)x)g(x) +u

olur. O halde q(x)=Q@+2u)+Bu+3)x ve r(x)=u olmak iizere
f(x) =q(x)g(x) +r(x) elde edilir.

3.3 R = Z, + uZ, Halkas1 Uzerinde 8, —Devirli Kodlar

Bukisimda R = Z, + uZ, halkasindaki aykir1 devirli kodlar tanimlanmistir ve bunlar

8g —devirli kodlar olarak isimlendirilmistir.

R halkast tizerindeki n uzunluklu bir lineer kod, R™ nin bir altmoduludiir.
a = (ag, ay,...,ap_1) €ER™ elemanm, a(x) =ag+ a;x + ax?+ -+ a,_x"1
olarak polinom seklinde diigtiniilebilir. Bu nedenle f(x), R deki n dereceli
herhangi bir polinom olmak tizere R™ ile R[x,8,64]/(f(x)) bolim halkasin

6zdeslestirebiliriz. Ustelik

r()[alx) +(f0))] = r(x)alx) + (f(x))
carpmasi ile R[x, 8,80]/(f(x)) birsol R[x,0,8y] —modiildiir.
Tanmm 3.3.1. C, R iizerinde n uzunluklu bir kod ve f(x), R {izerinde n
dereceli herhangi bir polinom olsun. Eger C, R][x,0,8¢]/(f(x)) in bir sol
R[x, 0, 6g] —altmodiilii ise C ye bir 65 —lineer kod denir. Eger f(x) merkezi

polinomise C ye bir merkezi 8¢ —lineer kod denir.

Tammm 3.3.2. C, R  iizerinde bir &y —lineer kod olsun. Eger her ¢ =

(co €1y ey Cpq) EC igin
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T69 ()= (H(Cn—l) + 89 (co), B(co) + dg(cy), ..., 0(cn_z) + &g (Cn—l)) €C

oluyorsa C ye bir &g —devirli kod ve Ts, doniisimiine &g —devirsel dteleme

denir.
Lemma3.3.3 v = (vy, vy, ...,Vp—1) € R™ Kkelimesi,

v(x) = vy +vix + vx?2 + -+ v,_1x"1 € R[x,0,80]/(x" — 1)
seklinde yazilsin. O zaman xv(x) polinomu da

(Q(Un—1) + 89 (vg), O(vo) + 8 (v1), 0(vy) + 89(v2), ...,0(Wp_2) + g (Un—l))

seklinde ifade edilir.
Ispat.
n-1 n—-1
xv(x) = x ( vl-xi> = z x(v;xt)
i=0 i=0
n-1
Z(H(vl)x + 86(v))x!
=0
n-1
= 0(17 )xit + z 5y (v)xt

n-1

Z (wDx + zagw x4 O X" + 8p(v)x?

=1

- Z 6i-1) +8o@))x! + (6(n1) +8(vp)) (" =1)

p-

3

(9(171 1) + 8 (1)) x'

~
Il
=}

olup ispat tamamlanur.
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Teorem 3.3.4 R halkasindaki n uzunluklu bir € kodunun bir 8¢ —devirli kod
olmasi igin gerek ve yeter kosul C nin R,s, = R[x,6,80]/(x" —1) nin

R[x, 0, 6] —altmodiilii olmasidir.

Ispat. C, R iizerinde n uzunluklu bir 85 —devirli kod olsun. O zaman herhangi
bir c(x) € C icinLemma3.3.3ten xc(x) € C olup her i €N iginx‘c(x) €
C olur. Her a(x) € R[x,0,68p] i¢cin a(x)c(x) € C elde edilir.

Sonu¢ 3.3.5 n bir cift dogal say1 olmak lizere eger C, n uzunlugunda bir

8¢ —devirli kod ise 0 zaman C, R,s, = R[x,0,6¢]/(x™ — 1) inidealidir.

Ispat. n bir ¢ift dogal say1 olsun. O zaman (x™ — 1) cift tarafl1 bir ideal olup bu

nedenle R, s, bir halkadir.

Not 3.3.6 n bir ¢ift dogal say1 olmak iizere R Tlzerindeki n uzunluklu bir
&g —devirli kod, bir merkezi 8¢ —devirli koddur. Fakat bunun tersinin dogru olmadigi

asagidaki ornekte gosterilmistir.
Ornek 3.3.7 C, R iizerinde 4 uzunluklu
flx) = A+2wx*+ 2+ 2wx?+1 = (- 1)((1 +2w)x? - 1)

Polinomunun g(x) = (1 + 2u)x? — 1 sag béleni tarafindan iiretilen bir kod olsun.
f(x), R[x,6,08g] in merkezi polinomu oldugundan C, bir merkezi 64 —lineer
koddur. MAGMA kullanilarak (1 + 3u, 2+ 3u, 1+ 3u, u) € C elde edilir. Fakat
bunun §g —devirsel 6telemesi, yani (3u, 1 +u, 2+u, 1+ u) € C oldugundan C,
R izerinde &g —devirli kod degildir.

Teorem 3.3.8 C, R iizerinde n uzunluklu &4 —devirli kod olsun. O zaman
i. Eger n tekise C, Riizerinde n uzunluklu bir devirli koddur.

ii. Eger n ciftise C, R lizerinde indeksi 2 olan n uzunluklu bir yaridevirli
koddur.
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Ispat.
i. Eger n tekise (n,2) =1 olur. Bunedenle na+2b =1 ve boylece
2b=1—na=1+nl olacak sekilde a, b tamsayisi vardir. Burada
= —a (modn) dir. c(x) =cy+ cyx + c3x% + -+ ¢,,_1x™ ! bir kodsdz

olsun. Lemma 3.2.7 den

x?Pc(x) = x?P(co+ cyx + cpx? + -+ g x™ 1Y)

— C0x2b + C1x2b+1 + ___+Cn_1x2b+7'l—1
olup bu nedenle

xzbc(x) — Cox1+nl +C1x1+nl+1 +"'+Cn_1x(1+nl)+n_1

= CoX + C1x%2 4+ -+ cpx™ T+ ¢y,
c(x) in bir devirsel 6telemesidir. Bu da ispati tamamlar.

ii. € dekiherhangi bir c(x) kodséziiicin x?c(x) € C olup Lemma 3.2.7 den
c(x)x? € C olur. Ayrica genel olarak C devirli degildir. Yani 2, herhangi bir
c(x) € C igin xtc(x) € C olacak sekildeki en kiigiik t tamsayisidir. Bu

nedenle C, indeksi 2 olan quasi-devirli koddur.

Teorem 3.3.9 C, R iizerinde n uzunluklu baskatsayist birimsel olan minimum
dereceli g(x) polinomunu igerecek sekildeki bir &8¢ —devirli kod olsun. O zaman
C ={(g(x)) dir. Ustelik g(x)|(x®—1) dir ve € igin bir baz kiimesi
{9(0), xg(x), ..., x"79eTI®=1g()} dir.

Ispat. C baskatsayisi birimsel olan bir minimum dereceli polinomu icerdigi i¢in ispat

[21] de verilen sonlu cisimlerdekine benzer sekilde yapilir.

Teorem 3.3.9 un tersi de dogrudur.
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Teorem 3.3.10 C, R iizerinde n uzunluklu serbest &4-devirli kod olsun. O zaman
C =(gx))ve gx)|(x™— 1) olacak sekilde minimum dereceli bir g(x) polinomu

vardir.
Ispat. Aciktir.

Ornek 3.3.11 C, R iizerinde x®—1 in g(x) =2+ wx®+2x%+3u sag

boleni tarafindan tretilen 6 uzunluklu bir &, —devirli kod olsun. O zaman

(2 +w)x3 + 2x?% + 3u,
{g(x), xg(x), x>g(x)} = {ux* +2ux®+ (2 +3wWx + 2+ 2u,
(2 + w)x® + 2x* + 3ux?

kiimesi, C kodunun bir bazidir. C nin kardinalitisi 163 tiir.

Simdi, asagida R halkasi iizerinde n uzunluklu bir serbest 5 —devirli kodun iireteg

matrisi verilmistir.

C, Riizerinde x™ — 1 polinomunun g (X) = g, + g;X + g,X* ++--+ g, X" sag boleni
tarafindan tiretilen n uzunluklu 8¢ —devirli kod olsun. C:<g(x)> kodunun {ireteg

matrisi, (n — k) x n tipindeki

Xn—k—lg (X)

L J(n—k)xn

matristir. Daha acgik sekilde eger n — k c¢ift ise
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0 g, g, 9y 0

8,(90) 0(9,)+6,(9,) 0(9,)+6,(9,) 0(9,.)+5,(9.) 0(9,) 0
G= 0 0 go gk—3 gk—2 0

0 0 8,(90)  6(90)+6,(9,) 0(9,.)+5,(9.) 0(9,)
ve n—k tekise

R 9 g, o} 0 0

55(90) 0(9,)+6,(9;) 0(9,)+5,(9,) - 0(91)+5(9) 0(9,) 0
G= 0 0 go gk—S gk—2

i 0 0 0 Qo O Y
seklindedir.

Ornek 3.3.12 Ornek 3.3.11 de verilen C &g-devirsel kodunun iirete¢ matrisi;

3u 0 2 u+2 0 O
20+2 3u+2 O 20 U 0
0 0 3u 0 2 u+2

dir.

9% |
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4. 7, + uZ, + vZ, HALKASINDAKI AYKIRI DEVIRLI KODLAR
Bu boliimde bazi 6zel durumlarda S = Z, + uZ, + vZ, halkasinin yapisi incelenmis
ve bu halka tizerindeki aykiri devirli kodlar tanimlanmis, bu kodlarin iirete¢ ve kontrol

matrisleri verilmistir.

41 Sy = T4 +uZy +vZy, u*> =u, v> =v, uv = vu = 0 Halkas1 Uzerindeki
Aykir1 Devirli Kodlar

Bu kissmda u?=u, v?=v, uv =vu =0 olmak iizere S; = Z, + uZ, + vZ,
halkasinin yapisi incelenmis, S; halkas1 tizerindeki aykir1 devirli kodlar tanimlanmius,
bu kodlarin trete¢ ve kontrol matrisleri verilmistir. Bu kisimda Dertli ve
Cengellenmis'in [ 13] deki makalesinden yararlanilmistir.
a,b,c € Z, olmak lizere S; halkasinin bir s elemani, r = a + ub + vc seklinde
tek tirlii yazilabilir. S; halkasinin 64 tane elemami olup S; Thalkasi
Zyi[u,v]/(u? —u, v —u, uv = vu) bdlim halkasina izomorftur.
S; halkasinin birimsel elemanlari

1, 3, 14+2u, 14+2v, 3+2u, 3+2v, 1+2u+2v, 3+2u+2v
olup birimsel elemanlarin kiimesi

U(Sy) ={a+ub+vc: a€{1,3} ve b,c €{0,2}}

seklinde de ifade edilebilir. S; halkasinin trivial idealleri; 9 € U(S;) olmak iizere
(9)=S5; ve (0)={0} dir. S; halkasinin 2 elemanl idealleri;

(2u), (2v), (2 4+ 2u + 2v)
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4 elemanli idealleri;

(u) = 3u), (v) =@3v), (2+2u), (2+2v), 2u+ 2v), (1+ 3u+ 3v)

8 elemanli idealleri;

(2), QRu+v)y=QRu+3v), (u+2v)=(3u+2v),
24+2u+v)=2+2u+3v), (1+3u+v)=3+u+3v)
B+3u+v)y=1+u+3v), 2+4+3u+2v)=2+u+2v)

16 elemanl: ideallert;

2+u)y=2+3u), 2+3v)=2+v), (1+u+v)=(3+3u+3v)
B+u)y=(1+3u)=3+u+2v)=(1+3u+ 2v),
Bu+3v)=(u+v)=CBu+v)=(u+3v),
B+2u+v)y=(1+3v)=3+v)=(1+2u+3v)

32 elemanl: ideallert;

B+3u)y=(1+u)=1A+u+2v)=(3+3u+ 2v),
(1+v)=3+3v)=(1+2u+v)=(3+2u+3v),
24+3u+v)=2+u+3v)=2+3u+3v)=2+u+v)

dir. S; bir esas ideal halkasidir, fakat bir sonlu zincir halkas1 degildir.

Tamm 4.1.1 S; halkas: iizerindeki n uzunluklu bir kod, S;" nin bir alt kiimesidir.

C lineer kodu, S;" ninbir S; — altmodiiliidiir.
C, S; tzerinde n uzunluklu bir lineer kod olsun.
o: S"- S§" a(al,az, ...,an) = (ap, ay, tyy o, Apy_q)

dontisiimii i¢in eger o(C) = C oluyorsa C bir devirli koddur.
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Ornek 4.1.2 C; = {(2u,0), (0,0)}, S; iizerinde 2 uzunluklu lineer koddur, fakat
(0,2u) & C oldugundan devirli kod degildir.

¢, ={(0,0,0,0), (2v,0,2v,0), (0,2v,0,2v), (2v,2v,2v,2v)}, S; lizerinde 4

uzunluklu bir devirli koddur.

s=a+ub+vc €S, elemaninin Lee agirhig,, w;(r) = (a,a + b,a +c) olarak
tanimlanir. ¢ = (cp, ¢y, ..., Cp1) € S;" vektoriiniin Lee agirhigy; bilesenlerinin Lee
agirhiklarinm toplamdir. ¢;,c, € S;™ olmak ilizere ¢; Ve ¢, elemanlarmin Lee

uzakligi, d;(c;,cy) =wp(cy —cy) olarak tanimlanir.

Ornek 4.13 c=(1+2u+2v, 3u+v, 2u+v) elemaninin Lee agirhigm

bulalim.
w,(1+2u+2v)=(1L,1+21+2)=(13,3)
w,Bu+v)=(0,0+3,0+1)=(0,3,1)
w,u+v)=(0,0+20+1)=(0,21)
olup
w(c)=w,(1+2u+2v)+w,Bu+v)+w,(2u+v)
=(1,3,3)+(0,3,1) +(0,2,1)
= (1,0,1)

bulunur.

Tanim 4.1.4 ®:8,-7L,° da+ub+vc)=(a a+b, a+c) olarak

tanimlanan Gray doniigiimii,

n 3n
¢:S," > 7Ly, Plagay,..,an, a1+ by, ..,ay +by,ay + ¢y, ,a, +Cp)

doniigiimiine genisletilebilir. Bu doniisiim bir Z, —modiil izomorfizmidir.
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Teorem 4.1.5 & Gray doniisiimii Lee uzakligini koruyan bir doniigiimdyir.

Ispat. i=0,12-,n—1 i¢inzy; = a); +uai; + v, z,;=a3; +uaz; +vi;
. n
olmak {lizere z; = (ZLO, ---»Zl,n—l)' Z, = (Zz‘o, ...,Zz‘n_l) € S;" olsun. O zaman

Zy —Zy = (Zl,O —Z30) - Z1n-1 " ZZ,n—l) ve @(z; —z;) = P(z1) — P(z,) olup
d(z1,2;) = wi (21 — z3) = wi(@(21 — 23))
= w(®(z1) — P(2,)
= d,(P(z1), (7))
elde edilir.

Teorem 4.1.6 Eger C self ortogonal ise &(C) de self ortogonaldir.

Ispat. a,, by, c1, ay, by, ¢, €Z, olmakiizere x; =a, +ub; +vc; Vex, =

a, +ub, + vc, i¢in
X1X, = a;a, + u(ab, + bia, + byb,) + v(ac, + azcq + ¢1¢3)

olup C selfortogonal oldugundan a;a, =0, a,b,+ b;a, +b,b, =0, a;c, +

a,c, + cic, = 0 dir. Buradan da
D(x)@(x;) = (a1, ag+by, ag+c)(az az+by, a;+cy)
= (a,a,, by, + bya, + bib,, a;a, +a;c, + a,cq + c1Cy)
=0

oldugundan @ (C) de self ortogonaldir.

a = (ap ay, ., a3p-1) = (a@a®|a@) € 2,°" olsun. o :2Z," > Z," déniisiimii

her a(l) e (a(llo)’ a(lll)’ e , a(lln_l)) lgln

o(a®) = (aln=, g0, gD ... gln-2)
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olarak tanimlanan devirsel 6teleme olmak tizere

0: 2, -7, @)= (a(a(o))| o(a®)| a(a(z)))

donligiimiint tamimlayalim. Eger ¢@(C) = C oluyorsa Z, tizerindeki 3n uzunluklu

bir koda indeksi 3 olan yar: devirli kod denir.

Onerme 4.1.7 @:5," - Z,°" Gray doéniisimii, o bir devirsel dteleme ve

¢:7,°" - 7,°" yukarida tanimlanan déniisiim olsun. O zaman @®o = @& dir.

ispat. a = (ay,...,a,_1) ER™ ve i=0,1,..,n—1 icin a?, a}, a? € Z, olmak

lizere a; = a? +ual +va? olsun. @ nin tanimindan
— (0 0 0 0, 1 0 1 0 2 0 2
®(a) = (ag,ai, ., An_1,a5 + g, ..., Qn_q1 + An_q1, a9 + a§, ..., 0p_1 + a5_1)

olup buna ¢ doniisiimii uygulanirsa

0 0 0 0 1 0 1
o((@)) = <an_1, ad,..,ad_,, al_;+at_,, .,ad_, + an_2,>
- 0 2 0 2
An 1+ an_1, ., Qn_o +an_,

elde edilir. Diger taraftan o(a) = (a,_1,ag, ---,an_») Olupbuna @ uygulanirsa

dJ(U(a)) =

0o 0 0 0 1 0 1

<an_1, ad,.,al_,, ad_;+al_;,..,al_, + an_2,>

0 2 0 2
@  +a2 q,..,a% , +ad>,

bulunur. Buradanda &g = @& oldugu goriliir.
Teorem 4.1.8 C nin S; iizerinde n uzunluklu bir devirli kod olmas i¢in gerek

ve yeter kosul @(C) nin 3n uzunluklu Z, deki 3 indeksli bir yar1 devirli kod

olmasidir.
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Ispat. =: C, S, iizerinde bir devirli kod olsun. O zaman o(C)=C olup
@(a(C)) = p(®(C)) = ®(C) oldugundan @(C) 3 indeksli bir quasi-devirli koddur.
&: @(C), indeksi 3 olan bir quasi-devirli kod olsun. O zaman ¢ (@(C)) = ¢(C)
dir. Onerme 4.1.7 den <p(d>(C)) = (D(a(c)) = @(C)olup @ birebir oldugundan
o(C) = C olur. Boylece C bir devirli kod olur.

Simdi S; halkasi iizerindeki aykir1 devirli kodlar1 tanimlayalim. S; tlizerindeki trivial

olmayan bir 6 doniistimiinii a, b, c € Z, olmak iizere
0:5,-S;, Oa+ub+vc)=a+uc+vb
olarak tanimlayalim. Her x = a; + ub; + vc;, y = a, + ub, + vc, € S; igin

0(x+y) = 9((a1 + ub; +vey) + (ay, +ub, + vcz))
= 9((a1 +a,) + u(by + b,) +v(c; + cz))
= (a1 + az) + ulcy + ¢3) + v(by + by)
= (a; + ucy + vby) + (a, + uc, + vb,)
= 0(a, + ub; + vcy) + 0(a, + ub, + vcy)

=0(x) +6(y)

ve

O(x-y) = 9((a1 + ub; +vcy) - (ay + ub, + vcz))
= 9((a1a2) + u(a,b, + bya, + byb,) +v(a,c, + c;c, + alcz))
= a,a, + u(a,;c, + a,c; + ci¢,) + v(ayb, + a,b; + byb,)

= (ay + uc; +vby) - (a, + uc, + vb,)

6(x) - 6(y)

oldugundan 6 bir homomorfizmdir.
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0(a, + uby + vcy) = 6(a, + ub, + vey) = aq +ucy +vb, = a, +uc, + vb,

olup a; =a,, by =b,, ¢y =c, oldugundan a, + ub; + vcy = a, + ub, + vc,
elde edilir. Bu nedenle 6 doniisiimii birebirdir. Her a + uc+ vb € S; igin
6(a+ub+vc) =a+uc+vb olacak sekilde bir a+ub+vc€S; var

oldugundan 6 doniistimii ortendir. O halde 6 doniisiimii bir otomorfizmdir.
6%(a+ub +vc) =0(0(a+ub+vc)) =6(a+uc+vb) =a+ub+vc
oldugundan 6 otomorfizminin derecesi 2 dir.

Lemma 4.1.9 s, S; halkasmin birimsel eleman1 ise 6(s) de S; halkasinin bir

birimsel elemanidir.

Ispat. s=a+ub+wvc, S; halkasinmn bir birimsel elemani olsun. O zaman
a€{1,3} ve b,ce{0,2} olur. 8(s)=6(a+ub+vc)=a+uc+vb olup
a € {1,3} ve b,c € {0,2} oldugundan 6(s) de S, in birimsel elemani olur.

Lemma 4110 S,°={a+ub+vc: abc€Z, b=c}, S, halkasmin 6

otomorfizmi tarafindan sabit birakilan bir alt halkasidir.

Ispat. $,% nin S, halkasmmn bir alt halkasi oldugu kolaylikla gosterilir.

a+ub+vce519 olsun. O(a+ub+vc)=a+uc+vb olup a+ub+vc
nin @ otomorfizmi altinda sabit kalmasi i¢in gerek ve yeter kosul b = ¢ olmasidir.

Bu da ispat1 tamamlar.

Si[x, 0] ={ag+a;x + ayx*+ -+ a,_x"1: a; €S;, n €N} kiimesi

tizerindeki toplama bilinen polinom toplamasi olarak ve ¢arpma islemi ise

(axt) - (bx!) = aBi(b).x'* (4.1)
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seklinde tanimlansin. (4.1) de tanimlanan ¢arpma islemi, S;[x, 6] kiimesinin tim
elemanlarina lineer olarak genisletilebilir. S;[x, 0] kiimesi bu islemlerle bir aykiri

polinom halkasidir.
3x, (u+2v)x € S;[x,60] elemanlar i¢in

(3x). ((w + 2v)x) = 30 (u + 2v)x? = 3(2u + v)x? = (2u + 3v)x?
((u+2v)x)(3x) = (u + 2v)0(3)x? = (u + 2v)3x? = (3u + 2v)x?

olup (3x). ((u + Zv)x) * ((u + 2v)x)(3x) oldugundan S;[x,0], degismeli

olmayan bir halkadir.

Tanmm 4.1.11 C € S;" olsun. Eger €, S;" nin bir alt modili ve her
¢ =(c1, ¢z ,¢p) €EC igin  a(c) = (0(cy),0(cy), ..., 0(ch_1)) EC  oluyorsa
C, n uzunluklu bir aykir1 devirli kod (6 —devirli kod) dur.

Ornek 4.1.12 € = {(0,0), (0,2u), (2v,0), (2v,2u)}, bir aykir1 devirli koddur.
Her f(x)+ (x™—1) € S;[x,0]/(x™ —1) ve s(x) € S;[x,0] igin

s)(f) +(x" = 1)) =s(x)f(x) + (x" - 1)
Islemiyle S;[x,0]/(x™ — 1), birsol S;[x,8] — modiildiir.
Teorem 4.1.13 S,[x,60]/(x™ — 1) deki n uzunluklu bir C kodunun bir aykiri
devirli kod olmasi igin gerek ve yeter kosul C nin S;[x,0]/(x™ —1) sol
S:[x, 8] —modiiliiniin bir sol S, [x, 8] —altmodiilii olmasidir.
Ispat. > : C, S;[x,0]/(x™ —1) de n uzunluklu aykir1 devirli kod ve c,c’' € C

olsun. c(x) =c; +cx+-+cpx™rvec'(x) =cy+chpx+ -+ cpx™ L olup C

lineer oldugundan c + ¢’ € C ve C devirli oldugundan her i i¢in x‘c(x) € C olur.
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Boylece her p(x) € S;[x,0]/(x™—1) igin p(x).c(x) €C oldugundan
C, Sil[x,0]/(x™—1) sol S,[x,8] —modiiliiniin bir sol S, [x, 8] —altmodiilii olur.

<: C, S;[x,0]/{(x™ — 1) sol S;[x, 0] —modiiliiniin bir sol S,[x, 8] —altmodiilii ve
c,c’ € C olsun. C bir S;[x, 8] —altmodiil oldugundan ¢ +c’ € C ve x‘c(x) € C

olur. Boylece C, S;[x,60]/(x™ — 1) de n uzunluklu aykir1 devirli kod olur.

Sonug 4.1.14 n bir gift dogal say1 olmak tizere eger C, S;[x,0]/(x™" —1)de n

uzunluklu aykiri devirli kod ise 0 zaman C, S;[x,8]/(x™ — 1) nin bir idealidir.

Ispat. n bir ¢ift dogal sayr olsun. O zaman (x™ —1) iki tarafli ideal olup
Si[x,0]/(x™ — 1) bir halkadur.

Teorem4.1.15 C, S;[x,0]/(x™ — 1) de n uzunluklu aykir1 devirli kod ve f(x)
de C de baskatsayisi birimsel eleman olan minimal dereceli polinom olsun. Eger
f(x), «x"-1 polinomunun bir sag boleni ise  C = (f(x)) dir ve

(f(x), xf (%), X2f(x), ..., x""9er@)-1£(x)} kiimesi C igin bir bazdir.
Ispat. Sharma, Bhaintwal [11] deki Teorem 14 iin ispatina benzer sekilde yapilir.

C =(f(x)), x™—1 polinomunun bir sag bdleni tarafindan tiretilen S, lizerinde bir
n - uzunluklu aykir devirli kod olsun.  f(x) = fy + fix + fox? + -+ + fix* olmak

tizere C kodunun tirete¢ matrisi

)
xf (x)
x*f (x)

xn_k_lf(x) (n—-k)xn

seklindedir. Daha acik sekilde ifade edilirse eger n — k ¢ift ise
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f, 1 f, f, 0 0 0
0 e(fo) H(fl) ' H(fk—l) H(fk) 0
G=/0 0 f, S f, f 0
10 0 0 f, f,f, f
seklindedir.

Ornek 4.1.15 fy=f,=1+2u+2v, fi=f,=fz=2+2u+2v olmak
lizere f(x)=fo+ fix+ fox? + fzx3 +fox* ve  hg=3+2u+2v, hy, =
1+ 2u+ 2v, hi = h, = hy = 24+ 2u+2v olmak tizere h(x) = hy +
hix + hx? + h3x3 + hyx* olsun. O zamanx® — 1 = h(x) - f(x) olur. C, x® —1
polinomunun sag béleni olan f(x) tarafindan tiretilen 8 uzunluklu bir aykir1 devirli
kod ise  {f(x), xf(x), x2f(x), x3f(x)} kimesi C kodu i¢in bir bazdir. Bu

durumda C kodunun iireteg matrisi;

fy f; f, fy f, 0
o |0 6(f) 6(t) 6(t) o(f) 6(1,)
0 fy f, f, f, f,
00 6(f) o(f) a(f,) o(t) 6(f,)
1+20+2v 2+2u+2v 2+2u+2v 2+2u+2v 1+2u+2v 0 0 0
~ 0 1+20+2v 24+2u+2v 2+20+2v 2+2u+2v 1+2u+2v 0 0
- 0 0 142042V 24+2u+2v 24+2u+2v 2+2u+2v 1+2u+2v 0
0 0 0 14204+2v 242u+2v 24+42u+2v 24+2u+2v 1+2u+2v
dir.
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Lemma 4.1.16 n ¢ift dogal say1 ise x™ —1, S;[x,0] nin merkezi elemanidir,
yani f(x), h(x) € S;[x,0] igin x™ —1 = h(x).f(x) = f(x).h(x) dir.

Lemma 4.1.17 f(x), x™—1 polinomunun monik sag béleni ve n ¢ift pozitif
tamsay1 olmak tizere C, f(x) tarafindan iiretilen n uzunluklu bir aykir1 devirli
kod olsun. O zaman c(x) € S;[x,60]/(x™ — 1) elemanmin C de olmasii¢in gerek
ve yeter kosul x™ — 1 = h(x)f(x) olmak tizere S;[x,0]/(x™ — 1)dec(x)h(x) =0

olmasidir.

Ispat. c(x)€C olsun. O zaman c(x)=k(x)f(x) olacak sekilde bir
k(x) € S;[x,0]/(x™ — 1) vardir. Béylece Lemma 4.1.16 dan S;[x,0]/(x™ — 1) de
c(x)h(x) = k(x)f(x)h(x) =0 elde edilir. Tersine bir c(x) € S;[x,0]/(x™ — 1)
icin S;[x,0]/(x™ — 1) de c(x).h(x) = 0 oldugunu kabul edelim. O zaman

c(h(x) = p)(x" = 1) = p(x)h(x)f (x) = p(x)f () h(x)

olacak sekilde bir p(x) € S;[x,0] eleman1 vardir. Boylece c(x) = p(x)f(x) olup
c(x) € C elde edilir.

Teorem 4.1.18 n bir ¢ift pozitif tamsay1 olmak tizere S; tizerindeki n uzunluklu bir
C aykin devirli kodu, h(x) = hy + hyx + hyx? + -+ hyx® € S;[x,0] icin
x™ —1=h(x)f(x) olacak sekildeki f(x) tarafindan iiretilsin. O zaman C+* dual

kodunun iireteg matrisi, k tek pozitif tamsay1 ise

. 0(h.,) h, 6(h,) 0

0 o(h) - h 0o(h) 0

H=|{0 0 h, 6(h,) 0
0 0 g(ho)_(nik)xn

ve k ¢ift pozitif tamsay1 ise
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'h o(h.,) hy, O 0]

o(h) o(h,) - 0

H=/0 0 h, o(h) 0
_o 0 g(hk) ho_(n—k)xn

seklindedir.

Ispat. k tek pozitif tam say1 olsun. c(x) = ¢y + ¢;x + =+ + ¢, 1 € C alalim.
Lemma 4.1.17 den S;[x,0]/(x™—1) halkasinda c(x)h(x) =0 oldugundan
(co +c1x + -+ o1 x™ D (hg + hyx + =+ + hyx®) polinomundaki

k k+1
—

xk, x n—1

X terimlerinin katsayilar1 sifir olur. Boylece

COhk + Cle(hk_l) + Cth—Z + -+ Cke(ho) = O
c10(hy) + cahg—q + c360(hg—1) + -+ Ckr1hg =0

Cohy + €30 (hy—1) + cahy_y + -+ + c420(hg) =0

Cnk—1hk + Cn_k@(hg—1) + Cpg—1hg—p + -+ + cp420(hg) =0

bulunur. ¢ € Cicin cHT = 0olup GHT = 0 elde edilir. H nin satirlar her bir ¢ €
C ye ortogonal oldugundan span H € C' olur. Lemma 4.1.9 dan H tiim kdsegen
bilesenleri birimsel olan alt ticgensel matris oldugundan H determinanti sifir olmayan
(n — k) X (n — k) tipindeki alt matrisi i¢erir. Bu nedenle H nin tiim satirlar1 lineer
bagimsiz olup |span H| = |S;|™% olur. |C|.|C*| = |S;|* ve |Ct| = |S{|™ % olup
span H = C* olur. Béylece H, C' igin bir iirete¢ matrisidir. k nin ¢ift pozitif

tam say1 olmas1 durumu da benzer sekilde gosterilir.

Ornek 4.1.19 Ornek 4.1.15 te verilen € kodunun kontrol matrisi:

h, H(hz) h, '9(hl) hh 0 0 0
g0 0(h) ho(h) b 6(h) 0 0
0 h o(h) b o(h) b 0

[0 0 0 oh) hy O(h) b O(h)]
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1+20+2v 2+2u+2v 24+2u+2v 2+2u+2v 3+2u+2v 0 0 0

~ 0 1+20+2v 2+2u+2v 2+2u+2v 2+2u+2v 3+2u+2v 0 0
- 0 0 1+20+2v 242042V 2+2u+2v 24+2u+2v 3+2u+2v 0
0 0 0 1+20+2v 242u4+2v 242u+2v 2+2u+2v 3+2u+2v

dir.

4.2 Sy =74 +uly +vZ,, u*=1, v* =1, uv = vu = 0 Halkas1 Uzerindeki
Aykiri Devirli Kodlar

Bu kissmda u? =1, v =1, uv =vu =0 olmak iizere S, = Z, + uZ, + vZ,
halkasinin yapisi incelenmis, S, halkasi tizerindeki aykir1 devirli kodlar tanimlanmus,

bu kodlarin tirete¢ ve kontrol matrisleri verilmistir.

a,b,c € Z, olmak iizere S, halkasinin bir s elemani, r = a + ub + vc seklinde
tek tiirli yazilabilir. S, halkasinin 64 tane eleman1 olup S, halkasi
Z4u,v]/(u? — 1, v — 1, uv = vu) béliim halkasina izomorftur.

S, halkasinin birimsel elemanlari;

1,3, u,v,3u,3v,2+u,1+2u,3+2u,2+3u,2+v,1+2v,3+2v,2+ 3v,u+ v,
u+2v,u+3v,2u+v,2u+3v,3u+2v,3u+v,3u+3v,14+u+v,14+u+3v
1+2u+2v,1+3u+v,1+3u+3v,2+u+2v,24+2u+v2+2u+ 3v,
2+3u+2v,3+u+v,3+u+3v,3+2u+2v,3+3u+v,3+3u+3v

dir. .S, halkasimnin trivial idealleri; S, ve (0) = {0} dir. S, halkasinin trivial olmayan
tek ideali 8 elemanli olup

(2) ={0,2,2u,2v,2 + 2u,2 + 2v,2u + 2v,2 + 2u + 2v}

dir.
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S, tlizerindeki trivial olmayan bir ¢ doniisimini a,b,c € Z,0lmak ¢:S, -

S,, @(a+ub+ vc) =a+u(3b) +v(3c)
olarak tanimlayalim. Her x = a; + ub; + vcy, y = a, + ub, + vc, € S; i¢in

p(x +y) = o((a; + uby + vey) + (a; + ub, + vcy))
= 0((ay + az) + u(by + by) + v(cy + c3))
= (a, + a,) +u3(b; + b) + v3(cy + ¢3)
= (a; + u(3by) + v(3cy)) + (a; + u(3b,) + v(3cy))
= 0(a, + uby +vcy) + 0(a, + ub, + vey)

= o(x) + o)

ve

o(x-y) = p((ay + ub; + vey) - (a; + uby + vcy))
= go((alaz + b;b, + cic;) + u(a,b, + bia,) + v(a,cy, + Claz))
= a,a, + byb, + c;c; + u3(a,b, + bya,) + v3(asc, + c1ay)

= (ay + u(3by) + v(3cy)) * (az + u(3by) + v(3cy))

o(x) o)

oldugundan ¢ bir homomorfizmdir.

Cekp ={a+ub+vceS,: pla+ub+vc) =0}
={a+ub+vce€S,: a+u(3b)+v(3c) =0}
={a+ub+vceS,: a=0, b=0, ¢c=0}

= {0}

oldugundan ¢ birebirdir.
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Her a+ u(3b) +v(3c) €S, igin @(a+ ub + vc) = a + u(3b) + v(3c) olacak
sekilde bir a + ub + vc € S, var oldugundan ¢ Ortendir.

O halde ¢ doniisiimii bir otomorfizmdir. Her x = a + ub + vc € S, igin

@%(a+ub +vc) = p(p(a+ ub + vc))
= ¢@(a+u(3b) + u(3c))
=a + u3(3b) + u3(3c)

=a+ub+wvc
oldugundan @?(x) = x dir. Dolayisiyla ¢ nin derecesi 2 dir.

Lemma4.2.1 s, S, halkasinda birimsel elemanise @(s) de S, halkasinda birimsel

elemandir.

Lemma4.2.2 S,% = {a +ub+vc:b,c€ {0,2}}, S, nin ¢ otomorfizmi tarafindan
sabit birakilan bir alt halkasidir.

Ispat. x=a, +ub, +vc;, y=a,+ub, +vc, €5, alalm. O zaman
a;,a, €Z, Ve by, by cq,cy €02} olur. (a; +ay,) €Z,, (by+by) €{0,2},
(c; +¢,) €{0,2}  olup x+vy=_(a;+a,)+ulb; +by) +v(c; +¢;) €5,°
bulunur. a,a, + bib, + cic, € Zy, a1b, + bia, € {0,2}, a,c, + cya, € {0,2}

olup

x.y = (a; + uby + vcy)(a, + uby, + vey)
= a,a, + ua b, +va,c, + ubja, + b b, + vcia, + cqc,

= (aya, + byb, + c1¢,) + u(a,b, + bia,) + v(asc, + cia,) € S,¢

oldugundan S,?, S, nin bir alt halkasidir. a + ub + vc € S? ise b,c € {0,2} olup
3b,3c € {0,2} dir. @(a+ub+ vc) =a+u(3b)+ v(3c) olup a+ub+ vc nin
¢ altinda sabit kalmasi igin b, ¢ € {0,2} olmasidir.
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Sy[x, 0] = {ap + a;x + a,x? + -+ a,_1x"1: a; €S, n €N} kiimesi

tizerindeki toplama bilinen polinom toplamasi olarak ve ¢arpma islemi ise
(axt) - (bx!) = ap'(b).x'*

seklinde tanimlansin. Bu ¢arpma islemi S,[x, ¢] kiimesinin tiim elemanlarina lineer

olarak genisletilebilir. S,[x, @] kiimesi bu islemlerle bir aykir1 polinom halkasidir.

m

Teorem 4.2.3  Z(S,) ={Zaix2‘ A= SZ‘/’} dir.

i=0

ispat. D ={Xl_,dix*|d; €S,°} ve p=3l_,dx?|d; €D olsun. Negatif
olmayan herhangi bir i ve her d; €S, i¢cin ¢ otomorfizminin derecesi 2
oldugundan x2'd; = (¢?)'(d;)x?" = d;x?*" oldugu elde edilir. Bu x%' € Z(S,)
olmasmi gerektirir. Dolayisiyla p =dy + dyx? + -+ d;x?" formundaki tiim
polinomlarin Z(S,) oldugunu gosterir. Tersine, p = py + p1x + - + prx* € Z(S,)
olsun. Budurumda xp = px dir. Dolayisiyla, tiim p; ler ¢ tarafindan sabit birakilir
ve p; € S,% dir. Ayrica, ¢@(d;) # d; olacak sekilde bir d; € S olarak segilirse, d;p =
pd; bagintisindan 2 ile bdliinemeyen tiim { indisleri i¢in p; = 0 olur. Dolayisiyla,
D =po+1:x* +pux*+--+px? €D elde edilirr Buradan Z(S,) €D

oldugundan, ispat tamamlanir.

Sonu¢ 4.2.4 x™ —1 € Z(S,) olmasi i¢in gerek ve yeter kosul 2|m olmasidir.
Ornek 4.2.5 p(x) = (1 +3u+3v)x? +u, gx)=AQ+u+v)x igin
p(x) =xq(x) +u ve p(x)=1+2u+2v)x+qlx)+u oldugundan

S,[x, @] halkasi, oklidyen halka degildir.

Tamm 4.2.6 C < S," olsun. Eger C, S, nin bir altmodiili ve herc=

(c1,€9, ., ) EC igin a(c) = (go(cn),go(cl), ...,go(cn_l)) € C oluyorsa C, n
uzunluklu bir aykir1 devirli kod (¢ —devirli kod) dur.
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Ornek 4.2.7

(0,0),(0,2),(2,0),(2,2),(0,2u), (2u,0), (2u, 2u), (0,2v), (2v, 0), 2v, 2v)
(2,2u), 2u, 2), (2,2v), (2v, 2), 2u, 2v), (2v, 2u), (0,2 + 2u), (2 + 2u, 0)
(24 2u,2+ 2u),(0,2 + 2v), (2 + 2v,0), (2 + 2v,2 + 2v), (2,2 + 2u),
(24 2u,2),(2,2+2v), (2 + 21v,2), Qu + 2v,0), (0,2u + 2v),

(2u, 2 + 2v), (2 + 2v,2u), (2v, 2 + 2v), (2 + 2v, 2v), (2u, 2u + 2v),
Qu+ 2v,2u), Qu + 2v,2 + 2u), (2 + 2u, 2u + 2v), 2u + 2v,2 + 2v)
(24 2v,2u+2v), 2+ 2u,2 + 2v), (2 + 2v,2 + 2u), Qu + 2v,2u + 2v) |’

0,24+ 2u+2v),2+ 2u+2v,0),(2,2 4+ 2u + 2v), (2 + 2u + 2v, 2),
Qu,2 +2u+ 2v),(2 + 2u + 2v,2u), 2v, 2 + 2u + 2v), (2 + 2u + 2v, 2v),
2+2u,2+2u+2v),2+2u+2v,2+2u),(2 +2v,2 + 2u + 2v)
24+ 2u+2v,2+ 2v), 2Qu + 2v,2 + 2u + 2v),
(24 2u+2v,2 4+ 2u + 2v) J

S, halkasi tizerinde 2 uzunluklu bir aykir1 devirli koddur.

f(x),g(x) € S;[x, @] ve g(x) in bagkatsayis1 birimsel olsun. O zaman r(x) = 0 veya
der(r(x)) < der(g(x)) olmak iizere f(x)=q(x)g(x)+7r(x) olacak sekilde
q(x),r(x) € Sy[x, @] vardir.

p(x), S, lzerinde derecesi n olan bir polinom olmak tzere
Sy" = S,[x, 01/(p(x)) olsun.  S;", r(x)(c(x) + (p()) = r(x)c(x) + (p(x))
islemiyle bir sol S,[x, ¢] —modiildiir.

Teorem 4.2.8 S,[x,@]/{(x™ —1) den uzunluklu bir C kodunun bir ¢ — devirli
kod olmasi icin gerek ve yeter kosul C nin S," S,[x, @] —modiiliiniin bir sol
S,[x, @] —altmodiilii olmasidir.

Ispat. Teorem 4.1.13 iin ispatina benzer sekilde yapulir.

Sonu¢ 4.2.9 n bir ¢ift dogal say1 olmak tizere eger C, S,[x,@]/(x™ —1) de n

uzunluklu aykiri devirli kod ise 0 zaman C, S;[x, @]/(x™ — 1) nin bir idealidir.

Ispat. Sonug 4.1.14 {in ispatina benzer sekilde yapilir.
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Teorem 4.2.10 C, S,[x,@]/{(x™ —1)de n uzunluklu aykir1 devirli kod ve f(x)
de C de baskatsayisi birimsel eleman olan minimal dereceli polinom olsun. Eger
f(x),x™—1  polinomunun bir sag boleniise € = (f(x)) dirve {f(x), xf (x),

x2f(x), ..., x”_der(f(x))_lf(x)} kiimesi C icin bir bazdur.

C =(f(x)), x™—1 polinomunun bir sag bdleni tarafindan tiretilen S, ilizerinde bir
n - uzunluklu ¢ — devirli kod olsun. f(x) = fo + fix + fox? + - + fi.x*® olmak

tizere C kodunun iirete¢ matrisi

f(x)
I[ xf (x) ]I
[ x2f(x) |
Lc”‘k‘.lf(x)J

(n—=k)xn

seklindedir. Daha acik sekilde ifade edilirse eger n — k ¢ift ise

f, f, f, 0 0

0 €0(f0) (0(f1> " (/’<fk-1) W(fk) 0

G=/0 0 f, f, f f, 0
00 0 o(f) off) off,) ¢(fk)_

f, f f, f, 0 0 0
0 (0( fo) ¢(f1) : ¢’( fk—l) (0( fk) 0 0
G=|0 0 f, f, f, 0
00 0 f, f, f, f |
seklindedir.
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Ornek 4.2.11 C, x'° —1 insagbéleniolan

fx) = Q+u+2v)x>+ Q2+ 2v)x*+ 2+ 2v)x3 + (2 + 2v)x? +
(24+2v)x+ (2+ 3u+2v)

tarafindan tretilen S, tizerindeki 10 uzunluklu bir ¢ — devirli kod olsun. k =5

oldugundan C kodunun baz kiimesi {g(x),xg(x),x?g(x),x3g(x),x*g(x)} dir.

xg(x) =x.2+u+2v)x>+x.(2+2v)x* + x. (2 + 2v)x3 + x. (2 + 2v)x?
+x.(24+2v)x +x.(2+ 3u + 2v)

=02 +u+2v)x®+ @2+ 2v)x> + 2 + 2v)x* + (2 + 2v)x3
+ @2+ 2v)x* + (2 + 3u + 2v)x

=2+3u+2v)x°+ @2+ 2v)x° + (2 + 2v)x* + (2 + 2v)x3
+Q2+2v)x*+ (2 +u+2v)x

x2g(x) = x2(2 +u + 2v)x° + x2(2 + 2v)x* + x%2(2 + 2v)x3 + x2(2 + 2v)x?
+x2(2 + 2v)x + x2(2 + 3u + 2v)
= @22+ u+2v)x7 + @22 + 2v)x® + 9% (2 + 2v)x°
+ @22 + 2v)x* + 9% (2 + 2v)x3 + 9% (2 + 3u + 2v)x?
=Q+u+2v)x"+ Q2 +2v)x% + (2 + 2v)x° + (2 + 2v)x*

+ 2+2v)x3+ (2 + 3u + 2v)x?

x3g(x) =x3Q2 +u+2v)x5 + x32 + 2v)x* + x3(2 + 2v)x3 + x3(2 + 2v)x?
+x3(2 +2v)x + x3(2 + 3u + 2v)
=32 +u+2v)x® + @32+ 2v)x7 + @32 + 2v)x°
+¢3(2 + 2v)x° + @3 (2 + 2v)x* + @3(2 + 3u + 2v)x3
=Q+3u+2v)x8+ Q2+ 2v)x” + 2+ 2v)x® + (2 + 2v)x°

+2+2v)x*+ (2 +u+2v)x3
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x*g(x) = x*2 +u+2v)x° + x*(2 + 2v)x* + x*(2 + 2v)x3 + x*(2 + 2v)x?

+x*(2 + 2v)x + x*(2 + 3u + 2v)

=@*2+u+2v)x° + p*(2 + 2v)x8 + @*(2 + 2v)x7

+ @*(2 + 2v)x® + @*(2 + 2v)x° + @*(2 + 3u + 2v)x*

=QR+u+2v)x°+ Q2+ 2v)x®+ (2 +2v)x” + (2 + 2v)x®

+(2 4+ 2v)x> + (2 + 3u + 2v)x*

oldugundan C = (g(x)) kodu i¢in iirete¢ matrisi,

[ 9() ]
[ xg(x) |
6 = |x2g)|
[x3g ()]
x*g(x)

[2430+2v 2+

0 2+
0 0
0 0
0 0

24V
2+
2+3U+2v

0
0

24N 2+
240 2+
240 2+
24U+v 24
2+3u+2v

dir. Urete¢ matrisinin Gray doniisiimii;

r220
000
000

looo
000

dir.

220
230
000
000
000

220
220
210
000
000

220
220
220
220
000

220
220
220
220
210

24U+2v

2+
2+
2+2V
242V

220
220
220
220
220

0

2+3U+2v

2+V
2+ 2V
24V

000

210
220

220
220

0
0

2+U+2v

2+ 2V

242V

000

000
210

220
220

000

000
000

210
220

0
0
0

2+3u+2v

242V

0007

000
000

230

oooJ

0
0
0
0

2+U+2v ]
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Ornek 4.2.12 C, x'°—1 insagboleni olan

h(x) = Q+u+2v)x>+ Q2 +2v)x* + 2+ 2v)x3 + (2 + 2v)x% + (2 + 2v)x
+(24+u+2v)

tarafindan tiretilen S, tizerindeki 10 uzunluklu bir ¢ — devirli kod olsun.
k=5 (der(h(x)) = 5), n=10o0lup (x™ %1 =x10-5-1= x4

{h(x), xh(x),x*h(x),x3h(x),x*h(x)} olan bir devirli kod iiretir. C = (h(x)) kodu

i¢in kontrol matrisi,

[ A() ]
| xh(x) |
H=|x2h(x)|
[x3h(x)]
Lx*h(x))
24U 2+ 24+ 24N 24N 24U+ 0 0 0 0
0 243u+2v 24y 24 2+ 2+ 243U+ 0 0 0
= 0 0 24U+ 24V 24y 24V 24 24U+ 0 0
0 0 0 2+3u+2v 24 2+ 2+ 2+ 2+qu+v 0
0 0 0 0 24UV 2+ 2+ 2+ 2+ 24U+
seklindedir.
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5. SONUCLAR VE ONERILER

Bu tezde oncelikle bir otomorfizm kullanilarak tanimlanan aykiri polinom halkalarinin
cebirsel Ozellikleri incelenerek bu halkalar tizerindeki aykiri devirli kodlar

arastirilmastir.

Bu tezin iigiincii boliimiinde u? =1 olmak iizere Z, + uZ, halkas: iizerindeki
6(a+ub) =a+ (u+2)b otomorfizmi ve 6y tiiretimi kullanilarak tanimlanan
aykir1 polinom halkasinin cebirsel 6zellikleri incelenmis, bu halka tizerindeki aykir
devirli kodlarin iirete¢ ve kontrol matrisleri verilmistir [11].

Bu tezin dordiincii bolimiinde u? =u, v =v, ww=vu=0 olmak iizere
6(a + ub + vc) = a + uc + vb otomorfizmi kullanilarak Z, + uZ, + vZ, halkasi
tizerindeki aykiri polinom halkasi tanimlanmis, bu halka tizerindeki aykiri devirli
kodlar ¢aligilmis ve bu kodlarin iireteg ve kontrol matrisleri verilmistir [13]. Ayrica
u?=1, v2=1, ww=vu=0 olmak iizere Z, + uZ, + vZ, halkas: iizerindeki
aykirt  polinom halkast  6(a+ ub +vc) = a+ u(3b) + v(3c) otomorfizmi
kullanilarak tanimlanmis ve bu halkanin 6zellikleri incelenmis, bu halka tizerindeki

aykir1 devirli kodlar ¢alisilmis ve bu kodlarin {irete¢ ve kontrol matrisleri verilmistir.
Bu tezdeki ¢alismalar Z,s + uZ,s + vZ,s halkasina genellenebilir. Ayrica baska

halkalar iizerindeki aykir1 devirli kodlar calisilabilir, bu kodlarin iirete¢ ve kontrol

matrislerinin yapisi aragtirilabilir.
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