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SIMGELER VE KISALTMALAR

Bu calismada kullanilmig simgeler ve kisaltmalar, aciklamalar1 ile birlikte asagida

sunulmugtur.

Simgeler

H<G,H<G

NG
[z, y]
(X)
[X,Y]
XG

Coreg(H), Hg

Vel
¥s(G)
Z(G)
Ca(X)
Ne(X)
d(K)

Go
FSym(Q)
Aut(G)
End(G)
Cp

Cpoe

G : H|
GxH
H! K

Agiklamalar

H, G nin altgrubu, 6z altgrubu
N, G nin normal altgrubu

Lyy, x in y ile eslenigi

y(x), z in y altindaki goriintiisii ya da y~
ry ey = x712Y, x ile y nin komiitatorii

X tarafindan iiretilen grup

([z,9] |z € X,y eY)

(7'Xg | g € G), X in G igindeki normal kapanist
ﬂgeG HY9, H nin G igindeki koru

(G, G], G nin komiitator altgrubu

G nin agagl merkez serisinin s-yinci terimi

G nin merkezi

X in G i¢indeki merkezleyeni

X in G igindeki normalleyeni

Coziilebilir K grubunun ¢oziilebilir uzunlugu

a nin G igindeki (nokta) dengeleyeni

() iizerinde sonlumsu permiitasyonlar grubu

G nin otomorfizma grubu

G nin endomorfizmalarinin kiimesi

{(a | a? = 1), p mertebeli devirli grup

(a; | a} =1,al = a;,i=1,2,...), yardevirli p-grup
H nin G igindeki indeksi

G nin H ile yaridirekt ¢arpimi

H nin K ile standart ¢elenk carpimi



1. GIRIS

! saglayan grup hipermerkez?

1942’de Kurosh ve Chernikov'un “Normalleyen sartini
midir?” sorusuna olumsuz cevap Heineken ve Mohamed tarafindan merkezi birim ve
her 6z altgrubu nilpotent ve altnormal olan grup inga edilerek verildi [1|. Hartley bu
ingd edilen grubun sagladigi baz1 Ozellikleri saglayan C, ! Cp~ standart celenk
carpimin altgruplarimi ve her n dogal sayisi i¢gin G/, p™ exponentli ve abelyan olacak
sekilde G,, grubunu ingé etti ve bu gruplar sayesinde barely transitive grup kavramini
kesfetti |2, 3]. Bir sonsuz kiime iizerinde gegigli olan bir permiitasyon grubunun eger
her 6z altgrubunun her yoriingesi sonlu ise bu gruba barely transitive grup
denir [3,4]. Bu tanim grup etkisiyle su ifadeye denktir; bir sonsuz kiime iizerine gegisli
ve sadik etki eden bir grubun eger her 6z altgrubunun her yoériingesi sonlu ise bu
gruba barely transitive permiitasyon temsili vardir denir. Eger bir grubun barely
transitive permiitasyon temsili varsa bu gruba barely transitive grup (kisaca
BT-grup) denir [5]. Tanmimdan goriilebilecegi iizere bir sonsuz G grubunun BT-grup
olmasi i¢in gerek ve yeter sart Coreq(H) = ﬂgGG H9 = 1 ve her L < G ic¢in
|L: LN H| < oo olacak gekilde G nin bir H altgrubunun olmasidir. Buradan H nin G
nin bir nokta dengeleyenine kargilik geldigi goriilebilir. Ayrica G gegisli oldugundan G

nin herhangi iki nokta dengeleyeni birbirine egleniktir.

Bir sonsuz grubun eger her 6z altgrubu sonluysa bu gruba Schmidt ya da yarisonlu
grup denir. Kendi iizerine regiiler permiitasyon temsilinde grubun B7T-grup olmasi i¢in
gerek ve yeter sart her 6z altgrubunun sonlu olmasi, yani bir Schmidt grubu olmasidir.
Boylece kendi iizerine regiiler permiitasyon temsilinde her yaridevirli grup BT-gruptur.
Schmidt problemi olarak bilinen her yarisonlu grubun bir p asal sayisi i¢in yaridevirli
p-grubu olup olmadigr bilinmemektedir. Dolayisiyla BT-gruplar Schmidt probleminin

bir genellemesi olarak diigiiniilebilir.

Abelyan olmayan ve mitkemmel olmayan (lokal sonlu) barely transitive grup érnekleri
ilk olarak Hartley tarafindan verilmistir |2, 3]. Abelyan olmayan iki iiretegli basit
Schmidt grubu 6rnekleri Olshanskii tarafindan verilmigtir [6]. Bu gruplar periyodik,

basit lokal sonlu olmayan BT-grup ornekleridir.

Miikemmel olmayan BT-gruplarin yapisi tam olarak bilinmektedir [3]. Lokal sonlu
barely transitive gruplarin temel ozellikleri Kuzucuoglu tarafindan verilmigtir [4].

1990’lardan giintimiize kadar barely transitive gruplar kapsamh sekilde ¢aligilmigtir.

L@ bir grup olmak iizere her K < G i¢in K < Ng(K) = {9 € G| K9 = K} ise G ye normalleyen

sartin1 saglar denir dyle ki Ng(K) ya K nmin G igindeki normalleyeni denir.
2@ bir grup ve N <1 G olmak iizere eger her G/N # 1 igin Z(G/N) # 1 ise G ye hipermerkez grup
denir.
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G bir BT-grup ve G nin bir nokta dengeleyeni H olmak iizere agagidaki ozellikler
saglanir [4,5,7,8]:

1. G nin sonlu indeskli 6z altgrubu yoktur.

2. G nin her 6z altgrubu residually sonlu ve her 6z normal altgrubu sonlu exponentlidir.
Dolayisiyla G nin 6z normal altgruplar: lokal sonludur.

3. Her K, L < G i¢in KL # G dir. Eger G lokal sonluysa (K, L) < G dir.

4. G abelyan ise bir p asal sayisi i¢in G = Cp dir.! G abelyan degilse Z(G) sonludur
ve G nin hipermerkezi merkezine egittir. Ayrica G' nin sonlu normal altgruplari
merkezinin igindedir.

5. Bir N < G i¢in eger Coreg/n(HN/N) = N ise G/N, N nin biitiin yoriingelerinin

kiimesinde bir BT-gruptur. Bundan dolayr maksimal normal altgruplarla

olugturulan G nin her boliim grubu da bir BT-gruptur.

G sayilabilirdir.

Eger G lokal sonlu ise bir p asal sayisi i¢in G bir p-gruptur.

Basit lokal sonlu BT-grup yoktur.

© 0 N>

Eger G lokal sonlu ve H ¢oziilebilir ise G ¢oziilebilirdir.

Bizim bu tez caligmasindaki asil amacimiz su sorulara cevap aramaktir: BT-gruplarin
tanimindaki 0z altgruplar 6z normal altgruplara kisitlanirsa BT-gruplarin hangi
ozellikleri korunur? BT-grup olmayan bu tipte grup ornekleri var madir?
Tanimladigimiz yeni grup bir sonsuz kiime iizerine sadik ve gegisli etki eder ve bu
grubun her 6z normal altgrubunun her yoriingesi sonludur, bu yeni gruba N-barely
transitive grup (N BT-grup) diyecegiz. BT-gruplarda oldugu gibi bir sonsuz grubun
N BT-grup olmasi igin gerek ve yeter sart Coreg(H) = 1 ve G nin her 6z normal N
altgrubu igin |[N : N N H| < oo olacak sekilde G nin bir H altgrubunun olmasidir.
Boylece sonsuz basit gruplarin N BT-grup oldugu goriiliir. Ayrica herhangi bir sonsuz
kardinaliteye sahip basit gruplar elde edilebildiginden? ve bu gruplar basit
oldugundan sayilamaz miikemmel N BT-gruplar vardir. Eger N BT-grup taniminda N
oz normal altgrubu yerine bir = elemam: i¢in N{x) 6z altgrubu alinirsa bu durumda
N BT-grubunun bir ozellestirmesi elde edilir. Bu durumda da B7T-gruplarin bir
genellemesi elde edilmis olur. Bu ikinci durumda gruba NC-barely transitive grup
(NCBT-grup) diyecegiz. Burada dikkat edilecek olursa miikemmel olmayan
N BT-gruplar birer NC BT-gruptur. Aslinda Lemma 3.2.2.3’te goriilecegi iizere asikar

'Cpe = (ay,az,... | af = 1,4, = a;) grubuna p> tipinden Priifer grubu (Priifer group of
type p™°) veya yaridevirli (quasicylic) p-grubu denir. Cpe tamiminda, abelyan gruplarda genellikle
kullanildig: sekilde toplamsal notasyon yerine genel olarak gruplardaki ¢carpimsal notasyon kullanildi.
Cpee, kompleks sayilar cisminde her n > 0 igin birimin tiim p™-inci kéklerinin olugturdugu carpimsal
gruptur.

2Herhangi bir sonsuz alterne grubun (alternating group) kardinalitesi taniml kiimenin

kardinalitesine egittir ve bu gruplar basittir.
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olmayan epimorfik goriintiileri basit olmayan N BT-gruplar birer NC'BT-gruptur. Bu
tez cahgmasinda NCBT-grup olan NBT-gruplar incelenmis ve genel olarak
N BT-gruplarin  yapist  aragtirilarak ~ B7T-gruplarla ilgili ¢aligmalar 1s181nda
N BT-gruplar iizerine odaklanilmigtir.

p ve q farkl asal sayilar olmak iizere bir elemanter abelyan p-grubuyla bir yaridevirli
g-grubunun yaridirekt ¢arpimmi formundaki gruplar Carin (p,q)-gruplar veya
(p, ¢>)-gruplar1 olarak bilinmektedir. Bu gruplar ¢ozilebilir uzunlugu 2 olan ve
normal altgruplari iizerinde minimal sartin1 saglayan lokal sonlu c¢oziilebilir
gruplardir. Bu tezde Carin (p, ¢)-gruplarinin BT-grup olmayan N BT-grup oldugu
gosterilmistir. Bu gruplardan yararlanarak ¢oziilebilir uzunlugu m + 2 (m > 1) olan
ve BT-grup olmayan c¢oziilebilir lokal sonlu N BT-gruplar ingad edilmigtir. Boylece
BT-grup olmayan ve miikkemmel olmayan sayilabilir N B7T-gruplarin varlig:
ispatlanmigtir. Miikemmel olmayan sayilamaz N BT-gruplarin varhigi heniiz
bilinmemektedir. Bunun igin Hartley’in ingd ettigi normal altgruplar1 iizerinde
minimal gartin1 saglayan ¢oziilebilir uzunlugu 3 olan sayillamaz ¢oziilebilir gruplarin
N BT-grup olup olmadigl incelenmistir. Bu gruplar normal altgruplar iizerinde sonlu

indeks ozelligini saglarken core-free sartini saglamaz.

Her elemani sonlu eglenikli olan gruba FC-grup denir. Eger bir grubun her 6z
altgrubu FC-grup ancak kendisi degilse bu gruba minimal non-FC-grup (kisaca
MNFC-grup) denir. Mikemmel lokal sonlu bir MNFC-grubun varligi halen
bilinmemektedir. Eger bdyle bir grup varsa bu grubun etki ettigi kiime iizerinde bir
sonlumsu BT-p-grubu olan bir epimorfik goriintiisic vardir [9, 10]|. Hatirlatmak
gerekirse her elemam sonlu sayida noktayr hareket ettiren permiitasyon grubuna
sonlumsu permiitasyon grubu denir. Eger bir sonlumsu BT-grup varsa bu grubun bir
p asal saywist i¢gin bir mikemmel MNFC-p-grubu oldugu gosterilmigtir [11].
Boylece [12]'de de belirtildigi gibi bir sonlumsu BT-grubun varligi probleme pozitif
bir ¢oziim olur. Bu tezde bu probleme kismi bir cevap olarak miikemmel sonlumsu

N BT-grup ornekleri verilmistir. Bunun i¢in su sonug ispatlanmigtir:

G bir sonsuz sonlumsu permiitasyon grubu olsun. Eger GG nin miikemmel ve gecisli olan
ancak M N FC-grup olmayan bir K altgrubu varsa K, BT-grup olmayan bir NBT-
gruptur.

N BT-gruplara benzer sekilde M N FC-gruplara karsilik olarak grubun kendisi
FC-grup degilken her 6z normal altgrubu FC-grupsa bu gruba bir Genellegtirilmisg
NFC-grup (GNFC-grup) denir (NFC-gruplar igin bkz. [13]|). Bir sonlumsu
permiitasyon grubunun N BT-grup olmasi i¢in gerek ve yeter sart bu grubun bir



4

GNFC-grup olmasidir. Ayrica bir miikemmel lokal ¢oziilebilir GN FC-grubun

N BT-grup olan agikar olmayan bir epimorfik goriintiisiiniin oldugu gosterilmistir.

Eger birimden farkli her elemani sonlu sayidaki noktay1 sabit birakiyorsa bu gruba
yansonlumsu permiitasyon grubu denir. [14]'te yansonlumsu BT-gruplar igin
gosterilmig sonuglardan yararlanarak miikemmel lokal c¢oziilebilir yansonlumsu

N BT-grubun olmadig1 gosterilmigtir.

Bu tez dért boliimden olusmaktadir. Ilk boliim giris kismina ikinci boliim ise temel
kavram ve yardimci onermelere ayrilmistir. Uciincii boliim tezin ana calisma konusu
olan N BT-gruplar icermektedir. Bu boliimiin basinda N BT-gruplarin temel
ozellikleri verilmis, sonrasinda N BT-gruplarin bir altsinifi olan NCBT-gruplar
incelenmistir. Ardindan miikemmel ve miikemmel olmayan durumlar igin
NCBT-grup olup BT-grup olmayan NBT-grup ornekleri verildikten sonra
M N FC-gruplarin bir genellemesi olan GN F'C-gruplar tanimlanmig, GN F'C-gruplar
ve Miller-Moreno tipinden gruplarin N BT-gruplarla ilgili kisa sonucglar verilmistir.

Tezin son boliimii tezde elde edilmis sonuglarla birlikte oneriler ve sorulara ayrilmigtir.



2. TEMEL KAVRAMLAR VE YARDIMCI ONERMELER

Bu boliimde tezde kullanilacak olan bazi temel kavramlarla yardimci onermeler

verilecektir.
2.1. Ordinal Sayilar

Dogal sayilar sayma iglemini formalize edilerek 0 a ard arda bir birim ekleyerek
0,1,2,3,... seklinde elde edilir. Ardil operatorini S(z) = x U {x} seklinde

tamimlarsak dogal sayilar S altinda kapali olan 0 1 igeren en kiigiik kiimedir.

Bu sekildeki sayma islemini dogal sayilarin otesine tagiyalim. Tiim dogal sayilardan
sonra gelen bir sonsuz w sayisi oldugunu kabul edelim. Boylece w,w+ 1, (w+1)+1,...

seklinde sayma islemine devam edebiliriz.

[lk olarak her bir dogal sayinin kendisinden kiiciik olan dogal sayilardan olusan kiimeyle
belirlenebildigi gergegini kullanalim. Yani n € N ise n = {m € N | m < n}. Benzer

sekilde w en kiiglik sonsuz say1 olsun. Buradan w = N = {0,1,2,...} dir.

Bu limit adimindan sonra 0 1 takip eden sayilari iiretmede kullanildigi gibi w y1 takip

eden sayilar: iiretmede ardil operatorii kullanilabilir:

S(w)=wU{w}={0,1,2,...,w},
S(S(w)) =Sw)U{Sw)}=10,1,2,...,w,Sw)},

Ardil operatorii i¢in su notasyon kullanilabilir:
Sw)=w+1, SSw)=(w+1)+1=w+2, ...

Buradan her n € N igin biiyiik ve daha biiyiik sayilar tiretilebilir: w, w+1,w+2, ..., w+
n,... Tim w4+ n sayilarindan sonra gelen say1 bu sayidan kii¢iik tiim sayilardan olusan

kiime geklinde diigiiniilebilir:

Ww=w+w={0,1,2,...,w,w+1,w+2,...}
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Bu sekilde daha da biiyiik sayilar elde edilebilir:

W4+l=w+w+1={0,1,2,...,w,w+1l,w+2,...,w+w}
wd=wt+w+w={0,1,2,...,w,w+1lL,w+2,... ,wtwwt+w+1,...}
ww={0,1,2,...,w,w+1...,w2,w2+1,...,w3, ..., w4, ...}

Uretilen bu kiimeler € eleman olma bagmtisma gore tam sirali ve bostan farkh her
altkiimesinin bir en kii¢iik elemani vardir. Bogtan farkli her altkiimesinin bir en kiigiik

eleman olan tam sirali kiimelere iyi sirali dendigini hatirlayalhm [15].
2.1.1. Tanim

Bir T kiimesinin her elemani ayni zamanda 7" nin bir altkiimesiyse 1" ye gecisli
(transitive) denir. Bir bagka deyigle bir T kimesi gegisliyse su ozelligi saglar:
ueveTiseueT dir [15].

2.1.2. Tanim

Bir «a kiimesi gecisli ve €, eleman olma bagintisina gore iyi siraliysa o ya ordinal say1

denir.

Ordinal sayilar Yunan harfleriyle gosterilir. Ayrica ordinal terimi de siklikla ordinal

say1 yerine kullanilir.

Tanmimdan ve bu kismin bagindaki agiklamadan her dogal say1 bir ordinaldir. w = N
olarak adlandiralim. w da bir ordinaldir. Ayrica S ardil operatorii olmak {izere o ordinal

say1 ise S(«) da bir ordinal sayidir.

« ordinalinin ardil ordinalini o + 1 = S(a) = a U {a} seklinde tamimlayalim. Bir g
ordinal sayis1 bir a ordinali i¢in § = a + 1 geklinde yazilirsa 5 ya ardil (successor)
ordinal denir. Bu sekilde yazilamayan ordinallere limit ordinali denir. Boylece w bir
limit ordinalidir [15].

w dan sonraki en kiiciik limit ordinali w2 ve her n dogal sayis1 i¢in wn bir limit

ordinalidir.Buradan ww = w? bir limit ordinali olur ve her n dogal saysi igin w" bir
) :

limit ordinalidir. Benzer sekilde w?® w?,...,w* w*’, ..., w*’ limit ordinalleri elde

edilebilir.



2.2. Simetrik Gruplar
2.2.1. Tanim

Q2 bostan farkli bir kiime olsun. {2 nin elemanlari noktalar seklinde ifade edilecektir. (2
iizerinde birebir orten bir fonksiyona bir permiitasyon denir. €2 iizerinde tiim
permiitasyonlarin kiimesi fonksiyonlarin bilegke islemine gore bir gruptur. Bu gruba €2
tizerinde simetrik grup denir ve Sym(€) ile gosterilir. n bir pozitif tamsayi olmak
tizere Q = {1,2,...,n} iken Sym(Q2) simetrik grubu S, ile gosterilir. Bir simetrik

grubun her altgrubuna permiitasyon grubu denir [16].
2.2.2. Tanim

2 bogtan farkli bir kiime olmak tizere x € Sym(fQ2) i¢in supp(z) = {a € Q | a* #
a} kiimesine z in destegi (support) denir. Sym(€2) simetrik grubunun sonlu destekli
elemanlarimin kiimesi Sym(€2) simetrik grubunun normal altgrubudur. Bu gruba
tizerinde sonlumsu (finitary) simetrik grubu denir ve FSym() ile gosterilir. Bir bagka
ifadeyle FSym(§2) = {z € Sym(Q2) | |supp(x)| < oo} dur. FSym(Q2) sonlumsu simetrik

grubunun her altgrubuna € iizerinde tanimh sonlumsu permiitasyon grubu denir [16].
2.2.3. Tanim

Eger bir permiitasyon grubunun birimden farkl her elemani sonlu sayida noktay1 sabit

birakiyorsa bu gruba yansonlumsu (cofinitary) denir [17].

Sonlumsu permiitasyonlarin aksine bir simetrik gruptaki tiim yansonlumsu
permiitasyonlar bir grup yapist olusturmaz. Ornegin Sym(Z") simetrik grubunun
T = (4,5)(6,7)... yansonlumsu permiitasyonu i¢in o := (1,2,3)7 yansonlumsu

olmasina ragmen o2 = (1, 3,2) yansonlumsu degildir.
2.3. Grup Etkisi
2.3.1. Tanim

G bir grup ve €2 bogtan farkl bir kiime olsun. Her a € Q ve x € G igin 2 x G den (2

va (o, ) — o” fonksiyonu tanmimlansin. Eger

1. G nin birim eleman1 1 olmak iizere her a € Q icin o' = a.
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2. Her a € Q ve 2,y € G i¢in (a®*)¥ = a™.

sartlar1 saglaniyorsa bu fonksiyona G nin (2 izerine bir etkisi (action) veya G, € iizerine

etki eder denir [16]. Burada € nin o elemani fonksiyon altinda («, z) in goriintiisiidiir.
2.3.2. Tanim

Kabul edelim ki G, bogtan farkli bir € kiimesi tizerine etki etsin. O zaman G nin her
bir x elemanin €2 iizerinde T : a — «® fonksiyonuyla esleyelim. = birebir o6rten bir
fonksiyon oldugundan z” := T olmak tizere p : G — Sym(2) bir homomorfizmadir.
Genel olarak G den Sym(€2) simetrik grubuna giden her homorfizmaya G nin (2 iizerine
bir permiitasyon temsili veya kisaca temsili (representation) denir. Boylece G nin
iizerine her etkisinden G nin 2 {izerine bir temsili elde edilir. Kargit olarak her temsil de
bir etkiye kargilik gelir. Clinkii her ¢ : G — Sym(€2) homomorfizmasi i¢in a € €2 olmak
lizere o — a9 := 9" bagmtis1 G nin  {izerine bir etkisidir. Boylece grup etkileri ve

permiitasyon temsilleri ayni durumun farkh gekilde agiklamasi olarak diisiiniilebilir [16].
2.3.3. Tanim
Bir kiime iizerine etki eden bir grubun etkiye kargilik gelen p temsilinin ¢ekirdegi Ker(p)

ya etkinin ¢ekirdegi denir. Eger etkinin ¢ekirdegi asikarsa, yani Ker(p) = 1 ise etkiye
veya temsile sadik (faithful) denir [16].

Ornek

Her G < Sym(2) permiitasyon grubu i¢in o® etkisi @ nin x altindaki goriintiisii seklinde

tanimlanirsa € tizerine etki eder [16].

Ornek (Cayley Temsili)

G bir grup olmak iizere €2 := G ve etki, a,x € G i¢in a” := ax, G nin grup islemine
gore sagdan ¢arpma seklinde tanimlansin. Bu etkiye karsilik gelen temsile (sag) regiiler

permiitasyon temsili denir ve bu etki sadiktir. Bu durumda her grup bir permutasyon

grubuna izomorftur [16].
2.3.4. Tanim

Bir G grubu bir €2 kiimesi iizerine etki ettiginde G nin elemanlari herhangi bir a € Q y1
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diger noktalarla egler. Bu goriintii kiimesine o nin G altindaki yoriingesi (orbit) denir
ve a9 := {a® | ¥ € G} olarak ifade edilir [16].

2.3.5. Lemma

Bir GG grubu bir € kiimesi tizerine etki etsin. O zaman G nin tiim yoriingelerinin kiimesi

Q2 nin bir pargalamsidir [16].
jspat

Kabul edelim ki X kiimesi G nin tiim yoriingelerinden olugsun. Kolayca goriilecegi
iizere eger X in elemanlar1 €2 min tiim tek nokta kiimelerinden ya da bir tek 2 dan
oluguyorsa iddia agiktir. X in elemanlar1 bogtan farklidir ve tiim elemanlarinin birlegimi
Q va esittir. A, B € X olsun. O zaman A = a“ ve B = ¢ olacak sekilde «, 3 € Q
elemanlar1 vardir. AN B # () olsun. O zaman a9 = 392 olacak sekilde ¢;, g» € G vardir.
Boylece a € B ve 8 € A oldugundan a® = A< Bve 3% = B < Aolup A = Bdir. [

2.3.6. Tanim

Bir G grubu ) kiimesi {izerine etki etsin. {2 nin bir o noktasini sabit birakan G nin

elemanlarinin kiimesine o nin G igindeki dengeleyeni (stabilizer) denir ve
Go={reCG|a”=a}

seklinde gosterilir [16].!

2.3.7. Tanim

Bir Q kiimesi iizerine etki eden bir G’ grubunun bir tek yoriingesi varsa, yani a® =
ise G ye gegigli (transitive) grup veya geciglidir denir. Bagka bir deyigle her a, 8 € Q
i¢in o = f3 olacak gekilde x € G varsa G gegisli gruptur [16].

2.3.8. Tanim

Bir G grubu bir €2 kiimesi iizerine etki etsin. Eger o # 8 ve v # 0 olacak sekilde €2 nin
her siral (o, B) ve (7, 9) ikilisi i¢in o = v ve % = ¢ olacak gekilde bir € G elemam

1Genel olarak G, lara G nin nokta dengeleyenleri (point stabilizer) denir.
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varsa G grubuna 2-gegisli (2-transitive) denir [16].
2.3.9. Lemma

G bir Q) kiimesi iizerine gecisli etki eden bir grup, K, G nin bir altgrubu ve bir a € (2
i¢in G,, G nin nokta dengeleyeni olsun. O zaman G = KG,, olmast i¢in gerek ve yeter
sart K nm gecisli altgrup olmasidir. Ozel olarak, G, y1 kapsayan G nin tek gecisli
altgrubu G nin kendisidir [16].

fspat

Kabul edelim ki bir o € €2 ve bir K < G i¢in G = K@, olsun. O zaman

esitligi saglanir. Ayrica hipotezden a® = Q oldugundan K gecisli altgruptur.

Karsit olarak K, G nin bir gecisli altgrubu olsun. O zaman her g € G icin of € off (= Q)
oldugundan bir z € K icin a9 = o® dir. Dolayisiyla gz~! € G, olup g € G, K = KG,
dir. O halde G = KG,, dir.

Ozel olarak bir gecisli L < G i¢in G < L olsun. O zaman G = LG, = L oldugundan

son iddia da gosterilmis olur. O]
2.3.10. Tanim

Bir G grubu bir  kiimesi iizerine gegisli etki etsin ve A, € nin bogtan farkli bir
altkiimesi olsun. Eger her 2 € G i¢in ya A* = A ya da A*NA = () ise A ya G i¢in bir
blok (block) denir [16].

Ornek

Bir €2 kiimesi {izerine gegisli etki eden her grup i¢in Q ve 2 min {a} tek nokta kiimeleri
grup igin bir bloktur. Bunlara agikar bloklar (trivial block) denir [16].

2.3.11. Lemma
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G bir ) kiimesi tizerine gegigli etki etsin ve A C ) kiimesi G i¢in bir blok olsun. O
zaman X = {AY | g € G} olmak lizere ¥ nin her eleman: G igin bir bloktur. Ayrica 3
2 min bir pargalamgidir [16].

fspat

Kabul edelim ki AY € ¥ ve bir z € G i¢in AY N A% # () olsun. O zaman o9 = [B9°
olacak sekilde v, 8 € A vardir. Béylece A N A9 # () ve A kiimesi G i¢in bir blok
oldugundan A = A9
bloktur.

olup A9 = A9 dir. Dolayisiyla 3 nin her elemani G igin bir

0 € A olsun. GG gegisli oldugundan her v € 2 i¢in v = ¢¥ olacak sekilde y € G vardur.
Boylece v € AY oldugundan Q = | > A9 dir. Ik paragraftan ¥ nin elemanlar1 bostan

farkli ve 3 nin elemanlar ikiger ikiger ayrik oldugundan >, 2 min bir parcalanigidir. [

Yukarida verilen ¥ kiimesine A y1 igeren bloklar sistemi denir [16].
2.3.12. Lemma

Bir G grubu bir ) kiimesi iizerine gecisli etki etsin. O zaman G nin her 6z normal

altgrubunun her yoriingesi G igin bir bloktur [16].
jspat

Acgik olarak G nin agikar altgrubunun yoriingeleri €2 nin tek nokta altkiimeleri
oldugundan iddia saglanir. Kabul edelim ki 1 # N <1 G olsun. G nin (2 iizerine etkisi
N ye kisitlanirsa N nin € tizerine etkisi elde edilir. Her ¢ € G ve a € () i¢in

(aN)g — V9 = 4N) — (ag)N

ve af € § oldugundan ()¢ kiimesi N nin bir yoriingesidir. N, Q iizerine etki
ettiginden Lemma 2.3.5’ten her o € € icin oV kiimesi G icin bir bloktur. O]
2.3.13. Lemma

Q) bir sonsuz kiime olmak tizere G, FSym(2) nin gegisli bir altgrubu ve N, G nin bir
0z normal altgrubu olsun. Eger N nin 2 iizerinde bir sonsuz yoriingesi varsa o zaman

N, G nin gegigli altgrubudur [18].
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fspat

Kabul edelim ki N nin bir sonsuz A := o yoriingesi icin A # € olsun, yani N,
Q iizerinde gegisli olmasin. Lemma 2.3.12’den A kiimesi G i¢in bir blok ve A # ()
oldugundan A N AY = () olacak sekilde bir g € G vardir. Boylece g eleman1 A nin tiim
elemanlarini hareket ettirdiginden A C supp(g) dir. Ancak G < FSym(€2) oldugundan
A sonlu olur ki bu bir geligkidir. Dolayisiyla kabul yanls olup iddia dogrudur. O]

2.3.14. Lemma

G bir € kiimesi iizerine gecisli etki eden bir grup ve A C Q kiimesi G i¢in bir blok
olsun. O zaman G grubunun Giay; = {x € G | A = A} altgrubu A kiimesi {izerine
gecigli etki eder [16].

fspat

Gay kiimesinin G nin bir altgrubu oldugu kolayca gosterilebilir. G' grubu €2 kiimesi
tizerine etki ettiginden Gyay altgrubu A kiimesi iizerine etki eder. Béylece herhangi bir
a € A icin a%ar C A dir. G gecisli oldugundan her 5 € A icin o = 3 olacak sekilde
g € G vardir. Boylece 3 € ANAY ve A, G icin bir blok oldugundan A = A9 olup G{a,
nin tanmmindan g € Gyay dir. Boylece 8 € %y olup A = a%) oldugundan iddia

saglanir. O]
2.3.15. Tamim

Bir G grubu bir Q kiimesi {izerine gegisli etki etsin. Eger G nin €2 ve 2 nin tek nokta
kiimeleri diginda blogu yoksa G grubuna ilkel (primitive) denir. Aksi durumda G

grubuna ilkel olmayan (imprimitive) denir [16].

2.3.16. Lemma

G, 2-gegisli bir grup olsun. O zaman G ilkel gruptur [16].
fspat

G, Q kiimesi {izerinde 2-gegisli olsun. Tanmimdan «, 5 € Q (a # () i¢in (a, B) ve (5, «)
ikilileri segilirse o = 3 olacak sekilde z € GG oldugundan G, €2 {izerine gegisli etki eder.
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Kabul edelim ki A, 1 # |A| olacak sekilde G igin bir blok olsun. Bdylece birbirinden
farkli p,v € A elemanlar ve u # v olacak sekildeki her v € Q igin (p,v) ve (u,7)
ikilileri alimirsa G, 2-gegisli oldugundan p* = p ve v* = v olacak sekilde bir z € G
eleman1 vardir. Boylece p € A* N'A olup A, G igin bir blok oldugundan A* = A dir.
Dolayisiyla v = v* € A* = A olup v € A dir. O halde A = Q olup iddia dogrudur. [

2.3.17. Teorem

Bir G grubu en az iki elemanli bir kiime {izerine gegisli etki etsin. O zaman G grubunun
ilkel olmasi igin gerek ve yeter sart G nin her nokta dengeleyeninin maksimal altgrup
olmasidir [16].

jspat

Kabul edelim ki G grubu ilkel ve G, G nin bir nokta dengeleyeni olmak tizere G, < M
olacak sekilde bir M < G ve A = o™ olsun. z € G icin eger A* N A # () ise a** = o
olacak sekilde u,v € M vardir. Boylece uzv™' € G, oldugundan x € M dir. Boylece
A* = A dir. Dolayisiyla A kiimesi G igin bir bloktur. G ilkel oldugundan A = {«a}
veya A = Q dir. Eger A = {a} ise M < G, olup G, = M dir. Eger A = Q ise M
altgrubu G, y1 kapsayan G nin gegigli altgrubu oldugundan Lemma 2.3.9’dan dolay1
M = (G dir. Béylece G nin nokta dengeleyenleri maksimal altgruptur.

Kargit olarak bir v € €2 i¢in G nin G, nokta dengeleyeni maksimal ve 1 # |['| olacak
sekilde I' C Q2 kiimesi G igin bir blok olsun. O zaman Lemma 2.3.11’den v € I'Y olacak
sekilde g € G vardir. Boylece G, < Gy dir. G, maksimal oldugundan ya G, = Grq
va da Gyr¢y = G dir. Eger ilk durum saglanirsa Lemma 2.3.14’ten dolay1 Grsy, G nin
'Y blogu fizerine gecisli etki ettiginden TY = 4G9 = {4} olup  := 19 € Q icin
[' = {p} dir. Eger ikinci durum saglanirsa G, 2 iizerinde gegisli ve v € 'Y oldugundan
['9 = A% = Q) dir. Ayrica ['Y, G icin blok ve v € I' N I'Y oldugundan I' = Q dir. O
halde G ilkel gruptur. O]

2.4. Grup Carpimlar:
2.4.1. Yaridirekt carpim
2.4.1.1. Teorem

H ve K birer grup olmak tizere her x € H i¢in u — u” eglemesi K nin bir otomorfizmasi
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olacak gekilde H grubu K iizerine etki etsin.
G={(u,z) |lue K,z € H}

olmak tizere G iizerinde her (u, ), (v,y) € G i¢in

z—1

(u, 2)(v,y) = (w® , zy)
seklinde bir ¢arpim tanimlansin. G bu igleme gore bir gruptur. G nin birimi (1, 1) ve

(u,z) € G elemamnn tersi (u,z)™' = ((u”)~!, 27!) dir.

G nin H* = {(1,z) | = € h} ve K* = {(u,1) | u € K} altgruplan i¢in H* = H ve
K= KveG=K*"H* ve K* " H* =1 dir. Ek olarak K*, G nin normal altgrubudur.
Agik olarak |G| = |H||K| ve H* m K* iizerine

(1,2) M (u, 1)(1,2) = (u*, 1)

eslenikleme etkisi H nin K tizerine etkisine kargilik gelir 6yle ki (u, 1) — (u®, 1) eglemesi

K* 1 otomorfizmasidir [16].
fspat

H, K iizerine K x H — K, (k,h) — k" seklinde etki etsin ve her h € H igin K —
K, k + k" permiitasyonu K nin bir otomorfizmasi olsun. G nin verilen isleme gére bir

grup oldugunu gosterelim. Yukarida verilen igslem G iizerinde bir ikili islemdir.

Her (u, ). (v,), (+, 2) € G icin

-1

(u, 2)[(0,9)(t,2)] = (w,2) (0t y2) = (u(ot’ )" xyz)

(

= (u  TYZ)
(
[

Iflt(wy)fl

4

w® ,xy)(t, 2)
= [(u, 2)(v,y)](t, 2)

oldugundan verilen iglem birlesme 6zelligini saglar.

G nin birim elemaninin (1, 1) oldugu agiktir.
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Her (u,z) € G igin
() () et = (w7 e = (1,1)

= (W) "2 ) = (u”) 27 ) (u, 2)
oldugundan (u,z)~! = ((u®)~!,271) dir. Béylece G verilen igleme gore bir gruptur.
G nin H* = {(1,2) | x € h} ve K* = {(u,1) | u € K} altgruplarn i¢gin H — H*, h —
(1,h) ve K — K*, k> (k,1) eglemeleri tanimlanirsa H* = H ve K* = K oldugu

kolayca goriiliir. Her (k,h) € G icin (k,h) = (k1' ", 1h) = (k,1)(1,h) oldugundan
G < K*H* ve boylece G = K*H* dir. Her (k,h) € G ve her (u,1) € K* i¢in

(uv 1>(k7h) = (ka h)_1<u7 1)<k7 h) = ((kh)_la h_1><Uk7 h) a ((kh)_l(Uk>h7 1)

ve k", (uk)" € K oldugundan (u, 1) € K* ve boylece K* <G dir. Ayrica K*NH* = 1
oldugu agiktir ve G = K x H oldugundan |G| = |K||H| dir. O

2.4.1.2. Tamim

Teorem 2.4.1.1’de tamimlanan'G grubuna K nin H ile yandirekt garpimi (semidirect
product) denir ve G = K x H seklinde gosterilir. Etki tanimi verilmese de yaridirekt
carpim H nin K {izerine etkisine ve bu etki yardimiyla tamimlanan K {izerindeki

otomorfizmaya baghdir [16].
2.4.1.3. Tanim (Parcalanma Geniglemesi)

G bir grup ve G nin H ve K altgruplan icin G = KH, K <G ve KNH =1ise G

grubuna K nin H ile pargalanma geniglemesi (split extension) denir .

G icinde H nm K iizerine eslenikleme etkisi goz oniine alimacak olursa k +— k" =
h='kh eslemesi K nin bir otomorfizmas: ve G = K x H oldugu aciktir. Dolayisiyla her
parcalanma genislemesi buna karsilik gelen yaridirekt carpima izomorftur ve Teorem

2.4.1.1’den her yaridirekt ¢arpim bir par¢alanma geniglemesine kargilik gelir [16].

2.4.1.4. Lemma

!H dan Sym(K) simetrik grubuna homomorfizma tanimlanabileceginden ve bu etki K nm bir
otomorfizmasi oldugundan yaridirekt ¢carpim taniminda H min K iizerine otomorfizma seklinde etkisi
yerine o : H — Aut(K) homomorfizma gart1 verilebilir [19].
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K ve H gruplan i¢in G := K x H yarndirekt ¢carpimi taniml olsun. O zaman G nin
abelyan olmasi i¢in gerek ve yeter sart H nin K {izerine etkisi birim otomorfizma olacak

sekilde H ve K gruplariin abelyan olmasidir.
fspat
Kabul edelim ki G abelyan olsun. O zaman her g; = (k1, hy), g2 = (k2, ho) € G igin

9192 = (lﬁkgf ,hihy) = (k‘Qk?; ,hahy) = gagn (2.1)

dir. (2.1)’de ikililerin egitliginden H mnin abelyan oldugu agiktir ve h; ler keyfi
oldugundan h; = hy = 1 alimirsa K nin da abelyan oldugu goriiliir. Benzer sekilde
(2.1)’den her ki, ko € K ve hy,hy € H igin k1k2 = ka 2 oldugundan ki = ko = k
almrsa k™ "2 = k dir. Burada hi' elemani sabit birakilirsa hy ler H nin elemanlarmi
taradiginda hy *hy de H nin tiim elemanlarini tarar. Boylece her h € H ve her k € K

icin k" = k olur ki béylece H, K iizerine birim otomorfizma seklinde etki eder.

Karsit olarak H nin K iizerine etkisi birim otomorfizma olacak sekilde H ve K gruplari
-1 —1

abelyan olsun. O zaman her g; = (kq, h1), go = (k2, he) € G igin k;l = ky ve k?Q =k

oldugundan (2.1)’den g2 = gog1 dir. O

2.4.2. Celenk carpim
2.4.2.1. Teorem

I' ve A bogtan farkl kiimeler olmak tizere I' dan A iizerine taniml tiim fonksiyonlarin
kiimesi Fun(T", A) olsun. Eger K bir grup ise her f,g € Fun(I', K') ve her v € T" i¢in

(f9)

9 =l

carpimi Fun(I", K') kiimesi tizerinde bir grup tanimlar dyle ki esitligin sagindaki ¢arpim
K nm elemanmdir. I' = {v,7,...,7n} olacak sekilde I' kiimesi sonluysa Fun(I", K)
grubu f — (77, ..., 7)) eslemesiyle K™ kartezyen carpim grubuna izomorftur [16].

jspat

[' bogtan farkhh bir kiime ve K bir grup oldugundan Fun(I', K') kiimesi sabit
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fonksiyonlari igerir ve boylece Fun(T', K) # () dir. f,¢g € Fun(l', K) olsun. Her v € T
icin Y9 = ~749 ve 4/49 € K oldugundan islem kapalidir ve iyi tanmimh oldugu
agiktir. Boylece verilen iglem bir ikili iglemdir. Fun(T', K') kiimesi birlesme ozelligini

saglar.

1 € Fun(T', K) fonksiyonu I' nin her elemanini K nin birim elemanina gotiiren sabit

fonksiyon olsun. O zaman 2, Fun(I', K') nin birim elemanidir.

Her f € Fun(I', K) ve v € T igin 49/ = (v/)~! geklinde tanimli g; fonksiyonu Fun(T', K)
nin eleman ve f~! = g; dir. Dolayisiyla Fun(T', K) kiimesi verilen ¢arpma iglemine gore
bir gruptur.

T = {7,%, ., %m} olsun. ¢ : Fun(T',K) — K™, f — (v/,...,4)) eslemesinin bir

izomorfizma oldugunu gosterelim. Bu eglemenin kapali ve iyi tanimli oldugu agiktir.
Her f,g € Fun(T', K') ve v € I i¢in

(F9)l = (v, ... A = (], A (38, 0) = o9

oldugundan ¢ bir homomorfizmadir. Her (k1,...,k,) € K™ i¢in 1 < j,s < m olmak
lizere yjfj =k; ve s # j igin ~ =1 olacak sekilde f; € Fun(I', K) sabit fonksiyonlar:
vardit. h = fifs... f,n seklinde tammlanirsa h® = (ky,...,k,) olur ve bdylece ¢
ortendir. Ayrica her g € Ker(¢) igin

() =1, 1) e g=1
oldugundan Ker(¢) = 1 dir. Dolayisiyla ¢ bir izomorfizmadir. [
2.4.2.2. Tamim

H ve K birer grup olsun ve H bogtan farkli bir I" kiimesi {izerine etki etsin. Fun(I", K') x
H yandirekt ¢arpimina K nin H ile gelenk ¢arpimi (wreath product) denir 6yle ki H,
Fun(T, K) grubu iizerine her f € Fun(I',K), v € ' ve 2 € H icin /" = (4* )/
seklinde etki® eder. Fun(T', K) x H grubu KwrpH ile gosterilir.

B:={(f,1)| f € Fun(I', K)} = Fun(I', K)

-1 —1

'Her f,g € Fun(T, K), her z € H ve her v € T igin y(/9)" = (= )(f9) = (42

oldugundan H mn Fun(T', K) {izerine etkisi bir otomorfizmadir.
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altgrubuna ¢elenk ¢arpiminin baz grubu (base group) denir [16].
2.4.2.3. Tanim

Bir H grubu kendi tizerine regiiler etki etsin. KwryH ¢elenk ¢carpimina standart ¢elenk

carpim denir ve KwrH ya da K H ile gosterilir [16].
2.5. Grup Siniflar:
2.5.1. Tanim

X gruplarin bir smifi olsun. Eger bu sinif birim grubu igerir ve G; = G € X iken
G1 € X ise bu simifa bir grup-teorik smif (group-theoretical class) ya da bir gruplar
siifi (class of groups) denir. Ornegin, tiim sonlu gruplar ve tiim abelyan gruplar birer
grup siifidir. Daha genel olarak, & gruplara ait bir 6zellik olsun. Eger birim grup ve
bir G grubu & ozelligini sagladiginda G; = G iken Gy de &2 Ozelligine sahipse &2 ye
bir grup-teorik 6zellik (group-theoretical property) denir. O zaman agik¢a goriilecegi
iizere bir grup teorik 6zellige sahip gruplarin sinifi bir grup siifidir. Benzer sekilde bir
grup sinifina ait olma 6zelligi de bir grup teorik 6zellik olur. Dolayisiyla bu iki kavram
birbirine denktir. Bir X siifindaki bir gruba X-grup denir [19].

2.5.2. Tanim (Lokal X-gruplar)

X bir grup teorik sinif ve G bir grup olsun. Eger GG nin her sonlu altkiimesi bir X-
altgrubu tarafindan kapsaniyorsa G ye lokal X-grubu (locally X-group) denir. Eger her
K € X i¢cin K nin her altgrubu da bir X-grupsa, yani X-grup teorik simnifa ait olma
ozelligi altgruplar tarafindan da saglaniyorsa G nin lokal X-grubu olmasi i¢in gerek
ve yeter sart G nin sonlu tiretegli her altgrubunun bir X-altgrubu olmasidir [19]. X
grup smifi sonlu gruplar alinirsa, bir grubun lokal sonlu olmasi i¢in sonlu tiretecli her

altgrubunun sonlu olmas yeterlidir.
2.5.3. Tanim (Grup smfi ¢arpimi)

X ve ) iki grup smifi olsun. Bir G grubunun N € X ve G/N € ) olacak sekilde bir
N normal altgrubu varsa G grubu X%) grup siifindandir denir. Bu gekilde tanimlanan
X9) grup smifina, genigleme (extension) ya da simf garpimi (product class) denir. X%)

grup siifindaki gruplara da X-by-2) gruplar denir [20].
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2.5.1. Coaziilebilir gruplar
2.5.1.1. Tamim

Bir G grubunun bir sonlu abelyan serisi (abelian series) varsa, yani her G;,1/G; faktori
abelyan olacak sekilde G nin bir 1 = Gy<G1 <. ..<G, = G serisi varsa G ye ¢oziilebilir
(soluble, solvable) grup denir.

Her abelyan grup ¢oziilebilirdir. S5 simetrik grubu abelyan olmayan ¢oziilebilir bir grup

ornegidir.

G ¢oziilebilir grubunun en kisa abelyan serisinin uzunluguna G nin ¢oziilebilir uzunlugu
veya komiitator uzunlugu (derived length) denir ve d(G) ile gosterilir. Boylece d(G) =
0 olmas igin gerek ve yeter sart G nin mertebesinin 1 olmasidir. Ayrica ¢oziilebilir
uzunlugu en fazla 1 olan gruplar abelyandir. Coziilebilir uzunlugu en fazla 2 olan gruba

metabelyan (metabelian) denir [19].
2.5.1.2. Tanim (Komiitator Serisi)

G bir grup olsun. G' = [G, G] = ([z,y] | =,y € G) altgrubuna G nin komiitator altgrubu
denir. G = G, GM = G’ olmak iizere n > 1 icin G™ = [G("~V G("~Y)] olarak alinirsa

GO >agh >

serisi elde edilir. Bu seriye G grubunun komiitator serisi (derived series) denir. Bu
seri birim gruba ulagsmak ya da sonlu olmak zorunda degildir. Agik olarak bu serinin
G /G Y faktorleri abelyandir [19).

2.5.1.3. Lemma
G bir grup ve K ve H, GG nin altgruplari olsun. O zaman agagidakiler saglanir.

1. [K, H] < (K, H)
2. K<Gve G=KH ise ' = K'|K, H|H' diir.

fspat
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(1) [K, H] nin her [k, h] iireteci ve her x € KUH igin [k, h]* eslenigini inceleyelim. Eger
x € K ise [k, h]* = [kx,h]lh,z] € [K, H| dir. Eger x € H ise [k, h]* = [z, k|[k, hz]| €
(K, H| dir.

Simdi [K, H]<1(K, H) oldugunu gosterelim. Her a € [K, H] ve her g € (K, H) = (KUH)
icin a = [ky, by ko, ho] .. [ky, B ve g = 9757 ... g¥° olacak sekilde €;,w; = %1,
ki € K, h; € H ve g; € K U H vardir. Dikkat edilecek olursa

af = ([kr, m]?)" ([k2, hal?) - ([Rr, B )

dir. Buradan da [k;, h;]9 = ([k;, hi]9" )9 ~9%" dir. Onceki paragraftan [k;, h;|% € [K, H]
oldugundan a¢ € [K, H| dir. Boylece iddia saglanir.

(2) k1, ko € K ve hy, hy € H olmak tizere

[klhly thQ] - [kla k2h2]h1 [h17 thQ]
— [k17 hQ]hl [kh kQ]thl [hh hQ] [h17 k?]hQ (22)

dir. (1)’den [K,H] < (K,H) = KH = G dir. Ayrica K/ < K < G ve K', K nin bir
karakteristik altgrubu oldugundan normallik gegismelidir [19], yani K’ <G dir. (2.2)’den
G' = [K, HIK'H'[K, H] = K'[K, HH' du. O

2.5.1.4. Lemma

Bir G grubunun komiitator serisinin terimleri fully-invariant altgruptur, yani her a €
End(G) i¢in n € N olmak iizere (G™)* < G™ dir [19].

fspat

n lizerinden tiimevarim uygulayalim. n = 0 igin iddia saglanir. Kabul edelim ki n > 1
olmak iizere her o € End(G) i¢in (G™~Y)* < G~V olsun. O zaman

(G(n))a _ [(G(n—l))a7 (G(n—l))a] S [G(n—l)’ G(n—l)] _ G(n)
olup iddia tiimevarimdan saglanir. O]

2.5.1.5. Lemma
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G bir grup olsun. O zaman d(G) = n olmasi i¢in gerek ve yeter sart G nin komiitator

serisinin uzunlugunun n olmasidir [19].

jspat

Kabul edelim ki G nin bir abelyan serisi 1 = Gy <1 G; < ... <1 G, = G olsun. Her
0 <i<nicin G < G,_; oldugunu i iizerinden tiimevarimla gosterelim. i = 0 icin

iddia aciktir. Kabul edelim ki s —1 > 0 icin iddia saglansin, yani GO~ < G,,_; 11 olsun.

O zaman
GO =[G, GO £ Gy

ve Gpn_iy1/Gn; abelyan oldugundan G)_,., < G,_; dir.! Boylece tiimevarimdan

esitsizlik saglanir. Dolayisiyla G < Gy = 1 dir.

Kargit olarak n, G™ = 1 olacak sekildeki en kiiciik tamsay1 olsun. Hipotezden ve
Lemma 2.5.1.4ten G nin komiitator serisi bir abelyan seri olup? G c¢oziilebilirdir.
d(G) = m olsun. O zaman m < n ve ilk paragraftan G™ = 1 dir. n, G = 1 olacak

sekildeki en kiiglik tamsay1 oldugundan n < m olup d(G) = n dir. O
2.5.1.6. Lemma

Coziilebilir gruplar altgrup, homomorfik goriintii ve geniglemeye gore kapahdir [19].
jspat

G bir ¢oziilebilir grup olsun. O zaman Lemma 2.5.1.5'ten bir n € N i¢in G = 1
dir. K < G olsun. O zaman K™ < G = 1 oldugundan Lemma 2.5.1.5’ten K

¢oziilebilirdir.
N <1 G olmak iizere G = G//N béliim grubunun ¢oziilebilir oldugunu gosterelim.
G" = (G/N)™ = GWN/N = N

oldugundan G ¢oziilebilirdir.

LK bir grup ve H <1 K olmak iizere K/H nin abelyan olmasi icin gerek ve yeter sartm K’ < H
olmasi gerektigi kolaylikla gosterilebilir.
2Gm /gt = G /(GM)' oldugundan G nin komiitator serisi abelyandir.
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Son olarak bir K grubu igin K /M ¢oziilebilir olacak sekilde M, K nin ¢oziilebilir normal
bir altgrubu olsun. O zaman (K/M)® = M ve M®) = 1 olacak sekilde t, s € N vardur.
Buradan K® < M olur. Boylece (K®)(®) = K(+%) = 1 olup Lemma 2.5.1.5ten K

¢oziilebilirdir. O
2.5.2. Lokal ¢oziilebilir gruplar

Agagidaki lemmanin ispatinda [19]’da 12.5.1°den yararlanilmigtir.

2.5.2.1. Lemma

G birimden farkli lokal ¢oziilebilir grup olsun. O zaman her z,y € G icin ([x,y])¢ # G
dir.

jspat

Kabul edelim ki X := ([x,y])“ = G olacak sekilde ,y € G olsun. z = [z, y| olmak iizere
x,y € X oldugundan x,y € (29,292, ... z9%) olacak sekilde g1,¢s,...,gr € G vardir.
Y = (x,9,91,...,g,) olsun. O zaman Z = (z)¥ olmak iizere x,y € Z oldugundan
z € Z'dir. Z/ <Y oldugundan her y € Y igin 2¢¥ € Z’ olur. Boylece Z < Z’ dir.
Ancak hipotezden Y ¢oziilebilir oldugundan Lemma 2.5.1.6’dan Y nin altgrubu olan Z
de ¢oziilebilir ki bu durum Z nin miikemmel olmasiyla geligir. Dolayisiyla kabul yanlsg

olup iddia dogrudur. O]
2.5.2.2. Lemma

Sonsuz lokal ¢oziilebilir gruplar basit degildir.

jspat

Kabul edelim ki bir sonsuz lokal ¢oziilebilir G' grubu basit olsun. O zaman G abelyan
degildir. Aksi halde basit abelyan grup sonlu oldugundan bu durum hipotez ile gelisir.
Béylece z = |1, 5] # 1 olacak sekilde z,y € G vardir. G basit oldugundan ([z,y])¢ = G
olur ki bu Lemma 2.5.2.1 ile ¢eligir. Dolayisiyla kabul yanlig olup iddia dogrudur. [

2.5.2.3. Lemma

G bir miikemmel lokal ¢oziilebilir grup ve F'; G nin sonlu iiretecli bir altgrubu olsun.
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O zaman G nin her 6z normal N altgrubu icin FEN # G dir. Ozel olarak G sonlu

indeksli 6z altgrubu olmayan sonsuz iiretecli bir gruptur.
jspat

Ik 6nce F, = (z; | 1 <i < n,2; = [y, 2], i, z € G) olmak iizere F¢ # G oldugunu
gostermek igin n iizerinden tiimevarim uygulayalim. Lemma 2.5.2.1’den n = 1 i¢in
iddia saglanir. n > 2 olmak iizere F¢ | # G olsun. Kabul edelim ki F¢ = G olsun. O

zaman
F)=Fl ()" =G

dir. Tiimevarim kabuliinden L := FY, # G dir. Boylece G/L = (z,L)%/* ve G/L
miitkemmel lokal ¢oziilebilir grup oldugundan bu durum Lemma 2.5.2.1 ¢eligir. O halde
F¢% = G kabulii yanhs ve F¢ # G dir.

Kabul edelim ki F', {iretecleri G nin komiitatorleri olan G nin bir sonlu tiretecli altgrubu
ve (¢ nin bir N 6z normal altgrubu i¢in G = NF® olsun. O zaman G = G//N olmak
iizere G = F dir. Fakat G miikemmel lokal ¢oziilebilir grup oldugundan bu durum
onceki paragrafla gelisir. Dolayisiyla kabul yanhlg olup iiretecleri G nin komiitatorleri
olan G nin her sonlu firetecli F' altgrubu ve G nin her N 6z normal altgrubu igin
G # NF¢ dir. K, G nin sonlu iiretecli altgrubu olsun. Hipotezden G = G’ oldugundan
K nin her iireteci G nin sonlu sayida komiitatorii tarafindan iiretilir. Boylece K nin
kendisi de G nin sonlu sayida komiitatorii tarafindan iiretildiginden G # NK¢ dir.

G nin sonlu indeksli bir H 6z altgrubu olsun. G/Hg sonludur. Boylece G = T'Hg
olacak sekilde G nin sonlu iiretecli T’ altgrubu vardir. Dolayisiyla G = T Hg olur.
Ancak bu durum 6nceki paragrafta elde edilen sonugla ¢eligir. Dolayisiyla G' nin sonlu
indeksli 6z altgrubu yoktur. G miikemmel ve lokal ¢6ziilebilir oldugundan sonlu iiretegli

olamaz. O
2.5.3. Hipermerkez gruplar ve nilpotent gruplar

2.5.3.1. Tanim (Seriler)

G bir grup, H < G ve X bir tam sirali kiime olsun. Eger . = {4,, V,, | 0 € X'} kiimesi

1. Her A, ve V,, H y1 kapsar.
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2. G\ H =,cx 45\ V5.
3. Eger r < oise A, < V,.
4. Vo < A,.

sartlarimi sagliyorsa bu kiimeye H ve G arasinda bir seri denir. Birim altgrup ile G
arasindaki bir seriye G i¢inde bir seri denir. A, ve V, altgruplarina serinin terimleri,
A,/V, gruplarma serinin faktorleri denir. Eger 7 < o ise (3) ve (4)'ten A, < A, ve
V. < V, dir. Boylece .# nin terimleri kapsamaya gore tam sirahidir ve A, ve V, nin

siralamasi Y nin siralamasina kargilik gelir.

x € G\ H olsun. O zaman (2)’den = € A, \ V,, olacak sekilde bir o(z) := ¢ € ¥ vardir.
Eger x € A, ise (3)'ten 7 > o dir. Benzer gekilde eger x ¢ V, ise 7 < o dir. Boylece
o(z) hem = € A; olacak sekilde ¥ nin en kiigiik elemani hem de x ¢ V. olacak ¥ nin en
biiyiik elemanidir. Buradan gortildiigii iizere Ay (), < nin x i igeren tiim terimlerinin
kesigimi iken V() ise @ i icermeyen tiim terimlerinin birlesimidir. Daha genel olarak

her o € ¥ igin

m:ﬂm

T>0

ve

Vo= JA
T<o

elde edilir oyle ki eger ¥ min en kii¢iik veya en biiyiik elemani varsa ¢, ¥ nin en son
elemani oldugunda A, = G ve o, ¥ min ilk elemani oldugunda V, = H dir seklinde

yorumlanabilir [20].

2.5.3.2. Tamim

Eger her o < 8 i¢in G, < G ve Goy1/Go < Z(G/G,,) olacak gekilde G nin bir 1 =
Go<G1<...Gs = G yukari merkez serisi (upper central series) varsa G ye hipermerkez
(hypercentral) denir. Eger n bir dogal say1 olmak iizere G nin sonlu merkez serisi
(central series) varsa, yani G;11/G; < Z(G/G;) olacak sekilde G nin 1 = Gy <G <
...<G, = G normal serisi varsa GG ye nilpotent grup denir. G nin bu gekildeki serilerinin

en kiigitk uzunlugu G nin nilpotentlik simfi (nilpotent class) denir [19].

Nilpotent gruplar artan ve azalan merkez serileri tarafindan da karakterize edilebilirler.
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2.5.3.3. Tanim (Genellegtirilmis Yukar1 Merkez Serisi)

G bir grup olmak tizere Zy(G) = 1 olsun. Eger 1 < « bir ordinal ise
Zat1(G)/Za(G) = Z(G/Go),

eger « bir limit ordinali ise

Zo(G) = | 25(@)

B<a
seklinde tanimlansin.’ G nin kardinalitesi agilamayacagindan Zy(G) = Z,,1(G) = ...

olacak gekilde bir en kiigiik A ordinali vardir. Z,(G) ye G nin hipermerkezi (hypercenter)
denir ve Z,(G) ile gosterilir. Boylece

Zy(G) < Z,(G) < ...

serisine GG nin genellegtirilmig yukar1 merkez serisi (transfinitely extended upper central

series) denir.

Eger Z..(G) = G ise G bir hipermerkez gruptur. Eger bir n dogal sayis1 i¢in Z,(G) =
G ise G bir nilpotent gruptur ve bu sekildeki n dogal sayilarinin en kii¢ligii G' nin
nilpotentlik simifidir [19].

2.5.3.4. Tamim (Genellegtirilmis Asagi Merkez Serisi)
G bir grup olmak tizere v;(G) = G olsun. Eger « bir ordinal ise

Tar1(G) = 1a(G), G,

eger « bir limit ordinal ise

Ya(G) = m,3<a 75(G)

seklinde tanimlansin.

IDikkat edilecek olursa Z;(G) = Z(G) dir.
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< 7(G) <(G)

serisine GG nin genellegtirilmis agag1 merkez serisi (transfinitely extended lower central
series) denir. Eger bir n dogal sayisi i¢in v,41(G) = 1 ise G nilpotenttir. Bu sekildeki

dogal sayilarin en kii¢iigii n + 1 ise G nin nilpotentlik sinifi n dir [19].

Asagidaki lemmada [19] 12.1.6’dan yararlanilmigtir.
2.5.3.5. Lemma

G birimden farkh bir lokal nilpotent grup olsun. O zaman her z € G igin [z,G] # G
dir.

jspat

Kabul edelim ki bir 1 # x € G i¢in [z, G] = G olsun. O zaman z € [z, G| olur ve z =
Hle [z, y;]% olacak gekilde e; = F1 ve y1,9a,...,yx € G vardir. Y = (z,y; : 1 <1 < k)
ve Z = (z)Y olsun. Her i igin 2% = Hle [2¥%,yi"]* € [Z,Y] oldugundan Z < [Z,Y]
dir. Karsit olarak her 7, j icin [2%,y;] = (z¥)”'a¥% € Z olur ve béylece Z = [Z,Y] dir.
Boylece her m pozitif tamsayist igin Z = [Z,,,, Y] olur.! Y nilpotent oldugundan bir n
pozitif tamsayis1 i¢in Z = [Z,, Y] < [V,, Y] = 1 dir. Boylece Z = 1 ve & = 1 olur ki
bu G = 1 olmasini gerektirir. Ancak bu hipotezle celigir. Dolayisiyla kabul yanlig olup
iddia saglanir. O]

2.5.3.6. Lemma

G bir miitkemmel lokal nilpotent grup olsun. O zaman G nin sonlu iiretegli her F
altgrubu ve her N 6z altgrubu icin NF¢ # G dir. Ozel olarak G sonlu indeksli 6z

altgrubu olmayan sonsuz iiretecli bir gruptur.?
fspat

[k 6nce G nin her x elemaninin G' deki normal kapanisi ()¢ nin G nin bir 6z altgrubu
oldugunu gosterelim. Kabul edelim ki bir x € G icin (z)¢ = (z)[z,G] = G olsun. G

mitkemmel oldugundan (z) # G ve G sonsuz oldugundan Lemma 2.5.3.5’ten N :=

UZmY]=1[2,Y,Y,...,Y]

2Lokal nilpotent gruplar lokal ¢dziilebilir oldugundan Lemma 2.5.3.6, Lemma 2.5.2.3’ten saglanir.

Ispatlar1 farkh oldugundan teze eklendi.
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[z, G] # G dir. Ancak G/N devirli oldugundan abelyandir ve G’ < N olur ki bu bir
celiskidir. Dolayisiyla kabul yanhs olup her x € G i¢in ()¢ # G dir.

F, = (z;| 1 <i < n) G nin sonlu iiretecli bir altgrubu olmak iizere F¥ # G oldugunu
gostermek icin n iizerinden tiimevarim uygulayalim. Ik paragraftan n = 1 icin iddia

saglanir. n > 2 olmak iizere F¢ | # G olsun. Kabul edelim ki F¥ = G olsun. O zaman
F=F ()" =G

dir. 1k paragraftan ve tiimevarim kabuliinden (z,)¢ # G ve L := F¢ | # G dir.
Boylece G = (x,)[xn, G|L dir. Eger M := [x,,G]L # G ise G/M devirli oldugundan
G = G' < M olur ki bu bir ¢eligkidir. Béylece G = M ve G/L = [z, L, G/L] dir. Ancak
G/ L mitkemmel lokal nilpotent grup oldugundan ilk paragrafla celigir. O halde F¢ = G
kabulii yanhs ve F¢ # G dir.

Kabul edelim ki G nin bir sonlu iirete¢li /' altgrubu ve bir H 6z normal altgrubu igin
G = HFC olsun. O zaman G = G/H olmak iizere G = F“ dir. Fakat G miikemmel
lokal nilpotent grup oldugundan bu durum ilk paragrafla geligir. Dolayisiyla kabul yanlig
olup G nin her sonlu iiretecli F altgrubu ve her H 6z normal altgrubu icin G # HF¢
dir.

Son olarak eger |G : K| sonlu olacak sekilde G nin bir K 06z altgrubu varsa C' =
Coreq(K) = (e K* olmak iizere G//C sonludur. G lokal nilpotent oldugundan G/C
nilpotent olur ki bu G nin miikemmel olmasiyla ¢eligir. Ayrica sonlu iiretegli her F' < G
icin F¢ # G oldugundan F # G olup G sonsuz iireteclidir. m

2.5.4. FC-gruplar
2.5.4.1. Tanmim

G bir grup olsun. Bir z € G igin x in G igindeki tiim egleniklerinin kiimesine z i igeren G
nin eglenik simfi (conjugacy class) denir. Eger G nin tiim elemanlarimin eglenik simiflar
sonluysa G ye F'C-grup denir. Bu tanima denk olarak eger her z € G i¢in |G : Cg(z)]
sonluysa G grubu FC-gruptur [21].!

1X C G olmak iizere Cg(X) e X in G igindeki merkezleyeni (centralizer) denir ve Cq(X) = {g €
G | her z € X i¢in gz = xg} seklinde tamimlamr. X = {x} seklinde X in tek nokta kiimesi oldugu
durumda Cg(x) = {g € G| gz = xzg} dir.
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Asagidaki lemma [7]’deki Lemma 5.34’tin ispatimin bir kisminin degistirilmig hali ile

verilmigtir.

2.5.4.2. Lemma

G bir FC-grup olsun. Eger G abelyan-by-sonlu grupsa G/Z(G) sonludur [7].
jspat

G grubunun bir L abelyan normal altgrubu vardir ki G/L sonludur. O zaman X = {x; |
x; € G,i=1,2,...,n} olmak iizere G nin sonlu tiretegli bir F' = (X)) altgrubu i¢in G =
LF dir. C = (,_, Ca(z;) olsun. G grubu FC-grup oldugundan her i igin |G : Ce(x;)|
sonlu oldugundan |G : C| sonludur. Béylece G/L sonlu oldugundan |G : C'N L| de
sonludur. x € C N L ve g € G olsun. G = LF oldugundan g = yz olacak sekilde y € L
ve z € F vardir. O zaman ¢* = y*z” dir. x,y € L ve L abelyan oldugundan y* = y
dir. z € F oldugundan z = x?%jf x;i" olacak gekilde 1 < s < kvel < js <n

olmak iizere ¢;, = F1 ve x;, € X vardir. Dolayisiyla 2* = (x5,)9 (2F,)%2 ... (2, )% dir.

r € C oldugundan her j; i¢in 2 = z;, oldugundan z* = z dir. O halde g* = g ve

CNL < Z(G) dir. Boylece |G : Z(G)| < |G : CNL| oldugundan G/Z(G) sonludur. [

Asgagidaki lemma [21]’deki Theorem 1.6’dan yararlanarak Theorem 1.2nin farkli bir

ispat1 verilmigtir.

2.5.4.3. Lemma

G bir grup olsun. Eger G/Z(G) sonluysa G’ sonludur [21].
jspat

Ik olarak G nin bir FC-grup oldugunu gdsterelim. Z(G) = (.o Ca(z) oldugu
rahatlikla gosterilebilir. Dolayisiyla her z € G i¢in Z(G) < Cg(z) dir. Boylece

|G Ca(a)] < |G Z(G))
oldugundan hipotezden |G : Cg(z)| sonludur. O halde G bir FC-gruptur.

Simdi G’ komiitator altgrubunun sonlu oldugunu gosterelim. G/Z(G) sonlu oldugundan
X, G nin sonlu bir altkiimesi olmak {izere G = Z(G)F olacak sekilde bir (X) = F < G
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vardir. O zaman Lemma 2.5.1.3(2)’den ve [19]'da 5.1.6(iii)'den
G =[G,G] = [Z(G)F, Z(G)F] = [F, F] = [X, X]"

dir. X sonlu oldugundan [X, X] altgrubu komiitatér tanimindan sonlu iireteglidir.
(X, X] < G’ ve G’ lokal sonlu oldugundan [X, X] sonludur [21,22]. Bdylece G grubu
FC-grup oldugundan [X, X]¥ sonlu ve dolayisiyla G sonludur. O

2.5.4.4. Lemma
Bir G grubunun G’ komutatoér altgrubu sonluysa G bir F'C-gruptur [21].
jspat

r € G olsun. O zaman her y € G igin z¥ = xz 'y lzy = z[z,y] ve 2¥ eslenigi G’

kosetinin elemanidir. Béylece |xG’| = |G| < 0o oldugundan iddia dogrudur. O
2.5.5. Boliinebilir gruplar
2.5.5.1. Tamim

G bir abelyan grup olsun. Eger her ¢ € G ve her n € Z* icin nx = g denkleminin G
iginde bir ¢ézlimii varsa, yani x = b olacak sekilde b € G varsa GG grubuna boliinebilir
(divisible) denir. Boylece G nin boliinebilir olmasi i¢in gerek ve yeter gsart her pozitif n
tamsayist igin G = nG = {ng | g € G} olmasidir |23].

2.5.5.2. Tanmim

G bir abelyan grup olsun. Eger her pozitif k tamsayis1 icin p*G' = G olacak sekilde bir
p asal sayis1 varsa G ye p-boliinebilir denir [23].

2.5.5.3. Lemma

Bir abelyan G grubunun béliinebilir olmasi i¢in gerek ve yeter sart her p asal sayisi i¢in

G nin p-bolunebilir olmasidir [23].

fspat



30

Eger G bdliinebilir grupsa tanimdan p-boéliinebilir oldugu goriliir. Karsit olarak her
p asal sayisi i¢cin G p-bollinebilir olsun. Her n pozitif tamsayisi i¢in n = plfl p§2 ... phm
olacak gekilde p; asal sayilar1 ve k; pozitif tamsayilar: vardir. Boylece her 7 i¢in pfiG =G

oldugundan nG = G dir. O
2.5.5.4. Lemma

G bir abelyan grup olsun. GG nin béliinebilir grup olmasi i¢in gerek ve yeter sart G nin

sonlu indeksli 6z altgrubunun olmamasidir [23].
fspat

G bir boliinebilir grup ve kabul edelim ki G nin sonlu indeksli bir K 6z altgrubu olsun.
O zaman L = Coreg(K) olmak {izere n = |G/L| < oo olacak sekilde bir n pozitif
tamsayisit vardir. Dolayisiyla G = nG < L olup bu bir c¢eligkidir. Dolayisiyla kabul

yanlig olup G nin sonlu indeksli 6z altgrubu yoktur.

Karsit olarak GG nin sonlu indeksli 6z altgrubu olmasin. Kabul edelim ki G boliinebilir
olmasm. O zaman Lemma 2.5.5.3’ten bir k pozitif tamsayisi icin p*G' # G olacak sekilde
bir p asal sayisi vardir. Boylece pG' # G dir. G abelyan ve p(G/pG) = pG oldugundan
G /pG bir elemanter abelyan p-gruptur. G = G/pG olsun. [23]'teki Theorem 8.5ten G
devirli p mertebeli altgruplarin direkt ¢arpimi seklinde yazilabilir. Direkt ¢carpimdan p
mertebeli bir altgrup alinsin ve geri kalan direkt carpim H olsun. H, G nin 6z normal
altgrubu olur. Béylece G/H, p mertebeli sonlu grup oldugundan G nin sonlu indeksli
bir altgrubu vardir ki bu bir geligkidir. Dolayisiyla kabul yanlis olup G bir boliinebilir
gruptur. O

2.5.5.5. Lemma

Her 6z altgrubu sonlu olan sonsuz bir abelyan grup bir p asal sayisi icin yaridevirli Cpeo

grubuna izomorftur [23].
fspat

Kabul edelim ki bir G’ grubu hipotezi saglasin. Eger |G : K| < 0o olacak sekilde G nin
bir K 6z altgrubu varsa G sonlu olacagindan bu hipotezle geligir. Boylece G nin sonlu
indeksli 6z altgrubu olmadigindan Lemma 2.5.5.4’ten G béliinebilir gruptur. [23]'teki

Theorem 23.1’den G yaridevirli gruplarin ve rasyonel sayilarin direkt ¢arpimidir. Eger
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direkt ¢arpim en az bir rasyonel sayilar grubu ya da en az iki yaridevirli grup igerirse
G nin sonsuz 6z altgruplar: vardir. Dolayisiyla hipotezden G nin her 6z altgrubu sonlu

oldugundan bir p asal sayis1 i¢in G = Cpe dur. [

2.6. Minimal Non-F C-Gruplar

2.6.1. Tanim

X bir grup smifi ve G bir grup olsun. Eger G ¢ X ve G nin her K 6z altgrubu igin
K € X ise G grubuna minimal non-X-grup, kisaca M NX-grup denir [20].

X grup smifi olarak FC-gruplar, ¢oziilebilir gruplar, hipermerkez gruplar alinirsa
M N X-grup sirasiyla M N FC-grup, M N S-grup ve M N HC-grup olur.

2.6.2. Tanim

G bir grup olsun. Eger G nin her K 6z altgrubu i¢in K’ sonlu iken G’ sonsuz ise G ye
Miller-Moreno tipinden grup denir [24].

2.6.3. Lemma

Miller-Moreno tipinden bir grup M N FC-gruptur.

fspat

Kabul edelim ki bir G grubu Miller-Moreno tipinden bir F'C-grup olsun. O zaman
C = Cg(r) < G olacak gekilde bir x € G vardir. Aksi halde G abelyan ve dolayisiyla
G’ = 1 olur ki bu durum G nin Miller-Moreno tipinden olmasiyla gelisir. K = Coreg(C')
olsun. G grubu FC-grup oldugundan |G : C| sonlu ve dolayisiyla |G : K| sonludur.
Boylece |G/K' : K/K'| <|G : K| oldugundan |G/K’ : K/K'| sonludur. K/K" abelyan
oldugundan G /K’ abelyan-by-sonludur. Lemma 2.5.4.2 ve Lemma 2.5.4.3’ten G’ sonlu
olur ki bu bir ¢eligkidir. Dolayisiyla kabul yanligtir ve G bir F'C-grup degildir. Tanimdan
G nin her K 6z altgrubu i¢in K’ sonludur. Béylece Lemma 2.5.4.4’ten K bir FC-grup
olup iddia saglanir. O]

2.7. Grup Halkalar:

2.7.1. Tanim
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G Dbir grup ve R bir halka olmak iizere R(G), >, R (her g € G elemanima kargilik
gelen R nin kopyalarinimm toplami) toplamsal abelyan grubu olsun. R(G) nin
elemanlarmi yeni bir formda gosterelim. R(G) nin her x = {r;},e¢ elemani, ¢g; € G
olmak {tizere sonlu sayida sifirdan farkh r,,7g,,..., 7, koordinatlarina sahiptir. z

elemanin sonlu toplam (formal sum) seklinde

T g1+ 7g.92+ ..+ 74, 9n

veya » - 1.¢; seklinde tammlayalim. Buradan baz ry, ler sifir ve baz1 g; ler tekrar
edebileceginde R(G) nin elemanlar: farkli formlarda yazilabilir; g1 + 0go = r191 veya

r191 + s191 = (r1 + $1)g1. Bu notasyonda R(G) grubu igindeki toplama iglemi

n

Z Tg:;9i + Z S9:9i = Z (Tgi + Sgi)gi
i=1 =1

=1

seklindedir 6yle ki gerektiginde sifir katsayili terimler eklenerek herhangi iki sonlu
toplamin tam olarak aymi g¢q,¢gs,..., g, indekslerine sahip oldugu her zaman kabul
edilebilir. R(G) iginde

(Z rz-gi)(z sjh;) = Z Z (ris;)(gihy)

i=1 j=1 i=1 j=1

carpimini tanimlayalim. O zaman verilen iglemlerle R(G) bir halkadir ve bu halkaya G
nin R tzerindeki grup halkasi denir. R ve GG nin degigmeli olmasi i¢in gerek ve yeter
sart R(G) nin degigmeli olmasidir. Eger R halkasi 1z birimine sahipse G nin birim

eleman e olmak tizere R(G) nin birim eleman:i 1gze dir [30].
2.7.2. Tanim (K-Cebiri)
K birimli ve degismeli bir halka ve A bir halka olsun. Eger

1. (A, +) birimli sol K-modiil
2. Her k € K ve a,b € A igin k(ab) = (ka)b = a(kb)

sartlar1 sagliyorsa A ya bir K-cebiri veya K tizerinde bir cebir denir. Bir cisim iizerindeki

cebirler o cisim {izerinde bir vektor uzayidirlar [30].

2.7.3. Tanim (Grup Cebiri)
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G bir ¢arpimsal grup ve K birimli ve degigmeli bir halka olsun. O zaman yukarida

tanimlanan K(G) grup halkas

k(z rigi) = Z(k’ﬁ')gi (k,r € K;g; € G)

ile bir K-modiilii yapisinda bir K-cebiridir. K(G) ye G nin K {izerindeki grup cebiri
denir [30].
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3. N-BARELY TRANSITIVE GRUPLAR
3.1. Tamim

Bir sonsuz kiime tizerine gegisli ve sadik gekilde etki eden bir grubun eger her 6z normal
altgrubunun her yoriingesi sonluysa bu gruba N-barely transitive grup (N BT-grup)

denir.

Tammdan N BT-grup kavrami barely transitive grup (BT-grup) kavraminin bir
genellemesidir. Cilinkii BT-gruplarin her 6z altgrubunun her yoriingesi sonludur.

Tanmimdan goriilecegi tizere N B'T-gruplarin yapisi 6z normal altgruplarina baghdir.
3.1. NBT-Gruplarin Temel Ozellikleri

BT-gruplarin [4]'teki Lemma 2.1 karakterizasyonunda 6z altgruplar yerine 6z normal

altgruplar alindiginda N BT-gruplarin bir karakterizasyonu elde edilir.
3.1.1. Lemma

Bir sonsuz G grubunun N BT-grup olmasi igin gerek ve yeter sart () gec H? =1 ve
G nin her 6z normal N altgrubu i¢in [N : N N H| < oo olacak gekilde bir H < G

olmasidir.
fspat

Kabul edelim ki G bir NBT-grup olsun. O zaman G bir sonsuz () kiimesi iizerine
sadik ve gegigli etki eder. G nin € {izerine etkisi 2 x G — Q, (8,9) — B9 olmak
tizere p : G — Sym(Q2),g — ¢” permiitasyon temsili vardir 6yle ki etki yardimiyla
g° : Q1 — Q. [ — (B9 permiitasyonu tanimlanir.

Bir a € Q i¢in H = G, olsun. O zaman

Coreg(H) = [ H* = () (Go)? = [ | Gas = [ ] Gs (3.1)

geG geG geG BeN
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ve

reKerp Ve g =peac ()G (3.2)
BeQ

saglanir. G bir N BT-grup oldugundan p temsilinin ¢ekirdegi birimdir. Dolayisiyla (3.1)
ve (3.2)’den Kerp = Coreg(H) olup (o HY = 1 dir.

G nin her 6z normal N altgrubu i¢in nokta dengeleyen 6zelliginden
IN:NNH|=|N:NNGy| =|N:N,| =|a"|
ve tamimdan N nin her yoriingesi sonlu oldugundan |N : NN H| = |[a"] < oo dur.

Karsit olarak (), H* = 1 ve G nin her 6z normal N altgrubu igin [N : N N H| < oo
olacak gekilde bir H < G olsun. Q2 = {Hg | g € G}, yani Q kiimesi H nin G i¢indeki
tiim sag kosetleri kiimesi olsun. Q sonlu olamaz. Aksi halde |Q] = |G : H| < oo ve
Coreg(H) = 1 oldugundan |G : Hg| = |G| sonlu olur ki bu G nin sonsuz olmasiyla
celisir. Boylece ¢ : G — Sym(Q),z — 2% : Hg — Hgx temsili tammhdir &yle ki
QxG — Q (Hg,z) — Hgz, G nin ) izerine bir etkisidir. Her Hgy, Hgo € Q i¢in
Hgy = (Hgy)% ‘92 olacak sekilde g; 'g, € G oldugundan G grubu € iizerine gecisli etki

eder.

re€Kerp &VHge QN Hgr = Hg & x € ﬂHg:CoreG(H)

geG

oldugundan Ker¢ = Coreg(H) = [\,cq H? = 1 dir. Boylece G,  iizerine sadik etki
eder. Son olarak GG nin her 6z normal N altgrubunun her yoriingesinin sonlu oldugunu

gosterelim. 11k 6nce her Hg € Q icin G g = HY oldugunu gosterelim.
r€Gug& Hgr = Hg & x € HY
dir. O héalde

(Hg)"| = [N : N NGyl
= |N: NN HY
1

— N9 N9 N H|
=|N:NNH| <o
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oldugundan ispat tamamlanir. O

Dikkat edilecek olursa tanimdan bir N BT-grup bir sonsuz kiime {izerine gegisli etki
ettiginden her nokta dengeleyeni Lemma 3.1.1 yeter sartini saglar. Béylece bir sonsuz
grubun N BT-grup olup olmadigini anlamak i¢in bir nokta dengeyeninin incelenmesi

yeterlidir.

3.1.2. Lemma

G, sonsuz bir () kiimesi iizerinde bir NBT-grup ve G nin bir nokta dengeleyeni H

olsun. Asagidakiler saglanir.

1. G nin sonlu indeksli 6z altgrubu yoktur.

2. G nin her M, N 6z normal altgrubu i¢cin M H # G # MN dir. Boylece KH = G
olacak sekildeki her K < @ icin K¢ = @ dir.

3. G nin her 6z normal altgrubu sonlu exponentli® residually? sonludur. Béylece G nin
her 6z normal altgrubu lokal sonludur. Ayrica G nin her 6z normal altgrubunun tiim
yoriingelerinin kardinaliteleri aynidir.

4. G abelyan ise bir p asal sayis1 icin G = Cpe dur.

5. G abelyan degilse Z(G) sonlu ve Zy(G) = Z(G) dir, yani G nin hipermerkezi
merkezine egittir.

6. Eger G nin sonlu normal N altgrubu varsa N < Z(G).

fspat
(1) Kabul edelim ki |G : K| < oo olacak sekilde bir K < G olsun. O zaman |G :

K¢| < oo dir. G bir NBT-grup oldugundan Lemma 3.1.1’den |K¢ : KgNH| < oo dur.
Boylece

|G:H| <|G: Kg||Kg: KegNH|

oldugundan |G : H| sonludur. Ancak Lemma 3.1.1'in ispatindan bu bir geligkidir.
Cinkii NBT-gruplar tanimdan ve || = |G : H| < |G| olmasindan dolay1 sonlu
degildir. Boylece kabul yanlis olup G nin sonlu indeksli 6z altgrubu yoktur.

!'Eger bir grubun elemanlarimin mertebeleri sonlu ve siirliysa gruba sonlu exponentli denir ve

bdylece elemanlarinin mertebelerinin en kiigiik ortak kat1 grubun exponentidir [19].
2X bir grup teorik 6zellik olmak iizere bir G grubunun her z elemam i¢in # ¢ N, ve G/N, € X

olacak gekilde bir N, <t G varsa G ye residually X-grup denir [19].
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(2) Tanmimdan G nin her 6z normal altgrubu gegisli olamaz. Dolayisiyla Lemma
2.3.9’dan G nin her 6z normal N altgrubu i¢cin NH # G dir, yani G nin her 6z

normal altgrubu ile her nokta dengeleyinin ¢arpimi GG nin 6z altgrubudur.

M ve N, G nin 6z normal altgruplar1 olsun. Her g € 2 i¢in M, G nin 6z normal

altgrubu oldugundan her yériingesi sonlu olup M = {8, Bs, ..., Bk} dir. Béylece

k
BYNY = {81, Ba, ... B} = BY
=1

dir. N, G nin 6z normal altgrubu oldugundan ve her 3" sonlu oldugundan yukaridaki
birlesim sonlu olur. Béylece M N nin her yoriingesi sonlu ve GG nin yoriingesi tek ve
sonsuz oldugundan M N # G dir.

Bir K < @ icin kabul edelim ki KH = G olsun. Bir énceki paragraftan K¢ < G ise
(KY)H # G oldugundan K¢ = G dir.

(3) N, G nin bir 6z normal altgrubu olsun. O zaman G, N BT-grup oldugundan |N :
NNH| <oove|N:(NNH)y| sonludur. M = (NN H)y ve [N : M| =k olsun. O
zaman N¥ < M < H, N*<1G ve Coreg(H) = 1 den H nin iginde G nin birimden farkh

6z normal altgrubu olmadigindan dolayr N* = 1 dir. Boylece N sonlu exponentlidir.
Her g € G igin

IN:NNH|=|NY: (NNH)! =|N:NNH <0

ve
ﬂNﬂH9§N0<ﬂH9>:1
9eG geG

dir. Boylece her z € N i¢in x ¢ N N HY olacak gekilde bir y € G vardir 6yle ki
N : N N HY| sonludur. Boylece |N : (N N HY)y| sonludur. O halde her z € N igin
x ¢ (N N HY)y olacak sekilde bir (N N HY)y < N oldugundan N residually sonludur.

Zelmanov’'un Restricted Burnside Problemi ¢oziimiinden sonlu exponentli residually

sonlu gruplar lokal sonlu oldugundan G nin 6z normal altgruplari lokal sonludur [12].
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Kabul edelim ki M, G nin bir 6z normal altgrubu ve v,6 € € olsun. G gecisli
oldugundan v = 69 olacak sekilde g € G var ve buradan G., = (Gy)? dir. O zaman

1 1

WM =M MNOG,| = |M: M (Gy)| = M7 : M7 NGy| = |M : MGy = |6

oldugundan G nin her 6z normal altgrubunun her yoriingesinin kardinalitesi birbirine

esittir.

(4) G abelyan olsun. O zaman G nin H nokta dengeleyenleri Lemma 3.1.1’den Hg =
H =1 dir. Aym1 lemmadan her K < G i¢in |[K : KN H| = |K : 1| = |K| < oo dir.
Boylece G abelyan grubunun her 6z altgrubu sonlu oldugundan Lemma 2.5.5.5’ten GG

bir p asal sayisi i¢in yaridevirli p-grubuna izomorftur.

(5) G abelyan degilse Z(G) < G dir. Boylece |Z(G) : Z(G) N H| < oo dir. Lemma
3.1.1’den Coreg(H) = 1 oldugundan H, G nin agikar olmayan 6z normal altgrubunu
icermez. Z(G) N H <1 G oldugundan Z(G) N H = 1 dir. Béylece | Z(G)| sonludur.

Z5(G), G nin artan merkez serisinin ikinci terimi olmak ftizere z € Z5(G)
olsun. [4]'teki Lemma 2.13’in ispatindaki gibi Griin’s Lemmadan G/Cg(2), Z(G) nin
sonlu otomorfizmalar grubunun bir altgrubuna izomorftur. (1)’den G nin sonlu
indeksli 6z altgrubu olmadigindan G = Cg(z) dir. Boylece z € Z(G) ve
Zy(G) = Z(G) olur.

(6) Kabul edelim ki N, G nin bir sonlu normal altgrubu olsun. [19]’daki 1.6.13’ten
Ng(N)/Cq(N) boliim grubu Aut(N) otomorfizmalar grubunun bir altgrubuna izomorf
ve hipotezden N < G oldugundan Ng(N) = G dir. N sonlu oldugundan |Aut(N)|
sonludur. (1) den G nin sonlu indeksli 6z altgrubu olmadigindan Cg(N) = G ve boylece
N < Z(G) dir. O
3.1.3. Lemma

G bir NBT-grup ve G nin bir 6z normal altgrubu N olsun. Eger

(| (EN/N)PN =N

gNeG/N

ise G/N bolim grubu N nin tiim yoriingelerinin kiimesi iizerinde bir N BT-gruptur.
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fspat

G bir sonsuz () kiimesi lizerinde N BT-grup olsun. a € €2 icin H = G, ve N nin
B € Q elemanmm iceren yoriingesi SV olmak iizere G nin ) iizerine etkisi Q x G —
Q, (B,9) = B9 seklinde tanimlansin ve Q = {3V | 8 € Q} olsun. O zaman Q x G/N —
Q, (BN, gN) — (BN = (BN, (B € Q) bagmtist G/N nin Q iizerine bir etkisidir.
Boylece gN € G/N igin (gN)* : B~ — (B9) olmak iizere

p:G/N — Sym(Q)
gN = (gN)”

temsili vardir. Ayrica

zN € Kerp & VY € Q, (BM)@N)” = N o« N € ﬂ (G/N)gn
BN e

oldugundan Kerp = (v g (G/N)gn dir.

(G/N)o~ = HN/N oldugunu gosterelim. gN € (G/N),~ olsun. O zaman (a9)" = o¥
dir. Boylece " = « olacak sekilde bir n € N vardir ve gn € H dir. Boylece gN €
HN/N dir. Tersine hN € HN/N olsun. Béylece h € H oldugundan (a™)™ = (a")V =
o ve hN € (G/N),n~ dir.

G grubu Q kiimesi iizerinde gecisli oldugundan a® = € dir. Béylece her 8 € € icin
B = af olacak sekilde g € G vardir. Dolayisiyla

Kerp = ﬂ (G/N)gn

BeQ

=) (G/N)(as)n

geG

= ﬂ (G/N) @nyav

geG

= [ ((G/N)ux)?™ =[V(HN/N)* =N

gNeG/N gN

oldugundan p bir monomorfizmadir. Béylece p bir sadik temsildir. Her gV, 0V € Q icin
G grubu € kiimesi tizerinde gegisli oldugundan 6 = (39 olacak sekilde g € G vardir.
Béylece 0V = (89)N = (BV)IN olacak sekilde gN € G//N oldugundan G/N, 2 iizerinde
gecigli gruptur.
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K/N, G/N nin bir 6z normal altgrubu olsun. Her g € Q icin BV = (a™)9V olacak
sekilde gN € G/N oldugundan

|(BM)E =K /N = (K/N)gn|
=|/ F(K/N)O(G/N ) amyon |
N : (K/N)n (HN/N)*™|
=|(K/N)g N (KN N 0 HN/N|
=|K/N : (K/N) N (HN/N)|
<|K:KNHN|
<|IK:KNH| <o

dir. Boylece G/N nin her 6z normal altgrubunun her yoriingesi sonlu oldugundan ispat

tamamlanmig olur. O
Sonug

G, bir €2 kiimesi iizerinde bir N BT-grup ve M, G nin bir maksimal normal altgrubu
olsun. O zaman G/M bolim grubu M nin tiim yoriingelerinin kiimesi tizerinde bir
N BT-gruptur.

jspat

M, G grubunun maksimal normal altgrubu oldugundan G/M basit gruptur.
Coreg/n(HM /M), HM/M nin igerdigi, G/M nin maksimal normal altgrubudur.
Dolayisiyla

Coreg/y(HN/N)= () (HN/N)*™ =N
gNeG/N

dir. Boylece Lemma 3.1.3’ten iddia saglanir. [
3.1.4. Lemma

G basit olmayan bir N BT-grup olsun. O zaman G ilkel olamaz. Boylece grubun nokta
dengeleyeni maksimal degildir. Ozel olarak G 2-gecisli olamaz.

fspat
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Kabul edelim ki G' grubu bir sonsuz €2 kiimesi iizerinde ilkel N BT-grup ve N, G nin
agikar olmayan bir 6z normal altgrubu olsun. Her 5 € () i¢in Lemma 2.3.12’den N
nin BV yoriingesi G icin bir bloktur. Kabulden dolayr 8~ = {3} ya da 8Y = Q dur.
[k durum saglanirsa N < G dir. Ancak G nin nokta dengeleyenleri G nin 6z normal
altgrubunu icermediginden bu bir celigkidir.! Tkinci durumda ise G' nin 6z normal N
altgrubu gegisli ve 2 sonsuz oldugundan N nin yoriingesi sonsuzdur. Ancak bu G nin

N BT-grup olmasiyla geligir. Boylece kabul yanlistir ve GG bir ilkel gruptur.

Teorem 2.3.17°den nokta dengeleyeninin maksimal olmasi, grubun ilkel olmasini

gerektirdiginden grubun nokta dengeleyeni maksimal olamaz.?

Lemma 2.3.16’dan 2-gegisli gruplar ilkel oldugundan basit olmayan N BT-grup 2-gecisli

olamaz. O
Sonug¢

Miikemmel olmayan N BT-gruplar ve lokal ¢oziilebilir N BT-gruplar ilkel degildir.
fspat

Miikemmel olmayan N BT-grubun komiitatér altgrubu birimse grup yaridevirli
p-grubuna izomorf oldugundan grup basit degildir. Eger komiitator altgrubu birimden
farkliysa grubun basit olmadigi agiktir. Lokal ¢oziilebilir gruplar Lemma 2.5.2.2’den

basit olmadigindan iddia Lemma 3.1.4’ten saglanir. O]
3.1.5. Lemma

Torsiyonsuz N BT-grup basittir.

fspat

Lemma 3.1.2(3)’ten bir NBT-grubun her 6z normal altgrubu lokal sonludur. G
torsiyonsuz oldugundan birimden farkli 6z normal altgrubu olamaz. Dolayisiyla iddia

saglanir. ]

1Coreq(Gp) =1
2 Alternatif olarak bir H nokta dengeleyeni maksimal ise Lemma 3.1.2(2)’den N < H olur. Ancak
1 # N oldugundan bu durum Lemma 3.1.1 ile gelisir.
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3.1.6. Lemma

G, lokal sonlu olmayan bir NBT-grup olsun. O zaman G = G’ ve G nin bir tek

maksimal normal lokal sonlu altgrubu vardir [5].
fspat

Kabul edelim ki GG nin tiim 6z normal altgruplar: tarafindan iiretilen altgrubu M olsun.

Lemma 3.1.2(3)'ten M, G nin bir tek maksimal normal lokal sonlu altgrubudur.

Kabul edelim ki G' # G olsun. Lemma 3.1.2(2)’den MG’ # G ve M, G nin maksimal
normal altgrubu oldugundan G’ < M olup G/M basit abelyan gruptur. Dolayisiyla
G /M sonlu olur ki bu Lemma 3.1.2(1) ile geligir. Dolayisiyla kabul yanhgtir ve G = G
dir. O

3.1.7. Lemma

X bir grup simifi olmak tizere G' bir N BT-grup ve H, GG nin bir nokta dengeleyeni olsun.
Eger H nin bir sonlu indeksli X-altgrubu varsa G nin bir N BT-temsili vardir dyle ki
G nin nokta dengeleyenleri X-altgruptur [5].

jspat

Bir K < Hicin K € X ve|H : K| < oo olsun. Lemma 3.1.1’den (), ., H* =

1 ve (), K% = 1 dir. Ayrica G nin her N 6z normal altgrubu igin

K* <

zeG

IN: NNK|=|NK: K|
<|NH : K|
=|N: NNH|H: K| < .
oldugundan Lemma 3.1.1°den iddia saglanir. [

3.1.8. Lemma

G bir NBT-grup ve G nin 6z normal altgruplarinin bir zinciri N; < Ny < ... olmak
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uzere

o U
=1

olsun. Eger G nin bir H nokta dengeleyeni ¢oziilebilir ise G ¢oztilebilirdir. Ayrica d(G) <
d(H)+ 1 dir.

fspat

H, G nin c¢oziilebilir bir nokta dengeleyeni olsun. O zaman Lemma 3.1.1’den her
i € Nigin |N; : N; N H| < oo dur. H nin ¢oziilebilir uzunlugu d(H) := ¢ olsun. O
zaman Khukro-Makarenko Teoreminden N; nin d(C;) < t olacak sekilde sonlu indeksli
karakteristik! C; altgrubu vardir [25]. G = G/C; olmak iizere G /Cx(N;) boliim grubu
sonlu Aut(N;) otomorfizmalar grubunun bir altgrubuna izomorftur [19]. O zaman
Lemma 3.1.2(1)’den N; < Z(G) ve N; abelyandir. Béylece N/ < C; ve d(N}) < t dir.
Hipotezden G’ = |J;2; N/ oldugundan d(G’) < ¢ ve d(G) < ¢ + 1 dir. Dolayisiyla G
¢oziilebilirdir. O

3.1.9. Lemma
G bir NBT-p-grup olsun. O zaman G nin her 6z normal altgrubu nilpotenttir.
jspat

H ve N sirasiyla G nin bir nokta dengeleyeni ve bir 6z normal altgrubu olsun. O
zaman [N : NN H| < oo dir. M = Coreg(N N H) olmak iizere N/M sonlu p-grup
oldugundan nilpotenttir. Dolayisiyla N/M nin agagl merkez serisinin bir n-yinci terimi
Yn(N/M), M ye esit oldugundan ~,,(N) < M dir. ,,(N), N nin fully-invariant altgrubu
ve fully-invariant grup karakteristik oldugundan ~,(NN) < G dir. Ancak Coreg(H) =1
ve 7,(N) < NN H oldugundan ~,(N) =1 dir. Boylece N nilpotenttir. O

3.1.10. Lemma

Bir NBT-grubun sayilabilir her 6z normal altgrubu, her yoriingesi sonlu olan bir

IBir G grubunun bir H altgrubu igin eger her o € Aut(G) igin H* < H ise H ya G iginde
karakteristik (characteristic) denir. Dikkat edilecek olursa o € Aut(G) ise a~! € Aut(G) dir. Boylece
Ho ' <H oldugundan H < H® dir. Boylece H, G de karakteristik ise her o« € Aut(G) igin H* = H
dir.



45

yansonlumsu permiitasyon grubuna izomorftur.

jspat

Lemma 3.1.2(3)'ten bir NBT-grubun her 6z normal altgrubu sonlu exponentli

residually sonludur. Béylece iddia [14]'teki Lemma 4.1’den saglanir. [

BT-gruplarda saglanan Lemma 3.1.2°deki 1., 4., 5. ve 6. Ozelliklerinin, Lemma 3.1.3,
Lemma 3.1.4, Lemma 3.1.5, Lemma 3.1.6, Lemma 3.1.7 ve Lemma 3.1.9'un NBT-
gruplarda da saglandig gosterilmistir [4,5,7].

3.2. NC BT-Gruplar

N BT-gruplarin daha gii¢lii bir formunu tanimlayalim.

3.2.1. Tanim

G bir sonsuz kiime tizerinde gegisli olan bir permiitasyon grubu olsun. Eger N(z) # G
olacak sekildeki her € G ve G nin her 6z normal N altgrubu i¢in N (x) altgrubunun
her yoriingesi sonlu ise G grubuna NC-barely transitive permiitasyon grubu ya da
kisaca NC'BT-grup denir.

Bagka bir ifadeyle bir sonsuz kiime iizerine gegisli ve sadik sekilde etki eden bir
grubun devirli altgruplariyla 6z normal altgruplarinin gruptan farkl olacak sekildeki

her carpiminin' her yoriingesi sonluysa bu gruba NC-barely transitive grup

(NCBT-grup) denir.

Yukarida tanimlanan grup i¢in Lemma 3.1.1 ile bu grubun bir karakterizasyonu

verilecektir.

3.2.2. Lemma

Bir sonsuz G grubunun NCBT-grup olmasi i¢in gerek ve yeter sart Coreg(H) = 1
ve G # N(x) olacak sekildeki her 6z normal N altgrubu ve her z € G ig¢in |N(z) :
(N(z)) N H| < oo olacak sekilde bir H < G olmasidur.

IN(z) = (N, z) oldugundan garpim yerine grubun 6z normal altgruplariyla her elemaninin gruptan
farkl olacak gekildeki tirettigi altgrup da alinabilir.
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fspat

Lemma 3.1.1’in ispatinda her 6z normal N altgrubu yerine G # N(z) olacak gekildeki
x € G igin N(x) ile degistirildiginde iddianin gerek sart1 saglanir.

Kargit olarak Coreg(H) =1 ve G # N(x) olacak gekildeki her N 6z normal altgrubu
ve her z € G igin [N (x) : (N(z))NH| < oo olacak gekilde bir H < G olsun. Eger z € G
i¢cin G # N{(z) normalse N yerine N(z) alimirsa Lemma 3.1.1'in ispatiyla aymdir. €,
Lemma 3.1.1°deki sekilde tamimlansin. N(z), G nin normal altgrubu degilse o zaman
Hg € Q elemamnim N (z) i¢indeki yoriingesinin sonlu oldugunu gésterelim. (x) 2 (29 ')
ve G # N{(z) oldugundan G # N{(z¢ ') dir. Boylece hipotezden

(HN @ | = [N(z) : (N(z)) N Gyl
= |N(z) - (N{z)) N H’|
= |(N(z))*" : (N(2))’ N H
= [N{z? ) : (N{z )N H| < 0
saglanir. O]

Boylece her NC'BT-grup bir N BT-gruptur. Ayrica 6z normal altgrup olarak birim
grup alinirsa her x € G i¢in [(z) : (x) N H| sonludur ve buradan x ya sonlu mertebelidir
va da (x)"™ € H olacak sekilde bir n € Z* vardir.

3.2.1. NBT-gruplarin NC BT -grup olan altsiniflar1

3.2.1.1. Lemma

Periyodik N BT-gruplar, sonlumsu N BT-gruplar, miikemmel olmayan N BT-gruplar
ve lokal ¢oziilebilir N BT-gruplar NC BT-gruptur.

jspat

Kabul edelim ki G bir periyodik N BT-grup ve H, G nin bir nokta dengeleyeni olsun.
O zaman Lemma 3.1.2(1)’den her x € G ve G nin her 6z normal N altgrubu i¢in

(x)N # G dir.

(z)N : N H| = |[(z)N : N||N : N H| < 00
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oldugundan |{(z)N : ({x) N) N H| < oo olup G bir NCBT-gruptur.

Sonlumsu permiitasyon gruplarn tanimdan lokal sonludur. Ayrica Lemma 3.2.3.2(3),
Lemma 3.2.3.1, Lemma 3.2.4.1 ve Lemma 3.2.2.3’ten miikemmel olmayan veya lokal
¢oziilebilir olan N BT-gruplar lokal sonludur. O halde ilk paragraftan sonlumsu

N BT-gruplar, miikemmel olmayan N BT-gruplar ve lokal ¢oziilebilir N BT-gruplar
birer NCBT-gruptur. m

3.2.2. Epimorfik goriintiileri basit olmayan N BT-gruplar

Bu kisimda asikar olmayan! tiim epimorfik goriintiileri basit olmayan N BT-gruplar

incelenecektir. Bu gart altindaki N BT-gruplar karakterize edilecektir.
3.2.2.1. Lemma

G bir NBT-grup olsun. O zaman G nin asikar olmayan her epimorfik goriintiisiiniin

basit olmamas i¢in gerek ve yeter sart her z € G igin (x)¢ # G olmasidir.
jspat

Kabul edelim ki GG nin agikar olmayan her epimorfik goriintiisii basit olmasin ve bir
r € G icin (2)% = G olsun. Boylece G nin her 6z normal altgrubu z elemanini igermez.
Dolayisiyla G nin bir maximal normal altgrubu oldugundan G nin agikar olmayan bir

basit epimorfik goriintiisii vardir ki bu bir celigkidir.

Kargit olarak her x € G icin (z)¢ # G olsun. Kabul edelim ki G' nin bir maksimal
normal N altgrubu olsun. O zaman G /N basit oldugundan bir x € G\ N igin N(x)¢ =
G dir. Fakat Lemma 3.1.2(2)’den bu bir geligkidir. Dolaysiyla iddia saglanir. O

3.2.2.2. Lemma

G bir NBT-grup olmak iizere her z € G i¢in ()¢ # G olmasi igin gerek ve yeter sart
G nin sonlu iiretecli her F altgrubu icin F¢ # G olmasidir.

fspat

LGruptan grubun birimine tanimh sifir homomorfizmas: bir epimorfizma oldugundan birim eleman

tarafindan tiretilen altgrup grubun asikar epimorfik goriintiisiidiir.
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Ispatin yeter sart1 aciktir. F' = (g1, go, . . . ,g;) G nin bir sonlu iiretecli altgrubu olsun.

O zaman

F%=(g1)(g2)" ... {9)®

oldugundan Lemma 3.1.2(2)’den F¢ # G dir. O
3.2.2.3. Lemma

Bir G N BT-grubunun agikar olmayan her epimorfik goriintiisii basit olmasin ve H, GG

nin bir nokta dengeleyeni olsun. O zaman agagidakiler saglanir.

1. G lokal sonludur.

2. G 6z normal altgruplarinin birlegimidir.

3. G bir NCBT-gruptur.

4. G nin sonlu iiretecli her F' altgrubu icin F¢H # G dir.

fspat
(1) Lemma 3.1.2(3) ve Lemma 3.2.2.2’den iddia saglanir.

(2) Hipotezden G basit olmadigindan birimden farkl bir 6z normal N; altgrubu vardir.
O zaman G/N; birimden farkhidir. Hipotezden G/N; basit olmadigindan N; < N,
olacak sekilde G nin bir Ny 6z normal altgrubu vardir 6yle ki (G/Ny)/(Na/N1) = G /N,y

birimden farklidir. Bu sekilde devam edilirse bir « limit ordinali i¢in

G=JNs

B<a

olacak sekilde 6z normal altgruplarim artan bir zinciri {Ng: § < a} vardir.

(3) Lemma 3.1.2(2) ve Lemma 3.2.2.1’den her € G ve G nin her 6z normal N altgrubu
igin (z)9N # G saglanir. O zaman |[(z)N : ((x)N)NH| < |[(z)¢N : ((z)*N)N H| < oo
oldugundan iddia dogrudur.?

(4) Lemma 3.1.2(2) ve Lemma 3.2.2.2’den iddia dogrudur. O

! Alternatif olarak (1) ve Lemma 3.2.1.1’den iddia saglanir.
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3.2.3. Miikemmel olmayan N BT-gruplar

Bu kisimda N BT-gruplarin miikemmel olmadigi durumda sagladigi o6zellikler

incelenecektir.
3.2.3.1. Lemma

Miikemmel olmayan N BT-gruplarin agikar olmayan her epimorfik goriintiisii basit
degildir.

jspat

G bir NBT-grup ve N, G nin bir 6z normal altgrubu olsun. (G/N)" = G'N/N
oldugundan G/N de miikemmel degildir. Aksi halde G'N/N = G/N olacagindan
G = G'N olur ki bu Lemma 3.1.2(2) ile geligir. Dolayisiyla G nin her G/N epimorfik

goriintlisii miitkemmel olmadigindan basit degildir. O
3.2.3.2. Lemma

G bir mitkemmel olmayan NBT-grup ve H, G nin bir nokta dengeleyeni olsun. O

zaman asagidakiler saglanir.

H y1 kapsayan G nin maksimal ya da maksimal normal altgrubu yoktur [4].
H, G nin bir inert altgrubudur, yani her g € G i¢in |H : H N HY| < oo dir.
G lokal sonludur [12].

G/G" = Cp [3].

|G : H| sayilabilirdir.

Bir p asal sayist icin G nin Q¢ = G olacak sekilde bir @ p-altgrubu vardir.
Her z € G igin (x)¢ # G dir.

N Gt W

fspat

(1) Kabul edelim ki G nin H y1 kapsayan bir M maksimal altgrubu olsun. O zaman ya
MG" = G ya da MG’ # G dir. Ik durumda

IG:M|=|MG :M|=|G:GNM|<|G':GNH| <

oldugundan bu Lemma 3.1.2(1) ile celisir. Ikinci durumda ise M maksimal altgrup
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oldugundan G’ < M dir. Boylece G/M sonlu olur ki bu durum tekrar Lemma 3.1.2(1)

ile geligir.
M nin maksimal normal altgrup oldugu durumda Lemma 3.1.2(2)’den sadece ikinci

durum saglanir ancak yukaridaki sekilde tekrar geligkiye diigiiliir. Dolayisiyla kabul

yanlg olup H y1 kapsayan G nin maksimal ya da maksimal normal algrubu yoktur.

(2) Lemma 3.1.2(2)’den |HG' : HG'NH| < oo olup her g € G igin |HG' : HG'NHY| <
oo dir. O héalde her g € G igin

|H:HNHY <|HG : HG' N HY| <

oldugundan istenilen elde edilir.

(3) L = HG' olmak iizere G/L bir sonsuz abelyan gruptur. K/L, G/L nin bir 6z

altgrubu olsun. O zaman

|[K:L| <|K:H| <o

olup Lemma 2.5.5.5'ten G/L = Cpe dir. Boylece G/L lokal sonludur. Ayrica Lemma
3.1.2(3)’ten L de lokal sonludur. O hélde lokal sonlu gruplar geniglemeye gore kapali
oldugundan G lokal sonludur [19].!

(4) G/G' abelyan bolim grubunun Lemma 3.1.2(1)’den sonlu indeksli altgrubu
olmadigindan Lemma 2.5.5.4'ten G/G’ boliinebilir gruptur. Boylece (3)’ten G lokal
sonlu oldugundan G/G’ bolim grubu priifer gruba izomorf olan altgruplarin direkt
carpimi seklinde yazilabilir [19]. Ancak Lemma 3.1.2(2)'den G iki 6z normal
altgrubun carpimi seklinde yazilamadigindan bir p asal sayis1 igin G/G’" = Cpe dur.

(5) Lemma 3.1.1'den |G’ : G' N H| sonlu ve (4)'ten G/G" sayilabilirdir. Boylece |G :
G’ N H| sayilabilirdir. O halde

G H|<|G:G' N H

oldugundan iddia saglanir.

! Alternatif olarak Lemma 3.2.2.3 ve Lemma 3.2.3.1’den iddia saglanir.
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(6) (4)'ten G/G" bir lokal sonlu p-grubu oldugundan [16]’daki Lemma 1.D.4’ten G =
QG’ olacak gekilde G' nin bir @ p-altgrubu vardir Boylece iddia Lemma 3.1.2(2)’den

saglanir.

(7) Iddia Lemma 3.2.2.1 ve Lemma 3.2.3.1°den saglanir. O
Bir miikemmel olmayan G N BT-grubu bir ) kiimesi iizerine etki ediyorsa H, G nin
bir nokta dengeleyeni olmak iizere |Q2] = |G : H| oldugundan Lemma 3.2.3.2(5)’ten

sayilabilirdir. Boylece miikemmel olmayan N BT-gruplarin daima sayilabilir kiimeler

iizerine etki ettiklerini sdyleyebiliriz.

3.2.3.3. Lemma

G miikemmel olmayan bir N BT-grup olsun. O zaman G nin
No<<Ny<---<N; < Ny -+

N; ve G nin her
6z normal N altgrubu i¢in N < N, olacak gekilde bir r pozitif tamsayis1 vardir (bkz. [4]
Lemma 2.10).

6z normal altgruplariin bir zinciri vardir dyle ki H < Ny, G = |, oo

jspat

Ny = HG' olsun. O zaman H < Ny ve Ny < G dir 6yle ki Lemma 3.1.1’den |Ny : H|
sonludur. Lemma 3.2.3.2(1)’den Ny, G nin maksimal normal altgrubu olamaz. Boylece

G nin

N0<1N1<]"'<1Ni<]Ni+1<l"‘

6z normal altgruplarimin bir zicirini elde ederiz 6yle ki her i € N igin |N; : H| < oo ve
|No : H| < |Ny : H| < --- saglanir. N = |J,.._ N; olsun. O zaman N G ve |N : H|
sonsuzdur. Dolayisiyla Lemma 3.1.1'den N = G dir.

€00

M, G nin bir 6z normal altgrubu olsun. O zaman Lemma 3.1.1’den |M : M N H|
sonludur. 7', M N H min M deki koset temsilcilerinin! bir tam kiimesi olsun. O zaman
M =(T,M N H) ve bir r € Nigin T"C N, dir. O halde H < N, oldugundan M < N,
dir. O

141 # to olacak sekilde her ty,ty € T icin t1 M N H # toM N H dir.
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Sonug¢

G miikemmel olmayan bir N BT-grup olsun. O zaman G sonsuz iireteglidir.

fspat

Lemma 3.2.3.2(3) veya Lemma 3.2.3.3’ten iddia saglanir. O
Sonug¢

G miikemmel olmayan bir N BT-p-grup olsun. O zaman G ¢oziilebilirdir.

jspat

Lemma 3.1.9°”dan G’ nilpotenttir. Boylece G’ ¢oziilebilir olup d(G) < d(G') + 1
oldugundan iddia saglanir. O

Sonug¢

G miikemmel olmayan bir NBT-grup olsun. Eger G nin bir nokta dengeleyeni

¢oziilebilir ise G ¢oziilebilirdir.

jspat

Iddia Theorem 3.1.8 ve Lemma 3.2.3.3’ten saglanir. O]

3.2.3.4. Teorem

G miikemmel olmayan bir N BT-grup olsun. O zaman G nin B7T-grup olmasi i¢in gerek

ve yeter sart herhangi iki 6z altgrubunun bir 6z altgrup iiretmesidir.

jspat

Kabul edelim ki G nin herhangi iki 6z altgrubu bir 6z altgrup iiretsin. H ve K sirasiyla,

G nin bir nokta dengeleyeni ve bir 6z altgrubu olsun. O zaman hipotezden KG' # G
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dir. Boylece

K:KNH|<|KG:KGNH| <o

ve buradan |K : K N H| < oo elde edilir. O halde [4]'teki Lemma 2.1’den G bir BT-
gruptur.

Gerek sart Lemma 3.2.3.2(3)'ten G lokal sonlu oldugundan [4|teki Lemma 2.10’dan

saglanir. ]
3.2.4. Lokal ¢oziilebilir N BT-gruplar
3.2.4.1. Lemma

Bir lokal ¢oziilebilir N BT-grubun agikar olmayan her epimorfik goriintiisii basit
degildir.

jspat

G bir lokal ¢oziilebilir N BT-grup olsun. Lemma 2.5.2.2’den G basit degildir. Kabul
edelim ki N, G nin birimden farkli bir 6z normal altgrubu olsun. O zaman Lemma
3.1.2(1)’den G/N sonsuz lokal ¢oziilebilir gruptur. Boylece Lemma 2.5.2.2’den G/N

basit olmadigindan iddia saglanir. O]
3.2.4.2. Lemma

G bir sayilabilir lokal ¢oziilebilir N BT-grup olsun. Eger G nin bir H nokta dengeleyeni

coziilebilirse G ¢oziilebilirdir.
fspat

Lemma 3.2.2.3(2)’den G = |J;2; N; olacak sekilde G, 6z normal N; altgruplarinin
birlesimi seklinde yazilabilir. Gercekten bir z; € G i¢in N; = (z;)¢ olsun. Lemma
3.2.2.3(4)’ten Ny, G nin 6z normal altgrubudur. O zaman bir z, € G \ N; vardir.
Ny = (z1,12)¢ olarak almirsa benzer sekilde Ny # G olur. Bu sekilde devam edilirse G
nin N; < Ny < ... 0z normal altgruplarinin bir zinciri elde edilir 6yle ki G = Ufil N;
dir. O halde Lemma 3.1.8den iddia saglanir. O]
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Lemma 3.2.4.2’den miikemmel, sayilabilir ve lokal ¢oziilebilir olan bir N BT-grubun

¢oziilebilir nokta dengeleyeni yoktur.

Asagida verilen sonug lokal sonlu BT-gruplar igin [14)teki Theorem 1.5'in

genellemesidir.
3.2.4.3. Teorem

G bir lokal ¢oziilebilir yansonlumsu N BT-grup olsun. O zaman bir p asal sayisi i¢in

G= Cpoo dur.
fspat

Kabul edelim ki N, G nin bir sonsuz 6z normal altgrubu olsun. G, NBT-grup
oldugundan tanimdan N nin tiim yoriingeleri sonludur ve G bir sonsuz 2 kiimesi
iizerine etki ettiginden bu etki N ye kisitlanirsa N de € {izerine etki eder ve €2 sonsuz
oldugundan N nin sonsuz sayida yoriingesi vardir.! N yansonlumsu permiitasyon
grubunun Lemma 3.1.2(3)ten sonsuz sayida aym kardinaliteli yoriingesi
oldugundan [17]’deki Proposition 2.4’ten N sonlu olur ki bu kabul ile gelisir.
Dolayisiyla G nin 6z normal altgruplar sonludur. Lemma 3.1.2(6)’dan G nin 6z
normal altgruplar1 abelyan ve Lemma 3.2.2.3(4)’ten her z,y € G icin (x,9)¢ # G
oldugundan G abelyandir. Boylece Lemma 3.1.2(4)’ten iddia saglanir. [

3.2.5. Locally nilpotent N BT-gruplar

Sonug¢

Bir N BT-grubun nilpotent olmasi i¢in gerek ve yeter sart abelyan olmasidir.
fspat

Lemma 3.1.2(5)’ten nilpotent olan bir N BT-grup abelyan degilse hipermerkezine esit
ve hipermerkezi, sonlu merkezine esit olacagindan N BT-grup sonlu olur ki bu bir
celigkidir. Dolayisiyla nilpotent N BT-grup abelyandir. Karsit olarak abelyan grup

nilpotent oldugundan iddia saglanir. O

Lokal sonlu bir BT-grubun bir p asal sayisi i¢in p-grubu oldugu biliniyor [8]. Asagidaki

!'Lemma 2.3.5’ten N nin tiim yoriingelerinin kiimesi 2 nin bir parcalamsidir.
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lemmada gosterildigi lizere lokal nilpotent N BT-gruplar da aym o6zelligi saglar.

Hatirlatmak adina bir grubun normal nilpotent altgruplar: tarafindan iiretilen altgruba

o grubun Fitting altgrubu denir.
3.2.5.1. Lemma

G bir lokal nilpotent N BT-grup olsun. O zaman p bir asal say1 olmak tizere G bir lokal
sonlu Fitting p-gruptur.

fspat

Lemma 3.2.2.3(1) ve Lemma 3.2.4.1'den G lokal sonludur. Béylece G, Sylow-p
altgruplarinin direkt garpimidir, yani S,, G nin bir tek normal Sylow p-altgrubu'

olmak tizere

G:

pET

Sp
(©)

esitligi saglanir [19]. Lemma 3.1.2(2)’den bir p asal sayisi igin G = S, olup G bir p-
grubudur. Lemma 3.1.9 ve Lemma 3.2.2.3(4)’ten G nin her eleman: bir normal nilpotent

altgrubun elemani oldugundan G bir Fitting gruptur. Boylece iddia saglanir. O

Asagidaki teorem, [26]’daki Theorem 10’un N BT-gruplar i¢in bir genellemesidir.
3.2.5.2. Teorem

G bir mitkemmel lokal nilpotent N BT-grup olsun. O zaman G nin sonlu tiretecli her

U altgrubu ve her ¢oziilebilir L altgrubu igin

) Wy =U

yeG\L

esitligi saglanir.

jspat

Lq bir asal say1 olmak iizere bir grubun maksimal her g-altgrubuna Sylow g-altgrubu denir.
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Lemma 3.1.9, Lemma 3.2.5.1 ve [26]’daki Teorem 10’dan iddia saglanir. (bkz. [27]'de
Lemma 2.1) O

3.3. NCBT-Grup Ornekleri

Bu kisimda bu tezin hazirlanmasinda motivasyon kaynagi olan BT-grup olmayan
NBT-grup oOrneklerinin varligi sorusu cevaplanmigtir: Miikemmel ve miikemmel

olmayan durumlara BT-grup olmayan N BT-grup ornekleri vardir.
3.3.1. Miikemmel olmayan N BT-grup o6rnekleri

Eger bir grubun altgruplarindan olusan bostan farkli her kiimenin bir minimal elemani
varsa bu gruba minimal sartin1 saglar denir ve bu gart min ile gosterilir [19]. Eger bir
grubun normal altgruplarindan olusan bostan farkli her kiimenin bir minimal elemani
varsa bu gruba normal altgruplari iizerinde minimal gartini saglar denir ve min-n ile
gosterilir [19]. Bu kisimda gosterilecegi tizere min-n sartin saglayan Carin’in inga ettigi
gruplar BT-grup olmayan lokal sonlu, metabelyan N BT-grup ornekleridir [28]. Bir
grubun bir tek minimal normal altgrubu varsa gruba monolitik, tek minimal normal
altgrubuna monolit denir. Bu hatirlatmadan sonra [29]'da Example 1'deki sekilde Carin

(p, ¢)-gruplarimin ingasim verdikten sonra bu gruplarin N BT-grup oldugunu gosterelim.

Ik 6nce bazi hatirlatmalar: yapalim. Bir cismin polinomlar halkasinda sabit olmayan
her polinomun cisim iginde bir kékii varsa bu cisme cebirsel kapali denir [30]. F, bir K
cisminin bir cisim genislemesi olmak iizere eger F', K iizerinde cebirsel ve F' cebirsel
kapaliysa (veya [30]’daki Theorem 3.4’ten F', K|x] i¢indeki tlim indirgenmez polinomlar

lise) F' ye K nim cebirsel kapanigi denir [30].

kiimesinin K iizerindeki parcalanma cismi
[30]’da Theorem 3.6’dan her cismin bir cebirsel kapanigi vardir. p bir asal say1 olmak
tizere GF(p) Galios cismi mertebesi p olan cisimdir ve p modiiliine gore kalanlar cismi

Z, ye izomorftur [30].
Ornek

p ve ¢ birbirinden farklh asal sayilar olsun. K cismi GF(p) Galios cisminin cebirsel

LF bir cisim, F, F nin bir cisim geniglemesi ve S, F[z] deki pozitif dereceli polinomlarin bir
kiimesi olsun. Eger S deki her polinom FE[z] i¢inde pargalanir, yani her f € F[z] igin f = wo(x —
ur)(x — ug) ... (xr — uy,) olacak sekilde u; € F varsa ve E, F ye S deki tiim polinomlarin koklerinin
katilmasiyla elde edilen cisim geniglemesi ise F ye polinomlarin kiimesi S nin F' iizerindeki pargalanma

cismi denir [30].
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kapanigt olsun. O zaman K nin karakteristigi p dir.! K nin carpimsal grubu K* olmak
tizere [31]’deki Theorem 77.1’den K* mn X = Cy~ olacak sekilde bir X altgrubu vardir
[20]. F; K min X tarafindan tiretilen altcismi olsun. F' nin toplamsal grubu A olmak
iizere A bir sonsuz elemanter abelyan p-grubudur. Boylece her a € A ve her z € X igin
a® = ax fonksiyonu X in A {izerine grup otomorfizmasi geklinde bir etkisini tanimlar
oyle ki a ile  in ¢arpimi F' cismindeki ¢arpimdir. Boylece G := A x X yandirekt
carpimi tanimhdir. Bu tip gruplar Carin (p, q)-gruplar (veya (p,q> )-gruplari) olarak
biliniyor. G nin B = {(a,1) |a € A} ve Y = {(0,2) | x € X} altgruplan i¢gin A = B
ve X 2 Y dir ve G, B nin Y ile parcalanma geniglemesidir, yani G = BY, B < G
ve BNY =1 dir. G nin monolitinin B oldugunu gosterelim [29, 32]. Kabul edelim ki
B; < B olacak gekilde G nin agikar olmayan bir By 6z normal altgrubu olsun. Boylece
B; = A olacak sekilde A; < A altgrubu vardir. B; <G oldugundan her g = (a,z) € G
ve her 1 # b= (¢,1) € By igin

g g = (a,z) ' (c,1)(a,2) = (—az,v ) (c+ a,r)
= (—ax + (c+a)x,1) = (cx,1) € B (3.3)

dir. Burada 1 # b = (¢, 1) oldugundan ¢ # 0 dir ve boylece ¢! € F vardir. F;, K nin
X tarafindan tretilen altcismi oldugundan ¢! = 37 _\ A, olacak sekilde GF(p) nin

A elemanlart vardir. Esitligin her iki tarafi ¢ ile ¢arpilirsa
l=cct= Z AzCT

olur. (3.3)’ten her z € X i¢in (cx, 1) € By oldugundan

(> Xecz,1) = (1,1) € By

dir. Boylece (3.3)’'te x € X olmak iizere g = (0,z) ve b = (1, 1) almirsa g~ 'bg = (z,1) €
By olur. Boylece X < Ay dir. A, )~ ¢ Ayx formundaki elemanlardan olustugundan
A; = A dir. Buradan By = B olur ve bdylece B, GG nin bir minimal normal altgrubudur.
Ayrica (3.3)'ten B kendi kendini merkezler, yani B = C(B) dir. Eger N, G nin B yi
icermeyen agikar olmayan bir 6z normal altgrubu ise NN B = 1 dir. Boylece [N, B] =1
dir. Buradan N < Cg(B) = B olur ki bu bir celigkidir. Boylece B, G nin bir tek

minimal normal altgrubudur, yani B bir monolittir. Dolayisiyla G nin birimden farklh

'K, GF(p) cisminin cebirsel kapanisi oldugundan GF(p)[z] deki indirgenmez polinomlarin
koklerinin kiimesi X olmak tizere GF(p) cismine katilmasiyla elde edilen cisim geniglemesi K dir,
yani K = GF(p)(X) dir. Bdylece A\ € GF(p) ve k; € N olmak iizere K mmn elemanlar: Aufuf? .. uf»

n
tipindeki monomlarin sonlu toplami geklindedir [30].
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her normal altgrubu B yi icerir. G/B = Cy~ ve 1 # [Y, B] oldugundan 1 # G’ < B
olup G’ = B dir. B abelyan oldugundan G” = 1 dir. Béylece G metabelyandir. Ayrica
oz altgruplar1 sonlu oldugu i¢in yaridevirli gruplar min sartim saglar. G/B = Y ve
Y = (Cy~ oldugundan G/B min-n sartim1 saglar. G/B ve G nin normal altgruplar

birebir eslendiginden GG, min-n sartini saglar.

G nin bir N BT-grup oldugunu gosterelim. B elemanter abelyan p-grubu oldugundan
B nin sonlu indeksli bir H 6z altgrubu vardir [23|. B, G nin tek minimal normal
altgrubu oldugundan Coreg(H) = 1 ve |G : H| sonsuzdur. Eger |G : H| sonluysa
|G| = |G : Coreg(H)| oldugundan G sonlu olur ki bu bir geligkidir.! N, G nin bir
6z normal altgrubu olsun. Béylece B monolit oldugundan B < N ve G/B = Cp
oldugundan N/B sonludur. Dolayisiyla |N : B||B : H| sonlu oldugundan |N : H|
sonludur. G/B ve B lokal sonlu oldugundan ve lokal sonluluk geniglemeye gore kapal
oldugundan G lokal sonludur. [3|teki Theorem(i)'den G bir BT-grup degildir. O

Keyfi ¢oziilebilir uzunlugunda c¢oziilebilir monolitik gruplar inga etmek miimkiindiir
(bkz. [29] Example 4).

Ik olarak ingay: kisaca tammlamak adina coziilebilir uzunlugu 3 olan bir grup inga

edelim.
Ornek

C = A x X = BY yukaridaki érnekte tanimlanan birbirinden farkh p, ¢ asal sayilari
icin Carin (p, q)-grubu olsun. Kolaylik olmasi agisindan B = A ve Y = X alinacak, yani
her a € A elemani (a, 1) ile her x € X ise (0, z) olarak almarak C' = AX oldugu kabul
edilecektir. r, p den farkl bir asal say1 ve C). mertebesi r olan devirli grup olmak {izere
standart gelenk carpimini W = (). { C seklinde tanimlayalim. O zaman tanimdan W
nun D baz altgrubu i¢cin W = D x C' dir. C' ye benzer sekilde W = D(C' olarak alalim.
Boylece A tarafindan merkezlenmeyen D nin bir W-chief faktérii?> H/L vardir [32].
Kabul edelim ki D nin bir W-chief serisi {D, | @ € I} olmak iizere® her o € I icin
[Doy1, Al < D, olsun. O zaman {D,A}es serisi DA nin bir merkez serisidir.? Boylece

! Alternatif olarak |G : B| < |G : H| olup G/B sonlu olur ki bu bir celigkidir.
2@G bir grup, H < G ve L < G olsun. Eger H/L, G/L nin minimal normal altgrubu ise H/L ye

G-chief faktor denir [19].

3Bir G grubunun bir normal serisi tam, yani serinin terimlerinin tiim birlesim ve kesisimleri yine
serinin bir terimi ve serinin her faktoriiniin agikar olmayan fully-invariant altgrubu yoksa bu seriye
chief serisi denir. Bu serinin faktorlerine chief faktér denir ve K < H, K <1 G olmak iizere serinin
faktorleri H/K formundadir ve H/K, G/K nin minimal normal altgrubudur.

‘DA/D,A = D/D N (D,A) ve D abelyan oldugundan her d,d; € D ve a,a; € A igin
[da,d1a1]Dy A = D, A dir.
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DA bir residually merkez grup olur, yani her z € DA igin z ¢ D,A olacak gekilde
DA nm bir D, A normal altgrubu vardir éyle ki xD,A € Z(DA/D,A) dir. Ayrica D
bir elemanter abelyan r-grubu ve A bir elemanter abelyan p-grubu oldugundan DA bir

periyodik gruptur ve exponenti pr dir. Gergekten her (d,a) € DA igin

1

(d,a)”" = (dd* " ...d“" D7 1) = (1,1)

dir. Eger bir s pozitif tamsayis1 DA nin exponenti ise s < pr ve mertebeleri p ve
r olan elemanlarim s-yinci kuvvetleri birim oldugundan pr|s olur ve buradan s = pr
dir. Boylece her (d,a) = (d,1)(1,a) € DA igin A ve D abelyan ve (d,1) ile (1,a) nin
mertebeleri aralarinda asal oldugundan [20]’deki Theorem 6.14(i)’den DA abelyandir.
D x A yandirekt ¢arpimi tanimh ve abelyandir. Ancak Lemma 2.4.1.4ten A nin D
iizerine etkisi birim otomorfizmadir. Dolayisiyla her a € A ve her d € D i¢in d* = d
dir. D, W nun baz altgrubu oldugundan C' = AX den C, ye tiim fonksiyonlarin grubuna
izomorftur. Dolayisiyla A nin birimden farkli bir a elemani icin a/ # 17 olacak sekilde
bir f € D vardir. Ancak f* = f oldugundan

W o)
(aa™) =o'
1/ =af

olur ki bu bir g¢eligkidir. Boylece A tarafindan merkezlenmeyen D nin bir W-chief
factorii H/L vardir.! Sadelik icin N = H/L olsun. G = N x C olsun.? O zaman G
nin monoliti N = G” ve ¢oziilebilir uzunlugu 3 olan bir ¢oziilebilir grup oldugunu
gosterelim [32]. Kabul edelim ki 77<tG ve T < N olsun. G = N x C oldugundan
her (1,¢) € C ve (t,1) € T igin (¢,1)9 = (t¢,1) € T ve D abelyan oldugundan
(d,c)L € W/L ve (x,1)L € T olmak iizere

(2, 1)L) @ = ((d) ™ e ) (w,1)(d, c) L
(@)™, ¢ (ad, c) L

((d°)"Y(z)ed, 1)L = (25, 1)L € T

olup T'<a W/L dir. Ancak N, W/L nin minimal normal altgrubu oldugundan 7" = L
veya T = N dir. Dolayisiyla N, G nin minimal normal altgrubudur. N nin bir tek

'H < (D,1) ve H/L, W/L nin minimal normal altgrubudur.

W = D x C seklinde yaridirekt ¢arpim tamimh ve N = H/L < D/L oldugundan ((h,1)L,c)
((h,1)L)¢ = (h° 1)L, N nin otomorfizmasi olacak sekilde etkisi tanimhdir. Sadelik olmasi agisindan
yeri geldiginde G = N x C' = NC, yani G, N nin C ile parcalanma geniglemesi olarak alinacaktir.
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minimal normal altgrup oldugunu gosterelim. Kabul edelim ki G nin N yi icermeyen
ve agikar olmayan bir normal altgrubu M olsun. O zaman N minimal normal altgrup
oldugundan N N M = 1 olur ve buradan M < Cg(N) dir. Ayrica A, C' nin monoliti
ve MN NC <C oldugundan A < MN NC dir. N, D nin W-chief factorii oldugundan
N’ =1 dir. Buradan

[A,N] < [MN,N] = [M,N]N' =1

ve [A,N] = 1 dir. Boylece A, N yi merkezler ki bu durum N nin se¢imiyle celisir.
Boylece N, G nin monolitidir. §imdi G nin ¢oziilebilir uzunlugunun 3 oldugunu

gosterelim.

Lemma 2.5.1.3(1)’den [N, C]<NC = G dir. N, G nin monoliti oldugundan N = [N, C]|
dir. Ayrica N <G ve G = NC oldugundan Lemma 2.5.1.3(2)’den G’ = N'[N, C|C" =
N A dir. Benzer gekilde A ve N abelyan oldugundan G” = [N, A] dir. N <G oldugundan
G" = [N, A] < N dir. N ayni zamanda monolit oldugundan N < [N, A] = G” diir.
Béylece G” = N dir. N abelyan oldugundan G” = 1 dir. Boylece d(G) = 3 tiir.

D elemanter abelyan r-grubu oldugundan N elemanter abelyan r-grubudur
(bkz. [32]'de Lemma 1.2.4). Boylece N nin sonlu indeksli bir 6z altgrubu H
vardir [23]. K = (H, A) olsun. O zaman N, G nin bir tek minimal normal altgrubu
oldugu i¢in Coreg(K) = 1 dir. Eger L :=Coreq(K) # 1 ise N monolit oldugundan
N < L dir. Boylece NA = (H,A) dir. Ancak 1 # |N : H| < oo oldugundan
INA : (H, A)] > 1 olur ki bu bir geligkidir.! Ayrica |G : K| sonsuzdur. Aksi halde
|G : K¢l sonlu olup buradan G sonlu olur ki bu bir geligkidir. M, G nin birimden
farkli bir 6z normal altgrubu olsun. O zaman N < M dir. Kabul edelim ki G = M A
olsun. O zaman M A = MC dir. Eger M NC' # 1 ise M N C < C oldugundan A < M
olur ve boylece G = M dir ki bu bir g¢eligkidir. Dolayisiyla M N C" = 1 dir.
G = MA = MC oldugundan

A= A/(MNA)=MA/M =MC/M=C/(MNC)=C

olur ve buradan C' abelyandir. Ancak bu durum d(C') = 2 olmasiyla geligir. O héalde
MA # G dir. Dolayisiyla MA/NA, G/NA = X in 6z altgrubu olup sonludur. Ayrica
|N : H| sonlu ve K = (H, A) oldugundan |NA : K| sonludur. Béylece M /(M N NA)
boliim grubu ve |M N (NA) : M N K| sonlu oldugundan |M : M N K| sonlu oldugu

! Alternatif olarak bir z € N \ H vardir &yle ki bir k pozitif tamsayisi icin = hiaihoas . .. hyay
olacak sekilde h; € H ve a; € A elemanlar1 vardir. N < G oldugundan bir h € N igin xh = ajas ... ax
olur ki bu durum N N C = 1 olmasiyla celisir.
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goriiliir. Sonug olarak G nokta dengeleyeni K ve ¢oziilebilir uzunlugu 3 olan ¢oziilebilir
bir N BT-gruptur. Ik érnekteki sekilde G bir BT-grup degildir.

Ornek

Yukaridaki gekilde [29)’daki yaklagimi kullanarak c¢oziilebilir uzunlugu m + 2 olan

¢oziilebilir
G = Nyl .. (N X))

gruplar1 inga edilebilir 6yle ki Ny = A ve N,,,, G, in monolitidir. Her m > 1 igin S,,,

N,, in sonlu indeksli 6z altgrubu olmak tizere
Km == <Sm7 Nmflv cety N17 N0>

G, nin bir nokta dengeleyenidir. Her m > 1 i¢in bu sekilde G,, grubunun varligim
gosterelim. m tlizerinden tliimevarim uygulayalim. m = 1 i¢in iddia yukaridaki érnekteki
sekilde Gy = NC = NAX olarak alinirsa saglanir. Dikkat edilecek olursa N bir chief
faktordiir. Kabul edelim ki iddia m—1 > 0 i¢in saglansin. O zaman ¢oziilebilir uzunlugu
m + 1 olan G—1 = Nyo1(... (VX)) ¢ozilebilir NBT-grubu vardir 6yle ki NV,
bir chief faktordiir ve G,,—1 in monolitidir. [32]’deki Lemma 1.2.4'ten N,,_1, bir p
asal sayisi i¢in elemanter abelyan p-grubudur. ¢ # p olacak sekilde ¢ asal sayisi igin
mertebesi g olan devirli C;, grubu i¢in V' := C,1G,,—1 seklinde standart celenk ¢arpimini
tanmimlayalim. F, V nin baz altgrubu olmak tizere V = E x G,,_; dir. Yukanda G,
i¢in gosterildigi sekilde £ nin bir V-chief faktorii P/Z vardir 6yle ki [P, Nyy—1] € Np—1
dir.! N,, := P/Z olmak iizere G,, = N,, X Gy = N;,G,,—1 olsun. Ny in G igin
gosterildigi sekilde N,,, G,, nin bir minimal normal altgrubudur. N, nin tekligi de Ny
in tekliginin gosteriminde N = N,,, C = G,,_1 ve A = N,,_; alinirsa N,,, nin monolit
oldugu gosterilmis olur. d(G,,) = m + 2 oldugunu gosterelim. N,, < G, abelyan ve
tiimevarim kabiiliinden d(G,,_;) = m + 1 oldugundan G,, = N,,G,,_; ¢oziilebilirdir.?
G 1 in bir abelyan serisi 1 = Hy<tH, <...<H,,;1 = G,,_1 olsun. O zaman Ky =1 ve
her:=1,2,... , m+2igin K; = N,,H;_; olmak tlizere Ko <K, ... K,, 12 serisi G, nin
bir abelyan serisi oldugundan d(G,,) < m + 2 dir. Kabul edelim ki bir 1 < j < m + 2
icin K; = Kj1; olsun. O zaman N,,H;_; = N,,H; ve N,, N H;_y = N,,, N H; dir. Her
x € Hj i¢in v € Ny, H;_; oldugundan xy~! = n olacak sekilde n € N,, ve y € H; 4
vardir. N, NH;_; = N, H; oldugundan xy~l € Ny, NH;_; olur ve buradan € H;_;

! Aksi durumda tanimdan V = EG,,_1 = EN,,_1G,,_2 olmak iizere EN,,_; abelyan olur. Ancak

FE X N,,_1 yandirekt ¢arpimi tanimli oldugundan bu durum Lemma 2.4.1.4 ile ¢elisir.
28 bir grup ve T,V < S ve T <1 S olmak tizere T ve V ¢oziilebilirse TV de ¢oziilebilir.
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dir.! Ancak bu durum d(G,,_;) = m + 1 olmasiyla ¢eligir. Dolayisiyla d(G,,) = m + 2
dir.

G, nin bir N BT-grup oldugunu gosterelim. S,,, IV, in sonlu indeksli bir 6z altgrubu
olmak tizere K,, = (Sm,Nm—1,...,N1,Ng) olsun. Eger Coreg, (K,,) # 1 ise N,
monolit oldugundan N, < K,, dir. Buradan

(Nmy N1, -« -, N1, No) = (Spny Njp—1, - - ., N1, No)

dir. Ancak

{Nums Non—15 -+, N1, No) = (Spy N1, -, N1, No)| = [N 2 S| > 1
oldugundan? bu bir celigkidir.®> Dolayisiyla Coreg,, (K,,) = 1 dir.

Kabul edelim ki N} = N,;,_1Np,—2 ... Ny olsun. Ik 6nce tiimevarimla her m icin G =
N,, N} oldugunu gosterelim. G; = Ny NoX = NAX olmak tizere G} = NA = NNy
oldugu gosterilmigti. Tammdan Gy = NoG1 ve Ny <{G5 oldugundan G, = N[Ny, G1]|GY
diir. Ny, G5 nin monoliti ve [Ny, G1] < Gy oldugundan Ny = [Na, G4] dir. Boylece
G, = NoG') = Ny N1 Ny dir. Kabul edelim ki iddia m — 1 i¢in saglansin, yani G|, =
Ny—1N}_y olsun. O zaman N,,, G,, nin monoliti ve [N,,, G;,—1] < Gy, oldugundan
G, = [Nm,Gm-1]G,,_ 1 = NyNp_1 N}, = N, N, dir ve béylece tiimevarimdan iddia

saglanmig olur.

M, G, nin bir 6z normal altgrubu olsun. N,,, G,, nin monoliti oldugundan N,, < M
dir. Gy, = M N}, olsun. O zaman M N}, = M N} X dir. Eger M N G,,—; =1 ise

N = N* (M ANZ) 22 MNY /M = MN:X/M = MGy /M 2 Gy (3.4)
olur. Ancak d(G,,—1) =m+1 ve

d(N,,) = d(G,, ) =m (3.5)

YHj = H; 0 (No Hj) = H; O (N Hj 1) = (H; O Np)Hj 1 = (Hj—1 0 Ny ) Hjy = Hj

2Ayrica (Np, N1, ..., N1, No) =  NuNp-1...Ng ve {(Sp,Nm-1,...,N1,No) =
(Sms Njp—1 ... N1 Np) dir.

3 Alternatif olarak N, asagidaki sekilde tamiml olsun. O zaman N,,, N, = S,,, N, dir. | Ny, : S| >
1 oldugundan bir z € N,, \ S,,, vardir dyle ki bir I pozitif tamsayisi i¢in @ = hynihang ... hyn; olacak
sekilde h; € Sy, ve n; € N}, elemanlar1 vardir. N,,, <G oldugundan xh = nins...n; olur ki bu durum
N, N N}, =1 olmasiyla celigir.
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oldugundan m+1 = m olur ki bu bir ¢eligkidir. Eger M NG,,,—1 # 1 ise G, = M N}, =
MG, 1 = MG,,_ dir. Benzer sekilde MNG,, s # lise MG,,_1 = MG,, o = MG,,_3
esitligi saglanir. Her 1 < ¢ < m icin MNG,,_; # 1ise G,, = M olur ki bu bir ¢eligkidir.!
Dolayisiyla bir 1 <1i < m i¢in M NG,,—; = 1 dir. Ancak (3.4) ve (3.5)te m — 1 yerine
m — i almirsa d(Gp—) = m—i1+2=m —i+1 = d(G,,_;) elde edilir ki bu da bir
celigkidir. Boylece M N}, # G, dir. Buradan

MNZ [Ny N2 < G /Ny N 2 Cyoo

oldugundan M N} /N,, N} sonludur. Buradan |M : M N(N,,N})| < oo oldugu goriiliir.
Ayrica kabulden |N,, : S,,| < oo oldugundan |N,, N/, : K,,| sonludur. Buradan |M N
NN} - M N K| < oo oldugu goriiliir. Boylece |M : M N K,,| sonlu olur ki béylece
G, nin N BT-gruptur. Boylece tiimevarimdan her m > 1 igin G, := Ny, (... (NoX))
miikemmel olmayan bir N BT-gruptur. Ik érnekteki sekilde G,, bir BT-grup degildir.

Miikemmel olmayan sayillamaz N BT-grup ornegi heniiz bilinmiyor. Ama eger N BT-
grup taniminda sadece sadik etki etme sart1 kaldirilirsa nokta dengeleyenler core-free
olmaz ve N BT-gruplar tarafindan saglanan cogu ozellikten feragat edilmis olur. Bu

durumu saglayan Hartley tarafindan olusturulmug 6rnekler vardir (bkz. [33] Theorem

A).

Onceki paragrafta belirtildigi iizere baz1 sartlar1 saglamayan sayilamaz bir grup érnegi
verilecektir. Hartley’in [33|te Theorem A’da ingé ettigi G grubunu inceleyelim. Bu grup
min-n sartini saglayan coziilebilir gruplarin sayilabilir olup olmadig1 sorusuna cevap
olarak verildi. Bu teorem min-n sartin1 saglayan ¢oziilebilir uzunlugu 3 olan sayilamaz
¢oziilebilir bir grubun varhigim gosterir. Burada yukaridaki orneklerden farkl olarak
Hartley’in terminolojisi kullanildi. Bu noktada Hartley’in grup insalarinda mail yoluyla

Prof. Dr. Giovanni Cutolo’yla yapilan goriismelerden yararlanildi.
Ornek

p1(qg—1) ve q|r—1olacak gekilde p,q,r farkli asal sayilar olsun. H = BX bir
Carin (g, p)-grubu olsun. Onceden gosterildigi iizere B, H mmn monoliti ve X 2 Cyee
dur. B aym zamanda bir elemanter abelyan g-altgrubu, B = H’, [B,X]| = B dir.
[33]'te Theorem A’daki gekilde G = W x H yandirekt ¢arpimim inceleyelim 6yle ki
Z.(H) grup cebirinin bir altmodiilii olan ve € ilk sayillamayan ordinal olmak tizere 6z

altmodiilleri €2 siralama tipinde bir zincir olusturan W bir sonsuz elemanter abelyan -

IMNGy # 1ise Gy, = MAX dir. M N A = 1 ise benzer sekilde (3.4) ve (3.5)’ten celigki elde
edilir. Aksi durumda ise G,,, = M dir.
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grubudur. Ayrica W nun 6z altmodiilleri Q2 siralama tipinde bir zincir olusturdugundan
(W, H] =W dur [33].

N, G nin bir 6z normal altgrubu olsun ve N N H # 1 oldugunu kabul edelim. Boylece
N N H < H ve B, H nin monoliti oldugundan B < N N H < N saglanir. Eger
WN = G ise G/N abelyan oldugundan G’ < N dir. W, G nin 6z normal altgrubu
oldugundan G’ = W'[W, H|H' = W B dir. Boylece W < N ve WN = G oldugundan
N = G olup bu bir ¢eligkidir. Dolaysiyla N N H # 1 oldugu durumda W N # G dir.
Boylece G = WBX oldugundan WN/WB, G/WB = Cje nin bir 6z altgrubudur.
Boylece WN/WB = WNB/WB = N/N N (WB) bolim grubu dolayisiyla da |N :
N N W B| sonludur. Béylece N N H = 1 oldugunu kabul edebiliriz. Boylece N, p ya
da ¢ mertebeli elemanlar icermez. Boylece N < W olup WB/WB = WNB/WDB
oldugundan |N : NN WB| = 1 dir. S, B nin sonlu indeksli bir 6z altgrubu olmak
tizere K = WS olsun. O zaman |G : W B| sonsuz oldugundan |G : K| sonsuzdur.!
Dolayisiyla [WB : WS| sonlu,  NNWB: NNK|=|NNWB: NNWS| < |[WB:WS§|
ve [ N: NNK|=|N:NNWB|INNWB : NN K| oldugundan G nin her 6z normal
N altgrubu i¢in |N : N N K| sonludur. Ancak

Coreq(K) = [ (WS)! = [\ WS =W

geG geG

oldugundan C:= Coreg(K) # 1 dir. C < W B oldugundan
G/C=CH/C=H/HNC

ve H Carin (¢, p)-grubu sayilabilir oldugundan G/C' sayilabilirdir. Ayrica
Coreg/c(K/C) =Coreq(K)C/C =C

dir ve G nin her 6z normal N altgrubu i¢in [N : N N K| sonlu oldugundan G/C' nin 6z
normal her L/C altgrubu i¢in |L/C : L/CNK/C| < |L: LN K| < oo saglanir. Boylece
Lemma 3.1.1’den G/C sayilabilir bir N BT-gruptur ancak G sayilabilir degildir. O]

3.3.2. Miikemmel N BT-grup ornekleri

Bu kisimda her p asal sayis1 igin BT-grup olmayan miikemmel sonlumsu

N BT-p-grubunun varligi ispatlanacaktir. Boylece miikemmel sonlumsu BT-grubun

UG: K| =|G: WB||WB: WS§|
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varligi problemi BT-gruplarin bir genellemesi olan N BT-gruplarda cevaplandirilmig

olur.
Her p asal sayisi i¢in [34]'teki Wiegold’un 6rneginin ingasini inceleyelim (bkz. [35-37]).
3.3.2.1. Teorem (Wiegold)

p bir asal say1 olmak iizere her & > 1 ve n > 0 tamsayilar icin p*~! tane p-devirin

¢arpimi olan

pk—l

Trm = [ G+np* i+ np* +p i mpb 4 (p— P (3.6)

i=1

permiitasyonu tammlansim. Xy, := {x;, | n = 0,1,...} olmak tizere G grubu |J;2, X;
tarafindan {retilsin, yani G = (U;2; Xi) ve G, = (X1, X, ..., X}) olsun. O zaman
Gy Q G, G = ,—, Gy ve her k pozitif tamsayisi i¢in Gy41/Gj bir elemanter abelyan

p-grubudur. G, nin yoriingeleri p* kardinaliteli

{1,2,...,0°}, (" +1,p"+2,.... 20"}, ...

kiimeleridir. Boylece G, FSym(Z") sonlumsu simetrik grubunun lokal nilpotent ve
hiperabelyan olan bir p-altgrubudur oyle ki G, Z™" iizerinde gegislidir. Dolaysiyla G
bir FC-grup degildir. Ayrica her k € Z" icin X}, nin elemanlar1 G icinde esleniktir.

|| tam deger fonksiyonu olmak iizere, k < [ ve t = |n/p'~*] olacak sekildeki her k,1 > 1

ve n,t > 0 tamsayilar1 i¢in

I—k—1 I—k
v ) ThongpEets n+p <(t+1)p
kn —

Thomapi—tot ity 1+ PR > (£ 4 1)plk

dir. Ayrica Wy, = (210, 220, - - ., Tro) seklinde tanimlanirsa
(- ((z1,0) Um20)) U ) Uk o) = W,

ve G = Jyo, Wy, dir.

jspat
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Tanimdan X}, lar

X ={(1,2,...,p),(p+1,p+2,...,2p),2p+ 1,2p+2,...,3p),...}
Xo={[T"_,G,i+p,...,i+(@—Dp), [I7_,i+p%i+p*+p,....i+p*+(p—1)p),...}
Xa =TTt i (0= DP) T (i i 407 i (0= 1), )

3. . 3. . .
Xy = {2, Gi+p?, i (p=1)p°), TT (i4p* i p* +p°, it pt + (0 —1)p%), .}

seklindedir.

Kabul edelim ki supp(zg,) = Ak, olsun. O zaman
Apn={1+ np®, 2+ np®, ... (n+ 1)p*}

dir. ZT = U, _ o Akn Ve Ty, ler ayrik permiitasyon oldugundan n # m olacak sekildeki
her m,n € N i¢in Ay, N Ay, = 0 dir. Dolayisiyla Ay, ler ZT m bir parcalamsin

olugturur.

[ > 1 tamsay1 ve t € N olmak lizere Ay, ile A;; arasindaki baglantiy1 inceleyelim. k£ = [
olsun. O zaman Ay, ler ZT m bir pargalanigi oldugundan n # t ise Ay, N A, = 0 dir.
k <1 olsun. Ay, kiimesi Ay -, formundaki ayrik

{14 " )p" 2+ )", " + ()"}
{1+ @'+ )ph 2+ @ F+ 1)pk, o+ (' + 1)}

I+ @+ =t 24+ (@ T 0t P (T 1))
kiimelerinin birlegsimine esittir, yani

plfk_l

Al,t: U Ak,tpl—k—i-r (37)
r=0

dir. Buradan bir 0 < r < p'~* tamsayisi igin n = tp'~* + r ise Ay, C A, aksi halde
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Apn N A = 0 oldugu goriiliir. Dolayisiyla her k,1 > 1 ve n,t > 0 tamsayilar igin
Apn N AL =0 yada A, C Ay, oldugu gosterildi. Buradan k& < [ oldugu durumda

Ay nin elemanlarinin xy,,, altindaki goriintiisii yine A;; nin igindedir, yani Alf‘ = A,

dir.

Simdi keyfi k,1 > 1 ve n,t > 0 tamsayilar i¢in £ < [ olmak iizere le; eslenigini
inceleyelim. || tamdeger fonksiyonu olsun. Onceki paragraftan goriildiigii {izere le; +
T olmast i¢in |n/p'™*| =t olmahdir. x;,, p'~! tane ayrik p-devirin ¢arpimidar. i-yinci

satirlar sirasiyla x;; nin ayrik p-devirlerinin hareket ettirdigi noktalara karsilik gelen
li+tpli+tpt+p7 i tp + (p— 1Y

satir matrisleri olacak sekilde

1+tpt p i1+t .. p—p 1+t
2+tpt prta2+tp L. p—ptl 424 tp
Lt = . 4 . .
-1 I -1 I I I
P+ tp 2p7 +tp . o P+ tp - xp
matrisini tanmimlayahm. |[n/p"=*] = t sart1 saglandigindan Ay, kiimesi, A;; nin

herhangi bir j-yinci sitununun elemanlarindan olusan
Ty={i+tp+(G—-1p " i=1,2,...p7"}

kiimesinin igindedir. Buradan goriilecegi tizere j < p iken Ay, C I'; ise xil; eslenigi

Ty, nin hareket ettirdigi her bir noktaya p'~! eklenmesiyle elde edilir, yani

pkfl
xzrf = H (@ + npk —f-pl_l, N npk + (p _ 1)pk—1 +pl_1)
i=1

pk—l

=[G+ @+ kit (o (= )
=1

= Tgptpl—k-1 (3.8)
Ly
eklenmesiyle elde edilir ve boylece Ay, nin elemanlar1 A nin ilk siitun elemanlarimin

dir.! Eger Ay, C T, ise 2, eslenigi ry ,, nin hareket ettirdigi her bir noktaya p!~

k—1
oy =TTy (@4 nph) e, (i mph +pP=1)ete L (04 nph + (p — 1)phTh)ee)
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i¢ine eglenir, yani

pkfl
xilr’z = H (G+npt +p =t —ph i npt  (p— D" i = ph)
i=1

pk—l

_ H (2 + (n _|_plfk71 N plfk)pk7 o ,i + (n _i_plfkfl _ plfk)pk + (p N 1)pk71)
=1

= Tk ptpl—k—1_pl—k (39)

dir. 7 < p veya j = p ise A4 den yararlanarak sirasiyla

L+np® <pl—p 1+ 1+t

n+pFt < (tF1)pF (3.10)
veya
n+pFt > (4 1)pth (3.11)

dir. O halde k < [ ve |n/p'=*%] = t olacak sekildeki her k,1 > 1 ve n,t > 0 tamsayilari
icin (3.8),(3.9),(3.10) ve (3.11)’den

. Tt pl—k—1, n+p Tl < (t+1)ptk

7 Tl pgpl—h—1_pl—k, T+ plik*1 > (t + l)plfk

dir.

Tammdan Gy = (X1, Xs,..., X)) olmak tlizere Gy nin G nin bir normal altgrubu
oldugunu gosterelim. Her ¢ € G ve her x € Gy i¢in g = g¢7'¢5...95 ve
v o= a{las? .. .2l olacak sekilde €,w; = =+1 tamsayilan ile g; € U, X; ve

k
z; € J,_; X elemanlan vardir. O zaman

29 = (xfl’ilg?'"ggs)m(xgilg?mg?)wg N (xg?g?...g?)ws/

dir. 1 <i <8 vel<j < solmak iizere 7’ eglenigini inceleyelim. Eger g; € Ule Xy
ise 77" € G, oldugu agiktir. g; € Utoik.H X, olsun. z; € Ule X; oldugundan 1 < u < k,
E+1<wv<ooilem,n >0 tamsayilar: vardir oyle ki z; = z,n, ve g; = 2, dir. Eger
|m/p*~"| # nise (3.7)'den z’ = z; dir. [m/p*~*] = n olsun. O zaman (3.12)’den bir
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m' > 0 icin 2 = zy% = Xy € Gy oldugundan z¢ € Gy, olur ki bu durum Gy < G

olmasini gerektirir.

Tammdan G grubu (J;°, X; tarafindan iretildiginden G = |J;°, G; dir. Her ¢ icin
Git1/Gi = (Xi41)G;/G; ve X4 kiimesi ayrik p-devirlerden olugtugundan G;41/G; bir
elemanter abelyan p-grubudur. Boylece Gy <<G3 <... G = G olacak sekilde faktorleri

abelyan olan G nin bir normal serisi oldugundan G hiperabelyan (hyperabelian) gruptur
[19].

Gy, larin yoriingelerini belirleyelim. Bunun igin tekrar satirlar sirasiyla xy, nin ayrik

p-devirlerinin hareket ettirdigi noktalardan olusan

Ltnpt pM g lmpf o (= D 1 4t
24npf P24t L (p— 1P 24 mp
kn — . . :
PPl npht 2pF Tt mph L (n+ 1)p* pE=1xp

matrisini inceleyelim. Uygun bir n > 0 tamsayisi i¢in herhangi bir z € Z* bu matrisin
sadece bir satirinda olmak zorundadir. Dolayisiyla z yi iceren G nin yoriingeleri Ay,
nin z yi iceren satirdaki noktalar: da icerir. 1+np* nin yoriingesini inceleyelim. 1 +np”
nin G icindeki yoriingesi supp(@y ppre-1) dir, yani {1 + np®, 2 +np”, ... p+ np*} dir.

Ay ppe—2 matrisi

1+np® p+14+np® ... (p—Dp+1+np*
24+np* p+2+np® ... (p—1Dp+2+np*
A2,npk*2: . . : :
k k 2 k
p+np 2p +np p* 4+ np oxp

olmak iizere buradan 1 + np* nin G5 icindeki yoriingesi supp(Ta ppk—2) dir, yani
{14 np*, 24+ np*, ... p* +np*}

dir. Dikkat edilecek olursa 1 < i < k olmak iizere supp(z; ,,r—:) kiimesi A

i+1,npk—i—1
matrisinin ilk siitun elemanlarn kiimesine esittir. Dolayisiyla 1 + np* nm
G1,Go, ..., Gy icindeki yoriingeleri gbz oniine almacak olursa 1 + np* nin Gy,

i¢indeki yoriingesi supp(zy,,), yani
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dir. Boylece

{1,2,....0"}, P+ 1,08 +2,..., 2%, ...

kiimeleri, yani Ay, ler Gy nin p* kardinaliteli yoriingeleridir. Gy <1 G oldugundan
Lemma 2.3.12’den Ay, ler G igin birer bloktur. Her k > 1 igin Azo = {1,2,...,p"}
G nn bir yoriingesi ve G = |J;2; G; oldugundan G grubu Z7 iizerinde gegislidir. G,
7" tizerinde gecigli oldugundan Z*, G nin tek sonsuz yoriingesidir. G, Z" {izerinde
bir sonlumsu permiitasyon grubu oldugundan [34|’teki Theorem 1’den G bir F'C-grup
degildir.

n nin p tabanindaki ifadesi n = mg +mp+ ... +myp' dyle ki 0 <1, 0 < m; < p olmak
tizere (3.12)’den

x:lfl oy, L A
T = (- ((%70 ) k2,0, ) TR0

oldugundan her k& € Z" i¢in X}, nin elemanlar1 G i¢inde esleniktir.

G nin bir p-grubu oldugunu gosterelim. Bunun i¢in [36]’daki Proposition 2.1’deki
ispat1 [38]’deki Proposition 19.10’dan yararlanarak verelim. Onceki paragraftan her
k > 1 i¢in her xj,, permiitasyonu & < [ olmak iizere z3 x?ﬁl,mxﬂz,w o ,xﬁl%o

permiitasyonlarinin ¢arpiminin eslenigi bigimde yazilabildiginden

Wk - <$1,07 X205 - - - 7xk,0>

seklinde tammlanirsa G = J,-, Wy dir. Buradan eger W lar p-grubuysa G nin de
bir p-grubu oldugunu sdyleyebiliriz. Aslinda W), lar Sym(Ay) larmn birer Sylow p-
altgruplaridir. Tlimevarimla bu iddiay1 gosterelim. £ = 1 i¢in iddia dogrudur. Ciinkii
Wi = (z1) ve |Wi| = p dir 6yle ki |A;|! 1 bolen p nin en biiyiik kuvveti p dir. k = 2

ise Wy = (w19, %2,) dir. x9 permiitasyonu

{1727ap}7{p+1ap+2772p}7){(p_l)p+17(p_1>p+2a7p2}

kiimelerinden herbirini bir digerine egler ve bu kiimeler ayrnk oldugundan

1 = 0,1,...,p — 1 olmak iizere Wf 20 Jer sirasiyla bu kiimeler tizerindeki Sylow

zl x)
p-altgruplarima kargihk gelir. Ayrica ¢ # j igin W;*" ile W;*" nin destekleri ayrik
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oldugundan W5 nin bu iki altgrubunun elemanlar: birbiriyle degigsmelidir. Dolayisiyla

p—1

(T1,0) Uwa,0) =2 (WIWL>0 L W20 Y @a0) < W

p—1
1

oldugundan Wy = (W, W, ... "0 )(22,0) dir. Ayrica
[(WAW20 W Y wag)| = p|Wal?

oldugundan Ws, Sym(Ay) m bir Sylow p-altgrubudur.! Kabul edelim ki iddia k& > 1
i¢in saglansin. Yani Wy, Sym(Ago) m bir Sylow p-altgrubu olsun. £ = 2 i¢in yapilan
islemlere benzer gekilde 441,

{L2 o b i+ 1 2205 e - P L (- Dt 2,

kiimelerinden herbirini bir digerine egler ve bu kiimeler ayrik oldugundan
i = 0,1,...,p — 1 olmak iizere W: M9 Jer sirasiyla bu kiimeler iizerindeki Sylow

p-altgruplarina karsilik gelir. Dolayisiyla

p—1
(o ((210) U2,0)) Ve Umpgn0)) = (W0 W) (2g.0) < Wi

-1
xp

oldugundan Wy, = (Wi W, "0 W, ") (24410) dir.? Ayrica

p—1

[(WeWE0 W0 (g o) = p| WP

oldugundan iddia tiimevarimdan saglanir. Boylece G bir p-grubudur. Ayrica G
sonlumsu permiitasyon grubu oldugundan lokal sonludur. Dolayisiyla sonlu p-grubu

nilpotent oldugundan G lokal nilpotent p-grubudur. O
3.3.2.2. Teorem

G bir sonsuz sonlumsu permiitasyon grubu olsun. Eger GG nin miikemmel ve gecisli olan
ancak M N FC-grup olmayan bir K altgrubu varsa K, BT-grup olmayan bir NBT-
gruptur.

Lpp+1 | Ag ]! i bélen p nin en biiyiik kuvvetidir.
p—1 i
2L = Wy x W° x ... x W, *° olmak iizere W,f M9 Jer degismeli, destekleri ayrik oldugundan

W: *1% Jer L nin normal altgruplaridir. Dolayisiyla L, Sym(Ag41,0) iginde i¢ direkt garpimdar.
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fspat

2 bir sonsuz kiime olmak {izere G < FSym(2) olsun. Kabul edelim ki G nin
miikemmel ve gecigli olan ancak M N FC-grup olmayan bir K altgrubu olsun. K

mitkemmel oldugundan Lemma 2.3.13 ve [39]'daki Theorem 1’den K mnin her 6z

normal altgrubunun her yoériingesi sonludur. Béylece K bir N BT-gruptur.

K gegisli oldugundan K nin tek yoriingesi sonsuz Q kiimesidir. Dolayisiyla [34]’teki
Theorem 1'den K bir FC-grup degildir. Hipotezden K grubu M N FC-grup
olmadigindan K nmm FC-grup olmayan bir 6z altgrubu vardir. Boylece [34]teki
Theorem 1 den K mnin sonsuz yoriingeli bir 6z altgrubu oldugundan K permiitasyon

grubu BT-grup degildir. O]
3.3.2.3. Teorem

Herhangi bir p asal sayis1 i¢in B7-grup olmayan miikemmel sonlumsu N BT-p-grubu

vardir.
fspat

Kabul edelim ki W grubu Teorem 3.3.2.1’de ingad edilen Wiegold'un grup ornegi
olmak {izere W’ komiitator altgrubunu inceleyelim. [16]’daki Corollary 8.3A’dan W,

7" tizerinde gegigli ve W/ = W, yani W’ miikemmeldir.

Asar'mm G grubu ingdsim kisaca verelim [35-37]. £ > 1 ve n > 0 tamsayilar ve p bir

asal say1 olmak tizere xy ,, (3.6)'daki sekilde taniml olsun.

U = Tp0Tk—1,0---T1,0

ve

Tk+1,0 w2+1 0 xil} 0
U =y

olmak tizere

gk = UgUg
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seklinde tanimlansm. Dikkat edilecek olursa u; ve v, ayrik permiitasyonlardir.! O
zaman [35]'teki Lemma 3.2(a)’dan uy = (a1,az,...,a,) dir dyle ki 1 < a; < p* dur.
G={(gr|k=1,2,...) olsun. p = 2 igin

T1,0 = (17 2) T2.0 = (1a3)(274) Z3,0 = (175)(2a6)(37 7)<478)
Ta0 = (1, 9) (2, 10) (3, 11)(4, 12)(5, 13)(6, 14)(7, 15)(8, 16)

ve

Uy = (172) U1 = (374)

Uy = (1,4,2,3) Vg = (5,8,6, 7)

Uz = (1,8,4, 6,2,7,3, 5) Vg = (9, 16,12,14,10, 15,11, 13)

olmak iizere G nin iirete¢ elemanlarinin bazilari

g1 = (17 2)(37 4)
g2 = (1,4,2,3)(5,8,6,7)
s = (1,8,4,6,2,7,3,5)(9, 16,12, 14, 10, 15, 11, 13)

seklindedir. O zaman 1 in (g;) lar altindaki yoriingeleri {1,2, ..., p*} oldugundan G,
W nun bir gegisli altgrubudur. Simdi G < W’ oldugunu gosterelim [36]. Eger G nin
tireteg elemanlar1 W' de oldugu gosterilirse G nin de W' niin i¢inde oldugu gosterilmis

J
olur. Her k pozitif tamsayisi igin uz’““ ler ayrik permiitasyonlar ve 1 <1 < k icin

Thk+1,0 wiﬂ 0 miﬂ 0
Yi '=Ti0T;9 " Tig .- Tig
P p—1\—1 _ Tk+t1,0 xi+10 xiﬁ 0 = j
::172-70(:101-70 ) Tig Cxig ey = [%‘,07%“,0] (3.13)
=1
oldugundan
Tk+1,0 zi+1 0 xiﬁ 0
Ok = UV = gty T = Y-t - (3.14)

1 [35-37] makalelerinde uj, ve vy nin ayrik permiitasyon oldugunu vurgulamak ve iglem kolaylig:

icin gr = ug X v alinmigtir.
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dir. zxo lar W nun ve g, lar da G nin iretegleri oldugundan (3.13) ve (3.14)ten
G < W' dur. Ayrica [37]'deki Theorem 1.6(d)’den G’ bir M N F'C-grup olmadigindan
ve G < W' oldugundan W’ niin FC-grup olmayan bir 6z altgrubu vardir. Dolayisiyla
W' bir M N FC-grup degildir. Boylece iddia Teorem 3.3.2.2’den saglanir. O

Dikkat edilecek olursa Lemma 3.2.1.1 ve Teorem 3.3.2.2’den Wiegold’un grup érneginin

komiitator altgrubu bir miikemmel sonlumsu NC BT-p-grubudur.

Asagidaki lemmada [11]’deki Lemma 1’in ispatindan yararlanilmigtir.

Sonug¢

Her sonlumsu N BT-grup miikemmeldir.

fspat

Kabul edelim ki bir sonsuz 2 kiimesi iizerinde tanimli bir sonlumsu G N BT-grubu
miikemmel olmasin ve bir a € Q icin A = a% olmak iizere ¥ = {A9 | g € G} olsun. O
zaman Lemma 2.3.12’den A bir G-bloktur. Ayrica A, G nin bir normal altgrubu olan
G’ niin bir yoriingesi oldugundan AY ler de G’ niin birer yoriingesidir. Boylece p : G —

Sym(X), x — zf : AY — A9 geklinde homomorfizma tanimlanabilir. Boylece G, 3

iizerine gegisli etki eder.

re K =KerpesVAIe X A=A € ﬂ Giasy = Coreq(Giay)

geG
dir. A = a% oldugundan her y € G’ ve her ¢ € G icin
A% — oG — G'9 — A9
oldugundan G’ < K dir.

p yardimiyla ¢ : G/K — Sym(¥), 2K ~ (zK)¥ : A9 — (A9)* = A9 geklinde
homomorfizmasi da tanimlanabildiginden G /K sonsuz' abelyan grubu ¥ {izerine sadik
ve gecisli etki eder. A sonlu ve G, Q iizerinde gecisli oldugundan A*® £ A olacak sekilde
bir z € G vardir. G/K abelyan oldugundan her A9 € ¥ icin (A9)" £ A9 dir oyle ki
(A9 N A9 = () dir. G, Q iizerinde gecisli oldugundan a® = Q dir. = ¢ Giay = Gy ve

L@ bir NBT-grup oldugundan sonlu indeksli 6z altgrubu yoktur.
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A = oY oldugundan her 3 € Q icin 4% # B dir, yani supp(z) sonsuz olur ki bu G <
FSym(€2) hipoteziyle geligir. Dolayisiyla kabul yanhs olup iddia saglanir. O

3.4. GN FC-gruplar

Eger bir grubun her 6z normal altgrubu FC-grup iken grubun kendisi F'C-grup degilse
bu grubu Genellegtirilmiy N FC-grup (kisaca GN FC-grup) olarak adlandirahm. Bu
grup belirli altgruplar1 F'C-grup olan gruplarin bir bagka versiyonu olan N F'C-gruplarin
bir genellemesidir [13].! Bu kisimda G N FC-gruplarla N BT-gruplar arasindaki baglanti

incelendi.
3.4.1. Lemma

G bir sonsuz, sonlumsu gegisli permiitasyon grubu olsun. O zaman G nin bir GN FC-

grup olmast igin gerek ve yeter sart G nin bir N BT-grup olmasidir.

fspat

Iddia [34]teki Theorem 1’den saglanir. O
Agagidaki lemmada Lemma 3.4.1.1’in ispatindan yararlanarak M N F'C-gruplarin bir
genellemesi olan GN FC-gruplarin belli kisitlamalar altinda N BT-grup olan bir
epimorfik goriintiisiiniin oldugu gosterildi.

3.4.2. Lemma

G bir miitkemmel lokal ¢oziilebilir GN F'C-grup olsun. O zaman G nin N BT-grup olan

bir epimorfik goriintiisii vardir.
jspat

G miikkemmel oldugundan G # Z(G) dir. Boylece 1 # a € G\ Z(G) vardir. C' = Cg(a),
L =Coreq(C) ve G = G/L olsun. Eger |G : C| sonluysa G sonlu olur. Buradan G
coziilebilir. Ancak hipotezden G miikemmel oldugundan G miikemmel olur ki bu bir

geliskidir. Dolayisiyla |G : C| sonsuz ve Coreg(C) = 1 dir. N, G nin bir 6z normal

LGN FC-gruplar, M N FC-gruplarm bir genellemesidir.
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altgrubu olsun. O zaman
IN:NNC|<|IN:NNC| < [{a)N: ({a)°N)NnC| (3.15)

saglanir. Lemma 2.5.2.3ten (a)“N bir FC-gruptur. Béylece [{(a)¢N : ({(a)¢N) N C|
sonludur. Dolayisiyla (3.15)ten |N : N N C| < oo saglanmir. Ayrica |G : C| sonsuz
oldugunda G sonsuzdur. O halde Lemma 3.1.1’den G bir N BT-gruptur. O]

3.4.1. M N FC-Gruplar

Her elemani sonlu eglenikli olan gruba F'C-grup denir. Eger bir grubun her 6z altgrubu
FC-grup ancak kendisi degilse bu gruba minimal non-FC-grup (kisaca M N FC-grup)
denir. Bu kisimda lokal sonlu M N F'C-gruplarin bir BT-grup olan epimorfik goriintiiye
sahip olmasindan hareketle genel olarak lokal sonluluk sarti1 olmadan bu 6zelligin N BT-

gruplar tarafidan saglandigy gosterildi. (bkz. [27] Lemma 3.1 ve [10] Theorem)
3.4.1.1. Lemma

G bir mitkkemmel M N FC-grup olsun. O zaman G nin N B7T-grup olan bir epimorfik

goriintiisii vardir.
fspat

G grubu miikemmel olup aym zamanda bir F'C-grup olmadigindan |G : Cg(a)| sonsuz
olacak sekilde bir a € G'\ Z(G) elemani vardir. C' = Cg(a), L =Coreq(C) ve G = G/L

olsun. O zaman Corez(C) = 1 dir. N, G nin bir 6z normal altgrubu olsun. O zaman
IN:NNC|<|N:NNC|<|{a,N):{a, N)yNnC| (3.16)

saglanir. Eger (a, N) = G ise G/N abelyan oldugundan G’ < N olur ki bu G nin
miitkemmel olmasiyla geligir. Dolayisiyla (a, N), G nin 6z altgrubu oldugundan bir FC-
gruptur. Boylece |{a, N) : {a, N)NC| sonludur. Dolaysiyla (3.16)ten [N : NNC| < oo
saglanir. Ayrica |G : C| sonsuz oldugunda G sonsuzdur. O halde Lemma 3.1.1’den G
bir N BT-gruptur. [



77

3.4.2. Miller-Moreno tipinden gruplar

Bu kisimda M N FC-gruplarin altsinifi olan Miller-Moreno tipinden gruplarin N BT-

gruplarla arasidaki baglanti incelenmigtir.

3.4.2.1. Lemma

Lokal sonlu Miller-Moreno tipinden N BT-grup yoktur.

fspat

Kabul edelim ki G lokal sonlu Miller-Moreno tipinden bir NBT-grup olsun. O
zaman [24|'teki Corollary’den G’ # G dir. Boylece Lemma 2.6.3'ten G bir

MNFC-grup oldugundan [40]'taki Theorem 10’dan G nin sonlu indeksli bir 6z

1

altgrubu vardir ki bu durum Lemma 3.1.2(1) ile c¢elisir.! Dolayisiyla iddia

saglanir. O

Sonug

Miller-Moreno tipinden N BT-grup miikemmeldir.

fspat

Lemma 3.2.3.2(3) ve Lemma 3.4.2.1’den iddia saglanir. O

Sonug¢

G abelyan olmayan bir lokal sonlu N BT-grup olsun. O zaman K’ sonsuz olacak gekilde

G nin bir 6z altgrubu vardir.

jspat

G nin sonlu indeksli altgrubu olmadigindan G bir FC-grup degildir. Dolayisiyla
Lemma 2.5.4.4’ten G’ sonsuzdur. Lemma 3.4.2.1’den G Miller-Moreno tipinden bir

grup olamayacagindan iddia saglanir. O]

1]40]taki Theorem 8 ve Theorem 10 dan G /G’ sonludur.
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4. SONUC VE ONERILER

Bu tez calismasinda BT-grup genellegtirilerek N BT-grup ve bu grubun daha giiglii
formu olan NCBT-gruplar tanimlanmistir. Genel olarak N BT-gruplarin yapisi
incelenmis ve NBT-gruplarin NCBT-grup olan alt smiflarinin bazi &zellikleri

verilmistir.

Halen ¢oziilememis olan sonlumsu B7T-grubun var olup olmadigi sorusu bu ¢aligmada
BT-grup olmayan sonlumsu NCBT-grup oOrnekleri verilerek B7T-gruplarin bir
genellemesi olan N BT-gruplarda olumlu sekilde cevaplanmis ve BT-gruplar i¢in bu
soru kismen smirlandirilmigtir. Ayrica B7T-grup olmayan ve miikemmel olmayan
NCBT-grup ornekleri verilmigtir. Buradan hareketle NCBT-grup olmayan
N BT-grup ornekleri var midir?

BT-gruplar sayilabilirdir. Miikemmel olmayan N BT-gruplarin sayilabilir kiimeler
iizerine etki ettikleri gosterildi. Ancak genel olarak N BT-gruplarin sayilabilirligi
hakinda ne séylenebilir? Bu ¢aligmada verilen N BT-grup ornekleri sayilabilirdir ve
herhangi bir kardinaliteye sahip basit sonsuz gruplar miikemmel N BT-gruplardir.
Abelyan N BT-gruplar yaridevirli p-gruplarina izomorftur. Miikemmel olmayan
sayllamaz N BT-grup ornegi var midir? Genel olarak sayllamaz basit olmayan

N BT-grup ornegi var midir?

Lokal sonlu BT-grubun p-grubu oldugundan hareketle lokal nilpotent durumda N BT-
gruplarin lokal sonlu Fitting p-grubu oldugu gosterilmistir. Bagka hangi kisitlamalar
altinda N BT-gruplar p-gruptur?

Coziilebilir nokta dengeleyenli lokal sonlu BT-grup ¢oziilebilirdir. Coziilebilir nokta
dengeleyenli N BT-gruplar sayilabilir ve lokal ¢oziilebilir oldugunda ¢oziilebilir oldugu
gosterildi.

Ek olarak miikemmel yansonlumsu lokal sonlu BT-grubun var olmadigindan hareketle

miikemmel lokal ¢oziilebilir yansonlumsu N BT-grubun var olmadig1 gosterilmigtir.
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