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OZET

DEFORME CADIR DONUSUMLERI UZERINDEKI DINAMIK SISTEMLERIN
INCELENMESI

Damla AYDOGDU
Matematik Anabilim Dali

Eskisehir Teknik Universitesi, Lisansiistii Egitim Enstitiisii, Agustos 2022

Danigman: Dog. Dr. Mustafa SALTAN

Dinamik sistemler {izerine yapilan ¢aligmalar bir¢ok disiplinde kargimiza ¢ikmak-
tadir. Bu ¢aligmalar arasinda, literatiirde tent doniigiimii olarak bilinen ve ismini
grafiginin ¢adira benzemesinden alan ¢adir doniistimii énemli bir yere sahiptir. Ca-
dir doniigiimiiniin dinamigi ikilik sistemde daha basit bir gekilde incelenmekte ve
periyodik noktalar1 genel bir formda yazilabilmektedir. Ayrica, ¢adir ailesinin ilging
dinamigi ¢atallanma diyagrami ile goriilebilmektedir.

Bu tezde, ilk olarak klasik ¢adir dontisiimii ikilik tabanda ifade edildikten sonra
cadir ailesi ve bu ailenin ¢atallanma diyagrami detayli olarak verilmektedir. Daha
sonra, ¢adir doniigiimiiniin ingasindan yararlanarak deforme edilmis ¢adir dontigiim-
leri ikilik tabanda ifade edilmekte ve bu dinamik sistemler i¢in genel bir formiil veril-
mektedir. Ayrica, deforme ¢adir doniigiimiiniin ilk versiyonu igin periyodik noktalar
genel bir formda ifade edildikten sonra bu dinamik sistemin Devaney anlaminda ka-
otikligi arastirilmaktadir. Ek olarak, bu dinamik sistem i¢in bir aile tanimlanmakta
ve bu ailenin catallanma diyagrami verilmektedir.

Tezin son boliimde ise, bu inga kullanilarak farkli bir deforme ¢adir doniigtimii
ele alinmaktadir. Ayrica, tanimlanan ¢adir doniisiimlerinin topolojik eslenik olup

olmadiklar1 gosterilmektedir.

Anahtar Sozciikler: Cadir Doniiglimii, Dinamik Sistemler, Periyodik Noktalar,

Devaney Kaos.
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ABSTRACT

INVESTIGATION OF THE DYNAMICAL SYSTEMS ON DEFORMED TENT
MAPS

Damla AYDOGDU
Department of Mathematics

Eskigehir Technical University, Institute of Graduate Programs, August 2022

Supervisor: Assoc. Prof. Dr. Mustafa SALTAN

Studies on dynamical systems appear in many disciplines. Among these works,
the map, which is known as tent map in the literature and takes its name from the
similarity of its graphic to a tent, has an important place. The dynamics of the tent
map is analyzed in a simpler way in the binary system and its periodic points can
be written in a general form. Also, the tent family has an interesting dynamic and
the bifurcation diagram can be illustrated.

In this thesis, firstly, the tent family and bifurcation diagram are given in detail
after the classical tent map is expressed in binary. Then, using the construction of the
tent map, deformed tent maps are expressed in binary, and a general formula is given
for these dynamical systems. In addition, after the periodic points are expressed in
a general form for the first version of the deformed tent map, the chaoticity of this
dynamical system in the sense of Devaney is investigated. Also, a family is defined
for this dynamical system and the bifurcation diagram is given.

In the last part of the thesis, a different deformed tent map is discussed using this
construction. We also show that whether these tent maps are topologically conjugate

or not.

Keywords: Tent Map, Dynamical Systems, Periodic Points, Devaney Chaos.
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1. GIRIS

Dinamik sistemler ayrik zamanl ve siirekli olmak iizere farkl katagorilere ay-

rilmaktadir. Bu tezde, ayrik dinamik sistemlerin en temel modellerinden biri olan

ve adini grafiginden alan ¢adir (tent) doniigiimii detayh olarak incelenmektedir. Bu

doniigiim,
T:[0,1] — [0,1]
2z

T(x) = ’
2—2x

0

1
;S @

IA
IA

— N

T

IA

)

olarak tamimlanir (Bkz. Sekil 1.1). Literatiirde bir¢cok kaynakta ayrik dinamik sis-

temler igin temel bir model olarak verilmektedir (|1-7]).

0.8
0.61
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0.21

Sekil 1.1. Cadir doniigtimii

{[0,1]; T'} dinamik sisteminin 6nemli 6zelliklerinden biri bu sistemin ¢ok basit

goriinmesine kargin iterasyonlari detayh olarak incelendiginde ¢ok ilging sonuclarla

karsilagilmasidir.

0<t¢<1liginT,:[0,1] = [0,1],
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Ty(x) =
2t(1 — x)
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olmak tizere {1;} cadir ailesi i¢in belli parametrelerde bu inceleme daha basit olma-
sina ragmen sistemin ¢ = 1 i¢in kaotik oldugu goriilmektedir.

Bu tezde, klasik cadir doniigiimiiniin ingas1 kullanilarak deforme edilmis cadir
doniigiimleri elde edilecektir. Bu amag i¢in 6nce Boliim 2’de temel tanim, kavram
ve teoremler ifade edildikten sonra Boliim 3’de klasik ¢adir doniisiimii, cadir ailesi
ve bu ailenin c¢atallanma diyagrami detayli olarak verilecektir. Boliim 4’de ise de-
forme cadir doniistimleri ele alinacaktir. Boliim 4.1’de, bu deforme doniisiimlerden
biri olan T}, detayl olarak incelenecektir. Ozellikle periyodik noktalarini formiiliize
edebilmek igin ikilik sistemdeki karsilig1 yazilacak ve boylece Ty, ve iterasyonlar
daha kolay formiiliize edilecektir. Ayrica; Boliim 4.2’de, {7}, } ailesi tamimlanip ¢a-
tallanma diyagrami verilecek ve {T}} ile {14, } aileleri kargilagtirilacaktir. Bolim
4.3’de, Ty, dontiglimiiniin dinamigi incelenecektir ve bu doniisiimiin periyodik nok-
talarinin kiimesinin yogun olmadigi ve topolojik gecisken olmadigi gosterildikten
sonra Devaney anlaminda kaotik olmadigl sonucuna varilacaktir. Béliim 4.4’de, 7,
doniisiimii insa edilecek ve dinamigi incelenerek kaotik olmadig1 sonucuna varilacak-
tir. Boliim 4.5’de, Ty, doniisiimii insa edildikten sonra Boliim 4.6’da, deforme edilmis
¢adir doniigiimlerinin n. deformasyonu igin genel bir formiil verilecektir. Son olarak,
Boliim 4.7’de, deforme ¢adir doniigiimlerinin farkli bir versiyonu olan 7Ty doéniigiimii

ikilik tabanda gosterilecektir.



2. KAOTIK DINAMIK SISTEMLER
Bu boliimde; dinamik sistem tanimi, bazi 6nemli teoremler ve 6rnekler verildikten

sonra Devaney kaos tanimi ve topolojik gegiskenlik kavramlar: ifade edilecektir.

2.1. Dinamik Sistem Nedir?

Dinamik sistemler kabaca hareket halindeki siirectir. Bu tiir siirecler tiim bilim
dallarinda hatta giinliik yagsantimizda ortaya ¢ikmaktadir. Basit 6rnekler vermek ge-
rekirse, hava durumu ve borsa zamana bagli olarak degigen sistemlerdir. Ayrica, bir
popiilasyonun artisi ya da azaligi, basit bir sarkacin hareketi, kimyasal degisiklikler,
goklerdeki gezegenlerin ve galaksilerin hareketi ilk akla gelen dinamik sistem 6rnek-
leri olarak verilebilir. Anlagildig1 gibi dinamik sistemlere giinliik yagantimizdan bile
bir¢ok 6rnek verilebilir. Buradaki 6nemli nokta, bir dinamik sistem zaman i¢inde de-
gistiginden sitemdeki belli bir durumun belli bir zaman sonra ne oldugunu tahmin
etmektir. Ornegin, bir dinamik sistemi hava durumu olarak alirsak, belli bir bélge-
deki havanin yarin giinesli, yagmurlu ya da karli olup olmayacagimi tahmin etmek
onemlidir. Hatta, gelisen teknoloji ile bu tahminler artik haftalik ve aylik olarak da
yapilmaktadir.

Giintimiizde, baz1 dogal felaketler icin belli 6nlemlerin alinmasinda bu tahminler
¢ogu zaman ige yarasada, bazi tahminlerde hava yagmurlu tahmini yapilirken giinesli
bir giinle kargilagilabilmektedir. Bu ise sistemin kaotik olmasi ile alakalidir. Yani,
baslangi¢ satlarindaki kii¢iik degisiklikler sistemin belli bir zaman sonraki tahminini
zorlagtirmaktadir. Baglangic sartlarina hassas bagimlilik kaotik dinamik sistemlerin
en onemli 6zelliklerinde biridir. Buna ek olarak; sistem topolojik gecigsken ve periyo-
dik noktalarimin kiimesi yogun ise bu dinamik sisteme Devaney anlaminda kaotiktir
denir. Son yillarda bu sistemlerle ilgili bir¢ok ¢aligma yapilmaktadir ([1-10]).

Sonug olarak, bazi dinamik sistemler tahmin edilebilirken bazilar1 ise tahmin
edilemeyebilirler. Ayrica, dinamik sistemler siirekli ve ayrik olmak iizere ikiye ay-
rilirlar. Zamanin yillar gibi ayrik olarak olglildiigi sistemler ayrik zamanh (kisaca
ayrik) dinamik sistemlerdir. Zamanin stirekli bir degisken oldugu sistemler ise sii-
rekli dinamik sistemler olarak adlandirilir ve diferansiyel denklemler bu sistemlerin
orneklerindendir (|10]). Bu tez boyunca, ayrik dinamik sistem 6rneklerinden biri olan

cadir doniisiimii ele alinacaktir.



2.2. Dinamik Sistem Kavrami ve Ornekleri

Tanim 2.1. (X, d) bir metrik uzay olmak dizere, ¢ : N x X — X fonksiyonu
i. Yo € X igin ¢(0,2) =
it. Vs,t € Nve Ve € X i¢in ¢(s,p(t,x)) = (s + t,z)

kosullariny saghyorsa ¢ fonksiyonuna X metrik uzayinda kesikli dinamik sistem de-
nir. Eger N yerine R alinirsa ¢ fonksiyonu X tizerinde bir sirekli dinamik sistemdir

denir ([2,3]). Burada X durum uzayi, N (veya R) kiimesini ifade etmektedir.

Not: Kesikli dinamik sistem igin 1 birim zaman sonra keyfi bir x noktasinin

durumunu bildigimizi varsayalim. Yani, ¢(1,2) = z; = f(z) olsun. Bu durumda;

¢(2,2) = ¢(1+1,2) = ¢(1,¢(1,2)) = ¢(1,21) = 22 = f(z1) = f(f(2)) = [*(=)

$(3,2) = o(1 +2,2) = ¢(1,8(2, 7)) = 6(1, 22) = w3 = f(22) = f(f*(2)) = f*(2)

¢<n7x) = ¢(1 +n— 17$> = ¢(1a ¢<n - 1,ZE)) = gb(laxn—l) =Tp = fn(x)
elde edilir.

Tanim 2.2. (X,d) metrik uzay ve f : X — X bir fonksiyon olmak tzere {X; f}

ikilisine kesikli dinamik sistem denir ([2]).

2.3. Temel Kavramlar

Tanim 2.3. X bostan farkl bir kiime ve f : X — X tamwmly bir fonksiyon olmak

tizere xg € X igin f(xg) = xq ise xg noktasina f fonksiyonunun sabit noktasi denir

(I3, 6])-

Tanim 2.4. X bostan farkl bir kiime ve f : X — X tammly bir fonksiyon olmak
tizere xog € X igin fP(xg) = g egitligini saglayan en kigik p sayist i¢in xo noktasina

f fonksiyonunun periyodu p olan noktasy denir ([3, 6]).
Tanim 2.5. xq; f fonksiyonunun p-periyotlu noktasi ise

{.%‘0, f(xO)a fQ(x())? ) fp_l(x(])}

4



kiimesine p-li dongi ady verilir ([3, 6]).

Tanim 2.6. X bostan farkl bir kime ve f : X — X tanwmly bir fonksiyon olmak

tizere xo € X 1¢in;

o, f(fl'()), f2($0)7 R fn($0)a SR
dizisine xo noktasimn yoringesi (orbiti) denir ([3, 6]).

Tanmim 2.7. X bostan farkl bir kiime ve f : X — X tamwml bir fonksiyon olmak
lizere x1 € X noktasi verilsin. xq, f fonksiyonunun sabit noktasi olsun. 1 noktasinin

Yorungesi;
L1, L2, X3, ..., Tn, Ty, L0, L0, - - -
olacak sekilde ise x1 noktasina f fonksiyonunun akibeti sabit noktasy denir ([3, 6]).

Tanim 2.8. X bostan farkl bir kime ve f : X — X tamwml bir fonksiyon olmak
lizere ©1 € X mnoktasy verilsin. xy, f fonksiyonunun p-periyotlu noktasi olsun.

noktasimin yoringesi,

L1, T2, .oy T, To, f(20), f2(@0), .. [P~ (w0), Zo, f20), [ (20), ..., [P (20), . .-

olacak sekilde ise x1 noktasina f fonksiyonunun akibeti p-periyotlu noktasy denir (|3,
6/).

Tanim 2.9. f: I — R bir fonksiyon ve sabit noktasi p olsun.
Je > 0 igin |x — p| < € olacak sekilde VYx € I i¢in lim,_ o, f"(z) = p ise p’ye

f'nin asimtotik kararl sabit noktasi veya cekici sabit noktasy denir ([3, 6]).

Tanim 2.10. f: I — R bir fonksiyon ve sabit noktast p olsun.
de > 0 i¢in 0 < |z — p| < € olacak sekilde Vx € I i¢in |f(x) —p| > |x —p| ise p
ye f nin itici sabit noktasy denir ([3, 6]).

Teorem 2.11. p, f fonksiyonunun sabit noktasi ve f, p’de tirevlenebilir olsun.
a. Eger |f'(p)| <1 = p, ¢ekici sabit noktadur.

b. Eger |f'(p)| > 1 = p, itici sabit noktadur.



c. Eger|f'(p)| =1 = test sonu¢ vermez. Yani, p itici olabilir yada ¢ekici olabilir

yada ne itici ne ¢ekici olabilir (/3, 4, 6]).

Tanim 2.12. p, f fonksiyonunun sabit noktast olsun.
n — oo iken f™(x) — p olacak sekilde tanim kimesindeki tim x noktalarindan

olusan kiimeye p sabit noktasimin ¢cekim havzasy denir B, ile gosterilir ([6]).
Tanim 2.13. z, [ fonksiyonunun p-periyotlu noktas olsun.

i. Egerx, fP fonksiyonunun ¢ekici sabit noktasi ise x noktasina f 'nin p-periyotlu

cekict sabit noktasy denir.

1. Eger x, fP fonksiyonunun itici sabit noktasi ise x noktasina f’nin p-periyotiu

itici sabit noktasy denir ([3, 6]).

Teorem 2.14. f fonksiyonu p noktasinda sirekli ve x noktasinin iterasyonlar: f 'nin
tanmam kiimesinde olsun.

n — oo tken f"(x) — p ise p, f’nin sabit noktasidur ([6]).

Sonug 2.15. f: I — R sirekli bir fonksiyon olsun. Ayrica (f™(z)) dizisi sinarl ve
monoton bir dizi olsun.

n — oo iken f*"(x) — p olacak sekilde p sabit noktasi vardwr ([6]).

Tamim 2.16. O;(z0) = {wo, f(x0), F2(x0), -, f*(x0), ..} i¢in Of(xo) = X ise o,
X de yogun yoringeye sahiptir (3, 6, 9]).
Tanim 2.17. (X, d) bir metrik uzay ve f : X — X fonksiyonu;

1. Baslangi¢ sartlarina hassas bagimls,

1. Topolojik gegisken,

1. Periyodik noktalarin kiimesi X 'de yogun,

ozelliklerine sahip ise {X; f} dinamik sistemi Devaney anlaminda kaotiktir denir

([2-6]). Bu tanvmda gegen ilk i¢ kosulu kisaca ifade edelim.

(X, f) bir metrik uzay ve f: X — X bir fonksiyon olsun.



Tanim 2.18. Eger 3¢ > 0 sayusina karsilik Vr € X ve x noktasin keyfi bir B(x, 6)
komsulugu d(f"(x), f*(y)) > € olacak sekilde biry € B(x,0) ven > 0 tam sayist var
wise f i X — X fonksiyonu baslangi¢ sartlarina hassas bagimiidir. Yani; X durum
uzayinda hangi noktayr alirsak alalvm bu noktanin ¢ok yakininda olan fakat belli bir

zaman sonra bu noktadan uzaklasan bir nokta vardwr ([2, 3-4, 6]).

Tanim 2.19. (X, d) metrik uzayinda U ve V' agik alt kimesi i¢in f*(U) NV # @
olacak sekilde n € N varsa f fonksiyonu topolojik gegiskendir. Yani; X in herhangi
bir a¢ik alt kiimest alindiginda bostan farkl baska bir agik alt kiime ile belli bir zaman

sonra ortak noktasy vardwr ([2, 3-4, 6]).

Tanim 2.20. X ‘nin herhang: bir x noktasina yeterince yakin olan periyodik nokta-

lar varsa f’nin periyodik noktalar kiimesi X 'de yogundur denir ([2, 3-4, 6]).

Teorem 2.21. X bir topolojik uzay ve X in bos olmayan hi¢ bir U a¢ik alt kiimesinin
U’da yogqun ve sonlu bir alt kiimesi olmasin. Bu durumda f : X — X fonksiyonu

yogun bir yoringeye sahip ise topolojik gegiskendir ([9]).

Teorem 2.22. (X, d) metrik uzay, f: X — X sirekli fonksiyonu topolojik gegisken
ve periyodik noktalar X ’de yogun ise f baslangic sartlarina hassas bagimhidir ([8]).

Tanim 2.23. (X,d;) ve (Y,ds) iki metrik uzay ve f : X — X ,g:Y =Y bir
fonksiyon olsun. Eger ho f = g o h olacak sekilde h homeomorfizmi varsa [ ve g
fonksiyonlar: topolojik esleniktir denir. Bu durumda; h homeomorfizmasina f ile g
arasindaki eslenik doniisim denir ve [ =y, g ile gdosterilir. Topolojik eslenik olma

bir denklik bagintisidir. Bu durumda {X, f} ve {Y, g} dinamik sistemleri topolojik
denktir denir ([3-4, 6]).

Onerme 2.24. f: X — X , g:Y =Y fonksiyonlar: icin f ~j, g olsun.
1. VYn € Z* i¢in ho f* = g" o h dur.
2. ¢, f’nin m-periyotlu noktas: ise h(c) de g nin m-periyotlu noktasidur.
3. f topolojik geciskendir <= g topolojik gegiskendir.

4. [’nin periyodik noktalar: yogundur <= ¢ ’nin periyodik noktalar: yogundur



5. f kaotiktir <= g kaotiktir (/3-6]).

Tamm 2.25. {f,} parametrik ailesi verilsin. Eger; jy dan p ye gegerken f, niin
periyodik noktalarinin sayist veya dogasy (¢ekiciligi ve iticiligi) degisiyor ise f,, ailesi

to da ¢atallanmaya sahiptir denir ([3-6]).
Ornek 2.26. f,: [0,1] = [0,1], 0 <t < 4

filz) =tx(l —x)

olmak tizere t parametresine bagl olarak elde edilen { fi(x)} ailesi lojistik aile olarak
adlandurilar.

Lojistik ailesinin ¢atallanma diyagrama asagidaki gibidir:

0.91

0.61
0.4
0.21

Sekil 2.1. Lojistik ailenin ¢atallanma diyagrami

Sekil 2.17de goriildiigii gibi 0 < ¢ < 1 iken f;'nin bir tek cekici sabit noktasi vardir
ve bu sabit nokta pg = 0 dir. 1 < ¢t < 3 iken t'nin iki sabit noktasi vardir. pg = 0
sabit noktasi itici iken p; =1 — % sabit noktasi ¢ekici sabit noktadir. 3 < t < 4 iken
bu sabit noktalar itici sabit noktalardir fakat ¢ekici 2-periyotlu noktalar ortaya gikar.

Bu ise Sekil 2.1’de goriildiigi gibi ¢atallanmaya sebep olmaktadir ( Bkz. ([3-6])).



2.3.1. Grafik analiz yontemiyle bir noktanin yoriingesini bulma

Verilen bir noktanin belli bir zaman sonra durumu hakkinda bilgi sahibi olmanin
yontemlerinden biri grafik analizidir. Sekil 2.2’de 0.113 noktasinin yoriingesi veril-

mektedir.

0.81

0.61

0.41

0.21

fﬁ-

0 0.2 0.4 0.6 0.8 1
X

0

Sekil 2.2. z = 0.113 noktasinin yoriingesi

f I € R — R fonksiyonunun bir noktasi verildiginde bu noktanin yoriin-
gesi grafik analiz yontemiyle bulunabilir. Sekil 2.3, 2.4, 2.5, 2.6’da farkli noktalarin
izledigi yollar yesil renkle gosterilmistir.  noktasinin yoriingesini elde etmek igin
once (x, f(x)) noktasi grafik tizerinde igaretlenir. Sonra bu noktadan y = = dogru-
suna yatay dogru cizilir ve y = x dogrusunu kestigi nokta isaretlenir. Daha sonra
(f(x), f(x)) noktasindan dikey olarak bir dogru ¢izilir ve grafigi kestigi nokta olan
(f(z), f*(x)) noktas: igaretlenir. Sirasiyla yatay olarak y = x dogrusuna ve dikey
olarak grafige dogru gidilirse ve bu siire¢ devam edilirse x noktasinin yoriingesi elde

edilir.



2-periyotlu bir noktanin yoriingesi:

11

0.8

0.6

0.41

0.2+

X

Sekil 2.3. x = % noktasinin yoriingesi

3-periyotlu bir noktanin yoriingesi:

17

0.8

0.6

0.41

0.2+

X

Sekil 2.4. x = % noktasinin yoriingesi

10



4-periyotlu bir noktanin yoriingesi:

11

0.81

0.6

0.41

0.2

Sekil 2.5. z = 1—25 noktasinin yoriingesi

11



3. KLASIK CADIR DONUSUMU

Bu béliimde, kaotik sistemlerin en temel érneklerinden [0,1] iizerinde tanmiml

cadir doniigtimii detayli olarak incelenecektir (|3-6]).

3.1. Cadir Déniigiimiiniin Ingasi

Bu boliimiin asil amaci, ¢adir dontisiimiinii geometrik olarak ifade ettikten sonra
periyodik noktalarini daha kolay hesaplamak igin ikilik tabana gore yazmaktir. Ca-

dir doniigiimii geometrik olarak agagidaki gibi elde edilmektedir:

[0, 1] dogru pargast 6nce 2 kat buytitiliip daha sonra x = 1 dogrusunun saginda
kalan parcasi x = 1 dogrusuna gore katlandiginda elde edilen doniigiim ¢adir donii-

stimii olarak adlandirilir (Bkz. Sekil 3.1).

A

=]

Sekil 3.1. T(z) = (g o f)(z) doniiglimiiniin ingas

Agik olarak ifade edersek, f : [0,1] — [0,2], f(z) = 2z ve g : [0,2] — [0,1],
g(x) = 1— | x — 1| olmak {izere T doéniigiimii T'(x) = (g o f)(x) dir. Boylece;

T(x)=(go f)(z) =g(2r) =1—| 20— 1|

esitliginden,

T:[0,1) —[0,1],

2x ,

o
IN
IN

—_ N

T(z) = ¢

2—2x <z

IN

1
)

elde edilir ve bu gekilde tanimlanan doniigiime gadir (tent) déniigiimii denir.

12



Ik olarak T doniisiimiiniin periyodik noktalar klasik yontemle hesaplanirsa:

T'(x) = x esitliginden,

2t =x = =0

2-2z=2 = xz%

sabit noktalar elde edilir (Bkz. Sekil 3.2).

y
A
=T (X
) yTR
P>
0 it 1 X
2

Sekil 3.2. Cadir doniisiimii ve y = z dogrusu

Simdi, 7" déniisiimiiniin 2-periyotlu noktalarmi hesaplamak icin 6ncelikle 72
fonksiyonu elde edilmelidir.

T2 :10,1] — [0,1] fonksiyonu,

2T (x ., 0<T(x) <2
2-2T(x) , 3<T(x)<1
olmak tizere,
.
4x , nggi
2 —dr |, i<t
e - e
4 —4x %gazgl
\

seklinde ifade edilir (Bkz. Sekil 3.3).

13



y=T(x)

y=T*(x)

y=T"(x)

y=T*(x)

NI~

T X

\j

1
2

Sekil 3.3. T, 72,73 ve T* déniistimleri

T?(x) = x den benzer hesaplamalar yapilarak,

NI

dor =x = =10
2—4x =2 = a:z%
dor—2=x = IE:§
4—4z=2 = xz%

olacak sekilde hesaplanir. Dikkat edilirse z = 0 ve x = % sabit noktalardir. Sonug
olarak, T" doniigiimiiniin 2’'li dongiisii {%, S} elde edilir.

T doniigiimiiniin n > 2 periyotlu noktalarini hesaplamak igin 2" pargali fanksiyo-
nunu elde etmek ve T"(x) = = hesabimi yapmak gereklidir. 7™ doniigiimiiniin genel
bir formiiliinii elde etmek i¢in bu doniisiimii noktalarinin 2-tabanindaki gésterimleri
yazilarak ifade edilecektir.

a € [0, 1] sayst ikilik tabanda a = ajagas ... = % % % :
linde yazilabilir (Gereksiz yazimlardan kaginmak i¢in bu tez boyunca 0, ajasas . ..

-4 € {0, 1) sek-

yerine ajasas . .. kullamlacaktir).

i)0<a< % ise a; = 0 ve a = Oagazay . . . olur. Buradan,

a2 as Qy
20 = —

9 ? ﬁ---:agagcu...

olarak ifade edilir.

, a; = 0
olsun. Bu

i) L <aq<1ise a1 =1 ve a = lagasay ... olur. a; =
2 7
a; = ]

doniistimden;

14



1 (05} as ay
2-21 = 2-2=+ =+ 24 2.
a G+temtomta )

az ~as = a4
— 91 (=4S
( 2 * 22 * 23 )
1 1 1 (05} as ay
= (2+22+23+ ) (2 tomtmto)
. <1 — a3 1-— as 1-— ay )
B 2 22 23
_ G2 O3 G
S tEtET
= Q2a3ay4 . ..
olacak sekilde hesaplanir.
Sonug olarak ¢adir doniistimii ikilik tabanda
asazy ... , a1 =
T(a1a2a3 . ) = i
agas3Qy ... , A1 = 1

seklinde ifade edilmektedir ([2, 7]). Ayrica, timevarim yontemi ile 7" doniigiimii,

v U104 20n43 .- 5 G =0
T (alagag...): " N N
Upy1Opt2Qny3 - 5 Ay =1
olarak elde edilir.

Simdi, 7" doniisiimiiniin periyodik noktalarinin hesabi igin genel bir formdiil elde

edilecektir:
a; = 0ise T(ajasaz...) = asasay...= ajasaz... = a=00000...=0
a; =1 ise T(alagag...) = 626354... = a1a20a3... = a4 = 10101 ... :1_0

T doniistimiiniin sabit noktalaridir.

9 asaspds ... CLQZO

T(alagag...): o
asasts ... , ay =1

15



oldugundan dolay1 T?(a) = a dan,

(45} =0 ise T(alagag...) = Qasaq40as... = Q10203 ...
= a1=a3=a5=---veas=a4=0ag=---=20
= a=0000... ve a =1010...
a9 = 1 ise T(alagag...) = 536455... = aiaqasg. ..
= 53:(11,54:1:a4:0,55:a3,56:a4:a6:1,...

= a=01100110... ve a = 11001100. ..

elde edilir. Boylece T” nin 2-periyotlu noktalar1 0110 ve 1100 olur.

Simdi 7"nin 3-periyotlu noktalar1 hesaplanirsa

TS(ayasas.. ) = asasag ... , a3 =0
asasag ... , az3 =1
oldugundan dolayn;
az = 0ise T(ajasas...) = a4a5a6...= a1a2a3. ..
= G1=@=a;=- ,a=a,=ag=--+-=10
veas=ag=a9=---=0
= a=0000...,a=010010...,a = 100100...
ve a = 110110...
a3 = lise T(ajasasz...) = a4a506...= a1G2a3 . ..

= G4 =0a1,05 = ag,06 = a3 = ag = 0,
A7 = Q4,08 = 5,09 = Ug = Ag = 1, ...

= a=001110...,a =011100...,a = 101010...
ve a = 111000. ..

elde edilir. Sonug olarak; {010, 100, 110} ve {111000,001110,011100} 3-lii dongiiler-

dir. Benzer metotla, bu doniigiimiin tiim periyodik noktalari elde edilebilir. Yani;

n Ap+1Qn42Q0n43 -+ -, Ap = 0
T (a1a2a3...): N . _
Ap10p420p43 ... , Ap = 1
oldugundan dolayr;
i) a,=0=T"(a1a2a3...) = Qp110p42Qy13... = A1a2a3 ... olup;

16



n-periyotlu nokta; ajasas . .. a,_10 formundadir.

ii) a, =1=T"(a1a2a3...) = Ap41Gni2ni3 ... = G1a2a3 . .. olup;

n-periyotlu nokta; ajaqas . ..a,_1lajasas. .. a,_10 formundadir.
Teorem 3.1. [0, 1] uzerindeki ¢cadur donisimi Devaney anlaminda kaotiktir ([2-6]).

Kanat. Teorem 2.22’den T siirekli oldugundan dolay1 7"nin Devaney anlaminda ka-
otik oldugunu gostermek icin topolojik gecisken ve periyodik noktalarimin yogun
oldugunu gostermek yeterlidir.
Periyodik noktalarin yogunlugu:

[0, 1] arahiginda keyfi bir ajazas . .. a, ... noktasi alinsin. Bu noktaya yeteri kadar
yakin bir periyodik nokta bulunmalidir.

n yeteri kadar biiyiik olmak {iizere,

ajasq0as . .. CLn,10

periyodik noktasini alalim. Acik olarak,

d( ) < [2+24 0 1y Ty
a1a2as3 ...y ...,0102043 ... 05— FS — - — — —_— ..
1203 10203 1 9 92 923 on on+1
1
S 2n—1

oldugundan istenilen elde edilir.
Topolojik gegiskenlik:
U ve V keyfi acik kiimeler olsunlar. Bu durumda;

U ={a1a2a3...a,Tn1Tn12%ns ... | 2; € {0,1} keyfi}

olmak iizere U’ C U kiimesi vardir. Agik olarak,

T(U") = {Yn+1Yn+2Yn+3 - -- | yi € {0, 1} keyfi}

olup T"(U’) = [0,1] elde edilir. Béylece, U" C U olup T*(U’) C T™(U) = [0, 1]
oldugundan bogtan farkh her V' agik kiimesi igin 7"(U) NV # @ olur. Sonug olarak,

T topolojik gegiskendir. O
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3.2. Cadir Ailesi

0<t<1liginT;:[0,1] — [0,1],

2tx

o
IN
8
IA

Ty(x) =

— ol

2t(1 —x)

N[ =
N
&
IN

seklinde gosterilen {7;(z)}, ¢adir ailesi olarak adlandirilir. £ parametresine gore ¢adir
ailesi ilgin¢ bir dinamige sahiptir. Simdi bu degerlere gore cadir ailesini ayrintili
olarak incelenecektir.

i) 0 <t < 3 olsun, Ty(z) =z ise 2tz = (0 < z < 3) olup buradan x = 0 sabit
noktadir.

20l —z) == (% <z <1) Sekil 3.4’den goriildiigii gibi bu aralikta hicbir sabit

nokta gelmemektedir.

olup béylece 0 < 2 <1 igin Ty(z) < z elde edilir.
T2(r) = T(T(x)) < Tw) < @
olup,
Thz) < T Hz) < ... <Tiz) <z

benzer hesaplamalarla elde edilir. Yani; Vo € [0, 1] i¢in, (7}*(x)) dizisi azalan bir
dizidir ve 0 ile alttan sinirhidir. Béylece Tanim 2.9 geregince bu dizi 0 sabit nok-
tasma yakinsar. Boylece; 0 gekici sabit noktadir (lim, . 7" (z) = 0). Va € [0, 1]
i¢in bu saglandigindan 0 sabit noktasinin ¢ekim havzasi [0, 1] dir. Sonug olarak [0, 1]
araliginda p > 1 iken Tj(z) fonksiyonunun higbir p-periyotlu noktasi yoktur (Bkz.
Sekil 3.4).
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0.8

0.6

0.4

0.2

0 0.2 0.4 0.6 0.8 1
X

Sekil 3.4. T} (z) donitisiimiiniin grafigi ile y = x dogrusunun kesigimi

ii) t = $ olsun,
0<z<i= T (z) = 2(3)z = z olup bu arahktaki her nokta fonksiyonun sabit

noktasidir.

[

3<r<1=0<Ti(z) =2(3)(1 —2) =1~z < j elde edilir. Yani; T: (z) <
olup T} (x), T 'nin sabit noktasidir.
Sonug olarak; Vo € [0,1] igin = noktasi, T%’nin ya sabit noktasidir yada ilk

iterasyonu sabit noktadir. Boylece p > 1 igin bu aralikta hichbir p-periyotlu noktasi
yoktur (Bkz. Sekil 3.5).

0.8+
0.6
0.41

0.2

0 0.2 0.4 0.6 0.8 1
X

— t=0.5
Sekil 3.5. T (x) doniiglimiiniin grafigi ile y = x dogrusunun kesigimi
iii) § <¢<1 olsun.
0§x§%igin2tx:x:>xzo
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olup p; = 0 sabit noktadir.

[fita)] = 2t
1f10)] = 2t>1 (5<t<1)

olur.

s<z<lign2(l-z)=2 = 2t—2Az=uzx

= x+2tx =2t

= x(1+2t) =2t

N 2t
€Tr =
142t
1 2t bit noktadir. A;
0 = s 0 ’
up po Y abit noktadir. Ayrica,
2t
(——)| =2t >1
‘ﬂ(l—%Zt)‘
olup p; ve po itici sabit noktalardir.
(
At , 0<z<4
2t(1 — 2tx) , Z<z<li
T2 () = 1 2
201 =2t +2tx) , 3<x<1—4
| 4*(1 — z) , 1-L<a<1
olup T?(z) = x esitliginden;
2t
sabit noktalar: z =0 ve r = ——
1+2¢
2-periyotl ktal 2t 4 klinde elde edili
-periyotlu noktalar: v+ = ——— ve x = eklinde elde edilir.
pery 1+ 412 1+42 °

Ayrica ‘ (T?) () ‘ = 4t* > 1 oldugundan 2-periyotlu noktalar iticidir (Bkz. Sekil
3.6).
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0.8

0.6

0.4

0.2

0 0.2 0.4 0.6 0.8 1
X

Sekil 3.6. T’ (z) donitisiimiiniin grafigi ile y = x dogrusunun kesigimi

iv) t =1 olsun. Bu durum klasik ¢adir doniigiimiidiir (Bkz. Sekil 3.7). Teorem
3.1’de detayli olarak verilmektedir.

0.8
0.6
0.4

0.2

— =l

Sekil 3.7. T} (z) doniiglimiiniin grafigi ile y = & dogrusunun kesigimi
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3.2.1. (Cadir ailesinin ¢atallanma diyagrami

Sekil 3.8’de goriildiigii gibi 0 < t < % i¢in bir tek ¢ekici sabit nokta vardir ve [0, 1]
1
2

araligindaki tiim noktalarin iterasyonlar: 0 gekici sabit noktasina yakinsar. t = 3 ise

[0, %} araligindaki her x noktasi sabit noktadir ve [%, 1} araligindaki noktalarin ilk
iterasyonlar [O, %} araliginda olacagindan diyagramdaki durum ortaya ¢ikmaktadir.
% < t < 1 araliginda biraz daha karmagik durum goriilmektedir. Buradaki tiim
periyodik noktalar iticidir. Fakat, (0,1)’deki x degerlerinin ¢ogunun iterasyonlari ¢,

I’e yaklagirken [0, 1] aralig: iizerinde yayilirlar ve Sekil 3.8’deki durum ortaya gikar.

0.91
0.81
0.71
0.6]
0.5
0.4
0.3
0.2
0.1

0 ‘ ‘ ‘ ‘ :
0 02 04 06 08 1

Sekil 3.8. Cadir ailesinin ¢atallanma diyagrami
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4. DEFORME EDIiLMIiS CADIR DONUSUMLERI

Bu boliimde, ¢adir doniistimiiniin insasindan yola ¢ikarak deforme edilmis cadir

doniigiimleri inga edilecektir.

4.1. T;, Doniigiimiiniin Insas

[0,1] dogru pargast 6nce 2 kat bilyiitiiliip sonra ilk olarak z = 2 dogrusunun
saginda kalan parcasi z = % dogrusuna gore katlanip son olarak da z = 1 dogrusunun
saginda kalan parca x = 1 dogrusuna gore katlanarak cadir doniistimiiniin deforme

hali olan Ty, doniigtimii elde edilir (Bkz. Sekil 4.1). Bu tez boyunca T}, dontigiimiinii,

¢adir doniistimiiniin 1. deformasyonu olarak adlandiracagiz.

g

&

Sekil 4.1. Ty, (z) = (g o g1 © f)(x) doniigliminin ingas

Acik olarak ifade edersek,

f:10,1] — [0,2]

g1 [072} -

Ty (x) = (9o g0 f)(x)

esitliginden,

3 3
o) =5 o3
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Ta, ¢ [0,1] — [0, 1], dontigiimii agik olarak

2x ,OSxS%
Ty(r)=q 2-20 , ;<a<]
20 -1 | igxgl

olacak gekilde elde edilir (Bkz. Sekil 4.2).
1

0.81

0.61

0.4

0.21

0

0 02 04 06 08 I

X

Sekil 4.2. T,;, doniigiimii

4.2. {T,4,} Deforme Cadir Ailesi

0<t<1igin Ty, :[0,1] — [0,1],

2tz , 0§m§%
Tia,(z) = 2t(1—=2) , <a<?
20z —3) , S<z<1

seklinde gosterilen {Tyy, } deforme edilmis gadir ailesidir. ¢ parametresine gore bu
aile ilging bir dinamige sahiptir. Jimdi, deforme edilmis ¢adir ailesi ayrintili olarak

incelenecektir.

i) 0 <t < 3 olsun. Ty, (z) =z ise 2tz =z (0 < z < 3) olup, buradan = = 0
sabit noktadir.

2t(1—2) =z (3 <2 < 2) elde edilir. Ilgili aralikta esitligin ¢6ziim kiimesi bos

kiimedir. Bu yiizden bu durum i¢in sabit nokta yoktur (Bkz. Sekil 4.3).
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2t(x — 1) =2 (2 <z < 1) elde edilir. Sekil 4.3 den goriildiigii gibi bu arahikta
da higbir sabit nokta gelmemektedir. Ayrica;

OSIBS% = 0< Ty (r) =2tz <z
<< = 0<Tyy(x)=2t(1-2)<l—-z<i<u
S<r<l = 0<Ty(@) =2tz —3)<z—3<i<uz

olup boylece 0 < x < 1 igin Ty, (z) < x elde edilir.

T, (x) = Tig, (T, (7)) < Thay(2) < @
olup,

T (x) <Tp Hz) < ... < Ty (z) <@

esitsizlikleri benzer hesaplamalarla elde edilir. Yani; Vo € [0, 1] icin, (T}, (z)) dizisi
azalan bir dizidir ve 0 ile alttan sinirhdir. Boylece, Tanim 2.9 geregince bu dizi 0 sabit
noktasina yakinsar. Yani; 0 gekici sabit noktadir (lim,—. 77 () = 0). Vo € [0, 1]
i¢in bu saglandigindan 0 sabit noktasinin ¢ekim havzasi [0, 1] dir. Sonug olarak; [0, 1]

araliginda p > 1 iken T}y, (z) fonksiyonunun hicbir p-periyotlu noktasi yoktur (Bkz.
Sekil 4.3).

0.81
0.6 1
0.4 1

0.2

0 0.2 0.4 0.6 0.8 1
X

Sekil 4.3. Ti 4, (z) doniisiimiiniin grafigi ile y = = dogrusunun kesigimi
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ii) ¢t = % olsun.

a. 0<z < 1= T%dl(x) = 2(3)z = z olup bu araliktaki her nokta fonksiyonun

sabit noktasidir.

b. 1 <2<3=0<Ti,(x)=23)1-2)=1—2 <1 elde edilir.
c %<x§liOgT%dl(x)—2(%)($—%):x—%S%eldeedilir.

Yani; b ve ¢ durumlar igin T 4, (z) < Lolup Ty, (x), T 4, nin sabit noktasidir. Sonug
olarak; Vx € [0, 1] igin = noktasi, T% 4 Din ya sabit noktasidir yada ilk iterasyonu

sabit noktadir. Béylece p > 1 igin bu aralikta hicbir p-periyotlu noktas: yoktur (Bkz.
Sekil 4.4).

1 -
081
0.61
0.4
02
0 T T T T |
0 02 04 06 08 I
X

Sekil 4.4. T, () doniiglimiiniin grafigi ile y = 2 dogrusunun kesigimi
iii) 3 <t <1 olsun.
0§x§%igin2t:c:x:>x20

olup, p; = 0 sabit noktadir.

|ftld1(gj)| = 2t

fi, )] = 2t>1 (53<t<1)
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olur. Teorem 2.14 geregince p; = 0 noktasi itici sabit noktadir.

1<r<3icn2t(l—-z)=2 = 2A—2Az=u
= x+2x =2
= z(1+2t) =2t

2t
= r=-——

olur. Teorem 2.14 geregince py = noktasi itici sabit noktadir. Ciinkii,

142t

ot
(—L | =2t > 1 dir.
ft(1+2t)‘ -Lar

= Qo

<z<lin2t(z—3) =z = 2Alr—1)=z
= 20r—t==x
= 22r—x=t
= z(2t—1)=t
AT

olup Sekil 4.5 den goriildiigii gibi bu aralikta sabit nokta yoktur.

1 -
0.81
0.6 1
0.4 1

0.21

0 0.2 0.4 0.6 0.8 1
X

Sekil 4.5. T's;, (z) doniiglimiiniin grafigi ile y = 2 dogrusunun kesigimi
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iv) t =1 olsun.
0§x§%igin2tz=x:>x:0

olup p; = 0 sabit noktadir.

|fa, (@) = 2t
1f,0)] = 2t=2>1 (L <t<1)
olur.

i<zx<3ign2(l-2z)=2 = 2-2r=x
= 42z =2

= 3r=2

N 2

T = -

3

2
olup ps = 3 sabit noktadir.

fu(3)] =2t>1

S<r<lign2t(z—3)=2z = 2@-1)=2

olup p3 = 1 sabit noktadir.

f()] =2t >1

olup py, p2, ps itici sabit noktalardir (Bkz. Sekil 4.6).
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0.81

0.6 1

0.4

0.2

t=1

Sekil 4.6. T, () doniigtimiintin grafigi ile y = = dogrusunun kesigimi

4.2.1. {T,4,} deforme gadir ailesinin ¢atallanma diyagrami

Sekil 4.7°de goriildiigii gibi 0 < t < % i¢in sabit nokta 0 dir ve [0, 1] arahigindaki
tiim noktalarin iterasyonlar: bu sabit noktaya yakinsar. ¢t = % i¢in [O, %} araligindaki
tiim z noktalar1 sabit noktadir ve x € [%, 1] olacak gekilde tiim x degerleri ise akibeti
sabit noktalardir. Fakat, klasik ¢adir ailesinden farkli olarak diyagramda goriildiigii

gibi [0, 1]’de yogun bir yoriingeye sahip bir noktasi yoktur.

0.91
0.8
0.7
0.6
0.5
0.4
0.3
0.21
0.11

P
0 0.10.20.30.40.50.60.70.80.9
Sekil 4.7. {T;4, } deforme cadir ailesinin ¢atallanma diyagrami
Simdi, Ty, () doniigiimiiniin dinamiginin daha kolay anlagilmas: igin ikilik ta-

banda ifade edilip dinamigi incelenecektir.
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4.3. T, Doniigtimiiniin Dinamiginin Incelenmesi
Bu béliimde, ¢adir doniigiimiiniin deforme hali olan 7};, déniisiimiiniin periyodik

noktalar: bulunarak dinamigi incelecektir. i1k olarak, T}, déniisiimiinii ikilik tabanda

gosterelim. a = ajasas ... ve a; € {0, 1} olsun.

i) Ogagéigin ay = 0 dir. Ayrica;
aq as
20 = 2<_ &2 )
a 2+22+

_ G2 4
= CL1+2+22+

as as
+ 5ot

= Qaga3Q4 ...

olur.

ii) % <a< % icin a; = 1 ve as = 0 dir. Asagida verilen hesaplamalarla,

1
2_2q — 2—2(—+2+@+---)

2 22 23
_ (1;0 1;2a3 1;3a4+ )
= Qy03qy. ..

elde edilir.

iii) %Sagligin a; =1 ve ay = 1 dir. Boylece,
aq a9 as
2 —1 = 2(— %, % ...)—1
a 2—1—22—1—23—1—

1 a3 a4
— (1+ -4+ 242 ...>_1
<+2+22+23jL

= Qaoa304 ...
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olarak hesaplanir. Sonug olarak, 7T}, ’in ikilik tabandaki ifadesi,

asagdy ... , a; =0
le(a1a2a3---) - 525354... , a1 = ].,CL2 =0
asgasAy ... alzl,agzl

olacak sekilde formiile edilir. Td21 doniigiimiiniin ikilik tabandaki gosterimi agik ola-

rak,
(CL36L4CL5... 3 CL1:0,CL2:O
635455... s CL1:0,CL2:17(13:0
aszagls ... , a;p =0,a0=1,a3=1
Tc%l (a1a2a3 .. ) = 6321:455 P 5 1,&2 = 0,&3 =0
asaqls ... a1:1,a2:0,a3:1
536455... F alzl,azzl,(lgzo
azasQs ... , a1 =1,a0=1,a3=1

\

olur (Bkz. Sekil 4.8). Bu ifade diizenlenirse agagidaki esitlik elde edilir;

azuls ... , a1 =as =20
T7 (araza3...) = § dsdsds... , as=0,3a; #0,(i=1,2)
azagas ... , az=1,3a; #0,(i =1,2)
1
0.81
0.61
0.4
0.2
0

0 02 04 06 08 1
X

Sekil 4.8. Td21 doniigiimiiniin grafigi ile y = x dogrusunun kesigimi

Benzer hesaplamalarla, T;; doniigiimii agagidaki formda elde edilir (Bkz. Sekil 4.9);

40506 ... , a1 =ag =ag=>0
Tj (arazas...) = § Gqasdg... , az=0,3a; #0,(i=1,2,3)
asasae ... , Q4 = 1736Li 7é 0, (Z = 1,2,3)
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0.81

0.61

0.41

0.2

0 02 04 06 08 1
X

Sekil 4.9. Td31 doniistimiiniin grafigi ile y = x dogrusunun kesigimi

Genel bir formiil vermek gerekirse T dontigtimii,

Ani1Qpiy2 ... a1:a2:~~:an:0
T7 (a102a3...) = § GpetGnes .. 5 Gper=0,3a; #0,(i=1,2,3,...,n) (41)
Api1Qnia - 5 Gue1 = 1,3a; #0,(i=1,2,3,...,n)

olur.

4.3.1. Ty, doniistimiiniin periyodik noktalarinin hesaplanmasi

Denklem (4.1) kullanarak Ty, dontigiimiiniin periyodik noktalari asagidaki gibi

formiile edilmektedir:

. o . B B
i)ay=a=a3="---=a,=0ise T} (a102a3...) = Any10n420n43... = A10203...0p ...
:>an+1:a1:0,an+2:a220,...

= 1, = 0000. ..

ii) ap1 =0, Ja; # 0ise T} (a1a2as...) = Ani10ni20ns... = Q10203 ... Gy ...

an+1:a1:1,an+2:a2,

=
= T, = lasas...a,0a2a3. .. a,

32



B . n B -
iii) a1 =1, Ja; # 0ise T} (a102a3...) = Any10ni20ni3... = 010203 .. .0y ...
= an+1:a1:1,an+2:a2,...

= Ty, = lagas...ay,

olup ii¢ farkli formda periyodik noktalar siniflandirilabilir.

4.3.2. T, doniisiimiiniin kaotikliginin incelenmesi

Bu boliimde, Ty, doniigiimiintin Devaney anlaminda kaotikligi arastirilacaktir.
Baslangi¢ Sartlarina Hassas Bagimlilik

[0,1] in keyfi bir a = ajasas...a, 10,0, 11Gp 1o ... noktasim alahm. a, # b,,
Upi1 = bpt1, Gnio # bpyo olmak tizere b = ajasas...an—1bpa,110p40--- € [0, 1]

noktasini segelim. Bu durumda;

dlab) < 0 O 0 1
(a,) < 54‘@“}‘"'—"%—’—2—“—{—%4—@4—”'
1.1 3 1
o 2_n+2n+1_2n+1 <2n—1
olup,
1
d(a,b) < 2n_1:>b€B(a,F>
elde edilir. Ayrica;
AnQp+10p42--. 5, Q] =02 = ...=0p_1 =0
Ty MNa) = Gnlpi1lnge - » ap=0,3a; #0(i =1,2,...,.n—1)
Appi1Qpi2 - 5 G =1,3a; #0(i=1,2,...,n—1)
bnbn+1bn+2--- s alzagz...:an_1:0
T (b) =9 bpbupibpso--. 5 bp=03a; 206 =1,2,...,n—1)
bnbn+lbn+2"- y bnzl,ﬂal#O(Z:LQ,,n—l)

esitliginden dolayn;
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i) aL=ay=...= 0,1 =0=

d<TcZ_1<a)7 TCZ_I(b)> = d(anan—l—lan—i-Z s 7bnan+1bn+2 c )

(=), (=1

0
TRt s 24

1
3 +...
1

2 22

1

4

olarak hesaplanir.
ii) a, = 0,1 =1,2,...,n—1i¢in Ja; # 0 olsun. Bu durumda a,, # b,, olup b, =1

dir ve
d<Tgl_1(a)7 T(Z_l(b)) — d(anan+1an+2 s 7bnan+lbn+2 . )

22 o4 2 22
y
22 923
1
-8

esitsizligi elde edilir.

iii) ii) durumuna benzer sekilde yapilir.

Sonug olarak, Ty, doniigiimii baglangic sartlarina hassas bagimhdir.
Periyodik Noktalarin Yogunlugu

Keyfi bir z = 0010 € [0, 1] noktasimi almsin. Bu keyfi noktaya yeteri kadar yakin
bir periyodik nokta bulunmalidir. Periyodik noktalar z,,,z,, ve z,, olacak gekilde

ti¢ farkl formda oldugu biliniyor. Basit hesaplamalar ile;

1

d(x’xm) = g
1 1 3
d > - =2
('T7xp2) - 2 8 8
1 1 3
> —_-=2
d(z’xp3) - 2 8 8

elde edilir. Yani; x = 0010 € [0, 1] noktasina yeteri kadar yakin olan bir periyodik
nokta yoktur.

Sonug olarak, T, doniigiimii igin periyodik noktalarmn kiimesi [0,1)’de yogun
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degildir.
Topolojik Gegiskenlik
U,V keyfi agik kiimeleri igin f*(U)NV # @& olacak sekilde n € N olup olmadigini

aragtirilacaktir.
U' = {llzgzgxs ... | x; keyfi} DU
ve
V' = {00y3yays - - - | yi keyfi} 2V
olarak secilirse,
vevic o
olur. Buradan da,
Vn € N icin f*(U) C f~(U") C [%,1]
elde edilir.
Sonug olarak, f*(U) NV = & olup T, doniistimii topolojik gegisken degildir.

Teorem 4.1. {[0,1]; Ty, } dinamik sistemi Devaney anlaminda kaotik degildir.

Kanat. {[0,1];T,,} dinamik sistemi baglangi¢ sartlarina hassas bagimh fakat peri-
yodik noktalarin kiimesi [0, 1]’de yogun degil ve topolojik gegisken olmadigindan
Devaney anlaminda kaotik degildir. O

4.4. T, Doniistimiiniin Insasi

[0,1] dogru pargasi énce 2 kat biiyiitiiliip sonra ilk olarak = =

ol >IN

dogrusunun
saginda kalan parca z = ;1 dogrusuna gore katlanip ikinci olarak z = £ dogrusunun
saginda kalan parca z = % dogrusuna gore katlanip son olarak da z = 1 dogru-
sunun saginda kalan parcayr x = 1 dogrusuna gore katlayarak cadir doniigtimiiniin
deforme hali olan T}, déniigiimii elde edilir (Bkz. Sekil 4.10). Ty, doniiglimii ¢adir

doniistimiiniin 2. deformasyonu olarak adlandirilacaktir.
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Sekil 4.10. Ty, (z) = (g0 g1 0 g2 o f)(z) doniiglimiiniin ingasi

Acik olarak ifade edersek,

f:00,1] —10,2] , f(x)=2x

7 7
. 7 il
2: 02207 , 6@ =1-|z-1]
3 3
g1 [075 — [07%] 5 gl($):——|$——|
2 2
g: [O,%] —10,1] , glz)=1—|z—1]
olmak tizere Ty, doniigimii Ty,(z) = (g o g1 0 go © f)(z) dir. Ty, doniiglimiiniin
hesaplanmasindaki benzer iglemler yapilarak,
Ta, : [0,1] — [0, 1] doniigtimii agik olarak
(
2 , 0<z <L %
2 -2 , i<ap<3
sz('r) = ; - i
5 7
\ —2r+3 sSx< 1

olacak gekilde elde edilir (Bkz. Sekil 4.11).
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Sekil 4.11. T, doniigiimiiniin grafigi

Simdi, 7, doniistimiini ikilik tabanda ifade edelim. 7}, doniistimiini ikilik ta-
banda ifade ederken uygulanan benzer iglemler yapilarak 7, doniigiimiiniin ikilik

tabandaki ifadesi:

Q2030405 ... , a1 =10
21:2535455 e, a1 = 1, a9 = 0
Td2 (a1a2a3 .. ) = <
agasauls ... , A1 = ]_,CLQ = 1,@3 =
(12535455 N 1,(1,2 = 1,&3 =1

olarak formiile edilir.

4.4.1. T, doniistimiiniin dinamiginin incelenmesi

Bu boéliimde, ¢adir doniigiimiiniin deforme hali olan 7j, déniistimiiniin dinamigi

incelenecektir. TU%Q doniigtimiiniin ikilik tabandaki gosterimi acik olarak,

(

asagls ... , a; =0,a0 =0

21:35465... , ap :O,CLQI 1,&3:

asaqpas ... a1:0,a2:1,a3:1,a420

(135455... s CL1=0,CZ2:1,CL3:1,CL4:1
T7 (aragas...) = Asagas... , a;=1,a0=0,a3=0,a; =0

636455... 5 CL1:1,CL2:0,CL3:O,6L4:1

asagls ... , ap = 1,a2:(),a3:

6354&5... , a1 = 1,&2: 1,(1,3:

asauls ... , a1 =1,a0=1,a3 =
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olur (Bkz. Sekil 4.12).

0.8

0.6

0.4

0.2

Sekil 4.12. Tci doniistimiiniin grafigi ile y = = dogrusunun kesisimi

Benzer sekilde T§’2 doniigiimiiniin ikilik tabandaki gosterimi acik olarak,
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N
T; (a1a2a3
2

3).
il 4.1

. Qeki

le edilir (Bkz

ile
formi

asas5ag . . .
545566 .
aqasag . . .
(145566 c.
asas50gq . . .
x50 - - -
54CL5CL6 c.
asas5ag . . .
4506 . . .
aqa50a¢ . . .
Q40506 - - .
asas50¢q . . .
40506 - - .
a4Zi5Zi6= i
asas50¢g . . .
40506 - - -
54CL5CL6 c.
Q40506 - - .
asas50¢q . . .

a455 ag . .

a1
a1
a1
3]
a1
a1
(431
a1
a1
a1
3]
a1
a1
(431
a1
a1
a1
3]
(3]

ai

_O,GQ
=0, as
=0,a9
_O,CLQ
_O,QQ
=0, as
=0,a
_O,GQ
=0, as
_]_,CLQ
_1,&2
—1,a2
_]_,CLQ
_1,(1,2
—1,(12
_1,CL2
_]_,CLQ
_1,&2
_1,CL2

:].,CL2

39

—O,a3
=0, a3
=0, a3
_O,ag
—1,a3
—1,a3
_]_,CL3
—1,a3
_1,CL3
=0, a3
_O,ag
—O,a3
=0, a3
=0, a3
—1,a3
_1,CL3
—1,a3
_1,CL3
_1,CL3

1,a3

1,CL4

:1,6L4

:1,(14

0, ay

0,@4_

0,@4_

= 1,@4
1,@4
0,@4

0, ay

:17a4

:1,CL4

:1,CL4

0, ay

0,&4_

0,@4_

:1,614

:1,CL4

:1,CL4

(4.2)



0.8

0.6

0.4+

0.2

X

Sekil 4.13. Tg; doniigtimiiniin grafigi ile y = = dogrusunun kesisimi

0.8

0.6

0.4

0.2+

X

Sekil 4.14. T;Q doniigiimiiniin grafigi ile y = = dogrusunun kesigimi
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Sekil 4.15. Td52 doniigtimiiniin grafigi ile y = = dogrusunun kesisimi

Not: Ty, doniigiimii kullanilarak 77 dontigiimii basit bir formda formiile edilebil-
mektedir. Fakat, Ty, doniigiimiinii kullanarak 77 doniigiimi elde etmek Denklem
(4.2)’de goriildiigii gibi kolay degildir. Bu yiizden Ty, déniisiimiiniin periyodik nok-
talar1 igin genel bir formiil vermek ¢ok basit goriilmemektedir. Bu; T doniigiimiintin
ve periyodik noktalarimin formiliizasyonunun kayda deger oldugunu gostermektedir.
Burada T}, doniigiimiiniin baz1 n degerleri igin grafikleri kullanilarak, Devaney an-

laminda kaotik olmadig1 bu grafiklerden yorumlanabilir (Bkz. Sekil 4.14, 4.15).

4.5. Ty, Doniistimiiniin Insasi

[0, 1] dogru pargasi 6nce 2 kat biiyttiilip sonra ilk olarak z = 1875 dogrusunun
saginda kalan parca x = % dogrusuna gore katlanip ikinci olarak x = g dogrusunun
saginda kalan parcayr x = % dogrusuna gore katlayip ti¢iincii olarak = = % dogru-
sunun saginda kalan parcay1 r = % dogrusuna gore katlayip ve son olarak da z =1
dogrusunun saginda kalan parcayr x = 1 dogrusuna gore katlayarak cadir doniisii-
miiniin deforme hali olan T}, doniigiimi elde edilir (Bkz. Sekil 4.16). T}, doniigimi

cadir doniistimiiniin 3. deformasyonu olarak adlandirilacaktir.
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T
X=—Xx=—
478

N | W

Sekil 4.16. T, (z) = (go g1 0 g2 0 g3 0 f)(x) doniiglimiiniin ingast

Acik olarak ifade edilirse,

fio=[02 . fl@)=2
o:0.2-[02] | s@=5 o2
wi[08] 03] w0 =g-|e—g]
L L R
g:[0.3| >0 g@)=1-lz=1]

olmak tizere Ty, doniistimii Ty, (x) = (g0 g1 0 ge 0 g3 o f)(x) dir. Boylece;
Tu, ¢ [0,1] — [0, 1], dontigiimii

( 1
2x ) O§$§§
1 3
Ty(w) =9 20-1 , §<a<g
5 7 15
5 15
k2I—[—l s 1—6§.T§1

olacak gekilde elde edilir (Bkz. Sekil 4.17).
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Sekil 4.17. T,;, doniisiimiiniin grafigi

Benzer hesaplamalar ile Tj, doniigiimiiniin ikilik tabandaki ifadesi,

asasdy . . . , a1 = 0
626364... 5 (1,1:1,@220

Ty, (arazas . ..) = A2A30405 . . . , agr=1,a0=1,a3=0
a263542i5&'6 N 1,&2 = 1,@3 = 1,&4 =0
a253a4a5a6 N ¢ 1, g — 1,a3 = 1,0,4 =1

\

olacak sekilde formiile edilir.

4.6. T; Doniisiimiiniin in§a51

Ty, Ty,, Ty, doniisiimlerinin ikilik tabandaki gosterimlerinde tekrar eden ben-

zerlikler goriilmektedir. Bu yiizden 7}, doniistimiiniin ikilik tabandaki ifadesi,

(

a2a30a40as . . . , a1 = 0
52636455 Ce , ap = 1, a9 = 0
AoQ3a40s . . . , a1 = 1,@2 = 1,&3 =0

Td4(a1a2a3 .. ) = o
a20a3a40as . . . s CL1:]_,CL2:1,CL3:1,CL4:0
a253542i5... > 0,1:1,&2:]_,@3:1,(14:1,a520
a253a4555657. ..o, ap = 1,@2 = 1,@3 = 1,@4 = 1,&5 =1

\

olur. Sonug olarak; Ty, ,1y,, Ty, ve Ty, icin elde edilen formiiller kullanilarak;

, 2030405 - . . p—20n_10p0ni10ni2 ... 5 Guyr1 = 1,7 tek ise
T (a1a2a3 .. ) =
dnfl ~ ~ ~ ~ ~ . .
2030405 - - . Ap_20n_10p0ni10ni2--. 5 Gui1 = 1,0 gift ise
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olmak tizere deforme c¢adir doniisiimlerinin genel formiilii;

y .
T; (10203 ... 0n 1GnGpyr...) , Gny1 =1 ise
Tdn(alagag .. ) =

Tu, ,(arasa3...an 10p0,.1...) , dd

olarak ifade edilir. Bu doniisiim ¢adir doniistimiiniin n. deformasyonu olarak adlan-
dirilir.

Not: T cadir doniistimiiniin sabit nokta sayis1 2, Ty, ¢adir doniigiimiiniin 1. defor-
masyonunun sabit nokta sayist 3; Ty,, Ty, - .., Ty, adir dontigiimiiniin (n > 2) igin
n. deformasyonunun sabit nokta sayilar1 2 oldugundan dolay1 7y, ile (n > 2) i¢in
T, doniisiimleri ve T cadir doniisiimii Tanim 2.23 ve Onerme 2.24 geregince topo-
lojik denk olamaz. Ayrica; Ty, dontigiimleri (n > 2) igin Devaney anlaminda kaotik

olmadigindan dolay1 Ty, (n > 2) ile T' gadir déniigtimii topolojik denk olamaz.

4.7. Deforme Cadir Doniistimlerinin Farkli Bir Versiyonu

Bu boliimde, ¢adir doniistimlerinin deforme edilmis ingsalarindan farkl olarak bir
g1 katlama doniigimii kullanilarak deforme ¢adir doniigiimiiniin farkli bir versiyonu
inga edilecektir.

[0,1] dogru pargas1 énce 2 kat bilyiitiiliip sonra ilk olarak = = % dogrusunun
solunda kalan parcayi x = % dogrusuna gore katlayip son olarak da x = 1 dogrusunun
saginda kalan parca x = 1 dogrusuna gore katlayarak deforme c¢adir doniigiimiiniin

farkli bir versiyonu olan T, doéntigiimii elde edilir (Bkz. Sekil 4.18).

Sekil 4.18. Ty (z) = (g0 g1 o f)(z) doniigiimiiniin ingas1
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Acik olarak ifade edersek,

f:00,1] —10,2] , f(x)=2x
91[072]_)[%72] ) 91(Q3>:%—|— %—x‘

9:1520=101 , gl@)=1-|z-1]|

27

olmak tizere Ty doniisiimii Ty (z) = (g o g1 o f)(x) dir. Boylece;

Ty(z) =(g90g10f)(x) = g(g1(27))

2 2
1 1
<= -]
2Tl
= 1= |52 -3
- 2 172
esitliginden,
Ty :10,1] — [0,1], dontsimi
1-2z , 0<z<j
Tw(x) =4 2z , L<a <l
2—2x %Sxﬁl

olacak gekilde elde edilir (Bkz. Sekil 4.19).
1,

0.8

0.6

0.41

0.2

0 0.2 0.4 0.6 0.8 1
X

Sekil 4.19. Ty doniigtimiiniin grafigi ile y = = dogrusunun kesigimi
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Simdi, Ty doniisiimiinii ikilik tabanda gosterelim. a = ajaqas

i)0<a< 411 icin a; = 0 ve ag = 0 dir. Ayrica;

1—2a

elde edilir.

ii)igagéiginm:O,

olarak hesaplanir.

iii)%gagliginalzl

= 1_2(94_24_%...)

2 22 23
as ay
=1 (3ryt)
1 1 1 as ay
= Grers ) -Grz)

1l Gy s G
= 2—1-22-1—23-1-24—1—...

= 1(13@4@5 c.

= Q92a30a40s . ..

as = 1 dir. Boylece;

2a = 2(2+2+.)

dir. Agik olarak;

1
2 _2q — 2—2(—+@+@+--~>

2 22 23

a a a
— 2_1_<_2_|_ 3_|__4_|_...>

9 922 ' 93

as ay
s tetyE T
1 1 1 as as a4
(2+22+23+ )_(2+22+23+

= Qy030y. ..

olur.
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Boylece Ty 'nin ikilik tabandaki ifadesi,

525354... s (11:0,CL2:0
Ty(arasas...) =< asaszas... , ay=0,a9 =1
525327:4 e, a1 = 1

olacak sekilde formiile edilir.

T? doéniisiimiiniin ikilik tabandaki gosterimi acik olarak,

;

asaqls ... CL1:0,CL2:0
535465... s a1:0,a2:1
Tj(arazas...) = { agasas... , ay=1,a3=0
635455... > CL1:1,CL2:1,CL3:0
asaqls ... CL1:1,CL2:176L3:1

\

olur (Bkz. Sekil 4.20). Bu ifadeyi diizenlersek agagidaki esitligi elde ederiz;

(

asaqls ... , ag =20
9 536455... 5 CL1:0,CL2:1
Ti(amazaz...)=<¢ =
azaqy0s ... , A1 = ]_,CLQ = 176L3 =0
asagls ... , a1 =1l,a9=1,a3=1
\
1,
0.8
0.6
0.4+
0.2
0 T T T T Y
0 0.2 0.4 0.6 0.8 1

X

Sekil 4.20. TdQ, doniiglimiiniin grafigi ile y = z dogrusunun kesigimi
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Benzer sekilde, T doniisiimiiniin ikilik tabandaki gosterimi acik olarak,

(645566... 5 aI:O,agzO,ag,:O,a4:O
asasae ... a1:0,a2:O,a3:O,a4:1
645566... , aq :O,G/Q :O,ag =
asasae ... , Ag :O,CLQI 1,(1,3:
546556... 5 a1:0,a2:1,a3:1,a420

T3 (aazas...) =< agasag... , a3 =0,a0=1,a3=1a,=1
27:46566... s alzl,agzO,agzo,a4:O
asasae . .. a1:17a2:0,a3:0,a4:1
645556... 5 (llzl,agzO,CLg:l
asasag ... , a1 =1,a0=1,a3=0

\645566... y alzl,agzl,agzl

olur (Bkz. Sekil 4.21). Bu ifadeyi diizenlersek agagidaki esitligi elde ederiz;

(

545556-” s (l1:CLQ:CL3:CL4:0

asasag ... , ag=ag=0,a4=1

646566... , QA2 :O,Clg =1

asasaeg ... , A9 = 1,@3:0

Tg?,(alaQag...) =

646556... s alzl,a2:O,a3:O,a4=O

6455&/6--- s a1:0,a2:1,a3:1,a4:()

asasae . .. a1:0,a2:1,a3:1,a4:1
\545556”- s alzl,agzl,ag,:l

48



0.8

0.6

0.41
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0 02 04 06 08 1
X

Sekil 4.21. T3 déniisiimiiniin grafigi ile y = 2 dogrusunun kesigimi

Benzer sekilde T doniisiimiiniin ikilik tabandaki gosterimi acik olarak,

49



Th(arasaz...) =1 ayasag. ..

\

olur (Bkz. Sekil 4.22). Bu ifadeyi diizenlersek agagidaki esitligi elde ederiz;

a4a50¢ . . .
Q40506 - . .
a4a50¢ . . .
Q40506 . . .
aqa5ag . . .
Q40506 - . .
asas50¢g . . .
4506 - - -
aqa50ag . . .

40506 . . -

Q40506 - . .
a4qa50¢ . . .
Q40506 - - .
ayqa50¢ . . .
Q40506 - . .
a4a50¢ . . .
Q40506 - - .
aqa50a¢ . . .
Q40506 - . .

40506 . . .

a1
a1
a1
a1
a1
a1
a1
a1
a1
a1
a1
a1
a1
a1
a1
(45]
a1
a1
a1
a1

a1

20

=0,a9 =0,a3 =0,a4 =
=0,a9 =0,a3 =0,a4 =
=0,a2 =0,a3 =1,a4 =
=0,a0=0,a3=1,a4 =1, a5
=0,a9=0,a3=1,a4 =1,a5
=0,a0=1,a3=0,a4 =0, a5
=0,as=1,a3 =0,a4 =0, as
=0,a9=1,a3 =0,a4 =
=0,ao=1,a3=1,a4 =
=0,aa=1,a3=1,a4 =
=1,as=0,a3 =0,a4 =
=1,a9=0,a3 =0,a4 =
=1,a5=0,a3=1,a4 =0
=1l,a0=0,a3 =1,a4 = 1,05
=1,a0o=0,a3=1,a4 =1, a5
=1l,a=1,a3 =0,a4 =0, a5
=1l,aa=1,a3=0,a4 =0, as
=1l,aa=1,a3=0,a4 =
=l,aa=1,a3=1,a4 =
=l,aa=1,a3=1,a4 =1,a5

:1,a2:1,a3:1,a4: 1,@5

_ O =



T;/ (a1a2a3 Ce

0.8

0.67

0.47

0.21

a4a50¢ . . .
Q40506 - . .
a4a50¢ . . .
Q40506 - - .
aqas50ag . . .
Q40506 - . .
asas50¢g . . .
40506 - - -
aqas0ag . . .
Q40506 - - .
Q40506 - - .

aqa50¢ . . .

a2
a2
a2
a2
a2
a2
a3
a2
a2
a2
(43]

ai

(13:(1420

_CL3:O,CL4:]_
_(14:0,CL3:1
=a5=0,a, =a3=1
=0,a3=a4=a5=1

_1,CL3:CL4:CI,5:O

ay=0,a9 =a5 =1
(1,4:1,CL3:O
CL3:1,6L4:O
a3:a4:1
CL226L3:CL4:1,CL5:O

1,a2:1,a3:1,a4:1,a5:1

0.2

0.4
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Sekil 4.22. T, doniigiimiiniin grafigi



0.81 1
0.61 ]
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/1
0.4 /
/
021 / 4
0 T T T T
0 02 0.4 0.6 0.8 1

X
Sekil 4.23. Td5, doniistimiiniin grafigi ile y =  dogrusunun kesigimi
T, 12,73, Ty ve Ty (Sekil 4.23)’den goriildiigii gibi 77 igin genel bir formiil
vermenin kolay olmadigi anlagilmaktadir. Bu yiizden periyodik noktalar i¢in genel
bir formiil vermek yerine sadece bir tek sabit noktasi oldugundan ¢adir doniigiimiiniin

yani sira deforme edilmis ¢adir doniisiimlerinin higbirine topolojik denk olmadig:

sonucuna varilabilir.
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5. SONUC

Cadir dontisiimii kaotik dinamik sistemlerin en temel 6rneklerinden birisidir. Bu
tezde, bu doniisiimiin insasindan yararlanarak deforme edilmis bazi durumlar iki-
lik sisteme doniistiiriilerek incelenmektedir. Bunlarin bazilar: i¢in bu doniigiimlerin
dinamigini aragtirmada genel bir formiil vermek kolay iken farkli durumlarda ise
¢ok basit olmadigi gézlemlenmistir. Sonug olarak, genel durumu formiile edilebilen
T, doniigiimiiniin dinamigi detayl olarak incelenmekte, periyodik noktalar: formiile
edilebilmekte ve Devaney anlaminda kaotik olmadigi agik olarak gosterilmektedir.
Ayrica; ¢adir doniistimii i¢in farkli katlama doniigiimleri kullanilarak ¢ok sayida di-
namik sistem inga edilebilecegi sonucuna varilmaktadir. Bu ytizden bu konu tizerinde
bir¢ok arastirma yapilabilir ve elde edilen ilging dinamik sistemler detayl olarak in-
celenebilir. Elde edilen dinamik sistemler de topolojik denk olup olmadiklarina gore

siniflandirilabilir.
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