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OZET
Yiiksek Lisans Tezi

DUZLEMSEL GRAFLAR VE TOPOLOIJI ILE ILISKiSi
Saad Mohammed Abdullah ABDULLAH

Cankir1 Karatekin Universitesi
Fen Bilimleri Enstitiisii
Matematik Anabilim Dali

Danisman: Dr. Ogr. Uyesi Celalettin KAYA

Bu tezin hazirlanmasinda kullanilan baglica kaynak, Diestel (2017)’in “Graph Theory”
kitabidir. Esas itibariyle bizim yapti§imiz, tezin basligindan da anlasilacag iizere, “diiz-
lemsel graflar ve topoloji ile iligkisi” konusunu anlamak ve anlatmak icin, sz konusu
kitabin dordiincii boliimiinii Tiirk¢eye cevirmekten ibarettir. Fakat tabi ki motamot bir
ceviri yapilmamus, bir yandan bazi ¢cok zorlu veya teknik ispatlar atlanirken, diger yan-
dan kitabin okuyucuya birakilan bazi kisimlar1 serh edilerek konu daha anlagilir bir se-
kilde sunulmustur. Ayrica, bu boliimiin anlasilabilmesi i¢in On sart durumunda olan graf
teorinin temel tanim ve teoremleri, mevzubahis kitabin birinci boliimiiniin ihtiyac olu-
nan kadar teze eklenerek verilmistir. Bunlara ek olarak, kaynaklar kisminda listelenmis
olan makalelere de bagvurulmustur. Ana hatlariyla 6zetlemek gerekirse: Birinci boliimde,
temel tanimlarin ardindan, yollar ve ¢evrimler, baglantililik, agaglar ve ormanlar ve iki
parcali graflarla ilgili gerekli tanim ve teoremler iglenmistir. Ikinci boliimiin ilk alt bo-
liimiinde, sonraki alt boliimlerde ihtiyacimiz olacak temel topolojik kavramlara ve ilgili
teoremlere kisaca deginilmistir. Ikinci alt boliimiinde, diizlem graflarin yapisal 6zellikleri
calisilmaya baglanmis, ¢ok iyi bilinen Euler formiilii ve bazi sonuglart ispat edilmistir.
Uciincii alt boliimiinde, bir diizlemsel grafin iki farkl1 diizlem ciziminin birbirinden nasil
farkl1 olabilecegi incelenmistir. Sonraki iki alt boliimde, bir soyut grafin ne zaman diiz-
lemsel oldugu ile ilgili baz1 klasik diizlemsellik kriterleri, 6zel olarak tinlii Kuratowski
(1930) (ve Wagner 1937) teoremi ifade edilmis ve mevzubahis kriterlerin bazilarinin is-
patr verilmistir. Ikinci boliim, graflarin cebirsel, renklendirme ve akis 6zellikleri ile cok
ilging baglantilar1 bulunan bir kavram olan “diizlem dualitesi”nin iglendigi bir alt boliimle
tamamlanmugtir. Tezin {i¢iincii, sonu¢ ve Onerilerden dnceki son boliimiinde ise, mevzu-
bahis kitabin dordiincii boliimiiniin notlar kismi kullanilarak, tezin konusu ile ilgili kisa
bir literatiir taramasi sunulmustur.

2022, 59 sayfa
ANAHTAR KELIMELER: Diizlem graflari, Kuratowski teoremi, Diizlem dualitesi



ABSTRACT
Master of Science Thesis

PLANAR GRAPHS AND ITS CONNECTION WITH TOPOLOGY
Saad Mohammed Abdullah ABDULLAH

Cankir1 Karatekin University
Graduate School of Natural and Applied Sciences
Department of Mathematics

Advisor: Asst. Prof. Dr. Celalettin KAYA

The main source used in the preparation of this thesis is Diestel’s (2017) "Graph Theory"
book. Essentially, what we do is to translate the fourth chapter of the mentioned book into
Turkish to understand and explain the subject of "planar graphs and their connection with
topology", as can be understood from the title of the thesis. But of course, no literal trans-
lation was made, on the one hand, some very difficult or technical proofs were skipped,
on the other hand, some parts of the book that were left to the reader were explained and
the subject was presented more understandably. In addition, the basic definitions and the-
orems of graph theory, which are prerequisites for understanding this study, are given by
adding the necessary part of the first chapter of the aforementioned book to the thesis. In
addition to these, the articles listed in the references were also consulted. To summarize:
In the first chapter, after the basic definitions, necessary definitions and theorems related
to roads and loops, connectedness, trees and forests, and bipartite graphs are covered. In
the first section of the second chapter, the basic topological concepts and related theorems
that we will need in the next sections are briefly mentioned. In the second section, the
structural properties of plane graphs have been studied, and the well-known Euler for-
mula and some of its results have been proved. In the third section, it is examined how
two different plane drawings of a planar graph can differ from each other. In the next
two sections, some classical planarity criteria about when an abstract graph is planar, and
in particular the famous Kuratowski (1930) (and Wagner 1937) theorem, are stated and
proofs of some of these criteria are given. The second chapter is completed with a sec-
tion where the concept of "plane duality”, which has very interesting connections with
the algebraic, coloring, and flow properties of graphs, is covered. In the third chapter of
the thesis, before the conclusions and recommendation chapter, a brief literature review
on the subject of the thesis is presented by using the notes section of the fourth chapter of
the mentioned book.

2022, 59 pages

Keywords: Plane graphs, Kuratowski’s theorem, Plane duality
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ONSOZ VE TESEKKUR

Bu calisma derleme bir ¢aligmadir ve hazirlanmasinda kullanilan baslica kaynak Diestel (2017) dir: Graph
Theory (Graduate Texts in Mathematics, 173). Bu kitabin, tez icin esas kaynak olarak alinabilmesi adina,
danigsman hocamiz, Reinhard Diestel’le e-posta iizerinden iletisim kurmusg ve olumlu cevap almigtir.
Yazarin bilgilendirilmesiyle birlikte alinan izin sonrasinda, graf teoride lisansiistii seviyede hazirlanmig en
mitkemmel kanyaklardan birisi olan bu kitap, tezin esas kaynagi olarak benimsenmistir. Dolayisiyla, tezde
gecen hemen hemen tiim gekiller, tanim ve teoremler Diestel (2017) den alinmig ve her birisi i¢in ayr1 ayri
atif vermek yerine, bu durumun burada belirtilmesi daha uygun bulunmustur. Tezde ifade edilmis ve fakat
ispat edilmemis teoremlerin hemen hemen tiimiiniin ispati, yine mevzubahis kitapta bulunabilir.

Ayrica, graf teori ile ilgili herhangi bir konu calismak isteyen herkesin ihtiya¢ duydugu temel tanim ve
teoremler, diger bir ifadeyle gerekli on bilgiler dogal olarak aymidir. Bu sebeple, bu tezin “graf teoriye
girig” boliimii, danisman hocamizla birlikte yapilan calismalarla, Abdulqadir Ramzi Ahmed SELI, Ibra-
him Mohammed Abbas ALAMEEN ve Saad Mohammed Abdullah ABDULLAH tarafindan ortak olarak
hazirlanmigtir ve dolayisiyla, ad1 gecen yiiksek lisan 6grencilerinin her birinin tezlerinin bu ilk boliimleri

aynidir.

Her seyden 6nce, rahman ve rahim olan Allah’a ¢ok tesekkiir ederim.

Bu tez siirecimin tamamlanmasinda emegi gecen bir¢ok kisiye tesekkiir etmekten mutluluk duyarim. Bu
caligmanin hazirlanmasi ve yiiriitiilmesi sirasinda ilgi ve alakasini hi¢ eksik etmedigi, ortaya ¢ikan her tiirlii
problemin ¢oziimiinde bilgi ve deneyimleri ile yardim ettigi, tiim bu siirecte manevi destegini daima hisset-
tirdigi icin cok degerli danisman hocam Dr. Ogr. Uyesi Celalettin KAYA’ya siikranlarimi sunarim. Ayrica
aragtirmam boyunca gosterdigi akil hocalig1 ve sabri i¢in kendisine sonsuz tesekkiirler etmek istiyorum.
CAKU Fen Fakiiltesi Matematik Boliimiinde gorev yapan tiim 6gretim iiyelerine ¢ok tesekkiir ederim. Zor
zamanlarimda beni her zaman yiireklendiren ve manevi destegini esirgemeyen anneme babama tesekkiir
ederim. Destek olan kardeslerime ve arkadaslarima en icten tesekkiirlerimi sunarim.

Son olarak, caligma yillarim boyunca ve bu tezi arastirma ve yazma siirecim boyunca bana siirekli destek
ve siirekli cesaret veren anne babama ve arkadaglarima ¢ok derin siikranlarimi ifade etmeliyim. Bu bagari

onlar olmadan miimkiin olmazdi. Tesekkiirler.

Saad Mohammed Abdullah ABDULLAH
Cankiri, Agustos 2022
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1. GRAF TEORIYE GIRIS

Bu boliimde, graf teori ile ilgili temel kavramlar ve teoremler verilecektir.

1.1 Temel Tanimlar

Tanim 1.1 Bir G grafi, £ C [V]2, yani £/, V'’ nin 2-elemanl alt kiimelerinin kiimesinin
bir alt kiimesi olmak iizere, G = (V, F) bi¢iminde bir kiime ¢iftidir. V' nin bir elemani

"kose" (veya "nokta") ve F nin bir eleman1 "kenar" olarak adlandirilir.

Su andan itibaren, G her zaman bir grafi gosterecektir.

Bir grafi noktalar ve dogru (veya egri) parcalar: kullanarak resmedebiliriz soyle ki eger
{u,v} € FEise, u,v € V koselerine karsilik gelen noktalar bir dogru/egri ile birlestiri-
lir. Noktalarin ve egrilerin nasil ¢izildiginin herhangi bir 6nemi yoktur; dnemli olan tek

husus, koseler arasindaki komsu olma ve olmama iligkisinin korunmasidir.

Ornek 1.1 V = {1,2,3,4,5,6,7,8}, E = {{1,2},{1,4},{2,3},{3,4},{5,6},{6,7}}
olsun. Bu durumda, G = (V, E) grafimt Sekil 1.1 deki gibi ¢izebiliriz.

1 2
Sekil 1.1 G = (V, E) grafinin bir ¢izimi

Notasyon 1.1 Bir G grafinin kose kiimesi V' (G), kenar kiimesi F/(G) ile gosterilir.

Not 1.1 v € V(G) veya e € E(G) yerine, sirayla v € G veya e € G yazabiliriz.



Tammm 1.2 Bir GG grafinin kogelerinin (kargilik olarak, kenarlarinin) kiimesinin eleman
sayisina, bu grafin "mertebesi" (karsilik olarak, "derecesi") denir ve |G| (kargilik olarak,
|G||) bi¢iminde gosterilir. Bir graf mertebesine gore, "sonlu graf", "sonsuz graf", "sayila-

bilir graf" vesaire biciminde adlandirilir.

Tanm 1.3 G = (¢, ¢) grafina "bog graf" denir.

Tanim 1.4 Eger bir G grafinin mertebesi O veya 1 ise, bu grafa "trivial graf" denir.

Tanmmm 1.5 G = (V, E) birgraf vev € V, e € E olsun. Eger v € e ise v kogesi e kenarina
veya e kenar1 v kogesine "baghdir" denir. Eger e = {v,w} ise, v ve w kdselerine e nin
"u¢ koseleri" veya "uclar1" denir ve bu durumda, e kenari, v ve w koselerini "baglar" veya

"birlestirir" denir.

Notasyon 1.2 Bir e= {x,y} kenar1, 2y veya yx biciminde yazilabilir.

Tanmm 1.6 G = (V,E), X, Y C Vvexr € X,y € Y olmak iizere, e = zy € E olsun.
Bu durumda, e = zy bir "X — Y kenar1" olarak adlandirilir. Bir F' C F kiimesindeki tiim

X —Y kenarlarinin kiimesi, F'(X,Y") biciminde gosterilir.

Notasyon 1.3 F({z},Y) ve F(X,{y}), basit bir sekilde sirasiyla, F(z,Y) ve F(X,y)
bigiminde gosterilir. F'(v), ' C E kiimesindeki v € V kosesine bagh tiim kenarlarin

kiimesini gosterir.

Tanmm 1.7 z,y € V(G) ve e # f € E(G) olsun. Eger zy € FE(G) ise, x ve y koseleri
"baghdir" veya "komsudur" denir. Eger e ve f kenarlarinin ortak bir uglari var ise, e ve
f kenarlar1 "baghdir" denir. Eger G grafinin birbirinden farkli herhangi iki kosesi bagl
ise, G ye bir "tam graf" denir ve n koseli bir tam graf K™ bi¢iminde gosterilir. Ayrica K3,

"licgen" olarak adlandirilir.

Tanim 1.8 Koselerin bir kiimesindeki veya kenarlarin bir kiimesindeki herhangi iki ele-

man bagl degil ise, bu kiimelerin her birine "bagimsiz" kiime denir.



Tamm 1.9 G = (V,E),H = (W, F) iki graf ve ¢ : V. — W bir fonksiyon olsun.
Eger ¢ fonksiyonu koseler arasindaki komsuluk iligkisini koruyor ise, yani zy € E iken

q(z)q(y) € F ise; q fonksiyonuna, G grafindan H grafina bir "homomorfizma" denir.

Not 1.2 Eger z € ¢(V), yani z kdsesi, ¢ fonksiyonunun goriintii kiimesinde ise, ¢! (z) =
{x € V : q(z) = 2z} C V alt kiimesi bagimsizdir: Diyelim ki ¢~*(z) bagimsiz olmasin.
Bu durumda, ¢~!(z2) iginde komsu olan z ve y gibi iki kose vardir. Simdi, ¢(z) = z = q(y)
oldugundan, {q(z),q(y)} = {z} elde ederiz. Fakat {z}, W nun 2-elemanli bir alt kiimesi
degildir, yani {2} ¢ [W]? dir.

Tamm 1.10 Bir 6nceki tanimda verilen ¢ fonksiyonu bire-bir ve orten, ¢~! fonksiyonu
da bir homomorfizma ise, ¢ fonksiyonuna bir "izomorfizma" denir. Bu durumda, G ve H
graflar1 "izomorfiktir" denir ve G ~ H yazilir. Eger ¢ bir izomorfizma ve H = G ise,

¢’ya G nin bir "otomorfizmas1" denir.

Not 1.3 ¢ : V(G) — V(H) bir izomorfizmadir ancak ve ancak q bire-bir ve orten bir
fonksiyondur ve "zy € E(G) < q(x)q(y) € E(H)" dir:

(=) q fonksiyonu, izomorfizma tanimi geregi, bire-bir ve ortendir.

Ayrica, vy € E(G) < q(z)q(y) € E(H) dir:

(=)xy € E(G) = q(x)q(y) € E(H) dir, ¢iinkii ¢ bir homomorfizmadir.

(«<)z'y’ € E(H) = g orten oldugundan, ¢(x) = 2’ ve q(y) = y' olacak sekilde =,y €
V(@) vardir. = ¢(z)q(y) € E(H) dir.

= ¢ (q(x))q  (q(y)) € E(G) dir, ciinkii ¢~ bir homomofizmadir. = zy € F(G) dir.
(<) Bu izomorfizma tanimidir. Yani: ¢ bire-bir ve orten, ¢ ve ¢! birer homomorfizma

oldugundan, ¢ bir izomorfizmadir.

Not 1.4 Izomorfik graflar esasinda ayn1 graflardir. Bu sebeple, G ~ H yerine, G = H

yazabiliriz.
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Tanmm 1.11 Graflarin izomorfizma altinda korunan bir 6zelligine, bir "graf 6zelligi" de-
nir. Graflarin kiimesi iizerinde tanimli bir fonksiyon, eger tiim izomorfik graflarda ayni

degeri aliyor ise, bu fonksiyona bir "graf degismezi" denir.

Ornek 1.2 K* tam grafim "icermek" bir graf 6zelligidir: Eger G herhangi ikisi birbirine
komsu dort kose igeriyor ve H ~ (G ise, H de boylesi dort kose icerir.
Ayrica, kose sayilari, kenar sayilari, derecesi ayni olan koselerin sayilari vs. en temel graf

degismezleridir.

Tanmm 1.12 G = (V, E) ve H = (W, F) iki graf olsun.

G ve H graflarinin "birlesimi": G U H := (VU W, E'U F') grafidir.
G ve H graflarimin "kesisimi": G N H := (V. N W, EN F) grafidir.
Eger G N H = & ise, G ve H graflar1 "ayriktir" denir.

Tanim 1.13 Eger W C V ve F' C F ise, H grafina G grafinin "altgrafi" dir denir ve
H C G bigiminde gostrilir.

Eger H C G ve H # G ise, H ye G nin bir "6zaltgrafi" denir.

Eger H C GG ve H, G nin her iki ucu da V' (H) = W da olan tiim kenarlarini i¢eriyor, yani
{z,y} € Eveux,y € W iken{xz,y} € F oluyor ise, H ye G nin bir "indiike altgrafi"
denir.

Eger H, G nin bir indiike altgrafi ise, W, G grafi i¢inde H yi "gerer" denir ve H = G[W]
biciminde gosterilir.

Eger H C G ve W = V ise, H ye GG nin bir "geren altgrafi" denir.

Notasyon 1.4 H C G, indiike veya degil, G nin bir altgrafi olsun. Bu durumda, G[V (H)]

yerine, G[H| gosterimini kullaniriz.

Ornek 1.3 Sekil 1.2 de verilen Gy, G, G3 graflarini ele alalim. Bu durumda, G, G5, G3,
GG nin altgraflaridir. GGy bir indiike altgraf degildir, fakat GG, bir indiike altgraftir. G5 bir

geren altgraf degildir, fakat G5 bir geren altgraftir.
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Sekil 1.2 G, G1, G5, G graflar

Tamim 1.14 G = (V, E) bir graf, U bir koseler kiimesi (U C V veya degil) ve F' C [V]?
olsun. Bu durumda, G — U := G[V \ U], yani G — U, G grafindan, V' N U kiimesindeki
koselerinin ve bu koselere bagh tiim kenarlarin silinmesiyle elde edilen graftir. Ayrica,
G — F ve G + F graflari, sirasiyla asagidaki gibi tanimlanir:

G-—F:=(V,E\F) ve G+F:=(V,EUF).

Notasyon 1.5 Eger U = {v} ise, G — {v} yerine, G — v yazilir. Ayrica H herhangi bir
altgraf olmak tizere, G — V (H) yerine, G — H yazilir.
Eger F = {e} ise, G — {e} ve G + {e} yerine sirasiyla, G — e ve G + e yazilr.

Ornek 1.4 G ve H, Sekil 1.3 de verilen graflar olsun. G' ve H graflarinin birlesimi, kesi-

simi ve farki Sekil 1.4 de verilmistir.

1 4 7 4
2 3 5 2 6
G H
Sekil 1.3 G ve H graflan
1 1 o5
5
2 4
L] L]
5 G-H ®2
2 3 GNH
GUH

Sekil 1.4 G ve H graflarinin birlegimi, kesisimi ve farki



Tanmmm 1.15 Eger bir G = (V, F) grafi bir graf 6zelligini sagliyor, fakat ayni 6zelligi sag-
layan I/ & F olacak sekilde baska bir H = (V, F) grafi yok ise; G grafi bu 6zellige gore
"kenar-maksimal" dir denir. Genel olarak, eger bir graf, (bagka bir siralama bagintis1 ve-
rilmemigse) altgraf bagintisina gore, bir graf 6zelligini saglayan maksimal veya minimal

graf ise, bu grafa bu 6zelligi gore "maksimal veya minimal" dir denir.

Tanmim 1.16 G ve H ayrik iki graf olsun. Bu durumda, G * H grafi:
GxH:=(V(GUV(H),EGUEH)U{e=zxy:xeV(G),yecV(H)}

biciminde tanimlanir.

Tamm 1.17 G grafinin "tiimleyeni" G := (V(G), [V]*> — E(G)) bigiminde tanimlanur.

G grafinin "¢izgi grafi" L(G), kose kiimesi W = F ve kenar kiimesi F' = {zy : x,y € W

ve zy kenarlart G grafi icinde komsudur}. Yani, G nin ¢izgi grafi L(G), G nin kenar

kiimesi £ yi kose kiimesi olarak olan bir graftir 6yle ki "z,y € E komsu iki kosedir

& x,y, G icinde bagli / komgu iki kenardir".

Ornek 1.5 Sekil 1. 5 de G ve G graflari verilmistir. Dikkat edilirse, G ~ G dir.

G

Ly

Sekil 1.5 Bir GG grafi ve tiimleyeni

Ornek 1.6 Sekil 1. 6 da G grafi ve G nin ¢izgi grafi L(G) verilmistir.

Tanmmm 1.18 G = (V, E), bostan farkl bir graf ve U C V olsun. Bir v € V(G) kosesine
komsu tiim koselerin kiimesi, N (v) veya daha basitce N (v) bi¢ciminde gosterilir. Genel
olarak, V(U) = {z € V\ U : 2y € E olacak sekilde bir y € U vardir} kiimesi, U nun

"komgu" kiimesi olarak adlandirilir.
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Sekil 1.6 Bir GG grafi ve L(G) ¢izgi grafi

Tanim 1.19 Bir v kosesinin "derecesi" dg(v) = |E(v)]|, v kosesine bagli kenar sayisidir
ve graflar i¢in (multi graflar igin degil) dg(v) = |N(v)] dir. (dg(v) yerine, d(v) de yazilir.)
Derecesi sifir olan kose, "izole" kose olarak adlandirilir.

d(G) := min{d(v) : v € V} sayisina, G grafinin "minimum derecesi" denir.

A(G) := mak{d(v) : v € V} sayisina, G grafinin "maksimum derecesi" denir.

k € N olmak iizere, her v € V igin d(v) = k ise, G ye bir "k—diizgiin" graf denir. Ozel
olarak, 3-diigiin grafa, "kiibik" graf denir.

1 E
Tanim 1.20 G nin "ortalama derecesi" d(G) = T Z div) ve e€:= H olarak ta-

nimlanir.

Not 1.5 0(G) < d(G) < A(G) dir:
Let |V| = n olsun. Her v € V i¢in, tanim geregi 6(G) <

dw) <
5 Yoy 8(0) € Ty dv) < Xy AG). = 13(G) < X,y d(v) < nA(G).
5(G) < 1,y d(v) < AG) = 6(G) < d(G) < A(G) di

(v

Onerme 1.1 |E| = 1", d(v) = 3d(G)|V| dir. Bu sebeple, (G) =

Ispat. 37, d(v) = 2|E| = |B| = 3 30 oy d(v) = 5V Xoey dv) = 5|VId(G).

) =
LB = 3d(@Q)|V]. = = 3d(G) = €(G) = 4d(G). =

Onerme 1.2 Bir grafta derecesi tek olan kiselerin sayist cifttir.

Ispat. > . d(v) = 2| E| bir cift sayidir. .-. Derecesi tek olan koselerin sayist ifttir. m



1.2 Yollar ve Cevrimler

Tamim 1.21 Kose kumesi V' = {ng,ny, ..., nx} ve kenar kiimesi £ = {nony,nina, ...,
ng_1ny} olan, bostan farkli P = (V| E') grafina, ng kosesinden ny kosesine veya ny ile ny,

arasinda bir "yol / patika" denir.

Dikkat edilirse bir yol icin tiim koseler birbirinden farklidir, yani herhangi bir kse tekrar
etmemektedir. P yolunun "uclar1" olan ng ve n; koseleri, P yolu ile birbirine "baglidir"
denir. nq, ..., n,_1 koselerine, P nin "i¢ koseleri" denir. P yolundaki kenar sayisina, P
yolunun "uzunlugu" denir. & uzunlugundaki yol P* ile gosterilir. Dikkat edilirse, k = 0

olabilir ve P° = K dir.

Notasyon 1.6 P = ({ng,...,nx},{non1,...,ng_1ng}) bir yol olsun. Bu durumda,
0 <1 < j < k olmak iizere, asagidaki gosterimler kullanilir:

P:=noni...n, ve P = ny..NE—1;

Pn;:=ng...n; ve Pn;:=mng...n;_1;

niP:=mn;...ng ve n;P:=mn;q...ng;

niPnj =Ny ve ﬁlpﬁj =M1

Yollarin uc uca eklenmesi icin de benzer gosterim kullanilir. Ornegin, eger ii¢ P, Q, R yo-
lunun birlesimi Pr U xQy U yR bir yol ise, bu yol kisaca Px(QyR biciminde

gosterilir.

Ornek 1.7 Sekil 1.7 de bir G grafi ve icindeki bir P® yolu sag tarafinda verilmistir.

Sekil 1.7 Bir G grafi igindeki P° yolu



Ornek 1.8 Sekil 1.8 de bir G grafi ve noktal kenarlarla da i¢indeki P ve ) yollar1 gos-

terilmistir. Ayrica, nPy()z yolu sag tarafta yine noktali kenarlarla gosterilmistir.

Sekil 1.8 P, ) ve nPy(Q)z yollar1

Tanmm 1.22 G = (V, E) ve H graflar, A, B CV ve P = ng...n; olsun.

Eger V(P) N A = {no} ve V(P) N B = {n4} ise, P yolu bir "A — B yolu" olarak
adlandirilir. {a} — B yolu, kisaca a — B bigiminde gosterilir.

Eger iki veya daha cok yolun i¢ koselerinin kiimeleri ikiser ikiser ayrik kiimeler ise, bu
yollar "bagimsiz" yollar olarak adlandirilir.

Eger P yolu H grafim1 sadece u¢ koselerinde kesiyor ise, P yolu bir "H —yolu" olarak

adlandirilir.

Not 1.6 Dikkat edilirse:
1) Iki a — b yolu P ve Q bagimsizdirlar < V(P) N V(Q) = {a, b} dir.
2) Eger P yolu uzunlugu 1 olan bir H—yolu ise, P nin kenari, H grafina ait bir kenar

degildir.

Tanim 1.23 £ > 3ve P = ng...n,_; uzunlugu k£ — 1 olan bir yol olsun. Bu durumda,
C := P+ny_1ng grafina bir "cevrim" veya "dongii" denir. Bir ¢cevrim, koselerinin listele-
mesiyle gosterilebilir. Ornegin, C' = P + nj,_1ng ¢evrimi, C' = ngn . . . ny_ino bicimde
gosterilir. Bir ¢cevrimin kenar sayisina cevrimin "uzunlugu" denir. Uzunlugu k olan bir

cevrim C* biciminde gosterilir ve "k-¢evrim" olarak adlandirilir.

Tamim 1.24 Bir G grafinda, en kisa ¢cevrimin uzunluguna G nin "etrafi (girth)"; en uzun
cevrimin uzunluguna G nin "gevresi (circumfenence)" denir ve sirasiyla, g(G) ve ¢(G)

biciminde gosterilir.



Not 1.7 Eger G i¢inde hicbir cevrim yoksa, etrafi oo ve ¢evresi 0 olarak tanimlanir.

Tamm 1.25 C, G i¢inde bir ¢evrim ve xy € E(G) olsun. Eger z,y € V(C) ve xy ¢

E(C) ise, zy kenarina, C ¢evrimin bir "kirigi" denir.

Not 1.8 C, GG grafinin bir indiike ¢evrimi olsun. Bu durumda, C' bir indiike altgraf ve bir

cevrim oldugundan, C' nin herhangi bir kirigi yoktur.

Ornek 1.9 Sekil 1.9 de bir C ¢evrimi ve C° ve C® indiike ¢evrimleri verilmistir. Dikkat

edilirse, ny kenar1 C° nin bir kirigi oldugundan, C°, bir indiike ¢evrim degildir.

y

Sekil 1.9 ny kirigine sahip bir C® ¢evrimi ve C® ve C® indiike ¢evrimleri

Onerme 1.3 Eger G minimum derecesi 6(G) > 2 olan bir graf ise, G i¢cinde uzunlugu

d(G) olan bir yol ve uzunlugu > §(G) + 1 olan bir ¢cevrim vardur.

Ispat. P = ng...n;, G icinde uzunlugu maksimum olan bir yol olsun. Bu durumda, P
nin maksimalliginden, N (ny) € V(P) dir. Bu sebeple, P nin uzunlugu = k > dg(ny) >
)(G) dir. Simdi i < k,n;n, € E(G) sartin saglayan en kii¢iik indis olsun. Bu durumda,

niNii1..- NN, uzunlugu > dg(ng) + 1 > §(G) + 1 olan bir gevrimdir. (Sekil 1.10) m

To Ti Tk

Sekil 1.10 Onerme 1.3 iin ispatinde bahsedilen P yolu (Diestel 2017)
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Tanim 1.26 x ve y, G grafinin iki kosesi olsun. x ve y koseleri arasindaki en kisa yolun
uzunluguna, z ve y koseleri arasindaki "uzaklik" denir ve dg(z,y) veya daha kisa olarak
d(x,y) bi¢ciminde gosterilir. Eger x ve y koselei arasinda herhangi bir yol yok ise, d(x, y)
uzaklig1 oo olarak tanimlanir. G deki uzakliklarin maksimumuna, G nin "cap1" denir ve

"diam(G)" biciminde gosterilir. Yani:

diam(G) == mak{d(z,y) : z,y € V(G) ve z # y} = makyeemakyecqd(x,y) dir.

Etraf ve cap degerleri alakalidir:

Onerme 1.4 G, cevrim iceren bir graf olsun. Bu durumda, ¢(G) < 2diam(G) + 1 dir.

Ispat. Bir C' gevriminin ve bir P yolunun uzunluklarim sirastyla, £(C') ve £(P) bigiminde
gosterelim. Hiikkmiin degilinin dogru oldugunu, yani ¢(G) > 2diam(G) + 1 oldugunu
kabul edelim. Bu durmda, ¢(G) > 2diam(G) + 2 dir. Simdi C, G iginde ((C) = ¢g(G)
olan bir ¢evrim olsun. Bu durumda, C iizerinde, d¢(u,v) > diam(G) + 1 (de(u,v), C
cevrimi/altgrafi i¢indeki uzaklig1 gostermektedir) olacak sekilde u ve v koseleri vardir.
Fakat G i¢inde, dg(u,v) < diam(G) dir. Bu sebeple, u ve v koseleri arasinda uzunlugu
dg(u,v) olan herhangi bir P yolu, C' ¢evrimimin bir altgrafi olamaz. Bu yiizden, Py
bi¢ciminde bir C'—yolu vardir. Simdi, C' i¢inde iki tane x — y yolu vardir. ), bu x — y
yollarindan kisa olan1 gostersin. Bu durumda, = PyQz ¢evriminin uzunlugu < ¢(C') dir:
((xPyQx) = C tizerindeki iki © — y yolundan kisa olanin uzunlugu + ¢(z Py)

< U(C)/2] +L(P) < |£(C)/2] 4+ diam(G)

< 1(C)/2) + 52 1 [g(G) > 2diam(G) + 2 = diam(G) < €D 1 < 49 1]
<UL 1D 1= (0) 1.

Bu bir ¢eligkidir ve bu ¢eligki bize g(G) < 2diam(G) + 1 oldugunu gosterir. m
Tanmim 1.27 Bir G grafinin "yaricapt”, rad(G) bigiminde gosterilir ve

rad(G) = mingegmakyeada(x,y)

bi¢iminde tamimlanir. rad(G) = makyccde(z, y) sartini saglayan bir  kosesine bir "mer-
kez kose" denir. Yani x in diger tiim koselere uzakliklarinin maksimumu, diger tiim kogse-

ler icin hesaplanan bu maksimumlarin minimumu ise, x bir merkez kosedir.

11



Onerme 1.5 Bir G grafi icin, rad(G) < diam(G) < 2rad(G).

Ispat. rad(G) < diam(G): Bu esitsizlik, yaricap ve cap tanimlarindan dogrudur.
diam(G) < 2

rad(G): x ve y, d(x,y) = diam(G) esithgini saglayan iki kose ve v, G
nin merkez koselerinden birisi olsun. Bu durumda, rad(G) = makyeyd(v, w) dir. $imdi:
diam(G) = d(x,y) < d(x,v) + d(v,y) [Uggen esitsizligi]

< rad(G) + rad(G) [rad(G) = mak,cyd(v, z) dir.] . diam(G) < 2rad(G) dir. =

Tamim 1.28 Bir G grafi i¢indeki koselerin ve kenarlarmn, e; = {n;, n;,;} olmak iizere,
W := ngegnye;...ex_1ny bicimdeki bir alterne dizisine, GG i¢inde bir "yliriiyiis" denir ve
icerdigi kenar sayisi, bu yiiriiyiisiin "uzunlugu" olarak adlandirilir. Eger ny = ny ise, W,

bir "kapal1 yliriiyiis" olarak adlandirilir.
Not 1.9 Eger bir IV yiiriiyiisiinde biitiin koseler farkli ise, W ayn1 zamanda bir yoldur.

Onerme 1.6 G bir graf, W, G icinde bir yiiriiyiis, © ve y, W vyiiriiyiisiine ait iki koge

olsun. Bu durmda x ve y koseleri arasinda, P C W olacak sekilde bir P yolu vardir.

Ispat. G bir graf ve T, G icinde, z ve y koseleri arasinda bir yiiriiyiis olsun. Ayrica, P, W
yiirliyiisii icinde uzunlugu minimum olan bir x — y yliriiyiisii olsun. Yani: P C W ve
P, x ve y koseleri arasinda bir yiiriiylis Oyle ki W i¢indeki x — y yiiriiylisiileri arasinda
uzunlugu en kiiciik olanlardan birisidir.

P yiiriiyiisii bir z — y yoludur: P = x = vyv5 ... v, = y olsun. Aksini varsayarak, P nin
bir yol olmadigini kabul edelim. Bu durumda, P iginde tekrar eden bir v; (1 < i < n)
kogesi vardir. Bu sebeple, P = = viva...v;...v;...v, = y ve v; = v; olacak sekilde
bir j > ¢ vardir. Fakat ) = © = v1v2...0Vj41...v, = y ylirliyiisii de bir x — y
yliriiytisidiir ve () nun uzunlugu, P nin uzunlugundan daha kiiciiktiir.

.. P icinde tekrar eden herhangi bir kose yoktur. .-, P, W icinde bir  — y yoludur. ®
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1.3 Baglantihhk

Tamim 1.29 G, bostan farkli bir graf olsun. Eger GG nin herhangi iki kosesi arasinda bir
yol var ise, GG grafina "baglantil1" dir denir.
U C V(G) olsun. Eger G[U] baglantili ise, ”U, G i¢inde baglantilidir" denir.

Eger bir graf baglantili degil ise, "baglantisiz" olarak adlandirilir.

Onerme 1.7 G baglantili bir graf ve |V (G)| = n olsun. Bu durumda, G nin koseleri,
U1, U, ..., v, olarak adlandirlabilir dyle ki her i = 1,...,n icin, G; = G [vy,...,v;]

baglantilidrr.

Ispat. G nin herhangi bir ksesini alalim ve v; olarak adlandiralim. Bu durumda, G| =
G [v1] in baglantil oldugu asikardir. Iddianin, 1 < i < |G| i¢in dogru oldugunu kabul
edelim. Simdi, ¢ + 1 i¢in, v € G — G, olacak sekilde bir v kosesi alalim. G baglan-
tilt oldugundan, G i¢inde, P = v = ny...n,, = v; biciminde bir v — v; yolu vardir.
1 < j < mindisi, "n; ¢ G, ve fakat n;;; € G," sartim1 saglayan indis olsun. n; ko-
sesini v; 4, olarak adlandiralim, yani v;;; := n; olsun. Bu durumda, v;,, kosesinin G;
icinde bir komsusu (n;1;) vardir. Bu yiizden, G, 41 := G; [v;11] baglantilidir. Bu sebeple,

n izerinden tiimevarimla, her ¢ = 1, ..., n i¢in, GG; baglantilidir. m

Tanmim 1.30 H, G nin bir altgrafi olsun. H baglantili ve G nin H yi iceren ve H den farkli
baglantili bir altgrafi yok ise, H ye GG nin bir "bileseni" denir.

Not 1.10 Bir grafin herhangi bir bileseni, bir indiike altgraftir: Tanim geregi, bir GG grafi-
nin bir bilegeni, bir maksimal baglantili altgraftir. Bu sebeple, eger iki koseyi, diyelim ki

z,y € V(G), igeriyor ise ve eger vy € F(G) ise, zy kenarin1 da igermek zorundadr.

Ornek 1.10 Sekil 1.11 de dort bilesenli bir G grafi verilmistir. Her bir bilesenin bir mini-
mal baglantili geren altgrafinin kenarlar kesikli olarak ¢izilmistir. Ayrica dikkat edilirse,

bilesenlerin kose kiimeleri, V' (G) nin bir par¢alanigini verir.
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Sekil 1.11 Dort bilesenli bir G grafi

Tanmm 1.31 G = (V, E) bir graf, a,b € V, A;B C V ve X C V U E olsun. Eger G
deki her A — B yolu, X kiimesinin bir elemanin1 (bir kose veye bir kenar) iceriyor ise,
X kiimesi (G i¢inde), A ve B kiimelerini "ayirir" denir. Eger a,b ¢ X ve X, {a} ve
{b} kiimelerini ayirtyor ise, X kiimesi a ve b koselerini "aywrir" denir. Eger X, G nin iki
kosesini ayiriyor ise, X kiimesi G grafin1 "ayirir” denir. Eger X C V(G) ve X, G grafim

ayiriyor ise, X kiimesi bir "ayiric1" olarak adlandirilir.

Not 1.11 Eger X, A ve B kiimelerini ayiriyor ise, AN B C X dir:

v € AN B olsun. Bu durumda, bir u¢ noktast v olan ve trivial olmayan bir A — B yolu
yoktur: Aksine, oldugunu kabul edelim. Yani bir u¢ noktasi v olan bir P = vn;...ny
(veya P =ny...n,v) A — B yolunun var oldugunu kabul edelim. Bu durumda, V' (P) N
A={v}veV(P)NB = {v,n;} (veyaV(P)NA = {ny,v} ve V(P)N B = {v}) dir ve
bu bir ¢eliskidir. Ciinkii V/(P) N B # {n} (veya V(P) N A # {n;}) dir. Bu sebeple, bir
u¢ noktast v olan tek bir A — B yolu vardir, o da trivial P = v yoludur. Bu sebeple, X, A

ve B kose kiimelerini ayirdigindan, v € X dir. Sonug olarak, AN B C X elde edilir.

Tanmmm 1.32 Eger bir v kiisesi, kendi bulundugu bilesen i¢indeki iki koseyi ayiriyor ise,
v, bir "ayiric1 kose" olarak adlandirilir. Eger e kenari, iki u¢ kosesini ayiriyor ise, e, bir

"koprii" olarak adlandirilir.

Not 1.12 Bir e kenar1 kopriidiir < e kenarini iceren bir C' ¢evrimi yoktor. Denk olarak,
bir e kenar1 koprii degildir <> e kenarini igeren bir C' ¢evrimi vardir:
e = xy bir koprii degildir & x ve y koseleri arasinda, e kenarini icermeyen bir P yolu

vardir & C = P + e, e kenarini igeren bir ¢evrimdir.
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Ornek 1.11 Sekil 1.12 verilen G grafinda, v,n,y, z,w koseleri birer ayiric1 kose ve

e = ny kenar1 bir kopriidiir.

e ]

Sekil 1.12 G grafi, e = ny kopriisii, v, n, y, z, w ayirict koseleri

Tanmm 1.33 A, B C V olsun. Eger AUB =V, ayrica A\ B ve B\ A kiimeleri arasinda
bir kenar yok ise, bu durumda {A, B} sirasiz ¢iftine, G nin bir "ayrigmas1" denir. Eger
A\ B # (0 ve B\ A # () ise, {A, B}, bir "has ayrisma" olarak adlandirilir. |A N B|
sayisina, { A, B} ayrismasinin "mertebesi"; A ve B kiimelerine bu ayrigmanin "taraflar1”

denir.

Not 1.13 A, B C V olsun. A\ B ve B\ A kose kiimemeleri arasinda herhangi bir kenar
yoktir & A N B, A ve B kose kiimelerini ayirir:
A\ B ve B\ A kose kiimeleri arasinda herhangi bir kenar yoktur < G i¢indeki her A — B

yolu, A N B kiimesinin bir kogesini igerir < A N B, A ve B kose kiimelerini ayirir.

Tamim 1.34 |G| > k olmak iizere, mertebesi & den daha kii¢iik olan her X kose kiimesi
icin G — X baglantili ise, GG grafi "k-baglantilidir" denir. G' nin k—baglantili oldugu k
sayilarinin en bitytigiine, G nin "(koge) baglantililig1" denir ve bu en biiyiik say1 x(G) ile

gosterilir.

Not 1.14 G, bostan farkli bir graf olsun. Bu durumda, GG, 0—baglantihdir, ¢iinkii | X | < 0
olacak sekilde bir X C V kiimesi yoktur.

G, trivial olamayan bir graf olsun. Bu durumda, G, 1—baglantilidir < G baglantilidir,
ciinkii | X'| < 1 olmasi gerektiginden X = () dir.

Ayrica, k(G) = 0 & G baglantisizdir veya G = K dir. Her n > 1 igin, x(K") =n — 1
dir. Aslinda, her n > 1i¢in, k(G) =n — 1 dir & G = K" dir.
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Tamim 1.35 |G| > 1 olmak iizere, mertebesi ¢ den daha kiigiik olen her F kenar kiimesi
icin G — F' baglantili ise, G grafi "/—kenar-baglantilidir" denir. G nin /—kenar-baglantil
oldugu ¢ sayilarinin en biiytiiine, G nin "kenar baglantililig1" denir ve bu en biiyiik say1

A(G) ile gosterilir.

Not 1.15 G trivial olmayan bir graf olsun. Bu durumda, A\(G) = 0 < G baglantisizdir.
Ayrica, \(G) > 1 dir & G baglantilidir.

Ornek 1.12 Sekil 1.13 de verilen G grafi icin, x(G) = 1, \(G) = 2,6(G) = 3 tiir.

Sekil 1.13 x(G) = 1, \(G) = 2,0(G) = 3 sartlarin1 saglayan bir G grafi

Onerme 1.8 G trivial olmayan bir graf olsun. Bu durumda, (G) < MG) < 6(G) dir.

Ispat. \(G) < 6(G): Her v € V igin, A(G) < dg(v) dir, giinkii bir v kdsesine bagli olan
tiim kenarlar G yi ayirr. .. A(G) < min{dg(v) : v € V} = §(G).

k(G) < AMG): F C Edyleki |F| = AMG) ve G — F baglantisiz olsun. Kenar-baglantililik
tanimindan, boylesi ayiran bir F' kiimesinin var oldugunu biliyoruz.

Simdi k(G) < |F|(= A(G)) oldugunu gosterecegiz.

Durum 1. F’ deki herhangi bir kenarin ucu olmayan bir v € V() kdsesinin var oldugunu
kabul edelim. C, G — F grafinda v yi iceren bilesen olsun.

W = {w € V(G) : v, F deki bir kenarin u¢ kosesidir} olarak tamamlayalim. Bu du-
rumda, W kose kiimesi, v ve G — C' yi ayirir. Diger yanden, F' icindeki herhangi bir e
kenarinin, en fazla tek bir u¢ kosesi C' icinde olabilir: Aksine, F kiimesi i¢inde, her iki ug¢
kosesi de V(C') de olan bir e = zy kenarmin var oldugunu kabul edelim. Bu durumda,

F — e, \(G) — 1 tane kenar igeren bir kiimedir 6yle ki G — (F' — e) baglantisizdir. Fakat
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bu F' nin minimalligi ile ¢elisir. .. [W| < |F|. .. &(G) < |F)|.

Durum 2. GG deki her kosenin, F' igindeki bir kenarin bir u¢ kosesi oldugunu kabul ede-
lim. v € V(G) herhangi bir kose olsun. C;, G — F grafindan v yi i¢eren bilesen olsun.
W ={w € Ng(v) : vw ¢ F} olarak tamamlayalim. Bu durumda, W C V() dir, ¢iinkii
v € C dir ve C bir bilesendir. Durum 1°de ki gibi, F' deki bir e kenarinin en fazla bir
uc kosesi C' icinde olabildiginden, W kiimesindeki iki kose, F' i¢indeki bir kenarin uglari
olamaz. .. dg(v) < |F.

- Eger G — Ng(v) # {v}ise, Ng(v), v ve G — Ng(v) yi ayirdigindan, <(G) < |F| dir.

Eger G — Ng(v) = {v}, yani, {v} U Ng(v) = V(G) ise; v, rastgele secilmis bir kdse ol-
dugundan, n = |G| olmak iizere, G = K" oldugunu kabul edebiliriz. Fakat bu durumda,

k(G) = MG) = 0(G) = |G| — 1 dir. Yani esitsizlikler yine saglanir. m

Not 1.16 Onceki 6nermeden, yiiksek baglantililik, yiiksek minimum dereceye ihtiyag du-

yar. Karsit olarak, yiikksek minimum derece, yiiksek baglantililig1 garanti etmez.

Ornek 1.13 Sekil 1.14 de, K* un iki kopyasi, her bir ucu bir kopyada olan bir e kenari
ile baglanmustir. Dikkat edilerse, §(G) = 3 tiir, fakat x(G) = 0(G) = 1 dir. Genel olarak,
eger K" tam grafinin iki kopyasinin iki kosesini bir e kenar1 ile baglarsak, bu durumda

elde edilen G grafi i¢in, 6(G) = n — 1 dir, fakat x(G) = 0(G) = 1 dir.

Sekil 1.14 K* iin iki kopyas1 ve bir e kenarindan elde edilen bir G' grafi

1.4 Agaclar ve Ormanlar

Tanim 1.36 Hicbir ¢cevrim igcermeyen bir grafa, "cevrimsiz graf" denir. Cevrimsiz bir graf

"orman" olarak adlandirlir. Baglantili bir orman ise, "aga¢" olarak adlandirilir.
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Bir agacin, derecesi bir olan bir kdsesine "yaprak" ve yaprak olmayan bir ksesine "i¢

kose" denir.

Not 1.17 T, trivial olmayan bir agac olsun. 7" agacinda en az bir yaprak vardir:
P, T i¢indeki en uzun yollardan birisi olsun. Bu durumda, P nin her iki u¢ kdsesinin
derecesi de 1 olmak zorundadir. Aksi takdirde, P yi uzatabiliriz ve bu P nin en uzun

yollardan birisi olmasiyla celisir. .. 7" agacinin en az iki yapragi vardir.

Not 1.18 v, T agaginin bir yapragi olsun. Bu durumda, 7" = T' — v grafi da bir agactir:
Birincisi, 7" bir ¢evrim i¢ermediginden, 7" = T — v grafi da bir ¢evrim igermez. ikin-
cisi, v, 1" nin bir yapragi oldugundan, sadece tek bir komsusu vardir ve bu sebeple,

T' =T — v baglantilidir. .-. T” bir agagtir.

Teorem 1.1 7T bir graf olsun. Asagidaki ifadeler birbirine denktir:

(1) T bir agag¢nir.

(13) T nin herhangi iki kosesi x ve y arasinda, bir ve yalmz bir yol vardur.

(131) T minimal baglantilidw. Yani T baglantilidir ve fakat her e € E(T) kenart igin,
T — e baglantisizdur.

(tv) T maksimal cevrimsizdir. Yani T herhangi bir ¢evrim icermez ve fakat birbirine

komgsu olmayan herhangi iki x ve y kosesi icin, T' + xy grafi bir cevrim icerir.

Ispat. (i) = (ii): Oncelikle, T baglantilidir. .. T nin herhangi iki x ve y kosesi arasinda
bir P yolu vardir. Boylesi bir P yolu tektir: Tersinin dogru oldugunu kabul edelim. Bu
durumda, = ve y gibi iki kose vardir 6yle ki bu iki kose arasinda P = x = 21 ... 2, =y ve
Q =z =w;...w, =y gibiiki farkli yol vardir. A = V(P) NV (Q) olsun. Bu durumda,
z,y € Aoldugundan A # () dir ve P # Q oldugundan, A G V(P) veya A G V(Q)
dir. Diyelim ki A G V/(P) olsun. $Simdi z,, (indislerin siralamasina gére) V' (P) — V(A)
kiimesindeki ilk kose ve z;, A kiimesinde z, den sonra gelen ilk kose olsun. Bu durumda,
25,2t € Ave C = z,P2Qz, T iginde bir ¢evrimdir. Fakat bu 7" nin hicbir ¢evrim icer-
medigi gercegiyle celisir. .". Boylesi bir yol tek olmalidir.

(1) = (4¢i7) : T nin herhangi iki kosesi arasinda bir yol oldugundan, 7" baglantilidir.

e = xy, T iginde bir kenar olsun. Bu durumda 77 = T' — e baglantisizdir: Tersinin dogru
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oldugunu kabul edelim. Bu durumda, 7" i¢inde, = ve y koseleri arasinda bir P yolu vardir.
T’ C T oldugundan, P C T dir. Diger yandan, ) = zy, T i¢inde, x ve y kdseleri arasinda
bir baska yoldur. Fakat bu, boyles1 bir yolun tek olduguyla celisir.

2. T" =T — e baglantisizdir.

(iii) = (iv) : Oncelikle, tersinin dogru oldugunu, yani 7" nin iginde bir C' = z; ... 2,2
¢evriminin var oldugunu kabul edelim. e = 225 olsun. Bu durumda 77 = T — e bag-
lantilidir: z,y € V(71") olsun. Bu durumda, 7" baglantili oldugundan, 7" i¢inde x ve
y koseleri arasinda bir P = © = w;...w,, = y yolu vardir. Eger ¢ ¢ FE(P) ise,
P C T’ dir. Eger e € E(P) ise, bir 1 < i < m i¢in, e = w;w;4; dir. Bu durumda,
Q = Pw; = z12p2p_1 - . . 22 = w1 P, T" iginde, x ve y koseleri arasinda bir yiiriiytistiir.
Her x — y yiiriiyiisii, bir z — y yolu icerdiginden, 7" i¢inde, x ve y koseleri arasinda bir
yol vardir.

. T" =T — e baglantilidir. Fakat bu hipotezle celisir. .-, T" hi¢bir ¢evrim igermez.

Simdi, = ve y, T i¢inde komgu olmayan iki kose olsun. Bu durumda, 7" = T+ zy bir ¢ev-
rim icerir: P, T i¢inde, = ve y koseleri arasinda bir yol olsun. Bu durumda,
Q) = P + xy, T" iginde bir ¢evrimdir.

(iv) = (i) Oncelikle, hipotezden, T" higbir cevrim icermez. Bu sebeple, T nin baglantili
oldugunu ispat etmemiz gerekmektedir: z,y € V(T') olsun. Eger e = zy € E(T) ise,
P = zy, T icginde, = ve y koseleri arasinda bir yoldur. Eger e = xy ¢ FE(T) ise, bu
durumda hipotezden, 1" + zy grafi, bir C' cevrimi igerir. Fakat 7" hicbir ¢cevrim igermedi-
ginden, e = xy € FE(C) dir. Bu durumda P = C — e, T iginde, = ve y koseleri arasinda
bir yoldur. .. 7" baglantilidir. m

Notasyon 1.7 T bir agag ve x,y € V(T') olsun. x ve y kdselerini birlestiren P C T yolu,

Ty biciminde gosterilir.

Not 1.19 G, baglantili bir graf olsun. Bu durumda, G bir geren agag icerir: 7', GG grafinin
minimal baglantili ve geren bir altgrafi olsun. Bu durumda, 6nceki teoremin (i7) sikkin-
dan, T bir agagtir. Veya: T, GG grafinin maksimal ¢evrimsiz bir altgrafi olsun. Bu durumda,
onceki teoremin (iv) sikkindan, 7" bir agactir. Ayrica, 7" bir geren altgraftir: Aksinin dogru

oldugunu kabul edelim. Bu durumda, bir v € V(G) — V(T) vardir. Simdi 7' C G ve G
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baglantili oldugundan, vw € E(G) olacak sekilde bir w € V(T') vardir. Bu durumda,
T + vw hala gevrimsizdir, giinkii 7" gevrimsizdir ve v ¢ V/(T) dir. Fakatbu, T G T + vw

oldugundan, T nin maksimalligiyle celisir.

Ornek 1.14 Sekil 1.15 de verilen graf bir agac 6rnegidir.

s

Sekil 1.15 Bir 7" agaci

Ornek 1.15 Sekil 1.16 de, G = K grafinin ii¢ geren agaci koyu kenarlarla gosterilmistir.

A 7N

Sekil 1.16 G = K°® tam grafi ve ii¢ geren aZac1 (Diestel 2017)
Tamim 1.37 G, bir graf ve T', G nin bir geren agaci olsun. Bire € F(G)\ E(T') kenarina,

T agacinin, G grafi i¢indeki bir "kirisi" denir.

Sonuc 1.1 7', n kogseli bir aga¢ olsun. Bu durumda, T'" agacimin koseleri, vy, v, ..., Uy
biciminde adlandirlabilir dyle ki her i > 2 igin, v; kogesinin {vy, ..., v;_1} kose kiimesi

icinde tek bir komsusu vardur.

Ispat. Bir 6nceki alt boliimiin ilk énermesinden, 7' agacimin koselerinin her i > 2 icin,

T; := T[vy,...,v;] baglantili olacak sekilde, vy, vs, ..., v, olarak adlandirilabilecegini
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biliyoruz. Bu sebeple v; kosesinin, {vy,...,v;_1} kose kiimesi icerisinde bir komsusu
vadir. Ayrica, T; bir aga¢ oldugundan, bu komsu tek bir tanedir: Aksine v; nin, 1 < k <
[ <4 — 1 olmak tizere, vy, ve v; gibi iki tane komsusunun oldugunu kabul edelim. Simdi,
T;_1 bir aga¢ oldugundan, baglantilidir ve bu sebeple, v;, ve v; koselerini birlestiren (tek)
bir P yolu vardir. Fakat bu durumda, v;v, + P + vv;, T; agaci icerisinde bir ¢evrimdir.

Bu bir ¢eligkidir, ¢iinkii 7; bir aga¢ oldugundan, hi¢bir ¢cevrim icermez. m

Sonuc¢ 1.2 G, n koseli ve baglantili bir graf olsun. Bu durumda:
G agactir & |E(G)| =n — 1dir.

ispat.

(=) Ispat, G nin kose sayis1 olan n iizerinden tiimevarimla yapilabilir.

v = 1 : G bir graf oldugundan, G icinde, iki u¢ kosesi de ayn1 olan bir kenar yoktur.
SE(G)=0=1-1dir

Iddianin i < n i¢in dogru oldugunu kabul edelim.

Simdi 7 = 7 + 1 i¢in, bir 6nceki sonucu kullanabiliriz. Tiimevarin hipotezinden, GG; aga-
cmin ¢ — 1 kenari vardir. ", v; 1 kosesinin, GG; agacinda tek bir komgu kosesi oldugundan,
(i1 agacindaki kenar sayisi: (i — 1) + 1 = i dir.

.. Timevarimdan, G' = G,, agacinin kenar sayist n — 1 dir.

(<)|E(G)| = n — 1 olsun. T, G grafinin bir geren agaci olsun. Bu durumda, birinci

kisimdan, |E(T)| =n — 1dir. -. G = T dir, yani G bir agagtir m

Sonug 1.3 T bir agag, G bir graf oyle ki §(G) > |T'| — 1 olsun. Bu durumda, T C G dir,

yani G nin dyle bir H altgrafi vardir 6yle ki H ~ T dir.

Ispat. T nin késelerinin, iki 6nceki sonucta verilen, vy, vs, . . . , v, bicimindeki etiketleme-
sini kullanarak, 7" nin koge sayisi iizerinden timevarimla, 7" nin G grafi igcinde bir kopya-
sin1 bulabiliriz: Tiimevarim hipotezinden, 1 < i < |T'| = n olmak iizere, vy, ...,v; € G
koseleri sec¢ilmis olsun. Simdi, v € G — {vy,...v;} kosesini v;;; olarak secelim dyle ki
vk, v nin 7" iginde tek oldugunu bildigimiz komgusu olmak iizere, vyv € E(G) olsun.

Boylesi bir v kosesi vardir, ¢iinkii d(v,) > 6(G) > |T'| — 1 dir.

21



.. Tumevarimdan, G i¢inde 7" nin bir izomorf kopyasini buluruz. m

Tanim 1.38 Eger bir agacin bir kosesini diger koselerinden farkli ve 6zel bir kose olarak
alirsak, bu koseye bu agacin bir "kokii" denir. Bir kosesi kok olarak se¢ilmis bir agaca,

"kokli agac¢" denir.

Not 1.20 Bir koklii 7" agacinin koseler kiimesi iizerinde bir bagintiy1 sdyle tanimliyalim:
r, T' nin kokii ve x, y, T nin iki kosesi olsun ve "x < y < x € rT'y" olarak tamimlayalim.
Bu durumda, < bagintisina gore, V' (7) kiimesi bir kismi sirali kiime olur. Yani < bagin-
tis1, V' (7T') kose kiimesi {izerinde bir kismi siralama bagintisidir:

(1) < yansiyandir: x € V(T') olsun. Bu durumda, x € Tz oldugundan, z < z dir.

(i7) < ters-simetriktir: z,y € V(T') olsun. z < y ve y < z oldugunu kabul edelim. Bu
durumda, z € rT'y ve y € rT'x dir. Bu sebeple, rT'x C Ty ve rT'y C rT'z dir. Ciinkii bir
agacin herhangi iki kdsesi arasinda bir ve yalniz bir yol vardir. (Ornegin, eger rT'z & rTy
ise, bu durumda r ve x koseleri arasinda birbirinden farkli en az iki yol vardir: Birisi 77z,
digeri Iy yolunun r den x e kadar olan kisimdir.)

s.rTx CrTy CrTx oldugundan, rT'x = rT'y dir. . x = y dir.

(1ii) < gegiskendir: x,y,z € V(T) olsun. z < y ve y < z oldugunu kabul edelim. Bu
durumda, x € rT'y ve y € r1'z olur. Bu durumda, y € r7'z oldugundan, 7Ty C r7Tz dir.

Bu nedenle, x € Ty oldugundan, x € rT'z dir. .". x < z elde edilir.

Tanim 1.39 Bir 6nceki notta tanimlanan kismi siralama bagintisina, 7' ve r ye gore bir
"agac-siralamasi” denir. Eger bu agag-siralamasina gore x < y, yani x < y ve x # v ise,

x kosesi y kosesinin "agagisindadir” denir. z € V (7T') olmak iizere:
[z] ={w|w<z} ve [z]={w|w>z}

kiimelerine sirasiyla, z nin "alt-kapanis1" ve "tist-kapanis1” denir.

Z C V(T) olsun. Z, iuist-kapanigina (kargilik olarak, alt-kapanigina) esit ise, yani
Z = |Z] := U,ez| Z] (karsilik olarak, Z = [Z] := |J,.,[Z]) ise, Z kiimesi T iginde
"list-kapalidir” (karsilik olarak, "alt-kapalhidir") veya "yukari-kiimedir" (karsilik olarak,

"asagi-kiimedir") denir.
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Not 1.21 Agac siralamasina gore, 7" nin kokii en kiigiik elemandir ve 7" nin yapraklari

maksimal elemanlardir. Ayrica, bir kenarin u¢ koseleri karsilagtirilabilirdir.

Not 1.22 v € T olsun. Bu durumda, v nin alt-kapanis1 bir zincirdir, yani bu kiimedeki
herhangi iki eleman karsilastirlabilirdir:

x,y € [v] olsun. Bu durumda, x < v ve y < v dir. Bu nedenle, x € rTv ve y € rTv dir.
Bu sebeple, 7' nin herhangi iki kosesi arasinda tek bir yol oldugundan ve ayrica x,y €

rT'v oldugundan, x € rT'y veyay € rTx dir. .z < y veyay < z dir.

Tanim 1.40 Bir x kosesinin "yiiksekligi" r7T'x yolunun uzunlugudur. 7' agacinin "k.

seviyesi", yiiksekligi k£ olan tiim koselerin kiimesidir.

Tammm 1.41 G bir graf, 7' C G bir kokli agag olsun. P, G icindeki herhangi bir 7'—yolu,
ayrica x ve y, bu yolun ucg koseleri olsun. Eger (aga¢ siralamasina gore) x < y veyay < ©

ise, T" agacina G i¢inde "normal"dir denir.

Not 1.23 T, (G igcinde geren bir agag olsun. Bu durumda, 7" agac1 G i¢inde normaldir <
"Eger zy € E(G) ise, T iginde x < y veya y < x dir'":

Oncelikle, T' nin normal bir agac olmasi icin gerek ve yeter sart G icindeki herhangi bir
T'—yolunun ug¢ koselerinin, 7" icindeki agag¢ siralamasina gore karsilagtirilabilir olmasidir.
Ikincisi, 7 nin G grafim germesi igin gerek ve yeter sart V(T') = V(G) olmasidir.

(=) T nin G i¢inde normal oldugunu kabul edelim. zy € E(G) olsun.

Durum 1: Eger xy € E(T) ise, x < y veyay < z dir.

Durum 2: Eger xy ¢ E(T) ise, xy kenar1 G i¢inde bir 7'—yoludur. Bu nedenle, 7" agac1
G grafi icinde normal oldugundan, = < y veya y < x dir.

(<) Eger zy € E(G) ise, T i¢inde z < y veya y < x oldugunu kabul edelim. 7" agac1
G grafin1 gerdiginden, G i¢indeki herhangi bir T'—yolu, bir e € F(G) — E(T) kenaridir.
Bu sebeple, 7' nin normal oldugunu géstermek igin, herhangi bir e = zy € E(G) —
E(T) kenarmin ug noktalarinin kargilagtirilabilir oldugunu gostermek yeterlidir. Simdi,
e =uzy € E(G) — E(T) olsun. Bu durumda, e = zy € E(G) oldugundan, hipotezden, T’

icinde z < y veyay < x dir. .. T, G i¢inde normaldir.
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Ornek 1.16 Sekil 1.17 de, bir G grafi ve bu grafin kokii 7 olan bir 7' normal geren agaci

gosterilmigtir. (7" agacinin kenarlar1 koyu ¢izilmistir.)

Sekil 1.17 Bir G grafi ve G nin kokii 7 olan bir 7" normal geren agaci (Diestel 2017)

Bir GG grafinin yapisin, i¢indeki bir 7" normal agacini1 kullanarak anlayabiliriz, ¢iinkii G

grafi, T" agacinin ayirma 6zelliklerini yansitir:

Lemma 1.1 G bir graf, T' C G bir agag olsun. T nin G icinde normal oldugunu ve x,y
nin T nin herhangi iki kosesi oldugunu kabul edelim. Bu durumda:

(1) [z] N [y] kiimesi, G icinde x ve y koselerini ayirir.

(1) S CV(T) olsun. Ayrica, T nin bir geren agag oldugunu ve S nin alt-kapali oldugunu
kabul edelim. Ayrica, U = {z : z,T — S iginde bir minimal elemandir} olsun. Bu

durumda, z € U olmak iizere, | z| kiimeleri, G — S grafinin bilegenlerini gerer. B

Bu alt boliimii, bir baglantili G grafinda bir normal geren agacin var oldugunu garanti

eden bir Onerme ile bitirelim:

Onerme 1.9 G bir baglantli graf ve v, G nin bir kosesi olsun. Bu durumda, G nin kokii

r olan bir T' normal geren agaci vardir. B
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1.5 iki Parcah Graflar

Tanim 1.42 r > 2 bir tamsay1 ve G = (V, E) bir graf olsun. Eger G nin koge kiimesi
olan V' nin r siif iceren bir ayrisimi varsa dyle ki aym simiftaki iki kose arasinda kenar
yok ise, yani herhangi bir kenarin iki ucu farkli siniflarda ise; bu durumda G, "r—pargali
graf"’ olarak adlandirilir. Boyle bir ayrisimdaki kiimelerin / siniflarin her birine, bir "parca

kiime" denir. Bir 2—parcal1 graf, "iki-parcali" graf olarak adlandirilir.

Tamim 1.43 G bir r—pargali graf olsun. Eger farkli parcalardaki her iki kose arasinda
bir kenar var ise, G ye bir "r-pargali tam graf" denir. Eger r yi zikretmezsek, GG grafi bir

"coklu-parcali tam graf" olarak adlandirilir.

.....

n, grafi basit¢e /] biciminde gosterilir.

-----

Dikkat edilirse, eger bir K" tam grafinin her bir kosesi, s tane kdge iceren bagimsiz bir
kiime, yani herhangi bir kenar icermeyen ve sadece s tane kose iceren bir kiime ile degis-

tirilirse, K grafi elde edilir.

Ornek 1.17 Sekil 1.18 de iki tane 3—parcali graf verilmistir. Dikkat edilirse, sagdaki

graf, diizgiin sekizylizlii K nin bir ¢izimidir.

.'//‘.

Kia2=K3

Sekil 1.18 3—parcali iki graf 6rnegi (Diestel 2017)

Ornek 1.18 Sekil 1.19 da, K. 33 = K2 iki parcali tam grafinin ii¢ farkli ¢izimi verilmisgtir.
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G \\ / \\ frf
Sekil 1.19 K3 3 = K?Z iki pargali tam grafinin ii¢ farkli ¢izimi (Diestel 2017)

Tamm 1.44 Bir K ,, grafi "yildiz" olarak isimlendirilir. Tek kose igceren pargali kiime-

deki koseye de yildiz grafin "merkezi" denir.

Simdi, bir iki par¢ali grafi tam olarak karakterize eden bir dnerme verelim:

Onerme 1.10 G = (V, E), en az iki kose iceren bir graf olsun. Bu durumda: "G iki

parcalidir < G, herhangi bir tek cevrim, yani uzunlugu tek olan bir cevrim icermez’.

Ispat.

(=) G iki pargali bir graf olsun. Bu durumda, GG herhangi bir tek ¢evrim icermez, ¢iinkii
herhangi bir ¢cevrimin komsu koseleri farkli parga kiimelerinde olmak zorundadir.

.. Bir ¢cevrimin uzunlugu cift olmalidir.

(<) G nin herhangi bir tek ¢evrim icermedigini kabul edelim. Oncelikle, genellemeyi
bozmaksizin, G nin baglantili oldugunu kabul edebiliriz, ¢iinkii GG iki parcalidir ancak ve
ancak G nin bilegenlerinin her biri iki parcalidir veya tek bir kdseden ibarettir.

T, G nin kokii r olan bir geren agaci olsun. <7, V' = V(G) iizerindeki karsilik gelen
agac-siralamasi olsun. Simdi, her bir n € V ig¢in, tek bir v7'n yolu vardir ve bu yolun
uzunlugu ya tektir ya da cifttir.

A ={n € V : rTn yolunun uzunlugu tektir} ve

B = {n € V : rT'n yolunun uzunlugu ¢ifttir} olsun.

Bu durumda, A ve B kiimeleri bogtan farklidir: Eger n, r kokiiniin bir komsusu ise, n € A
dir; r € B dir. Ayrica, AN B = () oldugu asikardir. G nin, parca kiimeleri A ve B olan
bir iki-par¢ali kiime oldugunu ispat edecegiz. ¢ = ny € E(G) olsun.

Durum 1. e € T oldugunu kabul edelim ve diyelim ki n <p y olsun. Bu durumda,
rT'y = rTny dir.

. n ve y koseleri farkli parca kiimelerindedir, ¢iinkii 77'n yolunun uzunlugu tektir (kar-
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silik olarak, cifttir) < rT'ny = rT'y yolunun uzunlugu c¢ifttir (karsilik olarak, tektir).
Durum 2. e ¢ T oldugunu kabul edelim. Bu durumda, C, := nT'y + e bir ¢evrimdir (ve

hipotezden uzunlugu cifttir) (Sekil 1.20 yi inceleyiniz).

o oo 0 o
* 3‘1; \."
o}

Sekil 1.20 T + e grafi ve igindeki C' ¢evrimi (Diestel 2017)

Simdi, Durum 1°den, n'T"y yolu iizerindeki koseler sira ile degismeli olarak A ve B parca
kiimelerine aittirler.

‘. C, nin uzunlugu hipotez geregi cift oldugundan, n7Ty = C, — e yolunun uzunlugu
tektir, yani n’7'y yolunun ¢ift sayida kosesi vardir.

. n ve y koseleri farkli parca kiimelerine aittirler. m
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2. DUZLEMSEL GRAFLAR

Bir grafi bir diizleme, herhangi iki kenari, ortak u¢ noktalar1 haricinde, herhangi bir diger

noktada kesismeyecek sekilde ¢izebilir miyiz?

Tanim 2.1 Diizleme, kenarlarinin kesisim kiimesi sadece u¢ noktalar olacak sekilde cizi-
lebilen graflara "diizlemsel graflar"; boylesi bir grafin diizlemdeki bir ¢izimine de "diizlem

graf" denir .

Bu boliimde de, hem diizlem ve hem de diizlemsel graflar1 ve bu ikisi arasindaki iliskiyi

calisacagiz: Bir soyut diizlemsel graf diizleme esas itibariyle kag farkl sekilde cizilebilir?

Alt Boliim 2.1°de, bazi temel topolojik kavramlar1 ve teoremleri bir araya getirdikten
sonra, Alt Boliim 2.2°de, diizlem graflarin yapisal ozelliklerini ¢alismaya bagslayacagiz.
Alt Boliim 2.3’de, aym grafin iki ¢iziminin nasil birbirinden farkl olabilecegini inceleye-
cegiz. Bu alt boliimiin baglica sonucu, topolojik acidan, 3—baglantili diizlemsel graflarin,
esas itibariyle tek bir ¢izimlerinin oldugu gercegidir. Sonraki iki alt boliim, bir soyut grafin
hangi sartlar altinda diizlemsel oldugu ile ilgili klasik diizlemsellik kriterlerinin ispatla-
rina ayrilmistir. Bu boliimii, graflarin cebirsel, renklendirme ve akis ozellikleri ile cok

ilgin¢ baglantilar1 olan "diizlem dualitesi" iizerine bir alt boliimle tamamlayacagiz.

Bir graf cizilirken geleneksel olarak, koseleri, Oklid diizlemindeki noktalarla ve kenarlari,
bu noktalar1 birlestiren egrilerle temsil edilir 6yle ki iki farkli egri sadece ortak u¢ nokta-
larindan birlesebilirler. Bunula birlikte, gereksiz bazi topolojik karisikliklardan kacinmak
icin, biz sadece, parcali lineer olan egrilerle ¢alisacagiz. Ki herhangi bir ¢izimdeki egri-
lerin bu sekilde dogrusal hale getirilebilecegini gostermek zor degildir ve bu sebeple, iki

yaklasim da ayn1 yere varir.
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2.1 Temel Topolojik Kavramlar

Bu alt bolimde, daha sonra ihtiya¢ duyacagimiz bazi temel topolojik tanim ve gercek-
leri kisaca gozden gecirecegiz. Biitiin bu gerceklerin kolay ve iyi bilinen ispatlar1 bircok
kaynakta bulunabileceginden ve bu ispatlar graf teori icermediginden, burada mevzuba-
his ispatlar verilmeyecektir. Tam olarak bizim amacimiz, ihtiyacimiz olan ve fakat bilinen
ispatlarin1 yapmak istemedigimiz topolojik gercekleri, derli toplu bir sekilde bir araya top-
lamaktir. Bunun sonrasinda, diger alt boliimlerde gorecegimiz tiim ispatlar, burada ifada
edecegimiz tanim ve teoremlerden dogrudan elde edilecektir. Bu sebeple, bu alt béliimde
sunulan igerik, sonraki alt boliimlerde verilecek ispatlardaki elementer topolojik argiiman-
larin miimkiin oldugunca minimum seviyede tutulmasina yardimci olacaktir. Bir topolojik
uzayin herhangi bir alt kiimesi tizerindeki topoloji, her zaman "alt uzay topolojisi" olarak

alinacaktir.

Tamm 2.2 Oklid diizleminde bir "dogru parcas1", R? nin, p, ¢ € R? farkli noktalar olmak
iizere, {p+ A(¢—p) | 0 < A\ < 1} formumdeki bir alt kiimesidir. Sonlu sayida dogru par-
casinin bir birlesimi olan ve R?’de orijinden bir birim uzakliktaki noktalarin olusturdugu
S1 birim ¢emberine homeomorfik olan, R? nin bir alt kiimesine bir "poligon" denir. Sonlu
sayida dogru pargasinin bir birlesimi olan ve [0, 1] kapali birim araliga homeomorfik olan,
R? nin bir alt kiimesine, bir "poligonal yay" denir. Bdylesi bir homeomorfizm altinda, 0
ve 1 noktalarinin goriintiileri, bu poligonal yayin "u¢ noktalar1" olarak adlandirilir ve bir
poligonal yay ug¢ noktalarim "(birbirine) baglar" veya "birlestirir". Genellikle, kolaylik ol-
masi agisinden, "poligonal yay" yerine, sadece "yay" kelimesini kullanacagiz. Eger P, x
ve y koseleri arasinda bir yay ise, P \ {x, y} nokta kiimesi, P nin "i¢i" olarak adlandirilir

ve P biciminde gosterilir.
Not 2.1 Yaylar ve yaylarin sonlu birlesimleri, [0, 1] kapali araliginin siirekli bir fonksiyon

altindaki goriintii kiimeleri olduklarindan, "kompakt" kiimelerdir. Bu sebeple, R? icinde

"kapali" dirlar ve dolayisiyla R? icindeki tiimleyenleri "agik" tir.

Tanim 2.3 O C R? herhangi bir acik kiime olsun. O iginde bir yay ile birlestirilebiliyor
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olmak, O iizerinde bir denklik bagintisi tanimlar. Kargilik gelen denklik siniflar1 yine agik

kiimelerdir ve O nun "bolgeleri" olarak adlandirilirlar.

Tanim 2.4 X C R? bir kapali kiime, © C R? bir acik kiime ve O, O nun bir bolgesi
olsun . Eger O\ X birden ¢ok bolgeye sahip ise, X kiimesi Okiimesini "ayiriyor" denir.

Tamm 2.5 X C R? bir kiime olsun. Her komsulugu hem X kiimesini ve hem de R? \ X
tiimleyen kiimesini kesen, tiim y € R? noktalarmin kiimesine, X in "sinir1" denir. Dikkat

edilirse, eger X acik ise, sinir1 R? \ X tiimleyeninin alt kiimesidir.

X sonlu sayida noktanin ve sonlu sayida yayin birlesimi olmak iizere, R? \ X agik kiime-
sinin alt kiimesi olan bir O boélgesinin iki onemli 6zelligi vardir. Birincisi erigilebilirlik:
Eger z € X noktasi, O kiimesinin bir sinir noktasi ise,  noktasi, O igindeki bir noktaya
tiim i¢ noktalar1 O i¢inde kalan bir dogru parcasi ile baglanabilir. Bunun sonucu olarak, O
nun sinirindaki herhangi iki nokta, tiim i¢ noktalar1 O i¢indeki kalan bir yay ile birbirine
baglanabilir. O nun sinirinin ikinci 6nemli 6zelligi ise, O agik kiimesini, R? nin kalanin-
dan ayiriyor olmasidir. Gereekten de eger ¢ : [0,1] — P C R? herhangi bir siirekli
fonksiyon dyle ki (1) ¢ O ise , bu durumda, y := inf{z | ¢(x) ¢ O} olmak iizere , P
yay1 , O nun smirini en azindan o(y) noktasinda keser, ki bu nokta P nin , R? \ O daki

"ilk noktasidir".

Teorem 2.1 (Poligonlar i¢in Jordan Egri Teoremi) Her P C R? poligonu icin, R* \ P

kiimesi tam olarak iki bolgeye sahiptir. Bu iki bolgenin de sinirt P poligonudur.

Jordan Egri Teoremini kullanilarak, simdi ifadesini vereceg§imiz lemmanin ispatini yap-

mak zor degildir.

Lemma 2.1 Py, P,, P5, ayni u¢ noktalar: birlestiren ve u¢ noktalar: haricinde ayrik olan
ii¢c yay olsun. Bu durumda:

(i) R?\ (P, U P, U P3) tam olarak ii¢ bolgeye sahiptir ve bii bélgelerin sinirlart, Py U Py,
P, U Pyve P U Ps dir.
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(17) Eger P, P bolgesindeki bir nokta ile 23 bolgesindeki bir noktayt birlestiren ve ici,
R?\ (P, U P3) bélgesinin alt kiimesi olan bir yay ise PN Py # 0 dir (Sekil 2.1).

Bir sonraki lemma, bir yayin diizlemi ayirmadigini soyleyerek Jordan Egri Teoremini

tamamlamaktadir. Sonradan daha kolay uygulanabilmesi amaciyla, bu gercegi biraz daha

genel bir bicimde ifade edecegiz:

Lemma 2.2 X, X, C R?, her ikisi de sonlu sayida nokta ve sonlu sayida yaydan olusan
iki ayrik kiime; P, X, icindeki bir nokta ile X, icindeki bir noktay: birbirine baglayan
ve ici, R? \ (X, U X5) nin alt kiimesi olan bir O bolgesinde uzanan bir yay olsun. Bu
durumda, O \ P, R*\ (X, U P U X5) nin bir bolgesidir (Sekil 2.2).

ks 5
%
) -
{ II.' /

Sekil 2.1 Lemma(i7) de verilen yaylar (Diestel 2017)

@,f’/\ {j{ -/_/_/.
. O .
X1 X

Sekil 2.2 P yay1, R? \ (X; U X3) nin O bélgesini ayirmaz (Diestel 2017)

Son olarak, Alt Boliim 2.3 de graf ¢izimlerinin denklik kavrami ele alinirken tek bir sefer

kullanilacak olan bazi terim ve gergekleri verecegiz.
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Her zaman oldugu gibi , S™, R""! i¢inde, orijinden uzakligi 1 birim olan noktalarin kii-
mesini, yani n-boyutlu kiireyi gostersin. 2-kiireden, "kuzey kutbunun", yani (0,0,1) nokta-
sinin ¢ikarilmig hali diizleme homeomorfiktir. Bdylesi belirli bir homeomorfizm (6rnegin,

stereografik izdiigiim) 7 : S?\ {(0,0,1)} — R? segelim.

Tamm 2.6 P C R? bir poligon ve O, R? \ P nin smirh olan bolgesi olsun. C' :=
n~1(P), S? lizerinde bir "¢ember"; 77 1(O) ve S* \ 771 (P U O), S? \ C nin "bolgeleri"

olarak adlandirilir.

Bu alt béliimiin son sonucu, amaglarimiz dogrultusunda uyarlanmis, Jordan ve Schoenf-

lies’e ait olan teoremdir:

Teorem 2.2 ¢ : C; — C,, S? iizerindeki iki cevrim arasinda bir homeomorfizim; Oy,
S2\ C} in bir bolgesi ve Oy, S*\ Cy nin bir bolgesi olsun. Bu durumda , o , bir C;UQO; —

Cs U Oy homeomorfizmine genisletilebilir.
2.2 Diizlem Graflar

Tanim 2.7 (V, E), sonlu kiimelerin bir ¢ifti olsun. Yine V' nin elemanlar1 "koseler" ve £
nin elemanlar1 "kenarlar" olarak adlandirilir. Eger :

i)V C R%

i1) Her kenar koseler arasinda bir yay;

(

(

(7i7) Farkli kenarlar farkli u¢ nokta kiimelerine sahip;

(1v) Bir kenarin igi, bir diger kenarin herhangi bir kgesini ve noktasini igermiyor ise,
(

V, E) ciftine bir "diizlem graf" denir.
Bir diizlem graf (V, E'), dogal bir sekilde, V' iizerinde bir GG grafi tamimlar. Herhangi bir
karigiklik olmadigi miiddetge, bu soyut grafin ismi olan G yi, (V) F) diizlem grafi veya

V U |J E nokta kiimesi igin de kullanacagiz. Aym sekilde, soyut kenarlar ve diizlem ke-

narlar, altgraflar vesaire icin de benzer gosterimler kullanmaya devam edecegiz.
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Tanim 2.8 G, bir diizlem graf olsun. R? \ G nin bolgelerine, G nin "yiiz"leri denir. Bir
grafin yiizleri, R? nin acik kiimeleridir. Bu sebeple, herhangi bir yiiziin simr1 G nin alt
kiimesidir. G' grafi sinirh oldugundan, yani yeterince biiyiik bir D diskinin i¢inde uzan-
digindan; yiizlerinden tek bir tanesi sinirsizdir ve o da R? \ D yi igeren yiizdiir. Bu yiiz,
G nin "dig yiizii", diger yiizler ise G nin "i¢ yiizleri " olarak adlandirilir. G nin yiizlerinin

kiimesini F'(G) ile gosterecegiz.

Diizlem graflarin yiizleri ve altgraflar1 arasinda agikar bir baglanti vardir:

Lemma 2.3 G, bir diizlem graf , f € F(G) bir yiizve H C G bir altgraf olsun.
(1) H altgrafimin f yi iceren bir f' yiizii vardur.
(1i) Eger f nin sumrt H grafi icinde kalvyor ise, f' = f dir.

ispat.

(i) Asikar bir sekilde, f C R? \ G yiiziindeki noktalar, R? \ H icinde de denktirler.
(r,y € f & x ve y noktalan1 f icinde kalan bir yay ile birlestirilebilirler. = H C G
oldugunda, = ve y noktalari, R? \ H i¢inde kalan bir yay ile birlestirilebilir. = x ve v,
H nin aym yiiziine aittirler.) f’, R? \ H nin, f yiiziindeki noktalar1 iceren denklik sinifi
olsun.

(¢i) Karsit tersini ispat edelim. f' # f olsun. Bu durumda, f ¢ f’ oldugundan, /' ¢ f,
yani f"\ f # () dir. Bu sebeple, f ve f\ f’ arasindaki her yay, f nin siir1 X i keser. Bu
nedenle, f’ i¢indeki boyle bir yay tizerinde bulunan X in sinirina ait nokta(lar), H grafina

ait olamaz (giinkii R? \ H nin i¢indedir(ler)). Bu yiizden , X ¢ H dir. m

Bu alt boliimiin saglamay1 amacladigi, diizlem graflara (basit fakat) 6zenli bir girisin te-
mellerini atmak i¢in; simdi bir kez daha, tamamiyla diizlemin elementer topolojisi ile
alakal asikar bir gercegi ifade edelim: Bir diizlem grafin bir yiiziiniin sinir1, her zaman G

nin bir ait grafidir; 6rnegin, bir yarim kenar degildir.

Bir sonraki lemma, bu gercegi ve diizlem graflarin benzer bicimde agikar olan iki 6zelli-

gini ifade etmektedir:
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Lemma 2.4 G bir diizlem graf ve e, G nin bir kenart olsun. Bu durumda :

(i) Eger X, G nin bir yiiziiniin stmrt ise, ya e C X dir yada X N é = () dir.

(1i) Eger e, bir C' C G ¢evriminin iizerinde ise; bu durumda e, G nin tam olarak iki
yiiztiniin stmirindadir ve bu iki yiiz, C' nin farkl yiizlerinin icinde uzanmaktadir.

(1ii) Eger e kenarini iceren hi¢bir ¢evrim yok ise; bu durumda e, G nin tam olarak bir

yiiziiniin stmirindadir
Sonug 2.1 Bir yiiziin siniri, her zaman bir altgrafin nokta kiimesidir.

Tanmim 2.9 Nokta kiimesi, bir f yiiziiniin sinir1 olan G nin altgrafina, f nin "sinir1" adi ve-
rilir ve bu altgraf f yi "sinirlandirtyor” denir, G [ f] bigiminde gosterilir. Bir yiiz, sinirinin

kenarlar1 ve koseleri ile "baglhidir" denir.

Not 2.2 Iki 6nceki lemmanin (ii) kismindan, G nin her yiizii aym1 zamanda smirinin bir

yiiziidiir. Bu gergegi, ilgili ispatlarda siklikla kullanacagiz.
Teorem 2.3 Bir diizlem ormanminin tam olarak tek bir yiizii vardir.

Tek bir istisnayla, bir diizlem grafin farkl yiizleri farkli sinirlara sahiptirler:

Lemma 2.5 Eger bir diizlem grafin sinirlart ayni olan iki yiizii var ise, bu graf bir ¢cev-

rimdir.

ispat. G, bir diizlem graf ve H C G, G nin birbirinden farkli f; ve f5 yiizlerinin sinirt
olsun. f; ve fo, H nin de yiizleridir; bu sebeple, bir 6nceki teoremden, H bir C' ¢cevrimi
icerir. (Eger H higbir cevrim icermeseydi, bir orman olurdu. Fakat 6nceki teoremden, bir
ormanin tek bir yiizii oldugunu biliyoruz.) Bir dnceki lemmannin (éi) kismindan, f; ve
f2 ytizleri C' nin farkli yiizleri i¢inde uzanirlar. H altgrafinin tamami f; ve fo yiizlerinin
sinir1 oldugundan, H = C' dir:

Diyelim ki H # C, yani C' ;Cé H olsun. Bu durumda, H nin C' ¢evriminde olmayan bir
kose veya bir kenar1 vardir. Fakat bu durumda, bu kose veya kenar, C' nin iki yiiziinden

birisinde olacagindan ve f;, f, yiizleri C' nin farkli yiizleri i¢inde bulunduklarindan, bu
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kose veya kenar, kendisiyle ayni1 tarafta olmayan yiiziin sinir1 iizerinde olmayacaktir. Ki
bu bir celigki verir. Bu sebeple, H = C' dir ve fi, f>, C nin farkli yiizleridir. C' nin sadece
iki yiizii oldugundan, f; U C' U f, = R? dir ve bu nedenle, G = C dir. =

Teorem 2.4 Bir 2-baglantili diizlem grafta, her yiiz bir cevrim tarafindan sinirlandirilir.

Bir 3—baglantili diizlem grafta, yiiz sinirlar1 olan ¢evrimleri, tamamen kombiratorik te-

rimlerle tanimlayabiliriz:

Teorem 2.5 Bir 3—baglantili diizlem grafin yiiz sinirlar: tam olarak, bu grafin ayrilma-

yan indiike ¢evrimleridir.

Tanim 2.10 G, bir diizlem graf olsun. Eger (G grafina yeni bir kenar ekleyerek,
V(G') = V(G) olmak sartiyla (yani yeni bir kose eklemeksizin), G’ 2 G olacak sekilde
bir diizlem graf elde edilemiyor ise; G, bir "maksimal (diizlem)" graftir denir. Eger G nin
(dis yiizii dahil) her yiizii bir iiggen tarafinden sinirlandirilmis ise, G grafi bir "diizlem

ticgenleme" olarak adlandirilir.

Teorem 2.6 G, en az ii¢ kose iceren bir diizlem graf olsun. Bu durumda:

G bir maksimal diizlem graftir < G bir diizlem iicgenlemesidir.

Bir sonraki teoremde diizlem icin en basit formunda ifade edecegimiz Euler’in klsik so-
nucu, graf teori ve topolojinin ortak kdkenlerinden birisini gdstermektedir. Teorem, bir
diizlem grafta, kose, kenar ve yiiz sayilarini iligkilendirmektedir: Dogru isaretlerle ali-
nirsa, bu sayilarin toplami her zaman 2 dir. Euler teoreminin genel hali, diger yiizeyler
tizerinde alinmis (yani diger ylizeylere katistirilmis) graflar icin de aym gercegi ifade
eder: Elde edilen toplam her zaman bir sabit sayidir ve bu sabit say1 sadece yiizeye bag-
lidir, grafa bagh degildir. Ayrica bu sayi, farkli (yonlendirilebilir kapali) yiizeyler i¢in
farklidir. Bu sebeple, boylesi iki ylizey, iizerlerine katistiritlmis graflarin bir basit aritme-

tik degismeziyle ayirt edilebilirler.
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Teorem 2.7 (Euler Formiilii) G, n kosesi, m kenart ve € yiizii olan bir baglantili diizlem
graf olsun. Bu durumda:

n—m+4¥=2

esitligi saglanir.

Ispat. n yi sabit tutalim ve m iizerinden tiimeverim uygulayalim. m < n — 1 icin, G
baglantilt oldugundan m = n — 1 dir, yani G bir agactir. Bu sebeple, bir agacin tek bir
yiizil oldugundan, iddia ispatlanmis olur.

Simdi m > n olsun. Bu durumda, G nin bir ¢evrim iizerinde olan bir e kenar1 vardir.
G := G — e olsun. e kenari, G grafinin tam olarak iki f;, fo yliziiniin sinir1 {izerinde

bulundugundan ve ¢ igindeki tiim noktalar, R? \ G’ de birbirine denk olduklarindan, G’

grafinin € nokta kiimesini i¢eren bir f. yiizii vardir. Simdi:

F(G)\ {fi. o} = F(G)\{f} ()

oldugunu gosterelim. Bu durumda, G grafi, G grafindan tam olarak bir eksik yiiz ve bir
eksik kenar icerdiginden, G grafi icin tiimevarim hipotezi iddianin dogrulugunu ortaya
koyar.

(%) in bir ispat1 i¢in, once f € F(G)\ { f1, f2} verilsin. Bu alt boliimiin ikinci lemmasinin
(7) kismindan, e bir yiiziin sinirina ait veya ait olmadigr bir sinirla iginin kesigimi bog
kiime oldugundan, f yiiziiniin simur1 G[f] € G\ é = G’ dir. Bu sebeple, bu alt boliimiin
ilk lemmasinin (74) kismindan, f € F(G") dir. Asikar bir sekilde f # f. oldugundan, (*)
esitlignde, (C) bagintis1 gosterilmis olur.

Karsit olarak, f € F(G') \ {f.} verilsin. Asikar bir sekilde, f* # fi, fove f Né = ()
dir. ( Ciinkii e, f; ve f» nin siir1 iizerindedir ve é C f, dir.) Bu sebeple, (f, G =G —e
nin bir yiizii ve f N é = () oldugundan,) f yiizii icindeki herhangi iki nokta, R? \ G
kiimesi i¢indedir ve birbirlerine denktirler. Bu sebeple, G grafinin f yiiziinii iceren bir f
yiizii vardir. Bununla birlikte, bu alt boliimiin ilk lemmasinin () kismindan, f, G’ grafinin
bir " yiiziiniin icinde uzanir. Bu nedenle, f C f C f" dir. Diger yandan, f ve f , G’
grafinin iki yiizii olduklarindan, f* = f = f" elde edilir. Bu sebeple, f € F(G) dir, yani

(x) esitliginde, (2) bagintist da gosterilmis olur. m
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Sonug 2.2 Kogse sayist n > 3 olan bir diizlem graf en fazla 3n — 6 tane kenar icerir. n

kose iceren her diizlem ticgenlemesinde tam olarak 3n — 6 tane kenar vardir.

Ispat. iki 6nceki teoremden, ikinci iddianin dogrulugunu gostermek yeterlidir. Bir diizlem
ticgenlemesi G de, her yiiziin sinir1 tam olarak {i¢ kenar icerir ve bu alt boliimiiniin ikinci
lemmasinin (i7) kismindan, her kenar tam olarak iki yiiziin sinirma aittir. Bu sebeple,
kenar kiimesi {ef | ¢ C G[f]} olan, E(G) U F(G) tizerindeki iki pargali grafin tam
olarak 2|E(G)| = 3|F(G)| kenar1 vardir. (Ciinkii her bir kenar iki yiiziin simirma aittir
ve her bir yiiziin sinirt bir tiggendir.) Simdi bu esitlige gore, Euler formiiliinde, ¢ yerine
2m /3 yazarsak, istenilen sonucu elde ederiz:
2m

n—m—i-?:2<:>3n—3m+2m:6<:>m:3n—6. [}

Euler formiilii, baz1 graflarin diizlem graf olamayacagin1 gostermek icin kullanilabilir:

Ornek 2.1 K° tam grafi bir diizlem graf degildir:
K?® in kenar sayis1 m = (g) = 10 ve 10 > 3.5 — 6 dir. Yani K® in kenar say1si, onceki

sonugta verilen sinir1 agsmaktadir. Bu sebeple. K° bir diizlem graf olamaz.

Ornek 2.2 K 3.3 1ki pargal1 tam grafi da bir diizlem graf degildir:

Diyelim ki K33 bir diizlem graf olsun. K33, 2—baglantili oldugundan ve fakat ticgen
icermediginden, K3 3 grafinin her yiizii, uzunlugu > 4 olan bir ¢evrim ile simirhidir. Bu
sebeple, her bir kenar tam olarak iki tane yiiziin sinirinda uzandigindan, 2m > 4/ dir.
(Her sinir, uzunlugu > 4 olan bir ¢cevrim oldugundan sinirlardaki kenarlarin toplam sayisi
> 4/ dir.) Bu nedenle, Euler formiiliinde, m = n+/¢—2 oldugundan, 2m = 2n+2(—4 <
2n +m — 4, yani m < 2n — 4 esitsizligi elde edilir. Fakat K33 de, m =9 > 2.6 — 4 dir.

Bu sebeple, K3 3 bir diizlem graf olamaz.

Asikar bir gekilde, K° ve K33 birer diizlem graf olmadiklarindan, bu iki grafin

alt-boliimlenmeleri de bir diizlem graf olamaz:

Sonug 2.3 Bir diizlem graf, ne K° tam grafimi ve ne de K3 3 iki parcali tam grafini bir

topolojik minorii olarak iceremez.
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Sasirtic1 bir sekilde, diizlem graflarin bu basit 6zelligi, diger tiim graflar arasinda onlar1
tanimlamaktadir: Alt boliim 4.4 de aciklandig gibi, "herhangi bir graf diizleme (kenarlari
kesismeyecek bigimde) ¢izilebilir ancak ve ancak bu graf (topolojik) K* veya K3 3 minorii

icermez".

Not 2.3 Bir X grafinin bir "alt-boliimlenmesi", bu grafin baz1 veya tiim kenarlarina yeni
koselerin yerlestirilmesiyle alt-boliimlenmesinden elde edilen graftir. Diger bir ifadeyle,
X grafinin baz1 kenarlari, u¢ noktalart bu kenarlarin u¢ noktalari olan ve i¢ kdselerinin
higbirisi V(X)) i¢inde veya bir diger yeni yol iizerinde olmayan yollarla degistirilirse,
elde edilen yeni graf X in bir "alt-boliimlenmesidir".

G, X in bir alt-boliimlenmesi olsun. G i¢indeki, X in orijinal koselerine, "dal koseleri";
diger koselere, "alt-boliimlenme koseleri” denir. Dikkat edilirse, alt-boliimlenme kogsele-
rinin her birinin derecesi 2; dal koselerinin dereceleri ise, X deki dereceleri ile aymidir.
Eger bir Y grafi, X grafinin bir alt-boliimlenmesi olan bir GG grafini bir altgrafi olarak

iceryor ise; X, Y nin bir "topolojik mindriidiir" denir (Sekil 2.3).

Sekil 2.3 GG, X in bir alt-bol. ve X, Y nin bir top. minoriidiir (Distel 2017)

Benzer sekilde, X grafinin = koselerini, ayrik baglantili GG, graflariyla ve X grafinin xy
kenarlarini, G, — G, kenarlarinin bostan farkli alt kiimeleriyle yer degistirirsek, bir G grafi
elde ederiz. Daha kesin ve net bir sekilde ifade edersek: G garafinin koseler kiimesinin
bir {V, | x € V(X)} ayngimu vardir 6yle ki V, kiimelerinin her biri baglantilidir ve
birbirinden farkli x,y € X koseleri, X icinde komsudur ancak ve ancak GG grafi bir
Ve — V,, kenar igerir. Bu durumda, V, kiimelerine, G' nin "dal kiimeleri" denir. Kargit
olarak, X grafi, G grafindan, G, altgraflarinin "biiziilmesiyle" elde edilir denir ve X grafi,

G nin bir "biiziilme minorii " olarak adlandirilir. Eger bir Y grafi, X grafinin bir biiziilme
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minoril oldugu bir G grafin1 bir altgrafi olarak igeriyor ise; X, Y nin bir "minoriidiir"
denir ve X < Y biciminde gosterilir. Ayrica G grafi, X in Y iginde bir "modeli" olarak

adlandirilir.

Sekil 2.4 G, X in Y i¢inde bir modelidir; X, Y nin bir minoriidiir (Distel 2017)

2.3 Cizimler

Tammm 2.11 Bir (soyut) G grafi ile bir H diizlem grafi arasindaki bir izomorfizmaya,
G nin diizleme bir "karistirlmasi” veya bir "diizlemsel katistirma" ve H ye G grafinin
bir "¢izimi" denir. (G ve H graflarinin kogelerini ve kenarlarin1 gosterimsel olarak ayirt

etmeyecegiz).

Bu alt boliimde, bir grafin iki diizlemsel katistirmasinin nasil birbirinden farkli olabile-
cegini inceleyecegiz: Bir diizlem graf G nin, p : G — H ve p : G — H gibi iki
katistirmasinin benzerligini nasil 6l¢meliyiz? Bunu yapmanin bir agikar yolu, soyut graf-
lar olarak H ve H' graflari arasindaki o := p' o p~' kanonik izomorfizmasini ele almak
ve bu izomorfizmanin, bu iki grafin diizlemdeki konumlarini ne kadar korudugunu sorgu-
lamaktir. Ornegin, o izomorfizmasi diizlemin basit bir dosnmesine karsilik geliyorsa, bu
durumda p ve p’ katistirmalaini, G nin gergekten de farkli ¢izimleri olarak degerlendirmek

cok da makul degildir.

Yiiz kiimeleri F(H) =: F ve F(H') =: F' olan, H = (V,E) ve H = (V', E') diizlem
graflar1 arasindaki herhangi bir soyut o : V' — V' izomorfizmasini ele alarak baslayalim
ve o nin, H ve H' niin diizlem graflar olarak ozelliklerini ne derece korudugunu dlgmeye

calisalim. Bunun i¢in asagidaki ii¢ degerlendirme ol¢iitii Onerilecek ve ardindan bircok
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graf igin bu dl¢iitlerin uygun oldugu gosterilecektir. Ozel olarak, bir 6nceki paragrafta ele

1

aldigimiz ¢ = p' o p~' izomorfizmasina uygulandiginda, ii¢ Slgiitiin hepsi birden, bir

3—baglantili grafi ¢izmenin esas itibariyle tek bir yolu oldugunu sdylemektedir.

o (soyut) izomorfizmasinin, H ve H graflarinin diizlem ozelliklerini ne kadar iyi koun-
dugunu 6l¢mek i¢in ilk Olgiitiimiiz, belki de en dogal olanidir. Sezgisel olarak, eger o,
R? diizlemesinden R? diizlemine bir homeomorfizmden geliyorsa, o y1 "topolojik" olarak
adlandirmak isteyebiliriz. Bununla birlikte, H ve H' diizlem graflarinin dis yiizlerine 6zel
bir statii vermekten kaginmak i¢in, Alt Bliim 4.1 de verlmis olan, 7 : 5%\ {(0.0.1)} — S?

homeomorfizmasini kullanarak dolayli yoldan gidecegiz:

Tamm 2.12 Eger bir ¢ : S? — S? homeomorfizmasi varsa dyle ki 1) := 1o po !

homeomorfizmasi, V' U F kiimesi iizerinde ¢ izomorfizmasina sebep oluyor ise, o, H ve
H' diizlem graflar1 arasinda bir "topolojik izomorfizma" olarak adlandirilir. Daha acik ve
net bir sekilde ifade edersek: ¢) homeomorfizmasinin ve o izomorfizmasinin, V' kiimesi
tizerinde ayn1 fonksiyonlar olmasini ve ¢ nin, her zy € H diizlem kenarini, o(x)o(y) €
H' diizlem kenart iizerine tasimasin1 istiyoruz.

(o homeomorfizmasi, (0.0.1) noktasini kendisine gétiirmiiyor ise, ¢V homeomorfizmasi,

7 (¢71(0.0.1)) noktasinda tanimsiz olacaktir.)

Not 2.4 Eger o bir topolojik izomorfizma ise; bu durumda, v veya 1)~! homeomorfizma-
larinin tanimsiz olmast muhtemelen nokta cifti haric, 1» homeomorfizmasi, H nin yiizle-
rini H niin yiizleri iizerine tasir. Bdylece o topolojik izomorfizmasi dogal olarak; kosele-
rin, kenarlarin ve yiizlerin iligkilerini koruyan biro : VU EU F — V' U E’' U F’ bire-bir

ve orten fonksiyouna genisler.

Bir topolojik izomorfizmanin bir 6nceki nokta verilen 6zelligini, diizlem graflar arasin-
deki bir soyut izomorfizmanin, diizlem graflarin diizlemdeki konumlarin1 ne kadar iyi

koruduguna dair ikinci 6l¢iitiimiiz olarak se¢ip ayiralim:

Tamm 2.13 Eger H ve H' diizlem graflari arasindaki bir o izomorfizmasi, sadece kosele-
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rin kenarlara olan bagliliklarin1 degil, fakat ayn1 zamanda koselerin ve kenarlarin yiizlerle
olan bagliliklarin1 da koruyan, birebir ve 6rteno : VU EU F — V'U E’'U F” fonksiyon-
nuna genisletilebiliyor ise; o, bir "kombinasyonel izomorfizma" olarak adlandirilir. Daha
acik ve net bir gekilde ifade edersek: "Bir x € H kosesi veya kenari, bir f € F' yiiziiniin
sinir1 iizerindedir ancak ve ancak o(z) , o(f) € F' yiiziiniin sinir iizerindedir" sartinin

saglamasini istiyoruz.

Not 2.5 Eger o, H ve H diizlem graflar1 arasinda bir kombinasyonel izomorfizma ise,

. .o / .. .
H nin yiiz sinirlart A niin yiiz sinirlarina tagir.

Bir kombinasyonel izomorfizmanin bir dnceki nokta verilen 6zelligini, ligiincii dl¢iitiimiiz

olarak belirleyelim:

Tamm 2.14 Eger H ve H' diizlem graflari arasindeki bir ¢ izomorfizmast:
{o(H[F) | fe F}={H[F]|f € F'}

sartin1 saghyor ise; o, bir "graf-teorik izomorfizme" olarak adlandirilir.

Tanimlar gere8i, iki diizlem graf arasindaki her topolojik izomorfizma, ayn1 zamanda
kombinasyoneldir ve her kombinasyonel izomorfizma, ayn1 zamanda graf-teoriktir. Simdi
ifade edecegimiz teorem, bir¢ok graf i¢cin bu gerektirmelerin karsitlarinin da dogru oldu-

gunu gostermektedir:

Teorem 2.8 (i) Iki diizlem graf arasinda her graf-teorik izomorfizma kombinasyonaldir.
Bir bire-bir ve orten yiizey genislemesi tektir ancak ve ancak graf bir cevrim degildir.

(11) 2—Dbaglantili diizlem graflar arasindaki her kombinasyonel izomorfizme topolojiktir.

Simdi asil amacimiz olan, diizlemsel katistirmalarin denkliginin tanimina dénelim:

Tamm 2.15 G bir diizlemsel graf ve p, p', G nin iki diizlemsel katistirmas1 olsun. Eger
p opt, p(G) ve p' (G)arasinda bir topolojik (sirasiyla, kombinasyonel) izomorfizma ise;

p, p katistirmalart "topolojik olarak (sirasiyla, kombinasyonel olarak) denktirler" denir.
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Dikkat edilirse, bir onceki teoremden, eger G 2—baglantili ise, bu iki tanim ortiismektedir

ve dolayisiyla, basit¢e katistirmalarin "denkliginden" bahsederiz.

Not 2.6 Asikar bir sekilde, bir 6nceki tamimda verilen baglanti, gercekten de verilen bir
grafin diizlemsel katistirmalarinin kiimesi iizerinde bir denklik bagintisidir. Dikkat edi-
lirse, G nin birbirine denk olmayan katistirmalarindan elde edilen iki ¢izimi topolojik
olarak izomorf olabilir: Ciinkii iki katistirmanin denk olabilmesi i¢in, bu katistirmalarin
goriintiileri arasinda, sadece herhangi bir (topolojik veya kombinasyonel) izomorfizmanin
olmasini degil, kanonik p o p~! izomorfizmasinin topolojik veya kombinasyonel olmasini
istiyoruz. Fakat bu sart altinda dahi, 3—baglantil1 graflarin (denklik hari¢) tek bir katigtir-

malar1 vardir:

Teorem 2.9 (Whitney 1933)

Bir 3—baglantili grafin herhangi iki diizlemsel katistirmasi birbirine denktir.

Ispat. G bir 3—baglantili graf, p : G — H ve p : G — H', G nin iki diizlemsel katis-
tirmast olsun. Bir 6nceki teoremden, p o p~' nin bir graf-teorik izomorfizma oldugunu
gostermek, yani : "Her C' C G altgrafi i¢in, p(C'), H nin bir yiiziinii sinirlar ancak ve an-
cak p' (C),H " nin bir yiiziinii simrlar” sartinin sagladigini gostermek yeterlidir. Fakat bir
onceki ait boliimden, bir 3—baglantili diizlem grafin yiiz sinirlarinin, tam olarak bu gra-
fin ayrilmayan indiike cevrimleri oldugunu bildigimizden, gosterilmek istenen bu sonug

dogrudan gosterilmis olur. m

2.4 Diizlemsel graflar: Kuratowski Teoremi

Tanim 2.16 Bir graf diizleme karsitirlabiliyor ise, yani bir diizlem grafa izomorf ise, bu
graf diizlemsel olarak adlandirilir. Eger bir graf diizlemsel ve fakat (kose eklemeksizin)
herhangi bir kenar eklenerek daha biiyiik bir diizlemsel grafa genisletilemiyor ise, bu grafa

"maksimal (olarak) diizlemsel" denir.

Maksimal diizlemsel graflarin ¢izimleri, asikar bir sekilde maksimal diizlem graflardir.

Bununla birlikte, bu 6nermenin karsitinin dogru olup olmadig agik degildir: Bir diizlem-
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sel grafi ¢izmeye koyuldugumuzda, halihazirda maksimal diizlem olan bir has altgrafa
denk gelerek yar1 yolda kalmamiz miimkiin miidiir? Simdi ifade edecegimiz ilk teorem,
bunun hi¢bir zaman miimkiin olmadigini sdylemektedir; yani bir diizlem graf, hicbir za-

man yalnizca kotii bir ¢izim sebebiyle maksimal olarak diizlem olmaz.

Teorem 2.10 (i) Her maksimal diizlem graf, maksimal olarak diizlemseldir.
(11) Kogse sayist n > 3 olan bir diizlemsel graf, maksimal olarak diizlemseldir ancak ve

ancak tam olarak 3n — 6 tane kenara sahiptir.

Hangi graflar diizlemseldir? Bir dnceki alt boliimden, K veya k3 3 graflarindan herhangi
birisini bir topolojik minoril olarak iceren hicbir diizlemsel graf olmadigini biliyoruz.
Bu alt boliimdeki amacimiz, bunun karistinin, sasirtici bir sekilde dogrunu gostermek,
yani Kuratowski’nin klasik teoremini ispat etmektir: K° veya K3 3 graflarin bir topolojik

mindr olarak icermeyen herhangi bir graf diizlemseldir.

Kuratowski teoremini vermeden 6nce, topolojik minorleri ele almaktansa, normal minor-

lerle calismanin yeterli oldugunu not edelim:

Lemma 2.6 Bir graf K° veya K3 3 graflarint bir minér olarak igerir < Bu graf K° veya

K3 3 graflarini bir topolojik minér olarak igerir

Kuratowski teoremini 6nce 3—baglantili graflar icin ifada edelim. Ki simdi verecegimiz
lemmanin ispati, genel durumun ispatinin en dnemli kismidir; yani Kuratowski teoremi

bu lemmaden kolaylila elde edilir:

Lemma 2.7 Bir K* veya K33 minor icermeyen her 3—baglantli G grafi diizlemseldr.

Kuratowski teoreminin ispat1 i¢in son bir lemmaya ihtiyacimiz vardir:

Lemma 2.8 G, kose sayist > 4 olan, kenar-maksimal ve K®° veya K3 3 graflarini topolo-

Jik minor olarak icermeyen bir graf olsun. Bu durumda, G grafi 3—baglantilidrr.
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Teorem 2.11 (Kuratowski 1930, Wagrer 1937)

Bir G grafi icin asagidaki ifadeler birbirine denktir:

(1) G diizlemseldir.

(i) G, ne K° tam grafini ve ne de K3 3 iki parcali tam grafini bir minor olarek igermez.
(iit) G, ne K® tam grafini ve ne de Ks 3 iki parcali tam grafimi bir topolojik minér olarak

icermez.

Sonucg 2.4 Kose sayisi en az dort olan her maksimal diizlemsel graf 3—baglantilidir.

2.5 Cebirsel Diizlemsellik Olciitleri

Bir GG diizlem grafinin en dikkat ¢ceken 6zelliklerinden birisi "yuz ¢cevrimleridir".

Tanim 2.17 Bir diizlem grafin herhangi bir yiiziinii sinirlayan ¢evrime, bu grafin bir "yiiz

cevrimi" denir.

Eger G grafi 2—baglantili ise, bu graf yiiz ¢evirmeleri tarafindan ortiiliir, bu nedenle bir
anlamda, yiiz ¢evrimleri "biiyiik" bir kiime olusturur. Gercekten de yiiz ¢evirmelerinin
kiimesi, tiim "cevrim uzaymi" geriyor olmalar1 bakimindan da biiyiiktiir: G' grafindaki
her ¢evrim yiiz ¢evirimlerinin toplami olarak yazilabilir. Diger yandan, yiiz ¢evrimleri, G
grafin1 "seyrek bir bigimde" orterler; ¢iinkii her bir kenar en fazla iki yiiz ¢cevrimi iizerinde

uzanir.

Simdi oncelikle, gerekli tanim ve teoremleri verelim. Ardindan bu alt boliimdeki amaci-

miza geri donecegiz.

Tamim 2.18 G = (V, E), m kenarli ve kenar kiimesi £ = {ej, ea, ..., e, } olan bir graf
olsun. Fy = {0, 1}, 2-elemenli cisim olmak iizere, E den IF; ye giden tiim fonksiyonlarin
kiimesi; Fy cismi iizerinde bir vektor uzayidir ve bu vektor uzayi, G nin "kenar uzay1"
olarak adlandilir, £(G) bigiminde gosterilir. £(G) vektdr uzaymin elemanlari, £ kenar

kiimesinin altkiimeleri ile bire-bir eslestirilebir: £(G) nin her bir elemanina, bu elemenin
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1 e gotiirdiigii kenarlarin kiimesi eslestirilir (ve tabi ki £ nin her bir alt kiimesine, bu alt
kiimedeki kenarlar1 1 e ve diger tiim kenarlaer1 0 a gotiiren fonksiyon karsilik gelir). Bu
sebeple, £(G) vektor uzayi, £ nin kuvvet kiimesi olarak degerlendiribilir. Bu durumda,
F F " C FE vektorlerinin toplami, F', F’ " alt kiimelerinin simetrik farkhidir; § € E sifir
vektordiir ve her F' C E'icin, F' = —F dir. Ayrica {{e1}, {ez2}, ..., {en}} kiimesi, £(G)

nin "standart tabanidir” ve bu nedenle, dim £(G) = m dir.

Tanmim 2.19 G grafinin tiim ¢evrimlerinin (daha dogrusu tim g¢evrimlerin kenar kiime-
lerinin) gerdigi, £(G) uzaymn alt uzayma, G nin "¢evrim uzay1" denir ve C = C(G)

biciminde gosterilir.

C c¢evrim uzayindeki vektorler, olusturduklart altgraflarin dereceleri ile kolaylikla ayirt
edilirler. Ayrica, ¢evrim uzayim cevrimlerden iiretmek i¢in simetrik farklar yerine ayrik

birlesimler almak yeterlidir:

Teorem 2.12 () # D C E kenar kiimeleri igin asagidaki ifadeler birbirine denktir:
(i) D € C(G);
(17) D, G grafindaki bazi cevrimlerin kenar kiimelerinin ayrik birlesimidir;

(1ii) (V, D) grafimin tiim kése dereceleri ¢ifttir.

Tamm 2.20 F' C E bir kenar kiimesi olsun. Eger G grafinin koge kiimesi V' nin {V}, V;
biciminde bir ayrigim var dyle ki F' = E(V;, V) ise, F' ye G grafinin iginde bir "kesim"
denir. Ayrica F' deki kenarlarin, bu ayrisimi "¢aprazladigi" sdylenir. Ayristmin Vi, V5 kose
kiimeleri, bu kesimin "taraflaridir”". Eger V; = {v} ise, bu kesin F/(v) biciminde gosterilir.

~n

G icindeki bostan farkli bir minimal kesim, bir "bag" olarak adlandirilir.

Teorem 2.13 () ile birlikte, G deki tiim kesimlerin kiimesi, £(G) vektér uzaywmn bir B =

B(G) alt uzaym olusturur. Bu uzay, E(v) bicimindeki kesimler tarafindan gerilir.

Ispat. B, £(G) uzaymin, E(v) bicimindeki tiim kesimlerinin gerdigi alt uzay olsun. Kose
ayrigimi, diyelim ki {V, V4 } bigciminde olan G nin bir kesimi, Y F/(v) dir. (£(G) uza-

veEWV]
yindaki toplamanin, simetrik farka karsilik geldigini biliyoruz. Diger yandan, v # w
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ise, E(v) N E(w) = () dir. Bu sebeple, buradaki toplama, dogrudan kiimelerin birlesi-
mine karsilik gelmektedir.) Bu nedenle, her bir kesim, B uzayindadir . Diger yandan, her
> E(u) € B kiimesi (vektorii) ya bos kiimedir (6rnegin, U € {0, V} = > E(u) = 0:
?JEU: () ise, bu kiimenin bos kiime oldugu asikardir; U = V ise, her ;ZUkenarl top-
lamda, F(z) ve E(y) kiimelerinde olmak iizere, tam olarak iki sefer bulundugundan, si-

metrik fark islemi siasinda alinmaz ve bu sebeple, bu kiime yine bir bos kiime olur) ya da

E(U,V \U) kesimidir. =

Tamm 2.21 Onceki teoremdeki B uzayi, G grafinin "kesim uzay1" veya "bag uzay1" ola-

rak adlandiriir.

Alt boliimiin ilk teoremine benzer bir sekilde, kesim uzayini iiretmek i¢in, baglar ve ayrik

birlesimler yeterlidir:

Teorem 2.14 Her kesim, baglarin bir ayrik birlesimidir.

Ispat. Ispati, elde aldigimiz F' kesiminin eleman sayis1 iizerinden tiimeverim ile yapalim.
F = () ise, (bos birlesim ile) iddia asikar bir sekilde dogrudur. Eger ' # () kesimi bir bag
degil ise, bu durumda bostan farkli bir F' kesimini 6z alt kiimesi olarak icerir: Onceki
teoremden, F\ F' = F+ ' (F+F = (F\F)U(F'\F) = F\ F' dir, ciinkii ' C F
oldugundan, F ' \ F' = ( dir.), bostan farkli olan daha kii¢iik bir kesimdir. Tiimeverim
hipotezinden, hem F’ ve hem de F \ F', baglarin birer ayrik birlesimleridir. Bu sebeple,

F' de baglarin bir ayrik birlesimidir. m

Teorem 2.15 Herhangi bir grafin C ¢cevrim uzayt ve B kesim uzayt icin:
C =B+ ve B=Ct

esitlikleri saglanir.

Not 2.7 £(G) uzayindeki i carpim: F, F' C E olmek iizere:

(F,F'):=> F(e)F (e) € Fy

eeE
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biciminde tanimlanir.

Dikkat edilirse (F, F') = 0 dir ancak ve ancak F ve [ alt kiimelerinin cift sayida ortak
elemanlari vardir. Bu sebeple, F' # () olmasina ragmen, eger F ¢ift sayida eleman igeriyor
ise, (F, F'y = 0 dir.

F, £(G) nin herhangi bir alt uzay olmak iizere:
Ft:={D € &(G)| Her F € Figin, (F,D) = 0 dir.}

olarak tammlanir ve F* de £(G) nin bir alt uzayidir.

Tanmm 2.22 G = (V, E) baglantili bir graf ve 7' C G bir geren agag¢ olsun. Her bir
e € E\ E(T) kirisi i¢in, T' + e grafinda tek bir C, cevrimi vardir ve bu ¢evirim, e
kenarinin 7" agacina gore "esas ¢evrimi" olarak adlandirilir. Benzer sekilde, her f € T
kenar1 i¢in, 7' — f ormaninin tam olarak iki bileseni vardir. G nin bu iki bilegen arasindaki
kenarlarinin olusturdugu D, C E kiimesi, G nin bir bagidir ve bu bag, f kenarinin T’

agacina gore "esas kesimi" olarak adlandirilir (Sekil 2.5).

Sekil 2.5 C, esas ¢evrimi ve Dy esas kesimi (Distel 2017)

Dikkat edilirse, G grafinin her e ¢ T ve f € T kenarlan i¢in, f € C, ancak ve ancak

e € Dy dir. Bu, bir sonraki teoremin ortaye koydugu daha bir dualitenin belirtisidir:

Teorem 2.16 G, n koseli ve m kenarly, baglantili bir graf ve T'" C G, G nin bir geren
agaci olsun. Bu durumda:

(i) G nin T geren agacina gore esas kesimleri ve esas ¢evrimleri, sirasiyla B(G) ve C(G)
uzaylarimin birer tabanini verir.

(17) Bu sebeple, diim B(G) = n — 1 ve dimC(G) = m — n + 1 dir.
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Ihtiya¢ duydugumuz bu tanim ve teoremeleri verdikten sonra, artik bu alt boliimdeki ama-

cimiza donebiliriz.

Bu alt boliimiiniin baginda yiiz ¢evirimlerin tanimini verdik ve yiiz ¢cevrimlerinin kiime-
sinin, tiim ¢evrim uzayin gerecek kadar "biiylik" olmasina ragmen; herhangi bir kenar
bdylesi en fazla iki cevrim tizerinde bulundugundan, GG yi "seyrek" bir bicimde ortiigiinii
belirttik. Bu alt boliimdeki ilk amacimiz, bdylesine biiyiik lakin seyrek bir ¢cevrimler aile-
sinin varliginin, sadece diizlemselligin dikkat ¢ekici bir 6zelligi degil, ayn1 zamanda me-

selenin esas1 oldugunu gostermektir: Bu 6zellik diizlemselligi karakterize eder.

G = (V, E) herhangi bir graf olsun.

Tamim 2.23 F C £(G) olsun. Eger G grafinin her bir kenari, F deki en fazla iki kiimeye

ait ise; F, bir "seyrek" kiime olarak adlandirilir.

Ornek 2.3 B(G) kesim uzayimn seyrek bir taban1 vardir. Ciinkii bu uzay, bir v kosesine
bagl tiim kenarlarin olusturdugu F(v) kesimleri tarafindan iiretilir. Dikkat edilirse, her-
hangi bir e = zy € G kenar1 F(v) i¢indedir ancak ve ancak v = = veya v = y dir. Bu
sebeple, her bir kenar (en fazla) iki kiimeye aittir, yani F = {E(v) | v € V} kiimesi

seyrektir.

Teorem 2.17 (MacLane 1937) Bir graf diizlemseldir < Cevrim uzaymin bir seyrek ta-

bant vardir.

Diizelmsellik teorisinin sakl giizelliklerinden birisi, soyut ve goriiniiste sezgisel olmayan
iki sonucun; 6rnegin, MacLane’in ¢cevrim uzayindaki iirete¢ kiimeleri ile ilgili bu teoremi
ve Tutte’nin bir 3—baglantili grafin ¢cevrim uzayinin, ayrilmayan indiike cevrimler tara-
findan tiretildigini ifade eden teoreminin bir araya gelerek, 3—baglantili graflar icin cok

somut bir diizlemsellik kriteri ortaya koymasidir:

Teorem 2.18 (Kelmans 1978) Bir 3—baglantili graf diizlemseldir < Her bir kenart en

fazla (denk olarak: tam) iki ayrilmayan indiike cevrim iizerinde bulunur.
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Bu alt biilimii, diizlemselligin cok farkli karakterdeki bir diger tanimlamasi ile bitirelim:

Tamim 2.24 P, bir kiime ve <, P iizerinde bir kismi siralama olsun. < kismi siralamasini
(P? nin bir alt kiimesi olarak) iceren bir <’ tam siralamasina, < kismi siralamasinin bir
"liner genislemesi" denir. Bu sebeple, P igindeki her p < ¢ igin, hala p <’ ¢ dir ve buna
ek olarak, < kismi siralamasina gore kiyaslanamayan herhangi iki p, ¢ € P igin, yap <’ ¢

yadap >’ ¢ dir.

Tanmm 2.25 (P, <), bir kismi sirali kiime olsun. S, (P? nin alt kiimeleri olarak,) kesi-
simleri tam olarak < kismi siralamasini veren, < kismi siralamasinin P iizerindeki liner
genislemelerinin bir kiimesi olsun dyle ki "< kismi siralanmasina gore kiyaslanamayan
herhangi iki p, ¢ € P i¢in, S kiimesinde, p <’ ¢ sartin1 saglayan bir <’ lineer geniglemesi
ve p >" ¢ sartim1 saglayan bir diger <” lineer genislemesi olsun". Boylesi S kiimelerinin

eleman sayilarinin en kiiciigiine, (P, <) kismi sirali kiimesinin "boyutu" denir.

Tanmm 2.26 G = (V, E) bir graf olsun. GG grafiyla eglestirilen "baglilik poseti (kismi
siralt kilmesi)" (P = V U E, <) soyle tanimlanir: v < e dir ancak ve ancak v € V bir
kosedir, e € E bir kenardir ve e, v ye baghdir, yani v, e nin u¢ koselerinden birisidir. (Bu

sebeple, bir bagint1 olarak, "<" kiiciiktiir bagintis1 "€" elemamdir bagintis1 ile aymdir.)

Teorem 2.19 (Schnyder 1989)

Bir graf diizlemseldir < Bu grafin baglhlik posetinin boyutu < 3 dir.

2.6 Diizlem Dualitesi

Bu alt boliimde MacLane teoremini kullanarak, diizlemsellik ve cebirsel yapr arasindaki
bir diger baglantiy1 ortaya ¢ikaracagiz: Asagida tammmlayacagimiz diizlem graflarin duali-

tesi ve cevrim ile kesim uzaylilarinin dualitesi.

Tanim 2.27 Bir "diizlem multi-grafi", sonlu kiimelerin (sirasiyla, kose ve kenar kiimele-

rinin) bir G = (V, E) ikilisidir dyle ki asagidaki sartlar saglanir:
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(i) V C R? dir;

(77) Her kenar, ya iki kose arasinda bir yaydir ya da tek bir kose (kendisinin u¢ kogesi)
iceren bir yaydir;

(#ii) Bir kenar kendisinin ug kosesi / koseleri disinda, bir bagka kenarin bir ksesini veya

bir noktasini icermez.

Not 2.8 Diizlem graflar i¢in kullandigimiz terimler, diizlem multi-graflar i¢in de kullani-
lir. Ayrica, soyut multi-graflarda oldugu gibi, hem ilmekler ve hem de ¢ift kenarlar ¢evrim
olarak sayilir. Diizlem dualin tanimimi vermeden once, Sekil 2.6 de verilen G diizlem
multi-grafini ele alalim. G nin her bir yiiziiniin i¢ine yeni bir kdse yerlestirelim ve bu yeni
koseler tizerindeki G* diizlem multi-grafinin kenarlarini sdyle tanimlayalim: GG nin her bir
e kenar1 i¢in, e kenariin komsu oldugu iki yiiziin icindeki iki koseyi, e kenarim kesecek
biciminde bir e* kenariyla birlestirelim; eger e kenari tek bir ylize komsuysa, bu durumda,
bu yiizdeki yeni koseye, yine e kenarim kesecek bigcimde bir e* ilmegi baglayalimi. Bu
durumda elde edilen G* diizlem multi-grafi, G nin "dualidir". Ayn1 yontemi G* grafina
uygularsak, GG grafina ¢ok benzer bir diizlem multi-grafi elde ederiz; hatta bu yolla, G

grafinin kendisi de tekrardan elde edebilir.

Sekil 2.6 Bir G diizlem grafi ve duali G* (Distel 2017)

Tamm 2.28 G = (V, E) ve G = (V*, E*) herhangi iki diizlem multi-grafi, F'(G) =: F
ve F'((V*, E*)) =: F"* olsun. Eger:

F—-V* F — E* V — F*

fr—v*(f) e r— e v— f*(v)
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bire-bir ve orten fonksiyonlar1 varsa dyle ki

(i) Her f € Ficin, v*(f) € f;

(i) Her e € V igin, |[e* N G| = |e®* Ne°| = |e N G*| = 1, ayrica evee* kenarlarin her
birisi i¢in, bu nokta bir dogru parcasinin bir i¢ noktasi;

(iii) Her v € V igin, v € f*(v) sartlar1 saglaniyor ise, (V*, E*)=: G* grafina G nin bir "

dizlem duali " denir.

Not 2.9 1) Her baglantili diizlem multi-grafin bir diizlem duali vardir: (i) sartin1 sagla-
mak i¢in, G grafinin her bir f yiiziinden, G* grafim bir kosesi olarak bir v*(f) noktasi
segerek baglariz. Ardindan bu koseleri, (i¢) sartinda istenildigi sekilde bagimsiz yaylarla
birlestiririz. Bu durumda, G grafinin baglantililigs, (7i7) sartin1 saglayan bir V' — F™* bire-
bir ve orten fonksiyonunun oldugunu garanti eder.

2) G7 ve G, G grafinin iki diizlem duali ise, bu durumda agikar bir sekilde, G ~ G dir:
Gergekten de vi(f) — v3(f) dogal bire-bir ve orten fonksiyounu, G} ve G arasinda bir
topolojik izomorfizmadir. Bu anlamda, G nin tek bir G* diizlem duali oldugunu soyleye-
biliriz.

3) G grafi da G* grafinin bir diizlem dualidir. Ger¢ekten de G* multi-grafinin tanimdeki
bire-bir ve orten fonksiyonlarin tersleri bunu gostermektedir: f*(v) € F* ve v*(f) € V*
icin, v* (f*(v)) = v ve f*(v*(f)) := f olarak tanimlarsak; G* in tamimindeki (7) ve
(i1) sartlari, G igin sirasiyla, (ii7) ve () sartlarina doniisiir. (¢7) sart1 ise, G ve G* graflari
icin simetriktir. Dualler baglantili oldugundan, bu simetri, G nin bir dualinin olmas i¢in,

baglantili olmasinin bir gerek sart oldugunu da gostermektedir.

Belki de diizlem dualitesinin en ilging tarafi, iki ¢esit kenar kiimesini (¢evrimler ve baglar)

geometrik olarak iligkilendirmesidir:

Teorem 2.20 G, bir baglantili diizlem multi-garfi olsun. Bu durumda:
Bir E C E(G) kenar kiimesi, G deki bir cevrimin kenar kiimesidir ancak ve ancak

E* :={e* | e € E}, G* iginde bir bagdur.

Bu teoremi kullanarak, diizlem dualitesini soyut multi-graflara genellestirebiliriz:
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Tanmim 2.29 G ve G* birer multi-graf olsun. Eger E(G*) = E(G) ve G* igindeki baglar,
tam olarak G igindeki ¢evrimlerin kenar kiimeleri ise, G* multi-grafina G multi-grafinin
bir "soyut duali" denir. (Bu tanimda, ne G ve ne de G* multi-grafinin baglantili olmasi

gerekli degildir.)

Cevrimler ve baglar arasindaki bu karsiliklilik, tirettikleri uzaylara genisler:

Teorem 2.21 Eger G*, G nin bir soyut duali ise, bu durumda G* grafimin kesim uzayr, G
grafimin ¢cevrim uzayidir. Yani:

B(G*) = C(G)

esitligi dogrudur.

Ispat. G nin gevrimleri, tam olarak G* n baglar1 oldugundan; £(G) = £(G*) uzayinda,
bu gevrimlerin iirettigi C ¢evrim alt uzayi, G* deki baglarin iirettigi uzay ile aynidir. Diger
yandan her kesim, baglarin bir ayrik birlesimi oldugundan, G* deki baglarin tirettigi alt

uzay, B(G*) kesim uzayidir. m

Not2.10 C = B+ ve B = C* oldugudan, 6nceki teoremden; eger G*, G nin bir soyut

duali ise, G de G* in bir soyut dualidir.

Bu alt boliimii, diizlemselligin bir diger denk tanimiyla noktaliyoruz:

Teorem 2.22 (Whitney 1932)

Bir graf diizlemseldir < Bir soyut duali vardtr.

ispat.

(=) G bir diizlemsel graf olsun ve GG nin herhangi bir diizlem c¢izimini ele alaim. Bu
cizimin her bir C' bileseninin bir C* diizlem duali vardir. Bu C* multi-graflarin1 soyut
multi-graflar olarak degerlendirelim ve GG*, bu multi-graflarin ayrik birlesimi olsun. Bu
durumda, G* grafinin baglari, tam olarak C* bilesenlerinin baglaridir ve iki onceki te-

oremden, bu baglar GG deki ¢evrimlere karsilik gelir. Bu sebeple tanimdan, G*, G nin bir
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soyut dualidir.

(«=) Karsit olarak, GG nin bir G* soyut duali olsun. MacLane teoreminden, GG nin diizlem-
sel oldugunu gostermek icin, cevrim uzayinin bir seyrek tabana sahip oldugunu géstermek
yeterlidir: Oncelikle, G* multi-grafinin kesim uzay1 B(G*) uzayinin bir seyrek tabani ol-
dugunu biliyoruz. Bu sebeple, 6nceki teoremden, B(G*) = C(G) oldugundan, G nin

cevrim uzay1 C(GG) uzayinin da bir seyrek tabani vardir. m
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3. LITERATUR TARAMASI

Diizlem de dahil olmak iizere, yiizeyler lizerine graflarin yerlestirilmesiyle ilgili cok kap-
saml1 bir monograf vardir: Mohar ve Thomassen (2001). Tezin ana boliimiinde verilen so-
nuglarin ispatlar1 ve bu boliim i¢in tiim referanslar bu kaynakta bulunabilir. Hem ¢okgen
hem de genel durumlar i¢in Jordan egri teoreminin kapsamli bir caligmasi, Stillwell’de

(1993) de verilmistir.

Sonug 2.2°nin kisa ispati, 6zel olarak anilmay1 hak eden bir incelik kullanmaktadir ve bu
teknik, ciftlerin ¢ift sayimi olarak adlandirilir. Bu teknik, iki parcali bir grafin kenarlarini
hem sol ve hem de sag taraftaki parca kiimeleri kullanilarak sayilirken kullanilmistir. Cift

sayma, kombinatorikte yaygin olarak kullanilan bir tekniktir.

Alt bolim 2.3’iin materyali normalde bir graf teoriye giris dersi i¢in standart degildir
ve ana boliimiin geri kalan1 bu boliimden bagimsiz olarak okunabilir. Ancak, alt boliim
2.3’lin sonuclart hicbir sekilde onemsiz degildir. Ciinkii diizlemsellik problemleri i¢in
topolojik bir ortamdan kombinatoryal bir ortama gecis, orada gelistirilen topolojik tek-

nikleri, diizlemsellik teorisinin ¢ogu icin vazgecilmez hale getirmistir.

Kuratowski teoremi, orijinal hali olan Kuratowski’de (1930) sadece topolojik mindrler
icin ifade edilmistir; genel mindrler i¢in olan hali Wagner (1937) tarafindan ortaya konul-
mustur. 3—baglantili graflar ile ilgili verilen Lemma 2.7 nin bir ispati, i¢ yiizlerin tiimiiniin
digbiikey oldugu bir ¢izim veren Thomassen’in (1980) ispatimin bir sonucu olarak yapi-
labilir. 3—baglantili diizlemsel graflar icin bu tiir "digbiikey" ¢izimlerin varli1 zaten, bu
graflarin tam olarak 3-boyutlu digbiikey ¢okyiizliilerin 1-iskeleti oldugu gercegini ortaya

koyan Steinitz’in (1922) teoreminden elde edilir. Ayrica, Tutte (1963)’e de bakiniz.

Kolaylikla gozlemlendigi gibi, (mertebesi en az 6 olan) bir maksimal diizlemsel grafa
bir kenar eklemek, yalnizca bir topolojik K® veya K3 3 degil, her ikisini de iiretir. Daha
genel olarak, n kdsesi ve 3n — 6’dan fazla kenar1 olan her graf bir 7K igerir ve kolayca

tanimlanilabilen bir istisna sinifiyla birlikte bir 7" K5 3 igerir.
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Teorem 2.18, yaygin olarak "Tutte’nin diizlemsellik kriteri’ olarak bilinir, ¢iinkii ayn1 anda
Tutte’nin (1963) maklesinde verilen teoremden ve hatta MacLane’in daha onceki diiz-
lemsellik kriteri olan Teorem 2.17°den de elde edilebilir. Ancak kuvvetle muhtemeldir ki
Tutte bundan habersizdir. Teorem 2.18, ilk olarak 1970’lerin sonlarinda fark edilmis ve
Kelmans (1981) tarafindan, hem Tutte’den (1963) hem de MacLane ’den (1937) bagimsiz

olarak ispatlanmistir.

Teorem 2.19, Schnyder’e (1989) dayanmaktadir. Alternatif bir ispat ve daha fazla referans

i¢in Barrera-Cruz ve Haxell’e (2011) bakiniz.

Soyut sonlu graflarda (ve 6tesinde), cevrim-bag dualitesi i¢in uygun ortam, matroidler
teorisidir; bkz. Oxley (2011) ve Bruhn ve Diestel (2011). Sonsuz matroitlerin aksiyomlari
Bruhn et al. (2013)’de verilmistir. Sonsuz graflardaki dualite, Bruhn ve Diestel’de (2006)

ve Diestel ve Pott’ta (2011) matroidler olmadan ele alinmustir.

55



4. SONUC VE ONERILER

Diizlemsel graflar, graf teorinin 6nemli ve temel konularindan birisidir ve hala bu alan ile
ilgili bir¢ok acgik problem mevcuttur. Bu sebeple, diizlemsel graflar ve ilgili problemler,

aktif aragtirma alanlarindan birisidir.

Bu tezin amaci, bu zengin ve aktif arastirma alanimi temel bir diizeyde tanitmak, son do-
nemde elde edilmis olan bazi sonuglar1 ve gelismeleri bir araya getirmek ve derli toplu bir
sekilde sunmaktir. Dolayisiyla, bu konularda uzman olmayanlar i¢in bir derleme ¢alisma

/ bir 6gretici kaynak ortaya koymaktir.

Bu sebeple bu tezin, literatiirde cok énemli bir yeri olan bu alan ile ilgili temel diizeyde

bilgi sahibi olmak isteyen 6grenciler ve aragtirmacilar i¢in yararli olacagini timit ediyoruz.
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