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ÖZET 

Dual-3-Uzayda Dual Eğrilerin Diferansiyel Geometrisi 

Servet UZUN 

Yüksek Lisans Tezi 

FIRAT ÜNİVERSİTESİ 
Fen Bilimleri Enstitüsü 

 
Matematik Anabilim Dalı 

Ekim 2022, Sayfa viii+20 

Öklid uzayında rektifyan eğrilerin torsiyonu ile ilgili birçok çalışma yapılmıştır. Birçok bilim adamı 

rektifyan eğrinin torsiyonu ve eğriliğini yay parametresine göre ispatlamıştır. 

Bu tez çalışmasında, ilk olarak çalışmanın temelini oluşturan dual uzay ile ilgili ayrıntılı bilgilere yer 

verilmiştir. Daha sonra oluşturulan bu içerik kullanılarak Dual Uzayda rektifyan eğriler tanımlandı. Bu 

eğrilerin dual eğrilik ve torsiyonu dual yay parametresine göre ifade edildi. Son olarak da Darboux vektörüne 

bağlı olarak dual küresel eğrilerin yeni bir karakterizasyonu yapıldı. 

Anahtar Kelimeler: Dual Sayılar, Dual Darboux Vektörü, Rektifyan Eğri. 
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ABSTRACT 

Focal Curves According to Ribbon Roof in Dual Space 

Servet UZUN 

Master’s Thesis 

FIRAT UNIVERSITY 
Graduate School of Natural and Applied Sciences 

 
Department of Mathematics 

October 2022, Page viii+20 

Many studies have been done on the theory of rektifying curves in Euclidean space. Many scientists have 

proven the torsion and curvature of there ctifying curve according to the arc lenght parameter.  

In this thesis, first of all detailed information about the Dual space, which forms the basis of the study, is 

given. Using this created content later, rektifying curves in Dual Space were defined.The dual curvature and 

torsion of these curves were expressed according to the dual the arc lenght parameter.Finally, a new 

characterization of dual spherical curves based on the Darboux vector was made. 

Keywords: Dual Numbers, Dual Darboux Vector, Rektifying Curve 
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SİMGELER 

𝔻 : Dual sayılar halkası 

𝔻3 : 3- Boyutlu dual uzayı 

ℝ3 : 3- boyutlu reel vektör uzayı 

𝔼 : Öklit uzayı 

ℰ : Karesi ‘’0’’ olan dual sayı 

ℝ : Reel sayılar kümesi 

Λ : Dış çarpım 

〈, 〉 : İç çarpım 

𝜏 : Burulma 

𝜅 : Eğrilik 

𝑇(𝑠) : Teğet vektör alanı 

𝑁(𝑠) : Normal vektör alanı 

𝐵(𝑠) : Binormal vektör alanı 

{𝑇̂, 𝑁̂, 𝐵̂} : Dual frenet çatı 

𝐷(𝑠) : Darboux vektörü 



1. GİRİŞ 

Eğriler teorisi, diferansiyel geometrinin temel bir yapısıdır. 3-boyutlu Öklid uzayında bir 

regüler eğrinin diferansiyel geometrisinde önemli problemlerinden biri eğrinin 

karakterizasyonudur. Uzay eğrilerinin bazı önemli tipleri helisler, küresel eğriler ve rektifyan 

eğrilerdir. Uzay eğrileri üzerindeki ilginç sorulardan biri rektifyan eğrilerinde küresel eğriler ve 

helisler gibi farklı karakterizasyonlarını bulmaktır. Öklid uzayın da küresel ve rektifyan eğrilerin 

bazı karakterizasyonları Chen ve Deshmukh tarafından incelenmiştir [1,2].  

Son zamanlarda matematikçiler E.Study dönüşümü sayesinde 3-boyutlu dual uzayda 

eğrilerin teorisini çalışmışlardır. 1903’de Eduard Study kendi adını verdiği E.Study dönüşümünde 

birim dual küre üzerindeki her noktanın ℝ3’deki yönlü doğrulara birebir karşılık geldiğini 

kanıtlamıştır. Diğer bir ifadeyle bu dönüşüm E3 deki bir regle yüzeyle dual uzaydaki bir eğri 

arasında ilişki kurar [3]. Bu sayede ℝ3’deki yönlü doğrular teorisinin dual sayılar yardımıyla 

incelenmesine imkan verilmiştir. Dual sayılara ait temel kavramlara Hacısalihoğlu’nun “Hareket 

Teorisi ve Kuaterniyonlar Teorisi” ve Müller’in “Kinematik Dersleri” adlı kitaplarında yer 

verilmiştir [4,5]. Ayrıca 3-boyutlu Dual uzayı, E3 de içeren 6-boyutlu bir uzay olarak düşünebiliriz. 

Böylece 𝔻3deki uzay eğrisi, E3deki eğrinin doğal uzantısıdır. Bununla birlikte rektifyan ve küresel 

eğriler ile ilgili  𝔻3de pek çok çalışma yapılmıştır ancak bunlar istenilen seviyede değildir.Abdel-

Baky ve Saaddual uzayda dual eğrilerle ilgili çeşitli, karakterizsyonlar yapmışlardır [6].  Yücesan, 

Ayyıldız ve Çöken dual uzayda rektifyan eğrileri çalışmıştır [7]. Dual helisleri Yücesan ve Tükel 

de incelemişlerdir [8] 

Biz bu tezde Dual Uzayda rektifyan eğriler için yeni bir karakterizasyon vererek onun dual 

eğrilik ve torsiyonunu hesapladık. Daha sonra üçüncü dereceden bir dual diferansiyel denklemi 

dual eğriler için inşa ettik. Son olarak da  Dual Darboux vektörüne bağlı olarak küresel eğrileri 

verildi. 

 

 

 

 

 

 

 

 

 



2. TEMEL TANIM VE KAVRAMLAR 

Tanım 2.1: ∀𝒶, 𝒶∗ ∈ ℝolmak üzere ℝ × ℝ kümesi üzerinde 𝒜̂ = (𝒶, 𝒶∗) sıralı ikililerin 

kümesi 𝔻 ile gösterilsin. 𝔻 = {(𝒶, 𝒶∗): 𝒶, 𝒶∗ ∈ ℝ} kümesi üzerinde iki iç işlem aşağıdaki gibi 

tanımlanır [4]: 

Toplama⊕: 𝔻 × 𝔻 → 𝔻ve 𝒜̂ = (𝒶, 𝒶∗), ℬ̂ = (𝒷,𝒷∗)𝜖𝔻 olmak üzere, 

𝒜̂ ⊕ ℬ̂ =(𝒶, 𝒶∗)⊕(𝒷,𝒷∗) = (𝒶 + 𝒷, 𝒶∗ + 𝒷∗) 

𝔻 deki toplama olarak adlandırılır. 

Çarpma⊙: 𝔻 × 𝔻 → 𝔻 iç işlemi 𝒜̂ = (𝒶, 𝒶∗), ℬ̂ = (𝒷,𝒷∗) 𝜖𝔻 olmak üzere, 

𝒜̂ ⊙ ℬ̂ =(𝒶, 𝒶∗)⊙ (𝒷,𝒷∗)= (𝒶𝒷, 𝒶∗𝒷 + 𝒷∗𝒶) 

𝔻´ deki çarpma olarak adlandırılır. 

Tanım 2.2 (Eşitlik): 𝒜̂ = (𝒶, 𝒶∗), ℬ̂ = (𝒷,𝒷∗)𝜖𝔻 olmak üzere 𝒜̂=ℬ̂ olması için ⟺ 

𝒶 = 𝒷,𝒶∗ = 𝒷∗olmasıdır [4]. 

Tanım 2.3: ℝ  reel sayılar kümesi olmak üzere; 𝔻 = ℝ ×  ℝ kümesi üzerinde toplama, 

çarpma ve eşitlik işlemleri yukarıdaki gibi tanımlanmış ise 𝔻 kümesine dual sayılar sistemi 

denir.ve ∀𝒜̂ = (𝒶, 𝒶∗), ∈ 𝔻  elemanına bir dual sayı denir [4]. 

Teorem 2.4:( 𝔻,⊕,⊙) üçlüsü birimli ve değişmeli bir halkadır [4].  

Not 2.4: (𝔻,⊕,⊙) halkasını 𝔻 ile gösterelim. 

Tanım 2.5 (Sıfır eleman):𝒜̂ ⊕ 𝒳̂ = 𝒜  ̂ denkleminin çözümü olan 𝒳̂ = (0,0) dual sayısına 

𝔻 nin sıfırı denir ve 0̂ = (0,0) ile gösterilir [4]. 

Teorem 2.6: (𝔻,⊕,⊙) üçlüsü bir cisim değildir [4]. 

Önerme 2.7 (Bölme):𝒜̂ = (𝒶, 𝒶∗), ℬ̂ = (𝒷,𝒷∗) ∈  𝔻 ise 𝒜̂ ⊙ 𝒳̂ = ℬ̂ denkleminin 

  𝑋  ̂ = (𝓍, 𝓍∗) çözümü aşağıdaki durumlarda mevcuttur [4].  

1) 𝒶 ≠ 0 ise 𝒳̂ = (
𝒷

𝒶
,
𝒷∗𝒶−𝒶∗𝒷

𝒶2 ) dır. 

2) 𝒶 = 0,𝒷 = 0, 𝒶∗ ≠ 0 ise 𝒳̂ = (
𝒷∗

𝒶∗ , 𝓍∗) dır. 

3) 𝒶 = 0, 𝒶∗ = 0,𝒷 = 0,𝒷∗ = 0 ise her  𝒳̂ = (𝓍, 𝓍∗) ∈  𝔻 çözümdür. 

Teorem 2.8: 𝔻 halkası, ℝ kümesine izomorf bir alt kümeyi alt cisim olarak kapsar [2]. 

Sonuç 2.9: Teorem 2.8 in bir sonucu olarak (𝒶, 0) dual sayısı, izomorfu olduğu ‘𝒶’ ile 

gösterilecektir. Yani (𝒶, 0) = 𝒶 alınacaktır [4]. 

Tanım 2.10: Bir 𝒜̂  =  (𝒶, 𝒶∗) ∈  𝔻 dual sayısında 𝒶 reel sayısına 𝒜 ̂′nın reel kısmı"𝒶∗"reel 

sayısına 𝒜′̂nın dual kısmı denir ve 𝑅𝑒 𝒜̂  =  𝒶 ve 𝐷𝑢𝒜̂ = 𝒶∗ şeklinde yazılır[4]. 
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Tanım 2.11: (1,0) dual sayısına 𝔻 deki çarpma işleminin birim elemanı veya 𝔻  deki reel 

birim denir.(1,0) dual sayısı kısaca ℇ ile gösterilmektedir. O halde ℇ = (0,1) alınacak ve dual 

birim olarak adlandırılacaktır [4]. 

Sonuç 2.12: ⊙ işleminin tanımı gereğince ℇ2 = ℇ. ℇ = (0,1)(0,1) = (0,0) dır. Yani ℇ2 =

ℇ. ℇ = 0 olduğu görülür [2]. 

Tanım 2.13: (0,0) dual sayısına 𝔻 nin toplama işlemine göre birim elemanı (Abel grubunun 

birim elemanı) denir ve ƒ:𝔻 → ℝ  izomorfizminde karşılık geldiği “0” reel sayısı ile gösterilir [2]. 

Teorem 2.14: 𝒜̂  =  (𝒶, 𝒶∗) ∈  𝔻 dual sayısı 𝒜̂ = 𝒶 + ℇ𝒶∗ şeklinde tek türlü yazılabilir. 

Yani 𝒜̂  =  (𝒶, 𝒶∗) = 𝒶 + ℇ𝒶∗ dır [4]. 

Sonuç 2.15: ℝ deki (+) ve (. )işlemlerine ait kurallar 𝔻 de aynen kullanılabilir. Bundan 

sonra ⊙ ve ⨁ sembolleri yerine  (+) ve (. ) işaretlerini kullanacağız [4]. 

Önerme 2.16:  𝒜̂, ℬ̂ ∈ ℝ ve  𝒜̂. ℬ̂ = 0 ise 𝒜̂ ve ℬ ̂den herhangi birinin ′′0′′ olması 

gerekmez [4]. 

Önerme 2.17: 𝒜̂  = (𝒶, 𝒶∗) = 𝒶 + ℇ𝒶∗ ∈  𝔻  ve 𝜆 ∈ ℝ ise 𝜆 ile 𝒜̂ nın çarpımı  𝜆. 𝒜̂ =

(𝜆𝒶, 𝜆𝒶∗) = 𝜆𝒶 + ℇ𝜆𝒶∗ dır [4]. 

Tanım 2.18:  λ reel sayısı ile 𝒜̂ dual sayısının çarpımı ℝ × 𝔻 → 𝔻 şeklinde bir dış işlem 

olup bir dual sayının bir reel skalar ile çarpımı adını alır [4]. 

Önerme 2.19:  𝒜̂ = 𝒶 + ℇ𝒶∗ ve ℬ̂ = 𝒷 + ℇ𝒷∗  iki dual sayı olsun. 

Bu taktirde 𝒜̂ℬ̂ = 𝒶𝒷 + ℇ(𝒶𝒷∗ + 𝒶∗𝒷) dir [4]. 

Önerme 2.20:  𝒜̂ = 𝒶 + ℇ𝒶∗, 𝒶 ≠ 0 veℬ̂ = 𝒷 + ℇ𝒷∗ iki dual sayı olsun. Bu taktirde 

ℬ̂

𝒜̂
=

𝒷 + ℇ𝒷∗

𝒶 + ℇ𝒶∗
=

(𝒷 + ℇ𝒷∗)(𝒶 − ℇ𝒶∗)

(𝒶 + ℇ𝒶∗)(𝒶 − ℇ𝒶∗)
=

𝒷𝒶 + ℇ(𝒷∗𝒶 − 𝒷𝒶∗) − ℇ2𝒶∗𝒷∗

𝒶2 + ℇ(𝒶𝒶∗ − 𝒶𝒶∗) − ℇ2𝒶∗2
 ve ℇ2 = 0 

olduğundan dolayı; 

ℬ̂

𝒜̂
=

𝒷𝒶 + ℇ(𝒷∗𝒶 − 𝒷𝒶∗)

𝒶2
=

𝒷

𝒶 
+ ℇ

(𝒷∗𝒶 − 𝒷𝒶∗)

𝒶2
 

bulunur  [2]. 

Önerme 2.21:  𝒜̂ = 𝒶 + ℇ𝒶∗, 𝒶 ≠ 0  bir dual sayı olsun. O halde;  

1

𝒜̂
=

1

𝒶
− ℇ

𝒶∗

𝒶2  dir [4]. 

Tanım 2.22: 𝐾 birimli ve değişmeli bir halka olsun. 𝜑:𝐾 × 𝒳 → 𝒳, 𝜑(𝑘, 𝓍) = 𝑘𝓍 

biçiminde tanımlanan 𝜑 fonksiyonu aşağıdaki şartları sağlarsa 𝒳, 𝐾 halkasının üzerinde bir 

modüldür denir. 

i) 𝑘(𝓍 + 𝑦) = 𝑘𝓍 + 𝑘𝑦, ∀𝓍, 𝑦 ∈ 𝒳, 𝑘 ∈ 𝐾 

ii) (𝑘1 + 𝑘2)𝓍 = 𝑘1𝓍 + 𝑘2𝓍, ∀𝓍 ∈ 𝒳, 𝑘1, 𝑘2 ∈ K 

iii)(𝑘1. 𝑘2)𝓍 = 𝑘1(𝑘2𝓍), ∀𝓍 ∈ 𝒳, 𝑘1, 𝑘2 ∈ K 

iv)1. 𝑥 = 𝑥, 𝑥 ∈ X 
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Eğer 𝐾 = 𝔻 ise 𝔻 bir modül olarak adlandırılır [4]. 

Teorem 2.23: (𝔻3, +) bir abel gruptur [4]. 

Teorem 2.24: (𝔻3, +) sistemi 𝔻 üzerinde bir modüldür [4]. 

Tanım 2.25: 𝔻- Modül’ün elemanları olan sıralı dual üçlülere dual vektörler denir [4]. 

Teorem 2.26:  𝒶,⃗⃗  ⃗ 𝒶 ∗ ∈ ℝ3 olmak üzere 𝔻- modül’de herbir 𝒜̂  dual vektör 

𝒜̂ = 𝒶 + ℇ𝒶∗⃗⃗⃗⃗      ,          [ℇ = (0,1) ∈ 𝔻] 

Şeklinde yazılabilir [4]. 

İspat:𝒜̂ = (𝒜̂1, 𝒜̂2, 𝒜̂3)    ,       𝒜̂İ = 𝒶𝑖 + ℇ𝒶𝑖
∗     ,         1 ≤ 𝑖 ≤ 3 olmak üzere  

𝒜̂ = (𝒶1 + ℇ𝒶1
∗     ,    𝒶2 + ℇ𝒶2

∗      ,     𝒶3 + ℇ𝒶3
∗) 

yada; 

𝒜̂ = (𝒶1, 𝒶2, 𝒶3) + ℇ(𝒶1
∗ , 𝒶2

∗ , 𝒶3
∗) 

şeklinde yazılır.𝒶𝑖 , 𝒶𝑖
∗ ∈ ℝ , 1 ≤ 𝑖 ≤ 3 olduğundan 𝒶 = (𝒶1, 𝒶2, 𝒶3),      𝒶 

∗ = (𝒶1
∗ , 𝒶2

∗ , 𝒶3
∗) 

alınırsa; 

𝒜̂ = 𝒶 + ℇ𝒶∗⃗⃗⃗⃗  

olur. 

Tanım 2.27: (𝔻- modül üzerinde iç çarpım) 

𝒜̂ = 𝒶 + ℇ𝒶∗⃗⃗⃗⃗  , ℬ⃗⃗̂ = 𝒷⃗⃗ + ℇ𝒷∗⃗⃗⃗⃗  ⃗ ∈ 𝔻3 de iki  vektör olsun.  

𝑓:𝔻3 × 𝔻3 → 𝔻 

dönüşümü;  

𝑓 (𝒜̂ , ℬ⃗⃗̂ ) = 〈𝒜̂ , ℬ⃗⃗ 〉 = 〈𝒶 + ℇ𝒶∗⃗⃗⃗⃗ , 𝒷⃗⃗ + ℇ𝒷∗⃗⃗⃗⃗  ⃗〉 = 〈𝒶 , 𝒷⃗⃗ 〉 + ℇ[〈𝑎 ∗, 𝒷⃗⃗ 〉 + 〈𝒶 , 𝒷⃗⃗ ∗〉] 

olarak tanımlansın. Eğer bu dönüşüm aşağıdaki özellikleri sağlıyorsa buna 𝔻3 de dual iç çarpım 

denir [4]. 

i. Simetri Özelliği 

〈𝒜̂ , ℬ⃗⃗̂ 〉 = 〈ℬ⃗⃗̂ , 𝒜̂ , 〉 

ii. Bilineerlik özelliği; 

𝛼̂ = 𝛼 + 𝜀𝛼∗, 𝛽̂ = 𝛽 + 𝜀𝛽∗ ∈ 𝔻   ve 𝒜̂ , ℬ,̂⃗⃗  ⃗ 𝐶̂ ∈ 𝔻 olmak üzere 

 

〈𝛼̂𝒜̂ + 𝛽̂𝒞̂ , ℬ⃗⃗̂ 〉 = 𝛼̂ 〈𝒜̂ , ℬ⃗⃗̂ 〉 + 𝛽̂ < 𝒞̂ , ℬ⃗⃗̂ > 

〈𝒜̂ , 𝛼̂ℬ⃗⃗̂  + 𝛽̂𝒞̂ 〉 = 𝛼̂ 〈𝒜̂ , ℬ⃗⃗̂ 〉 + 𝛽̂ < 𝒜̂ , 𝒞̂ > 

iii. Pozitif Tanımlılık; 

〈𝒜̂ , 𝒜̂ 〉 = 0 ⟺ 𝒜̂ = 0 

ve  𝒜̂⃗⃗ ⃗⃗  ≠ 0 ise 〈𝒜̂ , 𝒜̂ 〉 > 0 dır. 
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Bu aksiyomlar reel vektör uzayındaki iç çarpım aksiyomları ile aynıdır [4].  

Tanım 2.28 (Dual Vektörlerin Normlanması): Bir 𝒜̂ = 𝒶 + ℇ𝒶∗⃗⃗⃗⃗  dual vektörün normu 

diye; 

‖𝒜̂ ‖ = 〈𝒜̂ , 𝒜̂ 〉
1

2⁄ = (‖𝒶 ‖ + ℇ
〈𝒶 , 𝒶 ∗〉

‖𝒶 ‖
)   ,   𝑎 ≠ 0⃗  

dual sayısına denir. Bundan sonra bu dual sayı; 

𝒶 = ‖𝒶 ‖ve  𝒶∗ =
〈𝒶 ,𝒶 ∗〉

‖𝒶 ‖
 

olmak üzere; 

‖𝒜̂ ‖ = 𝒶 + ℇ𝒶∗ 

olarak yazılacaktır [9,14]. 

Tanım 2.29: Normu reel birime karşılık gelen  dual vektöre birim dual vektör denir [9]. 

Teorem 2.30: 𝒜̂⃗⃗ ⃗⃗  = 𝒶 + ℇ𝒶∗ ⃗⃗ ⃗⃗  ⃗ birim dual vektör ise; 

‖𝒶 ‖ = 1   ,   〈𝒶 , 𝒶 ∗〉 = 0 

dır [9]. 

Tanım2.31(Dual Küre): {𝒳⃗⃗ = 𝓍 + 𝜀𝓍 ∗   , ‖𝒳⃗⃗ ‖ = (1,0); 𝓍 , 𝓍 ∗ ∈ ℝ3} kümesime 𝔻- modül 

de birim dual küre denir [12]. 

Teorem 2.32: 𝒜̂ ≠ (0⃗ , 𝒶 ) ∈ 𝔻- modül olmak üzere 𝔻- modül’de denklemi; 

‖𝒜̂ ‖ = (1,0) 

olan birim dual kürenin dual noktaları, ℝ3’deki yönlü doğrulara birebir karşılık gelir [15]. 

Teorem 2.33: O başlangıç noktası yerine başka bir P noktası seçildiğinde ℝ3’ deki yönlü 

doğruyu belirten birim dual vektör; 

𝒜̂ = 𝒶 + 𝜀(𝜌𝑜⃗⃗⃗⃗ Λ𝒶 + 𝒶 ∗) 

dır [4]. 

Tanım 2.34 (Dual Açı): 𝒜̂  ve ℬ̂⃗⃗  ⃗ iki birim dual vektör olsun. Eğer;   

〈𝒜̂ , ℬ⃗⃗̂ 〉 = 𝑐𝑜𝑠𝜃 = cos (𝜃 + 𝜀𝜃∗) 

ise 𝜃, 𝒜̂  ve ℬ⃗⃗̂  vektörleri arasındaki dual açı denir. Burada 𝜃 ve 𝜃∗ sırasıyla, bu vektörlere karşılık 

gelen yönlü doğru parçaları arasındaki açı ve en kısa uzaklıktır [9,12].   

Tanım 2.35 (𝔻- Modül Üzerinde Dış Çarpım): 𝒜̂ = 𝒶 + ℇ𝒶∗⃗⃗⃗⃗ , ℬ⃗⃗̂ = 𝒷⃗⃗ + ℇ𝒷∗⃗⃗⃗⃗  ⃗ ∈ 𝔻3  

olmak üzere bu dual vektörlerin dış çarpımı; 

Λ:𝔻3 × 𝔻3 → 𝔻3 

biçiminde bir işlemdir ve; 
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𝒜̂ Λℬ⃗⃗̂ = 𝒶 Λ𝒷⃗⃗ + 𝜀(𝒶 Λ𝒷∗⃗⃗⃗⃗  ⃗ + 𝒶∗⃗⃗⃗⃗ Λ𝒷⃗⃗ ) 

olarak tanımlanır[9]. 

Tanım 2.36:  𝛾    ∶ I ⊂ ℝ → 𝔻3 

𝑠 → 𝛾(𝑠) = 𝛾(𝑠) + 𝜀𝛾∗(𝑠) 

𝔻3 Dual uzayda diferansiyellenebilir birim hızlı dual eğri denir. 𝔻3dual uzayında 𝛾(𝑠) dual 

uzay eğrisi boyunca hareket eden Dual Frenet Çatısı {𝑇̂, 𝑁̂, 𝐵̂ } ile belirtelim. Sonra dual ana normal 

ve dual binormal vektör alanları, sırasıyla 𝑇̂, 𝑁,̂ 𝐵 ̂ye dual teğettir. O halde dual eğri için frenet 

formülleri şu şekilde verilir [7,11]. 

𝑇̂′ = 𝜅𝑁 + 𝜀(𝜅∗𝑁 + 𝜅𝑁∗) 

𝑁̂′ = −𝜅𝑇 + 𝜏𝐵 + 𝜀(−𝜅∗𝑇 − 𝜅𝑇∗ + 𝜏∗𝐵 + 𝜏𝐵∗) 

𝐵̂′ = −𝜏𝑁 − 𝜀(𝜏∗𝑁 + 𝜏𝑁∗ ) 

Tanım 2.37 (Dual Darboux vektörü): 𝛾̂ ∶ I ⊂ ℝ → 𝔻3  bir dual eğri ve {𝑇̂, 𝑁̂, 𝐵̂} de 𝛾 nın 

Dual Frenet Çatısı olsun. 𝜅  ̂ve 𝜏̂ bu eğrinin dual eğrilik ve torsiyonu olmak üzere Dual Darboux 

vektörü 𝑊̂ ile gösterilir ve;  

𝑊̂ = 𝜏̂𝑇̂ + 𝜅̂𝐵̂ 

şeklinde tanımlanır [10,13]. 

 Tanm 2.38: 𝜸: I ⊂ ℝ → 𝐸3, dif-bilir bir eğri ve {T,N,B} de eğrinin Frenet çatsı olsun. T 

ve B vektörlerinin gerdiği düzleme rektifyan düzlem denir [1,15]. 

 Tanm 2.39: 𝜸: I ⊂ ℝ → 𝐸3, dif-bilir bir eğri ve {T,N,B} de eğrinin Frenet çatsı olsun. 

𝜆(𝑠), 𝜇(𝑠) iki fonksiyon olmak üzere  

    𝜸(𝒔) = 𝜆(𝑠)𝑇 + 𝜇(𝑠)𝐵 

Eğrisine rektifyan eğri denir[1]. 

 Teorem 2.40: 𝜸: I ⊂ ℝ → 𝐸3 bir rektifyan eğri, 𝜅 >0 ve 𝑠 yay parametresi olsun. 

i) ‖𝜸‖ = 𝜌 fonksiyonu için 𝜌2 = 𝑠2 + 𝑐1𝑠 + 𝑐2 denklemi sağlanır. Burada 𝑐1, 𝑐2 

sabitlerdir. 

ii) Eğrinin konum vektörünün teğet bileşeni  < 𝜸,T >= s+b ile verilir. Burada b sabittir. 

iii) Eğrinin konum vektörünün normal bileşeni sabit bir uzunluğa sahiptir ve 𝜌 sabit 

değildir. 

iv) 𝜏 sıfırdan farklıdır ve eğrinin binormal bileşeni sabittir yani < 𝜸,B> sabittir.  

Sonuç olarak, 𝜸: I ⊂ ℝ → 𝐸3, 𝜅 >0 eğrili bir eğri ve (i), (ii), (iii) ve (iv) özelliklerinden birini 

sağlıyorsa bu eğri rektifyan eğridir [1]. 

 

 



3.  DUAL REKTİFYAN EĞRİLER 

Bu bölümde, her dual rektifyan eğrinin eğrilik ve torsiyon oranın 𝑠̂ dual yay parametresinin 

sabit olmayan bir lineer fonksiyon olduğunu göstereceğiz. 

Teorem 3.1: 𝛼̂ = 𝛼̂(𝑠̂), 𝜅̂ ≠ 0  eğrilikli birim dual eğri olsun. Aşağıdaki ifadeler 

eşdeğerdir. 

i) 𝛼̂(𝑠̂) eğrisinin her rektifyan düzlemi 𝑚̂ den geçen bir  𝑚̂ ∈ 𝔻3 noktası vardır. 

ii) 𝜏̂/𝜅̂, 𝑎̂𝑠̂ + 𝑏̂  sabit olmayan bir lineer dual fonksiyondur. 

iii) ‖𝛼̂(𝑠̂) − 𝑚̂0‖
2 = (𝑠̂ − 𝑐̂)2 + 𝑑̂2 olacak şekilde bir 𝑚̂0 ∈ 𝔻3 noktası vardır. 

Burada 

𝑎̂ = ±
1

𝑑̂
  ,𝑐̂ = −

𝑏̂

𝑎̂
, 𝑑̂ ≠ 0 

ve  𝑚̂ tek olduğundan, 𝑚̂=𝑚̂0 [16.] 

İspat: i)  Kabul edelim ki 𝛼̂(𝑠̂) nin her rektifyan düzlemi bir 𝑚̂ ∈ 𝔻3 sabit noktası içersin. 

O zaman,   

<𝛼̂(𝑠̂) − 𝑚̂, 𝑁(𝑠̂) >= 0 

<𝛼̂(𝑠̂) − 𝑚̂, 𝜅̂𝑇 + 𝜏̂𝐵 >= 0                          (3.1) 

elde edilir. Son iki denklemden, rektifyan düzlem hem 𝑁 hem de −𝜅̂𝑇 + 𝜏̂𝐵 ortogonaldir. Böylece 

𝛼̂(𝑠̂) − 𝑚̂=𝜂̂(𝑠̂)(𝜏̂𝑇 + 𝜅̂𝐵)              (3.2) 

yazılabilir. Burada 𝜂̂ = 𝜂̂(𝑠̂) dual fonksiyondur. (3.1) ifadesinin diferansiyeli alınırsa 

−𝜅̂+< 𝛼̂(𝑠̂) − 𝑚̂,−𝜅̂𝑇 + 𝜏̂𝐵 >= 0             (3.3) 

elde edilir. (3.2) ve (3.3) den  

η =
𝜅̂

𝜏̂′𝜅̂−𝜅̂′𝜏̂
.                (3.4) 

bulunur. 

(3.4) ifadesi (3.2) de yazılırsa 

'

2

'
( ) .

. .

s m T B
 



       

− = +

− −                          (3.5) 

ifadesinde 
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''

2

' '

(1 )

. .

d m
T B

d s

 

       

  
  = + +
    − −   

 

böylece katsayılar sıfıra eşittir. 

yani 

'

2

0

' '

'

1 0, 0,


      

  
  + = =

    − −   

 

burada  

2

' '
' '

, , .s c d c D
 

       

− = 

− −

              (3.6) 

yazılır. 

0  olduğundan 0d  ’dır (3.5) ve (3.6)’dan 

( ) ( ) ,

1
; , 0,

s m s c T d B

c
a s b a b d

d d








− = − −


= + = − = 

                          (3.7) 

elde edilir. 

Böylece  

2

2 2
0( ) ( )s m s c d − = − +  

yazılır.Eğer her rektifyan doğal düzlem başka bir 0m  doğal noktasından geçiyorsa o zaman ( )t

0m ve m  birim hızlı dual geodezik  çizgidir. O zaman her t D için ( )c t ve ( ) 0d t  dual 

sabitleri vardır. Öyleki 

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )s t s c t T s d t B s 
 

− = − − 
 

                                                                                 (3.8) 

dir.Eğer nokta t ya göre türevi tanımlarsa o zaman (3.8) den ( ) ( ) ( ) ( ) ( )t c t T s d t B s

  

 
= − 

 

yazılabilir.Dikkat edilirse 
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1 ( )
( ) ( ); ( ) , ( ) .

( ) ( )

c t
a t s b t a t b t

d t d t





= + = − = − ( )t göre türev alınırsa ( ) ( ) 0a t s b t+ = olduğu 

görülür, böylece ( ) ( ) 0a t b t= = ’dır. Bu da ( ) 0t = olduğu gösterir. Bundan dolayı 0m m=

böylece 0m tektir. Bundan ( )ii ve ( )iii sayesinde ( )i gösterildi. 

)ii Kabuledelimki ; 0a s b a




= +  eğer 
1

( ) ( )
b

m s s T B

a a

= − + − alınır ise o zaman 

kabülümüzden 0m = olduğu görülür. Buradan 3,m D de sabit bir noktadır ve  

1
( ) , , , 0

b
s m s c T d B c a d

a d


 

− = − − = − =  
 

 

Olur bu da ( )i ve ( )iii sayesinde ( )ii gösterir.  

Şimdi ( )iii ifadesinin varolduğu kabul edilirse o zaman 

( ) , ( )s m T s c − = −                            (3.9) 

yazlabilir (3.9)’un türevi alınır ve Serret-Frenet formülleri kullanılırsa 

( ) ( ) , 0; ( ) 0 ( ) , 0s s m N s s m N    − − =   − =  

elde edilir.Bu da ( )s nin her rektifiyan dual düzleminin bir sabit 
3m D dual noktasından 

geçtiğini ifade eder bu da ( )i sayesinde ( )iii ’ü gösterir. 

 𝛼,̂ 3D de birim hızlı eğri olsun. O zaman teorem 3.1 den aşağıdaki sonucu verebiliriz:  

 

 ( )( ) ( ) ( ) ( )
2 21

( ) ;s s m r s s m s c d
r

  = − = − = − +                                     (3.10) 

bu ise dual birim kürede ( )s nin 

 

 radyal izdüşümüdür. 

Teorem 3.2. ( ), ( )s s  = hiçbir yerde pür dual olmayan dual eğirilikli bir dual eğri ve 

0  olsun, eğer 
3m D bir dual sabit nokta ise o zaman ( )s m −  dual rektifiyen düzlemde 

bulunan bir konum vektörü olması için gerek ve yeter şart 
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( )( ) ( ) 3.11

cos

d
s m s

s

 



 − =  

dır. Burada ( )s K da bulunan birim hızlı dual eğridir. 

 İspat: İlk olarak kabul edelimki ( )s birim hızlı dual küresel eğri olsun, basit bir hesaplama 

ile 

'

2

( ) .
d

s

r

 = olduğu gösterilir. 

O zaman ( )s nin dual yay uzunluğu 

` 1: ( ) tan .
s c

s s d s

d

  −

 
− 

= =  
  

            (3.12) 

(3.12) de tans c d s− = yazılabileceğinden bir secr d s= bulunur. 

Denklem (3.10)’un birincisinde bu son ifade yerine yazılırsa (3.11) ifadesi elde edilir. 

Tersine kabul edelimki s m
 

− 
 

(3.12) denkleminden verilsin, buradan s K
 
 
 

da 

birim hızlı bir dual eğridi. Eğer (3.11)’in türevi alınır ise o zaman  

`

2

( )
( ) ( )sin cos( ) .

cos

d sd
m s s s

dss


 




 

 
 − = +
  
           (3.13) 

olur. Var sayalım ki  

' ' ', , 1, , , 0      = =  = olsun böylece 

2
' '

3 2

sin
( ) , , ( ) .

cos cos

d s d
m m m

s s



 

   − − = − =                                              (3.14) 

elde edilir. 

 Buradan '( )( ) ( )m s m m    ⊥− = − + −  yazılabilir. Buradan ( )s doğal fonksiyon, 

( )m ⊥− , ( )s m − vektörünün dik tümleyenidir. 

 O zaman son denklemlerden 
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'

2

'

( ) , )
( ) .

cos( )

m m d
s

sm





 




 − −
= =

−

 

bulunur. Böylece  

2 2 2

' 2( ) ( ) ( ) ( ) ,m m s m d sabit   ⊥− = − − − = =  

yazılır. Bu da ( )s m − nın
3D de bir rektifiyan düzlemde bulunduğunu gösterir. Bir sonuç olarak 

aşağıdaki hatırlatmayı verebiliriz. 

Hatırlatma 3.1. K ’da ( )s dual eğrisi için   dual eğriliği 1 den büyük olsun açıkça  

2 6
2

4
1,

r

d
 = +                                                                          (3.15) 

olur.  

İspat: Aşağıdaki denklemlerden direk hesaplayabiliriz. 

' ' '

'' '' ' ' ''

( ) ( ) ( ) ( ) ( ),

( ) ( ) 2 ( ) ( ) ( ) ( ).

s r s s r s s

r s s r s s r s s

  

   


= + 


= + + 

                                                               (3.16) 

Böylece buradan  

'

22 2 2 '2 4
'' '' ' '' 2

6 8

2 4
( ) ( ) ( ) ( ) , ( )

4 5

d d d r d
s s s s r s

r rr r
      = −  = − = −  

yazabiliriz. O halde yukarıdaki denklem kullanılırsa  

22 4
'' 2

6
: ( ) (1 ).

d
s

r
   = = +  

elde edilir. 

 

 

 

 

 

 



4.  BİR DUAL EĞRİNİN KAREKTERİZASYONLARI 

4.1.  Dual Küresel Eğrilerin Karekterizasyonu 

3D ’de ( )s için bir diferansiyel denklem  hiçbir yerde pür doğal olmamak üzere gelecek 

önermede
3D de her uzay eğrisi için 3.dereceden bir diferansiyel denklem tanımlayacağız, bu 

amaçla  

*( ) : ( ) ( ) ( ), ( )h s h s h s s T s= + =               (4.1) 

Buradan ( )h s teğet dual yönlü uzaklık fonksiyonudur. Biz genelde ( )s  parametresini kullanacağız. 

önerme 4.1: K pür doğal değil ve 0  olmak üzere  3D ’de birim hızlı dual eğri olsun 

o zaman biz aşağıdaki eşitliği yazabiliriz. 

'

''' ' ' ' ' ' '(2 ) ( ) ( ) ,h h h h
 

    



 
    

  

   
   + + + + + = +
   
   

        (4.2) 

burada 
* *1 1

( ) : ( ) ( ) , : ( ) ( ) .s s s ve s s

K

   



 = + = = + = dır. 

İspat: Kabul edilmeliki  ,
3D ,’de birim hızlı eğri olsun (4.1) denkleminden biz 

'

( 1) , ,h N − =                 (4.3) 

yazabiliriz. Bu son ifadenin tekrardan türevi alınırsa 

'' ' ' , .h h h B  




   + − + =              (4.4) 

elde edilir. 

(4.4.) diferansiyel (4.3) uygulanırsa aşağıdaki denklem elde edilir. 

 

'

' '' ' ' '

'' ' ' '(2 ) ( ) ( ) ,h h h h p
 

    



 
 



 

 

   
   + + + + + = +
   
   
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bu da ispatı tamamlar. 

Sonuç (4.1): ( )s  pür doğal olmamak  üzere birim  dual eğrisi küreseldir, gerek ve yeter 

şart 

' 2 2

2( ) r  + =                            (4.5) 

denklemini sağlamasıdır. 

Burada 
*r r r D= + dual sabit sayıdır. 

İspat: ,r yarıçaplı dual küresinin üzerinde bulunan bir küresel dual eğri olsun. 

O zaman 

( ), ( ) , ( ) ( ), ( ) 0s s r veh s s T s   = = =             (4.6) 

yazılabilir. Buradan (4.2) diferansiyeli '( ) 0






 + = ve gerekli işlemler yapılırsa 

2 2

2( ) .r + =                (4.7) 

elde edilir. Böylece  ,
3D ’de bir küresel eğridir. 

Kabul edelim ki  (4.5)’i sağlayan birim hızlı dual eğri olsun o zaman ( )m m s=

parametrelendirilmiş dual eğrisi için 

( ) ( ) ,s m s N B  − = +               (4.8) 

yazılabilir. Böylece  

2

2

2 2( ) ( )r s m   = − = +              (4.9) 

elde edilir.  

Eğer (4.8) ve (4.9)’un diferansiyeli alınır ve Serret-Frenet formülleri kullanırsa 

'

0m =  ve 

'

0r = elde edilir. 
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Böylece 3,m D ’de sabit bir dual noktadır ve r bir dual sabittir. O halde (4.8) denkleminden 

,r yarıçaplı ve m merkezli ( )K r ’da bulunur. Önerme (4.1)’in diğer bir sonucu aşağıdaki 

gibidir. 

, ( ), ( ), ( ), ( )s s N s B s  ’nın bir lineer kombinasyonu olduğundan bir  

( ) , , , .s T T N N B B   =  +   +             (4.10) 

yazabiliriz. 

Sonuç 4.2: 0  ve K hiçbir yerde pür doğal olmamak üzere 3, D ’de birim hızlı doğal 

eğrisi olsun  o zaman  

2 2 2, ,N N B r   +   =             (4.11) 

r bir doğal sabit olması için gerek ve yeter şart  ’nın
3D ’de ya küresel ya da  normal eğri olması 

gerekir. 

İspat: Kabul edelim ki  (4.11) sağlayan birim hızlı bir dual eğri olsun o zaman (4.1), (4.10) 

ve (4.11)’den 

2

2 2( ) .s h r = +

             (4.12) 

elde edilir. (4.12)’nin  diferansiyeli ve (4.1) kullanırsa  

'
' '

( ), 0 ( 1) 0.s T hh h hh h h = +  =  − =          (4.13) 

bulunur. 

Böylece ya 0h = ya da 
' 1 0h − = elde edilir. Böylece ya 0h =  ya da h s c= + dır. Burada 

c  dual sabittir. Böylece   ya küresel veya normal eğridir. Teoremin yeter şartının ispatı açıktır. 

 Sonuç 4.3:   pür doğal olmayan ve 0  olmak üzere 
3D de birim hızlı bir dual eğirinin 

rektifiyen eğri olması için gerek ve yeter şartı 
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( ) 0,s c
 

 

 
 + + =
 
                           (4.14) 

denklemini sağlamasıdır. Burada c  dual sabittir. 

İspat: Kabul edelim ki  ,
3D ’de  bir rektifiyen  eğri olsun o zaman h s c= + dır. Buradan 

(4.2) denklemi göz önüne alınırsa 

'

( ) 0s c








 
 + + =
 
 

                         (4.15) 

Sonuç olarak (4.15) komşulu (4.15)’in integrali alınarak düzenlenirse ( ) ,c s c c D = + 

için bulunur ki ( )s in bir rektifiyen eğri olduğunu gösterir. 

4.2.  Dual Helislerin Karekterizasyonu 

Doğal helislerin dual eğrilik ve dual torsiyon tarafından karekterizasyonu gibidir. 

Tanım:  , birim dual hızlı eğrisine bir dual helis denir. Eğer onun dual birim tanjant vektörü 

bir dual birim u vektörü ile   = +  bir sabit dual açı yapar yani  

, cos ., , 1.U T const ile U U = =  =           (4.16) 

Teorem 4.1:  pür dual değil ve 0  olmak üzere  ,
3D ’de bir birim hızlı eğri olsun o 

zaman    bir helistir gerek ve yeter şartı s , yay parametresi olmak üzere h  fonksiyonu 

'

'

2

( ) 0,
s

h h





 








 
 + + − − =
 
 

                       (4.17) 

denklemini sağlar. 

İspat: Kabul edelim ki  ekseni ve dual birim vektörüne paralel olan bir helis olsun o zaman 
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cos sin ,

cos sin 0

U T B

 

=  +  


−  =              (4.18) 

yazabiliriz. 

', cosU   =   

olduğu için 

, cosU s c = +              (4.19) 

elde edilir. Burada c bir dual sabittir. Şimdi (4.18) ve (4.19) denklemlerinden 

, , .
cos

c
T s C B ileC


 



 = + −   =


          (4.20) 

de buluruz. 

Bu denklemler (4.1) ile birleştirilirse 

,h s C B






= + −  

             (4.21) 

elde edilir. 

 (4.21)’in diferansiyeli ve (4.1) kullanırsa  

'( 1) , 0h N − +  =              (4.22) 

bulunur. (4.22)’nin türevi alınırsa 

'' '

( 1) , , 0.h h T B    + − −   +  =           (4.23) 

elde edilir. (4.2)ve (4.21), (4.23) de uygulandığında  

' '

2
( ) ( ) 0,h h s C

  
 







 
 + + − + + =
 
 

          (4.24) 



17 

 

bulunur. Sonuç olarak  (4.17) sağlayan bir birim hızlı helisdir. (4.24)’ün türevinden

' '

' '

'' ' ' '2 ( ) ( ) ( ) .h h h h s C
   


 

    



   

   

 
                + + + + + + + = + + +                
    

 

     (4.25) 

elde edilir. Önerme (4.1) ve  (4.22) ile (4.25) de göz önüne alındığında  

 

'

( ) 0.s C h




 
  + − =
 
 

             (4.26) 

elde edilir. 

Eğer s c h+ = sağlanır ise o zaman (4.26)’dan  

( ) ( ) 0,s C s C




 

 

 
 + + − + =
 
 

           (4.27) 

elde edilir. 

4.3. Dual Küresel Eğri ve Helisin Karekterizasyonları  

Bu bölümde  ’nın dual darboux vektörüne bağlı olarak dual küresel eğriler ve dual 

helislerin yeni bir karekterizasyonunu vereceğiz. 

'

( )s T B ⊥ = − + olarak tanımlanan co-Darboux vektörü olsun. Buradan görülür ki 

'

' , .  ⊥   = − +             (4.28) 

dir. Böylece  bir helistir, gerek şart ' , ⊥  ortogonal olmasıdır. 

Teorem 4.2:  pür doğal değil ve 0  olmak üzere  ,
3D ’de bir birim hızlı eğri olsun 

ozaman   küreseldir, gerek ve yeter şartı 

 
,

,

,

 

  ⊥

  
=

  

             (4.29) 

olmasıdır. 
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İspat:Kabul edelim ki 3D ’de birim  eğrisi olsun  o zaman, 

, ,

, , .

h B

h B

   

   ⊥


  = +   


  = − +                              (4.30) 

yazılabilir.   hiçbir yerde pür doğal değil ve 0  için 

2

2

, , ,

, , .

B

B

   

   ⊥


   =   


   =   

            (4.31) 

olur. Böylece 

'

( ),

( ),

s

s

 

 
⊥

  
=

  

             (4.32) 

elde edilir ki bu da  nın bir küresel olması için gerek ve yeter koşulu sağlar. 

 

 

 

 

 

 



5.  SONUÇLAR 

Bu çalışmada Dual sayılarda eğri kavramı detaylı bir şekilde tanım ve teoremlerle ele 

alınmıştır.Bu dual eğrinin Frenet Çatısına göre eğrilik ve burulması tanımlanmıştır. Dual uzayda 

Frenet Çatıya göre dual rektifyan eğri ifade edilerek çeşitli karakterizasyonlar yapılmıştır.  

Son olarak Dual Frenet Çatıya göre Dual rektifyan eğriler, Dual Kuaterniyonlarda 

tanımlanarak yeni karakterizasyonlar elde edilebilir.  
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