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OzET

Dual-3-Uzayda Dual Egrilerin Diferansiyel Geometrisi
Servet UZUN
Yiiksek Lisans Tezi

FIRAT UNIVERSITESI
Fen Bilimleri Enstitiisii

Matematik Anabilim Dali
Ekim 2022, Sayfa viii+20

Oklid uzayinda rektifyan egrilerin torsiyonu ile ilgili birgok calisma yapilmistir. Birgok bilim adami
rektifyan egrinin torsiyonu ve egriligini yay parametresine gore ispatlamistir.

Bu tez caligmasinda, ilk olarak ¢aligmanin temelini olusturan dual uzay ile ilgili ayrintili bilgilere yer
verilmigtir. Daha sonra olusturulan bu igerik kullanilarak Dual Uzayda rektifyan egriler tanimlandi. Bu
egrilerin dual egrilik ve torsiyonu dual yay parametresine gore ifade edildi. Son olarak da Darboux vektoriine
bagli olarak dual kiiresel egrilerin yeni bir karakterizasyonu yapildi.

Anahtar Kelimeler: Dual Sayilar, Dual Darboux Vektorii, Rektifyan Egri.
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ABSTRACT

Focal Curves According to Ribbon Roof in Dual Space
Servet UZUN
Master’s Thesis

FIRAT UNIVERSITY
Graduate School of Natural and Applied Sciences

Department of Mathematics
October 2022, Page viii+20

Many studies have been done on the theory of rektifying curves in Euclidean space. Many scientists have
proven the torsion and curvature of there ctifying curve according to the arc lenght parameter.

In this thesis, first of all detailed information about the Dual space, which forms the basis of the study, is
given. Using this created content later, rektifying curves in Dual Space were defined.The dual curvature and
torsion of these curves were expressed according to the dual the arc lenght parameter.Finally, a new
characterization of dual spherical curves based on the Darboux vector was made.

Keywords: Dual Numbers, Dual Darboux Vector, Rektifying Curve
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1. GIRIS

Egriler teorisi, diferansiyel geometrinin temel bir yapisidir. 3-boyutlu Oklid uzayinda bir
regiller egrinin  diferansiyel geometrisinde 6nemli  problemlerinden  biri  egrinin
karakterizasyonudur. Uzay egrilerinin bazi 6nemli tipleri helisler, kiiresel egriler ve rektifyan
egrilerdir. Uzay egrileri lizerindeki ilging sorulardan biri rektifyan egrilerinde kiiresel egriler ve
helisler gibi farkli karakterizasyonlarmi bulmaktir. Oklid uzaym da kiiresel ve rektifyan egrilerin
bazi karakterizasyonlart Chen ve Deshmukh tarafindan incelenmistir [1,2].

Son zamanlarda matematikgiler E.Study donisiimii sayesinde 3-boyutlu dual uzayda
egrilerin teorisini ¢calismislardir. 1903’de Eduard Study kendi adini verdigi E.Study doniisiimiinde
birim dual kiire iizerindeki her noktamin R3’deki yonlii dogrulara birebir karsilik geldigini
kamtlamistir. Diger bir ifadeyle bu déniisiim E3 deki bir regle yiizeyle dual uzaydaki bir egri
arasinda iliski kurar [3]. Bu sayede R3’deki yénlii dogrular teorisinin dual sayilar yardimiyla
incelenmesine imkan verilmistir. Dual sayilara ait temel kavramlara Hacisalihoglu’nun “Hareket
Teorisi ve Kuaterniyonlar Teorisi” ve Miiller’in “Kinematik Dersleri” adli kitaplarinda yer
verilmistir [4,5]. Ayrica 3-boyutlu Dual uzay1, E2 de igeren 6-boyutlu bir uzay olarak diisiinebiliriz.
Boylece D3deki uzay egrisi, E3deki egrinin dogal uzantisidir. Bununla birlikte rektifyan ve kiiresel
egriler ile ilgili D3de pek cok ¢alisma yapilmistir ancak bunlar istenilen seviyede degildir. Abdel-
Baky ve Saaddual uzayda dual egrilerle ilgili ¢esitli, karakterizsyonlar yapmuslardir [6]. Yiicesan,
Ayyildiz ve Coken dual uzayda rektifyan egrileri ¢alismistir [7]. Dual helisleri Yiicesan ve Tiikel
de incelemislerdir [8]

Biz bu tezde Dual Uzayda rektifyan egriler i¢in yeni bir karakterizasyon vererek onun dual
egrilik ve torsiyonunu hesapladik. Daha sonra {iglincii dereceden bir dual diferansiyel denklemi
dual egriler i¢in insa ettik. Son olarak da Dual Darboux vektoriine bagli olarak kiiresel egrileri

verildi.



2. TEMEL TANIM VE KAVRAMLAR

Tamm 2.1: Va,a" € Rolmak {izere R x R kiimesi iizerinde A = (a,a*) sirali ikililerin
kiimesi D ile gosterilsin. D = {(a,a"): a,a” € R} kiimesi iizerinde iki i¢ islem asagidaki gibi
tanimlanir [4]:

Toplama@®: D x D — Dve A = (a,a”), B = (&, 6 *)eD olmak iizere,

ADB=(a,a)D ") = (a+b,a +46)

D deki toplama olarak adlandirilir.
CarpmaQ®:D X D — D i¢ islemi A = (a,a*), B = (&, ") €D olmak iizere,
AQB=(a,a)® (6,46*)=(ab,a t + b a)

D’ deki carpma olarak adlandirilir.

Tamm 2.2 (Esitlik): A = (a,a"), B = (&, 4*)eD olmak iizere A=B olmasi i¢in <

a=4&,a" = & olmasidir [4].

Tanmim 2.3: R reel sayilar kiimesi olmak iizere; D = R X R kiimesi {izerinde toplama,
carpma ve esitlik islemleri yukaridaki gibi tanimlanmis ise D kiimesine dual sayilar sistemi
denirve VA = (a,a*),€ D elemanina bir dual say1 denir [4].

Teorem 2.4:(D,,0) tigliisii birimli ve degismeli bir halkadir [4].

Not 2.4: (D,®,©) halkasin1 I ile gdsterelim.

Tamm 2.5 (Sifir eleman): A @ X = A denkleminin ¢oziimii olan X = (0,0) dual say1sina
D nin sifirt denir ve 0 = (0,0) ile gosterilir [4].

Teorem 2.6: (ID,,©) iigliisii bir cisim degildir [4].

Onerme 2.7 (Bélme):A = (a,a*), B = (6,4") € Dise A ® X = B denkleminin

X = (x,x%) ¢oziimii asagidaki durumlarda mevcuttur [4].

Da+0ise X = (g,&*a‘;‘l%) dir.

2)a=06=0a"#0ieeX =(%,")dn

3)a=0,a"=0,46=0,6"=0iseher X = (x,2%) € D ¢oziimdiir.

Teorem 2.8: D halkasi, R kiimesine izomorf bir alt kiimeyi alt cisim olarak kapsar [2].

Sonug¢ 2.9: Teorem 2.8 in bir sonucu olarak (a,0) dual sayisi, izomorfu oldugu ‘a’ ile
gosterilecektir. Yani (a, 0) = a alinacaktir [4].

Tamim 2.10: Bir A = (a,a*) € D dual sayisinda a reel sayisina A 'nin reel kismi"a*"'reel

sayisina A'ni dual kismi denir ve Re A = a ve DuA = a* seklinde yazilir[4].



Tanim 2.11: (1,0) dual sayisina D deki ¢arpma isleminin birim eleman1 veya D deki reel
birim denir.(1,0) dual sayis1 kisaca € ile gosterilmektedir. O halde € = (0,1) alinacak ve dual
birim olarak adlandirilacaktir [4].

Sonug 2.12: © isleminin tanimi geregince €2 = €. € = (0,1)(0,1) = (0,0) dir. Yani €2 =
€. € = 0 oldugu goriiliir [2].

Tanim 2.13: (0,0) dual sayisina D nin toplama islemine gore birim elemani (Abel grubunun
birim elemani) denir ve f: D = R izomorfizminde karsilik geldigi “0” reel sayisi ile gosterilir [2].

Teorem 2.14: A = (a,a*) € D dual sayis1 A = a + €a* seklinde tek tiirlii yazilabilir.
Yani A = (a,a*) = a + Ea* dir [4].

Sonug 2.15: R deki (+) ve (.)islemlerine ait kurallar D de aynen kullanilabilir. Bundan
sonra O ve @ sembolleri yerine (+) ve (.) isaretlerini kullanacagiz [4].

Onerme 2.16: A,B€ER ve A.B=0 ise A veBden herhangi birinin 0" olmas:
gerekmez [4].

Onerme 2.17: A = (a,a) =a+Ea* € D vel€R ise 1 ile A nin carpimi 1. A =
(Aa,Aa™) = Aa + €EAa” dir [4].

Tamm 2.18: X reel sayisi ile A dual sayisinin ¢arpimi R X D — I seklinde bir dis islem
olup bir dual sayinin bir reel skalar ile ¢arpimi adin1 alir [4].

Onerme 2.19: A = a + €a* ve B = & + 4" iki dual say1 olsun.

Bu taktirde AB = at + E(ab* + a*#) dir [4].
Onerme 2.20: A =a+ €a*,a # 0veB = 4 + £6* iki dual say1 olsun. Bu taktirde
g _b+ELT (b+Eb)(a—-€a") ba+E(bia—tba’)-— Eab*

= = = £2=0
A a+€a* (a+€a*)(a-—Ea") a? + €(aa* — aa*) — €2a** ve

oldugundan dolayz;
ba+ &b a—bta”) b te (b*a—ba”)

a’ a a’?

B
7=
bulunur [2].

Onerme 2.21: A = a + €a*,a # 0 bir dual say1 olsun. O halde;

2 =1_¢2 dir[4].

Tanmmm 2.22: K birimli ve degismeli bir halka olsun. ¢:K X X - X, @(k,x) = kx
biciminde tanimlanan ¢ fonksiyonu asagidaki sartlar1 saglarsa X, K halkasimin {izerinde bir
modiildiir denir.

Nk(x+y)=kx+ky Vx,ye X, k€K

i) (kg + kp)x =kix + kyx,Vx € X, kq,k, €K

i) (kq.ky)x = ky(kyx),Vx € X, ki, ky EK

iv)1.x =x,x €X



Eger K = D ise D bir modiil olarak adlandirilir [4].
Teorem 2.23: (D3, +) bir abel gruptur [4].
Teorem 2.24: (D3, +) sistemi D iizerinde bir modiildiir [4].

Tamim 2.25: D- Modiil’iin elemanlar1 olan sirali dual tigliilere dual vektorler denir [4].

Teorem 2.26: a, d* € R3 olmak iizere D- modiil’de herbir A dual vektor

-

A=d+€a’ [€ =(0,1) € D]
Seklinde yazilabilir [4].

ispat:c/f = (c/il,c/iz,c/i3) , Aj=a;+E&a; , 1 < i < 3 olmak iizere

A=(a,+€a; , a,+€a5 , as+Ea3)
yada;
C/i = (a'1; a’Zia'3) + E(a';_l d;, a/;)

seklinde yazilir.a;,a; ER , 1<i<3oldugundan a = (a,,a,,as), a' = (a; a5 a3)
alinirsa;

A=d4d+¢ca*

olur.
Tamim 2.27: (ID- modiil iizerinde i¢ ¢carpim)
A=d+€a*, B=4F6+ 6" € D3deiki vektor olsun.
fD3xD3->D
dontistimii;

f(AB)=(AB) = (d+Ea" b + 6% = (d,8) + €@, B) + (@, 5°)]
olarak tanimlansin. Eger bu déniisiim asagidaki 6zellikleri sagliyorsa buna D3 de dual i¢ ¢arpim
denir [4].
i.  Simetri Ozelligi
(A,B) = (B,A,)

ii.  Bilineerlik 6zelligi;

ili.  Pozitif Tanimlilik;

veﬁ) # 0ise (ﬁ,ﬁ) > 0 dir.



Bu aksiyomlar reel vektor uzayindaki i¢ ¢arpim aksiyomlari ile aynidir [4].
Tamim 2.28 (Dual Vektorlerin Normlanmasi): Bir ﬁ =d + €a* dual vektdriin normu
diye;
2 2 2 5 aa L =
4]l = Ayt = (an+ €552 L a w0

dual sayisina denir. Bundan sonra bu dual sayi;
adr)

il

o

a = ||d||ve a* =

olmak tizere;

-
~

All =a+ Ea”

olarak yazilacaktir [9,14].

Tamim 2.29: Normu reel birime karsilik gelen dual vektore birim dual vekt6r denir [9].

Teorem 2.30: A = & + £a* birim dual vektor ise;

lall=1, (a,a)=0

dir [9].

Tanim2.31(Dual Kiire): {)_C) =x+ex* ||f|| = (1,0); £, £* € R3} kiimesime - modiil
de birim dual kiire denir [12].

Teorem 2.32: cfi * (6, a) € D- modiil olmak iizere D- modiil’de denklemi;

4] = o

olan birim dual kiirenin dual noktalar1, R3’deki yonlii dogrulara birebir karsilik gelir [15].

Teorem 2.33: O baslangi¢ noktas: yerine baska bir P noktas: secildiginde R’ deki yonlii
dogruyu belirten birim dual vektor;

A =d +e(@oAG + i)

dir [4].

Tanmim 2.34 (Dual Ac1): c/_i ve@ iki birim dual vektor olsun. Eger;

(A,B) = cosh = cos (6 +£6%)

ise d, c/_i ve % vektorleri arasindaki dual a¢1 denir. Burada 6 ve 8" sirasiyla, bu vektorlere karsilik
gelen yonlii dogru pargalar1 arasindaki ag¢1 ve en kisa uzakliktir [9,12].

Tamm 235 (D- Modiil Uzerinde Dis Carpim): A = 4 + €%, B = & + 6" € D3
olmak tizere bu dual vektorlerin dig carpimu;

A:D3 x D3 > D3

bi¢iminde bir iglemdir ve;



-
=

ANB = GAB + e(ANE" + TNE)
olarak tanimlanir[9].

Tanim 2.36: 7 :IcR->D3

s = 7(s) =y(s) +ey™(s)

D3 Dual uzayda diferansiyellenebilir birim hizli dual egri denir. D3dual uzayinda 7(s) dual
uzay egrisi boyunca hareket eden Dual Frenet Catis1 {T, N, B } ile belirtelim. Sonra dual ana normal
ve dual binormal vektor alanlari, sirastyla T, N, B ye dual tegettir. O halde dual egri icin frenet
formiilleri su sekilde verilir [7,11].

T' = kN + &(k*N + kN*)
N' = —«kT + 1B+ &(—k*T — kT* + "B + tB*)
B'=—1tN—¢(t*N +1N*)

Tamm 2.37 (Dual Darboux vektorii): 7 : I € R —» D3 bir dual egri ve {T, N, B} de  nin
Dual Frenet Catisi olsun. ¥ ve 7 bu egrinin dual egrilik ve torsiyonu olmak tizere Dual Darboux
vektorii W ile gosterilir ve;

W =4T + kB
seklinde tamimlanir [10,13].
Tanm 2.38: y: 1 c R — E3, dif-bilir bir egri ve {T,N,B} de egrinin Frenet cats1 olsun. T
ve B vektorlerinin gerdigi diizleme rektifyan diizlem denir [1,15].
Tanm 2.39: y:1 c R - E3, dif-bilir bir egri ve {T,N,B} de egrinin Frenet cats1 olsun.
A(s), u(s) iki fonksiyon olmak tizere
v(s) = A(s)T + u(s)B
Egrisine rektifyan egri denir[1].
Teorem 2.40: y: 1 € R — E3 bir rektifyan egri, k >0 ve s yay parametresi olsun.
i) llyll = p fonksiyonu igin p? = s? + ¢;s + ¢, denklemi saglamr. Burada cy,c,
sabitlerdir.
i) Egrinin konum vektoriiniin teget bileseni <y, T >=s+b ile verilir. Burada b sabittir.
iii) Egrinin konum vektoriiniin normal bileseni sabit bir uzunluga sahiptir ve p sabit
degildir.
iv)  sifirdan farklidir ve egrinin binormal bileseni sabittir yani < y,B> sabittir.
Sonug olarak, y:1c R = E3, k>0 egrili bir egri ve (i), (ii), (iii) ve (iv) 6zelliklerinden birini

sagliyorsa bu egri rektifyan egridir [1].



3. DUAL REKTIiFYAN EGRILER

Bu boliimde, her dual rektifyan egrinin egrilik ve torsiyon oranin § dual yay parametresinin
sabit olmayan bir lineer fonksiyon oldugunu gdsterecegiz.

Teorem 3.1: & = &(8), K # 0 egrilikli birim dual egri olsun. Asagidaki ifadeler

esdegerdir.
i) @(8) egrisinin her rektifyan diizlemi 7 den gegen bir 7 € D3 noktasi vardir.
i) t/k, as$ + b sabit olmayan bir lineer dual fonksiyondur.
iii) l@(8) — Mll? = (8 — )% + d?olacak sekilde bir 7, € D® noktasi vardir.

Burada

IS
Il
[+
ISR
>
Il
|
$3_>_| (S
QL

H
o

ve m tek oldugundan, m=m, [16.]

Ispat: i) Kabul edelim ki @($) nin her rektifyan diizlemi bir 7 € D3 sabit noktas1 icersin.
O zaman,

<a(8)—m,N(S) >=0

<a@(8§) —m,KT +TB >=0 (3.1)
elde edilir. Son iki denklemden, rektifyan diizlem hem N hem de —kT + 7B ortogonaldir. Bdylece

a(s) —m=n(S)(IT + kKB) (3.2
yazilabilir. Burada 7} = 7j(8) dual fonksiyondur. (3.1) ifadesinin diferansiyeli alinirsa

—k+< as) —m,—kT +1B >=0 (3.3)
elde edilir. (3.2) ve (3.3) den

~ VRr't (3.4)
bulunur.
(3.4) ifadesi (3.2) de yazilirsa
- .
a(s)-m=—T+——B.
TK—K.T T K—K.T (3.5)

ifadesinde



CLUNIFIN DR G ) Y L S

ds T.K—K.T TIK—K"T

béylece katsayilar sifira esittir.

yani

burada
Rt % —dceD. (3.6)

yazilir.

x # 0 oldugundan d # 0°dir (3.5) ve (3.6)’dan

a(s)—m=(s—c)T —d B,

x d d (3.7)

elde edilir.
Boylece
2

Ha(é) “mo| =(s—c)?+d?

yazilir.Eger her rektifyan dogal diizlem baska bir Mo dogal noktasindan geciyorsa o zaman ;;(E)

Move M birim hizli dual geodezik ¢izgidir. O zaman her t € D igin E:('E) ve &(E) # 0 dual

sabitleri vardir. Oyleki
a(s)-y(t) = (s—é(ij)T (s)—d(t)B(s) (3.8)

dir.Eger nokta Eya gore tiirevi tanimlarsa o zaman (3.8) den ;/(E) = (C) (E\JT (;)—d(E)B(g)

yazilabilir.Dikkat edilirse



g = é(i) §+ E)('E) ,:’:1({) = —é , E)(E) = —@. (E) gore tiirev almmrsa a(t) s+ E)('E) =0 oldugu
d(t) d(t)

A

goriiliir, boylece a(t) =b(t) =0 dir. Bu da y(t) =0oldugu gosterir. Bundan dolay: m = Mo

boylece Motektir. Bundan (ii) ve (iii) sayesinde (i) gdsterildi.

i) Kabuledelimki @ —as+b;a#0cger m= &(é)—(§+ E)T —=Balir ise o zaman
K a a

kabiiliimiizden m = 0 oldugu gériiliir. Buradan r}l, D2 de sabit bir noktadir ve

a(gj_ n=(s-0)T-dB,c=—2 a=1,d=0
a d

Olur bu da (i) ve (iii) sayesinde (ii) gosterir.

Simdi (i) ifadesinin varoldugu kabul edilirse o zaman

<a(s)-m,T >=(5—c) (3.9)

yazlabilir (3.9)’un tiirevi alinir ve Serret-Frenet formiilleri kullanilirsa
1(S) < —a(s) —m, N >=0; x(s) # 0 =< a(s) —m, N >=0
elde edilir.Bu da a(s)nin her rektifiyan dual diizleminin bir sabit M e D?dual noktasindan
gectigini ifade eder bu da (i) sayesinde (iii) *ii gdsterir.

@, D® de birim hizl1 egri olsun. O zaman teorem 3.1 den asagidaki sonucu verebiliriz:

-~ 1 - o - 2 )
S ==(a S —m);r S :Ha S —mH: s—c) +d (3.10)
pE)==(a(s)-m):r(s)=|a(s)-m|=(s-c)
bu ise dual birim kiirede o (g) nin
radyal izdiisimidiir.
Teorem 3.2. & = a(S), x(S) higbir yerde piir dual olmayan dual egirilikli bir dual egri ve

7 # 0 olsun, eger M e D®bir dual sabit nokta ise 0 zaman a(éﬁ) —m dual rektifiyen diizlemde

bulunan bir konum vektorii olmasi igin gerek ve yeter sart



d

— B(s,) (3.11)

COSSp

a(ss)-m=

dir. Burada b’ (S;) K da bulunan birim hizli dual egridir.

Ispat: ilk olarak kabul edelimki B(é) birim hizli dual kiiresel egri olsun, basit bir hesaplama

. -l d
ile || 8 (S)|=—- oldugu gosterilir.

r.2

O zaman b(é) nin dual yay uzunlugu

ds=tant{2=C L (3.12)

so:= (8 )
=) :

(3.12) de é—& = d tan éﬂ yazilabileceginden bir IN' = (;I sec ;/; bulunur.

Denklem (3.10)’un birincisinde bu son ifade yerine yazilirsa (3.11) ifadesi elde edilir.

Tersine kabul edelimki &(éﬁj—r}\(&lZ) denkleminden verilsin, buradan b(gﬁj K da

birim hizli bir dual egridi. Eger (3.11)’in tiirevi alinir ise o zaman

e - - - dp(s
(x—m) = dN ﬂ(sﬂ)sinsﬂ+Mcos(sﬁ) :
cos® sy ds,
(3.13)
olur. Var sayalim ki
< b,b >=< ,é,,é >=1, < b,,é',>= 0 olsun bdylece
- - 12 cin o - 1
<(a-m), a—m>=95IN% (a—m)'H: d_ (3.14)
cos’s, Cos” s,

elde edilir.
Buradan a—m= ;1(5 p)(0~c— rﬁ) + (0}— r}l)l yazilabilir. Buradan ;;(g ) dogal fonksiyon,
(gl— rﬁ)l o (é 5)— mvektoriiniin dik timleyenidir.

O zaman son denklemlerden

10



<(@-m),a-m)_ d

u(sp) == —.
(a—m) COSSp

bulunur. Boylece

2 2 2

(@—m)*| =|(@-m)| - u(s)|(@-m)| =d?=sabit,

yazilir. Buda a(s,) - m nin D° de bir rektifiyan diizlemde bulundugunu gésterir. Bir sonug olarak

asagidaki hatirlatmayi verebiliriz.

Hatirlatma 3.1. K *da b(s;) dual egrisi i¢in &K, dual egriligi 1 den biiyiik olsun agikca

Kp =d—/c2+1, (3.15)

olur.

Ispat: Asagidaki denklemlerden direk hesaplayabiliriz.

o' () =1'(5) A(5)+1(5) B (5),

(3.16)
a =1(s) B(s)+2r (5) B (s)+r(s) B (S).
Boylece buradan
<BEOFE)>=-L<pE) 56 >=—iF',“é"(é)“ _Adr 4
r4 r5 r r

yazabiliriz. O halde yukaridaki denklem kullanilirsa

2 4 ~

2
d
= F(l-i_ K';)

Kp =

a (s

elde edilir.
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4. BirR DUAL EGRININ KAREKTERIZASYONLARI

4.1. Dual Kiiresel Egrilerin Karekterizasyonu

D*de (:x(g) i¢in bir diferansiyel denklem x higbir yerde piir dogal olmamak iizere gelecek

6nermede D®de her uzay egrisi icin 3.dereceden bir diferansiyel denklem tammlayacagiz, bu

amagla

h(s) == h(s)+ € h*(s) =< a(s), T (s) > (4.1)

Buradan H(;) teget dual yonlii uzaklik fonksiyonudur. Biz genelde (;) parametresini kullanacagiz.

onerme 4.1: K piir dogal degil ve 7 # 0 olmak iizere & D*’de birim hizli dual egri olsun
o zaman biz asagidaki esitligi yazabiliriz.

b&f{w+(2,;(}+;o&)ﬁ'+ (5—,&)4 @@ hal Z Hz(&b)#@, (4.2)

po o) o
- - . - * - 1 - . - * - 1
burada p(S):=p(S)+¢&p (S)=—, veo =c(S)+&o (S)==.dur.
K T

ispat: Kabul edilmeliki o, D*,’de birim hizli egri olsun (4.1) denkleminden biz

,;)(ﬁ -1) =< 0}, N >, (4.3)

yazabiliriz. Bu son ifadenin tekrardan tiirevi alinirsa

,B&H"+&,}H‘—<}pf+§ﬁz<&,5>. (4.4)
P

elde edilir.

(4.4.) diferansiyel (4.3) uygulanirsa asagidaki denklem elde edilir.

poh+@2p a+paih+(ep)+ ZL |+ L h=(op)+£,
po P o



bu da ispat1 tamamlar.

Sonug (4.1): (g) pir dogal olmamak {izere & birim dual egrisi kiireseldir, gerek ve yeter

sart

2 2

(po)+p =t (4.5)
denklemini saglamasidir.
Burada r = r+ e r"D dual sabit sayidir.

Ispat: 5{, |~’ yarigaplt dual kiiresinin lizerinde bulunan bir kiiresel dual egri olsun.

O zaman

< a(s),a(s) >=r,veh(s) =< a(s), T(s) >=0 (4.6)

yazilabilir. Buradan (4.2) diferansiyeli ( ,5 &) + @ =0 ve gerekli islemler yapilirsa
o

2 2

(po)+p =T . (4.7)

elde edilir. Boylece « D?de bir kiiresel egridir.

Kabul edelim ki « (4.5)’i saglayan birim hizli dual egri olsun o zaman m=m(s)

parametrelendirilmis dual egrisi igin

a(s)-m(s)= pN+o pB, (4.8)
yazilabilir. Boylece

2
2

r(s)=|la—m| =(cp)?+p 2 (4.9)
elde edilir.

Eger (4.8) ve (4.9)’un diferansiyeli alinir ve Serret-Frenet formiilleri kullanirsa r}l =0 ve
r =0 elde edilir.

13



Boylece rﬁ, D3 ’de sabit bir dual noktadir ve I bir dual sabittir. O halde (4.8) denkleminden

ON(,ijarlgaph ve M merkezli K(;) ’da bulunur. Onerme (4.1)’in diger bir sonucu asagidaki
gibidir.

5[, (s), K‘(g), N (é), B(;) "nin bir lineer kombinasyonu oldugundan bir

01(5)z<01,T >T+<0~5,N >N+<&,B>B. (4.10)

yazabiliriz.

Sonuc 4.2: 7 # 0ve K higbir yerde piir dogal olmamak iizere 5{, D3 de birim hizli dogal

egrisi olsun o zaman

<a,N>2N+<a,B>2=r? (4.11)

I bir dogal sabit olmasi icin gerek ve yeter sart o “nin D* de ya kiiresel ya da normal egri olmasi
y y g

gerekir.

Ispat: Kabul edelim ki ¢ (4.11) saglayan birim hizl1 bir dual egri olsun o zaman (4.1), (4.10)
ve (4.11)’den

~ ~ 2 ~ ~
a(s)| =h+r?.
(4.12)
elde edilir. (4.12)’nin diferansiyeli ve (4.1) kullanirsa
<a(s),T>=hh+0=h=hh = h(h -1) =0. (4.13)

bulunur.

Boylece ya h =0yada h'—1=0elde edilir. Boylece ya h=0 ya da h = S+ C dir. Burada

C dual sabittir. Boylece @ ya kiiresel veya normal egridir. Teoremin yeter sartinin ispati agiktir.

Sonug 4.3: K piir dogal olmayan ve 7 # 0 olmak iizere D>de birim hizl1 bir dual egirinin

rektifiyen egri olmasi i¢in gerek ve yeter sarti
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§+(§+&)

¢ (4.14)

denklemini saglamasidir. Burada C dual sabittir.

ispat: Kabul edelim ki o, D®’de bir rektifiyen egri olsun o zaman h = S+ ¢ dir. Buradan

(4.2) denklemi gdz oniine alinirsa

9 is+o) 2| =0 (4.15)
p p

Sonug olarak (4.15) komsulu (4.15)’in integrali alinarak diizenlenirse rc= (~S+ c)x,ceD

i¢in bulunur ki a(;) in bir rektifiyen egri oldugunu gosterir.

4.2. Dual Helislerin Karekterizasyonu

Dogal helislerin dual egrilik ve dual torsiyon tarafindan karekterizasyonu gibidir.
Tanim: ¢« , birim dual hizl1 egrisine bir dual helis denir. Eger onun dual birim tanjant vektorii

bir dual birim u vektorii ile @ = 9+ &3 bir sabit dual ag1 yapar yani

<U,T >=cos®=con§t.,ile<U,U >=1. (4.16)

Teorem 4.1: k piir dual degil ve 7 # 0 olmak iizere o, D?*de bir birim hizli egri olsun o

zaman « bir helistir gerek ve yeter sart1 S, yay parametresi olmak iizere h fonksiyonu

(oh) +| Z+2 |eh-p-2L =g, (4.17)
p o o’

denklemini saglar.

Ispat: Kabul edelim ki « ekseni ve dual birim vektdriine paralel olan bir helis olsun o zaman

15



U =cosOT +sin OB,
z%cos@—;sin(azo

yazabiliriz.

<U,a>=cos®

oldugu igin

<U,a>=scos®+cC

elde edilir. Burada E:bir dual sabittir. Simdi (4.18) ve (4.19) denklemlerinden

<T,0~c >= §+C—<o~:,B >§iIeC =

de buluruz.

Bu denklemler (4.1) ile birlestirilirse

ﬁ:§+C—<&,B>§
T

elde edilir.

T

cos®’

(4.21)’in diferansiyeli ve (4.1) kullanirsa

,;)(H'—l)+ <a,N>=0

bulunur. (4.22)’nin tiirevi alinirsa

,;)ﬁ +,;3(F1 —1)—/;<T,£z>+;<o;,B>:O.

elde edilir. (4.2)ve (4.21), (4.23) de uygulandiginda

(,EH')'+ 9L ;H—/;+%(§+C):O,

p O

(o)
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(4.19)
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(4.21)

(4.22)

(4.23)

(4.24)



bulunur. Sonug¢ olarak « (4.17) saglayan bir birim hizli helisdir. (4.24)’iin tiirevinden

poh' 4| 2pc+po |h +|(op) +| Z+L||Ih+| Z+L h=(op) +| 2| (s+C)+ 2. (4.25)
p o p o o o
elde edilir. Onerme (4.1) ve (4.22) ile (4.25) de gz oniine alindiginda
P l(s+C—hy=0. (4.26)
o
elde edilir.
Eger §+ C= F] saglanir ise o zaman (4.26)’dan
2L (s+C)-L(s+C) =0, (4.27)
p O o
elde edilir.

4.3. Dual Kiiresel Egri ve Helisin Karekterizasyonlar:

Bu bolimde o ’nin dual darboux vektoriine bagli olarak dual kiiresel egriler ve dual

helislerin yeni bir karekterizasyonunu verecegiz.

ot (é) — & T + 7 B olarak tanimlanan co-Darboux vektdrii olsun. Buradan goriiliir ki

<QI,QL >:—I;Z-+TK' (428)

dir. Boylece ¢ bir helistir, gerek sart Q' , Q" ortogonal olmasidur.

Teorem 4.2: k piir dogal degil ve 7 # 0 olmak iizere « , D? de bir birim hizli egri olsun

ozaman « kiireseldir, gerek ve yeter sart1

_<aQ> (4.29)

<a, Q' >

R

olmasidir.

17



Ispat:Kabul edelim ki a D**de birim egrisi olsun o zaman,

<a,Q>=7th+x<a,B>

<a, Q" >=—-xh+r<a,B>.

yazilabilir. kK higbir yerde piir dogal degil ve 7 # 0 igin

<a,Q>r=1’<a,B>,

<a, Q' >k=K’<a,B>.

olur. Boylece

elde edilir ki bu da o nin bir kiiresel olmasi igin gerek ve yeter kosulu saglar.

18
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5. SONUCLAR

Bu caligmada Dual sayilarda egri kavrami detayli bir sekilde tamim ve teoremlerle ele
alinmigstir.Bu dual egrinin Frenet Catisina gore egrilik ve burulmasi tanimlanmigtir. Dual uzayda
Frenet Catiya gore dual rektifyan egri ifade edilerek gesitli karakterizasyonlar yapilmustir.

Son olarak Dual Frenet Catiya gore Dual rektifyan egriler, Dual Kuaterniyonlarda

tanimlanarak yeni karakterizasyonlar elde edilebilir.
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