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OZET
FOURIER SERILERI VE SINIR DEGER PROBLEMLERI

Kaya, Hayati
Yiiksek Lisans, Matematik Anabilim Dali
Tez Danigmani: Prof. Dr. Oktay MUHTAROGLU
Eyliil 2022, vi + 84 sayfa
Bu tezde Fourier serileri ve Sturm-Liouville sinir deger problemleriyle ilgili bazi tanim
ve teoremler lizerinde durulmus, fizik ve miihendislikte kullanilan bir boyutlu dalga
denkleminin Fourier yontemi ve d’Alembert yontemiyle ¢éziimiine yer verilmistir. Tez
caligmas1t bir c¢ok fizik problemlerinin ¢oziimii acisindan  kaynak olusturmay1
hedeflemektedir. Tez asagidaki bi¢imde diizenlemistir. Tezin giris boliimiinde, Fourier
serileri ve Sturm-Liouville sinir deger probleminin  kullanildigi bilim dallar1 ve
alanlarina yer verilmis, 6nemi iizerinde durulmustur. ikinci boliimde Fourier serileri ile
ilgili tanim, teorem ve &rneklere yer verilmistir. Uciincii béliimde, Sinir Deger
Problemleri ele alinarak Sturm-Liouville yontemleri lizerinde durulmus, 6zdeger ve
Ozfonksiyonlar, problemler {izerinde incelenmistir. Son boliimde ise Fizik ve
Miihendislikte kullanilan bir boyutlu dalga denkleminin ¢6ziimii ve aki siireksizligine

sahip 1s1 iletim denkleminin ¢ézlimii izerinde durulmustur.

ANAHTAR KELIMELER: Fourier serileri, Sinir deger problemleri, Ozdegerler ve
Ozfonksiyonlar, Sturm-Liouville problemi, Bir boyutlu dalga denklemi, Aki
stireksizligine sahip 1s1 iletim denklemi



ABSTRACT
FORIER SERIES AND BOUNDARY VALUE PROBLEMS

Kaya, Hayati
Master’s Thesis, Department of Mathemathics
Advisor: Prof. Dr. Oktay MUHTAROGLU
September 2022, vi + 84 pages

In this thesis, Fourier series and some definitions and theorems related to Sturm
Liouville boundary value problem, are emphasized, and the Fourier method and
d'Alembert method which are used in the solution of one-dimensional wave equation
are described. The thesis study aims to create a resource for the solution of many
physics problems. The thesis is organized as follows. In the introductory part of the
thesis, the branches and fields in which the Fourier series and the Sturm-Liouville
boundary value problem are used are included and their importance is emphasized. In
the second chapter, definitions, theorems and examples about Fourier series are given.
In the third chapter, Boundary Value Problems are discussed and Sturm-Liouville
methods are emphasized, eigenvalues and eigenfunctions are examined on problems. In
the last chapter, the solution of the one-dimensional wave equation used in Physics and
Engineering and the solution of the heat conduction equation in flux discontinuity are

emphasized.

KEYWORDS: Fourier series, Boundary value problems, Eigenvalues and
Eigenfunctions, Sturm-Liouville problem, One dimensional wave equation, Heat
conduction equation in flux discontinuity
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1.GIRIS

Klasik Fourier serileri periyodik fonksiyonlarla ilgilidir. Tanim geregi tiim x ler ve
sabit bir  p > 0igin f (x+p) = f(x) esitligi saglanirsa f fonksiyonuna p periyodlu
periyodik fonksiyon denir. O halde bir n tamsayist igin (X + np) =f (x) esitligi

de saglanir. Klasik Fourier serileri teorisinin esas konusu

(0]
ag + Z (a, cos nx + by, sin nx)

n=1
biciminde yazilan serilerin 6zelliklerini incelemekten ibarettir.

Fourier seri teknigi ile diferansiyel denklemlerin ¢6ziimii mekanik ve akustik
titresimlerin incelenmesinde, 1s1 transferinde, elastisite teorisinde, optikte, gezegenlerin

hareketinde, sinyal islemede vs. ¢ok genis uygulama alanlar1 bulunmaktadir.

Fourier serileri, Joseph Fourier (1768-1830) tarafindan metal c¢ubuktaki 1s1
denklemlerinin ¢6ziimiinde kullanilmistir. Bu yontem baslangigta 1s1 problemlerinin

¢oziimii i¢in daha sonra da ¢ok genis alanlarda kullanilmistir.

Trigonometrik seriler, bu alandaki onemli ¢alismalar1 olan Joseph Fourier ismiyle
anilmig ve Fourier Serileri olarak adlandirilmistir. Joseph Fourier’den sonra bu
konuda Leonhard Euler, Jean le Rond d'Alembert ve Daniel Bernoulli arastirmalar

yapmislardir.

Fourier serisinin amaci genel periyodik fonksiyonlar1 kosiniis ve siniis fonksiyonlarinin

serisi ile temsil etmekti.

Adi diferansiyel denklem igin sinir deger problemi olan Sturm-Liouville problemlerini
incelerken trigonometrik serilerin yanisira bagka ortogonal fonksiyonlar sistemlerini de

inceleme ihtiyaci ile karsilagiyoruz.

Bu problemler 6zdeger problemleridir ve fizikte frekanslar ve enerjilerle baglantili olan
bir A parametresi igerirler. Sturm Liouville problemlerinin ¢éziimlerine bu problemin

0zfonksiyonlar1 da denir.


https://www.turkcebilgi.com/joseph_fourier
https://www.turkcebilgi.com/leonhard_euler
https://www.turkcebilgi.com/jean_le_rond_d'alembert
https://www.turkcebilgi.com/daniel_bernoulli

Sturm-Liouville tipi sinir-deger problemleri, kimya, aerodinamik, karmasik ortam veya
polimer reolojisi alanlarindaki sistem ve siireclerin matematiksel modellenmesi
olarak birgok miihendislik ve bilimsel disiplinde ortaya ¢ikar. Ornegin, homojen yiiklii
bir ipin titresimi, yerin serbest salimimlari, atomik parcgaciklarin etkilesimi, ses ve
yiizey dalgalari, uglarda konsantre 1s1 kapasitesine sahip bir ¢ubukta 1s1 transferi,
elektromanyetik ve yercekimi dalgalari ile ilgili matematiksel ve fizik problemlerinin

¢oziimii Sturm-Liouville problemlerine indirgenebilir.

Sonlu boyutlu analizin en 6énemli sonug¢larindan biri simetrik matrisin 6zdegerlerinin
reel oldugu ve maksimal sayida lineer bagimsiz 6zvektorler sisteminin baz olusturdugu
hakkindaki teoremdir. Fakat fizikte ve baska doga bilimlerindeki siireglerin
matematiksel modelleri incelenitken sonsuz boyutlu vektér uzaylarn ile
karsilagilmaktadir. Simetrik matrislerin yukarida ifade edilen 6zelligi sonsuz boyutlu
Hilbert uzaylarinda kendine eslenik lineer operatorlerin spektral teorisinin esin kaynagi
olmustur. Lineer diferansiyel operatorler teorisinin ilk ve temel sonuglari, D. Bernoulli,
J. d'Alembert L. Euler, J. Liouville ve Ch. Sturm’un arastirmalarinda yer almaktadir.
Ozellikle Ch. Sturm ve J. Liouville 1s1 iletimi ve telin titresimi problemlerini
incelerken spektral analizin baglangicini olusturan bir ¢ok kavram tanimlamislar ve ¢ok
onemli sonuglar elde etmislerdir. Ornegin o6zdegerlerin asimptotik davramislarini
incelemisler, farkli katsayilar1 olan  denklemlerin ¢6ziimleri icin karsilastirma
ozelliklerini elde etmisler, 6zfonksiyonlarin  salinimi hakkinda ©6nemli sonuclar

bulmuglardir.

Ch. Sturm ve J. Liouville’nin 19. yiizyilin ortalarinda elde ettigi bu sonuglar giiniimiize
kadar bir ¢ok matematik¢i ve fizik¢i tarafindan daha da genellestirilmis ve

gelistirilmistir.

Bu calismalardan da anlasilmaktadir ki Ch. Sturm ve J. Liouville’nin ¢aligmalari
tahminen 180 yil 6nce yapilmasina ragmen Sturm - Liouville teorisi giliniimiize kadar
giincelligini ve Onemini korumus, bununla yetinmeyip Onemini artirmis ve hala

arttirmaktadir.



Bu alanda bir ¢ok 6nemli sonuglar S.Y. Yakubov ve Y.Y. Yakubov'un ¢alismalarinda)
elde edilmistir (Yakubov, 1994; 1998 and Yakubov, Yakubov, 1999; 2000).
Yakubov'un 1994' de yayimlanan kitabinda reguler diferansiyel operatorlerin genel

teorisi kurulmus ve bu teoride yeni yontemler bulunmustur.

2000’1i yillarin basindan giinlimiize kadar smir deger problemleri farkli yonlerden
gelistirilmistir. Ozellikle siireksiz katsayili, ¢cok aralikli ve smir sartlarinda 6zdeger
parametresi bulunduran Sturm Liouville problemleri i¢in 6nemli sonuglar elde

edilmistir.

Son yillarda siireksiz Sturm  Liouville  problemleri konusunda, Mukhtarov ve
arkadaglar1 (Mukhtarov, Kadakal, Altimigik, (2002), Mukhtarov, Aydemir, Olgar,
(2019); Muhtaroglu, Cavusoglu, Olgar, (2019); Mukhtarov, (1994); Mukhtarov,
Kandemir, Kuruoglu, (2002); Mukhtarov ve Yakubov, (2002); Mukhtarov, Olgar,
Aydemir, (2015); Mukhtarov, Kadakal, Mukhtarov, F.S., (2004); Olgar ve ark. (2018);
Aydemir ve ark. (2019); Yiicel ve Muhtaroglu, (2018).) bir ¢ok ¢alisma yapmislardir.
Mukhtarov ve ark., (2002), tarafindan yaymlanan ¢aligmada Sinir sartlarinda dzdeger
parametresi bulunduran siireksiz Sturm-Liouville probleminin baz1 spectral 6zellikleri
incelenmistir. Sinir sartlarina siireksizlik noktasinda ¢6ziimiin sag ve sol limit degerleri
arasindaki bagint1 olarak verilen iki tane gecis sarti da eklenmistir. "Equiconvergence
with Fourier Series for Non Classical Sturm Liouville Problems ” 2019 yilinda
Muhtaroglu, Aydemir ve Olgar tarafindan yapilan ¢alismada bir siireksiz Sturm-
Liouville Probleminin 6zfonksiyonlarinin baz1 6zellikleri arastirilmig, incelenen
sorunun temel ¢oziimleri, Green fonksiyonu, resolvent operatorii ve kendine eslenigi
ileilgili bazi 6n sonuglari kanmitlamiglardir. Aydemir ve ark., (2019), tarafindan
yayimlanan “ The Principal Eigenvalue and The Principal Eigenfunction of A-
Boundary Value Transmission Problem ” baslikli ¢alismalarinda  Sturm-Liouville
problemleri igin O6zfonksiyon agilimi ve Parseval esitligi gibi onemli spektral
ozellikleri genisletmek ve genellestirmek, 6zfonksiyon a¢iliminin yakinsama teorisinde

ortaya ¢ikan bazi spektral problemleri arastirilmistir.



Faydaoglu ve Gusemnov, (2010), "An Expansion Result for a Sturm-Liouville
Eigenvalue Problem with Impulse ” baslikli ¢alismalarinda iki katmanli kompozitin
sayilabilir sonsuz sayida  Ozdeger ve Ozfonksiyonlarinin varligi ispatlanmastir.
Abdyldaeva ve ark., (2019), “ Generalized solution of boundary value problem with an
inhomogeneous boundary condition” baslikli ¢alismalarinda siir deger probleminin
genellestirilmis bir ¢6ziimiinii olusturmak i¢in bir algoritma gelistirilmistir. Andrew,
(1989.), "Correction of finite difference eigenvalues of periodic Sturm- Liouville
problems. " adli ¢alismasinda, periyodik veya regular Sturm-Liouville problemlerinin
Ozdegerlerinin hesaplanmasi yapilmistir. Maris ve Goktas, (2019), ” On the Spectral
Properties of A Sturm-Liouville Problem with Eigenparameter in the Boundary
Condition ” adl ¢alismalarinda 6zdegerlerin varligi ve o6zdegerler igin asimptotik

formiiller iizerinde durulmustur.

Son yillarda bu teorinin ivme kazanmasinin esas nedeni fizik ve miihendislikte ortaya

¢ikan yeni tipten problemlerin incelenme ihtiyacidir.

Bu tiir somut problemler Fourier yontemi olarak da adlandirilan degiskenlere ayirma
yontemiyle incelendiginde genel olarak Sturm Liouville problemleri elde edilir. Fizik
probleminde verilen sinir ve baslangi¢c fonksiyonlart uygun sinir deger probleminin
Ozfonksiyonlar1 serisine acilabildigi durumlarda problemin ¢o6ziimii Fourier serileri

bi¢iminde elde edilir.

Bu nedenle Sinir deger problemleri ve Fourier serileri bagimli ve karsilikli etkilesim

bi¢iminde olan konulardir.

Sturm ve Liouville’in ¢aligmalari teorik ve uygulamali matematikte bir ¢ok yeni bilim
dalinin olusumu ve gelisiminde 6nemli rol oynamustir. Ornegin, Integral denklem
teorisi, Soyut Hilbert Uzaylarinda kendine eslenik operatdrler teorisi, Spectral analiz,
Fourier Analizi  gibi teorilerdeki bir ¢ok kavram taniminda ve bir ¢ok 6zelligin
bulunmasinda Sturm Liouville teorisinden yararlanilmigtir. Bilim ve teknolojinin

gelisimi ile bir cok yeni matematiksel modellerin ¢6ziimii ihtiyact dogmaktadir.


https://dergipark.org.tr/tr/pub/mjen/issue/50947/503761
https://dergipark.org.tr/tr/pub/mjen/issue/50947/503761
https://dergipark.org.tr/tr/pub/hujms/issue/42398/479445
https://dergipark.org.tr/tr/pub/hujms/issue/42398/479445
https://dergipark.org.tr/tr/pub/hujms/issue/42398/479445

Boyle matematiksel modeller genel olarak kismi diferansiyel denklemler i¢in sinir ve
baslangic deger problemleri olarak ortaya c¢ikmaktadir. Fiziksel siirecin baslangig
durumu baglangi¢ sartlartyla, siirecin olusturdugu ortamin simirindaki durum ise sinir
sartlar1 ile ifade edilmektedir. Boylece baglangic ve sinir deger olarak adlandirilan
problemler karsimiza ¢ikmaktadir. Bu tiir problemlerin ¢6ziimii i¢in uygulanan en etkili
yontemlerden biri degiskenlerine ayirma yontemi veya Fourier yontemidir. Bu
yontemin uygulanabilmesi i¢in Sturm Liouville probleminin sonsuz sayida 6zdegerinin
mevcut oldugu ve bu Ozdegerlere uygun O6zfonksiyonlarin baz olusturdugunu
kanitlamak gerekir. Ornegin, matematiksel fizikte incelenen bir ¢ok somut siirecin

matematiksel modeli,

Yee(Gt) = a®ype(xt),  0<x<L , t>0 (1.1)
kismi diferansiyel denkleminden
y(@.)= y(L 1) =0, t>0 (1.2)

sinir sartlarindan ve
y:(x,0) =0, y(x,0)=1(x), 0<x<L (1.3)
baslangi¢ sartlarindan olusan baslangi¢ sinir deger problemi bi¢iminde ifade edilir.

Bu probleme Fourier yontemini uygulayarak ¢éziimii,

y(x,t)zzm (cnsin(%nx) cos(”L—ant)) (1.4)
n=1

Fourier serisi bigiminde elde ediyoruz.

(1.4) ifadesinin (1.3) iin ikinci sartinda yerine yazarsak,

[0 =Z (casinCnx)),  O<x<L (15)
n=1
bi¢ciminde Fourier serisi elde edilir. Fourier analizinden yararlanilirsa, ¢, fourier
katsayilarinin
2 (Lt .om
Cp = Zf f(x) sm(znx)dx, n=123.. (1.6)
0

esitlikleri ile hesaplandigini goriiriiz.



Sonug olarak, (1.1)—(1.3) bigiminde ifade edilen fiziksel problemin ¢oziimii,

y(x,t) = ;(%L f(x) sin(%nx)dx) sin(%nx) cos(%ant) (1.7)

serisi bigiminde elde edilir. Bu 6rnek bile Fourier serileri ve sinir deger problemleri

teorilerinin teorik ve uygulama agisindan 6nemini bariz bir bicimde ortaya koymaktadir.

Bu yiiksek lisans tezinde Fourier serileri ve Smir deger problemleri 6zellikleri ve
¢cozlimleri tlizerinde durulmus, Fizik ve Miihendislikte kullanilan bir boyutlu dalga
denkleminin Fourier yontemiyle ve d’Alembert yontemiyle ¢oziimiine ve ara yiizeyde
1s1 sicakhigt  aki siireksizligine sahip 1s1 iletim denkleminin Fourier yontemiyle

¢oziimiine yer verilmistir. Tez bu konuda kaynak olusturma hedefi tasimaktadir.



2- GENEL BIiLGILER
2.1 Periyodik Fonksiyon

Biitiin x’ ler igin f(x) = f(x +p) olacak sekilde pozitif bir p sayisinin mevcut
olmasi sartiyla, her x i¢in tanimli £ (x) fonksiyonuna periyodik fonksiyon, p sayisina

da fonksiyonun periyodu denir (Edwars & Penney,2011).

Periyodik fonksiyonun periyodu bir tane degildir. Omegin, p, f(x) nin bir periyodu
ise 2p, 3p sayilari da periyodudur. Ornegin her pozitif sayr herhangi bir sabit

fonksiyonun periyodudur.

Periyodik fonksiyonun en kii¢iik periyodu varsa, bu periyoda f” nin esas periyodu denir.
Omegin, n pozitif bir tamsay1 olmak iizere,

g (x) = cosnx ve h(x) = sinnx fonksiyonlarinin esas periyodu 2m/n dir.

Periyodik bir fonksiyonun grafigini ¢izmek i¢in periyoda esit olan uzunluk araliginda
bir grafik ¢izilir ve ardindan bu grafige x ekseninde saga sola kopyalanir ( bkz. Sekil
2.1).

S\

-
ap—

Sekil 2.1 p periyodunun periyodik islevi



cosx grafigi cos 2x grafigi

VN A AWAW
\_" ]\ \J

sinx grafigi sin2x grafigi

Sekil 2.2 : 2w periyodlu kosiniis ve siniis fonksiyonlar1

2.2. Fourier Serisi
Tanim 2.2.1.

(00)
Qo
> + Z(an cosnx + b, sinnx) = ag + (a; cosx + bysinx) + (a, cos 2x + bysin2x)
n=1

4o (2.2.1)

seklinde tanimlanan bir seriye trigonometrik seri, ay, a,ve b, (n =1,2,3,...)

sayilarina da trigonometrik serinin katsayilar1 denir.

(2.2.1) serisi bir f(x) fonksiyonuna yakinsiyor ise cosnx Ve sinnx fonksiyonlari

21 periyodlu olduklarindan f(x) fonksiyonu da 2z periyodlu bir fonksiyondur.



Tanim 2.2.2.

f:R — R bir fonksiyon verilsin ve [—m, 7] arahginda f(x)cosnx, f(x)sinnx

fonksiyonlarmin integrallenebilir  oldugunu kabul edelim.

a, Ve b, dizilerini,

T

a, :% ff(x)cosnx dx (n=012..)
1 Vs
b, = - ff(x)sinnx dx (n=123..)
-7t

esitlikleriyle tanimlayalim ve asagidaki trigonometrik seriyi olusturalim.

o
a
70 + Z (a, cosnx + b,, sinnx)

n=1

bu seriye f(x) fonksiyonunun Fourier serisi denir ve

a
flx) ~ 70 + Z(an cos nx + b, sin nx)
n=1

bigiminde gosterilir. Bu seri yakinsak olabilir veya yakinsak olmayabilir.
f(x) ~ag+ Yn=1(a, cosnx + b, sinnx) serisi yakinsak oldugu durumda f(x)" e

yakinsak olabilir veya yakinsak olmayabilir (Tolstov, 1962).

Tanim 2.2.3. a < x <b araliginda tanimh f ve g fonksiyonlar1 verilsin.

O halde,

b
ff(x).g(x)dx =0 ise

f(x) ve g(x) fonksiyonlarina birbirine dik (ortogonal) fonksiyonlar denir.



Teorem 2.2.4 mven pozitif tamsayilar olmak {lizere, cos nx ve sinnx fonksiyonlari
igin,

i

f cosmx.cosnx dx = 0, m+n ise
-1

Vs

f cosmx.cosnx dx = T, m=n ise
-1

Vs

f sinmx.sinnx dx =0, m#£n ise
-1

Vs

f sinmx.sinnx dx =, m=n ise
-1

T

f cosmx.sinnx dx =0, mn =123, ..

-1
esitlikleri dogrudur (Tolstov, 1962).

fspat.

Bu formiillerin nasil ortaya ¢iktigini inceleyelim. Bunun i¢in asagidaki trigonometrik

formiillerden yararlanacagiz.
cosa.cosb =%(cos (a+ b) + cos (a— b))
sina .sinb = % (cos (a —b) — cos (a+ b))
sina. cosb :%(sin (a+b) + sin (a — b))

cosa. sinb=%(sin (a+ b) — sin (a — b))

s T
1
Jcosmx. cosnx dx = f > ((cos (mx +nx) + cos (mx —nx))dx
- -1

esitliginden yararlanirsak,

m = n olmak sartiyla,
T

= f % (cos (mx + mx) + cos (mx —mx)) dx

-1

10



= f % (cos (2mx) + (cos 0)x) dx

-
T

1 sin2mx N 1 ] |
2 2m 2

=T

bulunur. m # n olmak sartiyla,

j % ((cos (mx +nx) + cos (mx —nx)) dx

-1

L

| 1 sin(m+mn)x  sin(m—n)x
_[E (m+ n) (m —n) )]

- T
=0

esitligi elde edilir. Ayrica,

Vs
1
5 (cos(mx — nx) — cos(mx + nx))dx

I —3

f sinmx.sinnx dx =

-1

esitligi geregi,

m =n olmak sartiyla,

= f % ((cos 0)x — cos 2mx))

T
_ 1 1 sin2mx H_
=[[ 3227 Il ="

-TC

bulunur.

11



m #n olmak sartiyla,

T s
1
f sinmx. sinnx dx = f > (cos(mx — nx) — cos(mx + nx)) dx
-T -

L

1 sin(m—n)x = sin(m + n)x B
_E( (m —n) * (m+n) )| =0

-Tt

olur.

2.3. Fourier Serisinin Yakinsakhgi

[00]
a
?0 + Z (ay, cosmx + by, sinmx)

m=1

Fourier serisini gdz oniine alalim.

a
Smx) = 70 + 2 (a;, cosmx + b, sinmx)

m=1

olmak tizere,

lim $,(x) = f(x)
olmasi icin hangi sartlarin saglanmasi gerektigini inceleyelim.
f(x) fonksiyonu,

Jim f@) = f(x—0) e

Jm f@) = f(xi+0)
sonlu degere sahip ve
e LGOI G0
ise x; =X noktasina f(x) fonksiyonunun diizgiin siireksizlik noktasi denir
(Kandemir, 2015).

12



2.3.1. Drichlet kosullar:

f(x) fonksiyonu 27 periyotlu bir fonksiyon olsun. [—m, ] aralifinda pargal siirekli ve
stireksiz oldugu noktalarda sag ve sol limit degerleri mevcut ise bu takdirde f(X)

fonksiyonu x " in her degeri icin yakinsak olan ve toplami, X bir siireklilik noktasi ise

FH)+f(x-)
2

f(x) ‘e esit, X bir siireksizlik noktasi ise ye, araligin u¢ noktalarinda

f(m)=f (-r) ye esitolan Fourier serisine agilabilir (Kreyzszig, 2015).
2.4. Fourier Serisi Katsayilar:

(-m, m) araliginda Dirichlet kosullarin1 gergekleyen 27 periyotlu periyodik bir

fonksiyon siireklilik noktalarinda

a
fx) = 70 + Z (a,, cos mx + b, sinmx)
m=1

seklinde Fourier serisine agilabilir. Dirichlet kosullarin1 saglamasi Fourier serisinin
(-mt, m) de diizgiin yakinsadigini garanti eder (Tolstov, 1962). O halde Fourier serisi
tizerinde [—m, 7] araliginda terim terime integral alma islemi yapilabilir.

Fourier serisinin her iki tarafin1 -m den m ye kadar integralini alalim.

Vs T (o) T
a
jf(x)dx = 70 f 1dx + Z f(ancosnx +b, sinnx) dx
-1 -1

n=1—n
T
[ao 4 sinnx b cosnx”
=|l=x+a -
2 " on " on
-
= 2 o
S -

a

= ff(x)= ?O.Zﬂ

Buradan a, katsayisin elde ederiz;

1 T
o = — ff(x)dx

13



Simdi,
a
flx) = ?0 + Z(an cosnx + by, sinnx)
n=1

Fourier serisinin her iki tarafint cos mx ile garpip her iki tarafini -nm den w ye kadar

integralini alalim.

s s oo s
a
f f(x)cosmx dx = ?0 f cosmxdx + Z f(ancosnx cosmx +b,, sinnx cosmx) dx
-1 —TT n=1

-1

T
_ jf(x)cosmx dx = a,
-1

Buradan a, katsayisi bulunur.

Vi
1 jf(x)cosmx dx
a, = E
=TT

Fourier serisinin her iki tarafin1 sinmx ile garpip her iki tarafin1 -t den = ye kadar

integralini alalim.

T s o b
a
'[ f(x)sinmx dx = 70 f sinmxdx + Z f (a,cosnx sinmx +b,, sinnx sinmx) dx
“ - n

=1_—7

T
_ ff(x)sinmx dx = b,m
-1

s
1
b, = - ff(x)sinmx dx
-

b, katsayist bulunur (Kandemir, 2015).
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Ornek 2.4.1.

-1, 7<t<0

f(t):{ 1, 0<t<m
0, t=-m0,m

fonksiyonunun Fourier serisini bulalim.

b4 0 b4
“ _ 1 f (Odt = ! ldt+ — fldt
2 2 f T2 27 ’
—TT -1 0
0 T
= [¢0]] #[zl] =0
" 2n 2T B
- 0

b 0 b
1 1 1
a, = - ff(t)cosnt dtm = - f —cosnt dt + - f cosnt dt
- -1 0

0 i
- [z csimo] | + [ imo] | =0
= nn( sinnt) nn(smn) =
-TC 0
T 0 b
1 ; 1 . 11 .
b, =— ff(t)smnt dt = — f —sinnt dt + — fsmnt dt
I s T
- - 0
0

T
= [% (cosnt)] | + [—%cosnt)] |
-Tt 0

=nz—ﬂ(1— cosnm) = é 1-0CEDY

Bunlar,
Qo S ,
ft) ~ 5 + E (a,cosnt + bysinnt)

n=1

esitliginde yerine konulursa,
f@®) ~=@1 = (D" sinnt

Boylece biitin n>0i¢in  a, =0dir ve

4

—_, n tek
h, ={ N
" 0, ncift

15



Son ifade cos (-nm) = cos (nm) = (—1)™ den goriiliir.Fourier katsayilarinin bu degerleri

ile

(t) 4zsmnt——4 't+1'3t+1'5t+
f nl n ——n(sm 3 Sin c Sin
e

Fourier serisi elde ederiz.

Burada,

Z A, yerine Z A, kisaltmasini kullandik.
n=1

tek
Ornegin,
Z Lo lily
n 3 5
tek

demektir. Boylece verilmis f(x) fonksiyonunun Fourier serisinin

£~ i f sin(2n — 1)x

T 2n—1
n=1

bigiminde oldugunu goriiriiz. Bu serinin 3 terimli kismi toplaminin grafigi asagidaki

gibidir.

-2T -T T 2T

Sekil 2.3 : 3terimli kare dalga fonksiyon

16



2.5. Keyfi Periyotlar ve Yarim Arahk Acilimlar

Fourier serisini, degiskenlerin yeniden dlgeklendirilmesiyle her periyodik fonksiyon i¢in
genellestirebiliriz. f fonksiyonunun periyodunun 2a oldugunu varsayalim.
Ornegin; 1, sin (nx / a), cos (xx / a), sin (2nx / a), cos ( 2nx / a), ..., fonksiyonlarin hepsi

2a periyoduna sahip fonksiyonlardir (Power, 2006). Bu durumda Fourier serisi

flx)~ Z an cos +b sinnllﬂ) (2.5.1)

bigiminde tanimlanir.

Fourier serisinin katsayilarini benzer bi¢imde asagidaki gibi elde edebiliriz.

a

ag 1

U i

> Zaf (%) dx,
-a

a
= 2 j f(x) cos (?) dx,
-a

a

b, = % f f(x) sin (?) dx

—a

Ornek 251 f(t)=t?, 0 <t <2 ve periyodu 2 olan fonksiyon olsun. Her bir cift

(EH)+f(E-)
fo =52

tamsaylr t i¢in f(t) Vi ortalama deger sart1 ile tamimlariz;

yani, t bir ¢ift tamsayi ise f(t) = 2 dir.
Cinkiit =2k, k € IN igin

fQk+0)+ f(2k —0) 0+22_
2 2

f@©) = fQ2k) =

17



f fonksiyonunun grafigi asagidaki bigimdedir:

o (=]
Y
-4 4

Sekil 2.4. Ornek’teki 2 periyotlu fonksiyon
Simdi bu fonksiyonun Fourier serisini bulalim.

t= 0 dant= 2 ° ye kadar integrallersek,

2 2
_ A f () dt = 1ft2 dt
o f T2
0 0
2
e
2|3
0
B 4
3
a, = f f(t)cosnmt dt
0
2
, Sinnmt sinnmt
=jtzcosn7rt dt = [ ] | f tdt
2
_ [tz Sinnnt] cosnnt] cosnnt
B nw n2m? nZm?

18



— [ [[tz smnn’t [Zt cosnn’t stnnnt]J

n3m3 n2n2
b, = f f(®)sinmtdt
0
2 2 2
5 . , cosnmt cosnmt
= tesinnmt dt = [—t ” — | -2 tdt
nm nm
0 0
0
2
. 2 .
, cosnmt sinnmt sinnmt
= |t - [— T] — | 25z dt
nmw nmw nm
0
0
2
, cosnmt sinnmt cosnmt 4
= Yt +[ 22 ] B3|l T o
nmw nm n3m nm
0

elde edilir.

Boylece f "nin Fourier serisi,

£ 4+ 4 - cosntt 4 - sinnmt
n, — —_—

3 Z n? n T
n=1 n=1

dir. Yakinsaklik teoreminden biitiin t ~ ler i¢in f(t)" ye yakinsadigini anlariz. Fourier

serisinden bazi degerler vererek sonuglar ¢ikarabiliriz. t = 0 koyarsak;

1 1 1 2
ZF:HZ_ZJF S+ = (2.5.2)

Euler formiili elde edilir.

t = 1 koyarsak;

4 4 o (-D)"
FO=5

19



f() = 12 =1 oldugu i¢in Euler tarafindan bulunan

i(—n”“ LR S S 253)
nz 22 32 42 12 e

elde edilir. Ornekteki (2.5.2) ve (2.5.3) “den seriler taraf tarafa toplayip sonra her tarafi

ikiye bolersek
511_1+1+ L, 2
n2 32 52 " g
n tek

esitligi elde edilir.

Tamm 2.5.2. f fonksiyonu —L < x < L araliginda tanimlanirsa, 2L periyodunu

periyodik olarak genisletebiliriz.

f(x) =1f(x), -L<x<1L
f(x) = f(x+2L), —-3L < x <-—1
f(x) =f(x-2L), L <x < 3L

Sag taraftaki f ’in argiimaninin her zaman f ’nin verildigi yer olan —L <x < L

araliginda kaldigina dikkat edin. Grafik olarak, bu tiir bir genisleme —-L<x < L
tizerinde f grafiginin bir sablonunun yapilmasi ve ardindan sablondan uzunluk 2L" nin
bitisik araliklarla kopyalanmasi ile ilgilidir. Periyod 2L olacak bigimde genisletilmis

fonksiyon i¢in, Fourier katsayilari i¢in asagidaki formiiller elde edilir.
. L
a _
70 = or f(f(x) dx,
L

L
a, = % Jf((x) cos (?) dx,
“L
.
b, = L _fL f((x)sin (?) dx,

20



Boylece f(x) fonksiyonunun

o]

nmx
flx) ~ —+ z an cos + b, smT)

n=1

bi¢ciminde Fourier serisini yazabiliriz (Powers, 2006).

Ornek25.3. f(x)=x, x € (—1,1) icin Fourier katsayilari,

1
2
g _ _ ] =
7= [xar =[3]|=
-1
-1
1
! __ [sin(nmx 1 sin (nmx
= [ ,x cos (nmx) dx = [n—an I =y
-1
F [sin (nﬂx) cos (nnx)] |
= - n2m2
1
bn — f_llxsin (nnx) dx = [_ COS,EZHX) x“ ) _11 cosri:nx) dx
-1
1
2cos (nm
_ [_ cos (nnx)x_l_smgm:x)“ — _#
nm n2m nm
-1
- A n

esitlikleri elde edilir.
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Bu esitlikten de

_1\yn+1
f(x)wiZ;'f:l%sin(n X) Fourier serisi elde edilir.
f (xX) = x fonksiyonunun -1 < x < 1 araliginda periyodik genislemesinin grafigi (2

periyodu ile ) asagidaki gibi ¢izeriz.

" f(x)

A

Sekil 2.5.: fix) =x,—1 < x < 1, f, periyot 2 ile periyodik.

Tamm 2.5.4. Simetrik aralikta tanimli olan g ve h fonksiyonlar1 verilsin. g (X)
fonksiyonu, g (-x) = g (x) ise ¢ift fonksiyon; h (-x) = - h (x) ise h (x) fonksiyonu tek
fonksiyondur. Cift veya tek olarak nitelemek i¢in —¢ < X < ¢ araliginda (c ise o olabilir)
almamiz gerekir. Cift bir fonksiyon dikey eksene gore simetriktir ve tek bir fonksiyon
orjine gore simetriktir. Ornegin, sin  (kx), X, x3 ve diger x’in tek kuvvetleri tek
fonksiyonlardir. Benzer sekilde, cos (kx), |x|, 1 (=x°), x2 ve X'in diger ¢ift kuvvetleri
cift fonksiyonlardir. Baz1 fonksiyonlar ne ¢ift ne de tektir, ancak simetrik bir aralikta
tanimlanan herhangi bir fonksiyon, bir ¢ift ve tek bir fonksiyonun toplami olarak

yazilabilir,

1 1

x) == ((()+(—x ) + 5 () —{(=x)).
[lk terimin ¢ift bir fonksiyon oldugunu ve ikincisinin tek oldugunu gostermek kolaydir.
Cift ve tek fonksiyonlar, burada 6zetlendigi gibi bazi cebirsel islemlerde simetrilerini

korur. Simetri 6zellikleri, hesaplamalarimizda énemli basitlestirmelere yol agmaktadir

(Power, 2006).
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Teorem 2.5.5. g (X)" in -L <x <L simetrik bir aralikta tanimlanan ¢ift bir fonksiyon

olsun. O halde

L L

fg(x) dx = 2fg(x) dx

-L 0
h (x), simetrik bir aralikta — L <x <L  olarak tanimlanan tek bir fonksiyon olsun.

O halde

L
fh(x) dx =0
“L

esitligi saglanir (Power, 2006).

Tanim 2.5.6. g(x) "in —L <x <L araliginda bir ¢ift fonksiyon oldugunu varsayalim. O
halde teorem 2.5.5 geregi

L

 _ 1 . MIX dx =
n= 7 jg(x)sm(T) x=0
-L

Yani, tim siniis katsayilar1 sifirdir. Ayrica, kosiniis ¢ift fonksiyon oldugu igin,

g (x). cos (nmx / L) fonksiyonu da ¢ift fonksiyondur. Teorem 2.5.5 geregi,

L L
1 niTx 2 nmwx
an = T fg(x)cos (T) dx = I fg(x) COS(T) dx
-L 0

esitligi elde edilir.

Boylece kosiniis katsayilari, 0° dan L™ ye kadar olan bir integralden hesaplanabilir. Tek
fonksiyonlar i¢in paralel sonuglar elde edilir. Kosiniis fonksiyonun katsayilari sifirdir ve
siniis katsayilar1 basitlestirilebilir. Teorem 2.5.5° den direkt olarak asagidaki teorem
elde edilir.
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Teorem 2.5.7. g (x) fonksiyonu , (-Z,L) simetrik araliginda taniml ¢ift fonksiyon ise

onun Fourier serisi

< nmwx
glx) ~ a0+2ancos(T), —L<x<L
n=1

bi¢imindedir; burada a, (n=0,1,2,...) katsayilar1

L

1
a =1 [ 96dx
0

L
nmx

%f g(x) cos (T) dx,

0

an

esitlikleri ile tanimlidir.

Eger h (x) fonksiyonu (-L,L) simetrik araliginda tanimli tek fonksiyon ise onun

Fourier serisi

nmx
h(x) ~ ansin(%), —L< x<L
n=1

bi¢imindedir; burada

L
2 o mmx
b, = I fh(x) sin (T) dx
0

Cok sik olarak 0 <x <L araliginda verilen bir fonksiyonun bir Fourier serisi seklinde
gosterilmesi gerekir. Bunu yapmanin pek ¢ok yolu vardir, ancak iki yol 6zellikle basit
ve kullanighdir; verilen fonksiyonu genisleterek tek veya ¢ift hale getirerek simetrik bir

aralikta —L <x<L ile tamimlanmis olan bir duruma getirilir (Power, 2006).
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Sekil 2.6. 0 <x <L araliginda bir fonksiyon verilmistir. Sekil sunlar1 géstermektedir: (a) tek
genisleme ; (b) cift genisleme; (c) tek periyodik genisleme; ve (d) cift periyodik genisleme.

Tanim 2.5.8. 0 <x <L araliginda f(x) fonksiyonu verilsin. Bu f(x) fonksiyonu

x) seklinde genisletilirse x) tek fonksiyon egrisi elde edilir.
fr ®) g T yon eg
_ f) , 0<x<L
fT(X)_{ —f(=x), —-L<x<0

Eger bu f(x) fonksiyonu f. (x) seklinde genisletilirse f¢ (X) cift fonksiyonun egrisi elde

edilir.
f) , 0<x<L
—-L<x<0

fe ) = { f(=x),

(Kandemir, 2015).

Tanim 2.5.9.
fc ¢ift ve fr tek oldugundan, her iki genislemenin Fourier serisi Teorem 2.5.7 ' deki

formiillerden hesaplanabilir.
—-L<x<L

fc (x) ap + i a, cos (@)
C 0 . n 1
n=

—L < x<L

fr (x) ~ i b, sin (?),
n=1
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f (x) fonksiyonunu 0 <x <L araliginda gostermek i¢in, orjinal olarak verildigi yerde,
Fourier siniis serisi veya kosiniis serisi kullanabiliriz. Soyle diyebiliriz: Eger f (X)

0 <x <L 1ig¢in verilirse, o zaman bu fonksiyona iki tane Fourier serisi karsilik

getirilebilir;
- nmx
fx) ~ a +Zancos(T), 0 <x<L
n=1
L
1
@ =1 [ f@dx
0
) L
nmx
an = 7 ff(x)cos (T) dx
0
ve
. /nmx
flx) ~ ansm(T), 0 <x<1L
n=

L
b _ZJ‘ ) si (nnx)d
n =7 f(x) sin I x
0
Bu iki gosterime yar1 araliklt genislemeler denir ve seri sirasiyla Fourier kosiniis ve

Fourier siniis serisi olarak adlandirilir (Power, 2006).

Ornek 2.5.9. f fonksiyonu, f(X) =x, 0<x<1 araliginda olsun. Daha sonra, f * nin

tek periyodik genislemesi, Sekil (2.7)" de gosterildigi gibidir ve f 'nin Fourier siniis

katsayist,
1 1
b _Zf () dx = 2 —cos(nmx) sin(nmx)
n = 2. | xsin(nmx) dx = - X 2
0
0
2 2(_1)n+1

= — — cos(nm) =—
nm T n

esitligi ile tanimlanir.
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f nin ¢ift periyot genislemesi Sekil (2.8)" de gosterilmektedir. Fourier kosiniis

katsayilari,

1

1

a0=fxdx=z
0

1
2
a, =2 f x cos(nmx)dx = _W(l — cos(nn))
0

esitlikleri ile tanimlanir.

Sekil 2.7. f (x) = x, 0 <x <1'in tek periyodik genislemesi (periyot 2).

Sekil 2.8. f(X) =%, 0<x <1 ingift periyodik genislemesi (periyot 2).
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2.6.Kompleks Fourier Serisi

Bir f(x) fonksiyonunun kompleks Fourier serisi,

fl)~ay+ Z (ay, cosmx + b, sinmx)

m=1

Fourier serisinden hareketle asagidaki sekilde elde edilir.

COS mx Ve sin mx yerine

eimx + e—imx . eimx _ e—imx
cosmx =———, Sinmx = -
2 2i

Euler formiilleri kullanilirsa ,

[oe]

: : eimx + e—imx eimx _ e—imx

m=1

[o¢]

= aO + E (am _zlbm) eimx + am -; lbm e—imx)

m=1
oo
=co+ Z (cme™ + c_pe™mx)
m=1
oo

— Z C.. etmx
m

m=—oo
elde edilir.

Burada,

1

Co = Qo =ZJ‘ f(x)dx

A
_(am_ibm)_l .
Cp == = o f f(x).(cosmx — i.sinmx)dx
-1

T
L[ fx)e ™ dx
2T

-1
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T
am, +ib 1
Com = (mz—m) b f f(x).(cosmx + i.sinmx)dx

=TT
7-[ .
i f(x) e™ dx
2T

(3

olurlar. Boylece f(x)’in kompleks formda Fourier ag¢ilim1 ve Fourier katsayilari,

oo

fe)~ Z Cme™ (2.6.1)
c :i A f(x) e™t™mx dx me Z (2.6.2)
™o 2m

-1

bi¢iminde elde edilir (Altin, 2011).
Ornek 2.6.1. f(t)=e*, -m<t<nz olarak verilen fonksiyonun kompleks Fourier
serisini bulalim,

o

FO= ) cpem

m=—oo

formunda bir kompleks serisi elde edilmelidir. c,, Fourier katsayilari,

T Y
1 . 1 .
- t —imt dt: — f t,—imt dt
Cm 2njf()e 27Tﬂee
o -
T
=if e (t=imd) gy
21
-1
T
_ [i 1 e(l—im)t]
2w (1 —im)
—TT
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1 1+im

— [en:e—imn: _ e—n:eimn']

2m (1 +m?)

olup

et = cos mm+ isin mmr= (—1)™

oldugu dikkate alinirsa,
" 14+im__ m, LHIm
= om Tamzle ~ €= GO y)sinhn

olur. O halde istenilen kompleks Fourier serisi,

o

. sinh - 1+im_ .
t) = t _ imt _ —1)m imt
fO=et= > ape — > D"Ge
m=—0o m=—oo

biciminde elde edilir.
2.7. Fourier Integrali

Periyodu T= 2K olan periyodik bir f(x) fonksiyonunun Fourier serisinden hareket
ederek periyodunun sonsuza gotiiriilmesi halindeki durumunu inceleyelim. f(x), (-0 o)
araliginda pargali diizgiin bir fonksiyon olsun. [-K ,K ] sonlu alt araliginda f{x)’ in

Fourier serisi ve Fourier katsayilar1 agagidaki gibidir.

oo
fx) = ag +Z (an cos== + b, sinﬂ)
n=1 K K

1 K
@ = 5 | Fa du
-K

K
—1f() g — 01,2 2.7.1
an = % f(w)cos 7 du n=201,2,.. (2.7.1)
g
K
b—lf()'"””d =123
n= % f)sin e u n=123,..
-K
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(2.7.1) katsayilari, (2.5.1) ‘de yerine konulursa,

fx) =— ff(u)du+z [ ff(u)cos o cosnKLx du
1 . nmx
+ X ff(u)sz sin Tdu (2.7.2)
-K

elde edilir.

nm

Ap = — denirse  Aa= a,-a 1= % olacagindan, (2.7.2) esitligi

f(x )——(ff(u)du)Aa+Z [ ff(u)cos (a,uw)du ]cos(anx)

+

- f f) sin( a,w)du ‘ sin (ayx) ) Aa (2.7.3)
-K

sekline doniisiir. Bu ifadenin  Aa —> 0 igin limitini alalim. Bu durumda K—> oo olur

ve [-K , K | aralig1 reel eksene doniisiir.

Eger, [ _oooo f (u)du nin yakinsak oldugunu kabul edersek,

i(f_KKf(u) du)Aa -0

olur.
Boylece (2.7.3)’lin sagindaki Riemann toplam1 Aa — 0 i¢in belirli integrale dontisecek
ve fnin sagladig: kosullar altinda (2.7.3) ifadesi

o)

flx)~ -[ [(% ff(u)cos (au)du) cosax

0

+ <% ff(u)sin (au)du) sinax] da (2.7.4)

seklinde ifade edilecektir ( Altin, 2011).

Buradan goriilmektedir ki belirli kosullart saglayan bir f fonksiyonunun periyodik iken
Fourier serisi ile temsil edilebilmekte, periyodun sonsuza gitmesi halinde ise tim X ler

icin tanimli olan (2.7.4) integral gosterimi ile temsil edilmektedir.
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Tanim 2.7.1. f(X) fonksiyonu tiim reel X ler i¢in tanimli ve ffoool f(x)|dx integrali

yakinsak olsun. O takdirde /" nin Fourier integrali;

[00]

flx) ~ f[A(a) cos(ax) + B(a)sin(ax)]da (2.7.5)

0

bi¢iminde ifade edilir. Burada A(a) ve B(a) Fourier integral katsayilari,

A(a) =% J.f(u)cos (au)du ve B(a) =% ff(u)sin (au)du (2.7.6)

bi¢iminde ifade edilir (Kreyszig, 2015).
Teorem 2.7.2.

f fonksiyonu (-0 , o) araliginda parcali siirekli ve ffoool f(x)|dx integrali yakinsak

olsun. O takdirde f " nin Fourier integrali her x noktasinda % [FfGxH)+ f(x)] " ye

yakinsar. Ozel halde eger f fonksiyonu x noktasinda siirekli ise Fourier integrali f(X)

degerine yakinsar.

Bu teoremden anlagilmaktadir ki~ (-c0 , ) araligindaki Fourier serileri ile tiim

reel eksendeki Fourier integrali benzer yakinsaklik 6zelliklerine sahiptir (Altin, 2011).

Ornek 2.7.3
(1, |x]<1
f(x)_{o , x> 1
fonksiyonunun Fourier integralini bulalim,
f(x)
1
o— 1 ©
6 0
4 14
-1 1

Sekil 2.9. f(x)in grafigi

Sekilde grafigi verilen bu fonksiyonu Fourier integrali ile ifade edecegiz.
f(x) fonksiyonu i¢in

ffoool flo)|dx = f_ll 1dx =2  olup integral yakinsaktir.
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Fourier integral katsayilarini hesaplayalim.

0 1
Ala) = % ff(u)cos (au)du =l fcos (auw)du = 2sina

T na
-1

oo 1
B(a) = % ff(u)sin (au)du = % fsin (aw)du =0
—o0 -1

oldugundan f{x)’ in Fourier integrali,

(o]

F0) = %f sin a cos(ax) da

(2.7.7)
a
0

Teorem 2.7.2’den dolay1 bu integral X= -1 ve x= 1 diizgiin siireksizlik noktasinda
asagida verilen degere yakinsar.

1+0 1
f=D = (f(-19+ f(—r))/zz%_E
(1) = (FAD+ F(1)/2 = % :%

Buna gore (2.7.4) Fourier integralinin tanimlandigi f(X)* in grafigi asagidaki gibi

olacaktir.
f(x)
| 1 |
." T <
7>
-1 1

Sekil 2.9.(b). f(x)in grafigi.
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(2.7.7) ve Teorem 2.7.2 den dolay1 x > 0 igin

T[/4_, x=1
0, x>1

o T[/
cos(ax) sina 2,0<x<1
| = e

0
yazilabilir ki bu integrale Dirichlet siireksiz ¢arpimi denir (Kreyszig, 2015).

Ozel halde, x=0 icin

jsinad m 278
——da= o (2.7.8)
0

olur. (2.7.8) integrali siniis integrali olarak bilinen

Zsina
Si(z) = dea, z€IR (2.7.9)
0

z—> oo ig¢in limitidir. S;(z)" nin grafigi

: sina /.2 Y A\ A
Integrant = — —
a 2

~ SN <

Sekil 2.10. S;(z)" nin grafigi
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Bir f(x) fonksiyonuna ait A(a) ve B(a) Fourier integral katsayilarin (2.7.6) ifadeleri

(2.7.5)" de yerine konulursa

[0}

flx) = f %( f fW[cos(au)cos(ax) + sin(au) sin(ax))]du) da

0

ya da

(o]

fo ==

f fw) cos(a(u — x)) duda (2.7.10)
0 —o
Tanim 2.7.4. Kabul edelim ki x> 0 i¢in tanimli olan f(X) fonksiyonu igin ve
) Oool f(x)|dx integrali yakinsak olsun. f(x) fonksiyonu (-0, o ) simetrik araligina tek
fonksiyon olarak genisletilir ve bu Fr(x) ile gosterilirse

_f fx), x=0
Fr(x) = {—f(—x), x <0

olur. Fy(x) fonksiyonuna f(x)" in tek fonksiyon olarak genisletilmesi denir.

Bu halde Fy(x) . cos (au) tek fonksiyon ve Fr(x) . sin(au) cift fonksiyon oldugundan
Fr(x) fonksiyonunun Fourier integrali ya da f(x)" in Fourier siniis integrali i¢in

katsayilar

o)

Ala) = % -[ Fr(u) cos(au)du =0

— 0o

B(a) = % J Fr(u) sin(au) du = % f Fr(u) sin(au)du
o 0
= — f f ) sin(au)du
0

bigiminde olurlar. Boylece [0, ) yarim araliginda f{x) in Fourier siniis integrali

[oe]

f(x) '\»f B(a) sin(ax) da (2.7.11)

0

biciminde yazilir.
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Burada

B(a) :% f f(u) sin(au)du (2.7.12)
0

olur. Eger f(x), her sonlu [0,L] araliginda pargali stirekli ve foool f(x)|dx yakinsak
ise o takdirde (2.7.11) integrali her x>0 i¢in % [f(x*) + f(x7)] degerine,x=0

da ise sifira yakinsar.

f(x)’ in Fourier siniis integralinin diger bir gésterimi de  (2.7.12)’ nin (2.7.11) *in

yerine yazilmasi ile

2 o0 ©o
flx)~ - f f f () sin(ax) sin(auw) duda (2.7.13)
00
elde edilir. Eger [0, o) yarim araliginda verilen f(x) fonksiyonu (-oo, ) simetrik
araligina ¢ift fonksiyon olarak genisletilir ve F,(x) ile gosterilirse

_( f), x=0
Fe(x) = {f(—x), x <0

olur.

Bu halde F.(u).cos(au) gift fonksiyon ve F.(u).sin(au) tek fonksiyon oldugundan

F.(x) ‘in Fourier integrali ya da f(x)’ in Fourier kosiniis integrali i¢in katsayilar,

17 2 ( 2 (
Ala) = - f F.(u) cos(au) du = ;f F.(u) cos(au)du =;f f(u) cos(au)du
—0o 0 0

o)

B(a) =% -[ F.(uw) sin(au)du = 0

— 0o

olur. [0, o) yarim araliginda f{x) in Fourier kosiniis integrali,

o)

f(x) 'vf A(a) cos(ax) da (2.7.14)

0

ile verilir.
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Burada,
2 (o]
Ala) = Ef f(u) cos(auw)du (2.7.15)
0

dir. Eger f(x), her sonlu [0,L] araliginda parcal siirekli ve foool f(x)|dx yakinsak ise
o takdirde (2.7.14) integrali her x > 0 igin % [f(x*) + f(x7)] degerine, x =0 igin

f(0*)’ ya yakinsar. f(X)* in kosiniis integralinin diger bir gdsterimi,

2 0 ©o
flx)~ E_[ j f () cos(ax)cos(au) du da (2.7.16)
00

formiludir.

sinx, 0<x <m

Ornek 2.7.2. f(x) = { 0 -

fonksiyonunun Fourier siniis ve kosiniis intregral gésterimini bulalim,

Coziim: f(x)  in Fourier siniis gosterimi

o)

f(x) 'v.[ B(a) sin(ax) da

0

formundadir. B(a) katsayisi,

T
2 2
B(a) = p- f f ) sin(auw)du = p= fsinu sin(au) du
0 0
T
2 1
== fz [cos(1 — @) u — cos(1 + a) uldu
0
T
_1[sinl-—a)u sin(l+a)u
R 1-a 1+a
0

1 [sin(l -a)r _sin(1+ a)r[] _ 2 sin(am)

T 1-«a 1+« T 1-a?

olur.

37



Buradan, Fourier siniis integrali,

(0]

fo ==

0

sin(am)
1—a?

sinx, 0<x <m
0, X>T

sin(ax) da = {

olarak bulunur. Buradaki f(x) tek fonksiyon olarak genisletildiginden sonuncu Fourier

siniis integrali, her x €(-00, 0)igin f(X) in tek genislemesi olan Fr(x)’ e yakinsar.

1

Sekil 2.11. f{x) in tek geniglemesi olan Fr(x)’ in grafigi

Simdi f(x) " in Fourier kosiniis integralini bulalim. f{x)’ in Fourier kosiniis integrali

[0

f(x) 'vf A(@) cos(ax) da

0

formundadir. A (@) katsayisi,

Ala) = %f f ) cos(auw)du = %f sinu cos(au)du
0 0
_ ¢z L 1 in(1 d
= ;!5(51n( + a)u + (sin(1 — a) u)du

T

1 [cos(l +a)u cos(1—a) u]

T 1+« 1—a

0

1 [1 + cos(am) 1+ cos(am)] 2 1+ cos(am)

Il 1+a 1-«a T 1-a?

olur.
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Fourier kosiniis integrali,

2 r 1 + cos(am) sinx, 0<x <m
f(x)_Efl_—azcos(ax)da—{ 0, x>

0

olarak bulunur. Bu integral her x € (-o0,00) igin f(x) fonksiyonunun gift genisletmesi

olan F.(x)’ e yakinsar.

Sekil 2.12. f(x)in ¢ift genisletmesi olan F(x) grafigi

2.8 Kompleks Fourier Integralleri

Reel eksenin tiim noktalarinda tanimli bir f fonksiyonunun Fourier integrali,

[oe]

flx)= f [A(a)cos(ax) + B(a)sin(ax)] da

0

formiilii ile verilir (Altin, 2011).

Bu formiilde, cos(ax) ve sin(ox) yerine kompleks tistel formlari kullanilirsa,

oo . .
e Lax lax

00 = [ Ja@ =55 1 b 5 da

0

% (A(@) — iB(@))e'™ +%(A(a) + iB(a))e-aix] da

I
o—_¢

[C(a) e + C(a@)e™ '] da (2.8.1)

I
o — ¢

elde edilir.
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Fourier integral katsayilarindan,

Cla) = %(A(a) —iB(a)) = % f f ) [cos(au) — i.sin(au)]du
= % f fwe @y (2.8.2)
C(a) = %(A(a) + iB(a)) = % f fW[cos(auw) + i.sin(auw)]du

— 1 [ iau —
=7 ff(u)e du=C(—a) (2.8.3)

[oe]

f C(a) e da = f C(—a) e "da
0 0

—o0 0

=f C(a) eid(—a) = fC(a) e'™d(a)

0 —00
elde edilir.
(2.8.1) esitliginden asagidaki esitlik yazilir.

o 0 oo

Ji€9) =f C(a) ed(a) + f C(a) e*d(a) = f C(a) e™d(a)

0 —00 —o00

O halde f’ nin kompleks Fourier integrali,

[oe]

fl)~ f C(a) e"*d(a) (2.8.4)

— 00

bigiminde elde edilir; burada C () asagidaki formiille verilir.
C(a) = L jof(u)e‘i““du (2.8.5)
27 A
(2.8.5)’ i (2.8.4) de yerine yazarsak

1 ([ o
f(x)'\zgff fwe el ™ dy da (2.8.6)

—00 —O00

bulunur.
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Yani f fonksiyonunun kompleks Fourier integrali,

177 |
f(x)’\fﬁf f fwe “=Ndy da

—00 —00

formiila ile ifade edilir.

Ornek2.8.1.  ft)=e It -0 <t< oo

fonksiyonunun kompleks Fourier integralini bulalim,

Coziim: Verilen fonksiyon,

e’t, t >0
W= { et , t<0
seklinde yazarak
0o o 0
flf(t)ldt= f e tdt+ fetdt =2
o o o

elde ederiz. Bu nedenle ffooolf(t)ldt integrali yakinsaktir. £(t)" in kompleks Fourier

integrali

[o0]

£ ~ j C(@) e“td(a)

— 00

formundadir.

C (o) Kkatsaysi,

[ee] 0 0
1 : 1 . 1 .
C(a) =E ff(u)e‘l“udu — > f e Ue—iaudgy + P feue—wcudu
e 5

— 00

1) 0
:i -[ e—(1+ia)udu_|_ i fe(l—ia)udu
2 21
0 —o00

w 0

1 1 .
_ (1-io)u
* [Zn Syl ]

_[1 -1
- Zn(1+ia

e—(1+ia)u]

0 =00
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_Ap oty 1
_Zn[(1+ia 1—ia] C (1 + a?)
oldugundan ve f(t) = e Itl fonksiyonu her t € IR igin siirekli oldugundan Fourier
integrali her yerde £{¢)’ve yakinsar ve boylece verilmis f(t) = e~ !*! fonksiyonunun

kompleks Fourier integrali,

o

a1
fo=et=— |

— 00

1
1+a?

eiatd(a)

olarak bulunur.
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3. MATERYAL ve YONTEM

Tez c¢alismamizda literatiirde bilinen asagidaki materyal ve yOntemlerden
yararlanilmigtir. Sinir Deger Problemleri ele alimarak  Sturm-Liouville ydntemi
tizerinde durulmus, 6zdeger ve Ozfonksiyonlar problemler lizerinde incelenmistir.
Ozfonksiyonlarm  dikligi ve agilim &zellikleri iizerinde durulmustur ve kaynaklar

kisminda yer alan ¢aligsmalardan yararlanilmistir.
3.1.Smir Deger Problemi
©1y Pys-es @, (@ #0) sabit reel sayilar olmak {izere bir [c, d] araliginda tanimli,

LY)= @ n y™ +..40, y"'+@ 1y +0oy =0 (3.1.1)

sabit katsayili lineer homojen diferansiyel denklemini goz Oniline alalim.

Burada, y fonksiyonu [c, d] araliginda n-yinci mertebeye kadar siirekli tiirevlenebilen

(y € ™) bir fonksiyondur.

Buy fonksiyonu ve (n—1) inci mertebeye kadar tiirevlerinin ¢ <x <d araliginin sinir

noktalarinda ki degerleri,

y(©), y'(©). . Y D(0); y(d), y'(d), ... .y I (d)
olmak iizere bu ifadelerin lineer birlesiminden olusan, bu sistemi sade olarak yazarsak,

L,(y)=0, v=1,2,...m (3.1.2)

(3.1.2) sistemine (3.1.1) diferansiyel denkleminin sinir sartlar1 denir.

LY)=@ n y™ +... 4@, ¥"+@ 1y'+@o y =0
L,(y)=0, v=1,2,...m (3.1.3)

seklinde ifade edilen probleme homojen sinir deger problemi denir (Kandemir, 2015).
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Tanim 3.1.1.

f(x), [c, d] araliginda siirekli bir fonksiyon ve f;, sabit sayilar olmak {izere,
L(y)= f(x)
Lyy)=fv v=12,..m

sistemine homojen olmayan sinir deger problemi denir (Kandemir, 2015).

Tanim 3.1.2. Homojen sinir deger probleminin daima bir y = 0 ¢6zimii vardir. Bu
¢Ozlime problemin asikar ¢oziimii denir. Problemin sifirdan farkli ¢6ziimlerine de asikar

olmayan ¢oziimleri ad1 verilir.
(3,1.1) denkleminin genel ¢6ziimiiniin

Y= kiyi+ kpy,+ ksyst ...+ kpy,

seklinde yazildigini biliyoruz. Bu genel ¢oziimii, (3.1.1) denkleminin (3.1.2) sinir
sartlarinda yerine yazarsak, kq, k,, ... k, bulunmasi gereken sabitler olmak iizere m-

tane denklemden olusan,

ky Li(y)+ ky Li(y)+..+ ky Li(yy) =0

ki La(y1)*+ ko Lo(y2)+... + ky Ly(yy) =0 (3.1.4)

kq Lm(y1)+ k, Lm(y2)+---+kn Lm(yn) =0

homojen denklem sistemi elde edilir.
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(3.1.4) sisteminin katsayilar matrisinin oldugu,

Li(y1) Li(y2) o Li(ym)

Ly(y1) La(y2) o Lo( )
(3.1.5)

>
]
~

Lm(yl) Lm( }’2) Lm(yn)
goriilir.
Tanim 3.1.3. (3.1.5) ile verilen A matrisinin rankina (3.1.3) sinir deger probleminin

ranki denir. Burada rank A = r ve L(y) diferansiyel denkleminin mertebesi n olmak

uzere,

1) (3.1.3) siur deger probleminin (n-r) tane lineer bagimsiz ¢dziimii vardir. Yani
¢0zlim uzayinin boyutu (n-r) dir.

i) (3.1.3) sinir deger probleminin asikar olmayan ¢dziimiiniin olmasi igin gerek
yeter sart r<n (n-r>0) olmasidir.

iii) m<nise (3.1.3) smir deger probleminin agikar olmayan ¢dziimii vardir. O
halde denklem sayisinin bilinmeyen sayisindan az olmast durumunda problemlerin

daima agikar olmayan ¢oziimlere sahiptir.

Iv) m> nise (3.1.3) sinir deger probleminin asikar olmayan ¢6ziimiiniin olmasi
icin gerek ve yeter sart r <n olmasidir.

V) m = n olmasi halinde problemin sifirdan farkli ¢éziimiiniin olmasi igin gerek ve
yeter sart det A = 0 olmasidir. Eger det A # 0 ise sistemin sadece asikar ¢6ziimii vardir.
Ciinkii det A # 0 ise A matrisinin tersi vardir , bu nedenle AY =0 denkleminden sadece

bir tek Y = 0 ¢oziimii elde edilir.

Buna gére, m = n olmas1 halinde (3.1.3) simnir deger probleminin ya asikar ¢éziimi

vardir ya da sonsuz sayida asikar olmayan ¢oziimii vardir (Kandemir, 2015).
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Ornek 3.1.4
y"+3y'-4y=0 (3.1.6)
Li(y)=y(0)= 0
Ly(y)=y'(1)=0 (3.1.7)

siir deger probleminin ¢oziimiini bulalim. (3.1.6) denkleminin lineer bagimsiz

¢Oziimleri,
— ,—4x —p X
Yy, =e ve y, =e
oldugundan genel ¢oziimii
— —4x x
y= ¢ .e +cy.e
ve tlirevi

y'=-dcp. e 4,y eF
seklinde bulunur. Sinir sartlari yerine yazilirsa,
c1 Li(y)+ ¢z Li(y2)=0 1+ =0

¢; Ly(y1)+ ¢z Lp(y2)=0 -depe+ce=0

olacagindan c¢; ve c, sabitlerine gore,
1 1 1] _ _4
A=|_ s G|Ferde 0

oldugu i¢in (3.1.6) ve (3.1.7) sinir deger probleminin Yy = 0 asikar ¢6ziimii vardir.

Tanim 3.1.5. [a, b] araliginda,
y'+p)y +qx)y=£x) (3.1.8)
Ikinci mertebeden diferansiyel denkleminin
ary@+ a;y'(@= ¢,
b, y(b)+ b, y'(b) = ¢, (3.1.9)

kosullarin1  saglayan ¢oziimiiniin bulunmasi problemine homojen olmayan Sturm-
Liouville problemi denir.
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Burada, p(x), q(x) ve f(x), [a, b] araliginda gereken 6zelliklere sahip, belli fonksiyonlar
a; Ve a, (a,%+ a,?#0), by veb, (by* + b2 #0), @4, @, belli gercel sabitler, y()
ise aranan fonksiyondur. (3.1.9) kosullarina ikinci mertebeden denklem igin sinir
kosullari, (3.1.8) denkleminin (3.1.9) ¢6ziimiiniin bulunmasina ise s6zii edilen

denklemin siir deger problemi denir (Halilov, 2003).

(3.1.9) kosullari, 6zel a, = b,= 0 durumunda, birinci sinir kosullar1 diye adlandirilan

y@= ", Y0 = P2/, veya y(@)= B, ybO)= B (3.1.10)
kosulara a; = b;=0 durumunda ise ikinci sinir kosullar1 diye adlandirilan,

y@= /e, yb= %2/, veyay@=ri. yO= 1, (3.1.11)
kosullara doniisiir. Bu yiizden (3.1.9) sinir kosullarina tiglincii sinir kosullari denir.
Bilindigi gibi (3.1.8) denkleminin genel ¢oziimii,

y)= yr(x) +¥(x) yani y(x) = c1 y1(x) + c2 y.()+ V(%) (3.1.12)
seklindedir; burada y(x), ele alinan denklemin 6zel ¢oziimii, y;(x), y,(x) ise uygun

y'+p®y' +9®y=0 (3.1.13)

homojen denkleminin lineer bagimsiz ¢oziimleridir.

(3.13) esitliginde ¢4 ve c, sabitlerini belirlemek i¢in (3.10) smir kosullarin

kullanalim.
cpyi(@a)+cyy(a)= By - V(@)

c1 y1(b) +c;y2(b) = B, - Y(b) (3.1.14)

Bu halde elde edilen dogrusal cebirsel denklem sisteminin ¢oziimii igin,

yi(a) yy(a) B — Y(@) y2(a)
LEhe wmml o AT, - YO wO)
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vi(@) f1 — ¥(a)
B2 = 1y, B, — T

determinantina bagli olarak, iki durum s6z konusudur.

1.Esas Durum; A #0 ise (3.1.14) sisteminin

Ay A,

Cl :T, CZ :T

olmak tizere tek ¢6ziim vardir. O halde (3.1.8), (3.1.9) siir deger probleminin (3.1.12)

biciminde olmak tizere tek ¢ozliimii vardir. Esas durumda,

y"+pX)y' +q(X)y=0, y(a) = y(b) =0 homojen probleminin yalniz y(x)= 0

¢Ozlimii vardir.

2.Tekil durum: A= 0 ise y(x) Ozel ¢oziimii, f{x)’e baghdir ve Sy, B, ye bagh

olarak, A ;*+ A,2#0 ve A,;*+ A,>=0 bicimimde iki durum vardur,

) A2+ AL2#0 oldugundan, (3.1.14) sisteminin, ayn1 zamanda (3.1.8), (3.1.9) sinir

deger probleminin ¢éziimii yoktur.

i)A2+ A,2=0 (A, = A,=0) oldugundan (3.1.14) sisteminin, ayn1 zamanda

(3.1.8), (3.1.9) sinir deger probleminin sonsuz sayida ¢éziimii vardir (Halilov, 2003).
Ornek3.1.6. y" +4y=3sinx  denkleminin

a) y(0)=1 y(;)=-2 ve b)y0)=1 ym=1

sinir kosullarini saglayan ¢oztimlerini bulalim.

y" +4y =0 ise k2+4=0 =>k==+2i
y1(x) = cos2x, y,(x) =sin2x
yr(x) = ¢; cos2x+ ¢, sin2 x
homojen ¢oziimiin yaninda verilen denklemin 6zel ¢oziimiintin,

Y(X) =A. cos x + B. sin x

seklinde aranacagi agiktir.
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Burada A= 0 olacag: karekteristik denklemin koklerinin bigiminden gelmektedir. Bu

nedenle,
Yy(X) =B.sinx, ¥ " (x)=-Bsinx
olur.
Son ifadeleri denklemde yazip B'yi belirleyelim.
-Bsinx+4Bsinx=3Bsinx = B=1
boylece
Y(X) = sin x,
Ozel ¢oziimii elde edilir.
Genel ¢oziimii ise,
V(x) =ccos2x+ c, SiIn2x +Sinx
olur.

Simdi sinur sartlarini, g6z 6ntine alip  ¢;, ¢, nin varh@mi inceleyelim.

Q) y0)=1, y(3) =-2

sinir sartlarindan,

C1.1+C2.0+Si1]0=1 = C1:1
1.0+ ¢ 1+ \/2—E=-2 = CZ:_(4+2—\/?

Yani sistemin tek bir ¢oziimii vardir. O zaman verilen sinir deger probleminin de
y(x)=cos2x- (#) sinZ2 x + sin x

olmak tizere tek ¢ozlimii vardir.
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b) Sinir kosullar1 goz oniine alirsak,
y(0)=1 y(m=1
cg.1+ ¢c;0+0 =1 = ;=1
c;.1+ ¢c,0+0 =1 c, keyfi

A= A;=A,=0 olur. Yanisistemin (1, c;) olmak iizere sonsuz sayida ¢oziimii

vardir. Bu durumda verilmis sinir deger probleminin
y(X)= ¢, .sin2x+sinXx
biciminde yazilabilen sonsuz sayida ¢oziimii vardir.

3.2. Sturm- Liouville Problemleri

d
o [p(x) é] gy + Ay =0 (c<x<d) (3.2.1)

Ay y(©) - Ay y' () =0, By y(d) + B, y'(d) =0 322

seklindeki sinir deger problemine Sturm-Liouville problemi denir. Burada hem A; ve
A, sayilarindan en az biri, hem de B, B, sayilarindan en az biri sifirdan farklidir.
(3.2.1) denkleminin (3.2.2) sinir kosullarinda sifirdan farkli ¢oziimiiniin olmasini
saglayan A parametresinin alabilecegi degerlere 6zdeger, bu 6zdegere karsilik gelen

sifirdan farkli ¢6ziim fonksiyonlarina 6zfonksiyon denir (Edwars & Penney, 2011).
3.3. Sturm-Liouville Probleminin Ozdegerleri

Teorem 3.3.1 (3.2.1) denklemindeki p(x), p'(x), q(x) ve r(x) fonksiyonlar [c,d]
araliginda siirekli ve [c, d] araliginin her noktasinda p(x) > 0 ve r(x) > 0 olsun. Bu

durumda (3.2.1) Sturm-Liouville probleminin &zdegerleri, artan
M< A< A3 << 1< A4, <... (3.3.1)

reel say1 dizisini olugturmaktadir.
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Ayrica,

lim A, = 4o (3.3.2)

n—-oo
esitligi saglanir.

Her A, 6zdegerine, sabit katlar hari¢, yalniz bir y, (x) 0zfonksiyonu karsilik gelir.
Ayrica her X € [c,d]igin ¢g(x) >0 ve (3.2.2) kosullarindaki A;, A,, B, Vve
B, Kkatsayilar1 negatif degilse tim O0zdegerler de negatif degildir.
Teorem 3.3.1’ in sartlarmi  sagladiginda (3.2.1) ve (3.2.2) problemlerine Regiiler
Sturm - Liouville problemi, aksi takdirde singiiler Sturm — Liouville problemi denir
(Edwars& Penney, 2011).

Ornek3.3.2. y" +ly=0,

y(0) =0 ve y (1)=0
probleminin 6zdeger ve 6zfonksiyonlarinin varligini inceleyelim,

px)=1,9gx)=0,rx)=1,a=0,b=1, a; =b; =1, a, = b, =0 dir. Ele alinan
denklemin ¢oziimiinii  y = e** seklinde arayip karekteristik denklemini k2 +1=0
olarak buluruz. Simdi A1<0, 1=0ve A>0 olmak iizere ii¢ alternatif durumu ayr1 ayri

inceleyelim.

a) 1<0 durumu: Budurumda, k;,==++v—A4 (gercel kokler) oldugundan, ele

alinan denklemin 6zel ve genel ¢oziimleri sirasiyla,

V—-Ax

yi(X) =e” . Ya(X)=e V=2x

V—Ax e —V-Ax

y)= ¢ t e
olarak yazilabilir. Burada sinir kosullarin1 géz 6niine alarak, c¢; ve c, sabitleri i¢in

c;tcy, =0

cre VM + eV =0

sistemini, sonugtaise ¢; = ¢, =0 degerlerini buluruz. Demek ki, 4 <0 durumunda,

ele alinan problemin yalniz y(X) = 0 asikar ¢oziimii vardir, yani 6zdegeri yoktur;
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b) A =0 durumu: Bu durumda,
y'=0 = yX)= cx+ ¢
olur ve sinir kosullar1 g6z oniine alindiginda yine ¢; = ¢, =0 olarak bulunur.

Demek ki, A =0 6zdeger degildir.

¢) A>0 durumu: Budurumda, kq,=++v—21==iV2 (sanal kokler) oldugundan,

ele alinan denklemin 6zel ve genel ¢oziimleri sirasiyla,

y1(x) =cosVAX,  y,(x)=sin VAX, y(X)= ¢; cosVAx+ ¢, sin VAx

olarak yazilabilir. Burada sinir kosullarin1 géz oniine alirsak, c¢; ve c, sabitleri igin

c;.1+ ¢,.0=0
¢, COSVAI+ ¢, sin VA1=0
olur.

Buradanda c;=0 ve c, sin ¥4 1= 0 elde edilir. Son esitlikte c, =0 olamaz ( aksi

takdirde, yine y(x) = 0 asikar ¢oziim elde edilir.)
Bu yiizden,
sin VA1=0
olmasi gerekir (¢, # 0).
Son esitlikten,

VAI=nn = A, = (nl—”)z n=1,23, ...

nm

2
olarak bulunur. Demek ki, A > 0 durumunda, ele alinan problemin A, = (T)

bigiminde sonsuz sayida 6zdegeri vardir. Bu 6zdegerlere karsilik 6zfonksiyonlari 1y, (X)

ile gosterirsek,
Yo (X) = ¢, Sin nl—”x, n=1,2,3, ...

biciminde sonsuz sayida 6zfonksiyonu elde ederiz.
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3.4. Ozfonksiyonlarin Dikligi

Teorem 3.4.1. (3.2.1) ve (3.2.2) Sturm - Liouville problemindeki p, qve r
fonksiyonlarmin Teorem 3.3.1” i hipotezlerini sagladigini, yani regiiler Sturm-Liouville
problemi oldugunu varsayalim. y,,(X) ve y,(x) farkli A, ve A, ozdegerlerine

karsilik gelen 6zfonksiyonlar olsun. O zaman,

b
f V() Yo (T (X)dx = 0 (3.4.1)

a
esitligi saglanir (Kreyzsig, 2015).

Ispat: (3.2.1) ve (3.2.2) probleminin A,, ve A, 6zdegerlerinin ilgili 6zfonksiyonlari

Ym(X) Ve y,(x) sirasiile

d dVm
Tx [p(x) W] = ()Y + Ay 7 (X)ym = 0

d dy,

a[p(x) d—;] —q@yn+ Ay T()yn =0 (3.4.2)
denklemini saglayacaktir.

Eger birinci denklemi y,(x) ile ikinci denklemi y,,(x) ile ¢arparsak ve daha sonra elde

edilecek esitlikleri birbirinden ¢ikarirsak,

d
yna[p() ] Ym 7= [p(x)— + (A = A )T (X)Ym yn =0
bulunur.
Boylece,

(Am = 20 ) Va7 () = Y — [p()_] yndx[p()%

_d [ ) ( dyn dym)]
dx [P Ym iy T

elde edilir. Son iki esitlik basit tlirev alma kurallarindan kolayca goriiliir.
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Bu esitligin her iki tarafinin a’dan b’ye kadar integralini alirsak

b b
G =2 [y yaGorGadz = | [ [pco ym%—yn%”)]] dx

a

= [p(x) Gm()yn' (x) = yn (' ()1 (3.4.3)
b

esitligi elde edilir. Diger taraftan (3.2.2) siir kosullarinin birincisine gore
a1 Ym (a) - A2 Vm ,(a) =0, a1 Yn (a) - Qaz ynl(a) =
elde edilir.

Bu esitlikleri «; ve a, bilinmeyenlerine gore lineer denklem sistemi olarak
disiinelim. @; ve a, nin ayni anda sifir olmayacaklarii hatirlarsak bu denklem
sisteminin  sifirdan  farkli  ¢6ziimiinin  mevcut  oldugunu  sdyleyebiliriz.
Bu da a; ve a, nin katsayilarindan olusan determinantin sifira esit olmasini

gerektirir. Yani,

Ym (@) ¥n'(@) - ¥n (@) ym'(8) =
dir.
Benzer sekilde (3.2.2) kosullar

Ym (@) ¥n'(@) - ¥n (@) ym '(8) =
olmasini gerektirir.

Bunlari (3.4.3) esitliginin sag tarafinda dikkate alirsak,
d

[P(X) W )y (x) = yn () ym ()11 =0
b

elde ederiz. 1,, # A, oldugundan (3.4.1) saglanir. Teorem ispatlanmis olur.
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3.5. Ozfonksiyonlarin A¢ilimlar
Tanim 3.5.1. @4, ¢@,, @3, ... fonksiyonlar1 (3.2.1) ve (3.2.2) regiiler Sturm-Liouville

probleminin 6zfonksiyonlari olmak tizere, f(x) fonksiyonunun [a,b] araliginda,

FE = ) kom 9m(0) (351

O0zfonksiyon serisi bi¢iminde gosterilebilir oldugunu varsayalim. ky, k,, k3,
katsayilar1 belirlemek i¢in Once (3.5.1) esitliginin her iki tarafin1 ¢, (x) r(x) ile

carpalim, daha sonra elde edilen esitligin a’dan b’ye kadar integralini alalim.

O halde, (3.5.1)'in sag tarafindaki serinin terim terim integrallenebilir olmasi

durumunda,

b © b
[ 10 0 e dx = e [ om0 00 ) 1) (352)
a n=1 a

esitligini elde ederiz. Ozfonksiyonlarin (3.4.1) diklik 6zelliginden yararlanarak
(3.5.2) " nin sag tarafindaki serinin m = n igin hesaplanan terimi hari¢ diger tim

terimlerinin sifir oldugunu goriiriiz. Bu nedenle (3.5.2) esitligi

b b
[r@ o0 r@ dx =k [ToaP 1 ax

seklini alir.

Buradan da;

12 £ () on(2) T(x) dx

3.5.3
ff [@n(0)]? r(x) dx ( )

n =

elde edilir. Boylece, k4, ky, k3, ..., k, katsayilarinin (3.5.3) ile tanimlanmasi sart1 ile

f(x) fonksiyonu (3.5.1) 6zfonksiyonlar serisine acilmis olur.
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Ornek 3.5.2.
y"+Ay=0 (0< x<m)
y(0)=y(m)=0

Sturm — Liouville problemini géz Oniine alalim. Bu problem igin r(x) = 1 ve

ozfonksiyonlar ¢, (x) =sinnx (n=1,2,3,...) dir. Bu durumda, (3.5.3) formiiliinden,

fonf(x) sinnx dx
k, =

T .
J, sin?nx dx

bulunur.

)

NS

1
f sin®nx dx =
0

oldugundan

T
2
k, = ;ff(x)sinnx dx
0

elde edilir. Bu son ifade siniis katsayilar1 formiiliidiir ve buna gore, (3.5.1) 6zfonksiyon

serisi, f(x) fonksiyonunun [0,7] aralig1 iizerinde bilinen

fx) = Z k, sinnx
n=1

Fourier siniis serisidir.

Teorem 3.5.3. @4, ¢4, @3, ... [a,b] araliginda Regiiler Sturm - Liouville
probleminin 6zfonksiyonlari olsun. Eger f(x), [a, b]” de pargali diizgiin bir fonksiyon

ise a<x<b igin,

FOO~ Y ko ()
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(3.5.1)  oOzfonksiyon serisi  f nin siirekli oldugu her X noktasinda f(X)

fonksiyonuna, f’ nin siireksiz oldugu her x = x; noktasinda ise sol ve sag limitlerinin

fGi =0) + f(x; +0)
2

ortalama degerine yakinsar (Edwars & Penney, 2011).
3.6. Ozfonksiyonlarin Sifirlar:

Tanim 3.6.1. Regiiler Sturm - Liouville probleminin A,, n =123, ... 6zdegerlerine
karsilik gelen her bir ¢, Ozfonksiyonunun a < x <b araliginda (n-1) tane sifir

(6zfonksiyonu sifir yapan noktasi) vardir (Kandemir, 2015).
Ornek 3.6.2. Ornek (3.3.2) de verilen probleme gore, [0, [] araliginda elde edilen

A, = (?)2 n=123,..

6zdegerine karsilik gelen
Pn(X) = ky, sin "l—”x

ozfonksiyonlarin1 goz Oniine alalim. Siniis fonksiyonu n nin tamsayi katlarinda sifir

oldugundan,

ml

0< —< [ oldugundan

m=1,23, ... seklinde (n- 1) tane m degeri elde edilir.
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4. BULGULAR

Tezin bu kisminda fizik ve miihendislikte kullanilan kismi diferansiyel denklem olan
bir boyutlu dalga denkleminin ¢6ziimi aranacak ve ara yiizeyde 1s1 sicakligl ve aki
siireksizligine sahip u¢ uca eklenmis iki parcali kompozitte 1s1 iletim denkleminin
¢Oziimii tizerinde durulacaktir. Degiskenleri ayirma yontemi ile ¢oziimii ve d” Alembert
yontemiyle ¢oziim aranacaktir. Ayrica dalga denkleminin uygulamasi {iizerinde

durulacaktir.
4.1. Dalga Denklemi

Bu kisimda asagidaki baslangi¢-sinir deger problemini inceleyecegiz.

U = A% Uy 0O<x<L, t>0
u(0,t) = 0 u(L,t)=0, t>0 (4.1.2)
u(x,0) = f(x), u(x,0) = glx) , 0<x</L,

burada a sabittir ve f(x) ve g(x) verilmis fonksiyonlardir.
Uy = A% Uy
kismi diferansiyel denklemine dalga denklemi denir. Bu denklem ve
U = 0% (Uyy + Uyy) Ve Upe = 0% (Ugy + Uyy + Uyy)

bicimindeki iki boyutlu ve {i¢ boyutlu genellemelerinin elektromanyetik yayilim, ses ve

su dalgalar1 gibi fiziksel problemlere uygulanabilir.
4.1.1. Telin titresimi

Dalga denkleminin bir telin titresimlerinin uygulanmasini matematiksel modeli
olarak elde edecegiz. Tel bir keman teli gibi xu- diizleminde x ekseni boyunca (0,0)

noktasi ile (L,0) arasinda olacak sekilde dengede sikica gerilir. ( Sekil 4.1).

Tel, xu- diizleminde dikey yonde ¢ekilip ve t=0 zamaninda serbest birakilirsa, Xu-
diizleminde salinacaktir. u(x, t) ile t noktasindaki apsisin tistiindeki veya altindaki

noktanin yer degistirmesini gosterelim.
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Sekil.4.1. Uzatilmis bir tel

1- Telin kiitle yogunlugu (birim uzunluk basina kiitle) p, tel boyunca sabittir.

2- Telin  x eckseni boyunca sikica gerilmesiyle indiikklenen gerilimi T ile
gosterecegiz, diger tim yergekimi ve hava direnci kuvvetler ihmal edilebilir
oldugunu kabul edecegiz.

3- Telin tstiindeki herhangi bir noktadaki gerginlik, o noktadaki telin tegeti
boyunca hareket eder ve yatay bilesenin biiyiikliigii daima T ye esittir. Teldeki
gerilim dengededir.

4- Telin her bir noktadaki egimi, yaklasik olarak , \/1 + u,2 = 1 (4.12)

Sekil (4.2) yer degistirmis telin t > 0 zamaninda bir boliimiinii géstermektedir.

T; ve T, vektorleri gerilime bagh kuvvetler olup, segmentlere bitis noktast boyunca,
teget olarak hareket eder, Newton’un hareket yasasindan T; - T, , segmentin kiitle

merkezidir.
| T,| cos@,=|T;|cosf; =T (4.1.3)

kabul edersek, net yatay kuvvet sifir olur ve bu nedenle yatay ivme yoktur. Baslangictan

beri yatay hiz sifir, yatay hareket yoktur.
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Newton™ un ikinci hareket yasasini dikey yonde uygularsak,
| T, | sin 6, -| Ty |sin 6; = p. A uw(X, t) (4.1.4)

T,
| 0,

Sekil.4.2.(Yerinden edilmis telin bir bélﬁmﬁ.)
elde edilir. Burada Ag, segmentin uzunlugu ve x kiitle merkezinin apsisidir, dolayisiyla;
X <X <X+A,

Biliyoruz ki,

A= [ T u2@ 0 d0
Ancak biz yaklasik olarak alirsak,

A= [ET 1de= A,
bu esitligi (4.1.4)° de dikkate alirsak

| T, | sin 6, -|Ty|sin 68; = p.A,. u(X, t)
elde ederiz.

Buradan da;

| T, | sin 8, — | T, | sin 6,
Ay

= p.ug (X t) (4.1.5)

seklinde yazariz.
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(4.1.5) 1 (4.1.3) e bolersek;
tanf, —tanb; p _

Buna gore,

tan 6, = u, (x,t) ve tanf, =u, (x+ A,,t) yazarsak,

Uy (x + Ax; t) — Uy (X, t) p _
A, = T-utt (x, t)

elde edilir.

A,—> 0 iken limit alinirsa,

Uex (%,8) = 2.y (x,1)  elde edilir. Buradan da tekrar;

: i
Uppe A% Uy, ile a? = - yazilir.

4.1.2. Dalga denklemi ¢6ziimii
Dalga denklemini ¢ozmek igin Degiskenleri ayirma yontemini kullanacagiz, yani
¢Ozlimii,

v(x,t)) = X(x).T(t)

bi¢iminde artyoruz. Asagidaki problemi inceleyecegiz.
Ve = a’Vy, V(0,0 =0,v(LH=0
biitiin (X,t) icin. Degiskenlerine ayirma yontemini uygularsak;

vtt = XT” ve UXX' = X”T y

elde edilir. Bu esitlikleri verilen

2
Vie = Q7 Uy
denkleminde yerine yazarsak

XT" = a®X"'T

elde edilir.
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Buradan,

elde edilir.

Biitiin (X,t) i¢in gegerli olmasi i¢in iki taraf da sabit fonksiyona esit olmasi gerekir. Bu

sabit fonksiyonu -4 ile gosterirsek

x!" T
_— = — :-/l ,

X aT
elde edilir. Buradan

X"+ AX=0
T" +a% AT=0 (4.1.7)
K0,t) =X(0).T() =0  ve V(Lt)=X(L).T(H=0

bulunur. T’nin sifir olmasini istemiyoruz. Bu durumda
X(0)=0 ve X(L)=0
elde edilir. Boylece asagidaki basit Sturm-Liouville problemi elde edilir.
X"+ AX=0, X0)=0, X(£)=0 (4.1.8)

Bu problemin 6zdegerlerinin

oldugu, uygun 6zfonksiyonlarmin ise

X,= sin"Lﬂ , n=1.2,..

oldugunu kolayca elde edebiliriz.
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An= , n=1,2,..

parametresinin degerleri i¢in (yani (4.1.8) Sturm-Liouville problemin 6zdegeri igin)

n?m?a?

T" + T=0
L2
genel ¢oziimii olan,
t b, L . t
T,= a,CoS mza + 2 gjin 5=

nmwa L

burada a, ve b, keyfi sabitlerdir. Buradan

v (6, 0) = Xy (x). T, (0)

nmat bpL . nmat
Sin

nmx
= ( a,cos —

) sin—

nma L L

vy _ ¢_nma . nmat nmat . NTX
ot (x,t) =( — Qnsin—— + by cos—— ) sin—
v, (x,0) = a, sin — ve  Z2(x,0)= b, sinZ
L at L
elde edilir. Bunlar (4.1.1)" de yerine yazilirsa
f) = ay sin== ve g(x) = by sin——
bulunur. Simdi ¢oziimii
m
o) = Z nrat N b,L . nmat . nmx
un(,t) = ) ( a,cos I — o Sin— ) sin I
n=1
bigiminde arayacagiz. Bunlar (4.1.1)" de yerine yazilirsa
m m
. nmx . nmx
fx) = Z Ay Sin —— ve glx) = b, sin -
n=1 n=1

bulunur.
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fveg, [0,L] araliginda pargal diizgiinse, (4.1.1) den

< nmat b,L  nmat . nmx
u(x,t) = Z( ap COS — + o Sin— ) sin - (4.1.9)
n=1
m m
nmx nmx
Sp(x) = Z a, sin - Sg (x) = b, sin -
n=1 n=1

elde edilir. Sonuncu iki esitlik
[0, L] araliginda, f ve @ nin sinis serisidir.

Katsayilari,

L
2 . nmx
a, =fo(x)smT dx
0

L

nmwx
b, =— fg(x)sinT dx
0

esitlikleriyle buluruz.
4.2. Dalga Denkleminin D’Alembert Yontemiyle Coziimii

Teorem4.2.1. fveg, [0,L] tizerinde pargali diizgiin fonksiyonlar ise u, (4.1.1)

baslangi¢ sinir deger probleminin ¢6ziimii i¢in

u(xt) :%( Sp(x+at) + S¢(x —at))

x+at

! d 421
+Ef Sy (T) dt (4.2.1)

x—at

esitligi gecerlidir (Trench, 2013).
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nmnx nmat

Ispat. A:T ve B= .

esitligi icin,
sinA.cosB = % [sin(A + B) + sin(A — B)]
sinA.sinB = —%[COS(A + B) — cos(A — B)]

formiilleri yazilirsa

nwat | nux 11 . nn(x+at) . nu(x —at)
cos .Sin ——= = [sm + sin ]
L L
ve
. nmat = nmx 1 n(x + at) n(x — at)
sin .§in — = ——-|co0S —————c0s ——
L L L
x+at
_nm f . nmt dt
=7 sin —
x—at
elde edilir. (4.2.2)’ den
i nmat  nmx 1 i » nn(x + at) . nr(x —at)
4 cos sin =3 4 — + sin I )

= %( Sp(x+at) + Sf (x —at) )

bulunur. Fourier siniis serisi iki sinir arasinda integrali alinirsa

%) X+at

i b,L nmat = nmx 1 Z b f ] mTTdt
— sin ——  sin — = n sin —
n=1 n=1 x—at
X+at [o'e)
== (Z b, sin —)dt
Xx—at
X+at
-1 sma
x—at

elde edilir. Bu da (4.2.2) ve (4.2.4)’lin ispatidir.
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Teorem 4.2.2. h’ n (0, L) lizerinde tiirevlenebilir oldugunu varsayalim; Ayrica

h’_,_ (0) = lim M h_ (L) — llmw
x—0% x Rl )

mevcut oldugunu kabul edelim.

a) O halde h " nin (-0, o0) da tek periyodik genislemesi olan

ve p(x +2L) =p(x) —oo < x < oo,

h(x), 0<x <L
p(x) =

—h(-x) , —L<x <0
Fonksiyonu yalnizca h(0)=h(L) =0 oldugunda ( —o0, ) da tiirevlenebilir
b) 4 ’nin ( —o0, 0 ) da gift periyodik genislemesi olan
h(x), 0<x <L
q(x) = ve q(x+2L)=q(x) —o < x < o,
h(—x) , —L<x <0

fonksiyonu yalnizca h', (0) = h'_ (L) = 0 oldugunda ( —oo, ) da tiirevlenebilir
(Trench, 2013).

Teorem 4.2.3. Kabul edelim ki, g fonksiyonu [0, L] araliginda diferansiyellenebilir ve
g@)=gL)=0 (4.2.5)

sartin1 sagliyor ve ayrica kabul edelim ki, f fonksiyonu [0, L] araliginda ikinci

mertebeden diferansiyellenebilir ve

f(0) =f(L) =0 (4.2.6)
f'e @@= f'_(L)=0 (4.2.7)

sartint sagliyor. O halde (4.1.1) probleminin (4.1.9) esitligi ile verilmis formal ¢6ziimii
bu problemin gergek ¢oziimiidiir (Trench, 2013).
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Ispat. 11k olarak, Sy min tiirevlenebilir ve Sf ‘nin iki kez tiirevlenebilir oldugunu

gosterecegiz.

f ve g (0,L) tizerinde siirekli fonksiyonlar oldugundan; f, [0, L] lizerinde pargali

stirekli diizgiin fonksiyon ise Fourier siniis serisi,

- nmx
S(X) = ( bn sin T)

n=1

L

b_Zf( _nnxd
n =7 fx)smL x

0

biciminde yazilabilir.
[0, L] tizerinde tiim x ler igin

0o , x = 0ise
f(x), 0<x<Lvef,6 xdesurekliise

f—(“):f(x_), 0 < x < Lve f,xde siirekli degilse

S(x) =

esitligi saglandigi igin, [0,L] tzerinde Sf(x) = f(x), Sg (x) = g(x) dir.

fve g’ nin Sy ve S, tek periyodik genislemesidir. f ve g, [0, L] iizerinde tiirevlenebilir

ve teorem 4.2.2 (a) da Sp ve S; (—%,00) iizerinde tiirevlenebilir.

[0,L] tzerinde f()=f'(x) ve Sy giftve S';, f'’ningift periyodik

genislemesidir. f', [0, L] tizerinde tiirevlenebilir.

Simdi, 4.2.1" den x vet ‘ ye gore, iki kez tiirev alalim.
U, (x, t)= %( Sr(x+at)+ Sp(x—at)) + 2—1a( Sg (x +at) - Sg(x — at))

Upy (X, ) = %( S"s(x+at) + S"f(x—at) ) + %( S’y (x +at) -S'y(x — at)) (4.2.8)

u(x,t) = %( Sr(x+at)- Sp(x—at)) + %( Sg (x + at) + S, (x — at)) (4.2.9)

U (x,t) = a?z( S"¢(x+at) +S5"s(x—at) ) + %( S'g(x+at)- S'y(x —at)) (4.2.10)
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Boylece agagidaki esitlikleri elde ederiz.

U (6, 8) = A% Upy (X1), tiim (X, t) igin,
4.1.9’ dan u(0,t)=u(L,t)=0, tiim t’ler igin.
4.2.1° den u(x,0)= S(x), tim X’ler i¢in ve Ozellikle
u(x,0)= f(x), 0<x< L
4.2.9° dan u (x,0)= S, (%), tim X’ler i¢in ve Ozellikle
u(x,0) = g(x), 0<x<L.

Burada ispat bitti.

Ornek 42.4. f(x)= x(x3-2Lx*> +1?) ve g(x)=x(L-x) Ozel durumu icin

(4.1.1) probleminin  ¢éziimiini bulalim.

Coziim :

S 96L4 - 2n— Dnx
r ()= (2n —15° L
in (2n — Dnx
Sg () = 2 2n—1)3° L

96L4 (2n —Dmat . (2n-—1Dnx
u(x,t) = (2n — 1)5 I sin —

8L3 z: 1 - @n—Dmat . (2n-—1nx
+ sin sin

am* (2n—1)* L L
n=1
Buradan
Uppe A% Uyy ve tim (X, t) igin;
elde edilir.
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Sp(x)=f(x) ve Sqg(x)=gx) , 0<x< L oldugundan,
u(x,0)="f(x) ve u:(x,0)=g(x) 0<x<L
elde edilir. Boylece baslangic-sinir deger probleminin gergek ¢oziimiinii elde ettik.

4.3. Ara Yiizeyde Is1 Sicakligi ve Ak Siireksizligine Sahip Is1 Iletim

Denkleminin Coziimii

Ara yiizeyde 1s1 sicakligi ve aki siireksizligine sahip u¢ uca eklenmis iki pargali
kompozitin 1s1 iletim denklemi olan smir deger problemini Fourier yontemi ile

¢oziilmesini inceleyecegiz.

Q) dux,t) _ 0%u(xt)

o - x€[0,a)U(a 1], t>0 (4.3.1)
diferansiyel denkleminin,
u(0t)=u(1)=0 (4.3.2)
siir kosullart ve
u(a-0,t) = au(a+0,t) (4.3.3)
u, (@a—0,t)=Bu, (@a+0,t) (4.3.4)
gecis kosullar1 ve
u (x,0) = f(x) x€[0,a) VU (a 1], (4.3.5)

baslangi¢c kosulunu saglayan ¢6ziimiinii arastiracagiz.
Burada 0O<a<1, Q(x) ise

le y X € [O,a)

) = {sz , x € (a1]

(4.3.6)

ile taniml pargali sabit fonksiyondur; Q; >0, Q, >0 , a, B reel sayilardir. f{x) ise

verilmis fonksiyondur.
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Coziim -
Qx). ur = Uy, , x€[0,a)VU(a 1], t>0 (4.3.7)

kismi tiirevli diferansiyel denklemin ¢oziimiinii
u(xt) = X)1T(0 (4.3.8)

bi¢ciminde arayacagiz.
Bu ifadeyi (4.3.7) de yerine yazarsak
Q(x).XT' = X"'T (4.3.9)
esitligi elde edilir.
Biz X(x) #0 ve T(9 # 0 oldugu durumu inceleyecegiz.Bu esitligi

ro X _; (4.3.10)

T~ Q)X =

biciminde yazabiliriz.

(4.3.10)’ un sol tarafi yalmiz t degiskenine ve sag tarafi yalniz x degiskenine bagli
oldugu i¢in (4.3.10) esitligi ancak ve ancak her iki taraf sabit fonksiyon ise dogru
olabilir. Bu nedenle bu sabit sayiy1 bir -A ile gosterebiliriz. O halde ( 4.3.10)

denklemini iki tane adi diferansiyel denklem bi¢ciminde yazabiliriz.
X" +1Q(x)X=0 x€[0,a)U (a 1] (4.3.11)
T'+AT=0 (4.3.12)
(4.3.12) denkleminin genel ¢oziimiinii
T(t) =c e™™ (4.3.13)
bi¢cimindedir. Burada ¢ keyfi reel sayidir.
Eger, (4.3.8) ifadesini (4.3.2) sinir sartlarinda yazarsak, X(x) fonksiyonu igin
X(0)=0, X(1)=0 (4.3.14)

sinir kosullart elde edilir.
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Simdi (4.3.8) ifadesini (4.3.3) ve (4.3.4) gegis sartlarinda yerine yazalim.

O halde
X(a—0)=aX(a+0) (4.3.15)
X'(a-0)=pX'(a+0) (4.3.16)

gecis kosullar elde edilir.

Boylece X (x) fonksiyonunu bulmak igin asagidaki sinir — deger —gegis problemini

(SDGP) elde ettik.

X(x) +1QEx)X(x) =0  x€[0,a)U (a 1] (4.3.17)
X(0)=0 (4.3.18)
X(1)=0 (4.3.19)
X(a—0) = a X(a+0) (4.3.20)
X'(a—0)= B X'(a+0) (4.3.21)

Boylece X (x) fonksiyonu i¢in iki aralikli Sturm-Liouville sinir deger gecis problemi

elde edildi. X(x) fonksiyonu [0, a) araliginda
X(x)" +10:2X(x) =0  x€][0,a) (4.3.22)
diferansiyel denklemini saglar. Bu fonksiyon (a, 1] araliginda ise
X(x)" +10,2X(x)=0  x€(a, 1] (4.3.23)
diferansiyel denklemini saglar.
A=0, A<0 ve A>0  durumlarn ayr ayr aragtiralim.
1.Durum: A4 =0 olsun. O halde (4.3.23) diferansiyel denkleminin genel ¢éziimii
Xx)= Cix + Cy, x€ [0, a) (4.3.24)

bi¢imindedir.
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Burada C; ve C, keyfi sabitlerdir. (4.3.23) diferansiyel denkleminin genel ¢6ziimii ise
X(x)= Dy x + D, , x€ (a 1] (4.3.25)

bi¢iminde elde edilir , burada D; ve D, keyfi sabitlerdir.

Boylece A =0 durumu i¢in (4.4.17) diferansiyel denkleminin genel ¢6ziimiinii

B C;x + C,, x € [0,a)
X(x) _{ Dix + D,, x € (a1]

(4.3.26)
bigiminde elde edilir.
(4.3.26 ) ifadelerini (4.3.18) ve (4.3.19) simur kosullarinda yerine yazarsak ,

D, + D, =0 (4.3.28)

esitligini buluruz. O halde (4.3.17) diferansiyel denkleminin (4.3.18) ve (4.3.19) sinir

kosullarii saglayan ¢oziimii

B C;x , x € [0,a)
X(x) _{ D1X— D1 X I= (a’ 1] (4329)
bi¢ciminde elde ettik.

C; ve D, sabitlerini bulmak i¢in (4.3.28) esitligini (4.3.20) ve (4.3.21) gecis

sartlarinda yerine koyacagiz. Bu durumda,
Cia=oa(D;a— Dy) (4.3.30)
C, =BD, (4.3.31)
lineer denklem sistemini elde ederiz. (4.3.30)da C; yerine pD; yazarsak,

gD, = a(Dya— Dy) (4.3.32)

esitligi bulunur. Burada

(Ba-aa+a) D; =0 (4.3.33)
esitligi elde edilir.
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Eger
Ba- aa +ao #0ise (4.4.33) ten

D, =0 (4.3.34)
elde edilir. Bu durumda (4.3.31) ‘den

¢, =0 (4.3.35)

elde edilir. Yani asagidaki sonucu elde ettik.

Sonug: Eger ( fa# a(a -1) ise A=0 says1 (4.3.17) — (4.3.21) iki aralikli Sturm-
Liouville SDGP ‘nin 6zdegeri degildir. Eger f a = a (a -1) ise A =0 sayis1 (4.3.18) —
(4.3.21) iki aralikli Sturm-Liouville SDGP ‘nin 6zdegeridir.

Bu 6zdegere uygun olan 6zfonksiyonlar

_( BDix , x € [0,a) ise
X(x)—{ Dix— D;, x € (a,1] ise

_ B x , x € [0,a) ise
_Dl{ x—1, x € (a1] ise (4.3.36)

bigiminde elde edilir. Burada D; #0 keyfi sayidir.

Simdi A<0 durumunu arastiralim. A= - u? ile gosterelim. O halde (4.3.17)
denkleminin genel ¢ozliimii

C, e *u* + (¢, e*%* |, x € [0,a)

4.3.37
Dye #%*¥ 4+ Doet®* | x € (a1] ( )

X(x) ={

biciminde yazilabilir.

Bu genel ¢oziimii (4.3.18) ve (4.3.19) simir kosullarinda yerine yazarsak, sirast ile
¢ + ¢ =0 (4.3.38)
Dye #% 4+ D,et® =0 (4.3.39)

esitlikleri bulunur.
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(4.3.38) ve (4.3.39) esitliklerini (4.3.37 ) genel ¢oziimiinde dikkate alirsak (4.3.17)

diferansiyel denkleminin (4.3.18) ve (4.3.19) smir kosullarini saglayan ¢6ziimiinii,

Ci( e ¥ —eh0¥)y | x € [0,a)

X(x) :{ o ot g x e (a1] (4.3.40)

bi¢iminde buluruz. C; ve D, sabitlerini bulmak igin (4.3.37) esitligini (4.3.20) ve
(4.3.21) gegis sartlarinda yerine yazalim. O halde asagidaki esitlikler bulunur.

Ci( e™Hid —eh@@) = gD, (e H%t — g 2H ekt Q) (4.3.41)
1O, Gy (—e™h 0 — eh @) = G Q, Dy (e %0 — e=2H C2gh 1) (4.3.42)

(4.3.41) ve (4.3.42) esitlikleri C; ve D, degiskenlerine gére homojen lineer cebirsel

denklem sistemidir. Bu sistemin determinantini ® (@) ile gésterelim.

_ ( e_:u'Qla — eﬂQla) — o (e_ﬂQza - e_zlf‘Qzelf‘Qza)
@ (ﬂ) - ‘u_ Ql(_e_ﬂ Qla —_ el’l Qla) —_ ﬂ‘u Q2 (e_HQza - e_zﬂ Qzel‘l Qza)

gosterelim. Determinant: acarsak

® ()= ( e Hhe — eniay (_ BuQ, (eH%a — g 2u0on Qza)) -
(- o (7% — g 21 QeiQa) 1y (—e~HT — gh0i7))
bulunur. Buradan asagidaki sonug elde edilir.

Teorem 4.3.1. A= - u? , u # 0 olmak iizere, eger o (1) # 0 ise o halde A =—p 2
sayis1 ozdeger degildir. Eger o (uo) = 0 ise A =—u,y? sayis1 dzdegerdir ve bu

6zdegere uygun fonksiyon

X(x) =
Ci( e 1o 0¥ — guo 1¥) x € [0,a) (4.3.43)

Cy( (1= pp@i)e” #0918 ((1+ g Q1)e Ho@1@
! (a—pB Ko Qz)(e_ 1oQ2%_=2 o Q2¢ o Qza)

e 1o QX — g 2uo Q2o uo@¥ )  x € (a,1]

biciminde ifade edilir. Burada C; # 0 keyfi sayidir.
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Simdi A > 0 durumunu inceleyelim. Bu durumda A =s? gdsterelim. O halde (4.3.17)

denkleminin genel ¢oziimiinii asagidaki bigimde elde ederiz.

X :{Cl cos(s Q,x) + C; sin(sQ,x) , x € [0,a) i¢in (4.3.48)

D; cos(sQ,x) + D, sin(sQ,x), x € (a,1] icin

Bu genel ¢oziimii (4.3.18) ve (4.3.19) simir kosullarinda yerine yazarsak, sirast ile

c;=0 (4.3.45)
Dy cos(sQ,) + D, sin(s Q,)=0 (4.3.46)
elde edilir.

(4.3.17) diferansiyel denkleminin (4.3.18) ve (4.3.19) sinir kosullarini saglayan ¢oziimii

C; sin(sQ,x) , x € [0,a) icin

cos(sQ@,)
D; cos(s sz) - Dy sin((Ssz)

X(x) = (4.3.47)

sin(s Q,x), x € (a,1] icin
bigiminde buluruz. C, ve D; sabitlerini bulmak i¢in (4.3.47) esitligini (4.3.20) ve

(4.3.21) gecis sartlarinda yerine yazalim. O halde

C, sin(sQ,a) = a Dy ((cos(s Q,a) — % sin(s Q,a)) ,x € [0,a) (4.3.48)

5Q,Cy cos(sQ,a) =B D15Q, (-sin(sQ,a) — %cos(s Q,a),x € (a, 1]  (4.3.49)

esitlikleri elde edilir.
(4.3.48) ve (4.3.49) sisteminin determinant1 A(S) ile gosterelim;

cos(st) .
(0, sin(s Q,a))

50,c05(:0,a)  ~ f 50, (~sin(s0,0) ~ 2%

sin(sQ,a) — a(cos(sQ,a) —
A(S) =
cos(s Q,a)

Buradan

A(s) = sin(sQ,a).((— B sQ, (—sin(sQ,a) — %cos(s Q,a) )-

(( sQ, cos(sQ,a). (— a(cos(sQ,a) — %S:(Z)) sin(s Q,a))
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Teorem 4.3.1 den A = s?2 s # 0 olmak lizere, A(s) # 0 ise dzdeger yoktur. Eger

A(s) = 0 ise Ozdegeri vardir. Bu Ozdegere uygun Ozfonksiyonu bulmak igin

sin(sQz(1-a))

(4.3.48) esitligini C;, sin(sQ,a) =a Dy pre—

seklinde yazabiliriz.

Buradan,

sin(sQz(1-a))

C2 Sin(SQla) =a D1 sin((sQ2)

bulunur. Buradan da

Cz sin(sQia)sin((sQ2) _
« sin(sQ,(1-a)) B Dl (4'3'50)

elde edilir.

(cos (sQ2(1-a))

(4.3.49) esitligini $Q,C; cos(s Q,a) = —5QuB D1( 2

seklinde yazabiliriz.

Buradan,

Q1 C2 cos(sQ1a)sin((sQz) -_ D
Q2 B cos(sQz(1-a))

y (4.3.51)

(4.3.50) ile (4.3.51) taraf tarafa ¢ikarilirsa,

C, ( sin(sQia)sin((sQz) Q1 COS(SQ1a)Sin((5Q2)) )
2\ 2 sin(sQy(1-a)) 2Q, B cos (sQx(1-a)) 1

esitligi bulunur.

Buradan 6zfonksiyonu,

X(x) =
C, sin(sQ,x) , x € [0,a)
Cz( sin(sQa) Q1 cos(sQqa) )sin(sQ2(1 _ x)))’ x € (a’ 1] (4352)

2a sin(sQz(1-a)) - 2Q; B cos (sQz(1-a))
bi¢iminde buluruz. Burada C, # 0 keyfi bir sayidir.

(4.3.11) diferansiyel denkleminde A ;, A5, A 5, ..., A, 6zdegerlerine karsilik gelen
ozfonksiyonlar1 X 1, (x), X, (x), X3, ..., X, (x) olacaktir.
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Arastirilan problemin ¢oziimiinii

ut) = Yo T ()X, (%) (4.3.53)
bi¢cimnde yazabiliriz.

Buradan da

ut = X% ce Mt X, (x) (4.3.54)
bulunur.

(4.3.53 ) ¢Ozlimiinii (4.3.2) sinir sartlarindan yerine yazarsak,

ux0) = Yo—icn Xp () (4.3.55)

¢Oztimiinii elde ederiz. Burada c,, keyfi sabit sayidir. (n=1,2, ...)
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4.4. Dalga Denkleminin Uygulamasi

o
nrat b,L  nmat . nmx
u(x,t) = Z( a, cos + sin ).sin —
n=1

L nmwa L L

fonksiyonu tiim (X, t) igin (4.1.1) probleminin ¢6ziimii olsa da, 0 < x < L araliginda
ve t > 0 i¢in saglanir; aslinda sadece 0 <t < 2L araliginda t degerlerini dikkate

almak yeterlidir. Ciinkii;

u(x, t + %) =u(x,t) esitligi (K bir tamsayi ise ) tim (X, t) i¢in saglanir

(Trench, 2013).

Asagidaki  sayisal denemeleri  gerceklestirerek  telin  hareketinin  grafigini

olusturabiliriz.

Simdi; m ve K pozitif tamsay1 olsun.

_ 2Lj
b= %

=0,1,2, ... k;
gosterelim. Boylece; to, t1, tz, ..., txy  (0,L/2a) iginde esit aralikli noktalardir.
Her j=0,1,2,..k i¢in kismi toplam grafigi,

nmat; b, L nmrat; . nmx

m
um(x, tj)=Z( a, cos I + — sin I ).smT
n=1

[0, L] tizerinde X’ in bir fonksiyonudur.

Bu islemi m ve k’ nin ¢esitli degerleri i¢in tekrarlariz.
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Simdi bunu bir dalga denklemi 6rneginde, Mathematica programa ile grafiginin nasil

cizilecegini gosterelim.
Ornek 4.4.1.

Vee =100 yyp O<x<m, t>0,

y(x,0=x(@-x) ,y:(x0) =0

dalga denkleminin ¢6ziimii,

8
y(x,t) = Z — cos 10nt sinnx
mn

n tek

y(©t)=y(=.1)=0

(4.4.1)

oldugundan Mathematica programi ile t farkli zamanlarinda grafiginin nasil ¢izildigini

gosterelim,

t = 0Oaninda ve n=1iken,

y (x,0) =Ec0505inx veya y(x,0) =x(m—x)

Grafigini ¢izmek i¢cin Mathematica programinda,

plot[[8/n * cos0 = sinx](x, 0, n)]

yazdigimizda,

20F

1.0k

0.5 1.0 1.5
Sekil 4.3. t= 0 aninda 4.4.1 grafigi
grafigi cizilir.

79

3.0



ti=2Lj/ ka olmak iizere, problemden L =z ve a= 10 oldugunu biliyoruz, n=1ve Kk

=3igin t; =2n/30 olur.
Grafigini ¢izmek i¢in Mathematica programinda,
plot[[8/m * cos2 /3 * sinx](x, 0, )]

yazilirsa,

0.5 1.0 1.5 20 2.5 3.0

Sekil 4.4. t = 21/30 aninda 4.4.1 grafigi
grafigi ¢izilir.

Mathematica programi ile dalga denkleminin farkli n ve k degerleri igin farkli t

zamanlarda grafigini ¢izebiliriz.
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5. SONUC ve ONERILER

Bu tez ¢alismasinda Fourier serileri ve Sinir deger problemlerinin bazi kavramlarinin
tanimlar1 verilerek, Fourier yontemi olarak adlandirilan Degiskenlerine ayirma yontemi
ve d’Alembert yontemi kullanilarak fizik ve miihendislikte kullanilan bir boyutlu dalga
denkleminin ¢6zliimii ve ara yilizeyde 1s1 sicakligt ve aki siireksizligine sahip u¢ uca

eklenmis iki par¢ali kompozitin 1s1 iletim denkleminin ¢6ziimii iizerinde durulmustur.

Fizik ve mihendislikte kullanilan smir deger probleminin, &zfonksiyon serisine
acilabildigi gosterilip, ¢oziimiiniin Fourier serisi olarak elde edilisi incelenmistir. Bu da
Fourier serisi ve Sinir deger probleminin teorik ve uygulama agisindan 6nemini bariz

bir bigimde ortaya koymaktadir.

Tez calisgmamizin esas konusu Fouier serileri ve Sinir deger problemi oldugu igin

calismamizin ¢iktilari bir ¢ok fizik probleminin ¢6ziimii agisindan 6nem arz etmektedir.

Tez ¢alismamiz, uygulama agisindan bilim ve teknolojiye yarar saglayacaktir.
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