T.C.
BINGOL UNIVERSITESI
FEN BIiLIMLERI ENSTITUSU

BAZI ADI VE KISMi TUREVLI DIFERANSIYEL DENKLEMLERIN
HYERS-ULAM-RASSIAS KARARLILIGININ FARKLI
METOTLARLA INCELENMESI

YUKSEK LiSANS TEZIi

DENIiZ BULUCU CAKIR

MATEMATIK ANABILIM DALI

TEZ DANISMANI
Do¢. Dr. Emel BICER

BINGOL-2022



T.C.
BINGOL UNIVERSITESI
FEN BIiLIMLERI ENSTITUSU

BAZI ADI VE KISMi TUREVLI DIFERANSIYEL DENKLEMLERIN
HYERS-ULAM-RASSIAS KARARLILIGININ FARKLI
METOTLARLA INCELENMESI

YUKSEK LiSANS TEZI

DENIZ BULUCU CAKIR

MATEMATIK ANABILIM DALI

TEZ DANISMANI
Do¢. Dr. Emel BICER

BINGOL-2022



T.C.
BINGOL UNIVERSITESI
FEN BIiLIMLERI ENSTITUSU

BAZI ADi VE KISMi TUREVLI DIFERANSIYEL DENKLEMLERIN HYERS-
ULAM-RASSIAS KARARLILIGININ FARKLI METOTLARLA iNCELENMESI

Dog. Dr. Emel BICER danigsmanhginda, Deniz BULUCU CAKIR tarafindan hazirlanan
bu caligma 12/09/2022 tarihinde asagidaki jiiri tarafindan Matematik Anabilim Dali’nda
Yiiksek Lisans Tezi olarak oybirligi ile kabul edilmistir.

Baskan : Dog. Dr. Erdal KORKMAZ Imza
["Jye : Doc. Dr. Emel BICER Imza
Uye : Dr. Ogr. Uyesi Ramazan YAZGAN Imza

Yukaridaki sonug;

Enstitli Yonetim Kurulunun .../ ...../............. tarihve ...... oo
nolu karari ile onaylanmistir.

Prof. Dr. Zafer SIAR
Enstitii Miidiiri

Not: Bu tezde kullanilan 6zgiin ve bagka kaynaklardan yapilan bildirislerin, gizelge, sekil ve fotograflarin kaynak
olarak kullanimi, 5846 sayil1 Fikir ve Sanat Eserleri Kanunundaki hiikiimlere tabidir.



ONSOZ

Bu caligmayr bana veren ve caligmalarim siiresince karsilastigim giigliiklerde
yardimlarin1 esirgemeyen degerli hocam Sayin Dog. Dr. Emel BICER’e tesekkiir
eder, saygilarimi sunarim. Ayrica tim calisma siirecim boyunca destegini higbir

zaman esirgemeyen esim Saim CAKIR ’a tesekkiir etmeyi bir borg bilirim.

Deniz BULUCU CAKIR
Bingol 2022



ICINDEKILER

ONSOZ ..ot i
ICINDEKILER .....ovuiviieiitecctete ettt ettt ettt en sttt en et eas st n s eneesns i
OZET oottt iii
ABSTRACT ..o \Y%
I3 13 1 1
2. TEMEL TANIM VE KAVRAMLAR ..ottt 4

2.1. Baz1 Fonksiyonlarin Mahgoub DOnUSimIeri ...........cccvriveniiiiniiciieiincseene s 7

2.2. Mahgoub Déniisiimiiniin Adi Diferansiyel Denklemlere Uygulanmasi ................ 10

3. BIRINCI VE IKINCI MERTEBEDEN ADI DIFERANSIYEL DENKLEMLERIN
MAHGOUB DONUSUMU YARDIMIYLA HYERS-ULAM VE HYERS-ULAM
RASSIAS KARARLILIGININ INCELENMEST ...ovoveeveee et ee e, 13

3.1. (3.1) Diferansiyel Denkleminin Hyers—Ulam ve Hyers—Ulam Rassias Kararliligi 14
3.2. (3.2) Diferansiyel Denkleminin Hyers—Ulam Kararlili@1..........cccoocvivivniiininnnn, 22
3.3. (3.3) Diferansiyel Denkleminin Hyers—Ulam ve Hyers—Ulam Rassias Kararlilig1 32
3.4. (3.4) Diferansiyel Denkleminin Hyers—Ulam ve Hyers—Ulam Rassias Kararliligi 40

4. BIRINCI VE IKINCI MERTEBEDEN KISMI TUREVLI DIFERANSIYEL
DENKLEMLERIN SABIT NOKTA TEORISI YARDIMIYLA HYERS-ULAM

RASSIAS KARARLILIGININ INCELENMEST ......oiiiiiiiiieeeeeeeeeeeeeeeeeae 48
5. SONUCLAR VE ONERILER ......cocccisiitieeeeee e e ettt 61
KAYNAKLAR ..ottt sttt sttt n sttt en st 62



BAZI ADI VE KISMi TUREVLI DIFERANSIYEL DENKLEMLERIN
HYERS-ULAM-RASSIAS KARARLILIGININ FARKLI
METOTLARLA iINCELENMESI

OZET

Bu calisma, bes boliimden olusmaktadir. Birinci bdliimde konuya hazirlayici nitelikteki
bilgilere ve konu ile ilgili olarak daha 6nce yapilmis ¢alismalara kisaca deginildi. ikinci
boliimde tezle ilgili bazi temel tanim ve teoremler verildi. Ugiincii bdliimde birinci ve
ikinci mertebeden adi diferansiyel denklemlerin Mahgoub metodundan faydalanarak
Hyers-Ulam kararliligini inceleyen calismalar ele alindi. Dérdiincii béliimde birinci ve
ikinci mertebeden kismi tiirevli diferansiyel denklemlerin sabit nokta teorisi yardimiyla
Hyers-Ulam kararliligini inceleyen ¢alismalara yer verildi. Besinci boliimde tartigma ve
sonuca yer verilmistir.

Anahtar Kelimeler: ikinci mertebeden diferansiyel denklem, birinci mertebeden lineer
diferansiyel denklem, ikinci mertebeden kismi diferansiyel denklemler,Hyers-Ulam
kararlilik, Hyers-Ulam-Rassias kararlilik, Mahgoub doniistimii, sabit nokta teorisi.



INVESTIGATION OF HYERS-ULAM RASSIAS STABILITY OF
SOME ORDINARY AND PARTIAL DIFFERENTIAL EQUATIONS
BY DIFFERENT METHODS

ABSTRACT

This study consists of five chapters. In the first chapter, the preparatory information about
the subject and previous studies on the subject were briefly mentioned. In the second part,
some basic definitions and theorems about the thesis are given. In the third chapter,
studies examining Hyers-Ulam stability by using Mahgoub method of first and second
order ordinary differential equations are discussed. In the fourth chapter, studies
examining Hyers-Ulam stability with the help of fixed point theory of first and second
order partial differential equations are given. In the fifth chapter, discussion and
conclusion are given.

Keywords: Second order differential equation, first order linear differential equation,
second order partial differential equations, Hyers-Ulam stability, Hyers-Ulam-Rassias
stability, Mahgoub transform, fixed point theory.



1. GIRIS

1940 yilinda Wisconsin Universitesi’nde yapilan bir konferansta, Ulam’in ortaya attig
problemlerden bir tanesi su sekildeydi:
(G,,.) bir grup ve (G,,%),d (.,.) metrigi ile bir metrik grup olsun. &€ > 0 sayisi

verilsin.

x,y € Gy i¢in d(h(x.y),h(x) *h(y)) <& ecsitsizligini saglayan h: G; — G, bir
doniisiim ise, her x € G; i¢in d(h(x),H(x)) < € ile H:G; = G, bir homomofizm
olacak sekilde bir § > 0 sayis1 var midir? Diger bir deyisle hangi sartlar altinda bir

yaklagim homomorfizmine yaklasan bir homomorfizm vardir? (Hyers, 1941).

Bu soru, Hyers (1941) tarafindan Banach wuzaylar1 i¢in yanitlanmistir. Ulam’in
probleminin bir genellestirmesi olarak fonksiyonel denklemlerin yerine diferansiyel
denklemlerin kullanilmasiyla yeni bir ¢alisma alani ortaya ¢ikmistir. Bdylece bir ¢ok
arastirmact ¢esitli diferansiyel denklemlerin Hyers-Ulam kararlilig1 {izerine g¢alismalar

yapmistir.

Alsina ve Ger (1998), bir diferansiyel denklemin Hyers-Ulam kararliligini aragtiran
ilk calismalarinda, y'(t) = y(t) diferansiyel denkleminin Hyers- Ulam kararliligini
ele aldilar ve bu denklemin, eger y:I — R, her t € I igin |y'(t)- y(©)| < ¢
esitsizligini saglayan bir diferansiyellenebilir fonksiyon ise, o zaman her t € [ igin
ly(t) — g(t)| <3e olacak sekilde diferansiyel denklemin bir g:I - R

diferansiyellenebilir ¢6ziimiiniin var oldugunu ispatladilar (Alsina et al., 1998).

Alsinave Ger’in (1998) bu sonucu Miura ve ark. (2001), Miura (2002) ve Takahasi ve
ark. (2002) tarafindan genellestirildi. Daha sonra Miura ve ark., (2003), Miura ve ark.,
(2004) ve Jung (2004; 2005; 2006) degisik tiirden birinci mertebeden lineer diferansiyel

denklemlerin Hyers- Ulam kararliligini incelemislerdir.

Jung (2006) matris metodundan faydalanarak birinci mertebeden lineer diferansiyel



denklemlerin Hyers-Ulam kararliligini inceledi (Jung, 2006).

Li ve Shen (2009) y"" + p(x)y’ + q(x)y + r(x) = 0 bigimindeki ikinci mertebeden

bir diferansiyel denklemin Hyers-Ulam kararliligini arastirmustir (Li et al., 2019).

Murali ve Selvan (2019) Fourier doniisiimii yontemi kullanilarak sabit katsayili birinci
mertebe ve ikinci mertebeden diferansiyel denklemlerin Hyers-Ulam ve Hyers-Ulam

Rassias kararliligini inceledi (Murali et al., 2019).

Algfiary ve Jung (2014) Laplace doniisim metodundan faydalanarak lineer diferansiyel
denklemlerin Hyers-Ulam ve Hyers-Ulam Rassias kararliligin1 inceledi (Algfiary et al.,
2014).

Gecikmeli  diferansiyel denklemlerin  Hyers-Ulam  kararliligin1  arastiran  ilk
matematikgiler S.M. Jung ve J. Brzdek (2010) dir. Bir baslangi¢c kosulu ile verilmis
birinci mertebeden gecikmeli diferansiyel denklemin Hyers-Ulam kararliligin1 incelediler
(Jung et al., 2010).

Otrocol ve llea (2013) x'(t) = f (£, x(t), x(g(t)) ) seklindeki bir gecikmeli diferansiyel

denklemin Hyers-Ulam kararliigimi Gronwall esitsizliginden faydalanarak arastirdi
(Otrocol et al., 2013).

Tung ve Biger (2015), sabit nokta teorisinden faydalanarak birinci mertebeden gecikmeli

bir diferansiyel denklemin Hyers-Ulam kararliligini arastirdi (Biger et al., 2015).
Ayrica Biger ve Tung (2017), ikinci mertebeden kismi tiirevli bir diferansiyel denklem ve
ikinci mertebeden kismi Euler diferansiyel denkleminin Hyers-Ulam kararliligin

arastirirken integral ¢arpant metodundan faydalandi (Biger et al., 2017).

Biger ve Tung (2018), Banach daralma doniisiimii prensibinden faydalanarak

y' (@ +f (ty(t-7)) =0 (1)



seklindeki birinci mertebeden sabit gecikmeli bir diferansiyel denklemin Hyers-Ulam
Rassias kararliligini aragtirdi. Daha sonra f, h siirekli fonksiyonlar ve t negatif olmayan

bir sabit olmak lizere

y"' @) +f (t,yt -0))y'(t—1) +h(t,y(t—1))=0 ()

bi¢imindeki ikinci mertebeden sabit gecikmeli bir diferansiyel denklemin Hyers-Ulam
Rassias kararliligini aragtirdilar (Biger et al., 2018).

Raj Aruldass, Pachaiyappan ve Park (2021) Maghoub doniisim metodundan
faydalanarak ikinci mertebeden adi diferansiyel denklemlerin Hyers-Ulam ve Hyers-
Ulam Rassias kararliligini inceledi (Aruldass et al., 2021).

Jung, Arumugam ve Ramdoss (2021) Maghoub doniisim metodundan faydalanarak
birinci mertebeden lineer diferansiyel denklemlerin Hyers-Ulam kararliligi arastirdilar
(Arumugam et al., 2021).

Gordji, Cho, Ghaemi ve Alizadeh B (2011), sabit nokta teorisinden faydalanarak birinci
ve ikinci mertebeden kismi diferansiyel denklemlerin Hyers-Ulam Rassias kararliligini
arastirdilar (Gordji et al., 2011).

Bu ¢alismanin amaci, bazi birinci ve ikinci mertebeden adi ve kismi tiirevli diferansiyel
denklemlerin Hyers-Ulam ve Hyers-Ulam-Rassias kararliligint farkli yontemlerle

arastirmis olan ¢alismalar1 ele almaktir.



2. TEMEL TANIM VE KAVRAMLAR

Bu boliimde konu ile ilgili daha sonraki boliimlerde kullanilacak olan temel tanim ve

teoremler verilecektir.

Tamm 2.1. (Metrik Uzay)

X bos olmayan bir kiime olmak tlizere, d:X X X — R* fonksiyonu asagidaki sartlari

saglarsa d’ye X tizerinde bir metrik ve (X, d), ikilisine de bir metrik uzay denir.

dl.d(x,y) =0 x =y,

d2.Vx,y € X icind(x,y) = d(y, x),

d3.Vx,y,z€ X i¢ind(x,z) < d(x,z) + d(y, z) (Bayraktar, 1987).

Tamim 2.2. (Genellestirilmis Metrik Uzay)

X bos olmayan bir kiime olsun. Bir d:X X X — [0, +oo] fonksiyonu ancak ve ancak d

fonksiyonu asagidaki kosullar1 saglarsa X tlizerinde bir genellestirilmis metrik olarak

adlandirilir.

Ml.d(x,y) =0 x =y,

M2.Vx,y € X i¢ind(x,y) = d(y,x),

M3.Vx,y,z€ X i¢ind(x,z) < d(x,z) +d(y, z).

Genellestirilmis metrik ile bilinen metrik arasindaki tek fark genellestirilmis metrigin

deger kiimesinin sonsuzu da i¢ermesidir (Jung, 2010).



Tamm 2.3. (Lineer Uzay)

L bos olmayan bir kiime ve F bir cisim olsun. Asagidaki sartlar saglaniyorsa L ye F
tizerinde Lineer uzay (vektor uzayi) denir.

LI) L,+ denen ikili isleme gore degismeli bir gruptur.

Yani

Al. Herx,y € Ligcinx +y € L dir.

A2. Herx,y€Licin x+y=y+x

A3.Herx,y,z€Ligin (x+y)+z=x+(y+2)

A4d.Her x € Ligin x + e = x+e=0 olacak sekilde e € L eleman1 vardir.

L2) .: FXL - L, (ax)— a.x donisimi asagidaki sartlar1 saglar.
Bl.a(x+y)=ax+ay

B2. x(a + b) = ax + bx

B3. (ab)x = a(bx)

B4. Her x € V i¢in 1x = x (Burada 1, F nin birim elemanidir.) (Bayraktar, 1987).

Tamm 2.4. (Norm ve Normlu Uzay)

N bir lineer uzay olsun. ||.||: N = R fonksiyonun x deki degerini ||x|| gosterelim. Bu

fonksiyon asagidaki sartlari sagliyorsa ||. || ye N de norm denir.

N1.||x|| = 0 ve ||lx|| = 0 & x = 0dir.

NZ.l|x]l = lalllx|l dir Ca € F)



N3.|lx + yll < |lx|| + |lv]l (Bayraktar, 1987).

Tamm 2.5. (Cauchy Dizisi)
(X,d) bir metrik uzay olmak tizere (x,), X uzaymda bir dizi olsun. Her € > 0 i¢in
n,m > n, oldugunda |x, — x,,| < € olacak sekilde bir n, sayis1 mevcut ise (x,)

dizisine Cauchy dizisi denir (Bayraktar, 1987).

Tamm 2.6. (Banach Uzayr)

Eger bir X normlu uzayindaki her bir Cauchy dizisi X deki bir elemana yakinsar ise, bu
durumda bu X normlu uzay1 tamdir, denir. Eger bir normlu uzay tam ise bir Banach uzay1
olarak adlandirilir (Bayraktar, 1987).

Tamm 2.7. (Daralma Doniisiimii)

(X,d) metrik uzay ve T : X — X bir doniisiim olsun. Her x,y € X

d(Tx,Ty) < ad(x,y)

olacak sekilde a € [0,1) varsa T doniisiimiine daralma doniisiimii denir (Berinde, 2007).
Teorem 2.1. (Banach Sabit Nokta Teoremi)

(X,d) tam bir metrik uzay ve T : X = X bir daralma doniisiimii olsun. Bu durumda,
Ta = a olacak sekilde bir tek a € X vardir. Ayrica, a = lim,_,,, T" x olmak tlizere her

x € X i¢in,

d(a,x) < (-=)d(x, Tx) seklindedir (Gordji et al., 2011).



Tamm 2.8. Mahgoub Déniisiim Metodu

Bir 4 kiimesi

Iel
A= {f(t):EIM, ki,k, > 0,|f(t)] < Me 1‘} (2.1)

seklinde tanimlansin. Bu kiimede verilen bir fonksiyon i¢in M sabiti sonlu say1 olmalidir,
k4, k, sonlu veya sonsuz olabilir.

f (t) fonksiyonun Mahgoub doéniisiimii H (u) ile gosterilir.
MIFOl=Hw) =uf, f(De™dtt=0,k <u<k, (2.2)

seklinde tanimlanir ve bu doniisiimdeki u degiskeni, f fonksiyonunun argiimanindaki

t degiskenini ¢arpanlarina ayirmak i¢in kullanilir (Mahgoub, 2016).

2.1. Baz1 Fonksiyonlarin Mahgoub Déniisiimleri

Herhangi bir f(t) fonksiyonu igin, (2.2) integral denklemi var olsun. Mahgoub
dontisiimiiniin var olmasi igin yeterli kosullar,t > 0 igin, f(t)' nin pargali siirekli ve

tistel mertebeden olmasidir (Mahgoub, 2016).

Asagida bazi basit fonksiyonlarin Mahgoub doniisiimii hesaplanmastir.

@ f (@) = ligin,

® 0

-1
e Wdt =u [—e‘“t] =1
u

M[1]=H(u)=uf 0

0

olur.

(i) f(t) = tigin,



« 1
M[t] = uf te Utdt = "

0

elde edilir.

Genel durumda n > 0 tam say ise,

n n
M[t"] = vy
elde edilir.

(i) £(£) = e icin,

oo

M[e®] = uf e ettdt =
0 u—a

u

olur. Bu sonuglardan faydalanarak bazi trigonometrik fonksiyonlarin Mahgoub doniisiimii

asagidaki sekilde elde edilmistir (Mahgoub, 2016).

au 2

u2+a?

M[sinat] = M]cos at] =

u2+a?

2

au u

uz2—q?2 '

M{[sinhat] = M[coshat] =

uz2—q?2

Tanim 2.9.

Her t >0 icin, |f(£)| < AeB' olacak sekilde A,B € R sabitleri varsa, f:[0, ) —

K fonksiyonu iistel mertebedendir.

Benzer sekilde, her t < 0 igin, |g(t)| < AeBt olacak sekilde A,B € R sabitleri varsa,
g: (—o, 0] = K fonksiyonu iistel mertebedendir (Jung et al., 2021).



Tamm 2.10.

f(t) ve g(t) fonksiyonlarin konvoliisyonu

@O xg®) = (f*g)@® = [, f()g(t —s)ds = [, f(t —s)g(s)ds
seklinde tanimlanir ve f(t) * g(t) ile gosterilir (Jung et al., 2021).
Teorem 2.2. (Mahgoub doniisiimii icin konvoliisyon teoremi)

f(t) ve g(t), t =0 igin tanimlanmis fonksiyonlar olsun. M{f(t)} = F(u) ve
M{g(®)} = G(u) ise,

M{f(t) * g()} = =F ()G (w)

seklindedir (Jung et al., 2021).

Tanim 2.11.

Eger M{f (t)} = F(uw) ise f(t) fonksiyonuna F (u) fonksiyonun ters Mahgoub déniistimii
ad1 verilir ve f(t) = M~Y{F(u)} olarak gosterilir (Jung et al., 2021).

Teorem 2.3.

f (t)' nin Mahgoub dontsimi M [f (t)] = H [u] olsun. Bu durumda asagidaki
esitlikler saglanir (Mahgoub, 2016).

) M[f' ()] = u Hw) — uf (0)
(i) M[f" ()] = u?H(w) — uf'(0) — u?f(0)

(ili) MF ™ (6)] = u™H () — Xpzdun* f®(0)



10

2.2. Mahgoub Déniisiimiiniin Adi Diferansiyel Denklemlere Uygulanmasi

{% +px = f(t) 2.3)
x(0)=a

baslangi¢ deger problemini diisiinelim. Burada p ve a sabitler ve f(t) iistel mertebeden

fonksiyondur. (2.3) denklemine Mahgoub doniisiimiinii uygulanirsa,
M [x] = H[u] ve M[f(t)] = f(U) olmak iizere
uHw) — uf(0) + pHw) = f(U)

_ ]T'(u) au
“U+p U+p

H(u)

elde edilir. Bu ifadeye ters Mahgoub doniisiimii uygulanirsa (2.3) denkleminin ¢dziimii
elde edilir.

Ikinci mertebeden;

d’y dy _
=t tay=f(x), x>0

2.4
y(0) =a, Z£(0) = b e

baslangic deger problemini diisiinelim. Burada a ve b sabitlerdir. (2.4) denklemine

Mahgoub doniisiimii uygulanirsa;

w?H () —uf'(0) —u?f(0) + 2p [u Hw) — uf (0)] + gH(w) = f(w)
baslangi¢ sartlarinin kullanilmasiyla

H(u) — fw + b + (u+2p)a
u2+2pu+q  u?+2put+q  u+2pu+q
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elde edilir. Bu ifadeye ters Mahgoub doniisiimiiniin uygulanmasiyla (2.4) denkleminin
¢ozlimiine ulasilir (Mahgoub, 2016).

Ornek 1:

y(0) = 1 baslangig sartiyla verilen birinci mertebeden

dy
- =0
dx+y

seklindeki diferansiyel denklemi ele alalim. Bu denkleme Mahgoub doniisiimii

uygulanirsa (Mahgoub, 2016).

uH@)—uf(0)+Hu)=0

(u+1DH@W)=u

u

Hw =775

elde edilir. Bu esitlige ters Mahgoub doniisiimii uygulanirsa,

X

y(x) =e”
¢oziimii elde edilir.

Ornek 2:

y'+y=0 y(0)=y'(0)=1

ikinci mertebeden diferansiyel denklemi ve baslangi¢c deger problemini ele alalim. Bu
denkleme Mahgoub doniisiimii uygulanirsa;

w?H@w) —uf'(0) —u?f(0)+Hw) =0

W+ 1DHW) =u®+u



B = u?+u
(u)_(u+1)
H(u) = u?+u _ u? u

W2+1)  W2+1) = (uZ+1)

elde edilir. Bu denklemin ters Mahgoub doniistiimii;

y(x) = cosx + sinx

olur (Mahgoub, 2016).

12
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3. BIRINCI VE IKINCIi MERTEBEDEN ADI DIFERANSIYEL
DENKLEMLERIN MAHGOUB DONUSUMU YARDIMIYLA
HYERS-ULAM VE HYERS-ULAM RASSIAS KARARLILIGININ
INCELENMESI

Bu boliimde,

A bir skaler ve x(t) tuistel mertebeden, siirekli tiirevlenebilir bir fonksiyon ve t € I,

x€C*(t)veqeCU), I =[1,,7,],—0 < 1; < T, < o olmak iizere

x'(6) + Ax(t) =0 (3.1)
x'(6) + Ax(t) = r(t) (3.2)
ve

x" () + p2x(t) = 0 (3.3)
x"(t) + pPx(t) = g(t) (3.4)

sekillerindeki diferansiyel denklemlerin Mahgoub doniisiim metodu kullanilarak Hyers-
Ulam ve Hyers-Ulam Rassias kararliligi arastirilacaktir. Bu bdliim  boyunca
F:={f:[0,0) > K f lstel mertebeden siirekli tiirevlenebilir bir fonksiyon} ve

herhangi bir 2 € Kigin, R(1) A'min reel kism1 seklindedir.
Tanim 3.1.

t,v € C ve R(v) >0 olmak iizere, bir parametrenin Mittag-Leffler islevi E,(t) ile

gosterilir.

B, () = kzzor(vk D



14

seklinde tanimlanir (Jung et al., 2021).

v = 1 igin,
B =) =
v(®) r'(vk + 1)
k=0

Stk ¢
E,(t) = E —— =) —=¢!
! r'k+1) k!
k=0 k=0

seklini alir.

3.1. (3.1) Diferansiyel Denkleminin Hyers-Ulam ve Hyers-Ulam Rassias Kararhhgi

Bu bolimde, (3.1) diferansiyel denkleminin Hyers-Ulam kararlilig: ile ilgili asagidaki

tanimlar ve teoremler ele alinacaktir.

Tanim 3.2.

€ > 0 verilsin. Herhangi t € [ igin x € F fonksiyonu

|x'(t) + x(t)| < ¢ (3.5)
esitsizligini sagliyorsa, bu durumda herhangi t > 0 i¢in y € F olacak sekilde ve

lx(®) —y(®)| < Ke

esitsizligini saglayacak sekilde bir y : [0,00) — K fonksiyonu varsa (3.1) denklemine

Hyers-Ulam kararlhidir (F simifi igin) denir. Her t € [ igin, K' ya (3.1) i¢in Hyers-Ulam
kararlilik sabiti denir (Jung et al., 2021).



15

Teorem 3.1.

A R(A) > 0 sartin1 saglayan bir sabit olsun.(3.1) homojen lineer diferansiyel denklemi

F smufi i¢in Hyers-Ulam kararlidir (Jung et al., 2021).
Ispat:

x € F olsun. Herhangi t > 0 igin x(t),

lx'(t) + Ax(t)| < ¢

esitsizligini saglasin. Her bir t > 0 igin

p(t) = x'(6) + A x(t)

esitligi ile verilenp: [0,0) — K fonksiyonu tanimlanirsa (3.5) esitsizliginden her

t> 0 icin | p (t)] < £ elde edilir. p(t)' nin Mahgoub doniisiimii alinirsa
P(uw) = M{p(©)} = M{x'(t) + Ax(t)} = M{x" ()} + AM{x ()}
= uX (w) — ux(0) + AX(w)
elde edilir. Burada X (w) = M{x()} ve M{x' ()} = uM{x(t)} — ux(0) dir. Boylece

ux(0) + P(u)

MG} = X (W) = ———

(3.6)
olur.
y(t) = e *tx(0) almirsa, y(0) = x(0) ve y € F olur. y(t)' nin Mahgoub déniisiimii

alinirsa

ux(0)
A+u

M{y(®)} =Y () = (3.7)



elde edilir. Ayrica

M{y'(t) + y(©)} = M{y'(©)} + AM{y(£)} = u¥Y (u) — uy(0) + AY (u)=0

olur. (3.7) esitliginden faydalanilirsa

M{y'(t) +1y(®)} =0

elde edilir. M bire-bir operator oldugundan,

y'@®)+1y(@)=0

16

olur. Dolayistyla, y(t), (3.1) diferansiyel denkleminin bir ¢6ziimiidiir. (3.6) ve (3.7)

esitliklerinden

P(u) 1 u

—P
A4+u u (u)/1+u

M{x(®)} —M{y(®©)} =X(w) -Y(w) =

== P(W)Q() = M{p(t) * q(t)}
elde edilir. Burada Q (u) = ﬁ ,q(t) = M‘l(ﬁ )= e~*t dir.
Sonug olarak M{x(t) — y(t)} = M{p(t) * q(t)}, yani
x(t) —y(t) = p(t) * q(t)

elde edilir. Esitligin her iki tarafinin mutlak degeri alinirsa her t > 0 igin

lx(®) —y®] = Ip®) *q(O)]| = fP(S)q(t—S)dS Sf lp()1lq(t = s)lds
0 0
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= Efoth(t —5)|ds = ee Rt fotem(’l)sds

€
R(A)

(1 _ e—ER(/I)t )

< Ke

. 1 .
elde edilir. Burada K = "D dir.
Bu (3.1) homojen lineer diferansiyel denkleminin F smifinda Hyers-Ulam kararli
oldugunu gosterir.

RA) <0 ise, t— o0 igin, ﬁ(l — e R 5 0 olur. Dolayisiyla, R(1) <0

durumunda Mahgoub doniisiim metodu uygulanarak Hyers-Ulam kararlilik ispatlanamaz
(Jung et al., 2021).

Tanim 3.3.

@ : [0,00) = (0,00) bir fonksiyon olsun. € > 0 verilsin. Herhangi t € I i¢in x € F

fonksiyonu

|x"(t) + Ax(t)] < D(t)e (3.8)
esitsizligini sagliyorsa, bu durumda herhangi t > 0 i¢in y € F olacak sekilde ve

lx(®) — y(©] < K@(t)e

esitsizligini saglayacak sekilde bir y : [0,00) — K fonksiyonu varsa (3.1) denklemine

Hyers-Ulam @- kararlidir (F sinifi igin) denir. Her t € I igin, K' ya (3.1) i¢in Hyers-Ulam
@ —sabiti denir (Jung et al., 2021).
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Teorem 3.2.

@:]0, ) — (0, ) artan bir fonksiyon ve A4, R(1) > 0 sartin1 saglayan bir sabit olsun. Bu
durumda (3.1) diferansiyel denklemi F smifi igin Hyers-Ulam @-kararlidir (Jung et al.,
2021).

ispat:

x €F ve @:[0,00) = (0,00) nin t = 0 i¢in (3.8) esitsizligini saglayan artan bir

fonksiyon oldugunu varsayalim. Her bir t > 0 i¢in

p(t) =x"(t) + A x(t)
esitligi ile verilen p: [0,0) — K fonksiyonu tanimlanirsa (3.8) esitsizliginden t > 0 igin
Ip(t)| < @(t)e elde edilir. Teorem 3.1 in ispatimin ilk boliimiinde yapilan islemlere

benzer islemler yapilarak y(t) = e *tx(0) (3.1) diferansiyel denkleminin bir ¢6ziimii

oldugu ispatlanabilir. Ayrica y € F dir.

Diger yandan Q (1) = ﬁ Lq(t) = M‘l(ﬁ )=e~*t dir. (3.7) ve (3.8) esitliklerinden

P(u) 1
M{x(©) - MO} = X@) - V() = = ~P().Q(w)

= = M{P()}M{q(t)} = M{p(t) * q(t)}
elde edilir. Sonug olarak M{x(t) — y(t)} = M{p(t) * q(t)}, yani

x() = y(@) = p(®) * q(0)

elde edilir. Esitligin her iki tarafinin mutlak degeri alinirsa her t > 0 igin

lx(0) —y(@®)| = |p(t) xe~**| =

t t
Jp(s)e‘“t"s)ds SJ Ip(s)||e~*E)|ds
0 0
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< @(t)ce RN fot efDsgg = _21(3; 1- e‘mwt)

< K@(t)e
elde edilir. Burada K = ﬁ dir (Jung et al., 2021).

Tamm 3.4.

E,(t) Mittag-Leffler fonksiyonu olsun. € > 0 verilsin. Herhangi t € [ i¢in x € F

fonksiyonu

|x'(t) + Ax(t)| < €E,(t) (3.9)
esitsizligini sagliyorsa, bu durumda herhangi ¢ > 0 i¢in y € F olacak sekilde ve

|x(t) — y(®)| < KeE,(¢)

esitsizligini saglayacak sekilde bir y : [0,00) — K fonksiyonu varsa, (3.1) denklemine
Mittag-Leffler-Hyers-Ulam kararlidir (F sinifi i¢in) denir. Her t € I i¢in, K’ ya (3.1) i¢in
Mittag-Leffler-Hyers-Ulam sabiti denir (Jung et al., 2021).

Teorem 3.3.

R(A)>0 ve v>0 sartlari saglayan A ve v sabitleri verilsin. Bu durumda (3.1)
homojen diferansiyel denklemi F sinifi i¢cin Mittag-Leffler-Hyers-Ulam kararlidir (Jung
etal., 2021).

Ispat:

x € F olsun ve x, (3.9) esitsizligini saglasin. Her bir t > 0 igin

p() = x'(t) + 2 x(¢)
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esitligi ile verilen p: [0, 0) — K fonksiyonu tanimlansin. (3.9) esitsizliginden her t > 0

icin | p (t) | < €E,(t) elde edilir. p(t)' nin Mahgoub doniisiimii alinirsa

P(w) = M{p(0)} = M{x'(t) + Ax(8)} = M{x'()} + AM{x(t)}

= uX(u) —ux(0) + AX(u)

elde edilir. Boylece

ux(0)+P(u)
A+u

M{x(t)} =X(u) = (3.10)

olur. y(t) = e~*tx(0) almirsa y(0) =x(0) ve y € F olur. y(t)' nin Mahgoub

doniistimiiniin alinmasiyla

ux(0)
A+u

M{y(t)} =Y (u) = (3.11D)

elde edilir. Boylece,

M{y'(t) + y(©)} = M{y" ()} + AM{y(©)} = u¥Y (u) — uy(0) + AY (u)=0

olur. M bire-bir operatér oldugundan

y@®)+1y(@)=0

olur. Dolayisiyla, y(t), (3.1) diferansiyel denkleminin bir ¢oziimidiir. (3.10) ve (3.11)

esitliklerinden

P(u) 1
M{x(®) - M0} = X@) - V() = = = Pa)Q()

elde edilir. Burada Q(u) = ﬁ ,q(t) = M‘l(ﬁ )= e~*t dir. Sonug olarak,
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M{x(t) — y(©)} = M{p(¢t) x e~ *t}, yani
x(t) —y(t) = p(t) x et

elde edilir. Esitligin her iki tarafinin mutlak degeri alinirsa her t > 0 igin

lx(©) —y(@®) = |p(t) * e~**| =

t t
fp(s)e‘m‘s)ds Sf Ip(s)l|e= 29 |ds
0 0

< Ev(t)ge—m(l)t fot efR(l)SdS — SEv(t)ﬁ(l _ e—m(/l)t) — KSEv(t)

elde edilir. Burada K = ﬁ dir. Jung et al., 2021).

Tamm 3.5.

E,(t) Mittag-Leffler fonksiyonu ve @:[0,) — (0,0) bir fonksiyon olsun. € > 0

verilsin. Herhangi t € [ i¢in x € F fonksiyonu

|x"(t) + Ax(t)| < D(t)eE,(t) (3.12)
esitsizligini sagliyorsa, bu durumda herhangi t > O igin y € F ve

lx(®) — y(©)] < K@(t)€E, (t)

esitsizligini saglayacak sekilde bir y : [0,00) = K fonksiyonu varsa, (3.1) denklemine

Mittag-Leffler- Hyers-Ulam @ —kararlidir (F sinifi igin) denir. Her t € I i¢in, K' ya (3.1)
icin Mittag-Leffler-Hyers-Ulam @ —sabiti denir (Jung et al., 2021).
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Teorem 3.4.

@:[0,00) = (0, 00) artan bir fonksiyon ve A ve v sabitleri R(1) > 0 ve v > 0 sartlarin
saglasin. Bu durumda (3.1) diferansiyel denklemi F smifi icin Mittag-Leffler-Hyers-
Ulam @ —kararlidir (Jung et al., 2021).

Ispat:
x €EF, §:]0,00) = (0,00) bir fonksiyon olsun ve @(t) ile x(t) fonksiyonlar1 t > 0

icin (3.12) esitsizligini saglasin.
Her bir t > 0 icin

p() = x'(t) + 1 x(t)

esitligi ile verilen p:[0,00) — K fonksiyonu tamimlanirsa (3.12) esitsizliginden her
t =0 icin |p(t)| < @ (t)eEv(t) elde edilir. Teorem 3.3 in ispatinda yapilan islemlere

benzer islemler yapilarak

t
lx(t) —y(©)| = |p() x e | = < J Ip(s)|]e~2¢=9)|ds
0

t
J p(s)e Mt=9)gs
0

< O(t)eE, (e Mt fot eRWs go — (Z)(t)gEv(t)ﬁ(l — e~TY)

= K@(t)eE,(t)

elde edilir. Burada K = ﬁ dir (Jung et al., 2021).

3.2. (3.2) Diferansiyel Denkleminin Hyers—-Ulam Kararhhg

Bu boliimde, birinci mertebeden homojen olmayan (3.2) diferansiyel denkleminin Hyers-

Ulam kararliligini ile ilgili asagidaki tanimlar ve teoremler ele alinacaktir.
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Tanim 3.6.

e > 0 verilsin. Herhangi t € [ i¢in x € F fonksiyonu

lx'(t) + Ax(t) —r(t)| < ¢ (3.13)
esitsizligini sagliyorsa, bu durumda herhangi t > 0 i¢in y € F olacak sekilde ve

lx(t) —y(O)] < Ke

esitsizligini saglayacak sekilde bir y : [0,00) - K fonksiyonu varsa (3.2) denklemine
Hyers-Ulam kararlidir (F sinifi i¢in) denir. Her t € I igin, K' ya (3.2) i¢in Hyers-Ulam
kararlilik sabiti denir (Jung et al., 2021).

Teorem 3.5.

r:[0,00) — K iistel mertebeden siirekli bir fonksiyon ve 4, R(4 ) > 0 sartin1 saglayan bir
sabit olsun. (3.2) diferansiyel denklemi F sinifi igin Hyers-Ulam kararlidir (Jung et al.,
2021).

Ispat:

x € F olsun ve herhangi t > 0 i¢in x, (3.13) esitsizligini saglasin. Her bir t > 0 i¢in

p() =x'(t) + Ax(t) —r(0)

esitligi ile verilen p: [0,0) — K fonksiyonu tanimlanirsa (3.13) esitsizliginden her

t = Oigin |p(t)| < € elde edilir. p(t)' nin Mahgoub doniisiimi alinirsa

M{p(6)} = M{x'(t) + 2 x(t) —r(t)}

olur. Buradan
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P(w) = M{x'(t)} = AM{x(t)} — M{r(t)} = uX(u) — ux(0) + 2X(u) — R(u)

yazilirsa

ux(0) + p(w) + R(u)

M{x(®)} =X = Py

(3.14)

elde edilir. y(t) = e *tx(0) + (r(t) * e=*%) almrsa, y € F olur. y(t)' nin Mahgoub

doniistimiiniin alinmasiyla

ux(0) + R(u)

Fy (3.15)

M{y@©}=Y() =
elde edilir. Boylece
M{y'(t) + Ay(£)} = u¥ (u) — uX(0) + AY (w) = (A + w)Y () — ux(0)
olur. (3.15) esitliginden faydalanilirsa

M{y'(t) + 2y(©)} = R(w) = M{r(t)}

elde edilir. M bire-bir operator oldugundan

y'(&) + 2y =7()

olur. Dolayisiyla, y(t), (3.2) diferansiyel denkleminin  bir ¢oziimiidiir. (3.14) ve
(3.15) esitliklerinden

1 1
M{x(©)} - M{y(©O} =X(w) -Y(w) = fg_—uzt = PWQW) = —M{p()}M{q(t)}

elde edilir. Burada Q(u) = ﬁ L q(t) = M‘l(ﬁ): e *tdir.
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Boylece, M{x(t) — y(t)} = M{p(t) x e"*t}, dolayisiyla
x(t) —y(t) =pt) xe™**

elde edilir. Yukaridaki esitlikte mutlak deger alinmasiyla

lx(®) —y(®)| = [p(t) xe™**| =

t t
fp(s)e"l(t_s)ds Sf lp(s)||e* =9 ds
0 0

< ge R fotemwsds
< Ke

elde edilir. Burada K = ﬁ dir (Jung et al., 2021).

Tamm 3.7.

@ : [0,00) = (0,00) bir fonksiyon olsun. € > 0 verilsin. Herhangi t € I i¢in x € F

fonksiyonu

|x'(t) + Ax(t) —r(t)| < O(t)e (3.16)
esitsizligini sagliyorsa bu durumda herhangi t > 0 i¢in y € F olacak sekilde ve

lx(®) — y(©] < K@(t)e

esitsizligini saglayacak sekilde bir y : [0,00) = K fonksiyonu varsa (3.2) denklemine

Hyers-Ulam @- kararlidir (F smifi igin) denir. Her t € I i¢in K' ya (3.2) i¢in Hyers-Ulam
@ —sabiti denir (Jung et al., 2021).
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Teorem 3.6.

r:[0,00) = K 'nin {istel mertebeden siirekli bir fonksiyon, @: [0, 00) — (0, ) artan bir
fonksiyon ve 4, R(4) > 0 sartin1 saglayan bir sabit olsun. (3.2) diferansiyel denklemi F
smifi i¢in Hyers-Ulam @-kararlidir (Jung et al., 2021).

Ispat:

x € F olsun ve herhangi t > 0 i¢in x, (3.16) esitsizligini saglasin. Her bir

t > 0icin

p() =x'(t) + 1 x(t) —r(t)

esitligi ile verilen p: [0,00) — K fonksiyonu tanimlanirsa (3.16) esitsizliginden her

t = 0 icin |p(t)| < @(t)e elde edilir. p(t)' nin Mahgoub doniisiimi alinirsa

ux(0) + p(w) + R(u)
A+u

M{x(®)} =X() = (3.17)

elde edilir. y(t) = e *tx(0) + (r(t) *x e~*%) ahinirsa, y € F olur. y(t)' nin Mahgoub

doniigiimiiniin alinmasiyla

ux(0) + R(w)

MO} =Y () = ————

(3.18)
elde edilir. Boylece

M{y'(t) + 2y(t)} = uY (u) — uX(0) + AY(u) = A+ u)Y(u) — ux(0)

olur. (3.18) esitliginden faydalanilirsa

M{y'(t) + 2y(©)} = R(w) = M{r(t)}

elde edilir. M bire-bir operator oldugundan
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y'(@®)+2ay@) =r()

olur. Dolayisiyla, y(t), (3.2) diferansiyel denkleminin bir ¢6ziimidiir. (3.17) ve (3.18)

esitliklerinden

P(u) 1 1
Mix(®)} = M{y®} = X) - Y(w) = —— = - PQW) = - M{P()}M{q(t)}

elde edilir. Burada Q(u) = =, q(t) = M~*(5= )= e~** dir. Bdylece
M{x(t) — y(©)} = M{p(t) = q(1)}, yani

x(t) =y (@) =p() * q(V)

elde edilir. Esitligin her iki tarafinin mutlak degerini alinirsa, her t > 0 igin,

lx(®) —y(®] = Ip®) * q(O)| =

t t
f p(s)q(t — s)ds| < j p(s)lq(t - $)lds
0 0

< B(R)ee D [1eMDsds = 2O (g — o)

< K@(t)e
elde edilir. Burada K = ﬁ dir (Jung et al., 2021).

Tamm 3.8.

E, (t) Mittag-Leffler fonksiyonu olsun. € > 0 verilsin. Herhangi t € [ igin

x € F fonksiyonu

lx'(t) + Ax(t) — r(t)| < €E,(t) (3.19)
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esitsizligini sagliyorsa bu durumda herhangi t > 0 i¢in y € F olacak sekilde ve

|x(®) — y(®)| < KeE,(¢)

esitsizligini saglayacak sekilde bir y : [0,00) = K fonksiyonu varsa, (3.2) denklemine
Mittag-Leffler-Hyers-Ulam kararlidir (F sinifi i¢in) denir. Her t € [ i¢in, K" ya (3.2) igin
Mittag-Leffler-Hyers-Ulam sabiti denir (Jung et al., 2021).

Teorem 3.7.

r : [0,00) - K iistel mertebeden siirekli bir fonksiyon ve R(1) > 0 ve v > 0 sartlarini
saglayan A ve v sabitleri verilsin. Bu durumda (3.2) homojen olmayan lineer diferansiyel

denklemi F smifi i¢in Mittag-Leffler-Hyers-Ulam kararlidir (Jung et al., 2021).

Ispat:

x € Folsun ve x(t), (3.19) esitsizligini saglasin. Her bir t > 0 i¢in

p() =x"(t) + 21 x(t) —r(t)

esitligi ile verilen p: [0,00) — K fonksiyonu tanimlanirsa (3.19) esitsizliginden her

t = 0icin |p(t)| < €E,(t) elde edilir. p(t)' nin Mahgoub doniisiimii alinirsa

P(uw) = M{p(t)} = M{x'(t) + 2x(t) —r(t)} = uX(u) — ux(0) + AX(u) — R(w)

elde edilir. Buradan

ux(0) + P(u) + R(w)

Xw) =M{x(®©)} = Tty

(3.20)

olur. y(t) = e *tx(0) + (r(t) xe %) almrsa, y € F olur. y(t)nin Mahgoub

doniislimiiniin alinmasiyla
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ux(0) + R(w)

— (3.21)

M{y®} =YW =
elde edilir. Boylece
M{y'(t) + Ay(t)} = u¥(u) — uX(0) + AY(u) = (1 + w)Y(u) — ux(0)
olur. (3.21) esitliginden faydalanilirsa

M{y'(®) + 2y(©)} = R(w) = M{r(t)}

elde edilir. M bire-bir operator oldugundan

y' (&) + 2y =)

olur. Dolayisiyla, y(t), (3.2) diferansiyel denkleminin bir ¢6ziimiidiir. (3.20) ve (3.21)

esitliklerinden

P 1 1
Mx©} =My} =Xw - YW = —— = - PQw) = - M{P[OIM{q(0)}

elde edilir. Burada Q (u) = ﬁ ,q(t) = M‘l(ﬁ )= e~ dir.
Dolayisiyla, M{x(t) — y(t)} = M{p(t) = q(t)}, yani

x(@) —y(@) =p() *q(t)

elde edilir. Esitligin her iki tarafinin mutlak degeri alinirsa, her t > 0 igin

lx(@®) —y®] = Ip®) * q(O)| =

[ psrace = 51as| < [ p@llace - s)las
0 0

< eE, (D)e Rt [ % Wsgs = eE,,(t)ﬁMu — =Ry
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< KE,(t)e

elde edilir. Burada K = ﬁ dir. Bu ispati tamamlar (Jung et al., 2021).

Tamm 3.9.

E,(t) Mittag-Leffler fonksiyonu ve @:[0,0) = (0,00) bir fonksiyon olsun. € > 0

verilsin. Herhangi t € [ i¢in x € F fonksiyonu

|x'(t) + Ax(t) —r(t)| < B(t)eE,(t) (3.22)
esitsizligini sagliyorsa bu durumda herhangi t > 0 igin y € F olacak sekilde ve

|x(®) — y(®)] < K@(t)€E,(t)

esitsizligini saglayacak sekilde bir y : [0,00) = K fonksiyonu varsa, (3.2) denklemine
Mittag-Leffler- Hyers-Ulam @ - kararlidir (F sinifi i¢in) denir. Her t € [ i¢in, K' ya
(3.2) igin Mittag-Leffler-Hyers-Ulam @ - sabiti denir (Jung et al., 2021).

Teorem 3.8.

@:[0,0) = (0,00) artan bir fonksiyon, r : [0,00) = K iistel mertebeden siirekli bir
fonksiyon ve R(1) > 0 ve v > 0 sartin1 saglayan A ve v sabitleri verilsin. Bu durumda,

(3.2) homojen olmayan diferansiyel denklemi F sinifi i¢in Mittag-Leffler-Hyers-Ulam

@ - kararhidir (Jung et al., 2021).
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ispat:

Ispat Teorem (3.7) nin ispatindaki ile benzerdir.

Ornek 3.1:

x'(t) +x(t) = 2cost (3.23)
homojen olmayan lineer diferansiyel denklemi verilsin.

A =1ver(t) = 2cost nin istel mertebeden bir fonksiyon oldugu agiktir.

Her t > 0 ve bazi € > 0 igin, z: [0, ) = K iistel mertebeden siirekli tiirevlenebilir bir
fonksiyonu

|z'(t) + z(t) —2cost]| < ¢

esitsizligini saglarsa bu durumda, Teorem 3.5’ den, her t > 0 i¢in, (3.23) diferansiyel

denkleminin |z(t) — y(t)| < Ke esitsizligini saglayan y:[0,00) - K {istel mertebeden

stirekli diferansiyellenebilir ¢6ziimii vardir.

1 .
K—%—ldlr.

Bazi sabit ¢ € K i¢in,

y(t) =ce—t+sint +cost

seklindedir.

Ornek 3.2:

x'(t) +3x(t) =t, (3.24)

homojen olmayan lineer diferansiyel denklemi verilsin.
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A = 3ver(t) = t'nin istel mertebeden bir fonksiyon oldugu agiktir.
Her t > 0ve baz1 € >0 igin z:[0,0) = K iistel mertebeden siirekli tiirevlenebilir

fonksiyonu
|z'(t) —3z(t) —t| < ¢
esitsizligini saglarsa bu durumda, Teorem 3.5’den, her t = 0 igin (3.24) diferansiyel

denkleminin |z(t) — y(t)| < Ke esitsizligini saglayan y: [0, o) — K {stel mertebeden

1

stirekli diferansiyellenebilir ¢6ztimii vardir. Burada K = "D gdir.

Bazi ¢ € K sabiti i¢in,

— 3ty 11
y(t) =ce t3t—3

seklindedir (Jung et al., 2021).
3.3. (3.3) Diferansiyel Denkleminin Hyers—Ulam ve Hyers—Ulam Rassias Kararhhgi

Bu bolimde, (3.3) diferansiyel denkleminin Hyers-Ulam ve Hyers-Ulam Rassias

kararliligi ile ilgili agagidaki tanimlar ve teoremler ele alinacaktir.

Tanmim 3.10.

e > 0 verilsin. Her t € Ii¢inx € C2(I)
|x"(t) + u?x(t)| < ¢

esitsizligini saglasm. Bu durumda

y'(©) +u*y(®) =0

diferansiyel denklemini ve
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lx(@) - y(O| < Le

esitsizligini saglayan bir y € C?(I) ¢oziimii varsa (3.3) denklemine Hyers-Ulam

kararlidir, denir. Her t € [ igin, L' ye (3.3) denkleminin Hyers-Ulam kararlilik sabiti denir

(Raj Aruldass et al., 2021).

Teorem 3.9.

X" (t) + [2x(t) = 0 (3.3)

denklemi Hyers-Ulam kararlidir (Raj Aruldass et al., 2021).

Ispat:

€> 0olsun. Her t € [icinx € C?(I)' nin

|x"(t) + u?x(t)| < e (3.25)

esitsizligini sagladigini varsayalim.

y'®) +uty () =0

esitligini saglayan baz1 y € C2(I) i¢in

|x(®) —y(©| < Le

esitsizligini saglayacak sekilde bir L > 0 reel sayisinin var oldugunu ispatlanacaktir.

t > 0icin

p(t) = x(t) + u?x(t)

esitligi ile verilen p:(0,00) = R fonksiyonunu tanimlansin. (3.31) esitsizliginden
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|p(t)| < € olur. p’ nin Mahgoub doniisiimii alinirsa

M{p(®)} = w* + pHIM{x(0)} - v*x(0) - vx'(0)

olur. Buradan

M{p(t)}+ v%x(0)+vxr(0)
v2 + u?

M{x(0)} =

(3.26)

elde edilir.
(3.26) esitliginden, x,: (0,0) — R fonksiyonunun (3.3) denkleminin bir ¢oziimii olmasi

icin gerek ve yeter sart,

(v? + u*)M{xo} — v*x0(0) — vx5(0) = 0

esitliginin saglanmasidir.
a+b=0 , ab=p? wve v?+u?® = (v—a) (v—>h)olacak sekilde F'dea ve
b sabitleri varsa bu durumda (3.26) esitligi

M{p(t)}+ v2x(0)+vx'(0)
(v-a)(v-b)

M{x(0)} =

(3.27)

sekline gelir.

y(8) = x(0) (45227 + x(0) (220)

olsun. Buradan y (0) = x (0) ve y'(0) = x'(0) elde edilir. y’ nin Mahgoub doniisiimii

alinirsa

_ v2x(0)+vx'(0)
My} =~ oo (3.28)

elde edilir. Ayrica,
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M{y" () + >y} = w* + > )M{y(t)}- v*y(0)- vy'(0)

olur. (3.28) esitliginden faydalanilirsa

M{y"(®) +p’y(®)} =0

elde edilir. M bire- bir lineer bir operator oldugundan

y'(®) +u*y(@) =0

olur. Bu, y' nin (3.3) denkleminin bir ¢6ziimii oldugu anlamina gelir. (3.27) ve (3.28)

esitliklerinden

M{p(t)}+ v2x(0)+vx'(0)
(v—-a)(v-b)

M{x(®)} - M{y(©)} =

_v2x(@+vx'(0)  Mip®)}
(v—a)(v—b) (v-a)(v—b)’

olur. Buradan

eat _ ebt
M{x(t) —y(t)} =M {P(t) * (ﬁ)}

elde edilir. Bu esitliklerden

x(6) = ¥(0) = p(8) * ()

a

sonucuna ulasilir. Esitligin her iki tarafinin modiilii alinir ve |p(t)| < ¢ esitsizliginden

faydalanilirsa, her t > 0 igin

eat _ ebt
lx(®) —y(@®)| = |p(t) * (ﬁ)
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<

© ea(t—u) _ eb(t—u)
f p(u) * ( > )du

0 ea(t—u)_eb(t—u)
<el|lf[ (————)du
— a-b

e a(t—u) —e b(t—u)

elde edilir. Burada L = |ff°oo( )du| dir.

a-b
Dolaysiyla |x(t) — y(t)| < Le olur. Tanim 3.10' a gore (3.3) lineer diferansiyel

denklemi Hyers-Ulam kararliliga sahiptir. Boylece ispat tamamlanir (Raj Aruldass et al.,
2021).

Tamm 3.11.

€ > 0 verilsin. Her t € Iicinx € C?(I)

X" () + w?x ()] < eB(t)

esitsizligini saglasin. Bu durumda

y'@®)+pPy(®) =0

diferansiyel denklemini ve

|x(®) - ¥(O] < Lped(t)

esitsizligini saglayan bir y € C%(I) ¢oziimii varsa (3.3) denklemine @ € C (R,, R ;) ya
gore Hyers—Ulam Rassias kararlidir, denir. Her t € [ igin Ly’ ye (3.3) denklemi igin
Hyers-Ulam Rassias kararlilik sabiti denir (Raj Aruldass et al., 2021).

Teorem (3.9) ile aym teknigi kullanarak, asagidaki teoremi de ispatlanabilir. (3.3)

diferansiyel denkleminin Hyers-Ulam Rassias kararliligini gosteren, ispat yoOntemi

benzerdir.
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Teorem 3.10.

x"(t) + u?x(t) =0

denklemi Hyers-Ulam Rassias kararlidir (Raj Aruldass et al., 2021).

Ispat:

e> 0ve® e C (R, R,) integrallenebilir bir fonksiyon olsun.
Her t € Iicin x € C?(I)' nin

x"(6) + nx(0)] < €0(6) (3.29)

esitsizligini sagladigini varsayalim.

y(@) +p?y(t) =0

esitligini saglayan baz1 y € C2(I) igin

|x(t) — y(t)| < Lyed(t)

esitsizligini saglayacak sekilde Ly > O reel sayisinin var oldugunu ispatlanacaktir.

t > 0Oicin

p(t) = x" () + u2x(t)

esitligi ile verilen p:(0,00) — R fonksiyonunu tanimlansin. (3.35) esitsizliginden

| p ()| < €@ (t) olur. p' nin Mahgoub doniisiimii alinirsa,

M{p®)} = @* + pHIM{x(0)} - v*x(0) - vx'(0)

olur. Buradan
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M{p(t)}+ v2x(0)+vxr(0)
v2 + u?

M{x(t)} = (3.30)

elde edilir. (3.30) esitliginden, x,: (0,0) — R fonksiyonunun (3.3) denkleminin bir

¢Ozlimii olmasi i¢in gerek ve yeter sart,
(% + u?)M{xo} — v?x,(0) — vxg(0) = 0
esitliginin saglanmasidir.

a+b=0 , ab=pu?> ve v?+pu?> = (v—a) (v—b)olacak sekilde R' de a ve
b sabitleri varsa bu durumda (3.30) esitligi

_ M{p(®O)}+ v2x(0)+vxr(0)
Mx(O} =—— oo (3.31)

sekline gelir.

y(8) = x(0) (25220) +x(0) (522)

a

olsun. Buradan y (0) =x(0) ve y'(0) =x'(0) elde edilir. y' nin Mahgoub

doniislimiiniin alinmasiyla:

v2x(0)+vx'(0))

My} == 50 (3.32)

elde edilir. Ayrica,

M{y"(®) + p?y(©)} = w? + p)M{y(©)}- v?y(0)- vy'(0)

olur. (3.32) esitliginden faydalanilirsa

M{y"(t) + ©®>y()} =0

elde edilir. M bire-bir lineer bir operatdr oldugundan
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y'(®) +pfy(t) =0

olur. Bu, y' nin (3.3) denkleminin bir ¢6ziimii oldugu anlamina gelir.
(3.31) ve (3.32) esitliklerinden

M{p(t)}+ v?x(0)+vx’' (0)
M{x(D)} - M{y ()} = =T m 2l

_vix(@+vx'(0)  M{p@®)}
(v-a)(v-b) (v-a)(v-b)

olur. Buradan

eat ebt
M{x(®) —y@®}=M {p(t) * <—b>}

a —
elde edilir. Bu esitliklerden

at bt
x(6) = ¥(O) = p(O) * (%)

a —

sonucuna ulasilir. Esitligin  her iki tarafinin modili alinir ve |p(t)| < e@(t)

esitsizliginden faydalanilirsa, t > 0 i¢in

eat ebt
x(8) = () = p() * (—b)

a —

ea(t—u) _eb(t—u)
)

< |7 pw « (—=

eat-w_, b(t—u)
— )

<00 |17 (=

< LQ)EQ)(t)

ea(t—u) _eb(t—u)

elde edilir. Burada Ly = |f0t( )du| dir (Raj Aruldass et al., 2021).

a—b
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3.4. (3.4) Diferansiyel Denkleminin Hyers—Ulam ve Hyers—Ulam Rassias Kararhihgi

Bu bolimde, (3.4) diferansiyel denkleminin Hyers-Ulam ve Hyers-Ulam Rassias

kararlilig ile ilgili asagidaki tanimlar ve teoremler ele alinacaktir.

Tanim 3.12.

€ > 0 verilsin. Her t € [ icinx € C2(I)

lx" () + p?x(t) —q(®)| < €

esitsizligini saglasm. Bu durumda

y'(@®) + pPy) = q(@)

diferansiyel denklemini ve

lx(@) -y < Le

esitsizligini saglayan bir y € C?(I) ¢oziimii varsa, (3.4) denklemine Hyers-Ulam

kararhidir, denir. Her t € [ igin, L' ye (3.4) i¢in Hyers-Ulam kararlilik sabiti denir (Raj

Aruldass et al., 2021).

Teorem 3.11.

x"(0) + pPx(t) = g (o) (3-4)

denklemi Hyers-Ulam kararlidir (Raj Aruldass et al., 2021).
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ispat:

€> 0olsun.Her t € Iicin x € C*(I)' nin

lx" (t) + p2x(t) —q)| <e¢ (3.33)

esitsizligini sagladigin1 varsayalim.

y'(t) + 1Py () = q (t)

esitligini saglayan baz1 y € C%(I) i¢in

|x(®) =yl < Le

esitsizligini saglayacak sekilde bir L > 0 reel sayisinin var oldugunu ispatlanacaktir.

t > 0igin

p() =x"(6) + u?x(t) —q(t)

esitligi ile verilen p:(0,00) = R fonksiyonunu tanimlansin. (3.33) esitsizliginden

|p(t)| < eolur. p’ nin Mahgoub doniisiimii alinirsa

2 /
M{x(t)} _ M{p(t)}+ v*x(0)+vxr(0) (3.34)

v2 + u?

elde edilir. (3.34) esitliginden, x,: (0,0) — R fonksiyonunun (3.4)" iin bir ¢6ziimii

olmasi i¢in gerek ve yeter sart,
(Vz + #Z)M{xo} - szo(o) —vx0(0) = M{q(t)}
esitliginin saglanmasidir.

a+b=0, ab=pu? ve v?>+u?® = (v—a) (v—>b)olacak sekilde F' de a ve
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at—-bt

b sabitleri varsa ve r(t) = = yerine yazilirsa bu durumda (3.34) esitligi

a—-b

M{p()}+ v2x(0)+vx' (0)+M{q(t)}
(s=D)(s—-m)

M{x()} =

(3.35)

sekline gelir.

lelt emt
y(®) = x(0) (W> +2'(Or(@®) + [+ D(©)]

olsun. Buradan y (0) =x(0) ve y'(0)=x'(0) elde edilir. y'nin Mahgoub

doniisiimiiniin alinmasiyla;

v2x(0)+vxr(0)M{q ()}
(v—a)(v-b)

M{y(t)} = (3.36)

elde edilir. Ayrica

M{y"(®) + p?y(©)} = w? + pIM{y(0)}- v?y(0)- vy'(0)
olur. (3.42) esitliginden faydalanilirsa,

M{y"(®) + p?y(©)} = M{q(D)}

elde edilir. M bire-bir lineer operatdr oldugundan,

Y () + uPy(t) = q(t)

olur. Bu, y' nin (3.4)" iin bir ¢6ziimii oldugunu gosterir. (3.35) ve (3.36) esitliklerinden,

M{x(t) - y(O) = ME(O)} - M)} = ZEZ s = M{p(e) * (1))

v—a)(v->b)

elde edilir. Buradan x — y = p * r sonucuna ulaglir.
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sonucuna ulasilir. Esitligin her iki tarafinin modili alimir ve |p(t)| < € @(t),

esitsizliginden faydalanilirsa, her t > 0 i¢in
lx(®) —y(@©] = [p*r(®)]

< |J2,pQw) * 7t — wdul

ea(t—u) _eb(t—u)

<e|[% () du|

< Ks¢,

e a(t-u) —e b(t—u)

elde edilir. Burada K = |ff°oo( — )du| dir.

Bu da (3.4) lineer diferansiyel denklemin Hyers—Ulam kararli oldugunu gosterir (Raj
Aruldass et al., 2021).

Tanmim 3.13.

e > 0 verilsin. Her t € Ii¢in x € C?>(I) nin
|x"" (¢) + 1?x(t)] < €@ (t)

esitsizligini saglasin. Bu durumda

y"(@©) +pPy(t) =0

diferansiyel denklemini ve

|x(®) - y()| = Lped(t)

esitsizligini saglayan bir y € C?(I) ¢dziimii varsa (3.4) denklemine @ € C (R,, R ,)' ya
gore Hyers— Ulam Rassias kararlidir, denir. Her t € [ igin Ly’ ye (3.4) i¢in Hyers-Ulam
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Rassias kararlilik sabiti denir (Raj Aruldass et al., 2021).

Teorem 3.12.

x" () + pPx(t) = g(t) (34)

denklemi Hyers-Ulam Rassias kararlidir (Raj Aruldass et al., 2021).

ispat:

e> 0ve® e C (R, R,) integrallenebilir bir fonksiyon olsun.
Her t € Ii¢in x € C?>(I)' nin

() + W2x(t) — q(6)] < eB(©) (337)

esitsizligini sagladigini varsayalim.

y(@) + Py (t) = q(t)

esitligini saglayan baz1 y € C2(I) i¢in

|x(6) = y(O)] < Loed ()

esitsizligini saglayacak sekilde Ly > 0 reel sayisinin var oldugunu ispatlanacaktir.

Her t > 0icin

p(t) = x"(t) + u*x () —q(t)

esitligi ile verilen p: (0, 00) — R fonksiyonunu tanimlansin.

(3.37) esitsizliginden | p (t)| < €@ (t) olur. p' nin Mahgoub doniisiimii alinirsa,

M{p(®)}+ v?x(0)+vxr(0)+M{q(t)}
v2 + u?

M{x(t)} = (3.38)
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elde edilir.
(3.38) esitliginden, x,: (0,00) = R fonksiyonunun (3.4)" iin bir ¢éziimii olmasi igin

gerek ve yeter sart,

(v? — u)M{xe} — vx0(0) — vx((0) = M{q(t)}

esitliginin saglanmasidir.

a+b=0, ab=pu?® ve v*+u®> = (v—a) (v—b)olacak sekilde ' de a ve

eat_ebt

") yerine yazilirsa bu durumda (3.44) esitligi

b sabitleri varsa ve r(t) = (

M{p(O)}+ v*x(0)+vx1(0)+M{q(t)}
(s=D(s—m)

M{x(0)} =

(3.39)

sekline gelir.

y(©) = x(0) (422 4 X (0)r(6) + [(r * ) ()]

olsun. Buradan y(0) =x(0) ve y'(0) =x'(0) elde edilir. y(t)' nin Mahgoub

doniislimiiniin alinmasiyla;

v3x(0)+vx’ (0)M{q(t)}
(v—a)(v-b)

M{y(t)} = (3.40)
elde edilir. Ayrica,
M{y"(t) + p*y(®)} = (v* + p*)M{y(®)}- v*y(0)- vy'(0)

olur. (3.40) esitliginden faydalanilirsa,

M{y"(t) + ©®>y()} =0

elde edilir. M bire-bir lineer bir operator oldugundan



y'(®) +pfy(t) =0

olur. Bu, y' nin (3.4) denkleminin bir ¢6ziimii oldugu anlamina gelir.
(3.40) ve (3.41) esitliklerden,

M{p(t)} + v%x(0) + vx'(0)
(v—a)(v—>)

M{x(©)} - M{y()} =

_ v2x(0)+vx’(0) _ M{p(t)}
(v—a)(v-b) (v—a)(w-b)’

olur. Buradan

M{p(t)}

M{x(6) - y(O} = Mx(O)} = My} = o — 35

at bt
=M%®*G—%%»=M@@*Nm

a —_—
elde edilir. Bu esitliklerden
x(t) —y(t) =p(t) *r(t)

sonucuna ulagilir. Esitligin her iki tarafinin modili alnir ve

esitsizliginden faydalanilirsa; her t > 0 igin
lx(®) —y(@©] = [p*r(®)]

< |~ pur(t —wdy|

© ea(t—u) _ eb(t—u)
f du
—w a—b>b

< &@(t)
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lp(D)] < £0(1)



< LQS@(t)

elde edilir. Burada Ly = |f_°°oo(

ea(t—u) _eb(t—u)

a—b

) du| dir (Raj Aruldass et al., 2021).

47
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4. BIRINCi VE IKINCIi MERTEBEDEN KISMi TUREVLI
DIFERANSIYEL DENKLEMLERIN SABIT NOKTA TEORISIi
YARDIMIYLA HYERS-ULAM RASSIAS KARARLILIGININ
INCELENMESI

Bu boliimde, kismi tiirevli diferansiyel denklemlerin Hyers-Ulam Rassias kararlilig: ile

ilgili asagidaki ¢calismalar ele alindi:

(i)  Birinci mertebeden lineer olmayan kismi diferansiyel denklem;

Ye(x,t) = f(x,t,y(x, 1))

(i) Hera,b € R igin, birinci mertebeden lineer olmayan kismi diferansiyel denklem;

ay,(x,t) + bye(x,t) = f(x,t,y(x, 1))

(il))  pex(x,t) = g,(x,t) sartin1 saglayan, ikinci mertebeden lineer olmayan kismi

diferansiyel denklem;

P ) Yex (%, 1) + q(x, )y (x, ) = f(x, 8, y(x, 1)) (4.1)

(V)  pre(x,t) = q¢(x,t) sartin1 saglayan, karigik tip ikinci mertebeden lineer olmayan

kismi diferansiyel denklem;

P(x, ) yxe (X, £) + q(x, DY (x, 8) + pe(x DY (%, 1) — px (6, )y (x, 1) = f(x, 8, (%, ).

Bu denklemlerin Hyers-Ulam-Rassias kararliligi arastirilirken Banach sabit nokta
teoreminden faydalanilmistir (Gordji et al., 2011).

Bu boliim boyunca, a < b olmak iizere : I = [a, b] kapali bir aralik ve C (I XI) =
{f:1x1I - R: f streklidir} seklinde tanimlanmistir.
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Teorem 4.1.

c €1, L:1 X1 — [1,) integrallenebilir fonksiyon, ¢ : 1 X I = (0,0) ve K:1 X I X

R — R siirekli fonksiyonlar olsun. x,t € I ve u,v € C(I X I) igin
X

f L(z, ) (7, )dT < Bo(x, ©); (4.2)

|K(x,t,u(x,t)) — K(x,t,v(x, t))| < L(x, t)|ulx,t) —v(x,t)| (4.3)

esitsizliklerini saglayacak sekilde 0 < f < 1 var olsun. Ayrica

[y (6, ) = K(x, 6, y(x, )] < ¢ (x, 1) (4.4)

esitsizligini saglayacak sekilde y : I X I — R siirekli fonksiyonu var olsun. Bu durumda

her x,t € I igin
X

Yol §) = ¥(6,) + | K@@t yo(r, 0)dr

Cc

G0 = o)l < 7o 00

olacak sekilde bir tek y, : I X I — R siirekli tiirevlenebilir fonksiyon vardir (Gordji et
al., 2011).

Ispat:

X, u: I X I - R seklindeki tiim siirekli tiirevlenebilir fonksiyon kiimesi olsun. Her

u € X icin sirasiyla, X lizerinde bir d metrigi,



d(u, v) = Supy re

Iu(x' t) - U(X, t)l
@(x,t)

ve bir T operatorii

X

(Tu)(x,y) = y(c, t) + f K(t, t,u(t, t))dr

c

seklinde tanimlansin. (4.2) ve (4.3)" den,

d(Tu, Tv) = Supy te;

ch[ (t,t,u(z, t)) — K(z,t,v(z, t))] d1-|
¢(x,t)

L@ ol t) —v(r, )] dr

S SUPx ter

@(x,t)
_ [ L(z, typ (z, £y T 2(;, f)(f' Ol g
< SUpxcer e

|u(T' t) _ U(T' t)l
@(z,t)

[ L DT, ) sup, e

dt

S Supx,tel (p(x t)

fch(T,t)tp(T,t)dr

= d(u, U) Supx,tEI @(t,t)

< fd(u,v)
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elde edilir. Bu durumda, Teorem 2.1’ den Ty, = y, olacak sekilde bir tek y, € X vardir.

Ayrica y,,
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X

Yo, ) = ¥(e,6) + [ K.t yo(e,0)de

c

esitligini saglar. O halde Teorem 2.1’ den her y € X igin,

1
Ao, y) < =g A, Ty) (4.5)

esitsizligi elde edilir. Ayrica her x,t € [ igin (4.4) esitsizliginden;
—p(x,t) <y (x, t) — K(x,t,y(x,t)) < o(x, t)
elde edilir. Eger yukaridaki esitsizlikte her bir terim igin ¢’ den x' e integral alinirsa ,

X X

y(x,t) —| y(c,t) —fK(T, t,y(z,t))dr SJQB(T, t)dt

c c
< fcx L(t, t)o(t, t)dt

< Bo(x,t)

olur. Bu esitsizlik

lyG ) — IOl _
p(x,1) -

seklinde alinirsa,

ly(x, t) = (Ty)(x, t)] -
px,t) B

SUPx ter

yazilabilir. Yani
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dy,Ty) < B (4.6)

olur. O halde, (4.5) ve (4.6)’ den her x, t € [ igin,

ly(x, ) = yo(x, )| < J;wa, t)

elde edilir. Boylece ispat tamamlanir (Gordji et al., 2011).

Teorem 4.2.

c € Iher x,t € I igin p(x,t) # 0 olmak tizere, p,q: I X I - R siirekli fonksiyonlar ve

L:1 x I - [1, o) integrallenebilir bir fonksiyon, f:I X I X R = R ve

@:1 x I - (0, ) siirekli fonksiyonlar olsun. ¢, x,t € I ve h,u,v,y € C (I X I)igin
[ L@ D, 0) dr < Bp(x, b);
h(c,t) = —[p(c, Oyx(c, t) — px(c, )y(c, t) + q(c, )y (c, t)];

K(xt,y060) = =06 on™ |(p,6 ) = 466 0) () + (e, )

—ff(r, t,y(t,t)) dT]

olmak iizere
|K(x, t,u(x,t)) — K(x, t,v(x,t)| < L(x, t)|u(x, t) — v(x,t)]
olacak sekilde 0 < 8 < 1 var olsun. Ayrica her x,t € I igin

| (6 DY (6, 8) + q(x, )y (,8) = fx, 8, y(x, )] < 9 (x, 1) (4.7)



53

esitsizligini saglayacak sekilde y:I X I — R siirekli fonksiyonu var olsun ve (4.1)
denklemi saglansin.

Bu durumda, p,.(x,t) = q,(x,t) i¢in

G0 = o0l < T 00

olacak sekilde (4.1) denkleminin bir tek y,: I X I » R ¢oOziimii vardir (Gordji et
al.,2011).

Ispat:
Pxx (X, t) = q,(x, t) sartindan ve (4.7)" den
Ip(x, )y (x, ) + q(x, Oy (x,8) = f(x, 8, y(x, D)
=[x, )y (2, 1) — px(x, DY (X, ) — (q(x, 1)y (2, 1)
H Dax (6, 8) = 4 (%, O]y (%, 1) — f(x, £,y (x, D)
=lp(x, Oy (x, 1) = P (2, Oy (x, )2 + (q(x, )y (x, )5 — f(x, 8, ¥ (x, 1))
< ¢(x,t)
elde edilir. Buradan
=@ (x, 1) < (P(X, O)Yex (%, ) = Px (%, )Y (%, ) + (q(x, )Y (x, 1)) — f(x, £,y (x, 1))

< p(x,1) (4.8)

yazilir. (4.8) esitsizliginden faydalanilirsa,
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P Dy (%, 1) — px(x, )y (x, 1)) + q(x, )y (x, t) + h(c, t) — ff(f' t,y(r,t))de

=@ Ol |y 0) + ()7 (q(x 1) — pa(x, D))y (x, ) + h(c, 0)

- f f(zr.t,y(z,0)) dr) (4.9)

< fcx p(tr,t)dr
elde edilir. Burada

h(c,t) = —[p(c, )y (c, t) — px(c, )y (c, t) + q(c, )y(c, )]

seklindedir. (4.9)' dan

¥, 0) + (p(x, )7 <(Q(x, t) = px(x, )y (%, t) + h(c,t) = Jf(f, t,y(r, 1)) dT)

< IpCe O] f o(z,0) dr

elde edilir. Genelligi bozmadan

P(O)[1+p(x,t)?]

v ifadesinden

p(x,t) =
|p(x,t)| = 1 oldugunu varsayalim.

Kty ) = =0 ) ox(x,8) — a(x, )y (x,t) + h(c,t)
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—ff(r, t,y(t,t)) d‘[]

fonksiyonunun yukaridaki esitsizlikte yerine yazilmasiyla

X

e 6) — K(x, 6,706 )] < [p(x, )] f (0, 0) de

< f p(t,t)dt

Cc

< [T LT, Dot 0) dr
< Bo(x,t)
< o(xt)

elde edilir. Boylece, ispat tamamlanur.

(4.1) denklemi bir u(x,t) fonksiyonu ile carpilirsa, elde edilecek denklem tam olacak
sekilde, yani,

nC O Oy (6, 8) + 906 Dy — f(x 6,y (x,8)) | =0 (4.10)
ve
(G OP(x, £))xx — (@, (X, 1)) 5 = 0, (411)

seklinde alinirsa u(x,t), (4.1) kismi diferansiyel denklemin bir integral ¢arpani olur

(Gordji etal., 2011).
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Sonug¢ 4.1.
c € LLher x,t € I ve (4.10) icinp(x,t) # 0 u(x,t) # 0 olmak iizere ve
p,q,u: I X1 =R sirekli fonksiyonlar, L: I X [ = [1,0) integrallenebilir bir

fonksiyon ¢ :1 X1 — (0,0)ve f:1 x I x R — R siirekli fonksiyonlar olsun.

c,x,t €lvehu,v,y€C(I X I)igin
[F LG, Oo(r,t) dr < Bop(x,b);
h(c,t) = —[p(c, Op(x, Dy (c, t) — (up)«(c, )y(c, t) + plc, t)q(c, )y (c, O)];

Kt y(x, ) = —(u(x, Opx )7 [(u(x, )q(x, ) — (u@)(x, )y (x, 1)

X

+1| h(c,t) —j,u(r, Of(r,t,y(r,t))dr

C
|K(x, t,u(x,t)) — K(x, t,v(x, t)| < L(x, t)|ulx, t) —v(x,t)]
olacak sekilde 0 < 8 < 1 var olsun. Her x, t € I igin

luCx, Ollp(x, )yex (6, 1) + q(x, Dy (x,8) = f(x, £,y (6, D) < @ (%, 1)

esitsizligini saglayacak sekilde y:I x I — R siirekli fonksiyonu var olsun ve (4.10)

denklemi saglansin. Bu durumda (4.11) igin,

G 0) = o0l < o500

olacak sekilde (4.10) denkleminin bir tek y, : I X [ = R ¢oziimii vardir (Gordji et al.,
2011).



Ispat:

Teorem 4.2' den
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K(x, t,y(x, 1)) = —(u(x, )p(x, ) [(u(x, £)q(x, t) — (ug) (x, )y (x, 1)

X

+| h(c, t) —fﬂ(‘[, Of(t,t,y(r,t))dr

(o

ve

h(C, t) = [M(C, t)p(x' t)yx (C' t) - (:up)x(cr t)y(C, t) + ,LL(C, t)CI(C, t)y(c, t)]

ile

X

vo(x,t) = y(c, t) + f K(z, t,y(z,t))dr

Cc

gerekli 6zelliklere sahiptir. Bu ispati tamamlar (Gordji et al., 2011).

Karisik tip ikinci mertebeden lineer olmayan

P(x, ) Yxe (%, 8) + q(x, )y (x, 1) + pe(x, DY (x,8) — Dx(x, )y (%, 1)
=fxtyxt))

kismi diferansiyel denklemi i¢in agagidaki teoremde

Pxe(x, ) = q¢(x,t)

kosulu altinda (4.15) denkleminin Hyers Ulam kararliligt
(Gordji etal.,2011).

(4.15)

(4.16)

incelenecektir
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Teorem 4.3.
c € LLher x,t € [ iginp(x,t) # 0olmak tizere p,q : I X[ = R siirekli fonksiyonlar ve

L:1 X1 - [1, ) integrallenebilir bir fonksiyon, f:1 X I x R - R ve

@ :1x1 - (0,0) siirekli bir fonksiyonlar olsun. ¢, x,t € I ve h,u,v,y € C (I X I) igin
[ L@ 09 0 dr < Bp(x, 0);

h(x,¢) = =[p(x, Oy (x, ©) — px(x, )y (x,¢) + q(x, )y(x, O]

K(x,t,y(x,t))

=—p(, )7 |px (1) = q(x, ))y(x,t) + h(x, ) — jf(x, 7,y(x,7))dt

|K(x, t,u(x, t)) — K(x, t,v(x, t)| < L(x, t)|u(x, t) — v(x,t)]|

olacak sekilde 0 < 8 < 1 varolsun. Her ¢, t € I igin

[p(x, Dy (x, 0) + q(x, Oy (x, 1) + pe(x, Dy (x,£) — e (r, O ye(x, ) — f(x, 6,y (x, D))
< p(xt) (4.17)

esitsizligini saglayacak sekilde y:1 x I = R siirekli fonksiyonu var olsun. Bu durumda
(4.15) igin

G 0) = o0l < o500

olacak sekilde (4.15) denkleminin bir tek yo:1 X I = R ¢6ziimii vardir (Gordji et al.,
2011).
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Ispat:
(4.17) ve (4.16) ' den
[p(x, )y (x, 8) + g0, D)y (x, ) + pe(x, )y (3, 8) = poc(x, )y, (6, 8) = £, 8, y(x, D))
= [(p(x, Oyx(x, 1) — pr(x, Oy (x, 1) + q(x, )y (x, 1)),
+pxe (6, 1) — q:(x, O]y (6, 0) = f(x, £, y(x, 1)
= |((x, )y, (x, ) — px(x, DY (x, ) + q(x, Dy (x, ) = (%, £,y (x, 1))
elde edilir. Buradan

_(P(x: t) < (p(x: t))’x(x' t) r px(x' t))’(x; t) + CI(x' t)}’(x; t))t - f(x' ¢, }’(x: t))

< o(x,t) (4.19)

yazilir. (4.18) esitsizliginin kullanilmasiyla
t
P, Dy (6, 8) — pe(x, DY (x, 1) + q(x, Dy (x, ) + h(c,t) — [, f(x,7,y(x, T))de

= |p(x, Oy (x, £) + (p(x, )7 ((q(x, 1) — py(x, ) y(x, ) + h(x,t)

(4.20)

— j fx,7,y(x,7))dr

t
< j(p(x,r)dr
C

elde edilir. Burada



h(x,c) = —[p(x, )y (x,¢) — px(x, 0 )y(x,¢) + q(x,0)y(x,0)]

seklindedir. (4.20)" den

yx(x, t) + (p(x, t))_l (Q(xr t) - px(x' t)))’(x’ t) + h(C, t) - Jf(x' T, )’(x» T))dT

t

< Ip(x, )| f o(x, T)dr

Cc

elde edilir. ispatin geri kalan1 Teorem 4.2 dekine benzer. Bu ispati tamamlar (Gordji et
al., 2011).
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5. SONUCLAR VE ONERILER

Bu tez calismasinda Mahgoub doniisiimiinden faydalanilarak birinci ve ikinci mertebeden
adi diferansiyel denklemlerin Hyers-Ulam ve Hyers-Ulam Rassias kararlilig: ile ilgili
caligmalar ve Banach sabit nokta teorisinden faydalanilarak birinci ve ikinci mertebeden
kismi diferansiyel denklemlerin Hyers-Ulam ve Hyers-Ulam Rassias kararlilig ile ilgili

calismalar ele alinmistir.

Hyers Ulam kararliligin arastirilmasinda integral ¢arpani metodu, Laplace doniisiimii,
sabit nokta teorileri gibi pek c¢ok farkli yontem kullanilmaktadir. Calismamizda ele
aldigimiz Mahgoub doniisiim metodu ise olduk¢a yeni bir metottur. Bu metot simdiye
kadar sadece birinci ve ikinci mertebeden lineer homojen ve homojen olmayan
denklemlere uygulanmistir. Bu denklemlerde bu metotla kolay bir sekilde Hyers Ulam
kararliligin incelenebildigi goriilmiistiir. Dolayistyla bu metodun ileride kismi tiirevli,
gecikmeli ve daha birgok tiirden diferansiyel denklemlerin Hyers-Ulam kararliliginin

incelenmesinde tercih edilecegi diisiiniilmektedir.

Bu tezde kismi tiirevli diferansiyel denklemlerin Hyers Ulam kararlilik arastirmasinda
Banach sabit nokta teorisin etkili bir sekilde kullanan Gordji’ nin ¢aligmasma da yer
verilmistir. Yiiksek mertebeden kismi tiirevli diferansiyel denklemlerin Hyers-Ulam
kararliliginin arastirilmasinda sabit nokta teorisinin etkinligi de bu ¢aligmayla goriilmiis

oluyor.
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