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« o o . . 1t yi,. . un inceleyen
V.Volterra ile nemetiklerde gozlenen "gizgilerin (threads)" ve smetiklerde
g6zlenen "fokal koniklerin" bu mezomorfik fazlarin simetrileriyle dogrudan
iligkili oldugunu gosteren G. Friedel 'in ¢aligmalariyla, yiizyilin baglarina

uzanir.

S6z konusu bu iki galigma ayn ayri kusur teorisinin iki temel yniinii ortaya
cikarmugtir. Bunlar; (1) Kusurlar " topolojik kararli" durumlardir ve diizenli
ortamin simetrisini 6zel bir bigimde bir miktar bozarlar. Friedel, bulgularin X-
is1n  ¢aligmalart ile dogrulanmasindan uzun yillar ©6nce, nematik ve
smektiklerdeki kusurlar1 gozleyerek bu maddelerin molekiiler yapisin
yorumlayabilmigtir.  (2) Kusurlar "enerji bakimindan Kkararliliklar" ile
karakterize edilirler; yani tasidiklari deformasyon alanlan, elastik enerjiyi
minimize eden tekil ¢6ziimlerdir (Volterra). Tiim bunlara ragmen, kristallerin
-ve siiper akigkan Helyumun aktif gekilde incelenmeye baglandigi yetmisli
yillardan 6nce, her gesit diizenli ortamdaki kusurlarin topolojik 6zelliklerini
tiimiiyle agcilayabilecek ¢ok genel bir teorinin ortaya ¢ikacagi tahmin
edilmiyordu. Aksine, katilarin plastik deformasyonu tizerindeki arastirmalar
Onemli 6l¢lide Volterra 'nin ¢aligmalarina bagli kalmstir. Plastik siireglerde
karsilagilan ana kusurlardan olan "Gteleme dislokasyonlarint" simflandirmak
nispeten kolaydi, dolayisiyla bunlarin topolojik yapist tizerinde fazla
durulmamig, daha ziyade tekil gerilme (stress) kaynaklari olarak nitelikleri
vurgulanmig ve "kusur” olarak adlandirmiglardir. Bu tip kusurlar, kristalin
miikemmel diizenlenisini bozan olgulardir. Aymi terminoloji, kat1 kristallerden
¢ok daha karmasik diizenli sistemleri incelemeye baglayan yogun madde

fizikgileri tarafindan da paylagilmigtir.



Diger taraftan kozmoloji ile ugrasanlar ve pargacik fizikgileri, tamamen
bagimsiz olarak ve hemen hemen aym zamanlarda, evrenin ilk safhalarindaki
faz gegislerinde ortaya ¢ikan tekillikleri agiklamak ve bunlar dogrudan temel
pargaciklara baglamak amaciyla cebirsel topoloji kavramlarinin benzer sekilde
kullanimin1 gelistirmiglerdir. Bu tekillere iligkin topolojik invaryantlar yiiksek
enerji fiziginin karmagik diinyasinda bir olgiide sadelesmeye yol acgtifindan
secilen terminoloji herhangi bir "kusur" fikrini [monopoller, instantoniar,
sicimler (strings), ve vortexler, orgiiler (textures) veya kink'ler v.b.] tam olarak
yansitmazlar. Ancak burada, yogun madde fizigindeki ¢agrisimlan biraz daha
farkli olan bu kusur isimlendirmeleri kullanilacaktir. Sadece uzun yillar
dislokasyon fiziginde tamamen farkli bir anlamda kullanilms olan texture ve
kink terimleri yerine, Louis Michel tarafindan ortaya atilmig olan

"konfigiirasyon" kelimesi tercih edilecekir.



2. KRIiSTALLER VE HOMOTOPi
2.1. Kristal Yap

Bir kristal kararli bir ortamda biiyiimeye basladiginda meydana gelen yap,
birbirine 6zdeg yap: taglarinin ard arda eklenmesiyle olugur (Sekil 2.1). Bu
yapitaglan tek atomlar veya atom gruplar olabilir. O halde kristal, atom
gruplarindan olusan ii¢ boyutlu bir 6rgiidiir. ideal bir kristal 6zdes yap
taglarinin uzayda sonsuza kadar dizilisi ile olusturulur. Bakar, giimiis, altin,
demir, aliiminyum ve alkali metal gibi basit kristallerde en kiigitk yapisal
birimler tek atomlardir. Ancak en kiigiikk yapisal birim birkag atom veya

molekiil olabilir.

Tiim kristallerin yapisi bir orgii ile tanimlanabilir. Bu orgiiniin her diigiim
'noktasinda bulunan atomlar grubuna taban denir. Bu tabanmin uzayda

tekrarlanmasiyla kristal olugur.

Sekil 2.1. Bir kristalde yapitaglarinin dig gériiniisityle iligkisi.
(a) ve (b) de aym1 yap: taglan farkh kristal yiizeylerine yol agar.



2.1.1. Orgii Oteleme Vektorleri

Bir orgli &, b, ¢ gibi Ui¢ temel dteleme vektorit ile tammlanir. Buna gore

atomlarin dizilisi bir ¥ konumlu yerde nasil ise,
F'=F +tuyatu,b+use @.n

olan ' konumlu bir yerde de ayni olur. Burada u,, u,, u; her degeri alabilen
tamsayilardir. Denklem 2.1 ile tanimlanan 7' noktalarin kiimesine 6rgii ad

verilir.

Orgii, uzayda periyodik olarak siralanms noktalarin dizisidir. Bunun iki
boyutlu karsiifs ag adimi ahr. Orgii bir gesit matematik soyutlamadir;
atomlardan olusan bir taban bu o6rgiiniin her diigiim noktasina yerlestiginde

kristal olugur. Bu kavramlar arasindaki baginti soyle ifade edilebilir :
Orgli + taban = kristal yapi 2.2)

Herhangi iki ', ¥ noktasindan bakildiginda atomlarin dizilisini aym kilan bir

{u;, uy,u;} tamsay: ligliisii her zaman bulunabiliyorsa d, b, ¢ vektdrlerine
ilkel oteleme vektorleri adi verilir. Bu tamma gore kristalin yapt tasi

‘olabilecek en kiigiik hiicre bu ilkel 6teleme vektérleriyle olusur.

Kristal eksenleri tanimlamakta genellikle ilkel Steleme vektorleri kullaniriz.

Ancak, kristal simetrisini daha basit olarak verebiliyorsa ilkel olmayan

eksenler de kullanilir. i, b, ¢ den olusan kristal eksenleri bir paralelkenar
prizmanin {i¢ komsu kenarim olustururlar. Orgii noktalar1 sadece prizmanin

koselerinde olusuyorsa bu ilkel paralelkenar prizmadir.

Bir orgii 6teleme operasyonu

T=wa+u,b+usc (2.3)



ile gosterilen bir kristal oteleme vektorii ile tamimlanir. Orgii iizerindeki
herhangi iki nokta bu tiir vektorlerle birbirine 6telenebilir. Bir kristal yapisim
tamimlarken ii¢ onemli soruya cevap vermek gerekir. Orgli nedir? Hangi iig

a, b, ¢ vektorlerini segmeliyiz? Taban hangisidir?

Belirli bir yapi igin birden fazla orgii, belirli bir 6rgii icin de birden fazla eksen
takimi segme olanagi her zaman vardir. Bu iki segim yapildiktan sonra baz
tanimi yapilabilir. Sonunda Denklem 2.3 saglaniyorsa tiim hesaplamalar dogru

¢ikacaktir.

Bir kristal tizerinde yapilan simetri iglemleri kristali tekrar eski konumuna
getirir.  Orgii 6telemesi boyle bir islemdir. Bunun disindaki donme ve
yansima islemlerine noktasal islemler denir. Orgii noktalan etrafinda veya
paralelkenar prizma igindeki 6zel noktalar etrafinda yapilan dénme ve
yansima iglemleri sonucunda kristali eski konumuna getirmek miimkiindiir.

Oteleme ve noktasal iglemlerin birlikte etkiledigi bilesik islemler olabilir.
2.1.2. Taban ve Kristal Yap:

Her orgii noktasinda atom gruplarindan olusan bir taban vardir ve bu tabamin
birlesmi, yerlesimi ve yonii aymdir. Sekil 2.2 de orgiiniin her noktasina bir
taban eklendiginde bir kristal yapisimin nasil olustugu goriilmektedir. Bir
tabandaki atom sayis1 bir veya daha ¢ok olabilir. Taban olusturan j atomunun

kendi ait oldugu orgii noktasina gére konumu
T, =xd+yb+zs (2.4)

olur. Burada orgii noktasi olarak segtifimiz orijini uygun sekilde

yonlendirirsek 0<x;,y;,z;<1 olur.



(a) (b) (©)

Sekil 2.2.  Kristal yapisi 6rgiiniin
(a) her noktasina bir hiicre taban
(b) eklenerek olusur
(c) sekline bakarken o©nce tabami tanimak ve sonra orgiiyii
diisiinmek kolaydir.

2.1.3. ilkel Orgii Hiicresi

a, b, ¢ ilkel eksenleriyle tammlanan paralelkenar prizmaya ilkel hiicre ad
verilir. ilkel hiicre kristal 6teleme iglemini tekrarlamak suretiyle titm uzayi
doldurur. ilkel hiicre aym1 zamanda minimum hacimli hiicredir. ilkel hiicrede
her zaman bir 6rgii noktas1 vardir. Bir paralelkenar prizma geklindeki ilkel
hiicre sekiz kosesinde de birer Orgili noktasindan olusuyorsa, her bir Orgii

noktasi sekiz ilkel hiicre tarafindan paylagilmig olacagindan, hiicredeki toplam
1
Orgii say1s1 1 olur yani 8x—8— =1.

Eksenleri 3, b, ¢ olan bir paralelkenar prizmanin hacmi, V, =| a.(bx¢) I

olur. Ilkel hiicre icindeki tabana ilkel taban denir. lilkel tabandan daha az

sayida atom igeren taban olamaz.



Sekil 2.3.(a) Iki boyutta bir uzay 6rgiisiiniin noktalar. Buradaki 1. 2. ve 3.
sekillerdeki vektor ¢iflleri Orgiiniin 6teleme vektérleri  iken
4. sekildeki orgii Oteleme oOteleme vektorleri olamazlar; clinkii
buradaki vektor ¢iftinin tam katlarin1 kullanak T 6teleme vektorii
olusturamayiz.
(b) Ug boyutta ilkel 6rgii hiicresi

2.1.4. Temel Orgii Tiirleri

Kristal orgiileri Gteleme ve diger simetri islemleri ile kendi {izerlerine
doéniistiirilebilirler. Tipik bir simetri iglemi bir 6rgii noktasindan gegen eksen
etrafinda dénme islemidir. Her biri sirasiyla 2n, 2n/2, 2n/3, 2n/4, 2n/6
radyanlik donme islemlerine karstlik gelen bir-, iki-, tig-, dort- ve alti-kat
simetriye sahip dénme eksenleri bulunabilir. Bu dénme eksenleri 1, 2, 3, 4 ve

6 sembolleriyle gosterilirler.

Ancak, 2nt/5 veya 2n/7 radyanlik donme altinda simetrik olan 6rgit bulamayiz.

Tek bir molekill istenilen kathilikta dénme simetrisine sahip olabilir, ama



sonsuz bir drgii bu ozellige sahip olamaz. Omegin, bes kat simetriye sahip
" molekiiller kullanarak bir kristal yapabiliriz, ama bu kristalin bes kat simetri
eksenine sahip olmasi beklenemez. Sekil 2.4. te bes kat simetriye sahip bir
orgii olusturmaya galigilirsa ne olacag goriilmektedir: Beggenlerle tiim uzay:
doldurmak istedigimizde aralarinda bogluklar kalmakta ve dolayisiyla gerekli

oteleme simetrisini bozmaktadir.

Sekil 2.4. Bir orgii bes kath simetriye sahip olamaz; ¢linkil tiim uzay1 dzdes
besgenlerle tamamen doldurulamaz.

Bir 6rgii noktasina simetri iglemleri uygulandiginda bu 6rgiiyii kendi iizerine
geri getiren tiim simetri iglemleri kiimesine Orgii noktasal grubu denir.
Olabilecek donme islemlerinden bahsettik. Fk olarak, érgii noktasindan gecen
bir diizleme goére yansima iglemi olabilir. Ters denilen diger bir islem =
radyan kadar donme ve ardindan bu eksene dik bir diizleme gore yansima
isleminden olusur. Bu iki islemin net sonucu T konumunu -7 ye
doniistiiriir. Bir kiibiin simetri eksenleri ve simetri diizlemleri Sekil 2.5. te

gosterilmigtir.



Sekil 2.5.(a) Bir kiibiin yiizeylerine paralel bir simetri diizlemi. (b) Bir kiibiin
kosegen simetri diizlemi. (c) Kiibiin ti¢ adet dortlii simetri
eksenler. (d) Kiibiin dort adet iiglii simetri eksenleri. (e) Kiibiin
alt1 adet ikili simetri eksenleri.

2.1.4.1. iki boyutlu drgii tiirleri

Orgii 6teleme vektorlerinin boylari veya aralarindaki ¢ agisimin degerinde bir
kisitlama olmadi1 igin olabilecek 6rgii tlirii sayis1 sinirsizdir. Sekil 2.3.a daki
orgii herhangi iki @ ve b vektorleri igin gizilmigtir. Boyle genel bir orgiiye
egik orgli adi verilir ve sadece 7 ve 27 agtlar1 kadar dénme simetrisi vardir.
Ancak, egik tiirden bazi 6zel drgiilerin 2n/3. 2n/4 veya 2n/6 acilik donme
simetrisi olabilir. Bu yeni islemler altinda degigsmez kalan bir orgit kurmak
istiyorsak @ ve b vektorlerine kisitlama getirmeliyiz. Baglica 4 tiir kisitlama
. vardir ve her biri 6zel bir 6rgil tiiriine yol agar. Sekil 2.6 *da gosterilen 4 6zel
Org tiirti ile egik orgiiyti de dahil edersek diizlemde 5 farkl rgii tiiril olusur.



Genel olarak, tiim kisitlamalar sonucu elde edilen orgii tiirlerine Bravais

orgileri ad1 verilir. O halde, iki boyutta bes adet Bravais 6rgiisii vardir.

b b b
' [ ] o [ ] ' - [ ]
i | 3 f/q, / i (o
®
Y ° P
L] ® ]
° ® [ ) L ) [ ]
(a) Kare 6rgii (b) Altigen 6rgii ( c) Dikdortgen orgii
al=[b|; ©=90° al=[bl; =120 ;
fi=fpf; @=90 al=Bf; o dlefi;  0-90°

Sekil 2.6. Iki boyutta baz1 6rgii gesitleri.

2.1.4.2.U¢ boyutta rgii tiirleri

Ug boyutta noktasal simetri grubu 14 farkl 6rgii tiirii gerektirir (Cizelge 2.1).
En genel 6rgl tirll triklinik olup 13 tane ozel 6rgil bulunur. Hiicre yapist
ozelligine gore aynlmak istendiginde triklinik, monoklinik, ortorombik,
tetragonal, kiibik, trigonal ve altigen olmak iizere 7 farkli hiicre tiiriine

dayanan sistemler geklinde gruplandirilirlar.

Hiicredeki bir noktanin konumu Denklem2.4. de atomik x,y,z
koo;dinatlarlyla belirlenir. Burada her koordinat, hiicrenin bir kosesinden

segilen orijine gore a, b, ¢ eksen uzunluklarimin birer kesridir. Omegin, bir

hiicrenin cisim merkezinin koordinatlar olur. Yiizey merkezlerinin

1
2

N -
NI |

0 sayilabilir.[1]

1
2

N |

11 11
koordinatl - = - =
oordinatlar1 arasinda 5 2O, 0 22"



Cizelge 2.1. Ug boyutta 14 orgii tiirii . [1]

Sistem Orgii sayis1 | Birim hiicre eksen ve agilarinin 6zellikleri
Triklinik 1 azb#c, azp=#y

Monoklinik 2 azbzc, a=y=90°%p
Ortorombik 4 azbzc, a=pf=y=90°
Tetragonal 2 a=b#c, a=p=y=90°

Kiibik 3 a=b=c, a=p=y=90°

Trigonal 1 a=b=c, a=p=7<120° #90°
Altigen 1 a=bz#c, a=p=90° y=120°
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2.2. Kristal Yap1 Kusurlar

Bir kristal hacmi igerisinde atomlar veya atom gruplan tammlandig gibi, bir
¢ogunda diizgiin bir siralamg yoktur. Bir kristal yapiy1 olusturan atomlan
higbir zaman durgun halde degildir. Sicakhia bagimli olarak atomlar bir
kristalin igerisinde bulunmalan beklenen noktamin etrafinda titresim hareketi
yaparlar. Iste bu durum bile atomlanin sabit noktalarda ve birbirlerine gore
belirli uzakliklarda olmadiklarin1 verir. Kristali olugturan atomlar arasinda
yabanci atomlar; yani bu kristalin yapisi igerisinde yer almamasi gereken
atomlar bulunabilir. Bu da bir tiir yap1 bozuklugu olur ve kristalin tammlanan
ideal halinde olmadiim gosterir. Ancak biz bu iki tiir ideallikten sapma
iizerinde fazla durmayacagiz. Biz belirli bir atom veya atom gruplarindan
olusan bir kristalde, bu atomlarin arasindaki diizenin bozuldugu halleri
| inceleyecegiz. Kisaca bir kristal yapi igerisinde atomlarin diizeni tanimlandig
ideal durumdan ii¢ sekilde aymlabilir, noktasal, ¢izgisel ve hacimsel.
Noktasal bir yapr kusuru, kristal yapisi igerisinde bir atomun bulunmas:
gereken konumda bulunmamasi ya da bulunmamas: gereken konumda
fazladan bulunmas: ile ortaya gikabilir. Cizgisel yapt kusurlan dislokasyon
tipi kusurlardir ve kristalin dig baskilara karst direncinde 6nemli degisiklere
yol agar. Hacimsel yap:1 kusurlan ise, ikizlenme (twinning) veya kayma (slip)

tiirii kusurlardir ve bunlar ii¢ boyutta ortaya gikarlar.

Kusurlar, kristali kullanilir, ige yarar hale getirmektedir. Miikemmel kristaller
giizeldir; fakat kusurlu kristaller kullanighdir.

2.2.1. Noktasal Yap1 Kusurlan

Bu kristal yap: kusurlan kristalin olusumu sirasinda ortaya ¢ikmig olabilecegi
gibi, olusumdan sonra dig etkenlerle de olusturulabilirler. Bazen atomlar

orgiideki yerlerinde bulunmayarak bosg 6rgii konumlar ortaya ¢ikarirlar. Bazen



" de orgiiniin diizenli satir veya stitunlar1 arasina fazladan baska atomlar sikagtr.
Ayrica bazi durumlarda birkag 6rgit konumunda farkls bir elementin atomlar
bulunabilir. Kristal 6érgiide boyle farkli bir atomun yakin ¢evresi bozulabilir.
Bu li¢ ayn tiirdeki kusurlar sirasiyla bosluklar, rgii arasi konumlar ve yer

degistirmeli safsizliklar olarak adlandirilir.

L _NONON NON NO O‘OOO‘OOO
CeO0O000O0 OO0.0000
oNoNoN NoNoN 0.000‘O0.0
L N NONONONONGO 0.00.0000
ONON NON N NO ONONONONONONO)

Sekil 2.7. Noktasal yap1 kusurlari

2.2.2, Cizgisel Yap1 Kusurlan

Ideal 6rglideki denge konumlarinda bulunmayan atomlarin belirli uzunltukta
bir ¢izgi boyunca dizilmelerinden meydana gelen ¢izgi kusurlarinin baglica

omekleri, dislokasyon ve disklinasyonlardir.
2.2.2.1. Dislokasyonlar

Dislokasyonlar, orgii igerisinde olduk¢a uzun atomik boyutlarda ortaya
¢ikarlar ve kristalin mekanik Ozelliklerinde ¢ok onemli degisikliklere yol
acarlar. Dislokasyonlar, kristal yap1 icerisinde yapinin zayiflik merkezleri
olarak bilinirler. Dislokasyonlar bu nedeniyle bir kristalin kirilabilirligi
10*kat1 kadar azalabilir. Bu nedenle 6zellikle materyal hazirlanmasinda
dislokasyanlarin varligini ve yogunlugunun bilinmesi biiyiik Onem tasir.
Dislokasyon, basit¢e kristal yapi igerisinde konumlar1 degistirilmis atomlarin

olugturdugu bir ¢izgi olarak diistiniilebilir.
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Sekil 2.8. Dislokasyonlarin olusumu

Bir kristal yap1 igerisinde gikan dislokasyonlarin olusum ozellikleri ve cinsi
Burgers vektorii ile tammlanir. Dislokasyonlarin ézelliklerini agiklanmasini
kolaylastiran bu vektorii tanimlayabilmek igin Sekil 2.9. deki gibi XYZW ile
belirlenmis bir kristal diizlemi igerisinde atomlarin gizgisel bir boyutta
konumlarin1 birbiri ardinca degigtirdiklerini diisiinerek Sekil 2.9.b. de
goriildigli gibi XYZW dolammim (a) kisminda goriilen yiizeyi rtmeyecek
ve XYZW dolanimint kapatabilmek igin ek bir b vektorii eklenmesi

gerekecektir. Iste bu vektor Burgers vektorii olarak tammlanir.

= W
W, Z Wb ) z
3 ' 3
0O 0O 0O O o 0O 0 O ©
O 0O 0 o0 o O 0O 0 O ¢
o 0 0 0 o 0O 0O 0 0 o
4 o 0o 0 0 o O O 0O o0 o
y v
O 0O 0O 0 o 0O 0O 0 0o o
X :Y X >»Y
(a) (b)

Sekil 2.9. Burgers vektériiniin gésterimi
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Burger vektorii dislokasyon g¢izgisine dik ya da paralel olabilir ve b
vektoriiniin dislokasyon gizgisine paralel oldugu dislokasyon tiirleri vida tipi,
dik oldugu dislokasyon tiirleri de kenar tipi dislokasyonlar olarak
tanimlanirlar. Asagidaki sekil bu iki tiir dislokasyonun ti¢ boyutta ortaya ¢ikis

seklini gbstermektedir.

C

\
= - -li\\

\

\\D O
=) ,\ “‘
) / £ N

Kenar tiirll dislokasyon ¢izgisi Vida tiirit dislokasyon ¢izgisi

Sekil 2.10. Kenar ve vida tiirii dislokasyonlarin olugsumu

Dislokasyonlarin kristal igerisinde ortaya ¢iktig1 bolgeler kristalin ideal
halindeki bolgelere gore daha yiiksek enerjili bélgelerdir ve bu nedenle yiiksek

enerji bolgeleri olarak tammmlanirlar. Kristaller igin genel bir formiil ile bu

enerji u|5|2 seklindedir. Burada b, Burgers vektorii ve p'de kristalin kesme

modiiliidiir. Ideal ve dislokasyon igeren kristaller enerjileri agisindan
karsilastinldiklarinda, bu sekilde bir kusur ile kristalin etropisinin ideal

kristalin etropisinden daha biiyiik oldugu gériilmektedir.
2.2.2.2. Disklinasyonlar

Disklinasyonlar, bir kristal orglideki kesme diizlemlerinin bagil dénmeleri
sonucunda ortaya ¢ikan kusurlardir. Asagidaki Sekil 2.11 de iki ve ti¢ boyutta
disklinasyon ornekleri goritimektedir. 1ki boyutta birer nokta kusur olan
disklinasyonlar ti¢ boyutta ¢izgi kusurlaridir. Sekil 2.11.b deki disklinasyon,

a' daki kusursuz altigen orgil, bir dogru boyunca kesildikten ve 60°lik kama
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seklinde agildiktan sonra ara blgenin tekrar diizgiin altigen 6rgiiden 60° lik
bir kama pargasinin atilmasindan sonra ylizeylerin tekrar birlestirilmeleri
sonucunda meydana gelmislerdir. Bu gekilde 6rgii kesmeleri ve ara bolgelere
madde eklenmesi veya ¢ikarilmasi iglemlerine Volterra siiregleri denir.
- Dislokasyonlar orglintin  dteleme simetrisini  disklinasyonlar ise dénme

simetrisini bozmaktadir.

(b)

Sekil 2.11. iki boyutta (a) kusursuz altigen orgii (b) ve (c) nokta
disklinasyonlu altigen o6rgii (d) li¢ boyutta diklinasyon

2.2.3. Hacimsel Yap1 Kusurlan

Kristal yapida g6zlenen hacimsel tiirdeki kusurlar, gizgisel tiir kusurlar olan
dislokasyonlarla yakindan iligkilidir. Omegin kayma tiirii bir kristal yap:
bozuklugu her zaman ¢izgisel bir yapt bozuklugunun dislokasyonun

olusumuna neden olur.



2.2.3.1. Kayma (slip) tiirii yapr kusurlan

Bu tiir yap1 kusurlari, kristali olugturan atomik diizen bozulmaksizin kristalin
iki boliimiintin kayma diizlemi olarak bilinen bir diizlem tizerinde atomik
uzakliklar diizeyinde birbirlerine gore kaymalart seklinde ortaya gikarlar.
Kayma olusumu sirasinda ortaya ¢ikan atomik yer degistirmede, yer

degistirme uzunluklart atomlar arasi uzakligin tam katlaridir.
2.2.3.2. ikizlenme (twinning) tiirii yap1 kusurlari

* Bu tiir yap1 kusurlari, yine kristalin bir bsltimii diger bir boliime gore hacimsel
olarak yer degistirmis olmakla birlikte, atomik yer degistirme atomlar arasi
uzakhgin tam katlar degildir. Bu tiir yap1 kusurlarinda kristalin bir miktar
hacmi digerine gore belirli bir ag1 altinda doner, her iki hacim de aym: atomik
diizeni korumakla birlikte birbirlerine gére bu ag1 kadar doénmiis olurlar.
Kristal hacimlerinin ayr1 incelenmesi sonucunda gézlenen en belirgin 6zellik
her iki hacminde kristalin ideal atomik yerlesim diizeninin korunmus
olmasidir. Ancak, sanki aym kristal yapida iki hacim birbirlerine gore belirli
bir a¢1 kadar dondiiriilerek bir kristal diizlemi igerisinde yapigtirilmg
gibidirler. Bu diizleme de ikizlenme diizlemi denir. Kayma  tiirfi  yap:
kusurlar1 daima kristalin en ¢ok atom igeren diizlemleri iizerinde ya da
atomlarin en siki paketlendigi diizlemlerinde olusur. Hem kayma hem de
ikizlenme tiirli yap1 kusurlarinda bu tiir kusurlarin iizerinde olugtugu diizlem,

bozuklugun olugum dogrultusu ile birlikte verilir.



18

ikizlenmc 4
dilizlemi

kayma
diizlemi

Sekil 2.12. Kayma ve ikizlenme tiirii yapt bozukluklar
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2.3. Homotopi Gruplan
2.3.1. Diniigiimlerin Homotopisi

Tamm 2.3.1. Y bir topolojik uzay ve A, B <Y nin iki alt uzay1 olsun A dan
B ye siirekli bir deformasyon ile gegilebiliyorsa bu uzaylara homotoptur

denir.

Tanim 2.3.2. Y bir topolojik uzay ve I= [0,1] = {x eR l 0<x<1 } olsun.

Bir o :1——Y siirekli doniigiimiiniin Y uzayindaki goriintiisiine egri (yay,

yol)‘ denir.

Tammm 2.3.3. o, P iki egri olsun Eger o siirekli olarak B  ya

déniistiiriilebiliyorsa a, B ya homotoptur denir.

Sekil 2.13. Homotop doniigiimler

Siirekli deformasyon fikrinin matematiksel olarak ifadesi soyledir: te) =[0, 1]

arahginda degigen bir parametre ve t parametresine Y de karsihk gelen o,
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egrilerinin ailesini diigiinelim; oyleki a,=a ve a,=p ve t, J yi taradit
zaman o, siirekli olarak degigsin. Bir |

F(x,t)=F:1xJ —>Y (2.5)
fonksiyonunu tammlayalim. Burada F siirekli ve t ‘nin her degerine kargihk
bir o, egrisi karstik gelir. Ozel olarak F(x,0) =a,= o ve F(x,1)= o, =B
dir. F fonksiyonu a, egrileri yardimiyla o dan B ya siirekli bir deformasyon
tanimlayacaktir. . F fonksiyon bir tek degildir. o,= o ve o,=p sartlarim

saglayan herhangi bir o, egri ailesi bulunabilir.

Bu digiince esas tutularak, 1 herhangi bir topolojik uzay olarak alindig
takdirde homotopi kavraminin en genel sekil verilebilir. Ancak burada,
homotopi goriintiiler arasinda degil bu goriintiileri veren doniisiimler arasinda

siirekli bir deformasyondur.

Sekil 2.14. file g arasindaki homotopi

Tanim 2.3.4. X ve Y topolojik uzaylar ve f, g:X-——Y siirekli iki d6niigiim
olsun. Eger
F(x,t)=F:XxJ——>Y Vx €X igin F(x,0)=f(x) veF(x,1)=g(x) (2.6)

olacak gekilde siirekli bir F doniigiimii varsa f, g ye homotoptur denir ve f~g

veya f ig ile gosterilir. F ye f den g ye homotopi denir.
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Teorem 2.3.1. “~ homotopi” bagintist bir esdegerlik bagintisidir.

Ispat: (i) Yansima ozelligi: F(x,t):XxJ]——>Y doniigiimii, F(x,t)=f(x)
" olsun Bu takdirde F(x,0)=f(x), F(x,1)=1f(x) ve F(xt) siireklidir,
dolayistyla f ~ f dir.

(ii) Simetri 6zelligi : f~ g olsun . Bu durumda 3 F(x,t) : XxJ——Y siirekli
doniigiimii var oyleki; F(x,0)=1f(x) ve F(x,1)=g(x) dir. G(x,t)= F(x,1-t)
seklinde tammlayalim. Bu G doniisiimii siirekli ve G(x,0) = F(x,1) = g(x),
G(x,1) = F(x,0) = f(x) olur. Dolayisiyla g ~ f dir.

(ili) Gegisme ozelligi: f~g ve g~h olsun. Bu durumda f~g ise
FF(x,t) : XxJ——> Ysiirekli doniigimii  var dyleki; F(x,0)=f(x) ve
F(x,1)=g(x) dir. g~h ise 3 G(x,t):XxJ—> Ysiirekli doniigiimii var
oyleki; G(x,0) = f(x) ve G(x,1) =g(x) dir.

Bir H(x,t) :X xJ——Y doniisiimiinii;

H(x,t)={ @.7)

t
G(x,2t-1) +<

seklinde tammlayalim. H(x,t) siireklidir. Diger taraftan H(x,0) = F(x,0)
= f(x) ve H(x,1) = G(x,1) = g(x) dir. Dolyisiyla f~ hdir.

X topolojik uzaymndan Y topolojik uzayma bitin f:X——Y siirekli
doniigiimlerin climlesi ~ bagintis1 altinda egdeger simflara aynlir. Bu
esdeger smiflara homotopi simiflant denir ve biitiin homotopi smniflarimn
ciimlesi [X;Y] ile gosterilir. Sayet f:X——Y ise f nin homotopi stmfi [f]

ile gosterilir.

Tamm 2.3.5. X ve Y iki topolojik uzay, AcX herhangi bir alt ciimle ve
f,g:X——Y de V x¢€A igin f(xp) = g(xo) sartim saglayan iki siirekli
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doniigiim olsun. Agagidaki sartlan saglayan bir F:XxJ——Y doniigiimii
varsa f, A ya gore g ye homotoptur denir ve f~ g rel. A ile gosterilir. Bu

durumda
(1) VxeX ise F(x,0)=f(x), F(x,1)=g(x)
() VxoeA ise F(xo, t) = f(xo0) = g(xo)

olup bu homotopiye rolatif homotopi denir. A = ise sadece f~ g yazilr.

Demek ki homotopi, rolatif homotopinin 6zel bir halidir.

Tanum 2.3.6. X ve Y topolojik uzaylar, f, g: X——Y siirekli iki doniisiim ve
f~ g olsun. Eger g nin goriintii uzay1 g(X) bir noktadan ibaret ise yani g sabit

bir doniigiimii ise, bu takdirde f bir sabite homotoptur denir.

Tanum 2.3.7. X topolojik uzay ve 1_:X—— X ozdeslik déniigiimii olsun. I_

bir sabite homotop ise X uzaymna biiziilebilir veya bir noktaya deforme

edilebilir denir.

Ornek 2.3.1. n-boyutlu Euclide uzaymmin E® ={x eR™: x} +xi+.4x2 sl}

dolu birim kiiresi R" nin biiziilebilir bir alt uzayidir. Gergekten
F(x,t):E" xJ ——E"
F(x,t) = (1- t).x = (1= )x,,(1 - O)x,,...(1 - 1)x,) (2.8)

seklinde tanimlanirsa F siirekli olup,
F(x,0)=x= IEn (x), F(x,1)=0=(0,0,...,0)

sartim saglar. Dolayistyla 1, E"—E" ozdeslik doniigiimii biitiin x cE"

igin O(x) =0 sabit doniigiimiine homotoptor. Boylece E” dolu birim kiiresi
biiziilebilirdir.
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Teorem 2.3.2. Eger Y biiziilebilir bir uzay ise, her bir f:X-——Y siirekli

doniigiimii bir sabite homotoptur.

ispat: Y biizilebilir bir topolojik uzay olsun .Bu durumda VyeY igin
gY)=7Y, Y,€Y olan bir g:X——>Y sabit doniigim vardir ; 6yleki
I,:Y—>Y ozdeslik doniigiimii g ye homotoptur; yani I, ~g dir. Bu ise
JYxJ] ——> Y siirekli doniigiimii var 6yleki; VyeY igin  F(y,0)=1,,
F(y,1)=y, = g(y) dir.

Simdi f:X——Y siirekli bir doniigim olsun ve G:XxJ—Y
dontigiimiinii G(x,t) = F(f(x), t), x €X seklinde tamimlayalim. Bu takdirde
G siireklidir, iistelik

G(x,0) = F(f(x),0) = f(x) , G(x.)=F(f(x),) =y, (2.9)
dir. Sonug olarak h:X——> Y doniiglimi vx eX i¢in h(x)=y, olarak

tammlanirsa f~h elde edilir. Bu ise istenilen seydir.
2.3.2. Homotopi Esdegerligi

Tamim 2.3.8. X ve Y iki topolojik uzay ve f:X——Y siirekli bir déniigiim

olsun. Eger ff ~Iy ve ff~Ix olacak sekilde f:Y— X siirekli doniigiimii
varsa. f doniisiimiine homotopi esdegerlilik denir.
X uzayindan Y uzayma homotopi esdegerlilik bir f doniigiimiiniin varhg

halinde X ve Y uzaylan homotopik esdegerdirler veya X ve Y aymi homotopi

tipindendir denir ve X ~ Y seklinde gosterilir.

Teorem 2.3.3. Aym homotopi tipinden olma bagintisi  bir egdegerlik
bagitisidir.[3]




24

Ispat: Yansima ve simetri aksiyomlanmin saglandiklart tanimdan

goriillmektedir. Gegigme aksiyomu X ~Y, Y ~Z ise X ~Z dir. Gergekten,

X~Yise IF:X— Y, £:Y—X oyleki f ve f' £ff ~Iy ve ff~ly Y~Z

isedgY—>Z, g':Z—>Y oyleki g ve g' gg'~IZ ve g'g~ly.

Diger taraftan ‘ h=gf: X—Z, W=f 'g'Z— X  doniigiimii  siireklidir.
Ustelik h'h:X— X, hh'Z——>Z dir. Gosterelim ki; h'h ~Ix, hh'~lz.
Gergekten  hh'=(f 'g )gf)=f"(g'g)f. Halbuki g'g~lY idi. Dolayisiyla
f'(g'g)~f'IY =f' yani f'(g'g)~f' dir. Buradan f'(g'g)f ~f'f olur. Yani
h'h ~f'f elde edilir. Halbuki f'f~Ix ve “~” egdegerlik bagintis1 oldugundan
h'h ~Ix bulunur. Benzer sekilde hh'~1; elde edilir. Dolayisiyla X ~ Z dir.

Sonug olarak homotopik egdeger bagintis1 ile topolojik uzaylarn smmfim
ayrik smiflara ayirmak miimiikiindiir. Aymi siifa ait iki topolojik uzay, aym
homotopi tipindendir. Bu simiflar topolojik esdeger uzaylanin smifindan
daha genigtirler.  Topolojik egdegerlik, homotopik esdegerlikten daha
kuvvetlidir yani daha fazla sart yiiklenmigtir. Bir homotopi invaryant yani
homotopik esdeger uzaylarin tasidify bir 6zellik aym1 zamanda bir topolojik
. invaryanttir. Ancak tersi her zaman dogru degildir, yani topolojik invaryant

ozellik, bir homotopi invaryant olmayabilir.

Teorem 2.3.4. X ve Y topolojik esdeger iki uzay olsun. bu takdirde X ve Y

homotopik esdegerdir.

Ispat: X ve Y topolojik esdeger olduklarindan f:X —> Y f siirekli, 1-1,
orten ve f nin tersi f™': Y —— X siireklidir. Dolayisiyla ff' =1,, f'f=I,
dir. “~” bagintis1 egdegerlik bagintist oldugundan ff'~1,, f'f~1I,.
Buradan X~Y elde edilir.
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2.3.3. Bir Topolojik Uzayda Egriler

Tammm 2.3.9. ow:]——>Y  siirekli doniigiimiiniin o(0) vea(1) noktalarina

egrinin sirasi ile baglangi¢ ve bitim noktas: denir.

Tamm 1.3.10. o« :I——>Y a'(x)=a(l-x) seklinde tanimlanan egriye, a

egrisinin tersi denir. Bu iki egri, Y de aym nokta ciimlelerini belirtirler, ancak

yonleri terstir. Agik olarak o nin bitim noktast o' in baglangic noktas: ile
cakagir.

Tamum 2.3.11. :I——>Y ve B:I—— Y egrileri verilmis olsun. Eger o nin

bitim noktass ile B min baglangig noktasi gakigiyorsa yani a(1) = p(0) ise bu

takdirde y:I— Y,

< 2.10
<1 (2.10)

seklinde tamimlanan y doniigiimii siireklidir ve Y de bir egri tanimlar. y ya o

ile B egrilerinin ¢arpimm denir ve y = af seklinde yazilir.
Tanim 2.3.12. o sabit bir doniigiim ise o egrisine sifir egri denir.

Tanim 2.3.13. .1——Y, a(0) =a(l) =y, ise yani baglangig ve bitim noktasi

cakigtyorsa o ya kapal egri veya y, noktasinda ilmek denir.

Tanim 2.3.14. a:1——>Y ve B:I——Y baglangig ve bitim noktalann aym

olan egriler olsun. Eger a ve B I ‘min (0,1) alt ciimlesine gore homotop ise bu
iki egriye homotop denir ve o ~B seklinde gosterilir. o ~f den kasit o ~
rel.(0,1) dir.
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Sekil 2.15. o ile B egrileri arasindaki homotopi

Teorem 2.3.5. o, B, v, ve 8 Y de egriler, o ~v, Bp~8 ve ap tamimli olsun.
Bu takdirde y& da tammmli olup o B~y 3 rel.(0,1) dir. [4]

ispat: o tammli oldugundan (1) = p(0) dir. Diger taraftan a ~y, B~ & ise
sirast ile o(1) = y(1), B(0) = 8(0) olur. Buradan y(1)=5(0) elde edilir. Yani

y & tanimhidur.

Simdi a~y ise IF:IxJ——>Y oyleki F(x,t) stirekli ve F(x,0) = a(x), F(0,
)= a(0)=y(0), F(Lt)=a()=y().

Ayni sekilde B ~8 ise 3G:IxJ ——Y oyleki G(x,t) siirekli ve G(x,0) = B(x),
G(x,1) = 8(x), G(0,t) = B(0)=58(0), G(1,t) = (1) =8(1). Nihayet I arahigim
ikiye pargalamak suretiyle H:I1xJ——Y doniigiimiinii;

F@2x,t), O

SXS%
: @.11)
G(2x-1,t), 3<x<I1

H(x,t) = {

seklinde tammlarsak H, 1 xJ de siirekli ve
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Hx.0) = o(2x), 0<x<j}
0 =100x-1, l<x<t’
_jr@2x), 0<x<i%
H( ,1)_{8(2 _1), JZ'SXSI’ (212)

yani H(x,0)=oap, H(x,1)=y8 dir. Diger taraftan H(0,t) = o(0) = y(0),
H(1,t) = B(1) =8(1) dir. Buradan o B~y & rel.(0,1) bulunur.

Sekil 2.6. o B ile y 8 arasindaki H homotopisi

Teorem 2.3.6. o ve B, o ~p olacak sekildeki egrilerise a™ ~p™" dir.

Ispat: a~p ise IF:IxJ—>Y oyleki F(x,t) sirekli ve F(x,0)= a(x),
F(x,1)=B(x), FO)=a(0)=p(0) ve F(Lt)= q)=p1). Simdi
G:IxJ —— Y déniigiimiinii G(x,t) = F(1-x, t) olacak gekilde tanimlanirsa G
siireklidir.  Diger taraftan G(x,0)=F(1-x,0)=a(1-x)=a™', G(x,1)=F(1-x,1)
=B(1-x) = B, G(0,0=F(1,t)}=o(1)=B(1)=a " (0)=p~' (0), G(1,t)}= F(0,t)= a(0)
=B(0)=a'(1)=p'(1). Buradan o' ~ B' bulunur.
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Teorem 2.3.7. a bir egri ve B, ap tammh olacak sekildeki sifir egri olsun.

Bu takdirde aff ~ o dir. Aym sekilde vy, ‘ya tamml1 olacak sekilde bir sifir

egrisi ise ya ~ a. dir.

Ispat: of tanimh ve B sifir egri oldugundan her x €I igin a(1) = B(x) dir.

Simdi F:1xJ——Y doniisiimiinii

a(lz—&xl ’ OSX 3
a()=B(x), H<x<1 (2.13)

F(x,t) ={
seklinde tamimlayalim. F siireklidir ve iistelik
x<1
c<1 (2.14)

F(x,0)=af dir.

a(x), 0<x<I

F(xD) ={ a(l), x=1

F(x,1) = a. Diger taraftan F(0,t) = a(0), F(1,t) =a(1). Buradan op ~a elde

(2.15)

edilir. Benzer sekilde yo~o oldugu da gosterilebilir. ya tammh ve y sifir
egri oldugundan xeX igin o(0) = y(x) dir. Simdi G:I1xJ ——> Y seklinde bir
G doniiglimiinii;

Y(x)=a(0), 0<x<H
G(x,t) = { (e gy ;1 (2.16)

1+t ’ 2

seklinde tanimlayalim . Ustelik G siireklidir ve

¥(x) 0<x<4%
G(x’t)z{a(Zx—l), lox<l (2.17)
G(x,0) =ya ve
v(0), x=0
G(x,1) = {a(x), 0<x<l (2.18)



29

G(x,1) =a dir. Diger taraftan G(0,t) = a(0), G(1,t) =a(l) dir. Buradan

ya~o elde edilir.

Teorem 2.3.8. o, B ve y Y de af By tammh olacak sekilde ii¢ egri olsun. Bu

takdirde (aB)y ve a(By) tanimh olup (aB)y ~o(By) dir.

Ispat: F:IxJ——Y doniisiimiinii

a(f2), 0<x
F(x,)={B(dx-1-1), Hl<x<t (2.19)

Y5, H<x

seklinde tanimlayalim. F(x,t) siirekli olup

IA

a(4x), 0<x<it

F(x,0)=(B(4x-1), $<x<3 (2.20)
y(2x-1), +<x<1
ve
a(2x), O0<x<%
F(x,))=1B(4x-2), 3<sx<3 (2.21)
y(4x-3), 3<x<1

olur.  Buradan F(x,0)=(aB)y ve F(x,1)=a(By)) elde edilir.  Ustelik
F(0,t) = a(0) = F(0,0), F(1,t) =y(1) =F(1,1) dir. Béylece (af)y ~a(By) elde

edilir.

Teorem 2.3.9. o, Y de herhangi bir egri ise aa™ ve oo sifir egriye

homotoptur.

Ispat: F:IxJ——Y doniisiimii su sekilde tanimlayalim:

a2x(1-t)), 0
a(1-x)(1-t)), 7

Bu takdirde F siireklidir ve

<x<i
x=2 (2.22)
<x<1

F(x,t) ={
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a(0), 0<x<7i
F(x,l)={a 1ex < (2.23)

Dolayisiyla F(x,0)=aa™, F(x,1)=o(0) dir. Diger taraftan F(0,t) = o(0)
F(1,t) =a(0) olur. Buradan aa™, goriintisii o(0) olan sifir egrisine

homotoptur.

Aym sekilde gosterilebilir ki a™a de goriintiisii a(l) olan sifir egriye

homotoptur. G:I1xJ——Y doniigiimiinii

_ja(-2x(1-1), 0<x<%
G '{a((z —2x)(1-t)+1), +<x<1 2.24)
seklinde tanimlayalim. Bu takdirde G siireklidir ve
a(l-2x), 0<x<%
= 25
O(=9) {a(Zx—l), F<x<1’ (225)
_Jo(l), 0<x<3
F( ’l)—{a(]), Loxs< (2.26)

dir. Dolayisiyla G(x,0)=oa'a, G(x,1)= ofl) dir. Diger taraftan
" G(0,t) = (1), G(1,t) = (1) olur. Boylece oo, goriintiisii (1) olan sifir

egriye homotoptur.

Sonug 2.3.1. o ve B, ap™' olacak sekildeki egriler olsun. o™ nin sifir egriye

homotop olmast igin gerek ve yeter sart o ~ 8 olmasidir.

2.3.4. Esas Gruplar
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Y bir topolojik uzay ve y,eY sabit bir nokta olsun. Y’de y, noktasinda
baslayip ve biten biitiin kapali egrileri goz oniine alalim. y, noktasina egriler

- igin taban nokta, egrilere de y, de egri veya ilmek denir.

Tanum 2.3.15. a, y, noktasinda bir efri ise a ya homotop y, daki biitiin

egrilerin simfi [a] ile gosterilir. [a] ve [B] gibi iki smifin garpim,
[a] [B] = [aB] ile gosterilir. Bu sekilde tanimlanan ¢arpim, Teorem 2.3.5 den
dolay: temsilci elemana bagl degildir. Gergekten a~y ve B~ 8 ise aff ~y8
oldugundan [y] [8] = [y3] =[aP] dir. Béylece [a][B] ¢arpimi [a] ve [PB]
tarafindan birtek olarak tammlandigindan ¢arpim anlamlidur,

y, noktasindaki biitiin egrilerin ciimlesini homotopi bagmtist ayrik homotopi

simiflarma ayinr. Yukanda tammlanan garpim iglemi, homotopi simiflarinin
ciimlesinde bir grup yapisi tammlar. Gergekten Kesim 2.3.3 deki teoremler
yardimyla asagidaki grup aksiyomlarinin saglandig goriiliir.

(D)y, da egrilerin homotopi siflarnin ciimlesi ¢arpim iglemine gore

kapalidir.

[a] [B], y, da egrilerin [ap] homotopi simflanna egittir.

(i) (fo] [B]) by] = [eB] [v] = [(aB)],
[a] (IB] (vD = [o] [By] = [o(BY)] -

Halbuki Teorem 2.3.6 dan dolay1 (af)y ~ a(By) ise [(aB)y] = [a(By)] dir.
Buradan ([a] [BD [Y] = [a] (IB]1[y]) elde edilir. Yani birlesme o6zelligi

saglanmaktadir.

(iii)y, da sifir egrilerin homotopi simfim [1] ile gosterirsek Teorem 2.3.7

den dolay1 [a] [1] =[a] olur. O halde [1] birim elemandur.



32

(iv) Teorem 2.3.8 den dolay1 [a] [ '] =[aa']=[1]. Yani her bir homotopi

sintfi bir inverse sahiptir.

y, noktasindaki egrilerin biitiin homotopi simflarinin ciimlesi tanimlanan
carpma iglemine gére gruptur. Bu gruba esas grup denir ve I'li(Y, y,) ile

gosterilir. Simdi egrisel baglantili bir uzayin herhangi iki noktasinda esas
gruplann izomorf oldugunu goésterecegiz. Yani egrisel baglantili uzaylar igin

esas grup taban noktasindan bagimsizdur.

Teorem 2.3.10. Egrisel irtibatlt bir topolojik uzay ve yo, y; € Y herhangi iki
nokta olsun. Bu taktirde, IT,(Y,yo) = I1,(Y,y). [5]

Ispat: o, yo da bir egri olsun. Y, egrisel irtibath oldugundan, y, baslangig
ve y bitim noktast olan bir y egrisi mevcuttur. Bu taktirde, B = (y" a)y, y; de
bir egridir.

Diger taraftan Teorem 2.3.5. den dolay1 o ~ a; = y'oy ~ y'o, = (v’ )y
~(yloo)y. Yani, o, azy, daikiegri ve By = (v oy )y, B2 =(y" oz )y.
y; de karsilik gelen egriler ise, oy ~ o, ise Py ~ B,. Diger taraftan §§ y, de
herhangi bir egri ise o= (yB)y" , yo da bir egridir ve Teorem 2.3.8. ve Teorem
2.3.9 ‘den dolayi

loyr=r (OB ~ B (2.27)
Kargtt olarak B, B, yi de iki egri ve ay=(yB1)y", co=(yB2)y", yo da egiler
olsun. B;~B, = Teorem 2.3.5., Teorem 2.3.8 ten dolay1 o;~a,. Goriiliiyor ki;
IT)(Y,yo) mn her bir [o] homotopi simift I'1i(Y,y,) de bir tek olarak bir [B]
homotopi siifim belirtiyor ve karsit olarak bir I'li(,yo) de her bir 3] homotopi
smifi IT,(Y,yo) da bir tek olarak bir [a] homotopi siufini belirtiyor. Su halde
@([a]) = [B] = [(v" @)y] seklinde tanimlanan
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D : I1i(Y,yo) = IT)(Y,y;) doniigiimii bire-bir ve iizerinedir. Ustelik Teorem
' 23.5,13.8,13.9dendolayt ((y'oo)y) = (v (ouet2 y)) oldugundan

D([ou]) D([o2]) = [B1]IB2] = [B1B]
= [((" )y )]
= [ (cua)]
D([ou]) D([oz]) = O([or102]). Dolayssiyla, IT)(Y,yo) = ITi(Y,y1).

Tamim 2.3.16. Y bir topolojik uzay ve yoeY olsun. (Y, yo) ¢iftine noktal

topolojik uzay ad1 verilir.

Notasyon: Y de tabam y, olan biitiin kapali egrilerin ciimlesini L(Y,yo) ile

gosterecegiz.

Teorem 2.3.11. (X, Xo) ve (Y,yo) uzaylarimn g¢arpimimnin esas grubu, esas

gruplarimin direkt ¢arpimina izomorftur. Yani

I (XxY, xo xy,) =IT,(X,%,) ®IT,(Y,y,) (2.27)
dir.[3]
Ispat: p, ve p,, X x Y nin sirasiyla X ve Y iizerine déniigiimleri olsun. Yani
herhangi bir fe L(XxY,x,xy,) igin p.of eL(X,x,) ve p,of eL(Y,y,)
olsun. II,(XxY,x,xy,) den IN1,(X,x,)®I1,(Y,y,) igine T fonksiyonunu
T(f1]) =(p,ofl, [p,of]) olarak tamimlayalim. Gosterelim ki; T bir

izomorfizmdir.

() T tek tiirlis tantmlanmugtir.  Yani [f] nin temsilcisine bagh degildir. Kabul
edelim ki fy ~ f olsun. Bu durumda F:IxJ——>XxY homotopisi var yleki

F(x,0) = fy(x), F(x,1) = f(x) ve F(0,t) = x, xy, =F(1,t) dir.

p.of :I1xJ ——>X fonksiyonunu diigiinelim. Bu takdirde aslagidaki ifadeleri

yazabiliriz.
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p,oF(x,0) = p,of (x), p,oF(x,1) = p,of(x) ve

P,OF(0,t) = p oF(L,t) = p (X, X y,) =X, . (2.28)
Buradan p of,(x)~p,of(x) oldugu ¢ikar. Yani [p_of] birtek eleman olarak

| belirtilmigtir. Benzer gekilde [p, of] de bir tek olarak belirtildigi kolayca

gosterilebilir.

(ii) T ortendir. Gergekten ([g,], [g,1)eIl,(X,x,)®I1,(Y,y,) iken

fe L(XxY,x,xy,) elemanim

1
2

) = {(g.ux),yo) , 0 2.30)

<x
(x()agz(zx_l))’ ';’SX

<
<l

seklinde tammlayalm. f(3)=(x,,y,), [0,3] ve [,1] iizerinde siirekli
oldugundan f(x) siireklidir. Tanimdan dolayr p of=g, yani p,of ~g, ve
p,of ~g, dir. Diger taraftan, f(0) =(g,(0),y,) = (x,,¥,)= f(1) oldugundan
feL(XxY,x,xy,) dir. O zaman T([f})=([g,],[g,]) olur. O halde T

ortendir.

(iif) T bire-birdir. Kabul edelim ki; T([fo]) = T([f)]) olsun. Tanimindan dolay1

([p, ofo], [p, ofo]) = ([p, ofi], [p, ofi]) yazilabilir. Bu demektir ki p_of, ile

p,of; arasinda F, ve p ofy ile p,of, arasinda F, homotopileri vardir. Bu

homotopiler yardimyla F:IxJ——>XxY homotopisini, F(x,t)= (F\(xt),
Fy(x,t)) olarak tammlayahm. F, X ve Y ‘nin herbirinde siirekli oldugundan

X x Y de siireklidir. Ustelik

F(x,0) = (p, ofo, p, ofo) = fo(x), F(x,1)=(p,of}, p,of;) =fi(x) ve

F(Oat) = (Fl(o’t)’ FZ(O?t)) = (xo’YO)> F(l’t) = (Fl(Lt)aFZ(l’t)) = (x07YO)
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O halde F, fy(x) ile fi(x) arasinda bir homotopidir. Buradan [fy] = [f;] elde

edilir.

(iv) T bir homomorfizmdir. [f], [g]e IT,(XxY, x,xy,) ise

T(IfL[e]) = T({f.eD) = ([p,o(fg)], [p,o(f g)])
=([p,of p,og], [p,of p,og])
=([p,of ] [p,0gl, [p,of 1[p,08])
=([p,of], [p,of ]1) ([p,ogl [p,0g])
=T([fD) T([eD .
Ornek 2.3.2. S' = {(x,y)eR2 cxP4yi=1 } birim ¢gemberinin esas grubu Z
tam sayilar grubuna izomorftur. Gergekten P, S' iizerinde herhangi bir nokta
olsun. P de bir egri, ya bir sifir egridir veya gemberi bir veya birden fazla
devreden egrilerdir. a, P ‘de bir egri olsun. Kabul edelim ki; o ¢gemberi r
defa devretsin. B, P de diger bir egri olup ¢emberi s defa devretsin. Bu
takdirde eger r>s ise o, B ya homotop degildir. Ciinkii af™, P de bir egri
olup gemberi r-s defa devreder. Boyle bir egri ise sifir egriye homotop
olamaz. Demek ki; P de egrilerin homotopi simflan tam sayilar grubuna bire-

bir karg1 gelmektedir. Bu karst gelme bir izomorfizmdir.

f:Z——11,(S',P) fonksiyonu VneZ igin y P de ¢emberi bir defa devreden
pozitif olarak yénlendirilmig bir egri olmak iizere,

(
' =(.7....Y) n>0
n
f(n) =3 y° =P(Sifir egri) n=0 (2.31)
vy ="y "...y") n<0O
n

seklinde tamimlarsak bu fonksiyon I1;(S', P) ile (Z,+) tamsayilar grubu

arasinda bir izomorfizmdir.
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(i) f bire-birdir. nm €Z igin n, y" ve m, y™ ye kargihik gelsin Bu takdirde

eger y"~y™ ise n=m dir.

(i) f ortendir. T1;(S', P) deki her homotopi smifi igin 6yle bir meZ
bulunabilir ki; f(m) bu smnifa egittir. Buradan P deki her egri bir homotopi

sumfidir.

n m

(iii) Toplama islemi korunur. VnmeZ igin fin+tm)=y™™ =y y

dolayisiyla f bir izmorfizmdir.

Omek 2.3.3. T?> =S' x S' toru bir esas gruba sahiptir ve
,(T)=M,(8")®MN,8")=Z®Z (2.32)

dir bu esas grup (Z x Z, +)grubuna izomorftur. ZxZ nin iiretegleri (1,0) ve

(0,1) dir S' xS' de bunlara o ve B egrileri karsilik gelir. S' in esas grubu

taban noktasina bagh olmadigindan S'xS' de taban noktasina bagh

degildir.[5]

Omek 2.3.4. X = S'xR bir silindir olsun. I1(R) = {e} oldugundan

MX)=Zx{e}=Z (2.33)

2.3.5. Yiiksek Homotopi Gruplan

Bundan 6nceki Kisim 2.3.1, 2.3.2 ve 2.3.3 ‘de I kapali araligmmin bir Y
topolojik uzayma siirekli doniigiimlerini ele alarak Y nin bir sabit y,
noktasinda egrilerin homotopi simflarim  olugturduk. Bunlarin  bir grup
yapisina sahip oldugunu gosterdik. Burada I yerine, R" nin bir alt ciimlesi
olan n-boyutlu I" kiiplinii g6z 6niine alirsak esas grup kavram1 n-boyuta
genellestirilebilir. Ancak bu genellestirmede, yani n> 1 halinde esas grup

yerine homotopi grubu tanimi kullanilmaktadir.
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I" = {x=(X,X;,....x,) €R*: 0<x,<1, i=12,...n}  n-kilpiinin  summ,
or" ={ xel: [[x,0-x,)= 0} ile gosterilen x,,x,,...,x, koordinatlarindan
i=1

bir tanesine sifir veya bir degeri vermekle elde edilen I* nin alt

ciimlelerinin birlegimidir.

Tamm 2.3.17. Y bir topolojik uzay, yoeY sabit bir nokta ve o, :I" — Y

a(I")=B(I") =y, olacak sekildeki siirekli doniigiimler olsun. Eger asagidaki

sartlan saglayan F(x,t):1* xJ ——> Y siirekli doniigiimii varsa o, JI" ‘e
gore B ya homotoptur denir ve o ~ B rel. 8 I" ile gosterilir.

) Fx,0)=0a, Fx,1)=8 ;

(i) F(I° xJ) =yo

Tekrar hatrlatalim ki ; n=lise a, B yo da egrilerdir.

Tamm 2.3.18. Y bir topolojik uzay, yoeY sabit bir nokta ve o, :I" — Y
o(I")= P(I") =y, olacak sekildeki siirekli doniigiimler olsun. y:I" —> Y
seklindeki doniigiimii;

o(2X,,%X5,..4,X,) » 0<x,
TABEx, ~1,xpe0%,), $2x,

LR

(2.33)

AN IA
QO N

seklinde tammlayalim. y doniigiimii siireklidir ve y(I") =y, dir. n=1 ise
Y, a ve B egrilerinin garpimdir. n>1 ise y doniisimine o ile B

doniigiimlerinin ¢arpinu denir ve y = ap ile gosterilir.

Teorem 2.3.11. Y bir topolojik uzay, yoeY sabit bir nokta ve o, B, 7, &:
I" — Y siirekli doniigiimler ve o(1")=B(I")=y(1")=8(1") =y, olsun.
Eger o ~y fel.al“, ve B ~drel. 01" ise aff ~ySrel. A1" dir. [4]

Ispat : Ispat, Teorem 2.3.6. ispatinin bezeri sekilde yapilabilir.
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Teorem 2.3.12. “~rel. O1"” bagintis1 bir esdegerlik bagintisidir. [5]
Ispat: a: I" ——> Y ofI") =yoeY seklindeki siirekli bir déniisiim olsun.

(i) o~a relol". Cinki F(x,t):1"xJ——Y doniigimii Vtej igin
F(x,t) = a(x) seklinde tanimlanirsa F(x,0) = a(x), F(x,1)=a(x) ve a(I") =y
dir. Ohalde o~a rel. 81" dir.

(ii) o~ B rel. 01" ise IF(x,t):1" x ] —— Y siirekli ve F(x,0) = o, F(x,1) =

F(I"xJ)=yo €Y.

Simdi G(x,t): 1I"xJ] —— Y doniigiimiini  G(x,t) = F(x,1-t)  seklinde
tammlayalim. Bu takdirde g siireklidir ve G(x,0)=F(x,1) =B,
G(x,1) = F(x,0)= a. Ayrica G(I° xJ) = yp. O halde B ~ arel. 91" dir.

(iii) o ~ B rel. 01°, B ~yrel. 1" ise o ~yrel. 01" dur.

a~B rel. 91" ise IF(x,t):I" xJ —> Y siirekli ve F(x,0)=a, F(x,1)=p
F(I"xJ)=yo €Y ve

B~y rel.o1" ise IG(xt):1"xJ ——> Y siirekli ve G(x,0)=8, G(x,1)=y
G(I"xJ)=yo €Y dur. Simdi H(x,t): I® x ] —— Y doniigiimiinii,

F(x,2t), 0<t

<t<y
: (2.34)
G(x2t-1), +<t<1

H(x,t) = {

seklinde tammlayalim.  H(x,t) siirekli ve H(x,0)= F(x,0)=a, H(x,1)

=G(x,1) =7 ve H(I" x J) =ypdir. Dolay1siyla o ~ y rel. 31" olur.

Simdi, o(I") =y, sartim saglayan biitiin o : 1" —— Y siirekli doniisiimlerin

4

ciimlesini goz oniine alalim. “~ rel. 9I"” homotopi bagntis1 bir esdegerlik
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bagntisi olup o déniigiimlerini ayrik egsdegerlik siniflarina ayinir. Bu simflara

homotopi rel. 81" denir.

Teorem 2.3.18. g6z oOniinde tutulursa, homotopi simiflarimin ciimlesinde
garpma iglemi tammlanabilir. Bu operasyona goére homotopi smiflarinin
ciimlesi bir grup yapisina sahiptir. Bu grup I1,(Y,y,) ile gosterilir ve bu
gruba yo da Y nin n-boyutlu homotopi grubu denir. n=1 igin I1,(Y,y,)

homotopi grubuna esas grup denir.

Cizelge 2.2. Bilinen bazi homotopi gruplar

I I, I, I, I1s Is
SO(3) Z, 0 Z Z, Z, Zy»
SO(4) Z, 0 Z+Z | Zy+Zy | Lo+ 2y | Z1at 7y,
SO(5) Z, 0 Z Z, Z, 0
SO(6) Z, 0 Z 0 Z 0
SO(m) n>6 Z, 0 Z 0 0 0
U(1) Z, 0 0 0 0 0
SU@2) 0 0 Z Z, Z, Zy»
SU3) 0 0 Z 0 Z Zs
SU(m) n>3 0 0 Z Z 0
S 0 Z Z Z, Zy Z,
S 0 0 Z Zy Z, Zyy
s* 0 0 0 Z 2 zZ,
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3. KUSURLARIN TOPOLOJIiK SINIFLANDIRILMASI
3.1. Volterra Dislokasyonlar
3.1.1. Dogal Hal ve i¢ Gerilmeler (Stress)

Volterra  siireci, baslangic konumu miikemmel ortamda olacak sekilde
tammlanan bir L ¢izgi tekilligi, kapal bir ilmek veya sonsuz bir egri etrafinda
diizen parametre alani olugturulmas: igin pratik bir yéntem saglar. Mitkemmel
ortamdan kasit gerilmenin olmadig1 bir malzeme boélgesidir. S6z konusu siireg
iki asamadan olusur. ilk olarak, mitkemmel ortam L ¢izgisi ile simrl bir X
yiizeyi (kesme yiizeyi) boyunca kesilir. Daha sonra, Y 'mn iki kenan Y, ve
22

d;(M)=6+Q.0M MeX (3.1

kati yer degistirmesi ile birbirlerine gore yer degistirilir; bu yer degistirme, bir
b telemesi ile O dan gegen bir dogrultu boyunca Q dénmesinin toplamdar. L
boyunca yer degistirme alaminin tekilliginden kurtulmak igin, ortamdan L 'yi
cevreleyen toroidal bir malzeme bolgesi ¢ikartlir. Kati yer degistirme ile
olusan bosluk tamamen Y, ve Y, ile simirli gerilmesiz bir hacmi ile doldurulur,
¢ift kaplama durumunda, belirli miktarda gerilmesiz madde atithr. %, ile 2,
arasindaki kimyasal baglar tekrar olusturulur ve malzeme tekrar elastik hale
getirilir. Somigliona tarafindan ortaya atilan bir teoriye gore, lineer elastiklik
(esneklik) gegerli oldugu siirece 2., ile 2, arasindaki gerilmelerde higbir
siireksizlik yoktur ve "dogal hal" adim alan sonug hal, 2. 'nin segimine degil
sadece L 'nin konumuna baghdir. Dogal halde ortam ig¢ gerilmeler igerir,

ancak sinirda higbir kuvvet etkimez.

d (M) sabit bir b otelemesi oldugunda (bBurgers vektoriidiir) kusur

"dislokasyon" olarak adlandinhr. Sayet b vektorii ¢izgi kusuruna dik ise bu
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- durumda ¢izgi kusuru diizlemsel bir ilmek veya sonsuz bir dogru olup, "kenar”
dislokasyonundan s6z edilir. "vida" dislokasyonlan ise.gizgiye paralel b ile
olusan dogrusal gizgilerdir. Genel bir egri-gizgisel (curveliear) dislokasyon,

¢izgi boyunca degisen karmagik bir karaktere sahiptir.

Sekil 3.1. L Dislokasyonu

Bir katidaki elastik alana ait en genel tekillik, kati yer degistirmeleri b
otelemeleri ile smurli dislokasyon alanlarimin iist iiste gelmesi geklinde
tamnﬂanabilif. Bir X yiizeyi iizerindeki Volterra igleminde ortaya ¢ikan
herhangi bir d, (M) yer degistirme alanmn, sonsuz kiigiik 8b Burgers
vektorlerine sahip, kesme yiizeyleri Y, 'min bir kismim kapsayan ve M 'deki
toplamlan Y¥8b = d (M) olan temel Volterra siireglerinin bir toplam1 geklinde
ayngtinlabilecegi  agiktir. Bilby, Kondo ve Kroner dislokasyon
yogunluklanim siireklilik teorisi ile tammmlamiglardir. "Kama disklinasyonu"
(wedge disclination, higbir global b otelemesi icermeyen, ¢izgi boyunca €
donme vektorii ile olusan bir dislokasyon), bir dizi paralel kenar
dislokasyonun toplamudir (gekil 3.2). Daha karmagik olan "ikizlenme (twist)
disklinasyonu" (global b &telemesi igermeyen, ¢izgiye dik ©Q donmesi
igeren dislokasyon) ise disklinasyona bitigik sonsuz kiigiik db=Q A ds oteleme

vektorlerinin  dislokasyon ¢izgi yogunlugunun sona ermesi geklinde
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diistiniilebilir.  Karmagik yapidaki (kama-ikizlenme) bir disklinasyonun
gosterimi su yekilde agiklanabilir (Sekil 3.3): P ve P'=P +ds, disklinasyon
¢izgisi iizerindeki birbirine yeterince yakin iki nokta olsun. P 'den goritlen M
deki yer degistime dp = QAPM dir. Aym yer degistirme P’ den
dp'= QA P'M geklinde goriiliir. Fark ise tiim Y. iizerinde aym degere sahiptir.
Bu durum, db=dp-dp'=Q A d3 Gteleme vektoriine sahip, Pve P' arasindaki

¢izgiye bitisik bir dislokasyondan da anlasilabilir.

|

dz (M) P

Sekil 3.2. Kose tipi disklinasyon Sekil 3.3. ikizlenme tipi disklinasyon

Elbette yukanidaki analiz sadece bve Q, lineer elastiklige izin verecek sekilde
yeterince kiigiik ise gecerlidir. Ancak bu analizin bu analizin yine de sadece
oteleme tastyan kusurlar ile donme tasiyan kusurlar arasindaki iligkinin
anlagilmasinda belirli bir katkis1 olacaktir. Bu iligkinin karmagiklig1, en iyi

sekilde topolojik teorinin en genel haliyle anlagilabilecektir. [7]

3.1.2. Kristallerdeki Oteleme Dislokasyonlarimn Topolojik Ozellikleri

Kati1 kristaller, dislokasyonlarin varligina olabildigince basit birer ornek
olustururiar. Kristaller &teleme bakimindan invaryant olduklarindan,

otelemeler igin Volterra siireci, b 'nin

‘Mo

b= ¥n;d; meZ (3.2)

i=l

1
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seklinde bir 6teleme simetri vektorii olmast durumunda, gok basit bir fiziksel
" anlam kazanirlar ve bu durumda uglarinda kimyasal baglarin uygun sekilde
gergeklestigi kesme yiizeyi gorinmez. Burada 3@ bir 6rgii parametresidir.
Kristallerdeki dislokasyonlar ellili yillarin baglarindan beri gézlenmektedir ve
ince (yaklagitk 500° luk) kristal filmlerin elektron mikroskobundaki
goriintiileri, dislokasyon tarafindan tagman b Burgers vektorlerinin
Olgilmesine imkan saglarmstir.  Dislokasyonlar, kristallerin  plastik

deformasyon 6zelliklerinin anlagilmasinda 6nemli bir role sahiptir.

Burgers vektorleri Volterra siireci gergevesinde asagidaki sekilde olgiiliir.
Sekil 3.4.(a) da goriildiigii gibi, bir L dislokaslonunu gevreleyen kapali bir y
ilmegini gz Oniine alalim. Bu ilmek bir "iyi kristal" igerisinde bulunsun;
yani gekirdekten yeterince uzakta diizen parametresi (burada deformasyon),

¥ boyunca herhangi bir m, noktasinda élgiilebilsin. Bu durumda,
f:Xget — X ; y—s T (3.3)

seklinde tanimlanan bir f déniigiimii mevcut olup bu doniisiim, deforme olmus,
Xaer kristaline ait y 'y1, X deki I ya tagtyacak ve I' daki M, taban noktass, y
iizerindeki bir my noktasimin goriintiisii olacaktir (Sekil 3.4.b). Burada sadece
b periyotlan ile ilgilenecegimizden, miikemmel kristal daima Bravais orgisii
ile sembolize edilebilir. $ekil 3.4.b den agikga goriildiigii gibi " agik bir egri
olup, BA =b kapanma arahiy1 dislokasyonun Burgers vektoriinii verir.
Islemin sonucu, L 'yi gevreleyen y nin segimine bagh degildir. Bu nedenle
dislokasyonlar, ii¢ boyutlu bir kristal igin Z* =Z x Z x Z seklinde bir abelyen

grup tarafindan olusturulan b 6rgii vektorleri yardimiyla simflandinlir.
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NAN Y A

(a) (b)

" Sekil 3.4.  (a) L dislokasyonunu gevreleyen kapal: y ilmegi
(b) f(y) =T agik egrisi

Bir dislokasyonun invaryantimin bulunmasi igin topolojik yéntem farkls
bigimde kullamlir. Bu durumda peV ve V diizen parametre manifoldu veya
uzay1 olmak iizere ¢ :m——p doniigiimiinden yararlamilir. Ug-boyutlu
kristal durumlarinda, ilgili manifold V = T? 3-tor'dur ve T genisletilmis bir
Brillouin bélgesi olan Bravais orgiisiiniin indirgenmis Brillouin bolgesidir.
¢ : m—> p doniigiimii, birincisi meXyr i MeX lizerine tagiyan bir
f: m ——>M uzaysal doniisiim ve ikincisi M 'yi belirlenmis peryodik
simrlara sahip birinci Brillouin bolgesindeki p 'ye getiren doniigiim olmak

iizere iki doniisiimiin ¢arpimu seklinde goz 6niine alinabilir. Buna gore ;

0: Xaet —> V, ¥ 25Ty (3.4)

islemi Xg4¢ den V ye bir uzaysal doniigiim olup, y 'y1 V nin kapahl bir I'y
ilme§i iizerine tagimaktadir (kapalilk ozelligi, diizen parametresinin aym
degerini temsil eden V iizerindeki p noktalanmn belirlenmis olmasimdan
kaynaklamir). En 6nemli nokta, aym L dislokasyon ¢izgisini gevreleyen ve y
nin diizgiin bir deformasyon ile elde edilmis herhangi bir deger V' Burgers

ilmeginin de I'y den V de diizgiin bir () yer degistirmesi ile elde
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edilebilecek bir I'y ilmegi vermesidir. I'y ve I'y nin ikisi de T® iizerinde
aynt homotopi sinifina ait ilmeklerdir. Bu durumda, iig-boyutlu bir kristaldeki
dislokasyon ¢izgi kusurlarimn, T* iizerindeki ilmeklerin homotopi simflartnin
denkligi cinsinden simflandinlabilecegi sonucunu gikarabiliriz. Bu denk
homotopi smuflarmin, torun IT,(T’) esas grubu veya birinci homotopi
grubunu olusturur. Bu grup ZxZxZ 'e izomorfiktir.

[1,(T?) ~ ZxZxZ (3.5)

Topolojik siniflandirma, yani iyi kristalden diizen parametre uzayimna déniigiim
ile elde edilen smiflandirma, siiper akigkanlarin da  dahil oldugu her tip
diizenli ortama genellegtirilebilir. Volterra simiflandirmasinda, ortamin simetri
grubunun (stv1 kristaller ve siiper akigkanlarda oldugu gibi) siirekli alt
ciimleler igermesi durumunda problemlerle kargilasilir. Bu simiflandirma
nokta kusurlara, yiizey (wall) ve konfigiirasyonlara genellestirilemezler.
Bununla birlikte Volterra yontemi sadece farkli tip ¢izgi kusurlan arasindaki
iligkinin dogrudan goriilmesinde anlagilmasi kolay bir ¢ergeve sunmaz. Aym
zamanda bunlann enerji kararhiligs hakkinda da tabani ipuglan verir ve bu
kusurlarin ilerlemesi, etkilesmesi ve katlanmasi durumunda ortaya ¢ikan
fiziksel mekanizmalarin olusturulmasina yardimci olur. Omegin topolojik
yontemde, yukarida tartisitlan  dislokasyon ve disklinasyon arasindaki iligki
kolayca gorillmez. Sonug olarak her iki y6éntem, engellenmis ortamlardaki
(metalik camlar, termodinamik kusurlar igeren fazlar v.b.) ve quasi-
kristallerdeki kusurlarin analizinde, esdeger kullanilirliga sahiptir ve bir

anlamda birbirlerini tamamlayicidir. [7]
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3.2. Kusurlarin Genel Topolojik Teorisi
3.2.1. Farkli Boyutlu Kusurlarin Homotopi Gruplar ile Simflandiriimas:

Deforme olmug d-boyutlu bir Xy fiziksel sistemi goz Oniine alahm ve bu
fiziksel sistemde kusurlar, n-boyutlu bir kusuru gevreleyen r-boyutlu bir S
kiiresine homotop kapali bir y* “devresi” olusturuyor olsun. Buna gore kusur,
v ile simurlandinlmig  (r+1)-boyutlu ="' yiizeyine enine (transvers) yonelmis
olacagindan n = d-r-1 dir. y" devresi genellestirilmis Burgers devresini, =
ise kesme yiizeyini temsil eder. 3-boyutlu durum igin asagidaki sonuglan

yazabiliriz.

r = 0 i¢in ; kusur yiizeysel bir geometriye sahiptir, bir yiizey (wall) kusurdur.
v’, yiizeyin her iki tarafinda yerlesmis iki noktadan olusur.

r = 1 igin ; kusur bir ¢izgi kusurudur (bir sicim, bir dislokasyon veya

disklinasyon ). y' bilinen Burgers vektoriine kargilik gelir.

r = 2 igin ; kusur bir noktadir (bir nokta kusur, bir monopol), y* bir kiireye

homotoptir.

r =3 igin ’; kusur (-1) boyutunda olup fazla fiziksel bir anlam yoktur. bu
durumda Burgers manifoldu géz oniine almak daha uygun olacaktir (bu

manifold, S* ‘e homotop bir y® devresidir).

Tiim bu durumlar igin,

y — 18 (3.6)

doniistimiinde, y' nin I'}, goriintiisiiniin homotopi simiflart géz 6niine alimr.



47

r = 1 durumu oldukga ilgingtir; my = m, orijin ve y; in ug¢ noktalann olacak
‘sekilde, y, in parametrizasyonunda kullamilan dogru iizerinde [0,1] birim
pargay1 goz 6niine alahm. Yukandaki doniigiime gore,

Ho=¢(0) = ¢(1) = .7

V iizerinde bir noktadir ve y', 11, taban noktasina sahip bir ilmektir. ¢ (0) = ¢,
(1) = po siur sartlanna sahip, ¢,(z) bir-boyutlu diizgiin doniigiim ailesine ait

herhangi bir doniisiim, y! tek boyutlu diizgiin ilmek ailesine ait, p, da taban

noktali bir ilmek doniigiimiidiir. ¢, doniigiimleri iy da homotoptur ve bir [¢]

stufi olustururlar. Xg.r ve po da aym taban noktasinda bulunan y{ ve A}

ilmekleri igin, [¢]*[w] seklinde bir homotopi simif garpimimi tanmimlamak
kolaydir. Bu siuflar bir grup olusturur ve py noktasinda V nin “esas grubu”

olarak adlandinilir.

r > 1 boyutlu déniigiimler, yukandaki siirecin dogal genellestirilmesi ile
tammlanir. r=2 de parametrizasyon, tiim noktalan belirli kenarlara ait
[0,0;0,1;1,0;1,1] karesinin parametrizasyonudur. ilgili homotopi siniflar
I15(V, ) ikinci homotopi grubunu olugtururlar. r = 3 deki parametrizasyon ile,
tiim noktalan belirlenen yiizeylerde bulunan bir kilp parametrizasyonudur. Bu
son durumda s6z konusu sart, fiziksel omegin diizgiin siir kosullarina
(1(0X)= po= sbt.) sahip oldugunu ifade eder. Aymi zamanda tiim 6mek V
iizerinde 6zdes bigimde doniisiime ugrar ve bu da numunenin tiim hacmi
iizerinde bir “iyi kristal” oldugu anlamina gelir. I13(V,p,) ile tammlanan
kusurlar tekil bir diizen parametre degerine sahip olmamakla birlikte, topolojik

her gekilde topolojik kararlidirlar.

Kendimizi d=3 degeri ile simrlandirmayacagiz. iki boyutlu diizenli ortamlarda
(6regin zarlarda, Langmuir-Blodgett filmlerinde), nokta kusurlar I, ile ve

konfigurasyonlar I, ile siniflandirthr. Quasi-kristallerin yapisal 6zelliklerini
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incelemek igin yitksek boyutlu kristallerin goz oOniine alinmasi1 yararh
olacaktir.  Omegin ikosahedral simetriye sahip quasi-kristaller, bu tip
yapilarda r = 1 dislokasyonlan n = 4 boyutuna sahiptirler.

Sadece taban noktalan fakli olan I'T,(V,) ve I1,(V,1) iki homtopi grubunun
[¢]o ve [¢]: homotopi simflar, birbirine [¢}; =g [¢] g eslenik (konjugasyon)
iglemi ile bagli olup burada g, p,’i o ‘a doniigtiiren iglemdir. Bu o6zellik,
homotopi simfi- [¢]ell,(V,u) olan Xy deki bir kusurun herhangi bir
[wiollw]' homotopi smufi ile temsil edilebilecegini ifade etmekte olup,
buradaki [y]ell, (V,n), aym p noktasindaki homotopi demetinin aym
grubunun bir diger elemamdir.[8]

3.2.2, Diizen Parametre Uzayimnin Tanimm

Kristal diizenin bulunmasi, yogun madde iginde gergek dislokasyonlarin yani
diizenli kristallerde oteleme dislokasyonlar ve sivi kristallerde nokta
dislokasyonlarin miimkiin olusumlara gotirdiigti  gosterildi. Miimkiin
. ‘kusurlarin ortamin diizen parametresine bagli olacaktir. Elli yil 6nce kusurlan
yanhzca diizen parametresinin degisim bolgesinin degil aym1 zamanda kusur
boyutu ve kusuru igeren ortam boyutunun da fonksiyonlan olan genel bir
yolla simiflandirmayr miimkiin kilan bir yaklasim gelistirildi. Bu yaklagim,
cebirsel topolojinin daha agikgas1 homotopi ve homotopi teorisi matematiksel
bir teknigin oldugu goz éniinde bulundurularak bunun topolojik bir yaklagim
oldugu soylenir. Rogula tarafindan verilen bir konferans ve diger iki kisa
makalesi bu alanda ilk adumlan olusturmustur. Asagida topolojik yaklasgim
gercevesinde elde edilecek olan ve bu yaklagim uygulandifi zaman ortaya

cikabilecek giigliiklerin igerildigi baslica sonuglar ve ana diigiincelere kisaca

deginecegiz.

Diizenli bir ortamin, diizen parametresi olarak adlandirlan belirli bir f{r)

fonksiyonu ile tanimlanabilecegini kabul edecegiz. Burada f ’nin miimkiin
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olan degerlerinden olugan V kiimesi, diizen parametre uzay1 olarak adlandirilir
ve r de maddenin bulundugu Xy uzaymna aittir. Bagka bir degisle ortam
tarafindan olusturulan fiziksel uzaydan (Xq.r bolgesi) ortamin diizen derecesini
karakterize eden belirli bir V uzay1 igine

f: Xyt ——V (3.8)

siirekli doniigiimii belirtir. f(r) ‘nin bir fonksiyoneli olan (E[f(r)]), sistemin
enerjisi, iizen parametresinin bilyiikliigii V kiimesinde segilen f(r) = sabit tiim
sistem iizerinde sabit ise bir minimal degere sahiptir ve ortam diizgiin olarak
adlandinlir. Maddenin diizgiin olmayan durumlan kusurlara baghdir. Bu
durumda diizen parametresi, ortamin boyutundan kii¢iik olan sonlu sayidaki
yiizeyler (kusurlar) tizerindeki siireksizlikler haricinde tiim ortam {izerinde
degisir. Ug boyutlu bir uzayda sifir-boyutlu (nokta) kusurlar, bir-boyutlu
(gizgi) kusurlarn ya da iki-boyutlu (diizlemsel) kusurlar bulunabilir. Topolojik
olarak adlandinlan diizgiin olmayan kusursuz haller de miimkiindiir. Bu
durumda f(r), maddenin her noktasinda siireklidir, ancak f(r)=sbt tir. Béyle
bolgeler aym zamanda pargacik benzeri solitonlar ebatta tanimlanabilir. f(r)
homogensizlige bagli biikillmenin enerji gradiyentinin kusur merkezleri
disinda E,;, ile kargilasgtinldiginda kiigiik oldugu kabul edilir. Yani diizen
parametresi, kusurlanin varliginda bile sistemin biiyiik kismi i¢in V kiimesi
* limitleri digina ¢ikmaz. Bu iddia topolojik yaklagimin uygulanabilirlik

kriterini ifade eder.

Bu yaklagim, kusurlarin dagilimi ve diizen parametresi fi(r) nin verilmesi ile
maddenin belirli bir halden bagka bir f5(r) hale ge¢is olasilifinin incelenmesine
imkan verir.  Bu, diizen parametre uzayindaki kusurlarin gevresinin
denklem (3.8) doéniigiimiiniin 6zelliklerini analiz etmek igin yeterlidir.
Boylece doniigiimlerin dikkate alinmasi, diizen parametresinin tiim benzer
_dagilimlarimin siiflara aynilmasina imkan verir. Bu déniigiim bir simf i¢inde

diizen parametresinin fi(r) den f(r) ye siirekli bir degisimi miimkiin kilar.
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Kusurlann bir simftan diger bir simifa gegisi siirekliligin ihlal edilmesinin bir
sonucu olarak tiim sistem iizerinde diizen parametresinin global degigmesini

gerekli kilar.

Kusurlar ayn analiz edildigi zaman tiim Xgy.s bolgesinin degil; fakat bir K'
bolgesinin V igine yansimastm1 dikkate almak yeterlidir. Ortam d-boyutlu,
kusurun boyutu r olmak iizere X' niin boyutu;

n=d-r-1 (3.9)

bagintist ile belirlenir.[5]

Omegin, iig boyutlu ortamlardaki sifir-boyutlu kusurlar, iki-boyutlu bir kiire
S? (Xt ~K '= %), ¢izgi kusurlan bir ilmek (bir-boyutlu kiire S') ve diizlem
kusurlar iki noktal bir sistem S° ile kusatilmgtir (Sekil 3.5). Bu n-boyutlu
bir kiirenin V bélgesinin homotopi grubu olarak adlandinlan bir V kiimesi
icine (8" —— V) doniisiimlerin sinifi olarak bilinir. Topolojide [1,(V)
gruplann hesaplanmas igin gelistirilen iyi metotlar vardir. Sonug olarak her
bir elemana d-boyutlu ortamin kusurlarindan olugan bir simf karsilik gelir.
Bir homotopi grubunun, grup kurali kusurlann denklik kural ile baglantthidir.
Boylece, iig boyutlu bir ortamdaki nokta kusurlann simflandirmak igin [1(V)
‘vi, ¢izgi kusurlar igin [];(V) yi ve diizlem kusurlan igin [Jo(V) kiiresini
* bulmak yeterlidir. Topolojik konfigurasyonlar (texturesler) [1;(V) yardumyla
simflandirilir.

Kusurlarin topolojik simiflandinimasindaki en onemli nokta, V kiimesinin
bulunmasidir. Problem ¢oziimiiniin bu asamasinin sonunun fiziksel anlama
bagl algoritma ile yapilabilir. Bu kusurlarin topolojik simflandirilmasinin
uygulanabilirlik bélgesinin gokluunu izah eder. f(r) diizen parametresinin

herhangi bir parametresi biliniyor ise, V diizen parametre uzay: bulunabilir.



51

So sesnsla v So

@ (b) 7 ©

Sekil 3.5.  Ug-boyutlu ortamda kusurlan gevreleyen uzaylar.

(a) Nokta kusurlar i¢in

(b) Cizgi kusurlar igin

(c) Diizlemsel kusur igin.
Bununla birlikte, diizen parametre uzayim bulmak igin genel bir prosediir
gelistirilebilir. ilk olarak sistemin E;, enerjisinin ya da bagka uygun bir
termodinamik potansiyel sabit kaldig: tiim doniisiimleri igeren bir G grubu
bulunur. Daha sonra, elemanlan diizen parametresinin degigmedigi
doniigiimler olan bir H grubu belirlenir (H, diizen parametresinin izotropi
grubudur). Bu H ile G ‘nin faktdriizasyonu sonucu olarak G/H boliimii
bulunur. Bunun anlami, belirli bir sabit diizen parametresini o gekilde etkiler
ki; Epn ‘yi invaryant birakan f'nin tiim degerler kiimesi; yani V diizen
parametre uzayi belirlenir. Boylece

V=G/H (3.10)

yazilabilir. Tammlanan islemi asagida gosterecegiz. Ilk olarak miimkiin
kusurolarak yanlizca donme simetri elemanlan ve dislokasyonlara sahip

. sistemleri ele alacagz.

(1) Izotropik Ferromagnetik: G = SO(3) iig-boyutlu dénmelerin grubu,

~ H=U(1) bir-boyutlu donmelerin grubu olsun. Béylece

V =G/H =S0(3) /U(1) =S> (3.11)
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dir. Bir ferromagneigin izotropisinin anlamm, enerjisinin M magnetizasyon
vektoriiniin yoneliminden bagimsiz olmasidir. Bu durumda diizen parametre

uzay, iki boyutlu bir kiire ile ifade edilebilir.

(2) Nematik Sivt Kristal: Buradaki ortam iki boyutlu S? kiiresi iizerindeki zit
noktalarin 6zdes olmasi diginda yukandakine benzerdir; ¢iinkii yonlendiricinin
zit yonleri ayirt edilemez. Bu S nin bélim uzay: bunun Z, alt uzayma
bﬁliitunesiyle bulunabilir (burada Z, = {0,1} iki elemanl bir gruptur). RP?
izdiigiim diizlemi olarak elde edilen bir uzay elde edilir.

V = 8%z, =RP? (3.12)

(3) Ferromagnetik Kolay Diizlemi: Bu, diizen parametresinin belirli bir
diizlemde kalmasi gerektigini ve kolay magnetizasyonu olarak adlandirilan,
sistem igin enerjik olarak uygun bir diizlemdir. Bu durumda diizen parametre
uzay1 V = S' daire gevresidir. Aym diizen parametre uzay: siiper iletkenler ve

siiper akiskan ‘He ‘un karakteristigidir.

(4) Ferromagnetik Kolay Eksenleri: Magnetizasyon miimkiin iki yonelim ile
sabit bir eksen boyuncadir. Buradaki diizen parametre uzayi, iki izole

noktadan olusur V = S°.

T(3) 3-boyutlu 6klid uzayin 6teleme grubu olmak iizere, H = B iken, ortam
yanlizca G = T(3) ayrik 6teleme simetrisine sahiptir. Burada B ise Bravais
orgit vektorleri ile 6telenen 6rgiiniin alt grubu olmak iizere diizen parametre
uzayli,

V=T(@3)B (3.13)

seklindedir.

' (5) Ozdes b Periyotlu Bir-Boyutlu Kristal: G = T(1) bir-boyutlu bir yer
degismeler grubu ve H = By, b aralikli (mesafeli) donmeler kiimesi olmak

iizere diizen parametre uzayn,
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V=T()/B,=S! (3.14)

bir-boyutlu S, kiiresine denk olan, denk uglara sahip b uzunluklu bir

pargasidir.

(6) b, ve b, Periyotlara Sahip iki-Boyutlu Kristal : G = T(2), H =B,  iken

diizen parametre uzayi,

V=T1Q)/B, =T (3.15)

dir. Burada T? iki-boyutlu tordur. Yukanda dikkate alnan bazi diizen

parametre uzaylarin geometrik parametrizasyonu sekil 3.6 da verilmigtir.

SZ
st T

o N /\ //\

\ A [ o A\ A

S° ) =

w RP, / ) \_/
. y = i 4

a b c d

Sekil 3.6.  Diizen parametre uzay.

(a) Iki nokta sistemi (sifir-boyutlu kiire S°)

(b) Bir-boyutlu kiire S'

(c) Iki-boyutlu kiire, RP; projektif diizlem

(d) iki boyutlu tor T?
(7) Diizenli iig-boyutlu bir kristal igin G, 6klid uzaymin uygun doniigtimlerinin
(vansimalar ve inversler olmaksizin) bir grub olarak segilebilir. G = T(3) ®
SO(3) dir burada, ® direkt carpimi ifade eder. Benzer sekilde H, incelenen

kristali 6rgii yada 6rgii doniigiim grubunun bir D, donmeli nokta grup ile

direkt garpim formunda olan tiim uzay gruplarinin uygun bir alt grubu olarak
ifade edilebilir. Sonug olarak

V=T@3)®S0(3)/ B ® Dy (3.16)
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bulunur.

Ancak, denklem 3.16 iligkisi ile tanimlanan bir kiime diizen parametre uzay1
olarak kullanilirsa ihtilafli oldugunu belirtmeliyiz. Omegin, &teleme
simetrisine sahip bir kristalin homojen olmayan durumlannin tam bir
tammlanmasinn, diizen parametre uzayindaki gergek bir fiziksel uzaya
doéniigiim ile elde edilip edilemeyece@i agik degildir. Topolojik yaklagim
¢ergevesinde bir bagka soru, 6teleme ve dénmeye sahip bir kristalli orgiideki
kesme ve genislemelerin iligkisidir. Bu, bozulan oteleme simetrisine sahip
sistemlere genisletildiginde diizen parametre uzayinin ne olur? sorusu agikta

kalir.

Simdi kusurlann kararliligi ve simflandirilmasina imkan veren kusuru saran
veya c¢evreleyen (ambient) uzaydan diizen parametresi uzayma olan
doniisiimlerin simflandinimasinin nasil yapildigint inceleyelim. Omek olarak,
bir kolay diizlem ferromagnetikteki ¢izgi kusurlarini analiz edelim. Bu
durumda ambient uzay (kusur ¢izgisini orten § hatt1 ) bir S! kiiresidir. £= §'
ve bu durumdaki diizen parametre uzay1 da bir V = S' kiiredir. £ hattim, kolay
magnetizasyon diizleminde bulunacak sekilde segelim. Bu durumda miimkiin

bir kusur ¢izgisi bu diizleme dik olacaktir.

" Kusursuz diizgiin bir hal i¢in & hattin, doniigiimii V uzayindaki tek bir noktay1
temsil eder (Sekil 3.7.a). Bir kusur ortaya ¢iktif1 zaman kapal bir £ , konturu
(Sekil 3.7.b-d ) de £ konturunun bir doniigiimiidiir. Ancak bu ti¢ durumdaki
topolojik 6zellikler oldukga farkhidir. Sekil 3.7.b de gosterilen kusur igin &,
konturu, diizen parametre uzaymin i¢ kismundaki siirekli deformasyon
(homotopi) ile bir nokta igine biiziileblir. Sekil 3.7.c,d de gosterilen kusurlar
igin bu miimkiin degildir. Ayrica (&) konturu, diizen parametre uzaymi S' ‘in
etrafim iki kez kugatirken (dolanirken) daire gevresini bir kez dolanan bir

kontur igine bozmadan yada degistirmeden (dondiirmeyebilir) gevirmeyebilir.



55

Bu nedenle ortam kusurlant dogal olarak, & konturu V igine miimkiin

doniigiimlere kargilik gelen siiflara boliiniir.  Sifinnct sinifinda homojen bir
hal vardir, bu simfa dahil edilen kusurlar diizen parametresinin lokal olarak
yeniden diizenlenmesi ile diizgiin hale gegilebilir. Boyle kusurlar topolojik
kararsizdir. Birinci ve ikinci siiflarindaki kusurlar topolojik olarak kararhidir.
Bunlann homojen hale gegmesi, diizen parametresinin kusur ¢izgisinden keyfi

olarak biiyiik mesafelerdeki degisimi gerekli kilar.[9]

(b)

Sekil 3.7. Ferromagnetik kolay-diizleminde (V=S') ¢evreleyen uzaydan
diizen parametresi uzayma & kantor doniigiim omekleri. Ortam
durumlan
(a) Kusursuz ve diizgiin
(b) Topolojik kararl kusur
(c,d) 2n ve 4n kuvvetten topolojik kararli disklinasyonlar.
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3.3. Cizgi Kusurlarimin Simiflandiriimas:

Cizgi kusurlarinin siniflandirmasina iligkin 6zellikleri birkag 6rmek yardimiyla

agiklamaya galigalim.
3.3.1. Heisenberg Ferromagnetleri ve Ferromagnetik Malzemeler

izotropik (Heisenberg) bir ferromagnetin diizen parametre uzayr agikga iki
boyutlu bir S? kiiresi olup, esas grubu belirlidir. S? iizerindeki herhangi bir
ilmek, diizgiin bigimde sifira biizilebilir. Dolayisiyla bu tip diizenli

malzemelerde, disklinasyonlar topolojik kararli kusurlar degildir.

:
N

Sekil 3.8. Bir ferromagnette s =1 singiileri

Bunu anlami, topolojik kararsiz dislokasyonlarin  gozlenemeyecegi
anlagilmamalidir. Enerji agisindan kararhlik aym zamanda o6zel sir
sartlarinin varliina da bagli olup, bu durum topolojik kararlilik sartlarindan
daha onemli olabilir. Omegin spinlerin, uygulanan bir dig alan sonugu,
herhangi bir (silindirik) simetri eksenine radyal veya dik kalmaya zorlandigim
kabul edelim (Sekil 3.8.).. Enerjiyi minimize eden bu diizlemin, y mn diizgiin
sekilde sifira gitmesi durumunda bile, y nin biiyiikliigii ne olursa olsun bu
kusuru gevreleyen s6z konusu y Burgers halkasinin S? iizerinde ekvatoral bir L

ilmegine doniigtiigii bir kofigurasyondur. Ancak bu tekillik, spinlere gok
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_ uzaktaki radyal dogrultudan disklinasyon g¢izgisi komsulugunda yénelmeleri
saglayacak sekilde bir dsnme verilmesi ile gozden kaybolacaktir. Cizginin
topolojik kararhilifinin olmayigini gésteren bu “ligiincii boyuttaki kagis” ilk

kez aym tipteki kusurlar igin, nematiklerde tantmlanmustir.

Bilinen ferromagnetik durum, bir magnetik kristal izotropinin varlig ile
Heisenberg durmundan aynhir. Bu anizotropi, M miknatislanmasinin kolay
M; ve Mj;eksenlerinin birisi boyunca yoneldigi tamim bolgelerini (domen)
aymran diizlemsel Bloch duvarlarimin ortaya gikigim1 agiklamaktadir. Her iki
duvar da tekil (singiiler) degildir ve M nin dogrultusu, sol veya saga yonelmis
helis yoriingede diizgiin bigimde 1\71i den M i ye degisir. Sol ve saga
yonelmis duvar bélgeleri (Néel gizgileri olarak adlandirilan) ¢izgi kusurlan ile
birbirinden aynimug olup, bu ¢izgiler, yukanida s6zii edililen aym nedenden
otiirii herhangi bir tekillik igermezler. Ancak ¢ok karmasik bir yapiya sahip
olabilirler. Tekilligi evreleyen herhangi bir y devresi, S* kiiresi iizerinde sifira
homotop bir I" ilmegine doniigiir. Bu S kiiresi burada da uygun bir diizen
parametre uzay1 olarak kullanilabilir. Ancak tiim noktalarin enerji bakimindan

tamamen egdeger olmadif1 gercedi goz 6niinde tutulmahdar.

Cok ince numunelerde Bloch duvarlant Néel duvarlan ile yer degistirmigtir ve
M miknatislanmast, M; den M; ye saat yonii veya ters yonde déndﬁgﬁnde
numune diizlemi igerisinde kalir. Cizgi kusurlan farkli saat yénlerine sahip
bolgeleri birbirinden ayirir ve bunlar “Bloch” gizgileri olarak adlandirtlir.
Kusur ¢izgisi boyunca, iigiincii boyutta miknatislanmanin  “kagis
(uzaklagmas1)” yardimiyla tekillikten kurtarilabilirler.

3.3.2. Diizlemsel Nematikler ve X-Y Ferromagnetleri

Her iki omekte de diizen parametre uzayr bir S' dairesidir, ancak diizen

parametreleri aym degildir. (a) X-Y omeginde diizen parametresi diizlemsel
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bir M vektorii olup, M (0)= M (2n) olacak sekilde bir ¢ (0<d<2m) agst ile
tammlamr. (b) Nematik 6meginde ise diizlemsel bir n ydnlendiricisi olup, n
ile -n fiziksel bakimdan 6zdestir ve sadece 0<¢<n degisimi goz 6niine almak
yeterlidir. Dolayistyla X-Y durumunda V bir tam S' dairesi, nematik durumda
ise yanm bir P' dairesidir. Ancak n(0) = n(r) oldugundan iki ucun

belirlenmesi zorunludur ve P' topolojik olarak S' ‘e 6zdestir.

S=-1/2 ' S=+1/2

Sekil 3.9. Nematik ve X-Y ferromagnetiklerdeki s=t1 ve s=+1/2
dislokasyonlar.

Her iki durum i¢in de I'{(V) = Z yazabiliriz, ancak nokta disklinasyonlan

aym degildir. M veya n nin bir nokta kusuru gevreleyen y devresi boyunca ¢

dénme agilannin 27 ye oram geklinde bir s niceligi tannhlayacak olursa, X-Y

durumunda s, topolojik kararhh kusurlar igin sadece tam degerler alabilirken,
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nematik durumda yarim degerler alabilir. s ‘nin yan-tam degerler almasi, X-
Y ferromagnetin simetrisini, bir tekil nokta ile simirlannmg yari-tam deger
siddetindeki bir ¢izgi boyunca bozulmaya ugrayacaktir. Dolayisiyla X-Y
ferromagnetin nokta disklinasyon degismezi (invaryant1) olarak g6z ©niine
almamaz, Her iki tip kusuru niteleyen I1,(S') ve ITy(P"), s ‘yi koruyan gruplar
aras1 doniigiimlerde homomorfik olmakla birlikte izomorfik degillerdir (Sekil
3.9.).

Diizlemsel nematiklerdeki kusurlar ilk kez F.C. Frank tarafindan ortaya
atilmgtir.

3.3.3. 3D (3-Boyutlu ) Nematikler

Diizen parametre uzayi, yukanda séz edilen aym nedenlerden o6tiirii bir yan
kiredii; S? nin ¢ap dogrultusundaki iki zit noktasy, fi= -ii diizen
parametresinin aym degerine karsihik gelir ve projektif diizlem olarak -
~ adlandinlan P? nin aym noktast iizerine diigerler. Bu durum, séz konusu iki
manifoldun topolojik 6zelliklerinde 6nemli farkliliklar ortaya gikanr. [1,(S%)
trivial iken IT)(P?) = Z, dir ve burada Z,, {1}, {a} ve {é}2= {1} elemanlanna
sahip 2 mertebeli bir abelyen gruptur. Bu sonuglar, yan kiire fizerinde temel
islemler gerceklestirilerek kolayca elde edilebilir.

Ug-boyutlu bir nematigin disklinasyonlars, yukarida tamimlanan ‘“kagis
(escape) ” islemi yardimiyla dogrudan iki-boyutlu nematiklere baglanabilir.
Sekil 3.9. deki iki-boyutlu nematigin s-tamsay: disklinasyonlarina bu tip bir
islem uygulamirken, bunlar higbir ¢ekirdek tekilligi icermeyecek sekilde 3-
boyutlu nematigin s-tamsayt disklinasyonkarina déniigtiiriiliir. Bir s-tamsayi
igeren bu tip bir y ilmegi S? de 7' ilmegine doniisiir ve y', S? iizerindeki gap
dogrultusunda zit noktalarin belirlenmesi islemi ile bir I' = p(y') ilmegi
iizerinde izdiigiim yapar, p : S> = P2 Agik¢a bu I' lar IT,(P?) de {1} asikar

(tirivial) simfina aittirler. Tamsay1 kuvvetli tiim disklinasyonlar, 3-boyutlu bir
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nematikte topolojik olarak kararsizdir. Ancak, tam say1 olmayan
disklinasyonlar 3. boyutta kag1s olugturamazlar ve bunlan g¢evreleyen herhangi
bir y ilmegi, I1,(P%) de temsili bir {a} siifina dontisiir. Dolayistyla buradan,
ig-boyutlu bir nematikte tiim tamsayr olmayan disklinasyonlarin homotop
oldugu sonucuna ulagilmigir. Buna gore, herhangi bir tamsay1 olmayan
disklinasyondan bir diger tamsay1 olmayan disklinasyona diizgiin bir gegis
siireci s6z konusudur. s =1 den s = -1 ye olan diizgiin gegis Bouligand
tarafindan agiklanmigtir. s; ve s, kuvvetinden iki tamsayi olmayan g¢izginin
" homotop olarak belirlenebilme imkam, s; ve s, nin toplam veya farkimin bir
tamsay1 olmasi ile iligkilidir. Yani bu tip iki ¢izgi, ortaya g¢iktiklarinda

topolojik olarak kararsiz bir tamsay1 ¢izgisinin olugsmasina neden olurlar.

3.3.4. Cift Eksenli (Biaxial) Nematikler

Bunlar, ¢izgi kusurlannin abelyen olmayan bir grup ile karekterize edildigi
diizenli ortamlar i¢in standart bir teorik 6mektir. Bu tip simetri gosteren az
sayrda malzeme vardir, dolayisiyla bu kusurlar ve sahip olduklan &zellikler,
abelyen olmayan karekterleri nedeniyle deneysel bakimdan az anlagilmistir.
Bununla birlikte, tartigtlan 6zelliklerin bir anlamda yalin bir agiklamasina
imkan verdiklerinden g¢ift-eksenli nematikler, teorikgiler igin gézde ornekler
arasinda yer alirlar. Bunlann ¢izgi kusurlann sadece tek tip bir simetriyi,
dénmeyi (disklinasyonlara kars1 disklinasyonlar) bozulmaya ugratirlar ve ilgili
esas grup oldukga basit bir davranig gosterir. Ozdes ozellikler gosteren diger
deneysel durumlar (kati kristaller, kolesterikle, smektikler) deneysel olarak
¢ok daha iyi anlasilmig durumdadir. Bunlar daha az yalin durumlara kargihk
gelir; abelyen olmayan 6zellikleri gibi farkl tip ¢izgi kusurlar icerir ve bunlar
arasindaki etkilegsmeler ¢ok onceleri incelenmeye baslamigtir ancak bulunan

sonuglarin daha genel bir gergeveye oturtulmasi ihtiyaci duyulmamstir.
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Cift-eksenli nematikler, normal nematiklerin D_, silindirik simetrisini bozan

yerel bir F simetrisine sahiptir. Bu nedenle H = RYIF yazlabilir. Bilinen
birkag durumda F=D,, olup ve diizen parametre uzaymin birinci homotopi
grubu SU(2) de D, yiikselmesine karsilik gelir. Yani 8 elemanli Q béliim

(qaternion) grubu, Pauli matrisleri cinsinden,
Q=[{1}{-1} { io,}; {#Hioy }; {Hio,} ] (3.17)

seklindedir. Bu;ada,
{ tio, }* = {#Hio, }* = {Ho,}> = {-1} , {io}{io, }= {ic,} v.b.

dir. Q bes esleniklik sinifina sahiptir :
Co={1} Co={-1} Ci={zio,} C,={Ho,} C,= {Ho,}

Eger bir grupta o =y By bagintisim saglayan bir y elemam varsa, grubun o ve
B elemanlan aym eglenik simfina aittirler. Esas grubun esleniklik simflarinin

' fiziksel anlami kesim 3.3.5 de verilecektir. Once grubun geometrik temsilini

tartigalim. Bunun igin D,, simetrisinin ii¢ yerel ortagonal dogrultu, O, O,,

O, boyunca igli 1, mve i (1=-1, Mm=- ve fi=-fi) yonlendiricilerinin
simetrisi oldugunu belirtelim. Sadece iki yonlendiriciyi, 6megin 1 ve m vyi
tekil (singiiler) hale getiren, #i’yi tekil olmayan (non-singiiler) durumda

birakan kusurlar olugturmak miimkiindiir.

Omegin Sekil 3.10. da tek-eksenli bir nematikteki bir disklinasyona benzer
sekilde s= 1 siddetli bir disklinasyon gosterilmigtir. Bu boliim grubunun s,

= {i o,} elemam olarak géz oniine alinabilir. Bu kofigiirasyondan s= -1

siddetli bir kofigiirasyona, 1 ve f yonlendirici alanlarindan herhangi birinin
siirekli bigimde degistirilmesi ile gegilebilir. Ancak bu siire¢ i alam igin
siirekli degildir. Dolayistyla bu iki ¢izgi topolojik bakimdan 6zdes degildir ve
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ikincisini s;'= {- i oz} sinifina etki ettirebiliriz. Bunlar ortaya giktiklarninda

toplam tekilligin ortadan kalkacag agiktir.

Sekil 3.10. Cift (bixial) nematikte x-yonlendiricisi igin s =1 ; y-yonlendirici r
¢izgisi.

Diger taraftan s>, 1 ve m yonlendiricileri igin tekil olan, ancak i igin tekil

olmayan s = *1 siddetli bir ¢izgiyi temsil eder. Bu ise {ig yonlendirici igin

aym anda 3.boyutta kagis iglemi ile siirekli hale getirilemez; ancak (1,),

(i), (ii,1) yonlendirici giftlerinden herhangi birisinde siirekli gekilde tekil

hale getirilebilir. Dolayisiyla bunlann tiimii s? =s? =s ={~1} olacak sekilde

boliim grubunun {-1} simfina aittirler.

Yanm-tamsayr siddetli gizgiler, tek-eksenli nematik durumun tam tersine,
topolojik olarak kararh olduklarmdan, {1} = {-1}* grubun birim elemam
oldugu igin tamsayi siddetindeki ¢izgilerin kararli olmamasim bekleriz.
Dolayisiyla 4n agili bir disklinasyon (s = 2), 3.boyutta kagis islemi yapilabilir;
ancak 2r agih disklinasyon yapamaz. Bu o6zellik, Pauli matrislerinin ve 1

spinlerin iyi bilinen karekteristiklerini agiklamaktadur.
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3.3.5. Degismeli Olmayan Cizgi Kusurlarimn Bazi Genel Ozellikleri

3.3.5.1 Kusurlarin topolojik simflari, esas grubun eslenik simflan ile

karekterize edilir.

o ve B, IT;(V) nin iki elemani olsun; B'of formundaki diger elemanlar, Sekil
3.11. de gosterildigi gibi V iizerinde elde edilebilir. Sekil 3.11. de vs, 75, v’
ilmekleri diizenli ortamda ve bunlarin T’ w Ip, T ' déntisimleri V de goz
Oniine alinmigtir.  Sekil 3.11. de agikga gorilldiigii gibi [B] kusurunun “bir
tarafinda “ yer alan bir ilmek olan y,, [B] nn “diger tarafinda” yer alan v/,

ilmeginden farkli bir homotopi simfindandir. Bagka bir degisle, bir kusurun
bagka bir kusur etrafinda dolastig1 her seferinde bu durum, (a— BlapB; a'Ba)

nin her ikisinin de homotopi siniflarini1 degistirme etkisi gosterir.

a :

Sekil 3.11. [a] ¢izgi kusurunun iki farkli homotopi sinifi

Buna gore ¢ift eksenli nematik 6rmeginde, aym kusur s, veya s;' den herhangi

birisi ile temsil edilebilir. Ciinkii her ikisi de eslenik sinifina aittir. Bununla
birlikte, buradan aym C, eslenik simfina ait iki kusurun birbirinden bagimsiz

sekilde isimlendirilebilecegi anlami g¢itkariimamalidir. Ancak bu kusurlarn
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isimlerini, (bunlann uygun bigimde segilmis diger kusurlar etrafinda
dolastirarak), zit topolojik invaryantlara sahip olacak bigimde degistirmek
miimkiindiir ve sonugta, bu kusurlar birlestiklerinde birbirlerini yok

edeceklerdir.
3.3.5.2. Kusurlarn birlesimi

Esas grupta esl‘eniklik sinifina sahip kusurlara iliskin bu tanimlamanin bir
diger sonucu, C,, Cj eslenik smiflarina ait iki [a] ve [B] kusurunun
etkilesmesinin  C,Cp=3C; carpimlt eslenik smflanna ait bir kusur
verecegidir. Bu garpimin bir tek (unique) siniftan olugmasi gerekli degildir.
Dolayistyla [a] ve [B] nin birlesmesinin sonucu énceden bilinmez. Bu sonug,

[a] ve [B] min izledikleri yola baghdir.
3.3.5.3. Kesismenin (Crossing) Engellenmesi

Komutatif olmayan iki o ve B (apa’’'B #1) sinifina ait iki kusur, kesigmeye
engel olugturmaktadir. Bu durum Sekil 3.12. de agiklanmgtir. [o] kusurunun
[B] y1 kestikten sonraki konumu Bof™ homotopi smifi ile tanimlanir.
Dolayisiyla, kesismeden sonra [a] y1 [B] ile birlestiren a'BaB™ homotopi
smifina ait bir kusur bulunacaktir. Eger o ile B komutatif iseler topolojik
olarak kararli bu tip bir kusur s6z konusu olmaz. Katilarda (oteleme)
dislokasyon-larimin kesistikleri ve aynldiktan sonra geride yeni bir kusur
birakmadiklar bilinmektedir. Kesigmeye tek engel sadece topolojik degil,
aym zamanda (gekirdegin yeniden diizenlenmesi nedeniyle) enerjiktir.
Birlegtirici kusur, IT;(V) komutator alt grubuna aittir. Z, ile izomorfik olup

bunun tek (unique) asikar olmayan elemam {-1} dir. [10]
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Sekil 3.12. Komutatif olmayan iki ¢izgi kusurunun kesigmesine engel

3.3.6. Dislokasyonlar ve Disklinasyonlar

Normal katilarda disklinasyonlar mevcut degildir; bu tir kusurlann gizgi
gerilmeleri ¢ok biiyiiktiir. Ancak daha ziyade sivi kristallerde s6z konusu
kusura iligkin 6rmekler bulmay: bekleyebiliriz. Aym anda hem dislokasyon
hem de (nematiklerin tersine aym diizen parametresine sahip) disklinasyon
kusuru gosterebilen ii¢ tip siv1 kristal vardir. Bunlar, smektikler, hegzagonal
fazlar ve kolesteriklerdir. Smektikler tabakali ortamlardir ve bu nedenle 1D
| (tek boyutlu) katilar gibi davranirlar. Heksagonal fazlar ise siitunlu yapida
olup, dolayisiyla 2D kathlardir. Smektiklerde tabakalara normal dogrultu bir
yonlendirici rolii oynar (6rmegin SmA); hekzagonal fazlarda ise bu
yonlendirici rolii siitunlarin  tegetlerine aittir. Ugiincii  durum olan
.kolesterikierde ise kusurlar, ¢ift eksenli nematiklerdeki gibi quaterniyon grubu

(dortlii) ile simflandinlir. Bu 6rnegi siras ile inceleyelim.
3.3.6.1. Smektikler

Cizgi kusur grubu, Z,(0Z yan-direk ¢arpim olup, Z, disklinasyonlara
(nematiklerdeki ile aym Z,={1,0} grubu ) ve Z, normal boyunca ételeme
simetri grubu ile tammlanan dislokasyonlara karsihik gelir. p bir tamsay1
olmak iizere (a,p), IT}(SmA) nin bir elemam olsun. Buna gore asagidaki

birlesme kurali yazilabilir :
(o, p) (B, p) = (aB, pto(q) ) (3.18)
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burada

a(q) =q a =1 igin

a(q)=q o= aigin
Isaret degigmesi, +n kadar bir dénmenin otelemeleri ters g¢evirdigini
gostermektedir. (a, Z,  dedir). Dolayisiyla saf bir disklinasyona karsilik

gelen (a,0) kusur egleniklik sinifi g6z oniine alinabilir :

(1, p) (3, 0) (1, -p) = (a, 2p) (3.19)
(2, p) (2, 0) (3, p) = (a 2p)
denklemler, (a, o) ve (a, 2p) homotopi siniflarina ait kusurlarin ayn: esleniklik
smifinda bulunduklarim, dolayisiyla yukanda tartistlan anlamda &zdes
olduklarim s¢ylemektedir. (a,2p), (2, 0) m (1,p) dislokasyonu etrafinda bir
tam donmesi ile olusur. (a, 2p) yi tabakalarin normali boyunca p miktan
kadar yer degistirmis bir disklinasyonun homotopi siifi olarak goz 6niine

alabiliriz. = Bu yorumlama simdi gergeklestirilecek agiklama ile uyum

= ( |

Sekil 3.13. iki disklinasyon iizerine bir dislokasyon boliinmesi

igindedir.

Bir (a,0) disklinasyonu ile buna 1q mesafede paralel bagka bir (a,q)

disklinasyonu g6zoniine alalim. Sekil 3.13. de grafiksel olrak gosterildigi gibi
her iki disklinasyon, | q| Burgers vektoriine sahip bir dislokasyon olusturur ve

dolayisiyla
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(g, p) (8, 0)=(1, q) (3.20)
yazilabilir.

Dislokasyon ve disklinasyonlar arasindaki bu iliski daha ayrimtili bigimde
incelenmeye degerdir. $ekil 3.14. de ayni disklinasyon ilmegine ait,
dolayisiyla antiparalel yonlendiklerinde aym uzunluklara sahip iki dogrusal
yan disklinasyon ¢izgisi gosterilmistir. Yan disklinasyonlardan birisini n agist
kadar dondiirerek digeri ile aym dogrultuya, ancak AB kivrilma kenani (kink)
boyunca 1 q kadar yer degistirerek getiren toplam sekil, iki yan-sonsuz kadar
“kenar “ elemanina (gizgi boyunca) ve kivrilma gizgisi (AB) boyunca kiigiik
bir “ biikiilme” elemanina sahip iki yann dogru ile bir kivrilma kenarnindan
olusuyormus gibi disiiniilebilir. = Buradan, disklinasyonlarin biikiilme
kistmlarimn kendilerine bagh dislokasyonlar igerdikleri sonucu gikarilabilir.
Bu bize, nematiklerdeki egri disklinasyonlara iligkin tartigmalan

hatirlatmaktadr.

o4t 51‘

~Sekil 3.14. Dislokaslar ile disklinasyonlar arasindaki iligki

Simdi bir dislokasyonun bir disklinasyon etrafinda tamamen donmesini goz

Oniine alalim.

(a,9) (1, p) (& ) =(1, -p) (3.21)
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Bu islem dislokasyona isaret degistirecektir. Sekil 3.15. de gosterilmig olan bu
dénme iglemi, aym esleniklik smifina ait kusurlar arasindaki 6zdeslife en

sasirtict ornegi teskil eder.

Sekil 3.15. Bir dislokasyonun bir disklinasyon etrafinda tamamen dénmesi

Sonu¢ olarak, komiitatif alt grubu, (1,2p) ¢ift Burgers vektorlii
dislokasyonlardan olusur. Bunu kontrol etmek kolaydir. Omegin (1,p)

dislokasyonu ile (A, o) disklinasyonun kesigmesi
(1, p) (Aa 0) (la -p) (Aa 0) = (]9 -zp) (322)

" sonucunu verir. Bir biitiin olarak komute edebilen disklinasyonlar herhangi bir
engel olmadan kesigebilirler. Aym sey ayn olarak dislokasyonlar igin de
dogrudur. Ancak bu durum, ¢izgi kusurlarin biitiin takim igin gegerli degildir.

3.3.6.2. Siitunlu Fazlar

Cizgi kusur grubu D,0Z; yan-direkt ¢arpim olup, D, ¢ift eksenli nematik
diizen parametresine (Dg, simetisine) ve Z, siitunlara dik diizlemdeki
otelemelere karsihk gelir. Analiz yukanda oldugu gibi gergeklestirilebilir.
Deneysel olarak disklinasyon g¢izgileri enerjiye bagli nedenlerden otiirii diiz
dogrular seklinde ortaya ¢ikmaktadir. Cizgi lizerinde olusan herhangi bir
bozulma, sekil 3.14. de oldugu gibi bir kivrilma kenan seklinde gozlenir.
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Dislokasyon burgers vektorleri disklinasyon gizgisine ve biikiilme kenarina
diktir. Bagka bir degisle biikiilme kenari, sutiinlara dik diizlem igerisinde

oteleme simetri dogrultusuna dik bir dogrultuda yer alir.
3.3.6.3. Kolesterik Fazlar

Helistik sarmal olmas: disinda yerel diizen parametresi fi, X ve T=fAY
yonlediriciler sahip bir trihedron olup bu yoénlendiriciler sirasiyla, molekiiler
dogrultu, chiral (giral) eksen ve bunlanin T vektérel ¢arpimlan boyunca
yonelmislerdir. Bu yukanda incelenmis olan Dy, gift-eksenli nematik yapiya
benzer ve I1;(kolesterik) = Q dur. Bunun iizerinde, helis yapinin olugturdugu,
adim genigliginin yanisina esit, p/2 kadar bir peryodiklik vardir. Daha sonra
goriilecegi gibi bunun, kusurlanin smiflandinlmasi iizerinde higbir etkisi
yoktur. i ve T disklinasyon ¢izgileri, ¢ift-eksenli nematiklerdeki s, ve sy
gizgilerine benzer. ¥ ¢izgileri (bunlara s, diyelim) dikkat gekici 6zellige
sahiptirler.  Tamm geregi bunlar, % ekseni boyunca 2-kath doénme
simetrilerini bozarlar, ancak % ekseni bir o6teleme simetri dogrultusu
oldugundan ¥ ¢izgileri aym1 zamanda temel bir Burgers vektorii igin b=p/2 ~
ozdesligi veya egdeger sekilde nb ~ (+s,)" ozdesligi ile oteleme simetrisini de
bozarlar. Dolayisiyla, n ’nin 4 ¢arpam olmast durumunda dislokasyonlar
topolojik olarak kararh degildirler. (%s,)*= {1} ve n ‘nin diger tiim degerleri
igin {-1} e ozdestirler. Topolojik bakimindan kararhilifi, dislokasyonnun
sekline ve ortamin elastiklik (esneklik) sabitlerine baghdir. Diger taraftan
rolatif enerji kararlihig, yani farkl: s,, s,, s, ¢izgilerinin sikhigy, ii¢ adet y, i
ve 7T yonlendiricinin hepsi aym fiziksel gergeklige sahip olmadigimn géz
" 6niine alinmas: ile incelenebilir. % ve T sanal yonlendiricilerdir, i ise
fiziksel olarak molekiiliin uzun dogrultusuna kargilik gelir. Dolayisiyla s,
cizgileri (n ‘nin tekil olmadig ¢gizgiler) tercih edilir. Bir dislokasyon,
sxSy=8,~b ,s:={1}~2b vb. (3.23)
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semasmna uygun bigcimde iki disklinasyona aynistinlabileceginden, gozlenen

ayrilmalar gogunlukla bir s, gizgisi veya daha fazla sayida ¢izgi igerir.

lzotropik fazda bityilyen kolesterik damlaciklaninda {-1} ¢izgileri ve {-1}
kararli gizgileri gozlenmistir. Bunlarin ortaya ¢ikmasi sisr sartlan ile
miidahale sonucu gergeklestirilmistir. Bu kiire {izerindeki yonlendirici bir
alanin toplam indisinin, kiirenin Euler sayisi olan 2 ‘ye esit oldugu iyi
bilinmektedir. Bu aym zamanda, gekirdek igerisinde bulunmasi gereken ve
sinirda ortaya gikan tekilliklerin toplamu s siddetindedir. Eger toplam siddet,
sinirda tek bir nokta iizerinde yogunlagmug ise, bu tekil bir {1} gizgisinin
ortaya ¢ikigina karsitlik gelir ve bu gizgi, her ne kadar topolojik bakimdan
kararsiz olsa da smr sartlan nedeniyle iigiincii boyuta kagamayacaktir.
Genelde bu tekil ¢izgi helis adiminin uzunlugu boyunca varhigim siirdiiriir ve

daha sonra, iizerinde ¢izginin sona erdigi bir monopole déniisiir.
3.3.7. ilmeklerin Simflandiriimasina iliskin Uyanlar

Michel, homotopinin oldukga kaba bir simiflandirma oldugunu ve
¢ : Xget —> G/H doniistimiiniin degisik engellemeleri kargiladigi, bir ¢ok
durumda bu smuflandirmanin daha hassas hale getirilmesi gerektigini ifade
etmistir. Bu aragtirmaci I'Ty(V) de katsayilara sahip Xg4.¢ kohomotopi siniflarin
kullanimini ortaya atmistir.

Burada ise ilmeklerin, ilmegin gevrerledigi (simrladiga ) Y. yiizeyine iligkin bir
takim topolojik ozellikler yardimiyla siniflandirdigs farkls bir bakis agis1 goz
Oniine almacaktir. Volterra gergevesinde herhangi bir Y yiizeyi, Volterra
islemi gerceklesmeden ¢nce miikemmel kristale yerlestirilmis kesme
ylizeyinin deforme olmus goriintiisii olarak diisiinebiliriz. Ilmegin siirladig
herhangi bir 3 yiizeyinin, kusur g¢izgisini gevreleyen y Burgers devresinin M
orijinlerin olusturdugu hat olarak segildigini kabul edelim. Bu Burgers

devrelerinin termodinamik grubunu G de yiikseltme (lift) islemine tabi
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tutalim. Biitiin olarak {y} siirekli kiimesi, G iizerinde {I"} Burgers devrelerinin
olusturdugu siirekli bir kilme kargilik gelir ve bunlarin {h} ug noktalar1 iki
boyutlu (2D) bir o manifoldu tanimlar.

M, da 6zel bir y, devresi segelim. Bunun G deki goriintiisii 0eG  birim
elemanindan baglayan ve bir hyeH, elemaminda sona eren bir yol olup,
buradaki Ho, M daki kiigiik grup ( kristalin simetri grubu) dur. Diger tiim ug
noktalar ise Bir o ciimlesini olustururlar ve G de ghyg' seklinde tanimlanan
eleman iizerindedirler; burada g, G ye ait olup H, 'a ait degildir. Bu eslenik
smifi ile tammlanan manifoldu N ile gosterelim. Dolayisiyla Y, mn N deki
goriintiisiiniin homotopi simfi ile ilgilenmekteyiz. Ashnda ghog' ile ghy
arasinda bire bir karsilik vardir. N, G/ H= Usgihy koset uzayina izomorfiktir.
i

W

Sekil 3.15. Yok olmias: tekil bir nokta olugturan s =1 ilmegi

Eger o kapali bir manifold ise, ilgili nicelik I, (V) dir. Nematik durumda,
V=P I,=~Z olacagindan topolojik olarak farkh sonsuz tip 3. mevcuttur.
Ancak bu tip muhtemelen kompleks ¢izgiler igeren kusurlann gézlendigi

herhangi bir fiziksel durumla heniiz karsilagilmamistir.

Eger o kapah degilse, herbiri I1,(V) nin bir elemanina karsilik gelen gok
sayida olasiik s6z konusudur. Nematik durumda IT,(P%) = Z, dir ve iki

olasilik vardir ;
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i) Eger o bir nokta ile homotop ise, Y. min sadece tek bir hy simetri elemam
tagidig1 sdylenebilir. Bu durum klasik Volterra siirecidir ve Friedel ile Gennes
tarafindan incelenmistir. S6z konusu durumda ayrica Frank 'mn kenar ¢izgileri
de igin igine girer. Dolaysiyla >, miikkemmel ortamda Volterra siireci

tamamlanmadan once gizilen olasi bir kesme yiizeyinin gergek goriintiisiidiir.

ii) o bir ¢izgi ile homotop ise Volterra siireci géz oniine alinamaz. Bu, gekil
3.16. daki durumdur. Katlanma sonucu disklinasyon ¢izgisi tekil bir nokta

haline doniigiir. Ancak (i) durumunda katlanma biitiinciildiir.
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3.4. ikinci Homotopi Grubu IT,(V)

I1(V) grubu diger biitiin [1,(V) (n>1) gruplan gibi abelyen bir gruptur. i1k
once ferromagnetler ve tek-eksenli nematiklerdeki tekil noktalan

(monopoller), daha sonra smektiklerdeki tekil noktalar inceleyecegiz.

Cift-eksenli nematikler ve kolesteriklerde, bunlarin ikinci homotopi gruplarn
" trivial oldugundan topolojik kararli higbir nokta mevcut degildir; ancak daha
once de goriildiigii gibi, tekil bir sicime (string) bagh monopoller bulunabilir.
Bunlarin topolojik karakteri iiglincii-boyuta kagmalarina imkan saglayacaktir.

Diger miimkiin durum, {1} siciminin
{1} = s:8y8, (3.24)

modeline uygun bigimde bir veya daha gok sayida topolojik olarak kararl
disklinasyona béliinebilmesidir. Monopollere bagh sicimler ile yiiksek enerjili

pargacik fiziginde sikga kargilagiimaktadr.

Tiim pratik amaglar igin, iizerinde homotopi siiflarmin yer aldig1 taban
noktalant gozardi edelilebilir. Homotopi sumflan sadece I, iizerinde IT,
yﬁrﬁngesine kadar tamimlamir. n=1 durumunda bu tammlama, zaten
kullanilmakta olan esleniklik simiflarim verecektir. Diger durumlarda
I1; > Aut Il, isleminin; yani n 'inci homotopi grubunun otomorfizm
grubunun g6z oniine alinmasi zorunludur. n=2 igin bu iglemin ilging sonuglar

vardir.
3.4.1. Ferromagnetler

Ikinci homotopi grubu Z olup, nokta kusurlann n, -n zit yiik giftleri ile
tammlanir. Bu yiik ise, S homotop Burgers devresi iizerinde bir tamsayi

yardimiyla hesaplanabilir. Ayn1 hesaplanma nematikler igin de s6z konusudur.
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3.4.2. Tek-Eksenli Nematikler

Nematiklerde nokta kusurlarin konfigiirasyonlan, ferromagnetlerdeki ile
aymdir. Bir ferromagnet nokta kusurda oklarin kaldirilmast sonucu nematik
bir monopol elde edililecedi; ancak tersine bir nematik monopoliin, z1t yiiklii
iki ferromagnetik nokta kusur verecek sekilde iki farkli bigimde
yonelebilecegi agiktir. Bu onemli 6zellik, IT, iizerinde IT; in uygulanmasinin
olusturacag etki izlenerek anlagilabilir. Bir monopoliin {a} siifi bir ¢izgi
kusur etrafinda dolagtigin1 gz oniine alalim ve yonlendiricilerin uygun ancak
keyfi bir bigimde yonlendiklerini kabul edelim (bu, tek kusur olarak monopol
iceren tiim bolgeler ig¢in miimkiindiir). Kusur tarafinda dolagma
tammlandigindan yonlendiricilerin isaret degistirecegi agiktir ve bunun bir
sonucu olarak aynt kusur, duruma gore n veya -n ile temsil edilebilir. ki
monopoliin uygun bigimde isimlendirilmesi gerekir. Dolayisiyla her ne kadar
herhangi bir anda aym cisimler olsalar da =zt isaretli iken birbirlerini yok
edecek,ancak aynt igaretli iken "daha biiyiik" bir monopol olusturacak sekilde

birleseceklerdir.
3.4.3. SmA Fazlan

Her ne kadar monopoller aym grupta siniflandinliyorsa ve bu monopollerin
bozulmaya ugrattiklarn diizen parametresi benzer gekilde yo6nlendirici
kisimdan oluguyorsa da (kristaller [T, ~ 1 grubuna sahiptir), yonlendirici
alamin bir yiizeye dik her noktada integrallenebilmesi gerektiginden,
nematiklerde kargilagilan tiim geometrilerin smektiklerde de go6zlenmesi
miimkiin degildir. Bu imkansizlik n yiikiiniin herhangi bir degeri igin s6z
konusudur. Esmerkezli kiiresel tabakalar n = +1 monopolleri olugtururlar.
Bunlara karsilik gelen antimonopoller integre edilemezler ve biri dairesel,
digeri bu dairenin ekseni boyunca yonelmis iki disklinasyona aynigirlar. Bu tip

geometri oldukga sik gézlenmektedir. Tabakalar, dairesel ilmek etrafinda



75

paralel yanm-tor geklinde katlamirlar ve eksen tizerinde birlesirler. Bu torik
geometri, yaklasik 100 yil 6nce ilk kez G. Friedel ve F. Grodjcan tarafindan
agtklanan ve “fokal konik bolgeler” olarak bilinen 6zel bir yapidir. Bu fokal
konikler, ger¢ekte yogun madde fiziginde kargilagilan ilk kusurlardir.

"Ha=(R>Z)1D,,, dan H=(R>xZ)I1C,, ‘a SmA-SmC gegisi, [1,(SmA)=Z 1Z,

nin I1)(SmC)~Z(Z, ye doniigiimiine ve topolojik bakimindan kararh
monopollerin (I1)(SmC)=1) ortadan kaybolmasina uyum saglamak zorunda
olan yeni kusur ve “yan-kusurlan” beraberinde getirir. Sonugta SmA
fazindan zaten mevcut olan monopoller “sicim (string)” olarak isimlendirilen
kusurlar kazanir; bu ikinci mertebeden faz gegisi deneysel olarak genis sekilde

incelenmektedir.
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3.5. Konfigiirasyonlar (Texture) ve Solitonlar

Bunlar, 3D konfigiirasyonlar i¢in I13(V) ile soliton duvarlan igin I1,(V) ile ve
soliton gizgileri igin I'l;(V) ile tammlanirlar. Finkelstein‘in oncii galismalarinmm
ardindan gerek kozmolojistler gerekse pargacik fizikgileri tarafindan yogun
bigimde incelendiklerinden burada fazla iizerinde durulmayacaktir. Ancak, bu
yapilarin, yogun madde fiziginde tiim diizenli ortamlarda bulunmas: gerektigi
ongoriildiigii hale varliklarini ifade eden ender galigmanin mevcut olmast ilgi
. ¢ekicidir. Bunun en az iki nedeni vardir. Sivi benzeri sistemlerde bu tip
konfigiirasyonlar zayiflayarak sonme egilimi gosteririler. Nematik durumda,
elastikligin izotropik olmasi halinde s6z konusu &zellikle tamdir; katilarda
veya kismi 6teleme mezomorfik fazlarda ise bir konfigiirasyon tarafindan
taginan bir deformasyon ¢6klid uzayma diffeomorf degildir. Dolayisiyla
herhangi bir konfigiirasyon, kendisine biiyiik bir enerji saglayacak dislokasyon
yogunluklarini beraberinde tagir.

Konfigiirasyon kavrammmn ¢ok kullamigh oldugu bir durum g6z oniine
alacaiz. Kolesteriklerde, fi yonlendiricisi iizerindeki tekillikleri ortadan
kaldiracak bir geometrik yap1 tercih edilir. Dolayisiyla bir konfigiirasyon
yonlendirici alam siirekli bir bigimde belli dogrul-tuyu gostereceginden,
H3(P2)zZ veya I13(S*)~Z ile tamimlanan konfigiirasyonlar ile ilgilidir. Bu
kolesterik alanlarin yapisi, fi ‘min sinirda sabit bir deger alacagim ortaya
koymaktadir. S*—»S? doniisiimii Hopf doniisiimleri olarak adlandinhr ve bu
déniigiimlerin her birisi igin diizenli ortamda (veya S’ te) yonlendiricinin sabit
bir deger aldigs egrilerin baglantt sayilanmin  bir 6lgiisii  olarak

degerlendirilebilecek bir neZ Hopf indisi tammlanir.
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3.6. Diizenli Bir Ortamn Yiizeyi Uzerindeki Topolojik Kusurlar

Siir  bolgelerindeki kusurlarin, yari-kusurlarin  veya incelenen ortamin
boyutuna bagh kusurlarin  siniflandirilmasi gibi tam homotopi dizisinin
kullaniminin gok yarar sagladigt bir ¢ok durum soz konusudur. Soézii edilen,
incelenen ortamin boyutuna bagh kusurlar ile, siiper akigkan He fazlarinda

sik¢a kargilagilmaktadir. Tiim bu durumlardan biri digeri igerisinde yer alan iki

diizen parametre uzayi, 6rnegin V ile vV tammlanmalidir (V € V). Homotopi
kavrami, rélatif (goéreli) homotopiyi de igerecek sekilde genisletilmelidir.

Burada tartigmay1, sinirlardaki kusurlar gercevesinde tutacagiz. Sonugta Xy

hacimli bir madde ve dXgys sinir olarak tanimlanir. dXy 'in homojen oldugu

dolayisiyla 6zel bir Vv diizen parametre uzaymin bunun iizerinde

tanimlanabilecegini kabul edecegiz.

Ornek olarak, bir numune (madde) sinirindaki nokta tekilliklerini tammlamaya
¢alisgalim. Bu tip tekillikler, madde igerisindeki sinirla kesisen ¢izgi kusurlari
veya sinira yerlesmis nokta kusurlart olabilecegi gibi madde ile dogrudan
iligkisi veya madde igerisinde siirekliligi bulunmayan sinirin 6zel diizen

parametresi de olabilir. Bir kural olarak bu tekillikler ya tamamiyle sinira
yerlesmis ve siir iizerindeki diizenin herhangi bir temsili V manifodu ile
gosterilen bir y Burgers ilmegi ile veya ylizey kusurunun, v, = dZ;, sinir

yiizey iizerinde bulunan yari-kiirsel bir I, Burgers devresi ile ortiilmesi sonucu

temsil edilirler. Bu son durumlarda X, homotopi sinifini tanimlayan doniisiim

icin Vile V nin birlikte goz oniine alinmast gerekecektir.

Smnir sartlan, diizen parametresinin serbestlik derecesine kisitlandigindan, v
genellikle V nin bir alt manifoldudur; dolayisiyla daha 6nce sinir bolgesine ait

olan herhangi bir vy gizgisinin madde igersinde diizgiin bigimde gegisinden

kaynaklanan, Hl(\"/)—>H|(V) seklinde bir homomorfizm bulunmalidir.
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kaynaklanan, IT,(V)-IT;(V) seklinde bir homomorfizm bulunmahdir.
Burada "diizgiin" den kasit I' mn "iyi kristal" igerisinde bulunmas: ve iyi

kristale aktarilmig olmasidir. Eger meydana gelen homomorfizm siirecinde
{a} aym anda IT(V) nin ve IT;(V ) nin bir elemam ise, buna karsilik gelen
yiizey tekillik noktasi agik sekilde, 9Xger in 6zel nokta tekillikleri {b}eIT,(V)
elemanlan ile temsil edilirler ve bunlar, y min diizgiin bigimde hacimsel

maddeye aktarilmas1 ile I1,(V) de stfira gider. Goz oniine alinan bu siireg vV

nin i; elemaninin V ye dahil edilmesi islemidir. {b} elemanlar,

i T (V) - (V) (3.25)
homomorfizmin ¢ekirdegindedir.

Diger yiizey nokta tekillikleri, Xq4r 'e yerlestirildiklerinde siirekliliklerini
koruyan hacimsel nokta tekilliklerinden kaynaklanir. Bunlar, y, V iizerinde
temsil edilmek iizere ve V nin tiim noktalar1 V igerisinde tanimlanmak iizere,
V de gizilen X, yari-kiirelerinin homotopi siniflari ile karakterize edilirler. Bu

islem bir "rolatif homotopi grubu", IT,(V, V) tammlar ve bu da V modulo v
deki kiirelerin ait oldugu homotopi siniftart grubudur. Bu durumda,

= II(V )= TI(V) > TI(V, V) > I} (V) > [L(V) >... (3.26)

seklinde bir tipatip dizi homotopi dizisi yazlabilir. Bu dizide, i ve j
doniigimleri zaten tammlanmigtir. 0 ise X, nin goz Oniine alinmasi
. durumunda, sadece malzeme yiizeyindeki 0%, =y, smninm igeren bir iglemdir.
Bu iglem ise,

Im(8,) = ker(iy)

seklinde bir grup homomorfizmi olusturur.
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Ozetlenecek olursa, tam dizinin ozellikleri kullanarak sinirdaki nokta

kusurlarin agagidaki siiflara ait oldugu séylenebilir:

(a) Cizgilerin sinirla kesigmesine karsilik gelen yiizey noktalan im(i;) dedir.
ligilenilen bir gok durumda Im(i;) = I';(V) dir. Omegin normal bir kristalde,
sinin1 iz birakmadan kesen higbir dislokasyon yoktur.

(b) Sinira 6zgii ve hacim igerisinden gelen nokta kusurlan, iki tip kusur da

[I(V,V) 'ye aittir ve ker(i;) ile [T,(V) /Im(j;) faktér grubunun (hacimsel
bolgeden gelen singiiler noktalar ) genellikle dogrudan olmayan garpimina
egittir.

Bu, herhangi bir boyuttaki yiizey kusurlarina genellestirilebilir. Kavramlarin

uygulanisina bir 6rnek olarak quasi-kristalleri goz 6niine alacagz.
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3.7. Quasi-Kristallerde Kusurlar

Bu ve daha sonraki boliim, kusurlarin topolojik teorisinde iki 6zel konu olan
quasi-kristaller ile engellenmig (frustrated) ortamlarla ilgilidir. Quasi-
kristallerin tammlanmas:1 oldukga yiitksek boyutlu, d>3 bir kristalografi
gerektirir.  Engellenmis ortamlardaki kusurlar, sabit egrilife sahip bir
uzaydaki bir kristale aitmig gibi diigiiniilebilir. Burada s6z konusu iki durum

sadece genel hatlanyla ele alinacaktir.
3.7.1. Quasi-Kristalin Kristalografik Tammm

Dénme simetrileri oklidyen olmadigindan quasi-kristaller periyodik degildir.
Son zamanlarda kesfedilen oktagonal ve dodecagonal tiirii “izinsiz (yasak )”
simetriler yanminda, dogada decagonal (diizenli penthegonlan diizlemi tam
doldurmadigindan 6klidyen degillerdir) ve icosahedral (diizenli icosahedralan
uzay1 tam doldurmadigindan 6klidyen degillerdir) tiirii quasi-kristaller de

bilinmektedir

Bravais quasi 6rgii uzaymnin en az iki tip poligon (2D de ) veya polihedron
(3D) ile kaplanmasinin bir sonucudur ve “kesme-izdiigiim olma (cut-and-
project)” yontemi ile elde edilebilir. Bunun igin énce d>3 boyutlu bir
hiperkiibik kristal g6z oniine alimr. Bu kristal, fiziksel uzay olarak
nitelendirilen d,-boyutlu bir P, hiperdiizlemi boyunca kesilir ve bunun
iizerine P, ye paralel olacak gekilde, kiibik hiperhiicrenin kesitine esit bir S
“dilimine (strip)” ait hiper Orgiiniin alt ciimlesinin izdiigimii ahmr. Bu
yontem, d=5 durumunda (d,=2; d,=3), iki tip rombohedralden olugan ve *
Penrose ” olarak adlandirilan bir bir kaplama, d = 6 durumunda (d,~=d,=3), iki

tip rombohedralden olusan bir ikosahedral kaplama ve d = 4 durumunda,

(d,=d,;=2) oktagonal bir kaplama verir.
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Elbette yukarnidaki islem, P, kesme diizleminin yeteri derecede yonlendirilmig
olmast durumunda diiz simetrileri verecektir. Ancak bu durumda bile quasi
lﬁrgiinﬁn biitiin olarak simetrisini degistirmeksizin, kendisine paralel yer
degistirilebilecegi ( P,,S) ¢iftinin konumuna bagh olarak, Bravais quasi orgii
tammda da bir miktar keyfilik s6z konusudur. Quasi 6rgiiyii tanimlamanin
daha genel bir yolu, hiperkiibik oOrgiiniin her bir kogeye (vertex) bitisik
“atomik” bir X yiizeyi ile oriilmiis oldugunun kabul edilmesidir. ¥ yiizeyinin
giris bolgesi A, olarak adlandirilan, P, iizerindeki birim hiperhiicrenin
izdiigiimiine egit alinmasi ile “kesme-izdiigiim” yonteminde Bravais Orgiisii
elde edilir. Birlesme kogesi segilen yiizey dilimi iizerinde bulunan her %, P,
‘vi R kosesinin tam M izdiigiimiinde keser. Dolayistyla her iki siireg
birbirine 6zdegtir. Ancak ikinci siiregte quasi-kristal, d-boyutlu bir kristalin
d; -boyulu smin olarak tanimlanir. Sonugta kullamlacak olan bu
tMmadn.

3.7.2. Quasi-Kristalin Diizen Parametre Uzay:

Bir quasi-kristalin bir simr geklinde tamimlanmasi, iki diizen parametre

uzayunn kullammim gerektirir.

() Burada kristalin V diizen parametre uzayi, hiperkiibik bir orgiidiir.
Dolayistyla V=T? dir. Bu tarigmada, otelemeleri tammlayan diizen
parametresi g6z Oniine alinacak, ancak daha biiyiik enerjiye sahip olup bu
nedenle daha az kargilasilan kusurlarin olugturdugu doénme siiregleri igin igine
katilmayacaktir.

(ii) P, sinirinin uymak zorunda oldugu simrlan tamimlayan V diizen parametre
uzay1; yukarida da goriildiigii gibi quasi 6rgiiniin farkli mikkemmel durumlar
(fazlar olarak adlandinlir) P, ‘min farkli paralel konumlarina karsihk gelir ve

P, yi sadece tek bir noktada kesen P, nin, P, iizerinde d-boyutlu bir I
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hiperkiibiiniin izdiigiimii ile elde edilen A, girig bélgesine sekil ve biiyiikliik
olarak esit bir I' bolgesi iizerinde degistirilmesi ile esdeger olmayan tiim
fazlar elde edilebilir. Bununla birlikte, 1' de sonsuz sayida fazla nokta, quasi
orgii igin aymi fazi verecektir. Gergekte I' iizerinde segilen yiizeye ait bir
hiperorgii vektériiniin izdiigiimii ile birbirine bagh olan tim M noktalar I
kadar ayrilacaktir. Bir kristal simnna 6zgii kusurlar rolatif IT,(V, \~') homotopi
gruplan ile smiflandinlirlar (burada \~/, V nin bir alt manifoldudur). Bu

gruplar V igerisinde V tiim noktalarinin belirlenmesi ile olusturulurlar. V nin

diizen parametresinin bir degeri ile ' igerisindeki bir nokta arasinda
(biunivocal) doniisiim O6zeliklerine sahip bir diizen parametre uzay: olup

olmamasi fazla 6nemli degildir.

V belirlenmis karsit yiizeylere (yani d-boyutlu bir tor) sahip d-boyutlu bir I
hiperkiipiidiir. V ise I' nin kenar ve yiizeyleri arasinda 1* hiperkiipiiniin
Ozelliklerinden tiiretilen birtakim belirgin karakteristikler ile I nin P, deki
I'izdiigiimii yardimuyla elde edilir. 1' in 1* de (I° nin kenar ve yiizeyleri
boyunca 81' siirlarina sahip ve ayrica 81' iizerinde izdilsiim yapacak sekilde)
tekrar yiikseltilmesi (lift), 1' in tamamen 1° igerisinde yer aldigim agik¢a
ortaya koymaktadir. Aynca I' deki tammlamalar aym zamanda 1Y deki

tammlamalardir. Dolayisiyla v , V igerisinde yer alir; rélatif homotopi

gruplarinin olusturulma gartlan yerine getirilmistir. \ oktagonal durumda
(dy = di = 2) ¢ok basit bir sekil alir; 1' diizenli bir oktagondur (4-boyutlu

kiipiin izdiigimii). Kargit kenarlanin tanimlanmastyla v, iki delikli (bietzel)

bir tor bigiminde elde edilir.
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3.7.3. Yiiksek-Boyutlu Uzayda Dislokasyonlar ve Bunlarm P, ile

Kesismesi

Bu tip dislokasyonlar topolojik tammlamada I1,(T%~Z! ile Volterra
tammlamasinda ise d-boyutlu bir b Burgers vektorii ile smmflandinlir.
Hipergizgi kusuru L4, hiperorgiide (d-2)-boyutludur; ancak bunun P, ile
kesigmesi (d;-2) boyutludur. Yani d,=3 igin (ikosahedral durum ) bir ¢izgi ve
d,=2 igin (decdgonal, oktagonal ve dodecagonal durumlari) beklenecegi gibi
bir noktadir. Simetri nedeniyle L4 hipergizgisinin, P, ile quasi-kristaldeki
(dy-2) -boyutlu bir L ¢izgisinin kartezyen garpimi oldugu goriilebilir :
Ls=LxPy (3.27)

Quasi-kristalde, hiperkusurun kesigmesi ile olusan bozulmalar (toplam
deformasyon alanin “fonon” bilegeni olarak adlandirilan ve) gizgiye olan ters
uzaklikla azalan Burgers vektoriiniin b, paralel bileseniyle orantili bir yer
degistirme alam ile konum ve uzakhkla degisimi heniiz tam olarak
anlagiimams olan ve Burgers vektoriiniin b, dik bilegeni ile orantili, dagilmisg
* yerel kimyasal degisimler ciimlesine karsilik gelen bir “fazon (Phason)”

bileseni igerir.
3.7.4. Disveksiyonlar

Bu terimden kasit, yukarida agiklandigi gibi I1y(V, \7) ile simflandinlan,
quasi-kristallere 6zgii ¢izgi kusurlanidir. Sonsuz tam dizinin,
I1,(V) =~ I1,(TY ~1  (herhangi bir n >2 igin ) (3.28)
olmasi nedeniyle,
,(V, V)~ I, (V) n>2 (3.29)

seklinde bir seri izomorfizme ayngacagy agiktir. n = 2 vaya daha kiigiik
degerler igin,
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15 LV, V) > (V) > (V) > IL(V, V) > 1 (3.30)

sonlu dizisi elde edilir.

. Bu dizinin ilk iki doniigiimiine (homomorfizme) bakilacak olursa, I, (V, \Nl)
nin kendisi de V nin evrensel rtiisiiniin otomorfizm grubu olan Hl(\Nf) nin

degismez bir alt grubu oldugu goriilir. Oktagonal durumda (d=d,=d,=2), \

iki delikli bir tor ‘dur. Bunun evrensel ortiisii, diizenli oktagonlarla kapl

‘hiperbolik H, diizlemidir. [I,(\~/ ), H; hiperbolik diizlemin 6teleme grubunun
kesikli (siirekli olmayan) bir alt grubudur ve bir oktagonu digeri iizerine tasr.
Oktagonlarla kaplanmus H, diizlemi bir egrisel uzayda Schlafli notasyonunda
{8,8} ile gosterilen miitkemmel bir Bravais érgiisii seklinde diigiiniiliir. Bunun
anlami, p=8, q=8 dir ve her tepe noktasinda (vertexte) gakisan q tane p-yiizlii
vardir. Hiperbolik diizlemdeki 6telemeler degigmeli (komiitatif ) degildir ve

Cartan ‘in transveksiyon ile adlandinlurlar. I, (V,\~7) ile siiflandinlan
kusurlar dolayistyla bir alt transveksiyon grubu olugtururlar ve bunlara

disveksiyon ad1 verilir.

Cift torun evrensel ortiisii olan {8, 8} ‘i oktagonal quasi-kristalin ideal bir
Bravais (hiperbolik) orgiisii seklinde goz 6niine almak yararhidir. Aym sekilde
torun evrensel Ortiisii, normal bir kristalin Bravais (oklidyen) o6rgiisiidiir.
Quasi-kristallerdeki ¢izgi kusurlan1 g¢evreleyen Burgers devreleri, normal
Bravais devrelerinin Bravais orgiisiinde gizilmesi ile tamamen aym bigimde,
{8, 8} deki agik yollar boyunca gizilirler. Tiim bu sdylenenler oktagonal
durumla ilgilidir. Ancak benzer sekilde diger quasi-kristal simetriler iginde,

V nin evrensel ortileri olan diizenli bigimde tasarlanmig egri uzaylar
tammlamak miimkiindiir.
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HZ(V,{/), d-boyutlu kristalin her bir hiperkiibik hiicresindeki 1' lerin
yiikseltmelerinin (lift) birlegmesinden olusan “atomik X, yiizeyinin” esas
'grubudur. Bu o6zellik, burada tartigilan topolojik ozellikler ile ilk kez X,
kavramini ortaya atan Frenkel ve arkadaglarimin ele aldigx 6zellikler arasinda
bir baglanti saglamaktadir. X, ‘in iistiinliigii, quasi-kristaller igin bir
(6klidyen) Bravais orgiisii rolii oynayan d,~boyutlu bir 6klidyen kristal
olmasi, ancak dislokasyonlar ile disveksiyonlarin birbirinden ayirt edilmesini
saglamasidir. Dislokasyonlara karsilik gelen Burgers devreleri X, iizerinde
acik yollar boyunca, diger taraftan diveksiyonlerin Burgers devreleri ilmekler
iizerinde temsil edilir (¢izilir). X, yiizeyi, igerisinde bir kusur etrafindaki tiim
Burgers devrelerinin agik yollar boyunca yer aldii hiperbolik evrensel H,

ortiisii ile iizerinde tiim Burgers devrelerinin agikar olmayan (agtk olmayan)
ilmekler boyunca yer aldig V diizen parametre uzayi arasinda bulunur.
Dolayisiyla TT,(V, v )~I1(Z, ) dir. Ayrica £, ‘in 6klidyen karakteri nedeniyle,

esas grubun H,(\Nf) nin bir normal alt grubu oldugu (bu 6zellik tam homotopi
dizisinden de agikga goriilebilir) ve diger taraftan komutator alt grubunu da
icerdigi gosterilebilir. ilgilenilen birgok durumda (6rnegin oktagonal durumda)

komutator alt grubunun kendisidir.

Tam homotopi dizisinin incelenmesi halinde, Hz(V,{/) nin tiim elemanlannin,
(V) ~ Z nin asikar elemanlarma doniistiigi goriilebilir; buradan
disveksiyonlarin, sifira giden toplam Burgers vektoriine sahip dislokasyonlarn
cok-kutuplar1 (multipol) oldugu sonucuna varilir. Bu 6zellik, disveksiyonlrin
sifira giden toplamm dislokasyonlara ayngtirilabilecegini ve yigilma kusurlan
ile aym yapida olduklarmi gostermektedir. Quasi-kristallerdeki
dislokasyonlar, P, fiziksel uzayindaki Burgers vektorlerinin, O6teleme

simetrisinin, yoklugundaki izinli tek deger olan b,=% degerini alamayacag
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anlamm tastyan, “kismi” dislokasyonlardir.  Benzer sekilde, quasi-
kristallerdeki yalitilmig dislokasyonlara, bir yigilma kusuru, yani
disveksiyonlar cinsinden tamimlanabilecek bir fazon (phson) alam eslik

edecektir.

Hz(V,{’), kendisi de il:l’ll(\;)—)I'l,(Td) do6niigiimiiniin gekirdegi olan H;({/)
nin bir alt grubuna izomorfik olarak doniisiirken, H,({/) nin diger elemanlan
(eHz(V,\N/)) da, Z° ile izomorfik olan IT,(T%) nin bir alt grubuna doniigiir.
I1,(T% aym Z? dir ve bir grup teori teoremine gore, herhangi bir serbest Z™

~ abelyen grubun bir alt grubu da bir serbest Z* abelyen grubu olacagindan
(k < m olup burada k=m=d dir), bu sonugta herhangi bir geliski yoktur. Daha

once ifade edildigi gibi v, quasi-kristalin 6zel diizen parametre uzayindan gok
daba biiyiiktir ve Im(i,) de goriilmeyen bir takim oteleme simetrileri
igeririler. Bununla birlikte Im(i;), I1,(T%) ye istenildigi kadar yaklagtirilarak

\ gerektigince kiigitk yapilabilir.
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3.8. Engellenmis (Frustrated) Fazlar

Yogun madde fiziginde incelenen sistemlerden bir kisminda yerel diizenlilik,
diizgiin bir bigimde tiim uzay boyunca devam etmez. Bu durum ikosahedral
diizen haline karsihik gelir ve oklidyen uzay ile uyusmaz; bu tip diizenin bir
takim metalik alagimlardaki varhigi (bolgesel diizenin yonelim simetrisini,
periyodikligin bozulmasina ragmen genel olarak muhafaza eden) quasi-
kristallilik halini gerektirir. Bununla birlikte, diger baz1 “engellenmis” yerel
diizenlilik hallerinde uzum menzilli yap: aym periyodiklige sahiptir; ancak bu
durum, bolgesel diizenin “taban durumu” etrafindaki g¢alkalanmalar1 pahasina
gergeklegir. Taban durum bélgesel diizenlilik, yonelim simetrisinin tam
anlamiyla olugmas: igin yeterli degildir. yapisal bir bakis agisindan ayird edici
bir 6zellik bu galkalanmalarin, sifirdan farkli sabit bir egrilige sahip bir uzay
igerisinde yer alan ve bu uzayda bolgesel diizen simetrilerinin engellenmemis
| oldugu bazi1 kristallerin karakteristikleri olan periyodik ¢izgi kusurlan
cinsinden incelenebilmesidir. Bu model, gelisigiizel yerlesmis ¢izgi
kusurlarimin (bu sayede diizensiz sistemler tamimlanabilir) ve hatta quasi-
kristallerle iligki olarak periyodik olmayan ¢izgi kusurlarinin gergeklesme
olasiifin igerecek sekilde yeterince geneldir. Burada ilk olarak temel
engellenmis fazlara iligkin 6zet bir tammlama verilecek ve daha sonra bu
fazlanin yer aldiklan egri kristaller ele alinacak ve son olarak egri (curved)
kristallere ¢izgi kusurlarin dahil edilmesinin, bu kusurlarin diz (egri olmayan)

kristallere doniigiimii nasil sagladiklan gosterilecektir.
3.8.1.Kusurlara Bagh Olarak Tammmlanan Fazlar
3.8.1.1. Mavi fazlar

Bu fazlar, kolesterik fazlarn degisik modifikasyonlandir; yani siral (chiral)

molekiillerden olugurlar, ancak bir tek (unique) eksen etrafinda basit bir
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donme yerine iki katll bir dénme (dolanma) igerirler. Bolgesel simetrileri
silindirik olup bu geometri, tek bir benzersiz silindir etrafinda sonsuza dek
siirmez, engellenmiglerdir.  Dolayisiyla diizenlenmis faz, silindirik veya
sarmal sonsuz vida (worm) benzeri bolgelerin stki bigimdeki paketlendigi baz
durumunda gergeklesir. Dogada bu tiir diizenin gergeklestigi bir ¢ok olast
durum so6z konusudur. Bu bolgeler DNA xanthane gibi biyolojik polimerlerde
gozlendigi gibi baz1 6zel simrli geometrilerde biiyiik birim hiicrelere sahip (ve
erimig polimerlére benzer bigimde gelisigiizel karigmis) kiibik diizenlemeler
olusturabilirler. Silindirin kiibik paketlenmesi denge disklinasyonlar1 olan
disklinasyomlardan 3-boyutlu bir ag olusturabilir. Diger taraftan dinoflagellate
kromozomun geometrik yapisina da (yerel ¢ift sarmaldan dolay1) benzer
ancak silindirik olmay1p helis bigiminde bir engellenmig diizen tipine bagka bir
ornek teskil ettigi diisiinitlmektedir. Bu engellenmis paketlenmeyi sarmalayan
¢ift helis yap1 bir yerel DNA diizenlenme disklinasyonudur (s=1/2) ve

kromozomun dogal boyutlarini tanimlar.
3.8.1.2. Frank ve Kasper fazlan

Bu metalik fazlar farkli ancak kargilagtirilabilir boyutlardaki atomlarin siki
paketlenme diizenlenisi gisteren kompleks alasumlardir. Dért esit atomun en
iyi yerel diizenlenigi, atomlarin diizenli bir tetrahedronun kogelerinde yer
almasi ile gergeklesir. Dolayisiyla FK (Frank ve Kasper) fazlan, TCP
(tetrahedral siki paketlenmis) alagimlar geklinde tanimlanabilirler.

Bes adet diizenli tetrahedra 7°27' gibi kiigitk bir agisal bosluk ile ortak bir
kenar etrafinda uzay1 yaklagik olarak tamamen doldururlar. Dolayisiyla 5-
kath bir yerel simetri olusturmak igin atomlarn kiigikk bir yeniden
diizenlenmesi yeteridir. Ayrica ikosahedron ‘un kigelerine yerlesmis 12 atom,
ikosahedronun merkezi ile birlikte (merkezde) ortak bir kseye sahip 20 adet
' tetrahedron ve 6 adet beg kath eksen olusturur. Bu geometrik yapilanma,



89

ikosahedral yerel simetrinin ve buna iliskin engellenmenin varligina isaret
etmektedir.

Gergekte bir FK periyodik fazda, atomlar etrafinda Z=12, 14, 15, 16
koordinasyon sayilarn s6z konusudur. Z 12 koordinasyon kabuklar,
tetrahedronlardaki bir takim bozulmalar pahasina, geometri engellenmeyi
etkisiz hale getirirr Bu TCP diizenlenmesinin énemli bir ozelligi, Z # 12
degerine sahip atomlarn, iig-boyutlu bir iskelet yapi olusturan g¢izgiler
boyunca yer almasidir. Iskelet agimi olugturan iki diigiim noktasim birlestiren
par¢a boyunca koordinasyon sayisi sabit kaldigindan ve bu da bu parga
etrafinda dénme simetrisinin sabit kaldifin gosterdiginden bu ¢izgiler gergek

disklinayon g¢izgileridir.
3.8.1.3. Metalik camlar ve basit sivilar

Frank ve Bernal ‘in éncii galigmalarindan beri basit bir stmin veya metalik bir
camin yerel diizenlenmesinin, atomlarin biiyiikk bir gogunlugu etrafinda
ikosahedral yapida olduguna inamlmaktadir. Bu tip sistemlerin yapisal
diizensizliginin, sabit egrilikli bir uzayda yer alan bir kristale geligigiizel
bigimde yerlestirilmis bir disklinasyon ciimlesi ile tanimlanabilecegi
bilinmektedir. Bu disklinasyonlar egri uzay: diiz hale getirirler. FK fazlarinin
3-boyutlu yapsi diiz uzaydaki bu tip disklinasyonlardan olusan bir ciimleden
bagka bir sey degildir.

3.8.2. Egri Kristaller

Atom ve molekiillerin diizenli bir siralams:1 seklinde tanimlanan ve bir takim
* simetri iglemleri altinda degismez kalan herhangi bir kristal, eger (6klidyen
grubun bir alt grubu olmayan) bir Gz E* grubu ile degismez kaltyorsa ya bir
S* kiiresinde ya da hiperbolik bir H® uzaynda bulunmaktadir. G, S* veya H’

izometri grubuna aittir. Buna iligkin pratik 6nemi olan iki 6rnek sunalim.
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3.8.2.1. S’ iin {335} diizenlenisi

Temel bolge diizenli bir tetrahedrondur. S* kiiresi 600 tetrahedron, 120 kése
igerir; koordinasyon Z =12 dir. Paketlenme yogunlugu; yani koselerde
merkezlenmis temas halindeki kat: kiirelerin kapladigi hacmin toplam hacme
oram1 p33s= 0.774... dir. Bu oran pg.= 0.74048... den daha biiyiik olup, ii¢
boyuttaki en iyi paketlenmedir. {335} ve {pqr} ye iligkin ayrintilar igin 77,
78,79 kaynaklarina bagvurulabilir. Burada p herhangi bir yiizeyin kése say1st,
q temel polihedral bolgede yer alan bir kosedeki yiizey sayis1 ve r bir ortak
kenar etrafindaki bolge sayisidir.

{335} in egrilinin giderilmesi, eger bu iglem bir algoritmaya uygun bigimde
gergeklestiriliyorsa metalik camlar, FK fazlan ve goriiniirde quasi-kristal olan

. yapilan verecektir.

3.8.2.2. S’ iizerindeki Clifford paralelleri

S : x2 +x? +x2 +x2 =R? (3.31)

4-boyutlu bir uzaydaki 3-boyutlu bir kiirenin denklemi olsun. Bu durumda
fl =R-l(_x1 ,X0,X3,~X;) (3.32)

vektor alam, kiiresel geometri nedeniyle birbirine paralel olan ancak bir
digerine gore gift sarmal olusturmus, S® iizerindeki bilyik daire ciimlesine
tegettir. Birbirine yeterince yakin iki Clifford paraleli, aynen bir halattaki iki
ip gibi bir digeri etrafinda sarmal olugturur. Bu yap1 mavi fazdaki ¢ift-sarmal
yapmn “ditzenli” bir bigimi olan bir geometridir. Sarmal adim kiirenin

yarnigap: ile simirhdir ve Clifford ciimlesi ya saga veya sola yonelmistir.

Bu egri siv1 kristal fazin disklinasyonlar ile diiz uzay haline getirilmesi mavi

fazlan verir.
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3.8.3. Egri Fazlarin Diiz Hale Getirilmesi

Yukmda agiklanan egri kristallerin bir istiinliigii, atom ve molekiillerin
fiziksel olarak gozlenen yerel diizenini enerji gereksinimlerini saglayacak
konumlara yerlestirilebilmesidir. Coziilmesi gereken yapisal problem, bu
yerel diizeni tamumlayan uzaklik ve agilan ¢ok fazla degistirmeksizin sifirdan
farkl1 sabit egrilikli (S’ veya H®) bu tip eri kristallerin 6klidyen uzaya nasil
donigtiiriilebilecegidir.  Elbette bu tip bir doniigiim gergeklestirirken, egri
kristalde var olan iskelet agin diizenli uyumun bozulmasi gerekecektir; ¢iinkii
farkli egrilikteki uzaylar arasinda hicbir global izometri mevcut degildir.
Ancak ilgilendigimiz siire¢, bu uyumun bozulmasim saglayan soz konusu
siirecin ta kendisidir. Bu incelenen simetrideki yapisal diizensizliklerin
mitkemmel (soyut) bir sistemle; yani fiziksel bir sistem yerine aym bolgesel
diizene sahip egri bir kristal ile karsilagtirma yardimiyla tammlanabilmesine
imkan saglamaktadir.

flgili teorem su sekilde agiklanabilir : vektorlerin bir Rieman manifoldunun bir
noktasindan bagka bir noktaya sabit bir L yolu boyunca paralel olarak

taginmasi bir lineer izometrik iglemdir.

Bunun anlamy, E? iizerinde herhangi bir M (6megin S veya H’ ) manifoldunu
bir LeM yolu boyunca “kaydirmaksizin yuvarlayabilmek” daima
' miimkiindiir; L tizerindeki uzakliklar im(L) boyunca korunumludur. Ayrica
L ‘ye bitigik ve L ile bir a agis1 yapan herhangi bir T. vektorii, E’ iizerinde
Im(L) ‘ye aym o agisinda bitisik bir vektér boyunca doniisiim yapar. Ozel
olarak eger Im(L) diiz bir dogru ise bu durumda L, M “nin bir geodezigidir ve
L ‘ye aym agida bitisik 7 vektorlerinin goriintiileri E* de paraleldir (Levi-
Civita baglantisi).
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. Bu teoremin, M ile E’ arasindaki izometrik doniigiimleri ne sekilde sinirladig
kolayca goriilebilir. M iizerinde yeterince kiigiikk bir L ilmegi goz oniine
alalim. Bunun Im(M) goriintiisii genellikle agik bir yoldur ve bir Im(%)
vektériiniin donmesinin bir 6lgiisii olan aralik agist w ve ilmegin kapalihiimn

| eksikligini ifade eden kapanma eksikligi o ile tammlanir. Burada t herhangi
bir sabit agida L ‘ye bitigiktir ve tam bir tur yapar. A tipik olarak L boyutunda
bir nicelik olmak iizere, L nin M de ¢evirdigi yeterincé kiigiik alan o ~ A2

olsun. Bu durumda K, kesit egriligi olmak iizere

w=Ko, A=wi =X (3.33)
yazilabilir.

Aralik agis1 kapanma eksikliginde bir mertebe daha biiyiiktiir. K ‘mn igaretine
bagh olarak aralik agis1 pozitif olabilecegi gibi (S’ durumunda bogluga madde
eklemek gerekecektir), negatif de olabilir (H® durumunda iki kez ortiilmiig
bélgeden madde gikarmak gerekecektir). Bu tartigma, doniisiim siirecinin egri
kristalde disklinasyon tipi islemlere gereklilik gosterdigine isaret etmekle
birlikte, bu iglemlerin siurliliklarim1 da ortaya koymaktadir. Bélgesel diizeni
koruyabilmek i¢in kabul edilebilir tek disklinasyon, egri kristalin kusur
simflandirlmasina -ait; yani Q = 2n/n geniglikli bir simetri agisinda madde
eklenmesi veya ¢ikarilmasim gergeklestiren disklinasyondur. Cizgiyi
gevreleyen p yangaph bir daire boyunca uzakliklarin mitkemmel uyumu,
ancak Qp ‘nun bir 6rgii uzaklig: olmast durumunda miimkiindiir. Diger tiim (2
degerleri i¢in disklinasyon modundaki doniigiim, elastik deformasyonlar
yardimiyla tamamlanmalidir, Pratikte disklinasyon yogunlugu, miikemmel
izometriye ulagsmada basanisiz kalan ve zit isaretli gerilmeler igeren
disklinasyonlarin neden oldugu iki tip elastik gerilme arasindaki ¢ekismenin

bir sonucudur.[7]
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4. DUZENLI ORTAMLARDA YARI-KUSURLARIN TOPOLOJIK
TEORISI

4.1. Yari-Kusur

Bir ¢ok durumda, yogun madde sistemindeki kusurlar bir faz gegisi esnasinda
ortaya ¢ikarlar. Izotropik olmayan bir sivimin veya bir siiperakigkanin,
bozulmamig G simetri grubuna sahip izotropik bir sividan olugmasi (biiyiimesi)
durumunda bozulmus H; < G global simetrili diizgiin bir yap:1 gostermesi ender
kargilagilan bir durumdur. Diizenleyici bir alana maruz kalmadigs siirece sistem,
bir kural olarak diizenli olmayan bir goriiniimdedir ve tek bir diizen parametresi
yerine, Landau serbest enerjisinin minimumlarinin G/H, cilimlesinde degerlere
sahip bir diizen parametre alani ile tanimlanmalidir. Kléman-Toulouse ilkesine
gore, bu alanin n-boyutlu uzaydaki d-boyutlu tekillikleri, k = n - d -1 olmak iizere

Iy ( G/ H,) homotopi grubunun elemanlari ile simflandirthirlar.[11]

Bununla birlikte birgok faza dogrudan izotropik sividan ulagilamaz, ancak sadece
ara durumlar iizerinden vanlabilir. Eger H, simetri grubuna sahip bir faz 2 ‘ye
H, > H, simetrili diizgiin bir durumdan gegis yardimiyla ulasilabiliyorsa, mevcut
diizen parametre uzayr H, / H, kosetlerinin bir ciimlesi olacaktir. Tekillikler
sadece faz geciginde diizen parametrisine eklenen serbestlik derecelerinden ortaya

¢ikar. Standart drnek olarak, Hi= D_, < O(3) simetrili diizgiin bir tek-eksenli
nematik siv1 kristalden H,=D,, simetrili ¢ift eksenli faza gecis g6z Oniine

almacaktir. Gegis sirasinda, kenar eksenleri yonlendirici (direktor) yoniinde
olusur ve diizen parametresi bir garpt bigimini alir. Ana eksenler yoénelmis
durumda kalirken kenar eksenler, H,/H,=S'/Z, =P' de deger alan ve
diizenleyici gegisi XY-model bir diizlem rotatorun gegisine ¢ok benzer olan .

diizlemsel bir yonlendirici alan olusturur. Kenar eksenlerideki herhangi bir
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tekillik, yani faz 1 ‘in diizen parametre alammnin diizgiin oldugu bir nokta, yar-
kusur olarak nitelendirilir (Sekil 4.1). Yan-kusurlar IT( H,; / H, ) homotopi
gruplan yardlmiyla siniflandinirhir. Eger faz 1 ‘in diizen parametre alam diizgiin
degilde tekilligin komsulugunda siirekli ise yine yani-kusur gosterimi oldukga
gecerlidir. Faz 2 ‘ye iki gegiste ulastliyorsa, bu fazin kusurlar1 da iki basamakta

gelisir ve bu siirecin aragtinlmasinda yan-kusur kavramm ¢ok biiyiikk onem

I
> o] N\
+Hf +£,_§;14/
+
ﬁ’_l.

(a) (b)

kazanir.

Sekil 4.1.Cift eksenli nematik siv1 kristaldeki disklinasyonlar:
(a) Yari-kusur. Yan eksendeki kusurlu diizgiin ynlendirici alan.
(b) Tam kusur: yonlendirici ve yan eksen tekildir.

Yamkusurlarm tammlanmasim  faz  gegislerinin  incelenmesi  sirasinda
gergeklestirilmis olmamza ragmen bu kusurlan gok dahia genel bir gercevede
tarif edecegiz. Birbiri ile iligkili iki bilegene ayrilabilen bir diizen parametresi
verilmis olsun ve bilesenden birisi rigit (sert, kat)) digeri ise soft (yumugak)
bilesen olsun. Bu durumda yari-kusur, rigit bilesenin siirekli bir alan olugturdugu
ancak soft bilesenin siireksiz oldugu bolgedir (Sekil 4.1.a). Sekil 4.1.b de her
iki diizenin de siireksiz oldugu bir tam kusur gosterilmigtir. Kisaca, diizen
parametresinin rigit bilegenindeki bir alan kismi diizen olarak, diger taraftan ilgili
rigit ve soft bilesenlerden olusan tam diizen parametresindeki bir alan ise tam

diizen olarak adlandinlir. Genel tammlamada, tam ve diizen kismi diizenin
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simetri gruplan arasinda herhangi bir altgrup iligkisi gerekmeyecegi gibi, diizen

parametre uzayinin koset uzaylan ile nitelendirilmesine de gerek yoktur.

Kesim 4.2. de degisik yan-kusur tiirleri ve bunlarin 6zelliklerine iligkin bir
tammlama sunulmustur. Omegin yari-kusurlar, kismi diizendeki diisiik boyutlu
kusurlar tarafindan siirlandinlmalart durumunda, hacim igerisinde  sona
erebilirler. Tam diizen simetrisinin kismi diizen simetrisinin bir altgrubu oldugu
ozel durumda, yan-kusurlann smrlandirmak igin 6zel homotopi teknikleri
uygulanir (Kesim 4.3). Bu yan-kusurlar, tipatip homotopi dizisi yardimiyla tam
diizendeki kusurlara baglamir (Kesim 4. 4). Tamkusurlara iliskin esas grubun
yari-kusurlar igin homotopi gruplan iizerinde isleme ugratilmas: Kesim 4.3.3. de
agiklanmigtir. Bu iglemin bir sonucu olarak, tam ve yari-kusurlarin ¢akigma
siireglerinde, tam ¢izgi tekilliklerinin iyi bilinen aynigma problemlerine benzer

sekilde topolojik engeller gikar.
4.2. Yarr-Kusur Ornekleri ve Ozellikleri
4.2.1. Yarr-kusur Ornekleri

Sekil 4.2.a da kiitle merkezleri paralel katmanlar iizerinde toplanmis uzun
molekiillerden olusan diizgiin (uniform) bir simektik A stv1 kristali gosterilmistir.
Diizen parametresi, Sekil 4.2.b deki kiitle yogunluk dalgasina ve uzun menzilli
yonelim diizenini tanimlayan yo6nlendiriciye (Sekil 4.2.c ) ayngtinlabilir. Her iki
diizenin birbiriyle iligkisi, yonlendirici ve katman normalinin birbirine paralel
olma sartidir. Sekil 4.2.d deki alan her iki diizende de tekildir, dolayistyla bir tam
kusuru temsil eder. Sekil 4.2.e deki alan ise bir yan kusurdur, ¢iinkii y6énlendirici
alan diizgiin iken veya bolgesel bir ¢alkalanma sonucu diizgiin hale getirilebiliyor
iken sadece katmanlarin diizeni bir dislokasyon ile bozunuma ugrar. Genelde

nematik duruma gegis, simektik duruma gegisten daha yiiksek bir sicaklikta
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olugur. Dolayistyla y6nlendirici (director) diizen parametresinin rigit bilegenidir

ve yari-kusur tam kusurdan daha az enerji tagir.

e § e of e o
R NI
e | e of s | e
e | s o e }

O

Sekil 4.2.  (a) Diizgiin SmA liqid kristalin katman yapis1

(b) Diizen parametresinin soft bilegeni

(c) Rigit bileseni

(d) Tam kusur

(e) Yari-kusur
SmA, ¢ift katmanh sistemin (Sekil 4.3.2) diizen parametresi, basit SmA, kiitle
yogunluk dalgasina (Sekil 4.3.b) bir siiper yapinin (Sekil 4.3.c) baglanmas: ile
olugturulabilir. (Sekil 4.3.d ve3.e) deki her iki diizen de tekil olup tam kusurlara
yol agar. Diizen parametresinin rigit kismi, temel SmA,; katman sistemi, higbir

tekillik igermediginden dolay: Sekil 4.3.f ve 3.g yan-kusurlan gésterir.



97

(@ (b)
_________________ T~—o
L /__
o il

(c) (d)

®

Sekil4.3.  (a) Diizgiin olmayan antiferroelektrik SmA;, siv1 kristalinin ¢ift
katmanl1 sistemi
(b) Rigit bileseni
(c) Soft bileseni
(d,e) Tam kusur: her iki diizendeki dislokasyon ve disklinasyon.
(f.g) Yan-kusurlar: yogun kiitle diizeni diizgiindiir, siiper yapilar
kanigiktir.
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Cift eksenli nematik s1v1 kristalin diizen parametresinin iki bileseni, birbirine dik
' kalma sart1 altindaki ana eksen ve kenar eksenlerdir. Diizen parametresinin rigit
bileseninin ana eksen ve soft bileseninin kenar eksen olarak adlandinimasinin
temelinde, tek eksenli-gift eksenli nematik gegise iligkin degisik teorik ve

deneysel galigmalar bulunmaktadir. Cift eksenli nematiklerin yan-kusur gizgileri, -

1 . ..
IT,(P' )=EZ olmasi nedeniyle, yan-tamsayi degerleri ile simflandinliriar.[14]

4.2.2. Ozellikler

Bir yari-kusurun tamimlanmasi igin diizen parametresinin rigit kisminin alaninin,
tekilligin komsulugunda siirekli oldugunun belirtilmesi gerekir. Bu durumda iki
yani-kusur, birinden digerine siirekli deformasyon esnasinda kismi diizenin tekil
olmay: siirdiirmesi durumunda ancak birbirine 6zdes olarak nitelendirilebilir.
Eger bu sart ihlal edilirse, yan-kusurlar hacim igerisinde sona erebilir veya
tirlerini degistirebilirler. Ancak bu durumda kismi diizenin diigikk boyutlu
tekilleri yari-kusurlara baglanmali veya iki yari-kusur tiirii arasinda bir ara yiizey

olugturmalidur.

Sekil 44.a da tek-eksenli bir nematik fazin hedgehog bigimindeki nokta
tekilligi gosterilmigtir. Cift eksenli faza bir gegisten sonra kenar eksenleri, nokta
etrafindaki her bir kiire iizerinde tegetsel bir yonlendirici alan olugturur ve bu alan
toplam sarmal sayis1 2 olan tekillikler gostermelidir. Bu tekillikler, bir n= 2
yan-kusur ¢izgisine yol agacak gsekilde hedgehog bigimli yiizey tarafindan
sarilmig olan (Sekil 4.4.b) kiire iizerinde bir noktada yogunlasabilir. Eger kiirenin
z1t kutup noktalarinda, herbirinin sarmal sayist (yiizey normal vektoriine gore)

n= 1 olan iki tekillik mevcut ise, n =1 sarmal sayis1 bir yan-kusur ¢izgisi elde
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edilir ki bu da nokta tekilliginde (gizgi boyunca sabit yonelime gore ) n=- 1
indisli bir tekilige doniisiir (Sekil 4.4.c).

ny

(a) (b) ©

n=+1
n=-1

Sekil 4.4. (a) Tek eksenli nematikte bir hedgehog nokta tekilliginin yonlendirici
alam

(b) Cift eksenli yiizeydeki yan eksenin tegetsel alan1. Sarmal sayis1 4n

olan yan-kusur ¢izgisi.

(c ) b dekinin benzeri toplam sarmal sayisi 27 olan yari- kusur gizgisi.
Tam kusurlanin simiflandinlmasi igin, bir deformasyon siirecinde diizen
parametresinin bir bileseninin kusur ciimlesi boyunca siirekliligini koruyor
durumda kalmas gerekliligi yoktur. Dolayistyla eger tam kusur olarak g6z 6niine
alimirsa baz1 yari kusular sarmal sayist 2 ve bunun tam katlar1 olan gift-eksenli
duruma bozulabilirler. Ancak bu bozulma sirasinda diizen parametresinin rigit
kisminda ara durum seklinde bir tekillik gézlenir. Bu tekillik ise, bir enerji engeli

olusturur ve yart-kusur i¢in kararhlik saglar.

Kismi diizendeki tekillikler tam diizene yol agan bir faz gegisinde bir yan-kusur
olusmasina neden olabilirler. Sekil 4.4.c deki yan-kusur gizgileri, tek eksenli

nematik fazin ¢ift eksenli faza déniigmesi durumunda hedgehog bigiminde bir
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bityitme gosterirler. Smektik A — Smektik C gegisi tek eksenliden ¢ift eks 3
faza bir gegis seklinde yorumlanabilir ve bu gegiste kenar eksenlefs
[

yonlendiricinin katmanlar iizerindeki izdiigiimii ile olusturulur.

4.3. Yarr-Kusurlarin Topolojik Teorisi

Yeni yapilann gesitliligi, yan-kusurlar arasindaki iligkiler ve siiregler temelde
diizen parametresinin iki bilegeni arasindaki giftlenimden (coupling) kaynaklanir.
Bu giftlenim olmaksizin tam diizen parametresi, rigit bilegen igin V, ve soft
bilesen igin V; diizen parametre uzayindan olusan bir V,x V, ¢arpim uzayinda
deger alir. Siniflandirict homotopi gruplar1 da bu bilesenler cinsinden garpanlara
ayrilir;

I (Vex Vo) =TT (V) x T (V) 4.1

ve bu durumda tekillikler, etkilesmeden yan yana varhigim siirdiiren tek bilesenli

tekilliklerin basitge iist iiste gelmesinden (superposition) olusur.

Burada, bilegenler arasindaki ¢iftlenimin, tam diizene sahip H, simetri grubu ile
kismi diizene sahip H;, simetri grubu arasinda H, < H, altgrup iligkisi ile temsil
edilebildigi durum gz 6niine alinacaktir. Kesim 4.3.1 deki baz1 temel goriiglerin
ardindan Kesim 4.3.2 de, kismi diizenin diizgiin olmamas1 durumunda bile yar-
kusurlarin iyi tanimhi oldukian gosterilecektir. Aymi zamanda, tam ¢izgi
tekilliklerine ait IT; (G /H,) esas grubunun yan-kusurlara iliskin TT,(H,/H,)
homotopi gruplan iizerindeki isleminin anlasilmas: igin baz1 yararli yontemler
sunulacaktir. Bu islem nesnelerin dogru sekilde simflandiriimasina gotiiriir ve
tam kusur gizgileri ile yari-kusur ¢izgileri arasindaki g¢aprazlama siireglerinde

gozlenen 6zel topolojik engellemeden sorumludur.
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4.3.1. Temel Uyanlar

gH, e G/H, diizgin sabit diizen parametresine sahip bir faz 2 ‘nin
gergeklegmesi durumunda, faz 1 ‘e diizgiin bir gegiste, gll; € G/ H, sabit degerli
bir diizen parametresi elde edilir. Bu durumda gegis,

p:G/H, —> G/H, 4.2)

izdiigimii ile tammlamr. Aym gorisler diizgiin olmayan fazlann gegisleri igin de
gegerlidir. € bir tekillik kiimesi olmak iizere, R*\ ¢ iizerindeki bir F, diizen

parametre alammin verilmesi durumunda faz 1 deki sonug alan F; = F, op
olacaktir;

R\e 2 ,G/H,

\ lp 4.3)

G/H,

G / H, uzayina 6rnek olarak, taban uzay: G / H, ve izdiisiimii p olan bir lif demeti
gz oOniine alinabilirr Taban uzaymn her bir noktasina (6megin bir
yonlendiriciye) H,/ H, = p'(H,) lifinin (kenar eksenlerinin yonelim kiimesi) bir
kopyasi eklenir. Eger siireg tersine gevrilirse ve bir sabit diizen parametre alam
'Fl den faz 2 ‘ye gegilirse, yan-kusurlar ortaya ¢ikar. Bu durumda matematiksel
olarak, F; = p oF, olacak sekilde, F, den F, ye doniigiim yiikseltmesi (lifti)
gerekir. Bu yiikselme doniigiimii sirasinda yeni tekillikler (yan-kusurlar) ortaya
¢ikabilir ve hatta ¢tkmasi da gerekir. Eger F, diizgiin ise, 6rnegin HjeG/H; ‘ e
esit ise yiikselme sadece H; / H, de degere sahip bir alandir ve yiikselme
islemindeki kusurlar IT, ( Hy/ H, ) homotopi gruplar ile simflandinlir. Eger F,
diizgiin degilse bu diizgiin bir alana deforme olur ve yan-kusurlarin

siiflandirilmasi tekrar diizgiin duruma doner.
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4.3.2. Yari-kusurlar icin Homotopi Siniflar:

Bir yan-kusur gizgisini ii¢-boyutlu uzayda simiflandirmak igin, Sekil 4.5 de
gosterildigi gibi ¢izgiye dik yonelmis bir D? diski segilir. Bu durumda, sabit bir
p= o(0) = a(1) taban noktasindan baslayan, oD* sinin boyunda devam eden ve
aym baz noktasinda sona eren bir kapali ilmek tanimlanabilir:

ao:1=[01]—> oD?
t —— aft) 4.4)

Yukanida oldugu gibi burada da tam diizen parametre alanbim F, ile ve kismi
diizen parametre alanim F, ile gosterecegiz. F; alami tim D’ iizerinde iyi tanimh
ve siireklidir; F, ise oD’ iizerinde tamml ve siireklidir. Simdi kismi diizenin
siirekli bigimde diizgiin bir alana bozuldugunu kabul edelim. Cift-eksenli
nematik siv1 kristallerde bu siireg, kenar eksenlerin donme agilarimin ortak bir
diizlemde olgiilebilmesini saglayacak sekilde ana eksenlerin yénelmesine karsilik

gelir.

h

S,

[~

Sekil 4.5. ¢ yan-kusurunu gevreleyen D? diski. Diskin simn 8D*, p ‘de
baslayip biten o kapali ilmegi ile tammlanmugtir.

Deformasyon siireci i¢in F, alam ve F,0a ilmegi,

Fi(x)=fi(x) H; eG/H,;, xeD’
Fy(a(t) = £(HH, eG/H,,  tel, (4.5)
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seklinde ifade edilebilir. Burada f;, F; in G ve f, Fyoa min G ye yiikselme
doniigiimleridir. Hy ve H, sirastyla Fi(p) ve Fo(a(0)) ‘nin simetri gruplan olarak
alinir, ve fi(p) = £5(0) = e oldugu kabul edilir. Yiikselme déniigiimleri sirasiyla
D? ve I birlesik bolgeler iizerinde tammlamr. H, < H; giftlenim sartindan dolay1

her tel igin,

f5(t) H, < fi(o(t)) Hy ' (4.6)
alt kiime iligkisi ve dolayisiyla
(1) Hy = fi(a(t)) H,, 4.7)
veya
fi(o(t))™" £(t) Hy = Hy. (4.8)

esitligi gecerlidir. Kismi diizen
Ty(x) = fi(x(1-s) + ps) f,(x)"' €G, 0<s<1

lokal operatorlerin siirekli bir kiimesi yardumi ile diizgiin hale getirilebilir.
s=0 “homotopi siiresi ” igin T, e ’ye esittir. s= 1igin

Ti(x) Fi(x) =H; = Fi(p), xeD?,

Ti(ot)) Fa(a(t)) =h(t) Hy, tel, (4.9)
elde edilir ve burada,
| h(t) = fi((®) "' £>(t) (4.10)
dir. Denklem 4.8 ‘e gore h yolu iizerindeki tiim noktalar H, de yer alir. s = 1 de
kismi diizen, H;eG/H, degerli sabit bir alandir. Yan-kusurun bu adi (based)
homotopi simfi,

[t h()H,, 0< t <1] eI (H,/Hy, Hy). 4.11)

ilmeginin homotopi smfidir. Ug-boyutlu uzaydaki lineer yan-kusurlara iligkin
simflandirma, kolaylikla n-boyutlu uzaydaki d-boyutlu yari-kusurlara
genellestirilebilir. Bunun igin, tekilligi enine kesen (n-d)-boyutlu bir D" diski
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segilir ve kismi diizen yukanda tanimlandig: gibi olusturulur. r=n-d-1 boyutlu
D" sinint tizerindeki tam diizen parametresinin alam1 sadece H,/ H, yan-kusur
diizen parametre uzayinda degere sahip bir alana doniistiiriilir. Yar-kusur igin

adi homotopi sinifi

[ (8D™, p) - (H, /Hy, Hy) Je 1T, (H;/ Hy, Hy). 4.12)

seklindedir.

Smiflandirma semas: hala iizerinde D" ve oD"* alanlannin yénelmis oldugu
ozel Fy(p) rigit diizen parametresine baglidir. Gelecek kesimde bu bagimliligin

nasil ortadan kéldmlacaglm belirtecegiz.

4.3.3. Bir Grup islemi Altindaki Adi Homotopi Simflan Yériingesi Seklinde
Yar-Kusur Sumflan

4.3.3.1. Taban noktasinin degisimi

Bir yar-kusur ¢izgisinin smiflandirilmasi igleminde tam diizen eger bir deger
boyunca siralamyor ise oldukca 6zel bir durum olarak kismi diizenin 6zel bir
pe 0D? noktasinda olugmast miimkiindiir. p yerine referans olarak ortamdaki
baska bir ¢ noktas1 segilebilir. p ve q noktalanii bir ¢ egrisiyle (yoluyla)
birbirine baglayalim.
p ve q daki diizen parametlereleri bir keG doniisiimii ile birbirinden farklilik
gosterir:

Fi(@=kF(p) i=12, (4.13)
Bu déniigiim |

k=cz2(q)c;' (p), (4.14)

seklinde ifade edilebilir ve burada c,;, c¢ yolu boyunca F, nin G ’ye yiikselme

islemini temsil etmektedir.
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Adi homotopi siiflatini yeni F;(q) taban noktalan cinsinden tayin etmek igin iki
adim gereklidir: ilk olarak diizen parametre uzaylari, i = 1,2 olmak iizere, Fi(q)
nin K;= kH; k' simetrileri gruplu koset uzaylan seklinde tammlanmahdir. Daha
sonra tam diizenin, kismi diizenin F, (q) noktas: boyunca yonelmesi (siralanmasi)

gerekir.

Ik adim igin,
®;:G/H > G/K (4.15)

homcomorfizmlerindeki kH; kosetinin K; kosetine, H; kosetinin k-'K; ye ve genel .
olarak her bir gH; kosetinin gk-'K; ye karsihk geldigi belirtilmelidir. @,
ozdeslik elemanmimin artik F; (p) yerine F; (q) iizerinde yer almasim saglayacak
sekildle, G grubunun diizen parametre uzaymna gﬁré Go>G, g-ogk'
otelenmesini ifade eder. Bu durumda F(x) alam,
Gi(x) = fi(x) k'K, (4.16)

alanina ve F, (a(t)) ilmegi,

Ga(a(t) = 2(x) k 'Ky (4.17)
ilmegine doniigiir. Siralama igin gerekli olan, diizen parametre alanlanimin G’ye
yiikselme doniigiimleri artik,

g (x) =f; (x) k!
g2(x) =f(x) k! (4.18)

halini alir. ¢ yolu boyunca, hem kismi hem de tam diizen i¢in aym cz(x)k'l

yiikselme doniigiimii alinabilir.

Bu ayrintili hazirliklardan sonra kismi diizen, D? diskini ve ¢ yolunun noktalarini
iceren D' = D? Uc kiimesi iizerinde siralamr (yerlesir). D, ca ¢! yolunun
noktalan1 ile simrlandinimigtir. Denklem 4.10°a gore a ilmeginin noktalan igin

tam diizen, siralanma sonucu, k(t)K, olur ve k(t).
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k(t) = g1 (a(t))” g2(O) =k fi (o))" £2(t) k™'
=kh(t) k! eK,. ' (4.19)

seklindedir., Hem kismi hem de tam diizen igin aym yiikselme iglemi
segildiginden, ¢ boyunca siralannmg tam diizen, sabit K, degerine sahiptir.
Dolayisiyla baz noktasinin degigimi,

H| (H] / Hz) - H] (K] / Kz),
[h()H; ] [k h(t) k'K, ]. (4.20)

seklinde bir yol izomorfizm doéniigiimii ile ifade edilir.
4.3.3.2.I1; (G / H;) in I1y (H,/ H,) iizerine etkisi (iglemi)

Eger p taban noktasi, bir tam ¢izgi tekilligi boyunca tekrar aym p noktasina
gelinceye kadar takip ediliyorsa (veya taban noktasi sabit tutulup yan-kusur
¢izgisi tam ¢izgi tekillifi boyunca takip ediliyorsa) Denklem 4.20 deki yol
izomorfizmi 6zel bir Snem kazamir. Denklem 4.13 ve 14°e gére k, H; ’nin bir
elemamdir ve Denklem 4.20 deki yol izomorfizmi [T, (H, / H,;) in bir ilmek
otomorfizmine doniigir. Bu durumda, yan-kusurlan karakterize eden
I, (H,/ Hy)iizerinde tam ¢izgi tekilligini karakterize eden bir I1}(G / H,) islemi

mevcuttur.

Bu iglem, n-boyutlu uzaydaki d-boyutlu yan-kusurlar igin kolaylikla
genellestirilebilir ve formiile edilebilir. Ispata girmeksizin G’nin basit baglantih
Lie grubu olmast durumunda, I1,(G/H,) nin II,(H;/H,) fizerindeki grup
iglemini r=n-d-1 seklinde belirteceiz. Asagidaki islemlerde de, hesaplamalan
kolaylagtirdifa ve evrensel ortit gruplan kullanilarak kolayca elde edilebildigi
igin, G’nin bu 6zellige sahip oldugu kabul edilecektir.

G ’nin basit baglantili (connected) olmasi ile, I1)(G/H,), Hy/H; béliim grubu ile

. izomorfiktir, Burada H), H, nin o6zdeslikle baglantih olan bilesenini
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gostermektedir. Ael1;(G/H,) elemam, {e H, olmak iizere, {H; € H,/H; kosetine

karsilik geliyor olsun. F,oc ilmeginin yiikselme déniigiimii ¢’ de baglar e de
sona erer veya (sag Steleme ile) e de baslar ¢ ' de biter. Burada ¢, ¢H? m keyfi
bir elemamdir. Buna gére Denklem 4.20 denklemi ile verilen yol
izomorfizmindeki k eleman1 ¢' e esittir. I1,(G/H,) nin I1y(H,/ H;) iizerindeki
islemi, '
[h(H,] > [ ¢ 'h(t) ¢ H; ]. (4.21)
ile verilir. Genel olarak, I, (H, / H,, H) nin herhangi bir elemam,
[h(a) Hy |ael" ] (4.22)

doniisiimiiniin adi homotopi sinifiyla temsil edilir. Buradaki
h: (IF, 817) - (H;, Hy) (4.23)

H, bir yiikselme doniisimiinii gosterir. 1" r-boyutlu kiip, 01" ise bunun
stmndir. A min neden oldugu otomorfizm altinda bu eleman,

[¢'g(@)f Hy| ael"] (4.24)
haline doniigiir.

+ Homogen bir G / H uzaymn IT; ( G/ H) esas grubunun etkisi, eger H,, H ya ve
H, ise {e} agikar gruba esit alimirsa, Denklem 4.21 denkleminden tiiretilir.

Tcldlliklér, serbest homotopi smmiflann yardimiyla simiflandinlir. Bunlar,
IT, ( G/ H) islemi altindaki adi I'l , ( G / H) homotopi grup yoriingeleridir. Benzer |
sekilde, n-boyutlu uzaydaki d-boyutlu yan-kusurlar da, sembolik olarak
IT (H,/H,)/T1,(G/H;), r=n-d-1 seklinde gosterilen, IT;(G/H;) islemi altindaki
IT (H,/H,) yoriingelerin kiimesi ile simflandinlir.
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4.4. Tam ve Kismi Diizende Tekilliklerin Simflandirilmasi

Tam diizendeki tekillikler I ,(G/H,)/I1,(G/H; ) serbest homotopi simflan
kiimesi yardimiyla simflandinihir. Eger sadece kismi diizen gozlenebiliyorsa,
bunun tekillikleri de I1,(G/H,;)/I1,(G/H,) ile belirtilir. Bununla birlikte,
diizen parametresinin soft bilesenine iliskin mevcut bilgiler 1s15inda bu
siniflandirmanin daha hassas hale getirilmesi gerekir. Bu durumda nitelendirici
simflar I1,( G/ H,)/ I, (G /Hy) yoriingelerinden (orbit) olusacaktir. Herhangi
bir [g(a)H,: o € I'] adi homotopi sinifinin verilmig olmast durumunda bir ¢HS e

H,/H;=I1; (G / H,) koseti siif iizerinde etki yaparak bu sinifi,

[¢'g0) ' H | ael] (4.25)

haline doniistiiriir; burada ¢', ¢H; n keyfi bir elemanidir. Bu islem, Kesim 4.3.2.

dekine tamamen egdeger bigimde gerceklestirilir. Genelde IT(G/H,)/I1;(G/H,)
yoriingeleri, IT,( G/ H,;) /I, (G /H,) yoriingelerinden gok daha hassas (ince) bir
simiflanduma igerir. Ancak tek eksenli-gift eksenli nematiklerde herhangi bir
farklilik yoktur.

. Bir KeI1;(G/H;) elemaninin pell,(G/H,) iizerindeki iglemi, bir nokta
tekilligi igin, noktanin K ya karsilik gelen ¢izgi tekilligi etrafinda hareket etmesi
ile adi homotopi sinifimin degigmesi seklinde yorumlanabilir. Bununla birlikte,
kismi diizendeki lineer topolojik solitonlar da I1,(G/H,;) elemanlan ile tanimlanir.
Dolayisiyla eger boyle bir soliton bir tekil ¢izgi etrafinda takip edilecek olursa,

bunun adi homotopi smnifi s6z konusu iglem sonucu degisecektir.
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4.5. Tam ve Kismi Diizendeki Kusurlar ile Yari-Kusurlar Arasmdaki
Mliskiler

4.5.1. Hotomopi Gruplarinin Tipatip Dizisi

G/ H, baz uzayt G/H, ve lifi (fiberi) H; / H; olan bir demet (bundle) uzay:
oldugundan, I1,(G/H,), IT (G /H,) ve I1,(H, / H;) homotopi gruplar: tam bir
homomorfizm dizisi ile birbirine baghdir. Omek olarak bu homomorfizmlerden
birisini géz Oniine alalim:
. = [ (G/Hy) —2 TI,(G/H,) —22 1 (Hy/Hy)
—I 5 I, (G/H,) — I1,(G/H)) —> . .. (4.26)

Uc boyutlu uzayda gruplar ardisik olarak, tam diizendeki nokta tekilliklerini,
kismi diizendeki nokta tekilliklerini (veya lineer topolojik solitonlart), lineer
yari-kusurlari, lineer tam kusurlann ve kismi diizendeki ¢izgi tekilliklerini
tamimlarlar. Sekil 4.6 da her bir grup bir disk ile sembolize edilmis olup, disk
merkezi grup 6zdesligini belirtecek sekilde yerlestirilmigtir. igteki daha kiigiik
diskin noktalar1 6zdeslige doniisiir ve bu nedenle doniisiimiin ¢ekirdegini (kernel)
olugtururlar. Dizi tamdir, yani herbir homomorfizmin c¢ekirdegi bir 6nceki
homomorfizmin goriintiisiine esgittir. Daha agik ifade edilirse, tekillikleri
nitelendiren adi homotopi sinift degil, I1;(G/H,;) grup islemi altindaki bir
yoriingedir. Bununla birlikte, dizi bu islem yhrdmn ile bir doniisiim dizisi elde
edecek sekilde terimler halinde garpanlarna ayrilabilir ve bu ayrilma sonucu,

cekirdek ve goriintii anlam ve iligkilerini siirdiirdiigiinden dolayi dizi yine tamdir.
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ST1(G/H,)—2 5 T1(G/H,) —22—> I, (Hy/Hp) — 't TT,(G/Hz) — IT,(G/Hy )~

Sekil 4.6. Tipatip homotopi dizisi

Homomorfizmler asagidaki sekilde yorumlanmalidir:

(i) j2 homomorfizmi, bir faz gegisinde olabilecegi gibi, tam diizen parametresinin
kismi (rigit) diizen parametresine indirgendigi, bir nokta tekilligin doniigiimiinii
tanimlar. Cek j, deki kusurlar gegis sirasinda yok olur, ¢ek j, disindaki kusurlar

ise kendi goriintiilerine doniigiirler.

(ii) 0, homomorfizmi, kismi diizenli nokta tekilliklerinin yar-kusur gizgilerine
bozulmasim tammiar ve lineer yari-kusurlar ile bunlarin muhtemel simrlan
arasinda bir iliski kurar. Cek &, deki tekil noktalar sinir olugturmazlar. Tipatip
dizi oldugundan, bu noktalar bir ters goriintiiye sahip noktalara karsihk gelir ve
« kismi diizenden tam diizenin ortaya ¢ikmasi durumunda sz konusu noktalar bu
ters goriintitye doniigiirler. Cekirdek digindaki tekil noktalar kararlr yan-kusur
gizgilerinin smurlarm olustururlar. Im 8, deki yan-kusurlar smirlandinlabilirler
ve dolayistyla hacim igerisinde son bulurlar. ae Imd, nin  simrlan .

0;' (o) kiimesi igerisinde yer alir. o ve B yan-kusurlan arasindaki arayiizeyler
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0;' (o) iginde bulunur, giinkii B nin geri katlanmas: ile siirl bir o™ yari-

kusur ¢izgisi elde edilir.

(iii) i; homomorfizmi yan-kusurlan tam kusurlara baglar. Cek i; igindeki yar-
kusur gizgileri tam tekillikler gibi kararsizdirlar. Bu gizgiler, kismi diizendeki bir
tekilliin ara durum olarak ortaya ¢ikmasina izin verilmesi durumunda, kusur
olmayan bir yapiya déniisebilirler (relax). im 8,= gek i, oldugundan, doniisebilir
yari-kusur gizgileri tam olarak sirlandinilabilen gizgilerdir. Ceki; digindaki
yurikusurlar hacim (bulk) igerisinde sona ermezler, dolayisiyla tam tekillikler
olarak kararlidirlar. Imi;/ {e} deki tam kusurlara diizen parametresinin rijit
bileseninde tekil olmayan gekirdekler baglanabilir. Dolayisiyla bu kusurlarin en
diisiik enerjiye sahip oldugu kabul edilir.

(iv) j1 homomorfizmi, tam diizenden kismi diizene bir faz gegisi sirasinda ¢izgi
tekilliklerinin doniigiimiinii tammlar. Ters gegiste gek j; in kusurlart keyfi bigimde
olusturulabilir. ¢ek j; = Im i) oldugundan bunlar tam tekillikler olup yari-kusurlar

olarak goz 6niine alinabilirler.

Denklem 4.26 ’y1 izleyen j;, 0y, io, jo homomorfizm serisi de aym bigimde -
yorumlanir. Sadece tekilliklerin boyutu 1 artinimahdir. Onceki
. »I(G/H;) —2- I3(G/ H;) —=- I1,(H)/Hy)

—2 5 M,(G/H,) —2 T1,(G/H;) - ... 4.27)
serilerinin yorumu daha giigtiir (bir nokta tekilligin smir nedir?) ve ilk terim,
yan-kusur soliton siireglerine ait degisik goriiglerin goz oOniine alinmasim
gerektirir.
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4.6. Yar-Kusurlar ile ilgili Ahgtirmalar

Cizelge 4.1 de degisik diizenli ortamlar igin simetri gruplan, homotopi gruplan ve
tipatip dizinin pargalant gosterilmistir.  Burada birkag ornek g6z Oniine
aliacaktir.

4.6.1. Cift Eksenli -Tek Eksenli Nematik Sivi Kristaller

Cift eksenli nematik s1v1 kristallerdeki yari-kusur gizgileri, u sarmal tamsayilan
ile nitelendirilir. Bir yan-kusur ¢izgisi etrafindaki herhangi bir ilmek tizerinde
kenar eksenleri 2mu acist kadar doénerler. Bir yan-kusur ¢izgisinin kismi
diizendeki 180° lik bir disklinasyon hatti boyunca takip edilmesi durumunda
sarmal say1 (winding number) -u olur. Bu durumda yan-kusurlar  {u, -u}
giftleri ile belirtilir. Tam ¢izgi tekillikleri Q= {+ 1, +i, +j, 3k} quaterniyon
grubun elemanlarina karsilik gelirler. Burada i, ana eksen etrafinda n kadar
donme yapan bir disklinasyonu gostermektedir. u ile gosterilen bir yan-kusur
¢izgisi i*" ile gosterilen bir tam gizgi tekilligine karsilik gelir. Eger bir yan-kusur
¢izgisinin u sarmal say1s: ¢ift ise, bu durumda ¢izgi, tam tekillik olarak kararsizdir
ve indisli kismi diizendeki bir nokta tekilligi ile sinrlandinlabilir. 1 indisli nokta
tekilligi ise, +1 ve -1 sarmal sayilarina sahip yan kusur gizgilerine aynlabilir.
(Sekil 4.4.c)

' IL,(G/H,) nin [, (H,/H,) iizerindeki iglemi,
QxZ > Z

@ u)»{'“ ’
u

b

qett, £k } (4.28)

ile verilir. +1, H tiiriindeki tam kusurlani, ek kusur ve nokta tekillikleri
olusturmaksizin, her yan-kusur ¢izgisini kesebilirler. j, tk tiirii kusurlar iginse,
eger bunlar, ue {$1/2, £3/2, £5/2,. ..} kesirli sarmal sayilara sahip yan-kusurlar

kesiyor ise, topolojik bir engel s6z konusudur. Bu kusurlarin tam sarmal sayt1ls
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yari-kusurlan kesmesi durumunda, tu, ueZ ile verilen iki nokta tekilligi ortaya

¢ikar.
4.6.2. Smektik C Sivi Kristalleri

‘Smektik C stv1 kristalleri, molekiillerin kiitle merkezlerinin olugturdugu rigit bir
katman yapisimt molekiillerin uzun eksenlerinin yonelim diizeni ile birlestirir.
Smektik A siv1 kristallerin tersine yonlendiriciler (direktérler), sabit bir agi ile
katmanlanin normallerine goére egim olugtururlar. Diizen parometresinin soft
bilegeni yonlendiricinin katman tizerindeki izdiigiimiidiir ve bu g¢ogunlukla
diizlemsel (planar) yonlendirici olarak adlandirtlir. Cizelge 4.1 de verilen tipatip
diziden, ¢ek 8= 0 oldugundan dolayr katman diizeni igerisindeki herbir kararli
nokta tekilliginin kararh bir yan-kusur ¢izgisi simirlandirdifn gériilmektedir.
Yan-kusur ¢izgileri, weZ olmak iizere, 27w sarmal agili diizlemsel
yonlendiricideki  disklinasyonlardir. Tam ¢izgi tekillikleri, Z nin
(dislokasyonlarin) Z, ile (sarmal agist n ile c¢arpim sonucu bulunan
diskfinasyonlar ile) yari-direkt ¢arpimin elemanlant yardimiyla belirlenir. Sadece
tam sayih saf disklinasyonlar yari-kusur olarak g6z oniine alnabilir. Bir faz
gecisi esnasinda herhangi bir yan-kusur ¢izgisinin nasi! ortaya giktifx ve bir yari-
kusur ¢izgi ¢iftinin bir nokta tekillige nasil yol agti1i kutuplayici mikroskoplar
yardimiyla gézlenebilir.

Tam kusurlarin yari-kusurlar tizerindeki iglemi,

ZAZYxZ - Z
({tlt}, w) > D'w (4.29)

ile verilir. Sadece yan1 tamsayili disklinasyonlar yarn-kusurlarin sarmal say1smi
degistirir. Tam sayili disklinasyonlar, yan-kusurlari, herhangi bir topololjik
engelleme olmaksizin keserken, yar tamsayili disklinasyonlar noktalarin ¢ift

olusumu ile keserler.
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4.6.3. Siral (Chural) Smektik C Siv1 Kristaller

Siral Smektik C fazi (SmC*) normal smektik C yapidan, diizlemsel
yonlendiricinin (yani yonlendiricinin katman fizerindeki izdiigiimiintin) katman
normaline paralel bir helis ekseni etrafinda spiral olugturmasi ile farklilik gosterir.
Bu yapimn smetri grubu, inversiyonunun olmamast disinda, SmC ninki ile
izomorfiktir. Dolaystyla, rigit diizen olarak SmA nin yer aldig1 tipatip homotopi
dizisi (saga ve sola yonelimli helis bolgelerini birbirinden aywan duvar
kusurlarin ortaya gtkma olasihd diginda) degismez kalir. Tam ¢izgi kusurlan
yine Z A Z , ile nitelendirilir ancak bu kusurlarin farkli bigimde yorumlanmasi
gerekir. Herhangi bir (t, )e Z A Z 4 simetri elemam, t katmam kadar bir 6teleme, |
reZ4 =C, < SU(2) seklinde bir dénme, ayrica (diizlemsel yonlendiricinin helis

td

diizenlenmesi nedeniyle) adum ekseni etrafinda 2% ?

acis1 kadar ek bir dénme

icerecektir. Burada P (helisin) adum1 ve d tam katman uzakligim gosterir. Eger
bu a¢t 7 ’nin  bir tam kati degil ise, bu durumda kusur “dispirasyon” olarak
tamimlamr ve bunun dénme kismi “miikemmel olmayan (imperfect) disklinasyon”
olarak adlandiriir. Dispirasyonlar, bir uyugmazlik (mismotch) duvan gevrelerler;
ancak bu duvar topolojik olarak karatsizdir. Yan-kusur gizgileri, t nin sifira
gittigi tam kusurlara karsihk gelirler, dolayisiyla saf, mitkemmel
disklinasyonlardir.

Farkli bir agidan bakildiginda, 6teleme periyodu nd olan SmC* diizende bir
siperyapidan s6z etmek miimkiindiir; burada n, nd/p nin bir tamsay1 olmasim
saglayan en kiiglik tamsayidir. Bu durumda sé6z konusu kusur yapisi, siral
olmayan duruma 6zdestir. Kismi diizen olarak H*" smetrili siiper yap: ve tam

diizen olarak SmC* diizenlenmesi alinacak olursa, ITy(H*™" / H™")=2Z,
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oldugundan, kararli yari-kusur duvarlan olugabilir. Bu duvar kusurlan tam

olarak, yukarida s6z edilen uyugsmazhik diizlemleridir.
4.6.4. Smektik A;-A; Siv1 Kristalleri

Smektik A, ¢ift katmanli yapida dislokasyonlar, t Burgers sayisi yardimiyla
katmanlar arast uzaklik cinsinden, disklinasyonlarn sarmal agisi ise r yan-
tamsayis1 yardimiyla 2n cinsinden 6lgilliir. t yarnt tamsayr degerine sahip
dislokasyon gizgileri, disklinasyon indisinden bagimsiz olup ¢ek 9, igerisinde yer
almazlar. Dolayisiyla bu gizgileri kararli yan-kusur duvarlanm gevrelemek
zorundadir. Bu duvarlar zeIly(H,/H,)=Z, ile temsil edilirler ve gekiy=ITo(H;/H;)

oldugundan hacim igerisinde (bulk) sona erebilirler.

4.6.5.3He-A Siiperakiskam

Diizen parametresinin rigit kistm olarak Cooper ciftlerinin d spin vektoriinii, soft
kismu olaraksa, yoriingesel durumu karakterize eden 1, ey, €, tripodunu géz oniine
alacagiz. Dipolsiiz fazda sadece tek bir kararhi yari-kusur ¢izgisi, tripod
alanindaki 2r disklinasyonu mevcutttur. Dipol-kilitlenmis (dipol-locked) fazda
ise, d ve I birbirine ya paralel veya iparalel olmayip, d igindeki nokta tekillikleri,
.2z€Z seklinde bir tamsayr olmak f{izere, 2n sarmal agisina sahip yan-kusur

¢izgilerini kugatirlar. [14]
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