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OZET

MATRIS GRUPLARININ LIiE TEORISI ACISINDAN INCELENMESI

Matris gruplari, matematigin bir¢ok alaninda ve uygulamalarda 6nemli bir role
sahiptir. Matris gruplar1 6zellikle cebirsel (soyut cebir ve lineer cebir anlaminda)
yapilari ile ele alinmakla birlikte, bu tez ¢alismasinda matris gruplarinin topolojik
yapisi da ele alinmistir. Daha onceki yillarda yapilan ¢aligmalarda da goriilmiistiir ki,
matris gruplar1 cebir ve geometrinin matematiksel olarak ilging bir sekilde i¢ ice
gecmis bir 6rnegi olarak goriilebilir.

Lie teorisi, Lie gruplar1 ve Lie cebirleri ile bunlarin uygulamalarindan olusan
matematigin bir alt dalidir ve 19. yiizyilin sonlarinda Norvegli matematik¢i Sophus
Lie tarafindan ortaya atilmistir. Temelde siirekli ya da diferansiyellenebilir soyut
gruplarin teorisine dayanir. Bu tez ¢alismasinda n-boyutlu Euclid uzay1 tizerinde lineer
dontisiimlere karsilik gelen matrislerin gruplarini ele alinmistir. Bunun i¢in cesitli
kaynaklardan matris gruplarinin yapilar1 ve bunlar iizerindeki ilgili 6nerme ve
teoremleri kullanilmigtir. Diger taraftan, Lie teorisi temel olarak topoloji ve
diferansiyellenebilir manifoldlarin grup yapisina dayanmaktadir. Bu sebeple biitiinliik
acisindan, diferansiyellenebilir manifoldlarin teorisindeki ilgili tanim ve teoremler ile
ilgili topolojik temellere deginilmistir. Bir Lie grubu kendisine ilisik bir yap1 olan Lie
cebiri kavramu ile birlikte anilir. Lie gruplarn ile Lie cebirleri arasindaki iliski iistel
tasvir ile saglanir. Baz1 ¢aligmalarda Lie gruplar: ile ¢alisirken, bunlar yerine Lie
cebirleri ile ¢alismak daha pratik ve uygun olabilir.

Herhangi bir matris grubunu, tizerinde kurdugumuz diferansiyellenebilir yap1
ile birlikte bir manifold ve islem ile birlikte bir Lie grup yapisina sahiptir. Bu tez
calismasinda 6zel olarak genel lineer grup, 6zel lineer grup ve ortogonal grup ele
aliarak bunlarin Lie cebirleri de ayrintili incelenmistir.

Anahtar Kelimeler: Lie grubu, Lie cebiri, matris grubu.
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ABSTRACT

A SURVEY OF MATRIX GROUPS iN LIiE THEORY

Matrix groups have an important role in many fields of mathematics and its
applications. Matrix groups are discussed especially with their algebraic structures (in
the sense of abstract algebra and linear algebra), in this thesis the topological structure
of matrix groups is also discussed. It has also been seen in previous studies that matrix
groups can be seen as an interesting mathematically intertwined example of algebra
and geometry.

Lie theory is a subbranch of mathematics consisting of Lie groups and Lie
algebras and their applications, and was introduced by the Norwegian mathematician
Sophus Lie in the late 19th century. It is basically based on the theory of continuous
or differentiable abstract groups. In the thesis, groups of matrices corresponding to
linear transformations on n-dimensional Euclidean space are discussed. For doing this,
the structures of matrix groups from various sources and their related propositions and
theorems are used. On the other hand, Lie theory is mainly based on topology and
group structure of properly differentiable manifolds. For this reason, for the sake of
completeness, topological foundations related to the related definitions and theorems
in the theory of differentiable manifolds are mentioned.

A Lie group is associated with its associated structure, the concept of Lie
algebra. The relationship between Lie groups and Lie algebras is provided by
exponential map. In some studies, when working with Lie groups, it may be more
practical and appropriate to work with Lie algebras instead. Any matrix group has a
manifold and a Lie group structure with the operation, along with the differentiable
structure we build on it. In this thesis, the general linear group, the special linear group
and the orthogonal group have been dealt with and their Lie algebras have been
examined in detail.

Keywords: Lie groups, Lie algebras, matrix groups.
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1. GIRIS

Lie teorisi, Lie gruplar1 teorisi ve Lie cebirleri teorisi ile bunlarin
uygulamalarindan olusan matematigin bir alt dalidir ve 19. ylizyilin sonlarinda
Norvegli matematik¢i Sophus Lie tarafindan ortaya atilmistir. Lie teorisi, Klasik,
diferansiyel ve cebirsel geometri, topoloji, adi ve kismi diferansiyel denklemler gibi
ihtiva ettigi zengin matematiksel i¢erikle ve yakin iliski de oldugu fizik ve miithendislik
alanlariyla disiplinler arasi bir konudur. Temelde siirekli ya da diferansiyellenebilir
gruplarin yani siirekli ya da diferansiyellenebilir bir islem ile birlikte soyut gruplarin
teorisine dayanir. Bu tez ¢alismasinda 6zel olarak n-boyutlu Euclid uzay: iizerinde
lineer doniisiimlere karsilik gelen matrislerin gruplari ele alinmigtir. Bunun i¢in ¢esitli
kaynaklardan matris gruplarinin yapilart ve bunlar {izerindeki ilgili Onerme ve
teoremleri kullanildi. Matris gruplarini Lie teorisi agisindan incelenerek Lie grubu ve
Lie cebiri yapilarii ortaya koymaktadir. Boylelikle matris gruplarimin cebirsel
yapisinin yaninda, topolojik yapisini da incelemek amaglanmistir. Ayrica, Lie grubu
ile Lie cebiri arasindaki iliskiyi agiklamak ve bazi spesifik matris Lie grubu 6rneklerini

incelemek tezin hedeflerinden biridir.

Tez ¢alismasi bes boliimden olusmaktadir. Birinci boliim giris kismina ayrilmig
ve Lie teorisinin matematikteki yeri ve énemine vurgu yapilmstir. Ikinci boliimde;
matris gruplart bashiginda genel lineer grup, Ozel lineer grup, ortogonal grup
incelenmis ve ayrica matris gruplart i¢in topolojik kavramlar ve oOzellikler

irdelenmistir.

Ugiincii boliimde; manifoldlar, Lie cebirleri ve Lie gruplar ile iistel tasvir
bagliklar1 altinda, ikinci boliimde bahsi gecen matris gruplarinin Lie cebirleri
incelenmistir. Matrisler i¢in {stel tasvir tanimlanarak, iistel tasvir yardimiyla matris

gruplart ile Lie cebiri iliskisi ortaya konmustur.

Dordiincii boliim olan matris Lie gruplari basliginda ise Lie cebirinden alinan
bir elemanin iistel tasvir vasitasiyla Lie grubu elemanina nasil dontistiiriildiigii konusu
ayrintilariyla ispatlanmigtir. Sonug olarak tiim matris gruplarinin bir manifold yapisina

sahip oldugu ve bu yapi ile birlikte Lie grubu oldugu ispatlanmistir.

1



2. MATRIS GRUPLARI

Bu tez ¢alismasinin amagclar1 dogrultusunda, bilesenleri sadece reel sayilar olan
matrisler ile ¢alisacagiz. Benzer sekilde kompleks sayilar veya quaterniyonlar gibi
degisik cisimler iizerinde matris gruplari olusturmak miimkiin olmakla birlikte bunlar
tez konumuz digina kalmaktadir. Bilesenleri reel sayilar olan, n X n tipindeki tiim kare

matrislerin kiimesi M,, (R) ile gdsterilsin.

2.1. Genel Lineer Grup

Tamm: R iizerinde bir GL, (R) grubu asagidaki gibi tanimlanir.

GL,(R) ={A € M,(R)|3B € M,(R) AB = BA=1,}
Burada, I,, matrisi n X n boyutlu birim matristir. GL,,(R) grubu tersi alinabilir
n X n tipindeki tiim matrislerden olusur.
Lemma: GL,,(R) matris ¢arpma islemi altinda bir gruptur.

Ispat: n € N keyfi olsun ve GL,(R) grubunu diisiinelim. A,B € M,,(R) kare
matrisleri i¢in det(A)det (B) = det(AB) dir. Ayrica, X,Y € GL,(R) oldugunda
det(X) # 0 # det(Y) olup

det(XY) = det(X) det(Y) # 0 (2.1)
dir. Boylece XY € GL, (R) oldugu gosterilir.

Dolayisiyla GL,, (R) matris garpma islemi altinda kapalidir. Simdi GL,, (R) ’nin

ti¢ 6zellik ile grup oldugunu gosterelim.
Birlesme ozelligi:

A= (Clij), B = (bll) veC = (Cij) € Mn(R) olsun.

(AxB)*C = ((ai,-) * (bi,-)) * (ciy)

= (i aikbk,-> * (cij)

k=1

2



NgE

(Zn: aikbkl> * (cyy)

k=1

n
aj * ( by * ij)
=1 =1

= (a;;) * (Z by * ij)
= (ay) * ((bi,-) * (Cij))

=Ax(B=xC) (2.2)

l

1l
=

NgE

Boylece matris garpma islemi birlesmelidir. Bu nedenle bu 6zellik GL,, (R)

grubu icin gegerlidir.

Birim eleman ozelligi: A € GL, (R) olsun.

a1 Qg2 Ain
az1 Az arn
A= ;
Ap1 Qnz  *° Qpn (2.3)

I, birim matrisi asagidaki gibi tanimlanir.

A-1I,=1,-A=A vedet(l,) =1, 1, € GL,(R) olur.

Ters eleman ozelligi: A € GL,(R) oldugundan GL, (R) grup tanimindan A matrisinin
tersi oldugu soylenir. Bu yiizden A matrisinin tersi vardir. A~! matrisi tersi alinabilir

oldugundan (4~1)~1 = A olur.

Dolayisiyla A~ € GL,(R) dir. Daha sonra, GL,,(R) matris carpma islemi
altinda bir gruptur. Bir reel say1 dizisinin yakinsakliginin tanimina benzer sekilde

M, (R)’da bir matris dizisinin yakinsaklig1 da tanimlanabilir.



Tanmm: A,, dizisi M,,(R)’da matrislerin bir dizisi olsun. Eger; m sonsuza yaklasirken
(m - ) 1 <i,j < nigin, A, dizisinin her (ij). elemam yani (A,,);; degeri, bir A
matrisinin karsilik gelen (ij). bilesenine yani (A);; degerine yakinsiyor ise A,, matris

dizisi A matrisine yakinsiyor denir.

Tanmm: G c GL, (R) herhangi bir alt grup olsun. Eger A,,,, G’deki herhangi bir matris
dizisiyse ve A,, bir A matrisine yakinsiyor ise, bu durumda A € G 6zelligini saglayan

genel lineer grubun tiim alt gruplarina matris grubu denir.

Bu tanimdan bir matris grubunun topolojik anlamda kapali bir kiime oldugu
sonucunu ¢ikartabiliriz. Bu ise matris gruplarinin topolojisini inceledigimiz 2.4 nolu

boliimdeki gibi matris gruplarinin tiim limit noktalarini igerdigi anlamina gelir.

Boylece bu boliimii GL, (R) genel lineer grubun bir matris grubu oldugunu

sOyleyerek bitirebiliriz.

2.2. Ozel Lineer Grup

Tamim: R iizerinde bir 6zel lineer grup SL,, (R) ile gosterilen, determinanti 1 olan n X

n boyutlu matrislerden olusan kiimedir.
SL,(R) = {A € GL,(R)|det = 1} (2.5)
Ozel lineer grup bir matris grubudur. Bunu ispatlamak igin oncelikle
determinant fonksiyonun siirekli oldugunu gdstermek gerekir.
Teorem: Determinant fonksiyonu det: M, (R) — R siireklidir.

Ispat: Ispat n iizerinde timevarimla gosterilecektir. n =1 olsun. 1 x 1 boyutlu
matrisin determinanti kendisidir. Bu nedenle girdileri kendisi olan determinant

fonksiyonu stireklidir. Boylece M; (R)’den R’ye determinant fonksiyonu siireklidir.

Simdi M,(R)’dan R’ye determinant fonksiyonunun siirekli oldugunu
varsayalim. Amacimiz determinant fonksiyonunun M, ;(R)’den R’ye siirekli

oldugunu gostermektir.

A € M, .,(R) olsun.



a1 A1 o Ain+1

4= ?2,1 az,'z az’?ﬂ
An+1,1 An+1,2 " Antan+t (2.6)
Determinantin tanimina gore;
n+1
detA = Z(—l)iﬂ' a; ;M ; @2.7)
i=1

M;; her i igin bir nxn boyutlu matrisinin determinanti oldugundan, j €

{1,2,---n + 1}, detA reel bir say1 ile garpilan siirekli fonksiyonlarin toplami olarak

tanimlanabilir. Bu ylizden detA fonksiyonu siireklidir.

Boylece M,,,,(R)’den R’ye tanimlanan determinant fonksiyonunun siirekli
oldugu tiimevarim yoluyla ispatlanmistir.
Teorem: SL,, (R) grubu bir matris grubudur.

Ispat: n € N keyfi olsun. Ik 6nce SL,,(R)’nin GL, (R) nin bir alt grubu oldugunu
gosterelim. A, B € SL,(R) olsun.

det(AB) = det(A) - det(B) ve det(4) = 1 = det(B) (2.8)

oldugundan A, B € SL,,(R), det(AB) = det(A) -det(B) =1-1 = 1. Boylece AB €
SL,(R) olur.

Dolayisiyla SL,(R) matris carpma islemi altinda kapalidir. Ayrica,
det(I,) =1 oldugundan I,, € SL, (R) olur. Son olarak

det(AA™1) = det(l,) = 1 = det(4) - det(A™1) ve det(4) = 1,det(4™ ) =1

olur. Bu yiizden A~ € SL, (R) olacaktir. Béylece SL,(R), GL,(R) nin alt grubu
oldugu gortiliir.

(A,,) dizisi her meN ve A,, > A i¢in A, € SL,(R) matrisi dizisi olsun.
det A,, = 1 oldugunda her m € N i¢in determinant fonksiyonu siirekli oldugundan bir

oOnceki teorem ve

f: A = R fonksiyonu verilsin. Tim n € N igin (x,,) dizi olmak {izere



Xn €A igin x, = ¢ yakmsiyor ise f(x,) — f(c) ve lim f(x) = f(c) teoremi
X—C

geregince det(4) =1 dir. Boylece A € SL,(R) olur. Boylece SL,(R) grubu bir

matris grubudur.

2.3. Ortogonal Grup

Ortogonal grubu tanimlayabilmek igin bazi terim, notasyon ve yardimci

teoremlere ihtiyag¢ vardir.

Tanmm: R" wuzayindaki standart i¢ c¢arpim R" X R™ - R ile tanimlanan

fonksiyondur.

(X1, %2, oo X)), V1, Y2r s VAR = X1 "Y1+ Xp " Yo + X " Yy (2.9)

seklinde tanimlanir.

Tamm: R" uzayindaki standart norm (boy) R™ - R* ile tanimlanan fonksiyondur.
lx|r = v/ {x, X)r (2.10)

seklinde tanimlanir.

Tanmmm: x,y € R" vektorler olmak tizere, eger (x,y) = 0 saglaniyorsa ortogonal,
|x|] = 1 ise birim vektor olarak olarak adlandirilir. Ayrica bir A € M,,(R) matrisinin

stitun vektorleri ortogonal birim vektorler ise A ya ortogonal denir.

Bu tanimin tim x, y € Rigin (x4, yA) = (x, y) ile esdeger oldugu sdylenebilir.

Bu durum izometri kosulu olarak bilinir, bu ise bir ortogonal matrisin uzaklik koruyan

lineer transformasyon oldugu anlamina gelir. Tanimdan her A € M,,(R) ortogonal
matris i¢in

AT-A=1,=A-AT (2.11)

esitligi saglanir. Burada A”, A matrisinin transpozesi olarak gosterilir. a;;, A matrisinin
i.satir1 ve j.siitiinu olmak tizere o halde a;; A™ matrisinin i.siitinu ve j.satir1 olarak

ifade edilir.
Bir sonraki tanim ortogonalligi farkli izerinde genellestirir.
Tamm: R {lizerinde ortogonal grup asagidaki gibi tanimlanur.

0,(R) = {A € GL,,(R)|(xA, yA) = (x,y) tim x,y € R" icin} (2.12)



0,,(R) grubunun bir matris grubu oldugunun ispat1 boliim sonunda gosterilecektir. Bu

Ispattan once birka¢ temel tanim ve kavram verilecektir.

Tanmmm: R"™ uzayinin bir kiimesi {x;, x, -, x,} olmak tizere, eger i = j oldugunda

(x;,x;) =1, i #j oldugunda (x;, x;) = 0 saglaniyorsa kiimesi ortonormal olarak
adlandirilir.
Yardimer Teorem: 4, B € M,,(R) ise (AB)T = BT AT esitligi saglanur.

Ispat: A, B € M,,(R) olsun.

a1 Qg2 QAin b1 bz bin
A= a1 dp QAzn B = b2:1 b, by
an1 Qnz2 = Qpn b,y bpy -t bun (2.13)
seklinde tanimli olup asagidaki esitlikler saglanir.
a1 Q2 Qp] b1y b1zt bin T
(apy = |* %2 7 Cemf|ba ba o b
An1 Apz = Apn bnl bnz bnn
a11 b1 + o+ aypbpy A1 by + o+ aipbpy 0 Aq1 big o+ Apbpy
_ |921 byy + -+ aypbpr  Gz1 b1y + -+ agpbyy Az biy o+ Agpbpy
ay1 b1 + -+ agpbny ag b+t agbyy 0 ag by o+ by
bi1 b1z - bip][A11 Q12 vt Qup
— b21 bzz bZTl azq a; o Qan
bpi bpz v bppll@na Anz o Qnn
= BTAT (2.14)

Yardimc Teorem: A, B € M,,(R) ise (4A™)T = (47"
Tiimevarim kullanalim. n = 1 igin (A1)T = AT = (4")? oldugu goriiliir.
Herhangi bir n € N igin (A™)T = (A")" oldugunu varsayalim. (AB)T = BTAT
esitliginden
(ATY*1 = (AT - AT = (A™)T - AT = (A - A™)T = (A™*1)T (2.15)

elde edilir. Daha sonra,



(AMT = (AT)" esitliginin matematiksel tiimevarim ilkesine gére dogru oldugu

gosterilmis olur.

Teorem: Tim A € GL,(R) i¢in A € 0,(R) olmas1 i¢in gerek ve yeter kosul
A-AT =1, dur.

Ispat: Ispata baslamadan 6nce, A € M,,(R) ve tiim x € R" igin R,: R® —» R™
Ry(x)=x-A (2.16)
fonksiyonunu tanimlayalim. A = [ai j]n € GL,(R) keyfi matrisini ele alalim.
Gerek kosul i¢in; A € 0, (R) olsun. R™ uzaymnin bir ortonormal bazi

{e, = (1,0,-:-,0),e, = (0,1,---,0),--, e, = (0,,0---,1)} ve (x-A,y-A) ={(x7y)
oldugundan;

{Ra(e1),Ra(ez), " Ry(en)} (2.17)

bir ortonormal vektorler kiimesidir. Ayrica {R,(e;), R4(e;), - R4(e,)} vektorleri A

matrisinin satir kiimesidir. Yani R4 (e;) A matrisinin i.satirina karsilik gelir.
(A-A");; = (Anmi.satir) - (A" ninj. siitunu) (2.18)
= (A nin i.satir1) - (A nin j. satir1)
= ((Anin i.satir1), (A nin j. satir1))
Boylece, i = j oldugunda,
((A nin i.satir1), (A nin i. satir1)) = (R4(e;), R4(e;)) = 1 (2.19)
esitliklerinden (A - A");; = 1 ve i # joldugunda;
((Anin i. satir1), (A nin j. stitunu)) = (RA(ei),RA(ej)) =0 (2.20)
esitliklerinden (A - A");; = 0 ve bdylece, A - AT = I,, bulunur.

Yeter kosul icin; A+ AT =1, olsun. Bui = j oldugunda (R,(e;), R4(e;)) =
1vei # joldugunda (R4(e;), Ry (ej)) = 0 oldugu anlamina gelir.

x = (%0, %),V = V1, V2, ¥n) € R™ keyfi elemanlar olsun.

(xAy-A) = (R4(x),Ry(y))



n
= Z x; (A nmin i. satir1), Z y;(A nin j.satir1),

n
i=1 j=1

n

= Z x;{(A nin i.satir1) , (A nin i. satir1))y;

i=1

=X1'Y1t X2 Yot Xt Wn

= (x,7) (2.21)

Dolayisiyla A € 0,(R) oldugu goriliir.

2.4. Matris Gruplarimin Topolojisi

n-boyutlu Oklid uzayr R" iizerindeki Oklid metrigi tarafindan indirgenen
metrik uzay, R" i{izerindeki Oklid topolojisi olarak bilinir. Simdi amacimiz R™ ile
M, (R) matris kiimesi arasinda bir baglanti olusturmaktir. Bu baglant1 i¢in de R"

iizerindeki Oklid topolojisini kullanacagiz.

R™ ile M, (R) matris kiimesi arasinda bir iligki kurabilmek i¢in bu kiimeler arasinda

asagidaki bir birebir esleme tanimlayalim.

@:R™ - M, (R)

X = @(x) = (X11,X12, s X105 X215, X225 wo0» X2y oo s Xy )
X11 X120 Xin
Xo1 X2 v Xop
p(x) = : : ., :
Xn1 Xn2 " Xnn (2.22)

Bu eslemenin birebir ve orten bir fonksiyon oldugu aciktir. Bu fonksiyon

sayesinde matrisler lizerinde ¢aligirken, R™ Oklid uzay1 iginde kalarak Oklid metrigi
ve Oklid topolojisine uygulanan altuzay topolojisi kullanarak matris gruplarinin

geometrisi ve topolojisini inceleyebilecegiz.

Topolojik uzaylardan birka¢ tanim ve yardimci teoremi hatirlayalim.



Yardimac Teorem: (X, ) bir topolojik uzay, Y € X ve 1y, = {Y N U| U € t} altuzay
topoloji olsun. Y de bir A alt kiimesinin kapali olmasi i¢in gerek ve yeter kosul A nin

Y ile X in bir kapal1 alt kiimesinin kesisimine esit olmasidir.

Ispat: Gerek kosul icin, (Y, 7y) ikilisi (X, T) topolojik uzaymin alt uzay1 ve A kiimesi
Y de bir kapali kiime olsun. Béylece Y — A bir agik kiime olup Y — A € 7y olur ve ty
tanimindan Y — A =Y N U olacak sekilde U € 7 vardir. X — U kiimesi X de kapal
oldugundan A = Y n (X=U) olup A kapali kiimesi Y ile X in bir kapal alt kiimesinin

kesisimine esit bulunur.

Yeter kosul i¢in, C kiimesi X de kapal1 bir kiime olmak iizere A = C Nn'Y olsun.
Buradan X —Cetve YN (X —C)A €ty g¢ikar. (X —C) NY =Y — A oldugundan

Y — A € 1y ve boylece Y nin kapali oldugu bulunmus olur.

Tanmm: (X,7) ve (Y,7") topolojik uzaylar olsun. Y nin her acik V alt kiimesi i¢in

f~Y(V) kiimesi X de agik ise f: X — Y fonksiyonuna siirekli denir.

Yardima1 Teorem: (X,7) ve (Y,7") topolojik uzaylar ve f:X — Y bir fonksiyon
olsun. Eger f siirekli ise Y nin her B kapal alt kiimesi i¢in, f~1(B) kiimesi X de

kapalidir.

Ispat: (X, 1) ve (Y, ') topolojik uzaylar ve f: X — Y bir fonksiyon olsun. f in siirekli
oldugunu ve B kiimesinin Yde kapali oldugunu varsayalim. Y — B € 7’ ve f siirekli
oldugundan f~1(Y — B) kiimesi X de aciktir. f~1(Y —B) = f~}(Y) - f~1(B) =
X — f~Y(B) oldugundan f~1(B) kiimesi X de kapalidir.

Teorem: 0,,(R) kiimesi bir matris grubudur.

Ispat: n € N sabit bir sayr olsun. Once 0,(R) kiimesinin bir grup oldugunu

gosterelim. Bunun i¢in grup olma aksiyomlarini inceleyelim.

i) 0,,(R) matris ¢arpma iglemine gore kapaldir. Gergekten 4, B € 0,,(R)i¢in
(AB)T = BT AT oldugundan asagidaki esitlikler gergeklenir,
AB(AB)T = ABBTAT = AILAT = AAT =1,

(AB)TAB = BTATAB = BTI,B = BTB = I, (2.23)

i) Herhangi x,y € R" igin (xI,, yI,) = (x,y) oldugundan 0,,(R) birim

matrisi igerir.
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iii)  HerM € 0,(R) i¢in M~* = MT oldugundan ve
M-Y(M~1T = MT(MTYT = MTM = I,
(M_l)TM_l — (MT)TMT — MMT — In (224)
esitliklerinden M1 € 0, (R) dir.

iv) Birlesme 6zelligi matris ¢arpma islemi i¢in asikardir.

Her N,M € M, (R) matrisleri igin det(N) = det(NT) ve det(NM) =
det(N)det(M) oldugundan, eger A € 0,(R) ise

(det(4))? = det Adet A = de t(AA) =det(A)? = det(4AT) = det(I,) = 1
olup det 4 = +1 dir. Simdi,
T: GL,(R) = GL,(R) (2.25)
X- TX)=XxXxT

seklinde tanimlansin. Bu durumda T siireklidir, gergekten her X € GL,,(R) X = [xl- j]

olmak tizere T'(X) in ij. bileseni

n
Z xikak (2 26)

k=1

seklinde olup, bu da R de bir polinom fonksiyonudur.
T ({I}) = 0n(R) (2.27)

oldugu gortliir. R™ de tek nokta kiimeler kapali oldugundan ve yardimc1 teorem ile
{I,} kiimesi de G, (R) de kapali oldugu s6ylenir. Yardime1 teoremden O, (R) grubu
G, (R) de kapalidir. Sonug olarak 0,,(R) bir matris grubudur.

11



3. MANIFOLDLAR, LiE CEBIRLERI VE LIiE GRUPLARI

Bir Lie grubu kisaca, cebirsel grup yapisina sahip diferansiyellenebilir bir
manifoldtur. Bir manifold ise kabaca, her noktasmin komsulugunda Oklid uzayina
benzeyen bir topolojik bir uzaydir. Dolayisiyla iizerinde ¢alistigimiz matris gruplarinin
Lie grubu oldugunu gosterebilmek i¢in, 6ncelikle manifold, Lie grubu ve bunlarla ilgili

kavram, tanim ve teoremleri incelecegiz.

3.1. Manifoldlar

Tamim: R", n boyutlu Oklid uzayinda bir agik kiime U olmak iizere, U ¢ R", f: U —
R fonksiyonunun, a < k ve k negatif olmayan tam say1 olmak iizere, k. mertebeden
biitiin kismi tiirevleri gﬁ var ve bu tiirevler siirekli ise, f fonksiyonuna C*-sinifindan

x@

diferansiyellenebilirdir denir ve bu fonksiyonlarin kiimesi C* (U, R) ile gosterilir.

Ozel olarak, f sadece siirekli ise C°-sinifindandir ve eger f tiim k > 0 igin C*-
sinifindan diferansiyellenebilir ise f, C®- sinifindandir denir ve C*(U, R) ile

gosterilir (Warner, 1983).

Tanmm: (X, 7), (Y, t") iki topolojik uzay ve f: X — Y fonksiyonu tanimlansin. Eger f
fonksiyonu birebir, orten, f ve f~! fonksiyonlar1 siirekli ise f fonksiyonuna
homeomorfizm (topolojik es yap1 doniisiimii) ad1 verilir. Bu durumda (X, 7) ve(Y, ")

topolojik uzaylarina da homeomorf ( topolojik es yapili ) uzaylar denir.

Tammm: a # b olmak tlizere, her a,b € (X,7) i¢in a ve b noktalarmin agik
komsuluklari sirasiyla a € V , b € U olmak tizere, V N U = @ olacak sekilde V,U € T
varsa (X, 1) uzayna T,-uzay1 (Hausdorff uzayi), T topolojisine de T,- (Hausdorff)

topolojisi denir.

Tamim: M bir Hausdorff topolojik uzay1 olsun. Eger M nin her p noktasinin ¢: U —
R"™ doniistimii bir homeomorfizma olacak sekilde bir U komsulugu var ise, yani M nin
her noktasinin R" ¢ veya bir agik alt kiimesine homeomorf olan bir komsulugu var

ise, M uzayma n-boyutlu yerel Oklid uzay1 denir. Burada U kiimesine koordinat

12



komsulugu, ¢ tasvirine koordinat tasviri ve (U, @) ikilisine de koordinat sistemi
denir(Warner, 1983).

Tamm: M bir yerel Oklid uzayi, a€ A igin F; (Uy, ¢,) koordinat sistemlerinin bir
kolleksiyonu olsun. Eger bu koleksiyon asagidaki ii¢ 6zelligi sagliyor ise, M {lizerinde

C*- sinifindan bir diferansiyellenebilir yap1 denir (Warner, 1983).

. UgeaUys =M
ii.  Hera,BeAigin @, o pz~" bilegkesi C*- simfindandir.

iii.  Bu koleksiyon maksimaldir.

Tamim: M n-boyutlu yerel Oklid uzay: ve ikinci sayilabilir bir Hausdorff uzay1 olmak
tizere, diferansiyellenebilir bir yapiya sahip ise C®- simifindan diferansiyellenebilir

manifold denir (Arvanitogeorgos, 2003).

Onerme: Diferansiyellenebilir ~ bir manifoldun agik alt kiimeleri de

diferansiyellenebilir manifoldtur.

Ispat: M n-boyutlu bir manifold olsun. M nin agik bir alt kiimesi A alalim. x € A
olsun. U, © M olmak tizere x in bir U, komsulugu vardir, dyle ki U,, R™ nin agik bir

V' alt kiimesine homeomorfik olur. h : U, — V olmak iizere

hlanu: AN Uy >V (31)

h m A N U, ile kisitlanisini diisiinelim. Burada U, ve A kiimeleri agik oldugundan
U, N A kiimesi de agiktir. x € A, x € U, ve x € AN U, oldugundan A N U, de x’in
bir komsulugudur. Eger h(4 N U,)’in R™ “in bir a1k alt kiimesi oldugunu gosterirsek
ispat biter. U, acik, A N U, de agik, h da bir homemorfizm oldugundan a¢ik kiimeleri
acik kiimelere tasir. h(A N U,) R™ nin agik bir alt kiimesidir.
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3.2. Lie Cebirleri ve Ustel Tasvir

Tammm: M € R™ ve x € M olsun. M manifoldunun x noktasindaki tanjant uzayi
M ={y'(0)]y: (—¢&,&) » M,y(0) = x olmak iizere, diferansiyellenebilir bir

tasvir} seklinde tanimlanir.

Burada y: (—¢, &) = M egrisi genel olarak bir x noktasindan gegen bir yoldur. Yani,
M c R™ manifoldunun x noktasindaki tanjant uzayi, bu sekildeki tim yollarin
egimlerinin bir koleksiyonudur, dyle ki her y bilesen fonksiyonu, (—¢, €) araligindan

R ye bir diferansiyellenebilirdir. Tanjant uzay teget uzay olarak da adlandirilabilir.

Tanmm:G < GL,(R) matris grubunun Lie cebiri [, birim matristeki teget

uzaydir. G’nin Lie cebirini g :== g(G) = T; G olarak gosterilir.

M

U/x

V(1)

Sekil 3.1. T, M Tanjant Uzayinin Sematize Edilmis Hali

Teoremde Matris gruplarinin Lie cebirlerinin M, (R)’nin alt uzaylari oldugunu

ispatlanacaktir. Bu ispat i¢in M,,(R) daki egriler i¢in ¢arpim kuralina ihtiyag¢ vardir,

asagidaki teoremde kisaca bu konu ispalanmistir.

Teorem: y, B : (—¢, &) » M, (R) diferansiyellenebilir olsun. O halde

(y, B)(t) == y(t). B (t) carpim1 da diferansiyellenebilirdir. Oyle ki;
-B)'®) =y@®.B'[®) +v'(©).B(t)

Ispat: ¥, : (—¢,&) » M, (R) tiirevlenebilir olsun. n = 1 oldugunda analizdeki

(3.2)

tiirevin ¢arpimi kuralindan asagidaki gibi ifade edebiliriz.

(0-BY®),; = D ¥Ou-BOy (3.3)
=1
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ve y(t)y. B (t);; (—&,&) — Rolan fonksiyonlarin ¢arpimidir. Bur

(@B )y = ) v©u B Oy +¥' Ou- BOy (3.4
=1
= (r(®-5'®), + (VO -B®)y (3.5)

Teorem: G < GL, (R) matris grubunun Lie cebiri g, M,,(R)’nin bir reel alt uzayidir.

Ispat: G < GL,(R) keyfi bir matris grubu olsun. g’nin M, (R)’nin bir alt uzay
oldugunu gostermek icin g’nin skalerle carpma ve matris toplama islemi altinda kapali

oldugunu gostermemiz gerekiyor.

[k adimda skaler ile carpmay1 gosterelim. 1 € R ve A € g olsun. y(0) = I,, olmak

tizere, y : (—¢, &) = R™ diferansiyellenebilir egrisi i¢in y'(0) = A dur.

Simdi, o: (— Ag,Ae) = R" egrisi biitiin t € (— Ag, A¢) i¢in o(t) = y(A.t) seklinde
tanimlansin. ¢'(t) = A.y'(A.t) oldugundan t = 0 i¢in; o' (0) = A. A bulunur. Ayrica
d(0)=y(A.0)=1I, dir. Béylece 1.A € g sonucuna varabiliriz. Ikinci adimda matris
toplama islemi altinda kapali oldugunu gosterelim. A,B € g olsun. Yani y:
(—&1,61) 2 R ve B:(—&,6) = R* diferansiyellenebilir egriler olmak tizere

y'(0) = Ave B'(0) = B dir, 6yle ki y(0) = B(0) = I,, dir.
Simdi & = min{e,;, &,} olsunve w : (—¢,&) > R" egrisiise tim t € (— &, €) igin
n(t) == y(t) - B(t) seklinde egrilerin ¢arpimi olarak tanimlansin.

Teoremden 7 egrisinin G grubunda diferansiyellenebilir bir egri oldugunu biliyoruz.

Ayrica,

n'(0) = y(0)- B'(0)+y'(0)-B(O)=1,B+A-1,=A+B
olur. Oyleyse
A+ B € gdir. Buise g nin M, (R) nin bir alt uzay1 oldugunu gostermis olur.

Lie cebirleri R iizerinde vektdr uzaylart oldugundan matris gruplarini ve onlarin Lie

cebirlerini vektdr uzaylarinin bazlar1 yardimiyla simiflandirabiliriz.

Tamm: Bir G matris grubunun boyutu onun Lie cebirinin boyutu ile tanimlanr.
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G c GL,(R) matris grubunun Lie cebiri g ye 6rnekler verebilmek adina, her A € G
icin y(0) = I, vey'(0) = A esitliklerini saglayan y,: (—¢, €) — G egrileri olusturmak
gerekir. Bunu yapmanin en kolay yolu ise, matrisler i¢in iistel tasvir olarak adlandirilan

fonksiyonu kullanacagiz. Fakat bunun i¢in de birka¢ kavram tanimlayacagiz.
Tamim: m: izdiisiim fonksiyonu olmak iizere, m: R™ — R™ seklinde tanimlansin.
a: (—¢,&) = R™ egrisi boyunca F vektor alan1 o F = a olacak sekilde
F:(—¢,&) » R™ geklinde tanimli bir siirekli fonksiyondur.

Eger F:(—¢,¢) » R™ fonksiyonu C*- smifindan ise, F vektor alanina

C - sinifindan (diizgiin veya diferansiyellenebilir) vektor alan1 denir (Warner, 1983 ).

Kisaca bir vektor alani, her noktaya bir tanjant vektorii karsilik getiren bir

fonksiyondur.

Tanmm: F vektor alan1 R™ manifoldu tizerinde € - siifindan bir vektor alani olsun.

F vektor alaninin bir integral egrisi, her t€ (—¢, €) igin,
a'(t) = F(a(t)) olacak sekilde
a: (—¢, &) » R™Mseklinde tanmiml diferansiyellenebilir bir egridir.

Bu tanimlardan anlagilacagi gibi, bir vektdr alani bir egri veya yol iizerindeki
her noktaya bir teget vektor karsilik getirir. Benzer sekilde, matrisler i¢in {istel tasvir
de matris grubunun Lie cebiri i¢indeki her eleman i¢in bir integral egrisi karsilik

getirir. Bu ise bize bunlar arasindaki iliskiyi kurmamiz i¢in bir yol gosterici olur.

Matrisler icin {iistel tasvir konusu matrislerin kuvvet serileri yardimiyla

tanimlandigi i¢in M,, (R) deki serileri i¢in gerekli sonug ve terimleri agiklanacaktir.

Tanim: A € M,,(R) matrisi

a;; Qg A1n
a1 Ay aon
anl anz eee ann (3- 6)

seklinde verilsin. A matrisinin |A| ile gosterilen Oklidyen normu asagidaki gibi

tanimlanir.

A= 1/(a1)? + -+ (@)% + (az)2 + =+ ()2 + =+ (A1) + - + (App)?
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Yani, bir matrisin Oklidyen normu matris girdilerinin karelerinin toplaminin karekokii

olarak agiklanabilir.

Tanmim: Tim i € N igin A; € M,,(R) olsun. Tim i, € N i¢in,

(Ao)ij + (A1)ij + (A);j + - toplamu herhangi bir A;;;) € R sayisina yakinsiyor
(mutlak yakinsiyor) ise,

i=0

serisi yakinsaktir (mutlak yakinsaktir) denir ve

Z.O:Ai =4 (3.8)
i=0

seklinde gosterilir.

Bir serinin mutlak yakinsakligina iliskin sonucu gdstermek icin asagidaki

lemmay1 kullanacagiz.

Lemma: Tim X,Y € M,(R) i¢in |XY| < |X]| - |Y].

Ispat: X,Y € M,,(R) herhangi matrisler olsun. Tiim x,y € R™ icin [{x, y)| < |x| - |y|

Schwarz esitsizligini kullanarak tiim i, j indisleri i¢in ,

n
ZXuYzj
i=1

= (X i.satiry), (Y j. stitunu)T)|?

2

|(Xy)ij|2 = (3.9)

< |(X i.satur))|? - (Y j.situnu)T|?
= (X1 X 1®) - (X1 1Y 19
bulunur. Buradan da

|XY|? = Z |(XY)ij|2 < Z < | X1 |2> <Z |V |2>
=1 =1

i,j=1 i,j=1
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elde ederiz. Bu denklemin de karekokiinii alirsak |XY| < |X|-|Y]| istedigimiz

esitsizligi buluruz.
Teorem: f(x) =cy + ¢c1x + cx? + -+ = ¥ 2, ¢;xt

serisi,

co

> el = x)*

k=0
kuvvet serisinin |x — xy| < R igin yakinsak oldugu en biiyiik pozitif R sayisina, bu
kuvvet serisinin yakinsaklik yarigap1 denir.
Yakinsaklik yarigapt R ve katsayilar1 ¢; € R olmak iizere bir kuvvet serisi
olsun. Eger A € M,,(R) matrisi i¢in |A| < R esitsizligi saglaniyorsa

(0]

f(A) = colp + 1A + A% + -+ = z c; Al
i=1
serisi mutlak yakinsaktir.
Ispat: f(x) = cotcix + cx% + - = 32, c;xt serisi, yakinsaklik yaricapt R ve

katsayilar1 ¢; € R olmak iizere bir kuvvet serisi olsun. |A| < R olmak iizere

A € M, (R) olsun. . Herhangi bir i, j indisi i¢in

|(coln)ijl + 1(c14)ij| + |(c24%)j| + -+ (3.11)

toplaminin  yakinsak oldugunu gostermeliyiz. Herhangi k €N icin Tim

X,Y € M,,(R) i¢in Lemmasi kullanilarak
|(creA®)ij| < leA*] = Il - 1AF] < [eie] - |AL* (3.12)

olur. |[A] < R oldugundan |(coln)ijl + |(c1A)i;| + |(C2A2)U| + -+ toplamu
yakinsaktir. Bu yiizden f(4) = col, + ¢;A + c,A% + --- mutlak yakinsak olur.

Bu teoremi kullanarak matrislerde tstel tasvir tanimlanabilir.

Tanmmm: A € M, (R) olsun. A matrisinin tstel tasviri asagidaki gibi tanimlanir.
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1 2 3
At A Z —Al (3.13)

4 =exp(4) =1, +A+2

Temel analiz bilgilerimizden e* kuvvet serisinin yakinsaklik yaricapinin
sonsuz oldugunu biliyoruz. Boylece Teorem kullanilarak tiim A € M,,(R) igin e4

serisi mutlak yakinsaktir diyebiliriz.
y@) =e=1,+tA +%(tA)2 +%(tA)3 + -+ seklinde tanimlanan y : (—¢, &) —
M,, egrisi goz Oniine alindiginda t = 0 i¢in
04 1 2, 1 3
y(0) =e =In+0A+§(0A) +§(0A) +- =1, (3.14)

olur. Béylece y(t) = e/ egrisi bir yol olarak diisiiniilebilir. Aslinda matris gruplarinin
Lie cebirlerini tanimlamak i¢in en kullamish yollardan biri y(t) = e egrisini
kullanmaktir. Simdi asagida verilen teoremler matrislerde iistel tasvirin daha iyi

anlasilmasina yardime1 olacaktir.

Teorem: A € M,(R) olmak iizere y(t) = e = I, + tA +— (tA)? +— (tA)* +
egrisi diferansiyellenebilirdir ve tiirevi y'(t) = A. e dir.
Ispat: A € M, (R) olsunve y : (—¢,&) —» M,(R) egrisi tim t € (—¢, €) igin
1 1
y(t) = e =In+tA+§(tA)2+§(tA)3+~-- (3.15)

fonksiyonu seklinde tanimlansin. Teorem geregince y(t) egrisinin mutlak yakinsak
oldugunu biliyoruz. Béylece y(t)’nin tiirevini alabiliriz. Yani terim terim tiirev

alinirsa, tim t € (—¢, €) igin,

y'(t) = L(I + tA +i(1:A)2 +i(tA)3 + ) = A+ tA? +it2A3 = A.et
di)\" 2! 3! 2! '

olur.

Teorem: A, B € M, (R) olsun. Eger AB = BA ise e4t8 = ¢4 - eB olur.
Ispat : AB = BA olacak sekilde 4, B € M,,(R) olsun. A ve B degismeli oldugundan
(A+B)Y=(A+B)(A+B)(A+B)..(A+B)

=(A’+AB+BA+B*)(A+B)..(A+B)
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= (A*+2AB+B*)(A+B)..(A+B)

= (4% + A’B + 2ABA + 2AB?* + B?’A+ B3®)..(A+ B)

)ABk—l

k
=Ak Ak—lB ( )Ak—ZBZ (
+k +(, +o4 (g

K
— (k) Ak—rBr
r
r=0
Bu esitligi kullanarak

1 1
et =1, + A+ B+ (A+B) +5(4+B)° + - (3.16)

1, 1,01 .1 1 1
=l,+A+B+—=A>+AB+—=B*+ A+ =A*B+—=AB*+—=B3+ -

21 21 3! 21 21 3!
=1 =1
_ _ Ak _ nk
_(Zk!A )(Zk!B )
k=0 k=0
AgB (3.17)

Simdi teorem kullanarak GL,(R),SL,(R) ve 0,(R) matris gruplari i¢in Lie
cebirini bulacagiz. Bir matris grubunun Lie cebiri gosterilirken kiigtik harf kullanilir.

Ornegin, GL,,(R) nin Lie cebiri gl,(R) ile gosterilir.
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Teorem: GL,,(R)’nin Lie cebiri M,,(R) dir.

Ispat: A € M,,(R) olsun. Teorem kullanilarak e4 - e™4 = e4=4 = % = [, bu yiizden

e matrisi terslenebilirdir ve boylece e4 € GL,(R) olur.

Tiim t € (—¢,¢) igin y: (—¢,&) = GL,(R) egrisi y(t) = e*4 seklinde tanimlansin.

Teorem kullanilarak
plA . ptA — otA—tA _ 50 _ I,

esitligi yazilabilir bdylece, e*4 € GL,,(R) olur. y(0) = I, ve ¥'(0) = A oldugundan,
buradan A € gl,,(R) oldugunu gosterilmis olur. Béylece M,,(R) < gl,(R) olur.

Diger kapsamay1 gostermek igin, y(t) egrisi tiim n X n matrislerden olusur. Bu
matrislerin t = 0 noktasindaki tiirevleri de n X n matrislerdir. Boylece g(GL,(R)) <
M, (R) elde edilir. Dolayisiyla M, (R) = gl,,(R) oldugu gosterilmis olur.

Teorem:
0,(R) = {A € M,(R)|A + AT = 0} (3.18)

seklinde tanimlanmak iizere eger A € 0, (R) ise e? € 0,,(R) dir.
0(n,R) = {A € GL(n,R): AAT = I,.} (3.19)

kiimesi matris ¢carpma iglemi altinda bir Lie gruptur. Bu gruba “ortogonal grup”

denir.

Ispat: Bu teoremin ispatinda iki bilgiden faydalanacagiz.

Lemma: A, B € M,,(R) ise asagidaki esitlikler saglanir.

a. (AB)T = BT AT esitligi saglanr.
b. (An)T — (AT)n

ispat:

a. A, B e M,(R) olsun.

a11 byy b1z -+ big
az1 b21 bzz bZn
an1 ano

(3.20)

seklinde taniml1 olup asagidaki esitlikler saglanir.
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ai; Q2 Qip b1y b1zt bip
@apyr =% @ 7 Gmflba b ban
An1 Anz - Aunllbyy bpy -+ bpp
a11 b1 + -+ aypbpy a1 byp + o+ aipbpy 0 Aq1big o+ Apbpy
a1 b1y + -+ agpbpy Az bip + ot azpby, 0 Az by o+ agpbay
ay1b11 + -+ aipbpy Ay b+ agpbyy 0 ag by o+ agpbyg
a11 b1 + -+ aypbpy a1 byp + ot aipbpy 0 Aq1bip o+ Aypbpy
_ |@21b11 + ot aanbpy A1 b1y + ot Agnbny 0 Ap1 bip ot zpban
ay1b11 + -+ aipbpy a1 b+ agpbyy 0 agi by o+ by
by by bin1[A11 a1z Ain
- b21 b22 bZTl a’21 a22 aZTl
brni bpz 0 bupll@ni Gnz 0 Qnn
= BTAT (3.21)

b. Tiimevarim kullanahm. n = 1 igin (A1)T = AT = (4")? oldugu goriiliir.

Herhangi bir n € N i¢in (4™)T = (AT)" oldugunu varsayalim. (AB)T = BT AT
esitliginden
(AT)TL+1 — (AT)n . AT — (An)T . AT — (A . An)T — (An+1)T (322)

elde edilir. Daha sonra,

(AMT = (AT)" esitliginin matematiksel tiimevarmm ilkesine gére dogru oldugu

gosterilmis olur.

Simdi Teorem ispatina donersek A € 0,(R) i¢in

(eMT = <Z An_1:> _ Aam’ _ AnH" _ T (3.23)

n! n!
n=0 n=0

n=0

A€ 0,(R),AT = —A. Boylece,

eA(eM)T = e4 A" = A=A =% =], Teorem kullamlarak e” € 0,(R) oldugu

gosterilir.
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Teorem: O, (R) matris grubunun Lie cebiri o, (R) dir.

Ispat: A € 0,(R) olsun. Lemmasi kullanilarak y(t) = e € 0, (R).y(0) = I,, ve
¥'(0) = A, A € g(0,(R)). Boylece 0, (R) < g(0,(R)) olur.

Daha sonra B € g(0,(R)) olsun.a: (—¢,¢) = 0,,(R) olacak sekilde tiim t €
(—¢,¢) igin a(t) € 0,(R) egrisi vardir. 6(0) =I,, ve ¢'(0) = B oldugunu kabul

edelim. Teorem ile ¢arpimin tiirev kurali kullanilarak;

m(a(t) o)) =0't).a@®)T +0(t)-a' ()T (3.24)

bulunur. a(t) - ()T = I,, oldugundan,

——(a(t)-o(®)") =

y (t) y (t) I)=0 (3.25)

t = 0 i¢in,

= 255 (0(©) - 0(0)")

=0'(0).0(0)T + 5(0) - o' (0)T
=B.I, +1, BT

—B+BT (3:26)

bulunur. Béylece B € 0,(R), g(0,(R)) c 0,(R) olur. Bu da bize 0,(R) matris

grubunun Lie cebirinin o, (R) oldugunu gosterir.

Siradaki Lemma kullanilarak SL,, (R) matris grubunun Lie cebiri bulunacaktir.

[lk olarak asagida verilen notasyon Lemmanin ispatinda kullanilacaktir.

Oncelikle lemma ve ispatina baslamadan 6nce mindr ve iz kavramlarini

tanimlayacagiz. A karesel bir matris olmak {izere,

a;;j bileseninin mindrii M;; ile gosterilir ve A matrisinden i.satir ve j.slitun silindikten

sonra kalan alt matrisin determinanti olarak tanimlanir.

A € M, (R) olsun. A € [i,j] € M,,(R) matrisi minér ile elde edilen i satir ve j

stitundan olusan matris olarak gdsterilir.
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a b c e f
d -[1,1] = ]
¢ ¢ ffun=li

Daha sonra, iz kavrami tanimlanacaktir.

A n X n bir matris olmak tizere, A matrisinin iz(A) asagidaki gibi tanimlanir.

n
lZ(A) = Z a; = aqq1 + aso + ass + -+ Ann

i=1

olarak tanimlanir. Bu kavramlardan sonra Lemma verilecektir.

Lemma: y: (—¢, &) = M, (R) egrisi diferansiyellenebilir ve y(0) = I, ise

d 4
<%)t=o det(y(6)) = iz(y'(0)) (3.27)

esitligi saglanir.
(Burada iz(y’(O)), v'(0) kosegen elemanlarinin toplami demektir.)

Ispat: y: (—¢, &) » M, (R) egrisi diferansiyellenebilir ve y(0) = I,, olsun.

(i), 86 = (565)_ Y0 rion s

t=0 t= 0 —
n . d
=Yy (y'<0>1,- detyO[1,1D + 1) (75 det(ym)[m)
j=1 t=0
, d
=7 O +(75)  de@[11D (329)

Ayni (%) det(y(0))[1,1] determinant alma islemi n kez uygulanirsa
t=0

d
(@) det(y(t)) = ¥'(0)11 +¥' (22 + -+ ¥ Oy (3.29)

t=0

= iz(y'(0))
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Teorem: SL,(R) nin Lie cebiri

sl,(R) = {A € M,(R)|iz(A) = 0} seklindedir.

Ispat: A € g(SL,(R)) olsun. Bu durumda y:(—¢,&) » SL,(R) y(0) =1, ve
y'(0) = A olacak sekilde bir y egrisi vardir. Lemmadan iz(y'(0)) = iz(A) = 0 olur.

Buradan A € sl,,(R) = {A € M,,(R)|iz(A) = 0}. Dolayisiyla g(SL,(R)) < sl,,(R)

dir. Diger taraftan,

iz(B) = 0 olacak sekilde B € M, (R) alalim. Simdi o: (—¢,¢) - SL,(R) seklinde

tanimlansin.
ta;; +1 ta;;, +1 ta;, +1
det(l, + tB) det(l, +tB) det(l, + tB)
O_(t) = ta21 tazz + 1 b taZn + 1
tan ta,, +1 tay, +1

seklinde tanimlansin.

Buradan tiirev alirsak,

a'(t)
a1, (det(I, + tB) — (tay, + D(apdet(ly + tB))  ayy(det(ly + tB) — (tay, + 1)(oedet(l, + tB))]
det(l, + tB)? det(l, + tB)?
= az1 Q2n
an1 Ann

a(0) = I, ve lemma kullanilarak

a'(0)
ray (det(ly + (0)B) = (0)ars + D(iz(B))  amn(det(ly + (0)B) — ((0)azn + 1)(iz(B))]
det(l, + (0)B)2 det(l, + (0)B)?
— az1 Qon
Ani Ann
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a11(1) — ((0a; + D(0)  ap(1) — ((O)n + 1)(0)]
12 12
0'(0) = a2 o
anl aTI.TI.
a1 - Ain
[a21 ) aZn]
a'(0) = =A

bulunur. Ayrica

n

det(Il, + tB) = Z(—l)f“ * (I, + tB)y; - det((I,, + tB)[1,/])

j=1

oldugundan,

$ . 1
det(a(t)) = Z:(—l)f+1 (I, + tB)y; -m . det(([n + tB)[1,j])

j=1

1

" det(l, + tB) Z(_l)j+1 (I + tB). - det((L, + tB)[1,]])
n =

1

= et (det(I, + tB))

=1 (3.30)

Boylece, her t € (—¢,¢) i¢in o(t) € SL,(R) ve 0'(0) = A4, A € g(SL,(R)) .
Sonug olarak, sl,(R) c g(SL,(R)) olur ve sl,(R) = g(SL,(R)) elde edilir.

3.3. Lie Gruplar

Tamim: G diferansiyellenebilir C*-sinifindan bir manifold ve soyut bir grup olmak
tizere, agagidaki C*-smifindan
u:GXG -G i:G -G (3.31)
(a,b) - ab a—-atl
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tasvirleri var ise G ye bir Lie grubu denir.

Bir G Lie grubu cebirsel, topolojik ve geometrik yapilar1 bir arada bulunduran
bir kiimedir (Warner, 1983).

Tamm: G ve H iki Lie grup olmak iizere,

y : G = H tasviri eger diferansiyellenebilir bir grup homomorfizmasi ise, bu

tasvire Lie grubu homomorfizmasi denir (Warner, 1983).

Tamm: G bir Lie grubu, H € G nin bostan farkli bir alt kiimesi ve y : H — G Dbir tasvir
olsun. Eger H kiimesi, G nin bir alt manifoldu ve y tasviri de bir gup homomorfizmasi

ise H ye bir Lie alt grubu denir ve (H, y) ile gosterilir.

(H,v), G nin kapali alt grubu ve y(H) de G nin kapal1 alt kiimesidir (Warner, 1983).
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4, MATRIS LIiE GRUPLARI

Matris gruplari, Lie cebirleri, manifold ve Lie grubu tanimlarini inceledikten
sonra bu boliimde matrisler igin {istel tasvir yardimi ile herhangi bir Lie cebirden ilgili

Lie grubuna nasil gecis yapilabildigini inceleyecegiz.

Teorem: G < GL, (R) bir matris grubu olsun. g < gl,,(R) Lie cebiri olmak iizere, her
X € g igineX € G olur.
Bu teoremin ispati i¢in temel analiz derslerinden birka¢ hatirlama ile

baslayacagiz.

Tammm: R™ {izerindeki standart topolojide U c R™ agik kiime olsun ve f: U - R™
fonksiyonu verilsin. p € U ve v € R™ olmak iizere, f fonksiyonunun p noktasinda, v

yoniindeki yonlii tiirevi su sekilde tanimlanir.

df,(v):= ltl_r)r(}

f(p+t1;)—f(p) 4.1)

Ayrica, R™ uzayinda herhangi bir y(t) diferansiyellenebilir bir egrisi, y(0) =
p vey'(0) = v olmak iizere, df,,(v), y(t) nin f altindaki goriintiisiiniin baslangic hiz

vektorudir.

Teorem (Ters fonksiyon teoremi) : f:R™ — R™ fonksiyonu x € R™ in bir
komsulugunda C " sinifindan (r > 1) ve df, terslenebilir lineer bir tasvirise V = f(U)

ve f: U — V terslenebilir ve C " sinifindandir.

Ispat: g Lie cebiri oldugundan bir alt uzay yapisina sahiptir. {x;, x,, -, x;} g nin bir
bazi olsun. Her i = 1,2, k i¢in a;: (—¢,¢) = G, a;(0) =1, a;'(0) = X; seklinde

tanimli a; diferansiyellenebilir egrisini segelim. Simdi
Fy : (g de 01n bir komsulugu ) - G (4.2)
Fy(c1 Xy + -+ e Xy) = aqg(cy) - az(cy) -+ ap(cy)

seklinde tanimlansin.
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Bu durumda,

olur. Ayrica d(F,), birim fonksiyondur. Gergekten

Fy (0 + tX;) — £, (0)
t
. F(t0.X + -+ X+ +0-X))— 1
= l1im
t—0 t

d(Fy), (X)) = lim

oy (6 0) (1) (e 0) —
= lim

t—0 t
ai(O + t) — ai(O)
= 11m
t—0 t
= a;(0)

= X, (1< i< k olacak sekilde tiim i’ler icin) (4.3)

Simdi p ¢ M, (R) alt uzayimni segelim. p tamamlayici uzayi séyle tanimlansin.
{x1, x5, ++, xx} kiimesini M, (R)’nin bir bazina tamamlayalim ve p eklenen baz
elemanlarmin gerdigi uzay olsun. Boylece M,,(R) = g X p olur.

Fy:p > My (R) fonksiyonu her V € p igin F;(0) =1 ve d(F,)o(V) =V
seklinde tanimlansmn. Ornegin, F,(V) :=1+V fonksiyonu bu ozellikleri saglar.

Buradan her X € gve Y € p igin

F:(gx p = M,(R) de 0’m bir komsulugu)— M, (R) (4.4)
X+Y - FX+Y)= E©X)-FE(Y)
fonksiyonunu tanimlayalim. Burada F(0) = I ve dF, m birim oldugunu kullanirsak
dF, = d(F, -Fp)0 = d(F)o - E,(0) + F;(0) - dF,(0) = d(Fg)0 + dF,(0)
esitligini elde ederiz ve bdylece

dFy(X +Y) = d(lfq)O(X) + d(p;o)o(y) — X4V (4.5)

olur. Burada F in, iki diferansiyellenebilir fonskiyonun carpimi oldugu igin

diferansiyellenebilir ve dF, m da lineer ve terslenebilir oldugunu goérdiik. Ters
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fonksiyon teoreminden F in I nin bir komsulugunda tanimli bir ters fonksiyonu

oldugunu séyleyebiliriz. Bu ters fonskiyonu, A € M,,(R) i¢in

F~1(4) = u(A) + v(4) € g X p (4.6)
seklinde tanimlayalim. Tanimdan 0’1n komsulugunda tim X € g,Y € p i¢in
u(FX+Y)=Xvev(FX+Y)) =Y (4.7)

olur. Bu ise v’nin, I’'nin bir komsulugundaki A € M, (R) elemanmin G’de olup
olmadigini test ettigi anlamma gelir. Yani, v(4) = 0 ise F~1(A4) = u(A4) € g ise olur.
Buise F(u(A)) = A € G olur.

Simdi X € g ve A(t) = e®* olsun. Herhangi bir ¢ igin v(A(t)) =0 oldugunu

gostererek A(t)’nin G ig¢inde oldugunu gostermek istiyoruz.
A(0) =1 € G oldugundan v(A(O)) = 0 oldugu agiktir. %‘U(A(t)) =0 esitliginin
saglandigini géstermeliyiz. Bunun i¢in,

Z9(AD) = dvay (A'(D) = dvaey(X - AD)) (4.8)
esitliginden ve asagidaki Lemmadan istenen sonucu buluruz.
Lemma: I’nin komsulugunda her A € M,,(R) ve her X € g i¢in dv,(X - A) = 0 dur.
Ispat: Her Z € g, Y € p igin A matrisini

A=F(Z+Y)=F/(2) EY) (4.9)

olarak gosterelim. Bu durumda her W € g igin

v(F(Z+tW)-E(Y)=Y (4.10)

olur. Bu ise v nin A y1 bu yonde degistirmedigi anlamina gelir. Yani,

d
0=cf " (Fg(z + W) - Fp(Y))

= dvy((d (B, W) - F,N)

= dva((d(F) (W) - Fy(Z2)™" - A)
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= dv (X - A) (4.11)

olur. Burada, X := dv,((d(F;);(W)) - F;(Z)~" olarak tanimland1. Simdi, geriye bu
X in g nin keyfi bir elemani oldugunu gostermek kaldi. Yonlii tiirevin tanimimdan X

vektori
t > F,(Z+tW)-F(2)™ (4.12)
egrisinin teget vektoriidiir. g — g lineer tasviri, Z =0 icin d(F;)o(X;) = X; ve
F;(0) = I oldugundan
W = (d(Fy) (W) - Fy(2) ™ (4.13)

birim tasvirdir. Lineer tasvirin siirekliliginden, determinant1 1 e yakinsar ve Z — 0
iken bir izomorfizma olur. Dolayisiyla W , g nin herhangi bir elemani olan X olarak

segilebilir.
Bu lemma ile, t € (—¢,¢) icin eger X € g ise e € G oldugu goriiliir. Bu
sonug tiim reel sayilara genellestirilebilir ve n € Z™ igin,

ntXx

e E etX+tX+---+tX — etX . etX . etX € G (4_ 14)

olur ve bdylece her t € Rve X € g igin e** € G bulunur ki bu da ispat: bitirir.

Simdi her matris grubunun bir Lie grubu oldugu ispatlanacaktir. Bunun i¢in
oncelikle her hangi bir matris grubunun manifold oldugunu gostermek gerekir.

Dolayisiyla birkag tanim ve kavram agiklanacaktir.

Tanmm: X c R"® ve Y c R", f:X =Y Dbirebir-6rten ve diferansiyellenebilir bir
fonksiyon olsun. Eger f in tersi de diferansiyellenebilir ise f fonksiyonuna bir

difeomorfizma denir. Ayrica X ve Y kiimelerine de difeomorfiktir denir.

Lemma: B,.: = {W € M,,(R)| |[W]| < r} kiimesi tanimlansin. G < GL,(R) bir matris

grubu ve g c gl,,(R) Lie cebiri olmak iizere;

Yeteri kadar kii¢iik bir > 0 i¢in V := exp(B, N g) kiimesi G iginde I,, nin bir

komsulugudur ve exp: B, N g = V fonksiyonu bir difeomorfizmadir.

Teorem: Herhangi bir matris grubu manifoldtur.
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Ispat: G c GL,,(R) bir matris grubu ve g c gl,(R) Lie cebiri olsun. Herhangi bir
X€EG ve tim A€G i¢in L,:G —> G, L,(A) =x-A fonksiyonu tanimlansin. L,
birebirdir. Ciinkii A,B € G igin eger x - A = x * B ise, soldan x~?! ile carparsak
A = B dir. Ayrica L, értendir. Clinkii tiim C € G i¢in L, (x~1 - C) = C dir. Bu yiizden

L, fonksiyonu birebir ve ortendir.

M, (R) X M,,(R) - M, (R) matris ¢arpim1 n? bilesenli fonksiyonlarin bir
fonksiyonu olarak diisliniilebileceginden L, her bilesen fonksiyonu R {izerinde bir
polinom olarak diferansiyellenebilirdir. Dolayisiyla tiim r.dereceden kismi tiirevler
mevcuttur ve G iizerinde siireklidir. Ayrica G bir grup oldugundan x~* de mevcuttur.
Baylece L, fonksiyonunun tersi L, ~*(B) = x~* - B olur ki, ayn1 sebeplerden L, ™" de
diferansiyellenebilirdir. Buradan hareketle L, fonksiyonu G den G ye bir
difeomorfizmadir ve 6zellikle L, (V) G iginde x in bir komsulugudur 6yle ki L, bir
difeomorfizma olarak agik komsuluklar1 agik komsuluklari tasvir eder. Sonug olarak
(Ly cexp):B. N g = L, (V) fonksiyonu, difeomorfizmalarin bir bileskesi olarak

difeomorfizmadir, bu ise G nin bir manifold oldugunu ispatlar.

Teorem: Tiim matris gruplart Lie grubudur.

Ispat : G c GL,,(R) bir matris grubu ise teoremden G nin bir manifold oldugunu
biliyoruz. Ayrica yine teoremin ispatindan, matris gruplari iizerinde matris ¢arpimi bir

diferansiyellenebilirdir. Yani G nin grup islemi diferansiyellenebilirdir.

Simdi G nin grup yapisini olusturacak ters fonksiyonu tanimlamak i¢in, 4 € G

ve adj(A) = AT olmak iizere, t: G — G ters fonksiyonu

t(4) adj(A) (4.15)

_ 1
~ det(A)

seklinde tanimlanirsa; t(A) degeri R de bir polinom olarak diferansiyellenebilirdir. Bu

lineer cebirin standart bir sonucudur. Sonug olarak G nin bir Lie grup oldugu ispatlanir.
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5. SONUCLAR ve ONERILER

Matris gruplar1 en genel anlamda terslenebilir matrislerin grubu olarak
tanimlanir. Bu tanim tamamen cebirsel olmakla birlikte geometrik olarak da birgok
ozelliklere sahip oldugundan matematikte 6nemli bir yeri vardir. Bu tez ¢alismasinda,
temel analiz derslerinden, lineer cebir ve topolojiden bilinen siireklilik, yakinsaklik,
limit noktalari, iistel tasvir gibi kavramlar elemanlar1 matrisler olan matris gruplar i¢in
tanimlanmistir. Matris gruplarinin manifold yapisina ve tizerindeki cebirsel islemle
birlikte Lie grubu yapisina sahip oldugu ispatlanmistir. Herhangi bir matris grubunun

Lie cebiri ile Lie grubu arasindaki iliski ortaya konmustur.

Tiim bu caligmalar reel sayilar tizerinde tanimli matris gruplari i¢in yapilmastir.
Ayrica kompleks sayilar veya quaterniyonlar lizerinde de benzer ¢aligmalar yapilabilir.
Son olarak, herhangi bir Lie grubunun Lie cebiri ile bir matris grubunun Lie cebiri

arasinda bir izomorfizma kurulabilecegi ileri ¢alisma Onerileri olarak verilebilir.

33



KAYNAKLAR

Arvanitogeorgos A. (2003). An Introductions to Lie Groups and the Geometry of
Homogeneous Spaces. Amer Mathematical Society, Rhode Island, U.S.A.

Baker A. (2000). An Introductions to Matrix Groups and Their Applications. Department of

Mathematics, University of Glasgow, Scotland.
Collins B. (2014). An Introduction to Lie Theory through Matrix Groups.

Hall B. (2000). Lie Groups, Lie Algebras and Represesentations. Department of Mathematics
University of Notre Dame, U.S.A.

Lang S. (2000). Introductions to Linear Algebra. Department of Mathematics Yale University,
New Haven, U.S.A.

Loyd M. (2015). An Introduction to Matrix Lie Groups and Matrix Lie Algebras. Whitman
College.

Munkers J. (2000). Topology. Prentice Hall, U.S.A.

Soria E. (2016). Matrix Group and Their Algebras. Saint Mary’s College Mathematics,
( Danigsman: Dr. Keely Machmer-Wessels).

Tapp K. (2005). Matrix Groups for Undergraduates. American Mathematical Society, U.S.A.
Tu L.W. (2011). An Introduction to Manifolds. Springer, New York, U.S.A.

Warner F.W. (1983). Foundations of Differantiable Manifolds and Lie Groups. Springer New
York, U.S.A.

34



OZGECMIS

Ad-Soyad : Goke¢e YILDIRIM
OGRENIM DURUMU:
e Lisans : 2017, Namik Kemal Universitesi, Fen-Edebiyat Fakiiltesi,

Matematik Bolumu.

®  Yiiksek Lisans : 2022, Hali¢ Universitesi, Matematik Anabilim Dali,

Uygulamali Matematik Tezli Yiiksek Lisans Programa.

35





