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ONSOZ

Manyetik egriler diferansiyel geometri ve fizik gibi bilimsel alanlarinda genis bir ¢aligma olanagi
sunmaktadir. Ozellikle farkli gatilara gére bu egrileri olusturup bunlarla ilgili karakterizasyonlar yapmak
miimkiindiir. Bu ¢atilarda en bilineni Frenet catisidir. Bu catinin tek dezavantaji egrinin {igiincli mertebeye
kadar tiirevin siirekli olmasidir. Bundan dolay1 yeni ¢atilara ihtiya¢ duyulmustur. Ribbon ¢atisi, egrinin ikinci
tiirevinin sifir olmasi halinde bile ¢alisabilen bir ¢atidir.

Bu ¢alismanin hazirlanmasinda her tiirlii yardimm esirgemeyen degerli hocam Dog¢.Dr. Mustafa
YENEROGLU’na ve desteklerini higbir zaman esirgemeyen saymn hocam Prof. Dr. Vedat ASIL’e sonsuz
tesekkiirlerimi sunarim.
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OzET

3-Boyutlu Minkowski Uzayda Ribbon Catiya Gore Fokal Egriler
Ugur USTUNDAG
Yiiksek Lisans Tezi

FIRAT UNIVERSITESI
Fen Bilimleri Enstitiisii

Matematik Anabilim Dali
Ekim 2022, Sayfa ix+21

Minkowski uzayinda egriler teorisinde farkli gatilara gore birgok ¢alisma yapilmistir. Birgok bilim
adami bu teoride Frenet ¢at1, Bishop cati, Adapted cati, gibi ¢atilar1 calismistir. Bu catilar egriler ile ilgili
karakterizasyonlarda bize yardimci olur.

Bu tezin amaci, Minkowski uzaymda ribbon gatiy1 gore fokal egrileri arastirmaktir. Bu amag
dogrultusunda, ilk once ribbon ¢ati tanimlandi. Daha sonra bu gatiya bagh olarak space-like ve time-like
fokal egriler verildi ve gesitli karakterizasonlar elde edildi.

Anahtar Kelimeler: Frenet catis1, Manyetik egriler, Ribbon cat1, Oklid uzay1
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ABSTRACT

Focal Curves According to the Ribbon Frame in 3-Dimensional
Minkowski Space

Ugur USTUNDAG
Master’s Thesis

FIRAT UNIVERSITY
Graduate School of Natural and Applied Sciences

Department of Mathematics
October2022,Page ix+21

Many studies have been done according to differentframes of the theory of curves in Minkowski Space. Many
scientists have studied frames such as Frenet frame, Bishop frame, Adapted frame in this theory. These frame
shelp us in the characterization of curves.

The goal of this thesis, the focal curves according to Ribbon frame in 3-dimensional Minkowski space are
investigated. In line with this purpose, the ribbon roof was first defined.. Then, depending on this frame,
space-like and time-like focal curves were given and various characterizations were obtained.

Keywords:Frenet Frame, Magnetic curves, Ribbon frame, Euclidean Space
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SIMGELER VE KISALTMALAR

: Diferansiyellenebilir fonksiyonlarin ciimlesi
: Levi-Civita koneksiyonu

: Lorentz kuvveti fonksiyonu

: Ribbon i¢ uzunlugu

: Reel uzay

: Oklid uzay1

: Birim hiz parametresi

: Ortogonal matris

: Ribbon merkez egrisi

: Birim vektor alan

:E™ uzayinda birim hizli egri

: Teget vektor alani

: Normal vektor alant

: Binormal vektor alani

: 3-boyutlu Oklid uzayinda burulma noktasi

: 3-boyutlu Oklid uzayinda egrilik fonksiyonu



1. GIRIS

Diferansiyel geometride egriler Onemli konulardan biridir. Parametrik gosterimde
tanimlanirlar ve geometrik 6zellikleri tiirev ve integral yardimiyla incelenir. Egri analizinin en
onemli konularindan biri, egrinin her noktasinda bir koordinat sistemi olusturan, kKinematik
ozellikleri tanimlayan Frenet-Serret formiilleridir. Frenet ve Serret bu formiilleri, yay uzunlugu ile
parametrelinmis bir egri lizerinde ortonormal bir ¢at1 olarak tanimladi. Bu cati teget, normal,
binormal birim vektorlerine bagli ifade edilir. Bu formiiller iki bagimsiz Fransiz matematik¢i Jean
Frédéric Frenet ve Joseph Alfred Serret tarafindan bulunmuslardir [1,2]. Ancak bu formiiller bazi
durumlarda yetersiz kaldigindan Bishop ¢ati, adapted cat1, ribbon ¢at1 gibi baska catilara ihtiyag
duyulmugtur. Bu amagla DNA ve Protein c¢aligmalarinda uygulanabilen ribbon teorisi
gelistirilmistir[3,4]. Ayrica polimerler igin bir statik model olarak ribbonlarin diferensiyel
geometrisi incelenmistir [5]. Bu ¢alismalara bagli olarak Bohr ve Markvorsen ribbon gatiyi

tanimlamislardir [6].

Frenet catisina gore Oskiilator kiirenin merkezi fokal egrisine goére tanimlanir. Egrinin

{t(s),n(s),b(s)}bir Frenet Cercevesi ise a(s) yay parametresi s ile, odak egrisi su sekilde verilir:
Co(s) = (@ +cyn+ c3b)(s), 1)

burdac,, C, fonksiyonlarina fokal egrinin egrilikleridir. Bu gosterimi ilk olarak Vargas yapmistir

[7]. Daha sonra Arslan [8] ve Korpinar [9] tarafindan ¢alisilmustir.

Minkowski uzayi, uzay-zaman diyebilecegimiz fiziksel fenomeni agiklayan Hermann
Minkowski tarafindan yaratildi . Einstein'in boyutlarla ilgili yorumladigi, 6zel gorelilik ad1 altinda
caligmalarin siirdiirdiigii ve bahsettigi tim fizik yasalari bu uzayla ilgilidir. Matematikte
Minkowski uzayi, farkli bir Tensoér baglaminda yaratilmis bir uzaydir. Belli kurallar1 olan bu
kurallar icerisinde farkli geometrik sekillere sahip bir mekandir. Minkowski uzayinda egrilerin
cesitli catilara gére durumlar1 bir ¢ok bilim insani tarafindan incelenmistir [10,11,12,13,14,15].

Turgut, Minkowski uzayinda regle yiizeyleri arastirmistir [16].


https://en.wikipedia.org/wiki/Jean_Fr%C3%A9d%C3%A9ric_Frenet
https://en.wikipedia.org/wiki/Jean_Fr%C3%A9d%C3%A9ric_Frenet

2. TEMEL TANIM VE KAVRAMLAR

Tanmmm 2.1: | © R olmak tizere
o— E3
S — a(s)
Diferansiyellenebilir fonksiyonunaE3 3 boyutlu Minkowski uzayinda egri ad1 verilir.Eger

a'(s) hiz vektor alani igin

1) <d,a >=1ise a ‘ya birim hizli space-like egri
2) <a',a >=-1ise a ‘ya birim hizli time-like egri (2.1)

3) <d,a>=0ise a’ya null(light-like) egri ad1 verilir[14] .

Tamim 2.2: R3, Minkowski uzayinda iki vektor v ve w olsun. v=(v1,V2V3) V& W=(W1 W Ws)
olmak tlizere
(VaW2 — VaWs  VaiW3 — VaW1  ViW2 — VoW1 ) (2.2)

vektdriine v ve w ‘nin vektorel ¢carpimi denir. v x w seklinde gosterilir.

1, i=j ise
djj = = {0’ P % ]j ise ei=(3i1 ,0i2 dis) (2.3)

olmak tizere

ey € €3
VAW=—det| V1 Uy U3 (2.4)
Wi W wj
veya
—e; —e, —e3
vAw= det| V1 (2 U3 (2.5
Wy W, Wy

olarak hesaplanabilir. Burada e; Ae,=e3, e;Aes=—e;, esne = —e, dir. Saat yoniiniin tersi pozitif
yon olarak alinmustir.

Saat yOniiniin tersi negatif yon olarak kabul edilirse e; Ae,=—e3, e, Aez=eq,
e;Ae;=e, olur .Bu durumda

e; e, —e;
] (2.6)

vAw=det|V1 Vz U3
Wi, Wz W3

seklindedir [16].



Tanmm 2.3: f: AX A -V

(P.Q)— f(P,Q) =PQ

Fonksiyonu asagidaki 6zellikleri sagliyorsa A ya V ile birlesimis afin uzay1 denir.
)VP,QReAign f(P,Q+f(Q,R)=f(P,R) (2.7)
iil) V P € Ave Va € V olmak iizere a=ﬁj olup, Q € A noktasi vardir [18 ].
Tanim 2.4: A reel bir afin uzay ve bu afin uzayla birlesen bir vektdr uzay: da V olsun.
V vektdr uzayinda X ve y vektor uzaylarmi géz oniine alalim.
X=(%1,X9 ,.0ers, Xp Ve Y=(V1, V2 ,......, ¥n) € V olmak iizere
(,): VxV->R
(Xy)—(x, ¥ =271 X yi (2.8)
déniisiimiine Oklid anlaminda i¢ ¢arpim denir [18].

Tamim 2.5: I, R de acik bir alt kiime ve E™ de n- boyutlu Oklid uzay1 olsun.

a. | cCR—E™

doniisiimi differansiyellenebilir ise a ya E™ de bir egri ve t € | da « egrisinin parametresi denir
[18].
Tanmm 2.6: (M, g) bir Riemann manifoldu ve M iizerinde bir afin koneksiyonuVolsun.
Asagida verilen kosullari saglamasi durumunda V ya M nin Levi Civita Koneksiyonu denir [18].
vX, Y, Zey(M)olmak iizere;
i VY -VpX=[XY]
i ZgX,Y)=+g(V;X,Y)+g(X,VzY)

(2.9)
(2.10)

Tanim 2.7: (M, g) Riemann manifoldu ve V da M {izerinde Levi Civita Koneksiyonu olsun.
X, Y, Zeyxy(M)
R: x(M)x x(M) xx(M)—x(M)
(X, Y,Z) > R(X,Y, Z) =VxVyV;=VyVxV;—Vix y1Z (2.11)
dontisiimiine Riemann egrilik tensorii denir [19].
Tanmm 2.8: a. | >R" egrisi verilsin. Vt € 1 i¢in a'(t)#0 ise o egrisine regiiler egri denir
[20].
Tamm 2.9 o |>R", o=a(t) olmak lizere ||a’(t)]| =\/m =1 ise o egrisine

birim hizli egri denir [20]
Tanmmm 2.10: a her mertebeden diferensiyellenebilir bir egri olsun. Bu durumda

‘P={a’, a’, .., a(r)}sistemi lineer bagimsizve Va(¥) k> rigin a(¥)e Sp{¥} olmak iizere ¥
den elde edilen{V1 A ’V3,___,VT} ortonormal sistemine, M egrisinin Frenet r — ayaklis1 alan1 denir

[18].



Tamm 2.11: a: | cR—E3 egrisi, t €1 icin
Teget vektoriin alani:

a'(t) (2.12)

1

T (t)zllu'( el

Normal vektor alani:

_ a' ®

Binormal vektor alani:

a tna')

B ()= la’ (©) Aa’ ()l

(2.14)

Verilen bu vektorlerin olusturdugu {T, N, B } vektor alanlarina Frenet 3 — ayaklisi denir[18].
Tamm 2.12 :a: [>R3 egrisinin Frenet vektor alanlar1 {T, N, B} olsun
. > R, 7(s)=—(B’'(s),N(s)) (2.15)
Fonksiyonuna o egrisinin burulma fonksiyonu denir. 7(s) sayisina egrinin a(s) noktasindaki
burulmasi denir [20].
Tamm 2.13: R3uzayinda birim hizh a: I — R3 egrisi icin,

k.1 — R, k(s)=|IT'(s)| (2.16)
fonksiyonunaa egrisinin egrilik fonksiyonu denir.x(s)sayisina egrinin a(s) noktasindaki egriligi
denir [20].

Tamm 2.14: s, yay parametresi olmak iizere, a: I cR—R3 |, a(s) =(ay, ay, a3) egrisinin

Frenet formiilleri asagidaki gibidir.

T' (s)=k1(s)N(S) (2.17)
N'(s) =—k1(s)T(S) + k2 (5)B(s) (2.18)
B'(s) =—k2(S)N(s) (2.19)

ve
(T, T)=(N,N)=(B,B) =1
(T,N) =(T,B) =(N,B) =0
k=x(s)=[IT'()l
= 1(s) =—(N,B’)
kqy =x ve k,=t bundan sonra yerlerine bu simgeleri kullanabiliriz [18].
Tanim 2.15: vy: [—E3 birim hizl egrisinin Frenet elemanlar1 {T, N, B, , t}olsun. w=tT+

kB vektor alanina y egrisinin Darboux vektor alani denir.

w(s) = (2.20)

T m (t($)T(s) + k(s)B(s))

vektoriine y egrisinin Darboux gostergesi denir [18].
Tamim 2.16: E"*1de M hiperyiizeyi iizerindeki bir egri o: IcCR—M olsun.o: IcR—M

egrisinin her noktasindaki ivme vektdrii M hiper yiizeyine ortogonal ise a egrisine M yiizeyinde

geodezik egri denir [18].



Tanim 2.17 (Ribbon Cati): Ribbon ve merkez egrisi w(s) ve 6(s) gibi iki siirekli fonksiyon
tarafindan olusturulur. Burada s € [0, L] araliginda tanimlidir ve L Ribbonun i¢ uzunlugudur. Bu
aralikta her s igin ~ 6(s) € [0, ] oldugunu varsayalim. Boylece s igin sin(6(s))>0 dir. Ribbona
teget bir alan olan ve Ribbon merkez egrisini 8(s) ac1 ile tanimlayacagiz. Bu yapida en 6nemli olan
A(s) birim vektor alanidir ve bu vektor alan1 0(s) agisina bagli olarak tanimlanir. Boylece A(S) ve
w(s) birlikte

D(s) = w(S)A(s)

Darboux vektoriinii olusturur. Kabul edelim ki {e(s), f(s),g(s)}bir ortonormal vektor
sistemi olsun. Bu sistemimin diferensiyeli asagidaki gibidir.

e’ (s)=w(s)A(s) xe(s)

' (s)=w(s)A(s) xf(s) (2.21)

g' (s)=W(s)A(s)xg(s)

Burada A(S), e(s) ve g(s) cinsinden agagidaki gibi yazilir:

A(s)=cos(6(s))e(s) +sin(6(s))g(s) (2.22)

(2.1) ve (2.2) den

e’'(s) = w(s)sin(6(s))f(s)

f'(s) = —w(s)sin(6(s))e(s) + w(s)cos(6(s))g(s) (2.23)
8'(s) = ~w(s)cos(6(s))f(s)

yazilabilir. Burada s yay parametresidir.

R'(s)=R(s) E(s)

Burada R(s) ortogonal matristir.

0 —w(s) sin(6(s)) 0
E(s) = |w(s) sin(6(s)) 0 —w(s) cos(8(s))
0 w(s) cos(8(s)) 0

(2.24) Ribbon merkez egrisinin iki temel egrilik k; (s), i, (s) ve iki temel dogrultmam &, t, olmak

uzere

I ()7 e, (5)=0

sin(8(s)) '
t;(s)=sin(6(s))e(s)—cos(0(s))9(s), t2(s)=A(s) (2.25)
Euler teoremine gore merkez ¢izgisinin normal egriligi
K ()= K1 (5)sin?(0(s)) + k,(s)cos?(6(s)) = —w(s)sin(0(s)) (2.26)

Olur. Merkez egrisinin egrilik ve torsiyonu sirasiyla asagidaki gibidir [10]:
i xk(s) = |le’()l = [w(s)| sin(8(s))
i 1(s)=< (e(s) x €'(s)),e" (s)>=w(s)cos(6(s)) (2.27)



Tamim 2.18 (Ribbon Cati ile Frenet-Serret liskisi):

Ribbon ¢at1 da w(s) # 0 oldugunda x(s) pozitif olur boylece bir tek {T(s),N(s), B(s)}
Frenet-Serret ¢atisi ve ayni sekilde bir tek Darboux vektorii vardir dyle ki

D(s) = 7(s)T(S) + x(S)B(s) = W(s)A(S)
veFrenet-Serret catis1 i¢in bir ani donme vektoriidiir. Her zaman ribbon ¢at1 da T(s)= e(s) dir.

Varsayalim ki [0. L ]| arahigmn bir [a, b] alt araliklarinda ki tiim s igin w(s) #0 olsun. Sadece iki

olasilik vardir [6]:
i Eger N(a) =f(a) ise N(s) = f(s), B(s) =g(s) ve D(s) =w(s)A(s) , s € [a, b] (2.28)
il N(a) =—f(a) ise N(s) =f(s) ,B(s)=—q(s) ve D(s)=w(s)A(s) , s € [a, b] (2.29)

Tanim2.19: M kesitsel egriligi sabit olan uzay egrisi y = y(f): | € R — M olsun. T(t), vy
egrisinin birim teget vektor alani ve hizi da v(t) = ||y’ (¢)|| olmak iizere egrinin Frenet formiilleri
Tanim2.14 de verilmistir. M de y nin varyasyonu

I:Ix(—¢¢e)->M

(tz) - I'(tz)

L(t0)y=(1)

olarak tanimlanir.

ar _

= =V(t) (2.30)

seklinde taniml1 vektdr alan1 da varyasyon vektor alanidir. Eger

2 o0 =2 | pme =2 |0 =0 (2.31)

z
sartim sagliyorsa y(s) boyunca V(s) vektor alanina Killing vektor alani denir. Burada v = ||V(s),
s de yay parametresidir [23].

Tanim 2.20 : a = a(s) regiiler birim hizl1 bir egri ve Frenet vektorleri T, N ve B olsun
(i) o timelike ise T timelike, N ve B spacelike vektorlerdir. Bu durumda Frenet vektorleri, Frenet

formiilleri, egrilikleri ve vektorel carpimlari sirasiyla

T(s) = o/(s), N(s) =T (s)/x(s), B(s) = (T x N)(s),

T'=xN, N(s) =T - 1B, B’ =1N,

K (8)=+/| < T'(s), T'(s) > |

T(s)=(<a>xa”, " >/ a'x " )(s),
TxN=-B, NxB=T, BxT=-N (2.32)
dir.

(i1) o spacelike binormalli bir spacelike egri ise T spacelike, N timelike ve B spacelike olur. Bu
durumda Frenet vektorleri, Frenet formiilleri, egrilikleri ve vektdrel carpimlari sirasiyla

T(s) = o/(s), N(s) = T'(s)/x(s), B(s) = =(T x N)(s),



T =«N, N’ =«T + 1B, B’ =1N,

K(8)= | <T'(s), T'(s) > |

T(s)=(<a>xa”, ">/ a'x o’ )(s),

TXN=-B, N xB=-T, BxT=N, (2.33)

dir.
(iii) a timelike binormalli bir spacelike egri ise T ve N spacelike ve B timelike olur. Bu durumda
Frenet vektorleri, Frenet formiilleri, egrilikleri ve vektdrel ¢arpim sirasiyla

T(s) = o/ (s), N(s) = T'(s)/x(s), B(s) = (T x N)(s),

T =«N, N’ = —xT + 1B, B’ =1N,

K©=[<TE,T(E) > |

T(s)=(<axa”, o>/ o> a”|* )(s),

T x N=B, NxB=T, BxT=N, (2.34)
dir [14].

Tanim2.21 : Bir a egrisi iizerinde a(s) noktasi egriyi ¢izerken bu noktadaki T, N, B Frenet

3-ayaklis1 her s aninda, (bir eksen etrafinda) ani bir helis hareketi yaptigi kabul edilir ve bu eksene
egrinin a(s) noktasindaki Darboux(ani donme) ekseni denir. Bu eksenin yon ve dogrultusunu veren
vektor,

W=1T+xB=NxN’ (2.35)
seklinde olur ve bu vektore Darboux vektorii adi verilir. Bu vektor sekil 2.1 de gosterilmistir.B ile
W arasindaki ac1 ¢ ile gosterilirse,

Kk = ||W]|| cose

T=||W]|| sing
dir. W Darboux vektorii yoniindeki birim vektor C ile gosterilirse
C =sin@T + coseB (2.36)
bulunur [14].

a(s

Sekil 2.1 o egrisinin Frenet vektorlerine gore Darboux Vektorii



3. 3-BoyuTLU MINKOWSKi UZAYINDA RiBBON CATI

3.1. 3-Boyutlu Minkowski Uzayinda Ribbon Cati

3-boyutlu Minkowski uzayinada bir y egrisinin frenet ¢atis1 {t,n,b} ve Ribbon catis1 {e,f,g}
olsun. Bu catilardaki vektorler arasinda asagidaki gibi bir iligki vardir:
e=t, f=n veya —f=n, g=b yada —g=b
Bu ifadelere bagli olarak Minkowski uzayinda ribbon catilar agagidaki gibi olusturulur.
a) v egrsi Minkowski uzayinda bir time-like tegetli egri, (s), g ve D(S) Darboux vektorii
arasindaki time-like a¢1 olsun.
i) D(s) space like vektor ise ozaman
A=sinhé(s)e—coshf(s)g (3.1)
olmak iizere

e'=w(s)Axe = e'= w coshf(s)g x e =—w coshd (s)f

ff=w (s) Axf =f"=wsinhO(s)e xf —w coshl(s)gxf
= w sinhf(s)g + w coshé(s)e

g =w()Axg=9g=wsinh (s)exg

= —w sinhf(s)f
elde edilir. Buna gore
e’ 0 —wcoshO 0 e
f'|=|wcoshe 0 wsinhd || f
g 0 —wsinh@ 0 g
i) D(s) time-like vektor ise o zaman
A = coshf(s)e + sinhO(s)g (3.2)

olmak tlizere
e'=wAxe = e'= w sinhf(s) gx e = w sinh(s) f
f =wAxf = f' = w coshB(s) e xf+ w sinhO(s)g x f
= w coshé(s)g — w sinhH(s)e
g9 = wAXxg = g’ = w coshB(s)e x g
= —w coshé(s)f

elde edilir. Bu son denklemlerden asagidaki matris yazilabilir:



!

e 0 wsinhf 0 e
[’ |=|—wsinh8 0 wcohsé || f (3.3)
g’ 0 —wcoshb 0 9
b) vy, time-like normalli bir egri ve 6 (S), g ve D arasindaki a¢1 olsun. g ve D space
like vektorler ise ozaman
A=—sinf(s)e+coso(s)g (3.4)
olur. Bu son ifadeye gore
e'=w(s)A x e = e'=w(s) coso(s)f
f'=w(s) Axf
f' = —w(s)sinf(s)g — w(s)cosh(s)e
"=w(s)AXxg
= w(s)sind(s)f
bulunur. Bu son ifadeler matris formunda asagidaki gibi yazilir:
e’ 0 wcosh 0 e
f'|F|-wcos6 0  —wsind||f (3.5)
g 0 wsind 0 9
Egerb = —gise
A=-sind(s)e—cosO(s)g (3.6)
elde edilir. Buradan
e'=w(s)Axe = e'=—w cosh(s)f
f'=w (s) Axf=f"=w(s)(—sinf(s)e—cosho(s)g) x f
= —w(s)sind(s)g + w(s)coso(s)e
g=w () Axg =9 = w(s)( —sinf(s)e—cosh(s)g) x g
= w(s) sind(s)f
elde edilir. Bu son denklemlerden asagidaki matris yazilabilir:
e' 0 —wcos6 0 e
f'|=|wcoso 0 —wsind || f (3.7)
g 0 wsind 0 ]
C) v, time-like binormalli egri olsun
i) D(s) space-like vektor ise
A=cosh8(s)e—sinh6(s)g (3.8)

olur. Bu son ifadeye gore;
e'=w(s)Axe =e'= w(s)( coshB(s)e —sinhb(s)g) x e
=— w(S) sinhB(s)f
f'=w(s) Axf=f=w(s)(coshf(s)e —sinhO(s)g) x f



= w(S)coshB(s)g +w(s)sinhb(s)e
9'=w (s) AXxg = g'= —w(s)cosho(s)f

elde edilir. Bu son denklemlerden asagidaki matris yazilabilir:

e’ 0 —wsinhf 0 e
f' |=|wsinhho 0 wcosho || f
g 0 —wcoshO 0 g

ii) D(s) time-like vektor ise
A=sinh6(s)e—cosh8(s)g
olur. Bu son ifadeye gore;
e'=w(s)Axe = e = w(s)(sinho(s)e —coshB(s)g) x e
= —w(S)coshB(s)f
f'=w (5) Axf =1 =w(s)sinhB(s)g +w(s)coshb(s)e
g=w (S) Axg =0 = —w(s)sinhf(s)f

elde edilir. Bu son denklemlerden asagidaki matris yazilabilir:

e’ 0 —wcoshb 0 e
f'|=|wcosho 0 wsinhd || f
g 0 —wsinh@ 0 g
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4. 3-BoyuTLU MINKOWSKI UZAYINDA RiBBON CATIYA GORE
FOKAL EGRILER

4.1 3-Boyutlu Minkowski Uzayinda time-like Ribbon Catiya gore Fokal Egriler

4.1.1 Time-like Darboux Vektorlii ribbon catiya gore Fokal egriler

v, bir time-like egri, D(s) time-like Darboux vektorii ve ribbon gati

!

e 0 wsinhf 0 e
f' [=|wsinh6 0 wcoshd || f (4.1)
g 0 —wcosho 0 g
olsun. y nin fokal egrisi C{f (s) ile gosterilmek tizere
CR() =y +cff(s) +c5g(s) (4.2)

yazilabilir.
Teorem 4.1.1: CR(s) =y + cfe(s) + cff(s) + 5 g(s),
y time-like egrisinin fokal egri olsun. D(s), space-like Darboux vektorii olmak iizere c® (i=0,1,2)

katsayilar1 asagidaki denklemleri saglar:

k=0 (4.3)
R _ 1
4 = w(s)sinh6(s) (44)

R _ 1 ! 1
€2 = (w(s)sinhe(s)) w(s)coshO(s) (4'5)
Ispat: 3-boyutlu Minkowski uzayinda y time-like egrisinin fokal egrisi oskiilator kiirenin
merkezinde tanimlidir. Eger a(s), oskiilator kiirenin merkezi ise r oskiilator kiirenin yarigapi

olmak tlizere

< a(s) —y(s),a(s) —y(s) >=r? (4.6)
olarak yazilabilir. Eger (4.6) esitliginin her iki yanmin s ye gore tiirevi alimirsa,

<e,a(s) —y(s) >=0 4.7
bulunur. Ayrica

a(s) —y(s) =cfe+cff+ kg (4.8)
olup, (4.7) ve (4.8) birlikte gdzoniine alinirsa

c&=0 (4.9
bulunur. (4.7) denkleminin s ye gore tiirevi alinirsa

<wsinh6f,a(s) —y(s) >=1 (4.10)
elde edilir. (4.8) ve (4.10) denklemlerinden

of = w(s)si1nh9(s) (4.11)

bulunur. Benzer sekilde (4.10) denkleminin tiirevi alinip gerekli islemler yapilirsa



= (ot ) 1 (4.12) elde
2 w(s)sinh6(s)/) w(s)cosh8(s)

edilir. (4.11) ve (4.12) den
cR'=w(s)coshf(s)ck (4.13)
R =—w(s)cosh(s) ck (4.14)
Sonug olarak time-like egrili space-like Darboux vektorlii egrinin fokal egrilikleri asagidaki

matrisle ifade edilebilir:

1 0 w(s)sinhd(s) 0 0
cf'| = [w(s)sinhd(s) 0 w(s)coshd(s) | |cf (4.15)
R 0 —w(s)coshB(s) 0 ck

Sonugc 4.1.2: y time-like egri, r oskdilator kiirenin yarigap1 olsun. Denklem (4.6) dan

(4.16)
elde edilir.

Lemma 4.1.3: y time-like egrisinin C{f (s) fokal egrisinin hiz vektorii ribbon ¢atiya gore g
vektor alanidir.

Ispat: y nin fokal egrisi C¥ (s) olsun.Eger s’ye gdre €y (s) nin tiirevi alinirsa o zaman,

CR= (1 + cfwsinh®)e + (cf' — cRwsinh8)f + (&' + cfwcoshb)g (4.17)
elde edilir.Boylece
cR' = (c®' + cRwcoshO)g (4.18)
bulunur.

Sonug 4.1.4 y time-like egri, r oskiilator kiirenin yarigapi olsun. Lemma 4.1.3 ve teorem

4.1.1 e gore
R' _(@*r _ R
c5 SR = 01 w(s)coshO(s) (4.19)
2
bulunur.

4.1.2. Space-like Darboux Vektorlii ribbon catiya gore Fokal egriler

v, bir time-like egri, D(s) time-like Darboux vektorii ve bunlara gore ribbon gati

!

e 0 —wcosh6 0 e
f'|=|wcosho 0 wsinhd | |f (4.20)
g 0 —wsinh0 0 g
olsun. y nin fokal egrisi CF (s) ile gosterilmek iizere
CR() =y +cff(s) + K g(s) (4.21)

yazilabilir.
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Teorem 4.1.5: Cﬁ(s) = v+ cle(s) + cRf(s) + cBg(s), y time-like egrisinin fokal egri

olsun. D(s), time-like Darboux vektérii olmak iizere cf (i=0,1,2) katsay1lar1 asagidaki denklemleri

saglar:
cR=0 (4.22)
R _ _ 1
1= w(s)coshO(s) (4-23)
R_ _ 1 ! 1
2= (w(s)coshe(s)) w(s)sinh6(s) (4'24)

Ispat : 3-boyutlu Minkowski uzayinda y time-like egrisinin fokal egrisi oskiilator kiirenin
merkezinde tanimhidir. Eger a(s), oskiilator kiirenin merkezi ise r oskiilator kiirenin yarigapi

olmak tiizere ;

< a(s) —y(s),a(s) —y(s) >=r? (4.25)
olarak yazilabilir. Eger (4.25) esitliginin her iki yaninin s ye gore tiirevi alinirsa,

<-e,a(s) —y(s) >=0 (4.26)
bulunur. Ayrica

a(s) —y(s) =cle+ cRf + kg (4.27)
olup, (4.26) ve (4.27) birlikte g6zoniine alinirsa

c¥=0 (4.28)
bulunur. (4.26) denkleminin s ye gore tiirevi alinirsa

<wscosOf,a(s) —y(s) >= -1 (4.29)

elde edilir. (4.27) ve (4.29) denklemlerinden

R = —m (4.30)
bulunur. Benzer sekilde (4.29) denkleminin tiirevi alinip gerekli islemler yapilirsa

e == (w(s)colshG(s)), w(s)s;he(s) (4.31)
elde edilir. (4.30) ve (4.31) den

c®'=w(s)sinhf(s)ck (4.32)

R =—w(s)sinhO(s)cR (4.33)

Sonug olarak time-like egrili time-like Darboux vektorlii egrinin fokal egrilikleri asagidaki

matrisle ifade edilebilir;

}?, 0 —wcoshf 0 (2?
C1 |=|—wcosh6 0 wsinh6|[€1 (4.34)
R 0 —wsinhf 0 cX

Lemma 4.1.6: y time-like egrisinin C{; (s) fokal egrisinin hiz vektorii ribbon ¢atiya gore g
vektor alanidir.

Ispat: y nin fokal egrisi C{; (s) olsun.Eger s’ye gore C{f (s) nin tiirevi alinirsa o zaman,

C¥= (1 + cfwcoshb)e + (e} — cBwsinhd)f + (&' + cRwsinho)g (4.35)
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elde edilir.Boylece
C"fl = (c®' + cRwsinho)g (4.36)
bulunur.

Sonug 4.1.7 y time-like egri, r oskiilator kiirenin yarigapi olsun. Lemma 4.1.3 ve teorem

4.1.1 e gore
R (R he 4.37
c5 2 = ¢t w(s)coshO(s) (4.37)
bulunur.

Sonuc 4.1.8 y time-like egri, r oskiilator kiirenin yarigapt olsun. Lemma 4.1.3 ve teorem

4.1.5 e gore

T2

c® 4 R w(s)sinhf(s) = — SR
2

(4.38)

4.2. 3-Boyutlu Minkowski Uzayinda Space-like Binormalli Ribbon Catiya gore
Fokal Egriler

Y, bir time-like egri, D(s) space-like Darboux vektorii ve ribbon ¢ati

e’ 0 wcosh 0 e
f'[=|-wcos6 0  —wsing||f (4.39)
g 0 wsin 0 g
olsun. y nin fokal egrisi C{f (s) ile gosterilmek tizere
CY($)=y + cff(s) + 5 g(s) (4.40)

yazilabilir.
Teorem4.2.1:: CR(s) =y + cfe(s) + cff(s) + c§ g(s), space-like binormalliy egrisinin
fokal egri olsun. D(s), space-like Darboux vektorii olmak iizere c® (i=0,1,2) katsayilar1 asagidaki

denklemleri saglar:

=0 (4.41)
R _ 1

€1 = w(s)cosO(s) (4'42)
R_ _ 1 ! 1

62 = (W(s)coshe(s)) w(s)sinh8(s) (4'43)

Ispat : 3-boyutlu Minkowski uzaymda y time-like egrisinin fokal egrisi oskiilator kiirenin
merkezinde tanimlidir. Eger a(s), oskiilator kiirenin merkezi ise r oskiilator kiirenin yarigapi

olmak tizere ;

< a(s) —y(s),a(s) —y(s) >=r? (4.44)
olarak yazilabilir. Eger (4.44) esitliginin her iki yaninin s ye gore tiirevi alinirsa,
<g,a(s) —y(s) >=0 (4.41)

bulunur. Ayrica
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a(s) —y(s) =cge+cif +cig

<e,cle(s)+ cRf(s)+cfg(s)>=0 (4.42)

c®=0 (4.43)
olarak bulunur. (4.41) denkleminin s ye gore tiirevi alinirsa

<e,a(s)—y(s)> +<e,—yY'(s)>=0 (4.44)
elde edilir. Buradan

< w(s)cosO(s)f,a(s) —y(s) >=1 (4.45)

< w(s)cos8(s)f,cRf+cfg> +<e,—e>=0 (4.46)

w(s)cos8(s)cR < f,f> -1=0 (4.47)

w(s)cosf(s)ck =1 (4.48)

f = osewm (4.49)

olarak bulunur. (4.46) denkleminin tiirevi alinir ve gerekli islemler yapilirsa
R _ 1 1

€2 = (w(s)cosﬁ(s)) w(s)sinB(s) (4.50)
elde edilir.

c¥'=—w(s)sinf(s)c¥ (4.51)

& =w(s)sinf(s) ck (4.52)

Sonug olarak time-like egrili space-like Darboux vektorlii egrinin fokal egrilikleri asagidaki

matrisle ifade edilebilir:

1 0 w(s)cosO(s) 0 0
cf'| = w(s)cosO(s) 0 —w(s)sinb(s) cf (4.53)
c’;/ 0 w(s)sinf(s) 0 c?

Lemma 4.2.2: y time-like egrisinin C{f (s) fokal egrisinin hiz vektorii ribbon ¢atiya gore g
vektor alanidir.

Ispat: y nin fokal egrisi C¥ (s) olsun.Eger s’ye gdre €y (s) nin tiirevi alinirsa o zaman,

CR®=(1 - cRwscosb)e + (c’f' + c§wsin9)f + (c’;' - c’fwsine)g (4.54)
elde edilir. Boylece

cR' = (c® — cRwsind)g (4.55)
bulunur.

Sonug 4.2.3: y time-like egri, r oskiilator kiirenin yarigap1 olsun. Lemma 4.2.2 ve teorem

4.2.1 e gore
1 2y/
&' — cFwsing = T3 (4.56)
2
elde edilir.
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4.3. Time-like binormalli Ribbon c¢atiya gore fokal egriler

4.3.1. Space-like Darboux vektorlii Ribbon catiya gore Fokal Egri

Y, bir time-like binormali egri, D(s) space-like Darboux vektorii ve ribbon ¢ati

!

e 0 —wsinhoO 0 e
f' |=|wsinho 0 wcosh || f
g 0 —wcoshO 0 g

olsun. y nin fokal egrisi C{f (s) ile gosterilmek tizere

CR()=y + cff(s) + 5 g(s)

yazilabilir.

(4.57)

(4.58)

Teorem 4.3.1: C§(s) = y+ cfe(s) + cf f(s) + c5g(s), y time-like egrisinin fokal egri

olsun. D(s), space-like Darboux vektorii olmak iizere c® (i=0,1,2) katsayilar asagidaki

denklemleri saglar:

c®=0
R _ -1

1= w(s)sinh6(s)

R—__ 1 ’ 1
2= (w(s)sinhe(s)) w(s)coshO(s)

(4.59)
(4.60)

(4.61)

Ispat: 3-boyutlu Minkowski uzayinda y time-like binormalli egrisinin fokal egrisi oskiilator

kiirenin merkezinde tanimhidir. Eger a(s), oskiilator kiirenin merkezi ise r oskiilatér kiirenin

yarigapt olmak iizere ;
<a(s) —y(s),a(s) —y(s) >=r?

olarak yazilabilir. Eger (4.62) esitliginin her iki yaninin s ye gore tiirevi alinirsa,
<—e, a(s) —y(s) >=0

bulunur. Ayrica
a(s) —y(s) =cfe+ cif +cig
<e,cle(s)+ cRf(s) +cRg(s) >=0
d<ee>+cf<ef>+cf<eg>=0
c®=0

olarak bulunur.(4.63) denkleminin s ye gore tiirevi alinirsa
<e,a(s)—y(s)> +<e,—yY'(s)>=0

< —w(s)sinhl(s)f,a(s) —y(s) >—-1=0

< —w(s)sinh8(s)f, cRf(s) + cBg(s) >=1
—w(s)sinh8(s)cR < f,f>=1

R -1
1

1= w(s)sinh6(s)

olarak bulunur.(4.68) denkleminin tiirevi alinir ve gerekli islemler yapilirsa
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-1 1

¢z = (~w(s)sinh6(s))’ w(s)sinhé(s) w(s)cosh8(s)w(s)sinh6(s) (4.72)
elde edilir. Buradan

¢z = (w(s)silnh(-)(s)), w(s)colshe(s) (4.73)
bulunur. (4.71) ve (4.73) Un tlirevleri asagidaki gibidir:

cR'=w(s)coshf(s)cR (4.74)

R =—w(s)cosh(s) ck (4.75)

Sonug olarak time-like egrili space-like Darboux vektorlii egrinin fokal egrilikleri asagidaki

matrisle ifade edilebilir:

-1 0 w(s)sinhd(s) 0 0
of'| = w(s)sinh0(s) 0 w(s)coshO(s) cf (4.76)
R 0 —w(s)coshB(s) 0 ck

Lemma 4.3.2: y time-like egrisinin C{f (s) fokal egrisinin hiz vektorii ribbon ¢atiya gore g
vektor alanidir.

Ispat: y nin fokal egrisi Ce (s) olsun.Eger S’ye gore C{f (s) nin tiirevi alinirsa o zaman,

C¥=(1 + cfwsinhb)e + (R — cBwcoshd)f + (c§ + cRweoshd)g
elde edilir. Boylece

cR' = (c®" + cRwcoshb)g (4.77)
bulunur.

Sonug 4.3.3 : y time-like egri, r oskiilator kiirenin yarigap1 olsun. Lemma 4.3.2 ve teorem

4.3.1 e gore
’ 2y/
X + cRwcoshd = _(zrc’)? (4.78)
2
elde edilir.

4.3.2 Time-like Darboux vektorlii Ribbon catiya gore Fokal Egri

Y, bir time-like binormali egri, D(s) time-like Darboux vektorii ve ribbon ¢ati

e’ 0 —wcosh@ 0 e
f' |=|wcosh® 0 wsinhd || f (4.79)
g 0 —wsinhf 0 g
olsun. y nin fokal egrisi C{; (s) ile gosterilmek tizere
CY(s) =y +cff(s) + c£g(s) (4.80)
yazilabilir.
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Teorem 4.3.4: : CF(s) =y + cfe(s) + cf f(s) + cF g(s), y time-like binormalli egrisinin
fokal egri olsun. D(s), time-like Darboux vektorii olmak iizere c® (i=0,1,2) katsayilar1 asagidaki

denklemleri saglar:

€ =0 (4.81)
R _ -1

1 ™ w(s)coshO(s) (4.82)
R_— _ 1 ’ 1

Cy = (w(s)coshe(s)) w(s)sinh0(s) (483)

Ispat : 3-boyutlu Minkowski uzaymda 7y time-like binormal egrisinin fokal egrisi oskiilator
kiirenin merkezinde tanimhidir. Eger a(s), oskiilator kiirenin merkezi ise r oskiilatér kiirenin

yarigapi olmak iizere ;

< a(s) —y(s),a(s) —y(s) >=r? (4.84)
olarak yazilabilir. Eger (4.84) esitliginin her iki yaninin s ye gore tiirevi alinirsa,
<-e,a(s) —y(s) >=0 (4.85)

bulunur. Ayrica

a(s) —y(s) = cge+ i f +ci'g

<e,cle(s)+ cRf(s) + cRg(s) >=0

Xd<ee>+ck<ef>+ck<eg>=0

k=0 (4.86)
olarak bulunur.(4.84) denkleminin s ye gore tiirevi alinirsa

<e,a(s)—y(s)> +<e,—yY'(s)>=0

< —w(s)coshO(s)f, a(s) —y(s)>—-1=0 (4.87)
—w(s)coshB(s)cR < f,f>=1
Cf = Wih@(s) (488)

olarak bulunur.(4.87) denkleminin tiirevi alinir ve gerekli islemler yapilirsa

R— _ 1 ' 1
2= (W(s)coshe(s)) w(s)sinh6(s) (4.89)

elde edilir.
cR'=w(s)sinhf(s)ck « (4.90)
R =—w(s)sinh6(s) ck (4.91)

Sonug olarak time-like egrili space-like Darboux vektorlii egrinin fokal egrilikleri asagidaki

matrisle ifade edilebilir:

—Rl 0 w(s)cosh8(s) 0 0
€1 | = |—w(s)coshO(s) 0 w(s)sinh0(s) cf (4.92)
c®' 0 —w(s)sinh6(s) 0 cX

elde edilir.
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Lemma 4.3.5: y time-like egrisinin C{f (s) fokal egrisinin hiz vektorii ribbon ¢atiya gore g
vektor alanidir.
Ispat: y nin fokal egrisi C{f (s) olsun.Eger s’ye gore C{f (s) nin tirevi alinirsa o zaman,

CR= (1 + cfwcoshB)e + (cf' — cRwsinh)f + (c§' + cfwsinh6)g

elde edilir.Boylece
CR' = (c§' + cfwsinhb) g (4.93)
bulunur.

Sonug 4.3.6: y time-like egri, r oskiilator kiirenin yarigap1 olsun. Lemma 4.3.5 ve teorem

4.3.4 ¢ gore
R’ Reyoi _ oy
¢ + cywsinhf = ———¢ (4.94)
2
elde edilir.
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5. SONUCLAR

Bu ¢alismada Minkowski uzayinda ribbon ¢ati tanimlanmistir. Bir ribbon egrinin Ribbon
cati yardimiyla dogrultman egrisi tanimlanarak, bu egrilerin egrilikleri arasindaki iliski elde
edilmistir.

Minkowski uzayida ribbon g¢atiya gore fokal egriler incelemistir. Fokal egrinin egrilikleri
elde edilerek bazi karakterizasyonlar elde edilmistir. Oskiilator kiirenin yarigapiyla bunlar
arasindaki iliskiler verilmistir.

Son olarak benzer diisiinceyle Dual Minkowski Uzayinda Ribbon catiya gdre ribbon

egrisiyle iliskili yeni fokal egriler tanimlanarak, bu egriler arasindaki iligkiler arastirilabilir.
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