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Matematik Anabilim Dali, Yiiksek Lisans Tezi
Danigsman: Prof. Dr. Ali OLGUN
OCAK 2022, 57 sayfa

Bu tez bes boliimden olusmaktadir.

Birinci boliim Giris ve kaynak 6zetlerine ayrilmis olup, baz1 genel bilgiler verilerek
kaynaklar 6zetlenmistir.

Ikinci boliimde tezde kullanilacak bazi tanimlar teoremler ve lemmalar verilmistir.

Ucgiincii béliimde operatdriin olusturulmasi ve operatdriin sagladigi bazi 6zellikler ve
lemmalar verilmistir.

Ddérdiincii boliimde operatoriin  tiirevleri ve tiirevler i¢in noktasal yakinsaklik,
Asimtotik agilim ve hata tahmini ile ilgili teoremler verilmistir.

Besinci boliimde de tezde yapilanlarin bir agiklamasi yapilmastir.

Anahtar Kelimeler: Modifiye Szasz-Schurer-Baskakov operatorii, Szasz operatorti,
Siireklilik modiilii, Noktasal yakinsama, Voronovskaya tipi teorem



ABSTRACT

APPROXIMATION PROPERTIES OF MODIFIED SZASZ-SCHURER-
BASKAKOV TYPE OPERATORS

SUKRUOGLU, Elif
Kirikkale University
Graduate School of Natural and Applied Sciences
Department of Mathematics, M. Sc. Thesis
Supervisor: Assoc. Prof. Dr. Ali OLGUN
January 2022, 57 pages

This Thesis consists of five chapters.

The first chapter is devoted to introduction and source summaries, some general
information is given and the soyrces are summarized.

In the second part, some definitions, theorems and lemmas to be used in the thesis
are given.

In the third chapter, the creation of operator and some features and lemmas provided
by the operator are given.

In the fourth chapter, derivatives of operator and pointvise convergence for
derivatives, asymptotic expansion and error estimation theorems are given.

In the fifth chapter, an explanation of what has been done in the thesis are given.

Key Words: Modified Szasz-Schurer-Baskakov operator, Szasz operator, Modulus
of continuity, point-wise convergence, VVoronovskaya type theorem
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1. GIRIS

Yaklasimlar teorisi Matematik Analizin temel ¢aligma konularindan birisi olup, son
yillarda yogun olarak calismalar devam etmektedir. Bu teorinin temeli; 1859 yilinda
P. L. Chebyshev in [a,b] araligi iizerinde tanimli, reel degerli ve siirekli bir
fonksiyona en iyi sekilde yakinsayan bir polinomun varligini iddia etmesine dayanur.
Esas olarak [a,b] araliginda tanimlanmis karmasik bir fonksiyonun, aralik
tizerindeki aldig1r degerleri ve sagladigi bazi 6zellikleri incelemede ortaya g¢ikan
sikintilart ya da ¢ikma ihtimali olan problemleri analiz edebilmek her zaman kolay
olmayacagindan, aymi aralik iizerinde tanimlanmis daha basit bir fonksiyonu

kullanarak, karmasik fonksiyonun 6zellikleri hakkinda bilgi sahibi olma amaglanir.

P. L. Chebyshev in 1859 da verdigi teoremi;1885 yilinda Weierstrass, [a,b] aralig
tizerinde tanimli ve siirekli her fonksiyona diizglin yakinsayan bir polinomun
bulunabilir seklinde vererek ispatin1 yapmistir. Bu teoremin verilmesinden sonra
Bernstein polinomlar1 baz alinarak, Bernstein operatorleri tanimlanmis ve Lineer

pozitif operatorlerin yakinsaklik 6zelliklerinin incelenmesinde temel ara¢ olmustur.

1951 yilinda Bohmann Lineer pozitif operatorler dizisinin yakinsamasi i¢in temel
teoremi vermistir. Ancak benzer teoremin daha once kendi dilinde T. Popoviciu
tarafindan da verildigi bilinmektedir. Daha sonra Korovkin bu teoremi
integrallenebilir fonksiyonlar i¢in vererek daha da genisletmistir ve Literatiire

Bohmann-Korovkin teoremi olarak gegmistir.

1962 yilinda Baskakov, Korovkin teoremini ger¢ekleyen ve tiim reel eksen lizerinde
sinirli olan fonksiyonlar i¢in gecerli olan diizgiin yakinsaklik kriterlerinin,
fonksiyonun 1 + x?2 ile simrl olmasi durumunda da gegerli olacagm ispatlamistir.

Benzer teorem 1970 li yillarda A. D. Gadjiev tarafindan ¢alisilmistir.

Yaklasimlar teorisinde yapilan yakinsaklik incelemeleri Lineer pozitif operator
dizileri lizerinden yapilmaktadir. Bu incelemelerde operatorlerin yakinsamasi kadar,
diizgiin olarak yakinsamasi ya da noktasal olarak yakinsamasi , yakinsamanin hizi,

yakinsamada yapilan hatalarin kestirimi olduk¢a 6nemli kavramlardir. Bu kavramlar



incelenirken cesitli matematiksel metotlar la beraber, bazt 6nemli tanimlara ve

onceden verilmis bazi 6nemli teoremlere de ihtiya¢ duyulmaktadir.

Su ana kadar literatiirde birgok 6nemli Lineer pozitif operator dizisi tanimlanmis ve
operator dizilerinin yakinsaklik 6zellikleri ¢esitli yazarlarca incelenmistir. Bunlardan
en bilinen bazilari; Bernstein operatorleri, Baskakov operatorleri, Szasz-Mirakjan
operatorleri olarak sayilabilir. Diger tanimlanan operatdrlerin cogu bu operatorlerin

cesitli genellemeleri ile elde edilmistir.

Bizde bu calismada 1995 yilinda Gupta ve Srivastava tarafindan f € C[0, o)
integrallenebilen  fonksiyonlar1 i¢in tanimlanan Szasz-Mirakjan Baskakov
operatOrlerinin Schurer tipi bir genellestirmesini tanimlayacagiz. Daha sonra
tanimladigimiz  bu  operatorlerin  Laguerre  polinomlarindan  yararlanarak
Hipergeometrik seriler cinsinden ifadesini verecegiz. Ayrica operatorlerin
momentlerini hesaplayip, operatoriin sagladigi bazi Ozelikleri veren lemmalar
vererek, siireklilik modiiliinden faydalanarak, operatorlerin tiirevlerinin yakinsaklik
Ozeliklerini, noktasal yakinsakligini, operatorler i¢in bir asimtotik agilimi ve hata

tahminini verecegiz.

1.1. Kaynak Ozetleri

Bu calismada 2015 yilinda Ekta Pandey, R. K. Mishra ve S. P. Pandey tarafindan
yapilan ‘’Approximation Properties of Some Modified Summation-Integral Type
Operator’’ isimli ¢aligmada tanimlanan operatoriin Schurer genellemesi yapilarak, bu
calisma ve Vijay Gupta ve Gancho Tachev tarafindan 2014 de yapilan °
Approximation by Szasz-Mirakyan Baskakov Type Operators’’ baglikli ¢alisma, D.
K. Verma, V. Gupta, P.N. Agrawal tarafindan 2012 yilinda yapilan, ‘’Some
Approximation Properties of Baskakov-Durrmeyer-Stancu Operators’” baslikli
calisma, P.N. Agrawal, V. Gupta, A.S. Kumar tarafindan yapilan *° Generalized
Baskakov-Durrmeyer Type Operators’® baslikli ¢alisma da yapilanlar ve verilen
yakinsaklik teoremlerinin benzerleri verilmistir. Bu teoremler verilirken referanslar

kisminda yer alan diger calismalarda degerlendirilerek teoremlerin ispatlarinda

kullanilmastir.



2.TEMEL KAVRAMLAR VE TEOREMLER

Bu bolim de tezin ilerleyen kisimlarinda verilecek bazi Lemma ve Teoremlerin
ispatlarinda kullanilacak esitsizlikler, tanimlar ve temel kavramlar verilerek gerekli
aciklamalar yapilacaktir. Burada verilen tanimlar referanslar kisminda verilmis ¢esitli

calismalarda da bulunmaktadir.

2.1. Lineer Pozitif Operatorler ile Ilgili Temel Kavramlar

Tamm 2.1.1 (Lineer Operator) : X veY iki fonksiyon uzay1 olsun. L: X - Y
seklinde tanimlanmis operatdr goz ontine almirsa f;(x) ve f,(x) fonksiyonlar1 X
uzayindan alian herhangi iki fonksiyon ve a; ve a, ler keyfi iki reel sayr olmak

uzere L operatori

L(aifi + azfz; %) = a1 L(f1; x) + ayL(f; x)

esitligi saglaniyor ise L operatoriine lineer operatdr denir. Eger L(f) >0 ise L °

lineer pozitif operator adi verilir[35].

Tamm 2.1.2. (Norm) : N, bir lineer uzay olsun. || ||: N — R fonksiyonunun x deki

degeri ||x|| ile gosterilsin. Bu fonksiyon igin

i) lxll =0
i) Iz =0 & x=0
i) |lax|| = lalllx]|

iv) e+ yll < ll=ll + Iyl

sartlar1 saglaniyorsa || || fonksiyonuna N iizerinde norm denir. Eger bir Lineer uzay

lizerinde norm tanimlanmissa bu uzaya normlu uzay adi verilir[30].

Tanmim 2.1.3. ( Cauchy-Schwarz esitsizligi ) : Sonlu sayida hepsi sifir olmayan

(fi), (gx), k € N sayilari igin

zn: |fi9x| < (Zn:|fk|2>E <zn:|gk|2>
k=1 k=1 k=1

3

1
2



esitsizligi gecerlidir. Bu esitsizlige Cauchy-Schwarz esitsizligi ad1 verilir[35].

Tammm 2.1.6. (Noktasal yakinsakhik) : (f,) dizisi A {izerinde f fonksiyonuna
noktasal yakinsak olmasi i¢in gerek ve yeter sart her € > 0 ve x € A i¢in 3 n, Oyle

Kin > ng igin

Ifn(x) — f(2)| < e
olmasidir[34].

Ornek: f,(x) = xe ™ fonksiyonunun A = [0,) kiimesi iizerinde yakinsaklik

durumunu inceleyelim. V¥ n € N igin f£,,(0) = 0 olup, lim,_,, f,(0) = 0 dir.
Simdi 0< x < oo olsun. Verilen herhangi bir € > 0 i¢in, V n = n, igin

/o) = f(O)] = [xe ™| < e

olacagindan

In(xe™) =lne & Inx + In(e™) = Ilne © Inx —nx = lne iln (E) =n

olur. Bu durumda V n > ny(g,x) icin 0 < xe ™ < ¢ olacagindan V x € (0, o)
icin - lim,_,, fn(x) =0 olur ki bu f, nin f ye noktasal olarak yakinsadigini

gosterir.

Tamm 2.1.7. (Diizgiin yakinsakhk) : (f,,) dizisi A iizerinde f fonksiyonuna diizgiin
yakinsak olmasi i¢in gerek ve yeter sart her € > 0 , 3 ny, = ny(e) dyle ki n > n, ve
Vx € A icin

Ifn(x) = f(2)| < e
olmasidir[24].

Teorem 2.1.8 (f,,) ve f fonksiyonlar1 I = [a, b] arahig tizerinde siirekli olsunlar.

(f) dizisinin f fonksiyonuna diizgiin yakinsak olmasi i¢in gerek ve yeter sart
cp = max |f(x) — f(x)|
asxsb
esitligi ile tanimlanan (c,) dizisinin bir sifir dizisi olmasidir.

Ornek: f,(x) = % fonksiyonunun A = [0,1] kiimesi iizerinde yakinsaklik

nx

—— = x dir.
1+n+x

durumunu inceleyelim. Vv x € [0,1] i¢in lim,_,



Ch =

. nx . x+x2 | 2
MaXgex<|fn(x) — f(x)| = maxgcy<q Tinie | T MAxo<x<t |~ 7507 = Ton
- . . 2 . nx .
oldugundan limc, = Al_r)go —=0 olur ki bu f,,(x) = e fonksiyon

dizisinin A = [0,1] kiimesi {izerinde f (x) = x diizgiin yakinsadigini1 gosterir.

Tamm 2.1.7. (Taylor Serisi) : f fonksiyonu, a noktasini igeren bir araliktaki x
degerleri i¢in

o

f@) =) anx—ay"

n=1

olsun. Bu halde ,

1 1
f@) =f@+f @& -a)+5f"(@x-a)+- +Ef(”)(a)(x —a)" 4

(0]

(n)
= Z f (a) (x - a)"

n!

n=0
olur. Buna f fonksiyonun , a noktasinda Taylor serisi veya Taylor agilimi denir[25].
Tanmim 2.1.8. (Leibniz Tiirev Kurall) : f(x) ve g(x) fonksiyonlari, n.

mertebeden tiirevlenebilen fonksiyonlar oldugunda f(x) ve g(x) fonksiyonlarinin

carpiminin 1 —inci mertebeden tlirevlenebilir ve

n

F@g@® = (1) f© g @

k=0
seklinde tanimlanan fonksiyonlara Leibniz Tirev Kurali denir[24].

Tanmm 2.1.9. (Szész-Mirakjan Operatorii) : f fonksiyonu [0, ) araliginda

tanimli siirekli bir fonksiyon olmak iizere

> (nx)k (k)

k! n

Sp(f;2) =e™ "

k=0

seklinde tanimlanan lineer pozitif operatorlere Szasz-Mirakjan operatérleri denir[23].



Tamm 2.1.10. (Bernstein polinomlarr) : f,[0,1] iizerinde tanimhi ve siirekli

fonksiyonlar olmak tizere

5= 31 () (st -
k=0

olarak tanimlanan polinomlara f fonksiyonuna karsi gelen Bernstein polinomlar

dizisi denir[32].

2.2. Siireklilik Modiilii Ve Ozellikleri

Yaklasim teorisinde dnemli ¢alismalardan biri de yaklagim hizini belirlemektir. Bunu

belirlemek i¢in kullanilan en 6nemli metotlardan birisi de siireklilik modiiliidiir. [35].

Tanmm 2.2.1. : Kabul edelim ki f, [a,b] araliginda tamimlanmig smirl bir

fonksiyon olsun. Keyfi § > 0 igin

w(f,8) = S If () = f(2)] (2.1)

t,x €[a,b]

seklinde tanimlanan w(f; &) fonksiyonuna f , fonksiyonunun [a,b] araligindaki

sureklilik modiili denir.

(2.1) den gorildigi gibi & > 0 i¢in w(f; §) negatif olmayan bir fonksiyondur.
Ayrica §; ve &, porzitif sayilart i¢in §; < 6, ise w(f; §;) < w(f; §,) oldugu

agikardir.
Siireklilik modiilii agagidaki dnemli 6zellikleri saglayan bir fonksiyondur.
Lemma 2.2.1. m = 1 bir dogal say1 olmak iizere
w(f; mé) < mw(f; 6)
dir.
Lemma 2.2.2. §, sifira yakinsayan bir dizi olmak iizere
w(f; 6,) = Cr0y

dir. Buradan Cy, f ye bagl sabit sayilardr.



Lemma 2.2.3. f fonksiyonu [a,b] araliginda siirekli bir fonksiyon olsun. Bu
taktirde

}Si_r)r(l) w(f;6)=0
olur.
Lemma 2.2.4. f fonksiyonu [a, b] araliginda smirli tiirevi varsa
w(f;6) <Cs

olacak sekilde C sayis1 vardir.

2.3. Korovkin Teoremi

Korovkin teoremi 1950 yilinda P.P. Korovkin tarafindan ispatlanmistir.

Teorem 2.3.1. ( P.P. Korovkin Teoremi) : {L,(f;«)} lineer pozitif operatorlerin
bir dizisi olsun. a,(x), Bn(x) ve y,(x) [a,b] de diizgin olarak sifira yakinsayan

diziler olmak iizere ~ Vx € [a, b] i¢in
D) Lp(L;x) 314 ang
i) Lp(t;%) 3 2+ B
iii) Ly, (t% %) 23 2% + V()

kosullar1 saglaniyorsa bu durumda L, (f; x) , [a, b] tizerinde diizgiin olarak f(x) e
yakinsaktir denir. Burada f, [a, b] de siirekli a ' da soldan ve b’ de sagdan siirekli

ve reel eksenin tamaminda sinirli bir fonksiyondur[35].

2.4. Voronovskaya Teoremi

Bernstein polinomlar1 ve onlarn tiirevlerinin noktasal yakinsaklik i¢in kullanilan

onemli teoremlerden biride Voronovskaya teoremidir.

Teorem 2.4.1. ( E.V.Voronovskaya Teoremi ) : [0,1] arah@inda smrli bir

f fonksiyonu x € [0,1] noktasinda f"'(x) tiirevine sahipse ,

1
lim n[B, (i) = £ ()] = 5 2(1 = 2)f" (@)



esitligi saglanir[33].

2.5. Gama ve Beta Fonksiyonlar

Ozel fonksiyonlar olarak bilinen Gamma ve Beta fonksiyonlar1 ve bu fonksiyonlarmn
Ozellikleri kullanilarak yeni operatdrler tanimlanmis ve tanimlanan bu operatdrlerin
yakinsaklik ozellikleri incelenmistir. Asagida bu fonksiyonlarin tanimlari ve

sagladigi bazi 6zellikler verilecektir.

2.5.1. Gama Fonksiyonu

['(x) ile gosterilen Gamma fonksiyonu,

I'(x) = f t* le~tdt
0

genellestirilmis integrali yardimiyla tanimlanir.

Gamma fonksiyonuna bazen genellestirilmis faktoriyel fonksiyonu da denir. Yani ,

o)

F(u) = f e “tdt =% (2.2)

0
integrali ile tanimlanan fonksiyonu ele alalim. ¢ > 0 olmak {izere bu integral her
¢ < u < d sonlu araliginda % ya diizgiin yakinsaktir. (2.2) den u ya gore tiirevler

alarak devam ettigimizde n — yinci tiirev i¢in

(D" F® W) = [ the dt = —

ynt1

esitligi elde edilir. Bu son esitlikte u = 1 alinirsa ;
f the ¥dt = nl = f tHD-1e=tdt = I(n + 1)
0 0

olur. Burada n degerleri pozitif tam sayilar olarak alinmistir.

Halbuki nnin n > —1 olan herhangi bir reel sayr olmasi halinde de bu
genellestirilmis integral tanimlidir. Yani yakinsaktir. O halde x > —1 olan herhangi

bir x reel sayisi i¢in ,



o

x! = f t*e tdt =T(x + 1)
0

yazilabilir. Buradan goriiliiyor ki , —1 den biiyiik olan tiim reel sayilarin faktoriyel
degerlerini sonlu bir reel say1 olarak tanimlamak miimkiindiir. Bundan dolayr Gama

fonksiyonu genellestirilmis faktoriyel fonksiyonu denir.

xz = 0 oldugu zaman faktoriyel fonksiyonun degeri ,

0! = f eldt=—-e"tlg=—(0-1)=1
0

olur. Bu sonug 0! in neden 1 olarak tanimlanmasi gerektigini agiklar.

Elemanter matematikte n faktoriyelin n! = n(n —1)(n — 2) ...3.2.1 ¢arpmmu ile

verilir. Bu ozellik , n! = n(n — 1)! esitligini i¢erdigine gore ,
x = n bir tamsayi ise ,
Fn+1) =n!=nn—- 1! =nl'(n)
yazilabilir. Gergekten I' fonksiyonu ,
F'(x+1) =al(x)
esitligi tim x > 0 degerleri i¢in gercekler[26].
2.5.2. Beta Fonksiyonu

Beta fonksiyonu

1

B(x,y) = f t*71(1 - )Y 1dt (Re(x) > 0,Re(y) > 0)
0

Genellestirilmis integrali yardimiyla tanimlanir. Bu tanima es deger olarak

B(x,y) = 2f (sin8)?*~1 (cos 0)?Y~1do
0

ve



° ux—l
B(x,y) = Of Wdu (Re(x) > 0,Re(y) > 0)

yazilabilir. Beta fonksiyonu ile Gama fonksiyonu cinsinden ifadesi ise

_T)r'(y)

N =165y

(x,y#0,—-1,-2...)

seklindedir. Ayrica bu esitlikten kolaylikla goriilebilir ki
B(x,y) = B(y,x)
olup, bu esitlik Beta fonksiyonunun simetri 6zelligi olarak adlandirilir[26].

Tamim 2.5.1. (Pochhammer sembolii) : « bir reel ya da kompleks bir say1 , r sifir

ya da pozitif bir tam say1 olmak tizere (a), ifadesi
(), =ala+D(a@+2)..(a+r—1) (2.3)
olarak tanimlanan ifadeye Pochhammer sembolii denir. Ayrica (1), = r! dir[26].

Lemma 2.5.1: Pochhammer sembolii asagidaki 6zelliklere sahiptir.

[(a+7)
(@), = T@ (2.4)
(@71 = a(a + 1), (2.5)
2.6. Hipergeometrik Seri Ve Hipergeometrik Fonksiyonlar
a, B vey reel ya da kompleks sabitler olmak iizere
142, et DEGHD (2.6)

x
y 1.2.y(y + 1)

olarak ifade edilen seri matematikte biiyiik bir 6neme sahiptir. Bu seri
1+x+2x%4-

geometrik serisinin bir genellestirilmesi oldugundan Hipergeometrik seri adini alir.
(2.6) dan goriilmektedir ki , y degeri sifir ya da negatif bir tam sayr olmamalidir.

(2.6) hipergeometrik serisi |x| < 1 i¢in yakinsak , |x| > 1 i¢in wraksaktir. |x| =1

10



oldugu zaman y > a + [ ise seri mutlak yakinsaktir. x = -1 ikeny >a+ -1

ise seri yakinsaktir.

11



(2.3) gosterimi dikkate alinarak (2.6) hipergeometrik serisi

- (@, (B), 27
)y

r=0

(e, By %) = (2.7)

seklinde yazilabilir. (2.7) de goriilen F nin altindaki 2 ve 1 alt indisleri F nin

yapisinda biri a ve 8 digeri y olmak tizere iki tip parametre bulundugunu ifade eder.

Hipergeometrik fonksiyonu ifade eden ,F; gosterimi yerine F gosterimi de

kullanilir. Yani ,

Fi(a, By x) = F(a, B v; %)
olup , bu fonksiyon Hipergeometrik fonksiyon olarak adlandirilir[26].

Tamm 2.6.1. (Konfluent Hipergeometrik Fonksiyon) : a ve § reel ya da kompleks

parametreler olmak tizere

xy"+(B—x)y —ay =0 (2.8)

olarak ifade edilen diferansiyel denkleme Kummer ya da Konfluent Hipergeometrik
denklem denir. Soyle ki , § # 0,—1,—2, ... olmak iizere konfluent hipergeometrik

fonksiyonu

O (@), 2"

L (B !

1Fi(a, B %) = n=1, |lx| < o0

seklinde tanimlanir. Konfluent hipergeometrik fonksiyon i¢in ; F;(a, B; x) Yyerine
®(a, fB; x) veya M(a, B; x) gosterimleri de kullanilir[29], [31].

2.7. Laguerre Polinomlari

Laguerre polinomlar1 adin1t Edmond Laguerre’den almistir. Bu denklemin, yalnizca n
negatif olmayan bir tamsayr olmasi durumda tekil olmayan ¢o6ziimleri

vardir[27], [28].
Tanmm 2.7.1.:

x " %e® d"
n' dxn (xa+ne—x)

L (x) =

12



seklinde Rodrigues formiilii ile tanimlanan Laguerre polinomlart (0, o) araliginda

w(x) = x%e~* agirlik fonksiyonuna gore ortogonaldir.

Yani,

[00]

f LE () L% (x)x%e ™ dx =

0

Ma+n+1
(an)6

mn )
n!

a>-1 mn=20,1,2,..

ortogonallik bagintisini1 gergekler. Ayrica , Leibniz formiilii uygularsak
n

LY = z (n i a) Sl n>0

n—v v!
V=0

seklinde de yazilabilir.

Ozel olarak a = 0 oldugunda ise bu polinom Laguerre polinomu ya da basit

Laguerre polinomu denir. « = 0 oldugunda genellikle « ihmal edilir.

Yani,
L) = Ly(x) = Fi(—n; 1;
n (%) n () F1(—n; 1 x)
yazilabilir. Bu polinomlarin ilk dordiiniin acik hali
LP(x) =1
L(la)(x) =l+a—=x
LP@) =;(A+a)2+a) - 2+ a)x + 527
L) =1+ 02+ )@ +a) 52+ a)3 + a)x +5 (3 + a)x? -2«
dir.
LE{") (x) genellestirilmis Laguerre polinomlari ,
xy"+(@+1—-x)y'+ny=0
diferansiyel denklemini saglar. Laguerre polinomlari i¢in rekiirans baglantisi ise ,

() = (—x+2n+a— DL (x) - (n+ a — 1)L(“_)2(x)

n-—1 n

13



n=234..

seklindedir.

3. SZASZ-SCHURER BASKAKOV TiPi OPERATORUN
OLUSTURULMASI

Tezin bu kisminda yakinsaklik 6zellikleri incelenecek olan operator tanimlamasi
yapilacak ve daha sonra da tamimlanan operatoriin kaynaklardaki benzer
operatorlerde verildigi gibi Laguerre polinomlar1 yardimiyla tanimlamasi
yapilacaktir. Daha sonra da operatdriin ve tiirevlerinin sagladigi baz1 yakinsaklik

ozellikleri incelenecektir.

1962 yilinda Schurer , iyi bilinen Bernstein operatdrlerini kullanarak herhangi bir
n €N, f € C[0,1+ p], negatif olmayan p tamsayilar1 ve B, : C[0,1+p] —

C[0,1] i¢in Bernstein-Schurer operatorleri olarak adlandirilan

n+p

BuUin =y ()" ) a-amrr xepon

k=0
operatorleri tanimladi ve bu operatdrlerin yaklasim 6zelliklerini inceledi. Burada 6zel
durum olan p = 0 i¢in Klasik Bernstein operatérlerini verdigine dikkat edilmelidir.

1965 yilinda Schurer,

= {fEC[O,OO)= 1f_|(_922<00, x—)oo}

kiimesi tiizerinde her p€N,,f €E,,x €[0,0),n>1 i¢in Schurer-Szasz-

Mirakjan operatoriinii M, ,, = E; — ([0, ) olmak iizere

My, (f)(x) := exp[—(n + p)x] i [(n + p)x (k)
k=

n
0

seklinde ve Baskakov-Schurer operatériiniin A4, , = E, — ([0, ) olmak iizere ,

14



o

= o (4 L )

k=0

seklinde Schurer genellestirmelerini verdi[6].

Yukaridaki operatorlerin ¢esitli genellemeleri ve yakinsama oOzellikleri {izerine
bircok c¢alisma yapilmis olup, bu calismalar halen devam etmektedir

[1], [2], [10], [11], [13], [16], [17], [20], [22].

1967 yilinda J. L. Durmeyer, f,[0,1] iizerinde c¢ekirdege gore
integrallenebilir herhangi reel degerli fonksiyon olmak tizere bir boyutlu Bernstein-

Durmeyer operatorlerini

1

D,(f,x) : = (n+1) i (:) xk(1—x)vk j (Z) uf(1— W) *f(u)du ,
k=0

0

x €[0,1], n=12 ..,
seklinde tanimladi ve bu operatorlerin yaklasim 6zelliklerini inceledi[8].

1995 yilinda, Gupta ve Srivastava

= kK(n+k—11[ tk
Malfix) = (n=1) Z e (n;!) (:!J(rn - 1)? J ¢ +tt)n+kf (D)dt; x €[0,00)
k=0 0

(3.1)

tanimlanan Szasz-Mirakjan-Baskakov tipi operatorlerin tiirevlerinin yakinsama

ozelliklerini inceledi[21].

Daha sonra birgok aragtirmacit 6nceden tanimlanan bir ¢ok operatoriin Durmeyer
tipi uzantilarin1 ve ya diger bazi modifikasyonlarini tanimladilar ve yakinsaklik
Ozelliklerini  incelediler. Bunlardan ~ bazilar1  referanslarda  verilmistir

[3],[9], [12], [14], [15].
2006 yilinda,
feC,[0,00)={f €[0,00): |[f(D] <Mt" M,y >0}

olmak iizere Gupta ve arkadaslari Baskakov-Durmeyer operatorlerinin Dbir

modifikasyonunu

15



o

n+k—1 xk 1 [ S
Bn(f(t) ;x) = ;( k ) (1 + x)"“‘ B(Tl + 1' k)of (1 + t)n+k+1 f(t)dt
f(0)
+ m (3.2)

seklinde tanimladi ve bu operatorlerin tiirevlerinin yakinsama 6zelliklerini inceledi

[18].

2012 yilinda, Verma ve arkadaslart (3.1) tipi operatoriin Baskakov Beta bazli
farkli bir modifikasyonunu tanimladi, bu operatorlerin yaklasim 6zelliklerini, hata
tahminini ve bazi rekiirans baglantilarini verdi [4]. 2012 yilinda, Gupta ve
arkadaglar1 ise (3.2) operatorlerinin Stancu tipli modifikasyonunun noktasal
yakinsaklik ozelliklerini inceledi ve Voronovskaya tipi teorem verdi[19]. 2014
yilinda, Agraval ve arkadaslar1 (3.2) operatorlerinin farkli bir genellemesini verdi ve

diizgiin yakinsaklik ve nokta yakinsaklik 6zelliklerini inceledi [12].

2015 yilinda, Pandey ve arkadaslart (3.1) operatorlerin bir Szasz-Baskakov

Stancu tipli
S G nt+a
Mn(f;x)=(n—1)kz=0e R D: Of(l+t)”+’<f<n+,8)dt
x € [0, ) (3.3)

seklindeki bir genellemesinin Hipergeometrik serilerle baglantilarint verdi ve ¢esitli

yaklagim 6zelliklerini Steklov ortalamasi yardimiyla inceledi[5].

Bizde bu tezde (3.1) operatoriiniin Schurer genellemesini tanimlayarak Pandey ve

arkadaslarinin verdigi sonuglara benzer sonuglar elde etmek istedik.

f € C[0,) i¢in, (3.1) de verilen Szasz-Mirakjan-Baskakov tipi operatoriin

Schurer tipi genellemesi

AnagnFi8) = (4@ =1) D D@ [ s OF O 5 @ € Nz € [0, )
k=0 0

(3.4)

seklinde tamimlanabilir. Burada f3,, pozitif reel sayilarm bir dizisidir. Oyle ki ,
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lim,, B, =0

(3.5) olup, kolaylik olmas1 bakimindan
[(n+ Bp)x]" (n+a+k—1)! tk
Prpnie®) === naa (D) = e Ty @ e G0

olarak gosterilmistir. x € [0, ) igin A, 4 g operatdrlerinin lineer ve pozitif oldugu

agiktir.

Simdi (3.6) operatoriiniin yakinsama ozelliklerini incelerken yararlanacagimiz

bazi 6nemli bilgileri verelim.

Beta fonksiyonu ve Gamma fonksiyonlari i¢in iyi bilinen

[Tt TEre) (= Diy =1
B(x’y)_oj(1+t)x+y L= Tx+y)  (x+y-—1)!

(3.7)

esitlikleri saglanir.

(3.4) tarafindan tanimlanan operatorii, hipergeometrik fonksiyonlar i¢in bilinen

\ (@) 2
1Fi(a B;t) = e (3.8)
YNNI
esitligini kullanarak farkli bir sekilde temsil edebiliriz. Burada
(g =ala+1)(a+2)..(a+k-1)
Pochhammer sembolidiir. Ay, 4 g (f; x) operatorlerinin es deger bir tanimini
F o-(n+Bp)x
e (n+ Bp)xt
Apap,(fi2)=Mm+a-— 1)J Wf(t) 1F1 (n +a; 1; 1—+t> dt
0
(3.9)

seklinde verebiliriz. Bu ifadenin ispat1 tezin ilerleyen kisimlarinda verilecektir.

Simdi tanimlanan (3.4) operatoriiniin kendisinin ve tilirevlerinin yakisaklik

ozelliklerini inceleyelim.
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4. OPERATORUN YAKINSAKLIK OZELLIKLERI

Simdi Ay qp (f;x) operatoriinii yakinsaklik ozelliklerini incelemek igin ihtiyag

duyulan baz1 Lemma ve Rekiirans bagintilar1 verilecektir.

Lemma 4.1. Tim x € [0,%) i¢in (3.4) ile tammlanan A,,pz operatorleri

asagidakileri esitlikleri saglar;

i) An,a,ﬁn(]-; x) 4.2)

i) Apgp, (tx) = Sifaxil (4.2)

(n+a-2)

[(+Br)x]? +4[(n+Bn)x+2]
(n+a-2)(n+a-3) (4.3)

i) An,a,,;n(tz; x) =
ispat:

(4.1) in ispat1i¢in A, 4 5 (f;x) de f(t) = 1 alinirsa

An,a,Bn(l; x)

dt

=(n-]—a—1)iwe—ﬁl+ﬁn)x(n+a+k_lﬂj tk
k=0 k! k'(n+a-1)! (1 + t)nt+atk
- 0

~ > [(n + B)x]* nspx MFa+k=DIT(k+ DI(n+a—1)
*”*“‘“kzzo e Kinta—1)! T(n+atk

B - [(n + B,)x]* e+ n)x(n+a+k—1)! k'(n+a—2)!
*”*“‘“kzzo a e Knta-1! n+atk—1)

= Z [(n-l_k;i”)x]ke—(nﬂfn)x =1

Apap,(1;x) =1

olur.
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(4.2) nin ispat1 igin A, 4 g (f; x) de f(t) = t alinirsa ve gerekli islemler yapilirsa

An,a,ﬁn (t;x)

_ ’ Kk+1
—(n+a—1)z (n+ﬁn)x (n+ﬁn)x(n+a+k 1)!f t it
k'(n+a-1)! J (1+¢t)ntatk
0

O [+ B g (M at k= DIT(k+2)T(n +a—2)
("”_1)2 0 TSl Titatl

C [+ A g (Mt at k=10 + D! (n+a—3)
(”““DZ k! ¢ ’ kk(n+a-1)! (m+a+k—-1)!

& (k=1 (n+a-2)
k—>_k+1
C L+ BN s, 1
' kZo k! ’ (n+a-2)

_ L+ B g (| (i BX 1
“ta=2) <"+ﬁn>"kZOTe SR e
(4 B)x+1

Anan (6 =002y
olur.

(4.3) lin ispat1 i¢in A, 4 5 (f;x) de f(t) = t2 almirsa ve gerekli islemler yapilirsa

An,a,ﬂn(tz; x)

> [(n + B)x]* (apx (M Ha+k—1! r tht2
— _ 7 - e Bn)x dt
(n+a 1)2 T K(n+a—1D! ) (1+pntark
0
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B > [(n + B)x]* g Mt atk=DIT(k+3)(n+a-3)
*“*“‘”Z e K(nta—-1)! T(n+tatk)

B = [(n+ B)x]* _n+nx(n+a+k—1)!(k+2)!(n+a—4)!
<"+“—1>Z e Knta—1)! m+atk—1)!

_ i [0+ BT g G+ D0 +2)
B k! n+a-2)(n+a-3)

_ i [(n + B)x]¥ (2 3k+2)

£ k! n+a-2)(n+a-3)
_ 1 O K+ B s
_(n+a—2)(n+a—3){kzl k—1! ¢ ’
k—>_k+1
[(n + B)x]* (B (n+ﬁn)x (B
13 z > v (n+fn) +zz ( ,6’)}
k—>k+1
_ 1 O+ B)x(k+ DI+ Bdxl* o
" (ita-2)(n+a-3)| k! ¢

+ 3(77. + ﬁn) Z M —(TH'Bn)x + 2}

“mta-2)(n+ta-3) (k —1)!
k—>_k+1

1 { i (n+ .Bn)x[(n + .Bn)x] e~ (+Bn)x

Z (n + ﬁn)x (n + ﬁn)X] —(1’l+,8n)x + 3(71 + ,B )x + 2}

{1n + B 2y (BB omusson 4 [t g+ 3n + B0 + 2]
- n+a—-2)(n+a-—3)

[(n + B)x]* + 4[(n + Br)x + 2]
n+a—-2)(n+a-—3)

An,a,ﬁn (tz; X) =
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olarak bulunur.
Lemma 4.1. in bir sonucu olarak asagidaki teoremi verebiliriz.
Teorem4.1. f € C[0,00) ve x € [0, A) igin
1im A, () = f
olur.

Simdi (3.4) olarak tanimlanan operatoriin Hipergeometrik fonksiyonlar cinsinden

ifadesini verelim.

Biliyoruz ki (3.4) operatoriinde seri yakinsak oldugundan toplam ile integral yer

degistirebilir. Ayrica

Z [(n+ ﬁn)x - (HBx _ 1

k=0

oldugunda g6z Oniine alinarak asagidaki islemler yapilabilir.
(@) =ala+ 1)(a+2).....(a+ k — 1) Pochhammer sembolii olmak tizere

n+a-1)!

(n+a)e = e

nm+a)n+a+1)(n+a+2)...... n+a+k-1)

_(n+a+k—1)!
T (n4a-1D!

seklinde yazilabilecegi ve Pochhammer semboliinde a = 1 alinmasiyla
Wr=10+1DA+2)..... 1+k-1)=123....k=k!

oldugundan Hipergeometrik fonksiyonlar igin bilinen

1Fila; B;t) = ., By K

gosterimi gbz Oniline alinarak
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n+a+k-—1)!
k'(n+a—-1)!

2 k
Apap, (f;x)=m+a-1) Z %e—(nwn)x
k=0

(0]

tk
8 Of Wf(t)dt

. (n+ ,Bn)xt]
f()z(nﬂl)k T+¢ 4

—(n+a—1)f(1+t)n+a

D Kl
e~ (tBn)x (n + Bn)xt
= (Tl+a—1)jmf(t) 1F1<n+a;1;1—+t>dt

seklinde yazilabilir ki bu operatériin Hipergeometrik fonksiyonlar cinsinden

ifadesidir.

Lemma 4.2. : r € N U {0} olsun. Eger r yinci dereceden moment

r

S k
'Un+,8n,r(X) = z pn’ﬁn‘k(x) ( - x)
k=0 n+ b

® r
z [(n+ ﬁn)x o~ (n+Bn)x ( .fﬁ _ x) (4.4)
k=0 T Pn
seklinde tanimlamirsa, Uy, p, »(x) ler igin
(n+ B)tnipyran(®) = 2l g () + Ttnip, e (%)] (4.5)

rekiirans baglantisi saglanir.
Bu ifadenin bir sonucu olarak da asagidaki iddialar saglanir.

1. wpnyp, r(x) lerderecesi < rolan x in polinomlaridir.
1
2. unwn'r(x) =0 (m) , n— 0o
n

2

Ispat : Ispat tanim kullanilarak yapilabilir.
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Bunun i¢in (4.4) den gerekli tiirevler alinip gerekli islemler yapilirsa

(0]

, k(n+ B[+ B)x*" . k r
Unyp o (2) = Z - o=+ Br) (n T x)

k=0

[+ BIxlE L k r
‘("”n)zTe N (n+,8n_x>
k=0

=[5~ 0t Bt @) ~ Plnappa @)
olur. Bu ifadenin her iki tarafi x ile ¢arpildiktan sonra diizenlenirse
KUnip () + XrUnyp 1 (%) = Kttnyp - () — (n+ Br)xtn,p, (%)
elde edilir.

Diger taraftan

o)

[(n+ BIx]* ., k Tk
= E S e ﬁn)X< _ ) ( = )
Un B r+1(X) L el e —— X 'y X
= 7 Uni g, r(X) = Xthnyp r(x)

= M+ B)Unsp, r1(x) + (M + Bplxtbnip, (%) = ktp,p, (%)
seklinde yazilabilir. Bu ifade diizenlenip yerine yazilirsa
2y, g () + Tty rr ()
= (4 B)Unsp,re1(x) + (M + Br)xunsp, r(x) — (0 + Br)xunsp, r (%)
(n+ .Bn)’”vn+ﬁn,r+1(x) = x[’”';wﬁn,r (x) + Tun+ﬁn,r—1(x)]

seklinde istenilen (4.5) esitligi elde edilir. Simdi Lemma da verilen 1. ifadeyi

gosterelim.

23



Z [(n+ Bn)x - (HBIx _ 1

k=0
oldugu g6z oniine alinirsa
-

Unfr (%) = i = +k€n)x]k e (n f Bn x) B (n f Bn x)
k=0

seklinde yazilabilir ki buradan 1,,,_,(x) ler derecesi < r olan polinom seklindeki
bir fonksiyondur.
2. ifadeyi gérmek igin ise

r+1

r+1 > ; 7+ 1 tekise
[ 2 ]: r

; T+ 1lgiftise

tanimini hatirlarsak

k )T _ (k=(n+Bp)x)
— =

tnenr @ = (5 it By

r

— gy () et By i
7=0

ifadesinden ve binom agilimindan gériiliir ki 2,5 -(x) = 0 (ﬁ) ; N — ©
n

2

dir.
Lemma 4.3. Merkez momentler

Tn,a,ﬁn,r(x) = An,a,[s’n((t —x)";x)

=+ a=1) ) Pup® [ -2 (46)
k=0 0

olarak tanimlanirsa, bu durumda

Tn,a,ﬂn,o(x) =1

Brpn—a+2)x+1
(n+a-2)

Tn,a,ﬁn,l (x) =
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[(m—a—-3)+(Br,—a+3)?]x*+ (2n+ 4B, — 2a + 6)x + 2
n+a-2)(n+a-3)

Tn,a.ﬁn,z (x) =
esitlikleri saglanir. Ayrica n > 1 i¢in Ty, 4 5 () ler asagidaki rekiirans bagintisini
saglar.

(n+a—1—=2)Tep,r+1(2)
= xTpgp (%) +[@r+a—By+2)x+7+ 1Ty qp, ()
+(x? + 22)1 T 0 p, r—1(%) 4.7)

Bu rekiirans bagmtisinin bir sonucu olarak, n — o0 ve tim x € [0,o0) igin

Tn,a,ﬁn,r(x) =0 (%1]) oldugu goriiliir.

n[z

Ispat: Ispatin 4,, g,, operatoriniin lineer oldugundan faydalanilacaktir. Buna gore,
r = 0 i¢in;

Tn,a,,l?n,o (x)

oo k B
= (n+a—1)2%e—(n+ﬁn)x (n+a+k—1)! ”
k=0 |

® e
k'(n+a-1)! Of (1 + ¢)ntatk
=1
olur.
r =1 i¢in;
Tnap,1(®) = Apap, ((t —2);x) = Apap, (6 2) — Apap, (25 %)
= Anap, (%) — 2Anap,(1; %)

_(n+B)x+1 _(Bn—a+2)x+1
- (nt+a-2) r= n+a-2)

olur.
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r = 2 i¢in;
Tn,a,ﬁn,z(x) = An,a,ﬁn((t - x)z; x) = An,a,ﬁn(tz —2tx + xZ) ;%)

= An,a,ﬁn(tz; x) — 2rAn,a,ﬁ’n (t;x) + An,a,/?n (xzi x)

_ [+ B)x]” + 4l(n + Bp)x] + 2 m+B)x+1]
B (n+a—-2)(n+a-3) i (n+a—2)l

[(n+B)x1*+4[(n+B)x]+2-2(n+B,)(n+a—3)x?*—-2x(n+a—3)
n+a—-2)(n+a—-3)
(n+a—2)(n+a-3)x?
n+a-2)(n+a-3)

[(m—a—3)+ (Bp—a+3)?x*>+ (2n+ 4B, — 2a + 6)x + 2
m+a-2)(n+a-3)

olarak elde edilirler.

Simdi Lemma da verilen rekiirans bagmtisinin ispatin1 vermek igin ihtiyag duyulan

asagidaki esitliklerin saglandig1 kolayca gosterilebilir.
t(1+ )k (®) = [k = (n+ a)t]qn,ax(t)
xpp g, k(%) = [k = (n+ Br)x]pp q ()
t=t—x+x=(0(t—2)+x
t2 = (t—x)%+ 2x[(t — x) + x] — 22
tl+t)=(t—2)?+QRx+D(t—x)+2?+x

Ayrica (4.6) ile tamimlanan T, 4 5 -(x) Nin tanimi goz Oniine alinirsa Leibniz kurali

kullanilarak tirev alinirsa

had k-1
apr) = = 1) Y IO BT i, 01+ 0
k=0
‘ th(t —x)"
f (1 + t)n+a+k
0
o[+ B)x L (@) [ (- )"
—(n+,[3n)(n+a— 1);)Te (+fn) k! . (1_|_t)n+a+k dt
= 0
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S+ B)xl o (), [ tR(E— )
—r(n +a— 1) Z k—!ne (n+Bn) k! (1 + t)n+a+k d
k=0 0

k
= ;Tn,a,,@n,r(x) —(n+ Bn)Tn,a,ﬁn,r (x) — rTn,a,ﬁn,r—l(x)

= xTrIl,a,,b’n,r(x) = [k - (Tl + ﬁn)x]Tn,a,Bn,r(x) - rxTn,a,/?n,r—l(x) (*)
olur.

Diger taraftan

xTr,l,a,ﬂn,r (.’)C) + rxTn,a,ﬁn,r—l (x)

= @ = 1)) P [ [k = (1 + Do (Oe - 27l
k=0 0

=(n+a- 1)2 D, g,k (%) f [k—(n+B)x+(n+a)t— (n+a)t—ax
k=0 0
+ ax]‘ln,a,k(t) (t—2x)dt

—(m+a-1) Z pn”gn_k(x)j{[k —(+ )]+ (n+a)t —x)
k=0 0

- (ﬁn - a)x}Qn,a,k(t) (t - x)rdt

=@ = 1)) P [ €0+ Ok (O =2+ O+ DTy (@)
k=0 0

- (ﬁn - a)xTn,a,Bn,r (x)

=+ @ = 1)) P @ [ GhanO— 2
k=0 0
+(n+a-1)Q2x+1) Z P,k () f An,a (Ot —2)F1dt
k=0 0

H4a= DEF+5) ) P @ [ GranO - 2 de
k=0 0
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+(n + a)Tn,a,Bn,r+1(x) - (ﬁn - a)xTn,a,ﬁn,r (x)
olur. Simdi integrallere kismi integrasyon uygularsak

xTrIl,a,ﬁn,r (x) + rTn,a,ﬁn,r—l (x)

==+ a= DO +2) Y P [ Gnar(O - 2 e
k=0 0
(14 a = DEEADEHD Y P [ Qs = 27de
k=0 0

(14 @ = DE DT P @ [ nas O -2yt
k=0 0

+(n + a)Tn,a,ﬁn,r+1(x) — (b - a)xTn,a,ﬁn,r (x)

=Mm+a—1—=2)Thap r+1(x) — Qar +2x+r+1—rx+ax)Tyqp, r(x)

g (xz + x)rTn,a,ﬁn,r—l(x)
elde edilir. Buradan (*) ifadesi de g6z oniine alinarak
(7’L +a—r-— Z)Tn,a,ﬁn,r+1(x)

= xT,’l’a,ﬁn,T(x) +[@r+a—PFp+2)x+71+ 11T 4p, (%)

+ (x% 4+ 22)1 T 0 5, r—1 (%)
seklinde (4.7) esitligi elde edilir.
Bir 6nceki Lemma 4.2. deki benzer diigiince yardimiyla n — oo ve tiim x € [0, o)
i¢cin
_[ﬂ]
Tn,a,ﬁn,r(x) =0 (n 2 >
oldugunu gosterir.

Lemma 4.4. Tim r € Ny icin, A,, g (t";x) ifadesi x in r inci dereceden bir

polinomudur. Ustelik
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An,a,,ﬁn (t"; x) =

rtn+a—r— 2)!2 (r) (n+ B)x)’
n+a-2) L\ T
j=0
seklinde yazilabilir.
Ispat : Bunun igin 6nce Apap, (t7;x) ifadesini hesaplayalim. Bunun igin
(34),39) ve T(k+r+1)=Tr+D0T+D,=r'r+1),=_~Q); esitligi

kullanilarak operatdr tizerinde gerekli islemler yapilirsa

An,a,[)’n (t";x)

(n+[>’n)x _napx M tatk—1)! [k
= — Bn)x
=(nta DZ Ki(n+a— D! f(1+t)n+a+kdt
0

(n+ﬁn)x napy tat+k—1)!
‘<”+“‘1>Z " K(n+a—1)!

XBlk+r+1ln+a—-r—-1)

(n+ﬁn)x gy Mtat+k—1)!
‘<”+“‘1>Z 45 K(nta—1!

F(k+r+1)F(n+a—r—1)
I'n+a+k)

(n+ﬁn)x gy tat+k—1)!
*’”“‘”Z R K(nta—1!

r"r+1)yn+a—-—r—2)!
X
n+a+k-—1)!

- [(n+ Bo)x]k g T ta—r=2)1(r+1)
=(nta=1) ) S e CFE T

_ g (nta—1r—2) o [(n+ B)x]* (r + 1y

- m+a—2)! Z k! k!
k=0

_rt(n+a—r—-2)!

T a—2) e~ HBx E (r +1;1; (n + Bp)x)

ifadesi yazilabilir.
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1Fi(a; B; %) = e (Fi(r+ 1,1, (n+ Br)x)
Kummer Transformasyonu ve

1F1(11;x) =e”
esitligi geregince

e~ (A Fir+ 1,15, (n+ Br)x) = (Fi(—r; 1, —(n + fp)x)

olur.
Boylece
r"m+a—r—2)!
An,a,ﬁn " x) = n+a—2) 1Fi(-m 1 —(n+ Bp)x)
seklinde yazilabilir.

Ayrica  Konfluent hipergeometrik  fonksiyon, Genellestirilmis Laguerre

polinomlari ile baglantili oldugundan,

(m + n)!

m m+n
Ln(x)z( y )1F1(—n;m+1;x)= —p

Fi(-m,m+ 1;x)

bagintisin1 saglamaktadir ve
L) = Ly (%) = 1F (-1 L,2) = Ly (~(n + B)x) = 1F; (-3 —(n + r)x)
esitligi saglandigindan

r'Tnm+a—r—2)!
n+a-—2)!

An,a,Bn " x) = 1Fi(-m 1 —(n+ Bp)x)

_rtln+a—r—2)!

(n_l_a_ 2)[ LT‘(_(n-I_ﬁn)x)

seklinde yazilabilir. Laguerre polinomlari

oS, =S ()

esitligi saglandigindan
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r

r"n+a—r— 2)!2 (r) ((n+ Bx)

m+a-2) Li\j j!
j=0

An,a,ﬁn (t";x) =

seklinde yazilabilir ki bu istenilendir.

Remark : A, , 5, (t"; x) ifadesi x in 7 inci dereceden bir polinomudur.

Gergekten de Ay, 4 5, (t7; x) ifadesi goz Oniine alinarak

r

r"n+a—r-—2)! r\ (n+ Bo)x)
(n+a-—2)! Z(]) J!

j=0

An,a,ﬁn(tr; x) =

_rtm+a—r =2\ (n+Bp)x) r \((n+ Bp)x)
 (n+ta-2)! {(r) 7! +(r—1) (r—1)!

4ot (’”) ((n+ Bn)x) N (T)}

1 1! 0

_(+p) (nta—-r—-2)! +r2(n+,8n)r‘1(n+a—r— 2)!xr‘1

n+a-—2)! * n+a-—2)!
rr=Dm+B) *(n+ta-r—-2)! .
+ ita—2) 2"2+0(n?)

ifadesi yazilabilir ki bu iddia edilendir.

Lemma 4.5. n, k dan bagimsiz bir ¢; ;- (x) polinomu vardir. Oyle ki

Gijre1(x) = =+ Dxdiq jr1,41(x) =70 (%) + 2¢; () — kepi_q,jr (%)

esitligini saglayan bir fonksiyon olmak tlizere

BT [+ )]

d

= Dt B k= G+ Bal (e I+ Bl
2i+jsr
i,j=0

esitligi saglanir [21].

32



Ispat : Ispat i¢in tiimevarim metodunu kullanalim ;

r=1=

# e + B,)21]

k(n + Br)

e | R CRE

= x [—(n + B, +
= [k — (n + B)x][e” ™ F)*[(n + B)x]¥]

= )+ B0 Te— O+ BT o, (e T + )]
20+j<1
0,1=0

ifadesinde ¢g 1 1 () = 1 olur. Simdi r = r i¢in

x" dd—xrr [e= A% [(n + B,)x]¥]

= D (B [k — (ot BxV (e I+ )]

2i+jsr
i,j20
ya da
dT’
~HBT (0 + B)x]¥]
1 . ,
== >+ B Tk = (ot BAl By (eI + B )]
2i+jsr

i,j20

esitligi dogru olsun. r = r + 1 i¢in dogrulugunu gdsterelim.

dr+1
e [e—(n+ﬁn)x[(n + ﬁn)x]k]
d |1 , _
= ﬁ F Z (Tl + ﬁn)l [k - (Tl + ﬁn)x]]¢i,j,r(x)e_(n+ﬁn)x[(n + ﬁn)%]k

- )
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= > 4B {_j (n ¥ Ak~ (n + Aol — v Pk = (n  Fr)e]

xZ‘r
2i+jsr
i,j=0
X e—(n+ﬁn)x [(n + ﬁn)x]k
f LA B 4 e+ )l
_ [k - (nx'{; .Bn)x]] (Tl + ﬁn)(pi’j’r(x)e_(n-'_ﬁn)x[(n + ﬁn)x]k
k .
gl — (o B)xl gy ()™ (n + ﬁn)x]k}
e~ B [(n + B )x]K
= Z (n+Bn)" : x[g‘ll Ful2]
2i+j<r+1
i,j=0

X[k—(n+ ﬁn)x]j{—(/' + Dxi—q jr1r+1(x) =7 - (x)
+xdij () — ki jr(x)}

1 . .
=— ). @B k= o+ BEV by (eI + )]
2i+jsr+1
i,j=0

ifadesinden

r+1

d
g7+ W [e—(n+,8n)x[(n 4+ ﬁn)x]k]

= D B T = (kB By jra (eI + )T

2i+jsr+1
i,j20

seklinde yazilabilir. Burada
¢i,j,r+1(x) =—0+ 1)x¢i—1,j+1,r+1(x) - T¢i,j,r(x) + x¢{]r(x) - k¢i—1,j,r(x)

esitligini saglayan bir fonksiyon olup, 2i +j < r, i,j = 0 sartlarinin saglanmadig:

durumlarda ¢; ; - (x) = 0 dir. Béylece ispat tamamlanur.

Lemma 4.6. f, [0,0) araliginda r kere tiirevlenebilen bir fonksiyon ve @ > 0,

n > a + r olmak iizere r = 1,2, ... ve t = oo icin £~V = 0(t%) olsun. O takdirde
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AT o (fi %)

Y (n — —DiIc [
= (n u ’B(?rl S’na —rz-;!a ) Z pn,ﬁn,k(x) .I- (_1)rqn—r,a,k+r (t)f(r) (t)dt
k=0 0

olur.
Ispat : Leibniz formiilii geregince ¢arpimin tiirevinden

Aop (fi %)

oo

r r—i r k—i
-oramn 3 (YRR

i=0 k=i

m+a+k—1! [
X kl(n+a-1)! Of(1+t)n+a+kf(t)dt

yazilabilir. Ikinci toplamda k yerine k + i alinip toplamin yeri degistirilirse

Aglr,)lﬁ (f; %)

[oe]

L r—i r k
—(mta—1) Z Z (71") D" (n+ ,BZ? [((n+B )] Jraves

k=01i=0

m+a+k+i—1! [ tht
*k+)l(nta- 1)!! @+ o) (D dt

T

= (n+a-1) Z (@2 B g f 07 ) () o+ By (-1

i=0

(n+a+k+l—D' ghtt N dt
kD) nta- D A+ pyrrariet/ (O

T

—(+a-1) Z e j 7Y () (B D s O FOE

i=0
seklinde yazilabilir.
Ayrica

(n+a+k—1)!
k+nN!n—-r+a-1)!

Qn—r,a,k+r(t) = tk+r(1 + t)—n—a—k
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olarak tanimlanirsa ve r = 1 i¢in tiirev alinirsa

, ©) = n+a+k—-1)!
In-1ak+1) = G i+ a - 2)!

X[(k+ Dt = (m+a+k)(A+0)] @+ ) mek

_ (nta+k-1) tk th+l
Gt Dtra-2 | & T Y argmer - (et G

_(nta-D!n+a+k—1) tk
T (m+a-2)! k'(n+a-1)! (1+¢t)ntatk

(n+a-1)! (n+a+k)! thtl
nm+a-2)k+1D)!'(n+a—1)!(1+t)ntatk+l

_(ta-D![(n+a+k-1) e
T (n+a-=-2)!|kl(n+a-1) (1+¢t)ntatk
(n+a+k)! AR

C(k+DI(n+a— 1)1+ p)ntatket

_(n+a-1)!

= m [Qn,a,k (t) - CIn,a,k+1(t)]

esitligi elde edilir. Bu ifadenin Leibniz kurali yardimi ile t ye gore r kere tiirevi

alinirsa

@ . (n+a-1)! oy PN
Qn—r,a,k+r(t) - (TL —r4+a-— 1)!; (L)( 1) Qn,a,k+i(t)

esitliginin saglandigi timevarim yontemi ile ispatlanabilir. Bu ifadede
T

r i (m—r+a-1)!
; (l) (=D)'Gnar+i(t) = mta—1) qr(l_)r,a,kw(t)

@)

nap,fi%) de yerine yazilir ve temel iglemler

seklinde yazilabilir. Bu deger A

yapilirsa

AT o (fi %)

T

=@t a=1) ) P [+ B DY (1) Dl © FOe
k=0 0

=0
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(n(n :' a i 1)!) Elr)rak+r(t)f(t)dt

— @t a=1)) pg @ [ (n+6,) (-1
k=0 0

n ) (n— —1)! - e .
S (31 o o 5 g [ 1 4 OF @t
k=0 0

esitligi elde edilir. Bu son ifadeye «=f(t)= du= f'(t)dt, dv =
()

qn r,ak+r

(t) > v=B(n+k—1,n+a—r—1) ifadeleri kullanilarak r Kkere

kismi integrasyon uygulanirsa

+ —r+a-1)
A0, (i = HE ) norta )ang @ f 07, L, OFO @t

n+a-2)!
(4.8)
seklinde istenilen elde edilir.
Remark : (4.8) in basit bir sonucu olarak,
CCER ‘Zl o Z Pus, k@f TnmraurrOT!dE
kT

_r!(n+ﬁn)r(n—r+a—1)!ip ) (n+a+k—1)
- n,fn.k

m+a—2) Dkt n—rta-D1) @ tomraxd
0

_rim+B) m—r+a-1D! mtatk-D! (k+n)i(n-—r+a—2)
B n+a-2)! k+r))(n—r+a—-1)! nmn+a+k—-1)!

_rin+B) (n—r+a—2)
B (n+a-2)!

r!(n+ﬁn)r(n—r+a—2)!
n+a-2)!

A‘E:Zl,ﬁn (t";x) = (4.9)

esitligi yazilabilir.

Simdi ileride verecegimiz teoremin ispatinda kullanacagimiz bazi rekiirans

bagintilarin1 verelim.

Lemma4.7. Eger 1,.(n)
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o+ B (n+a-2-j) (m+p) (n+a-2-7)

Ar (n) =

(n+a-2)! B (n+a-2)!
(4.10)
seklinde tanimlanirsa asagidaki rekiirans bagintilari elde edilir.
. +1 (Bn—a+2+7) 1
) a0 = )]+ 5 2y () = 4, () [
(4.11)

“) Ar(n) - 2/1r+1(n) + /1r+2(n) =
A (n) [(r—a)2+(r+ﬁn)2—r2+5(r—a)+6(1+ﬁn)—2a[3n+n] (4.12)

(n+a-2-r)(n+a-3-r)

r+2 T+l __ r(a-Bp)-r?-5r—6+2a+Pfpt+n
“I) n+Pn Ar+1(n) n+PBn Ar+2(n) - (n+a-2-r)(n+a-3-r)

Ar(n)  (413)

ispat:
i) Gergekten de

n+a—-2-r)!
n+a—2-r

(n+a—2—(r+1))!=

esitligi saglandigindan

i+ B (nt+a—-2-j) +B) M (n+a—-2—(r+1)

Ara(n) = (n+a-2)! B (n+a-2)!
:(n+[>’n)r+1 (n+a—2—r)!l: n+ By S
n+a-2)!|{ n+a-2-r n+a—-2-r"
seklinde yazilabilir.
Yine

n+a-2-(r+1)!

(n+a-2-(+2) = nta—2—(+1)

_ nm+a—-2-r)!
T (nt+a-2-rY(n+a-2-(+1)

oldugundan

n+ )™ (n+a—2—(r+2))
n+a-—2)!

Ariz (n) =
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_(n+ )2 (n+a—-2-r)!
T (nt+a-2)!|n+a-2-r(n+a-2-(r+1))

_ (n + B)*
T (nt+a-2-r(n+a-2-(r+1)

Ar(n)

olur. Buna gore,

s (0) = 0L+

4B [mta-2-1)!] m+B)(n+ta-2-1) r+1
T (n+a-2)! n+a—2—rl_ n+a-—2)! n+p,

Ar+1 (n)

n+ LB,
n+a—2-r

A (n)

:(n+ﬁn)r(n+a—2—r)![ n+ B, y r+1 ]

n+a-2)! nta—2—-r n+a—2-r

=A(n)

Brn—a+2+r)x+(r+1)
n+a—2-r ]

olarak istenilen elde edilir.

i) Ar(n) nin yukaridaki tanimi kullanilarak

/1,«(71) - 2/1r+1(n) + Ar+2(n)

_(+ ) (n+a—-2-1)! m+B) M [(n+a—-2-7)!
B n+a-2)! B n+a-2)! n+a—2—rl

(n+,8n)r+zl n+a—-2-r)! l
(m+a-2)|(n+a-2-r)(n+a—-2-(r+1))

_(n+,8n)r(n+a—2—r)!1 5 (n+Bn)
B n+a-2)! I C“n4a-2-r1

(n + f)?
+(n+a—2—r)(n+a—3 r)l
r—a)?*+@+p)>—1r>+50r—a)+6(1+p,) —2aB,+n
m+a-2-r\(n+a—-3-1r)

=A,(n)

iii)  Yine A4, (n) nin tanim1 yardimiyla
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r+2 r+1 r+2 n+ L,

mlrﬂ(n)—mlrn(n) =n+ﬁnn+a—2—r/1r(n)
_r+1 (n + Bn)? S
n+,6’n(n+a—2—r)(n+a—2—(r+1)) rt
— — 2 _ —
:r(a Bn) —1°—5r 6+2a+,8n+nlr(n)

n+a-2-r(n+a—-3-r)

seklinde istenilen sonuclar elde edilir.

Tezin bu kisminda yukarida tanimlanan A4, , ﬁn(tr ; ) operatoriiniin AT(,LT()I Bn (t"; x)

tirevlerinin yakinsaklik 6zellikleri incelemek igin ihtiya¢ duyulan bazi tanimlari

verelim.

Tanmm 4.1. [a,b] araliginda siirekli bir f fonksiyonunun m inci mertebeden

stireklilik modiilu
wn(f: 8 :[a,b]) =sup {|A}f(x)|: |h] < 6;x 2+ h € [a,b]} (4.14)
seklinde tanimlanir[19].
Tamm 4.2.: C,[0,00) = { f €[0,00); |[f(t)| < Mt",y >0}
olsun. C, [0, o0) kiimesi iizerindeki norm (||. ||) ;
If1ly = suplf@OIt™ (4.15)

seklinde tamimlanir. Ustelik yeteri kadar kiiciik n >0,0<a <a; <b; <b <
igin t € [a,b] ve f € C,[a,b] ye karsilik gelen 2. mertebeden f, , Steklov

ortalamasi

fa () =172 [f(®) = ARf (B)]dtydt, (4.16)

|
Nl:\ NS
— NS

™)

=

seklinde tanimlanir. Burada h = % ve A? ; h birimlik ikinci dereceden ileri fark
operatoridiir.

f € Cyla,b] icin f, , Steklov ortalamasi asagidaki 6zellikleri saglar.

1. fy2,[aq, bq] arahigi lizerinde 2. mertebeden stirekli tiirevlere sahiptir.
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2. fnall gy S Kwr (f 5 1+ [a,b]) dir.

3. |f = frall o,y S w2 (F5 1 2 [a, b) dir.
4 N faall g oy < 072 1 licran dir.

5.

Ifn2ll g S K072 IF1, dir

Burada x; f ve n den bagimsiz olup, her sik i¢in farkli deger alabilir[5].

4.1. Yakinsakhik Teoremleri

Bu kisimda A(ra 1, (t";x) operatorlerinin yakinsakhg ile ilgili teorem, Asimtotik

acilim ve hata tahmini ile ilgili teoremler verilecektir.

Teorem 4.1.1. (Noktasal yakinsaklik) : a,b € N,, x € [0, o) olsun. Eger y > 0,

r €Ny, f € C,[0,) ve,x € (0,0) i¢in £ mevcut ise, o taktirde
lim |470 5 (f;2)| = f ()

dir.

Ispat : Ispaticin f nin Taylor agilimindan faydalanilacaktir. f nin Taylor acilimin

®
f(t)—zf 9 (- 2y + et 2)(E— )

i=0
oldugu bilinmektedir. Ayrica burada t — x i¢in €(t,x) — 0 dir. Bu ifadeye

Anap,(f;.) operatori uygulanirsa

- 10)
An,a,ﬁn(f; w) = Z ! l|(x) [An,a.ﬁn((t - x)i; w)] + An,a,ﬁn(g(t’ x)(t —2)" w

i=0
olur. Bu ifadenin w ya gore r kere tiirevi alindiktan sonra w yerine x yazilirsa

dr
W [An,a,ﬁ'n (fr W)]wzx

®
Zf (x) A, (€= 2)x)| AT [t 2) (= 2)5x)
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= Il + 12
olur.
Simdi I; ve I, hesaplayalim.

Bunun i¢in 6nce
(t-2)' = @+ ) = Y (i) oo
j=0

ve

rtnm+B,) (n—r+a—2)!

()
A
n+a-—2)!

naﬁ (tr;x) =

ifadelerini yerine yazalim ve gerekli diizenlemeleri yapalim.

=Y A, (- )
i=0

w=x

zf(z)(x) ;rzlﬁn Z(])( )t |1,

i=0

=0
- ifai!(x)i (;) (=x)" Affi,ﬁn(ti: w) Typex
=0

i=0

) u
L () o ) v

zfa)(x) Z) (;) ()i i'(n+ 3(:1):'52—_1'2; a—2)!

Q)
f (x )Z )r_jAng‘ﬁn(tj;w) Toper + f ( )A(raﬁn(tr;

:I3+I4_+15
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seklinde yazilabilir.
&)
Bu son ifadede I; = 0 (%),14 =0 (%) olup Is = Lk (x)A(ra ﬁn(t’”;x) olacagindan

r"n+B) (n—r+a—-2)f7x)
n+a-2)! 7!

=) ) (x) 2®

T —
Il r! naﬁ ( )_

n+B) (n—r+a-2)!
- (n+a-—2)! @)

olarak elde edilir. Bu ifade de n — oo igin £ (x) degerine yaklasir.

Simdi Lemma 4.6. y1 kullanarak I, igin bir {ist sinir belirleyelim. [, degerini agik
yazarsak ve Lemma 4.6. y1 kullanirsak

I = A 5 [e(t, %) (t = 2)75 2] Typmss

n,a,p

( > [(n + Bl gy, tatk—1D )
|(n+a—1)zTe( o k'(n+a-1)! I
k X-]-E(t,x)mdt J

[(n+ ﬁn)x] Cnip M atk—1)!
k'(n+a—-1)!

—(n+a—1)z

k _ r
x f £(t, x) Mdf:]
0

(1 + t)n+a+k

—<n+a—1>z S Y k= 4 ey IO

k!
=0 2i+j<r
i,j=0
gy (Mt atk— 1! th(t —x)"
e k!(n+a—1)! e(t.x) (1+t)"+a+kdt
0

—ra-n Y CEE )Z — (n+ gy LT

2i+j<r
i,j=0
x g-nepye T AT K~ 1)!f £(t, x) k) A
k!(n+a—1)! T 4 p)ntatk
0
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seklinde yazilabilir.

Simdi her iki tarafin mutlak degeri alinir ve diizenlenirse

bl =|mra-n Y CEy o I s
o
N (n+a+k—-1)! tk(t x)r
x;[ — (n+ Bx) Hnta—D! f e(t,x (1+t)n+a+kdt

s@wra-n Y TPy @)Yl @t g
k=0

2i+j=r
i,j=0
B g (n+a+k—1)'f|( Hle=alr
k! kl(n+a—1)! WA prrare

seklinde yazlabilir. Biliyoruz ki verilen € > 0 igin en az bir § > 0 sayis1 vardir. Oyle
ki t — x icin &(t,x) — 0 olur. Ustelik deger A > max{y,r} olan bir tamsay1 ise
|t — x| < § oldugu her zaman |e(t,x)|sayist vardir, 0 taktirde K > 0 sayisi
bulunabilir. Oyle ki , |e(t, x)||t — x|" < K|t — x|¥ olarak yazilabilir. Bdylece

|¢L]r(x)|

21+]<r x"
i,j20

C;= s

olmak tlizere

LIS @+a-1D6 ) (n+ﬁn)‘2| 4 p)x] |W
2l+j<r :
i,j20

X e—(n"'ﬁn)x X dt

(n+a+k-—1)! th|t — x|"
| tew

k'(n+a-1)! (1 + ¢)ntatk
|t—x|<8

(n+a+k—1)!f th|t — x|”
Kl(n+a—1! Jj_yss (A +1)nratk
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= I6+I7

seklinde yazilabilir. Burada K, C; den bagimsiz bir sabittir. I; y1 hesaplamak icin

once integral ve sonra toplam i¢in Schwarz esitsizligi kullanilirsa

(GENE]

I < (n+a-1)eC; Z (n+ﬁn)i2| - (n+ Bzl k!
k=0

2i+j<r
i,j=0

1 1

y (n+a+k—1)!foo tk dt2 (m+atk—D! [ (t—2x)? dtz
K'(n+a—-1)! )] (1+t)ntatk kK'(n+a—-1)! )] (1+t)ntatk
0 0

1
- 2
= ¢, Z(n B! LZOH — (n+ pagr BB e—wn)x]
i,j=0

(n+a_1)z — (n+ B,)x]? % —(n+Bn)x

1
(n+a+k—1)!f (t — x)?" dtz
k'(n+a—1)! ) (14 ¢t)n+atk
0

seklinde yazilabilir. Ayrica

(o]

j (t)dt—(n+a+k_1)!jo o
Ik 0T T ra— D! ) @+ orrerk
0

0

_(n+a+k-1)!
Ck(n+a-1!

Bk+1,n+a-1)

(n+a+k—1)' k'(n+a—2)! 1
kKt a-D! (n+a+k-1)! “nta-1

ve Lemma 4.2. yi kullanirsak

Z[k —(n+ ﬁn)x]zj We—(nﬂin)x

k!
k=0

= (n+pn)?¥

0+ BT ipre
k! €

knfmg_4
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= (n+ )Y [0((n+ Br)7)] = 0((n+ Br)Y)

olup,

Lemma 4.2. den dolay1

[(n+ B)x]* gy (Mtatk— D!
kL ¢ k' (n+a—1)!

(m+a-1) ) [k—(n+ Bx]¥

N| =

co

X (1 + t)n+a+k dt
0

= 0((n+B)™")

oldugundan, bu ifadeler kullanilirsa

le<et Y (n+p)0((n+B7)0 (((n ¥ ﬁﬁ)) = £0(1)

2i+j<r
i,j=0

olarak bulunur.

Benzer sekilde yine Cauchy-Schwarz esitsizligini ve Lemma 4.2. yi kullanarak

_|_
LL=Mn+a-1)0C( z (n+ﬁn)lZ| k—n+By)x 21|M —(n+Bn)x
2i+jsr

i,j20

n+a+k-1)! j th|t — x|”

X _—
k!'(n+k—1)! (1 + t)ntatk
|t—x|=6

< (n+a-10G Z (n+ﬁn)lZ| k— (n+ B)x 2J|Me-<ﬂ+ﬁn>x

2i+j<r
i,j=0
1 1
2 2
(n+a+k—1)! f tk it n+a+k—1)! f (t — x)%" it
k!(n+a-1)! (1 + t)ntatk k!(n+a—1)! (1 + t)ntatk
|[t—x|= |[t—x|=
1
o 2
. n+ By)x
<G Y g [Z[ — (4 g BT -<“+ﬁn>x]
2i+j<r k=0 )
i,jz0
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o)

« Z (n+Bn)x ot n+a+k—-1)! th(t —x)*"

k'(n+a—-1)! (1 + t)ntatk
k=0 lt—x|=6

dt

> @t B0+ )0 (((n + ﬁn)?)) = o)
2i+j<r
i,j=0

olarak bulunur. Boylece I; ve I, icin elde edilen sonuglar kullanildiginda teorem

ispatlanmis olur.

Teorem 4.1.2. ( Asimtotik A¢ilim) : f € C, [0, ) fonksiyonu (0, o) araliginda

(r + 2) basamaktan tiirevlenebilir , [0, o) araliginin her bir alt araliginda sonlu ve

siirl , ayrica f(t) = O (t¥); (y > 0) olsun. O takdirde
lim ()[40}, (F5 ) Typmr— FO ()
= [Bp—a+2+r)x+ @ +D]fD(x) + (x + )f(”z)(x)

esitligi saglanir.

Ispat : f in Taylor acilimi1 geregince

@
=300 oy eqemye

i=0

seklinde yazilabilir. f in Taylor agilimina Agzl p,, Operatori uygulanirsa

AS:()L[;” (f' w) Tw=x

r+2 0
Zf l.(x)[ AT 5 (= 2)50) Vo | + AT 4 [2(6,2) (8 — )72, 00] T,y
i=0

elde edilir. Bu ifade de

AT 5 (F0) Tipms

r+2f(1)(x) ( ) -
{2 nraﬁ ((c —x)5 x)] + A, 45 [e(t,2)(t — )% 2]
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=11+12

seklinde yazilabilir. Simdi I; ifadesini hesaplayalim.

Bunun i¢in Lemma 4.7. kullanilarak,

r+2
{Zf()( ) A(rzlﬁ ((t x)l x)]}

r+2f(l.)(x) i i
= Z 0! Ag:Zl.ﬁn Z (1) (—x)" thx

i=0 =0

r+2

h Zf(l)(x)zc) (—x)i- ]A(raﬁ (s x)
=0
18R () o e
Zf(o( )Z(> )i ][A(raﬁ (t"; x)]

r+ =
f< 1)(x)z(r -]I' 1) (—x)T+1-) [A(Taﬁ (t7; x)]
j=0

(r+ 1)!

f((rrt)z(;) (7‘ ’ 2) x)" 2 [A(r) ap, (L x)]

_ f(l)(x) FO®) o . FO (x)
Z ( ) { Anap, (E3 %) + 2

FO2 @) 1r+2)(r + 1)

) . () ;
x|+ DDA, @2) + AT, 5 (52)| + (r+2)! 2

X szg‘)l B

(t7;2) + (r + 2 (—2)AL) 5 (750) + AT 5 (7% 2)}

na,p n,a,fn

_fO@ W+ ) (n+a—r—2)!
7l (n+a—2)!

r' + 0((m)™)
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nm+B) (n+a—r—3)!

{(r 1) () s

fO (@)
(r+1)!

+

n+B) "t (n+a—r—3)! n+B) (n+a—r—3)!
(n+a-2)! (r+Dix+ (@ +1)° (n+a-2)! '

r!

O+ (x) {(r +2)r+1) L2 m+B) (n+a—1r—2)!

O™+ 2 (n+a—2)!

n+B) " *(n+a—7r—23)

(nta-2) (r+ 1t

+(r+2)(—x) l

n+B) (n+a—-r-— 3)!r'l

i+ 1)° (n+a-2)!

m+B) T (n+a—1r—4)

mta—2) r+1D!x

+(r +2)2

n+B) (n+a—r—4)!
n+a-—2)!

+(r+2)(r+1) r! + O((n)_l)}

elde edilir.

Burada (4.10), (4.11), (4.12) ve (4.13) kullanilirsa

f(r+1)

f(r)
[/1 (! + 0( )] o DEDL O+ A () + Dl

I

r+1

+ mﬂrﬂ(n)(r +D+0 (%)]

(r+2) 2
ﬁ (r+ z)!%ﬂr(n) —(r+ 221 (n)

r+2 r+1 1 1
+<n+ﬁn Ary1(n) — +ﬁn r+2(n)>x +m Ay () + 0( )]
= PO @]+ {06 [Cra) = 20 + 7 s

xZ
+f U () {[Ar(n) = 2411 () + Ay (W] =
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+[nr:[f Araa () :; r+2<n>]x+(+—1ﬁn)2 hraa]+0(0)

n+a—-2-r

= fO @) (n) + fO+V {Ar(n)

(ﬁn—a+2+r)x+(r+1)}

[(r —a)?+ (T +B)*—1r*2+50 —a) +6(1+B,) —2aB, +n]x2
2

+f(r+2)(x){’1r(") (m+a-2-r(+a-3-7) 2

— — 2 _ —
) [r(a Brn) — 1% =571 6+2a+,8n+nl

n+a-2-ry(n+a—-3-r)

1 A 0 1
+(n+a—2—r)(n+a—2—(r+1)) r(n)}+ (E)

olarak bulunur. Bu durumda n — oo i¢in limit alinirsa

lim () |47 5, (Fs @) Tapma— f ()

= [Bp—a+2+r)x+ 0+ D" V(x) + <x + )f(m)(x)

olarak elde edilir.

Teorem 4.1.3. (Hata tahmini) : y>0ve 0<a<a; <b;<b< o igin f €

C,[0,0), ™ € C,[0, ) olsun. Bu durumda yeteri kadar biiyiik n ler i¢in

1
< o2 (£,n72,1a,b1) + Con I

(S PRGBEYEY

la1,b1]
esitsizligi saglanir.
Burada
CL=C() ve C=0Cf)
dir.

Ispat : Bir f(t) fonksiyonu uygun cebirsel islemlerle (4.16) ifadesi de dikkate

almarak
F© = FO@) + FO) = fr2(0) + f2(0) = £5 @) + £5 (@) = fO ()

fO = FO@) = (O = 1200 + fr2O0f7 @) + 70 = fO @)
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™

n,a,Bn

seklinde yazilabilir. Bu esitligin her tarafina A operatorii uygulanirsa ve

operatoriin lineerligi kullanilirsa

o1



AL o (f;) = FO@ALL 5 (1))
= A5 (F = Fozi) + A0 g (Fri) = 7 AT, g (1) + 17 )

—fP@AT) 5 (1)

seklinde yazilabilir. Bu esitligin her iki tarafinin C[aq, b;] lizerinde 6nce mutlak

degeri sonra supremumu alinirsa

IARGBETL I VEPRES]

+||A£[()1ﬁn(fn,z;.) —fn(;) + ”f(” f(r)

Claq,b4] Claq,bq]
= H,+ H, + H;
seklinde yazilabilir.
3. ozellik geregince
Hy < kw,(f : 1+ [a,b])
yazilabilir.

H, yi hesaplamak i¢in bir 6nceki teorem kullanilirsa

r+2

H, SKm-lz” (1)” -
j=r

yazilabilir. [16] Buradan Goldberg ve Meir in yaptigi sekilde interpolasyon
yardimiyla

- (r+2)
Hy < Kot ozl g + 15572 )
seklinde yazilabilir. Steklov ortalamasi i¢in 2. ve 4. 6zelligi kullanilirsa
Hy < Ko™ (0722l oy + 1 20r (F Vi [0, )

< Ksn Y{IIfll, + 072w, (f;1; [a, b])}

seklinde yazilabilir.
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Son olarak H; ifadesini hesaplayalim. Bunun i¢in 0 < a<a*<a; <b; <b*<
b < oo esitsizligi saglanacak sekilde a*, b* sayilarii segelim. Simdi kabul edelim ki
x(t) fonksiyonu [a*,b*] araliginda karakteristik fonksiyonu gostersin. Boylece

operatoriin lineerligini de kullanarak

< 40, GO = ).+ (45 (L= 2O = i),

= H4 + H5
seklinde yazilabilir.

Simdi H, ifadesini hesaplamak igin

n+B) (n—r+a-1)!
n+a-2)!

qu?:()yt,ﬁn(f; x) = Z pn,Bn,k(x)j Qn—r,a,k+r(t)f(r)dt
k=0 0

ifadesinden yararlanilabilir.

Bu durumda
AT (X OF D) = fyrz ) x)

+B) (n—r+a-—1)! . °
= (n :3(31 f:la _TZ)!CL ) z pn,ﬁn,k(x) f CIn—r,a,k+r(t)
k=0 :

x (XD - £3©); x)dt

ifadesi yazilabilir. Buradan norma gegilirse
He<klro-fRol

olarak bulunur.
H; ifadesini hesaplamak i¢in x € [a,,b;] Vet € [0,) \ [a*, b*], |t| > &,
olacak sekilde bir §; > 0 sayisini segilir ve

e (R B

= D+ B = (ot BxV sy ()e” T + )l
2i+j<r
i,j=0
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ifadesinden yararlanilirsa,
dT
[ A (=X FO = fra® ) |

<m+a—1) z (n+ﬁn)i%r(@xZe_("+ﬁn)x[(n+ﬁn)x]k

2i+j<r k=0
i,j=0

o

x [k — (n + B f dnar (O = x| = f20)|de

0

oo

< Ksllflly(n+a—1) > (4B ) e[+ f)al [k - (n+ Bl

2i+j<r k=0
i,j=0

X f qn,a,k (t)dt

It-leSl

esitsizligi yazilabilir. Bu esitsizlige Schwarz esitsizligi uygulanirsa

dT
|W Anap (L= XY F® = f2(8) 5 w)| -

K, .
<glflymta=1 > m+p)
Lo
X Y e (4 B2 [k — (n+ fr)x)
k=0
1 1
0 2 b 2
X {j Qn,ak (t)dt} X {J Qn,a,k(t) (t - x)‘”dt}
0 0

1
2

<o lfly Y (B {Z e~ B (n + B)] [k = (n + ﬁn)x]’}

2i+j<r k=0
i,j=0
- 1
X {(n ta-1) Z e~ AR [(n + B)x]" f An,ak () (E = x)‘”dt}
k=0 0
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elde edilir.

Burada da Lemma 4.1. ve Lemma 4.2. de elde edilen sonuglar kullanilirsa
il
Hs < Kollflly ) (n+ p) 270

yazilabilir. Eger v = (l - %) secip v > 1 i¢in n > 0 olarak alirsak

Hs < Kl fll, (n+ B) ™
< Kellfll, (n+ Bn)~"
olur.

Steklov ortalamasinin 3. 6zelligi geregince de

H < K[| f@ = 2@+ Kellfly it B~

Cla*,b*

< Kgwy(f : 1 ¢ [a,b]) + KellfIl,(n + B) ™"

-1
olur. n = (n+ B,)2 alinirsa teorem ispatlanmis olur.

Sonug olarak, (3.4) ile tanimlanan operatorler i¢in elde edilen sonuglar, (3.1)
operatorlii i¢in verilen sonuglarla karsilastirildiginda, yakinsama 06zelliklerinin

korundugu ve hata oraninin £3,, ‘e gore degiserek azaldigi goriilmektedir.
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5. TARTISMA VE SONUC

Bu tezde iyi bilinen Szasz-Baskakov operatorlerinin bir Schurer genellestirilmesi
verilerek baz1 yakinsaklik 6zellikleri incelenmistir. Sonuglar elde edilirken yaklagim
teorisinde kullanilan temel tanim ve teoremler olabildigi kadar okuyucularin rahatca

anlayabilecegi sekilde sunulmustur.

Sonug olarak tez genellestirilmis Szasz-Schurer-Baskakov operatoriiniin yaklagim
ozellikleriyle 1ilgili olup genellestirilen operatorlerinin Laguerre polinomlari
kullanilarak Hipergeometrik seriler cinsinden ifadesi verilmis. Ayrica operatoriin
tirevlerinin noktasal yakinsamasi, Tiirevler igin asimptotik bir agilim ve hata tahmini

igeren bazi sonuglari verilmistir.

Verilen bu teoremler orijinal olup, elde edilen sonuglar Dergipark iiyesi “Eurasian
Journal of Science Engineering an Technology” isimli derginin 2021 yili cilt 2, say1

2 sayfa 083-096 yayinlanmustir.
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