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1. GİRİŞ 

Yaklaşımlar teorisi Matematik Analizin temel çalışma konularından birisi olup, son 

yıllarda yoğun olarak çalışmalar devam etmektedir. Bu teorinin temeli; 1859 yılında 

P. L. Chebyshev in [a,b] aralığı üzerinde tanımlı, reel değerli ve sürekli bir 

fonksiyona en iyi şekilde yakınsayan bir polinomun varlığını iddia etmesine dayanır. 

Esas olarak   [a,b]  aralığında tanımlanmış karmaşık bir fonksiyonun, aralık 

üzerindeki aldığı değerleri ve sağladığı bazı özellikleri incelemede ortaya çıkan 

sıkıntıları ya da çıkma ihtimali olan problemleri analiz edebilmek her zaman kolay 

olmayacağından, aynı aralık üzerinde tanımlanmış daha basit bir fonksiyonu 

kullanarak, karmaşık fonksiyonun özellikleri hakkında bilgi sahibi olma amaçlanır.  

P. L. Chebyshev in 1859 da verdiği teoremi;1885 yılında Weierstrass, [a,b] aralığı 

üzerinde tanımlı ve sürekli her fonksiyona düzgün yakınsayan bir polinomun 

bulunabilir şeklinde vererek ispatını yapmıştır. Bu teoremin verilmesinden sonra 

Bernstein polinomları baz alınarak, Bernstein operatörleri tanımlanmış ve Lineer 

pozitif operatörlerin yakınsaklık özelliklerinin incelenmesinde temel araç olmuştur. 

1951 yılında Bohmann Lineer pozitif operatörler dizisinin yakınsaması için temel 

teoremi vermiştir. Ancak benzer teoremin daha önce kendi dilinde T. Popoviciu 

tarafından da verildiği bilinmektedir. Daha sonra Korovkin bu teoremi 

integrallenebilir fonksiyonlar için vererek daha da genişletmiştir ve Literatüre 

Bohmann-Korovkin teoremi olarak geçmiştir. 

1962 yılında Baskakov, Korovkin teoremini gerçekleyen ve tüm reel eksen üzerinde 

sınırlı olan fonksiyonlar için geçerli olan düzgün yakınsaklık kriterlerinin, 

fonksiyonun 1 + 𝑥2 ile sınırlı olması durumunda da geçerli olacağını ispatlamıştır. 

Benzer teorem 1970 li yıllarda A. D. Gadjiev tarafından çalışılmıştır. 

Yaklaşımlar teorisinde yapılan yakınsaklık incelemeleri Lineer pozitif operatör 

dizileri üzerinden yapılmaktadır.  Bu incelemelerde operatörlerin yakınsaması kadar, 

düzgün olarak yakınsaması ya da noktasal olarak yakınsaması , yakınsamanın hızı, 

yakınsamada yapılan hataların kestirimi oldukça önemli kavramlardır. Bu kavramlar 
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incelenirken çeşitli matematiksel metotlar la beraber, bazı önemli tanımlara ve 

önceden verilmiş bazı önemli teoremlere de  ihtiyaç duyulmaktadır. 

Şu ana kadar literatürde birçok önemli Lineer pozitif operatör dizisi tanımlanmış ve 

operatör dizilerinin yakınsaklık özellikleri çeşitli yazarlarca incelenmiştir. Bunlardan 

en bilinen bazıları; Bernstein operatörleri, Baskakov operatörleri, Szasz-Mirakjan 

operatörleri olarak sayılabilir. Diğer tanımlanan operatörlerin çoğu bu operatörlerin 

çeşitli genellemeleri ile elde edilmiştir. 

Bizde bu çalışmada 1995 yılında Gupta ve Srivastava tarafından 𝑓 ∈ 𝐶[0,∞) 

integrallenebilen fonksiyonları için tanımlanan Szasz-Mirakjan Baskakov 

operatörlerinin Schurer tipi bir genelleştirmesini tanımlayacağız. Daha sonra 

tanımladığımız bu operatörlerin Laguerre polinomlarından yararlanarak 

Hipergeometrik seriler cinsinden ifadesini vereceğiz. Ayrıca operatörlerin 

momentlerini hesaplayıp, operatörün sağladığı bazı özelikleri veren lemmaları 

vererek, süreklilik modülünden faydalanarak, operatörlerin türevlerinin yakınsaklık 

özeliklerini, noktasal yakınsaklığını, operatörler için bir asimtotik açılımı ve hata 

tahminini vereceğiz. 

1.1. Kaynak Özetleri 

Bu çalışmada 2015 yılında Ekta Pandey, R. K. Mishra ve S. P. Pandey tarafından 

yapılan ‘’Approximation Properties of Some Modified Summation-Integral Type 

Operator’’ isimli çalışmada tanımlanan operatörün Schurer genellemesi yapılarak, bu 

çalışma ve Vijay Gupta ve Gancho Tachev tarafından 2014 de yapılan ’ 

Approximation by Szâsz-Mirakyan Baskakov Type Operators’’ başlıklı çalışma, D. 

K. Verma, V. Gupta, P.N. Agrawal tarafından 2012 yılında yapılan, ‘’Some 

Approximation Properties of Baskakov-Durrmeyer-Stancu Operators’’ başlıklı 

çalışma, P.N. Agrawal, V. Gupta, A.S. Kumar tarafından yapılan ‘’ Generalized 

Baskakov-Durrmeyer Type Operators’’ başlıklı çalışma da yapılanlar ve verilen 

yakınsaklık teoremlerinin benzerleri verilmiştir. Bu teoremler verilirken referanslar 

kısmında yer alan diğer çalışmalarda değerlendirilerek teoremlerin ispatlarında 

kullanılmıştır. 
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2.TEMEL KAVRAMLAR VE TEOREMLER 

Bu bölüm de tezin ilerleyen kısımlarında verilecek bazı Lemma ve Teoremlerin 

ispatlarında kullanılacak eşitsizlikler, tanımlar ve temel kavramlar verilerek gerekli 

açıklamalar yapılacaktır. Burada verilen tanımlar referanslar kısmında verilmiş çeşitli 

çalışmalarda da bulunmaktadır. 

2.1. Lineer Pozitif Operatörler İle İlgili Temel Kavramlar 

Tanım 2.1.1 (Lineer Operatör) : 𝑋 ve 𝑌 iki fonksiyon uzayı olsun. 𝐿 ∶  𝑋 → 𝑌 

şeklinde tanımlanmış operatör göz önüne alınırsa 𝑓1(𝓍) ve 𝑓2(𝓍) fonksiyonları 𝑋 

uzayından alınan herhangi iki fonksiyon ve 𝑎1 ve 𝑎2 ler keyfi iki reel sayı olmak 

üzere 𝐿 operatörü 

𝐿(𝑎1𝑓1 + 𝑎2𝑓2; 𝓍) = 𝑎1𝐿(𝑓1; 𝓍) + 𝑎2𝐿(𝑓2; 𝓍) 

eşitliği sağlanıyor ise 𝐿  operatörüne  lineer operatör denir. Eğer 𝐿(𝑓) ≥ 0 ise 𝐿 ‘ 

lineer pozitif operatör adı verilir[35]. 

Tanım 2.1.2. (Norm) : 𝑁 , bir lineer uzay olsun. ‖ ‖: 𝑁 → 𝑅 fonksiyonunun 𝓍 deki 

değeri ‖𝓍‖ ile gösterilsin. Bu fonksiyon için 

i) ‖𝓍‖ ≥ 0 

ii) ‖𝓍‖ ≥ 0 ⇔  𝓍 = 0 

iii) ‖𝑎𝓍‖ = |𝑎|‖𝓍‖ 

iv) ‖𝓍 + 𝑦‖ ≤ ‖𝓍‖ + ‖𝑦‖ 

şartları sağlanıyorsa ‖ ‖ fonksiyonuna 𝑁 üzerinde norm denir. Eğer bir Lineer uzay 

üzerinde norm tanımlanmışsa bu uzaya normlu uzay adı verilir[30]. 

Tanım 2.1.3. ( Cauchy-Schwarz eşitsizliği ) :  Sonlu sayıda hepsi sıfır olmayan 

(𝑓𝑘), (𝑔𝑘), 𝑘 ∈  Ν sayıları için  

∑|𝑓𝑘𝑔𝑘| ≤ (∑|𝑓𝑘|
2

𝑛

𝑘=1

)

1
2

(∑|𝑔𝑘|
2

𝑛

𝑘=1

)

1
2𝑛

𝑘=1
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eşitsizliği geçerlidir. Bu eşitsizliğe Cauchy-Schwarz eşitsizliği adı verilir[35]. 

Tanım 2.1.6. (Noktasal yakınsaklık) : (𝑓𝑛) dizisi 𝐴 üzerinde 𝑓 fonksiyonuna 

noktasal yakınsak olması için gerek ve yeter şart her  𝜀 > 0  ve 𝓍 ∈ 𝐴 için ∃ 𝑛0 öyle 

ki 𝑛 ≥ 𝑛0 için  

|𝑓𝑛(𝓍) − 𝑓(𝓍)| < 𝜀 

olmasıdır[34]. 

Örnek: 𝑓𝑛(𝑥) = 𝑥𝑒
−𝑛𝑥 fonksiyonunun 𝐴 = [0,∞) kümesi üzerinde yakınsaklık 

durumunu inceleyelim. ∀ 𝑛 ∈ ℕ için 𝑓𝑛(0) = 0 olup, lim𝑛→∞ 𝑓𝑛(0) = 0 dır.  

Şimdi 0< 𝑥 < ∞ olsun. Verilen herhangi bir 𝜀 > 0 için, ∀ 𝑛 ≥ 𝑛0 için 

|𝑓𝑛(𝓍) − 𝑓(0)| = |𝑥𝑒−𝑛𝑥| < 𝜀 

olacağından  

 𝑙𝑛(𝑥𝑒−𝑛𝑥) = 𝑙𝑛𝜀  ⇔ 𝑙𝑛𝑥 + 𝑙𝑛(𝑒−𝑛𝑥) = 𝑙𝑛𝜀 ⇔ 𝑙𝑛𝑥 − 𝑛𝑥 = 𝑙𝑛𝜀 ⇔
1

𝑥
𝑙𝑛 (

𝑥

𝜀
) = 𝑛 

olur. Bu durumda ∀ 𝑛 > 𝑛0(𝜀, 𝑥) için  0 <  𝑥𝑒−𝑛𝑥 < 𝜀 olacağından ∀ 𝑥 ∈ (0,∞) 

için  lim𝑛→∞ 𝑓𝑛(𝑥) = 0 olur ki bu 𝑓𝑛  nin  𝑓 ye noktasal olarak yakınsadığını 

gösterir. 

Tanım 2.1.7. (Düzgün yakınsaklık) : (𝑓𝑛) dizisi 𝐴 üzerinde 𝑓 fonksiyonuna düzgün 

yakınsak olması için gerek ve yeter şart her  𝜀 > 0  , ∃ 𝑛0 = 𝑛0(𝜀) öyle ki 𝑛 ≥ 𝑛0 ve 

∀𝓍 ∈ 𝐴 için 

|𝑓𝑛(𝓍) − 𝑓(𝓍)| < 𝜀 

olmasıdır[24]. 

Teorem 2.1.8 (𝑓𝑛) ve 𝑓 fonksiyonları 𝐼 = [𝑎, 𝑏] aralığı üzerinde sürekli olsunlar. 

(𝑓𝑛) dizisinin 𝑓 fonksiyonuna düzgün yakınsak olması için gerek ve yeter şart              

   𝑐𝑛 = max
𝑎≤𝑥≤𝑏

|𝑓𝑛(𝓍) − 𝑓(𝓍)| 

eşitliği ile tanımlanan (𝑐𝑛) dizisinin bir sıfır dizisi olmasıdır. 

Örnek: 𝑓𝑛(𝑥) =
𝑛𝑥

1+𝑛+𝑥
 fonksiyonunun 𝐴 = [0,1] kümesi üzerinde yakınsaklık 

durumunu inceleyelim.   ∀ 𝑥 ∈ [0,1] için  lim𝑛→∞
𝑛𝑥

1+𝑛+𝑥
= 𝑥 dır.                              
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𝑐𝑛 =

max0≤𝑥≤1|𝑓𝑛(𝓍) − 𝑓(𝓍)| =max0≤𝑥≤1 |
𝑛𝑥

1+𝑛+𝑥
− 𝑥| = max0≤𝑥≤1 |−

𝑥+𝑥2

1+𝑛+𝑥
| =

2

1+𝑛
              

olduğundan     lim 𝑐𝑛𝑛→∞ = lim
𝑛→∞

2

1+𝑛
= 0  olur ki bu 𝑓𝑛(𝓍) =

𝑛𝑥

1+𝑛+𝑥
 fonksiyon 

dizisinin 𝐴 = [0,1] kümesi üzerinde 𝑓(𝑥) = 𝑥  düzgün yakınsadığını gösterir. 

Tanım 2.1.7. (Taylor Serisi) : 𝑓 fonksiyonu , 𝑎 noktasını içeren bir aralıktaki 𝓍 

değerleri için  

𝑓(𝓍) = ∑𝑎𝑛(𝓍 − 𝑎)
𝑛

∞

𝑛=1

 

olsun. Bu halde ,  

𝑓(𝓍) = 𝑓(𝑎) + 𝑓′(𝑎)(𝓍 − 𝑎) +
1

2!
𝑓′′(𝑎)(𝓍 − 𝑎)2 +⋯+

1

𝑛!
𝑓(𝑛)(𝑎)(𝓍 − 𝑎)𝑛 +⋯ 

             = ∑
𝑓(𝑛)(𝑎)

𝑛!

∞

𝑛=0

(𝓍 − 𝑎)𝑛 

olur. Buna 𝑓 fonksiyonun , 𝑎 noktasında Taylor serisi veya Taylor açılımı denir[25]. 

Tanım 2.1.8. (Leibniz Türev Kuralı) :  𝑓(𝓍)  ve 𝑔(𝓍)  fonksiyonları , 𝑛. 

mertebeden türevlenebilen fonksiyonlar olduğunda 𝑓(𝓍)  𝑣𝑒 𝑔(𝓍)  fonksiyonlarının 

çarpımının  𝑛 −inci mertebeden türevlenebilir ve  

[𝑓(𝓍)𝑔(𝓍)](𝑛) =∑(
𝑛

𝑘
) 𝑓(𝑘)(𝓍)𝑔(𝑛−𝑘)(𝓍)

𝑛

𝑘=0

 

şeklinde tanımlanan fonksiyonlara Leibniz Türev Kuralı denir[24]. 

Tanım 2.1.9. (Szâsz-Mirakjan Operatörü) : 𝑓 fonksiyonu [0,∞) aralığında 

tanımlı sürekli bir fonksiyon olmak üzere  

           𝑆𝑛(𝑓; 𝓍) = 𝑒
−𝑛𝓍∑

(𝑛𝓍)𝑘

𝑘!
𝑓 (
𝑘

𝑛
)

∞

𝑘=0

                         𝓍 ∈ [0,∞) , 𝑓 ∈ ℕ 

şeklinde tanımlanan lineer pozitif operatörlere Szâsz-Mirakjan operatörleri denir[23]. 
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Tanım 2.1.10. (Bernstein polinomları) :  𝑓 , [0,1]  üzerinde tanımlı ve sürekli 

fonksiyonlar olmak üzere 

𝐵𝑛 =∑𝑓 (
𝑘

𝑛
) (
𝑛

𝑘
)

∞

𝑘=0

𝓍𝑘(1 − 𝓍)𝑛−𝑘 

olarak tanımlanan polinomlara 𝑓 fonksiyonuna karşı gelen Bernstein polinomlar 

dizisi denir[32]. 

2.2. Süreklilik Modülü Ve Özellikleri  

Yaklaşım teorisinde önemli çalışmalardan biri de yaklaşım hızını belirlemektir. Bunu 

belirlemek için kullanılan en önemli metotlardan birisi de süreklilik modülüdür. [35]. 

Tanım 2.2.1. : Kabul edelim ki  𝑓, [𝑎, 𝑏]  aralığında tanımlanmış sınırlı bir 

fonksiyon olsun. Keyfi  𝛿 > 0 için  

                         𝜔(𝑓, 𝛿) = sup
|𝑡−𝓍|<𝛿
𝑡,𝓍 ∈[𝑎,𝑏]

|𝑓(𝑡) − 𝑓(𝓍)|                                        (2.1) 

şeklinde tanımlanan 𝜔(𝑓;  𝛿) fonksiyonuna 𝑓 , fonksiyonunun   [𝑎, 𝑏] aralığındaki 

süreklilik modülü denir. 

(2.1) den görüldüğü gibi 𝛿 > 0 için 𝜔(𝑓;  𝛿) negatif olmayan bir fonksiyondur. 

Ayrıca 𝛿1 ve 𝛿2 pozitif sayıları için 𝛿1 ≤ 𝛿2 ise 𝜔(𝑓; 𝛿1) ≤ 𝜔(𝑓; 𝛿2) olduğu 

aşikardır.  

Süreklilik modülü aşağıdaki önemli özellikleri sağlayan bir fonksiyondur. 

Lemma 2.2.1.  𝑚 ≥ 1 bir doğal sayı olmak üzere  

𝜔(𝑓;  𝑚𝛿) ≤  𝑚𝜔(𝑓;  𝛿) 

dır. 

Lemma 2.2.2.  𝛿𝑛 sıfıra yakınsayan bir dizi olmak üzere  

 𝜔(𝑓; 𝛿𝑛) ≥ 𝐶𝑓𝛿𝑛 

dir. Buradan  𝐶𝑓 , 𝑓 𝑦𝑒 bağlı sabit sayılardır. 

  



7 

Lemma 2.2.3. 𝑓  fonksiyonu [𝑎, 𝑏] aralığında sürekli bir fonksiyon olsun. Bu 

taktirde 

lim
𝛿→0

𝜔(𝑓; 𝛿) = 0 

olur. 

Lemma 2.2.4. 𝑓 fonksiyonu [𝑎, 𝑏] aralığında sınırlı türevi varsa  

𝜔(𝑓; 𝛿) ≤ 𝐶𝛿 

olacak şekilde 𝐶 sayısı vardır. 

2.3. Korovkin Teoremi  

Korovkin teoremi 1950 yılında P.P. Korovkin tarafından ispatlanmıştır.  

Teorem 2.3.1. ( P.P. Korovkin Teoremi) :  {𝐿𝑛(𝑓; 𝓍)} lineer pozitif operatörlerin 

bir dizisi olsun. 𝛼𝑛(𝓍), 𝛽𝑛(𝓍) 𝑣𝑒 𝛾𝑛(𝓍)  [𝑎, 𝑏] de düzgün olarak sıfıra yakınsayan 

diziler olmak üzere       ∀𝓍 ∈ [𝑎, 𝑏] için  

𝑖)   𝐿𝑛(1; 𝓍) ⇉ 1 + 𝛼𝑛(𝓍) 

𝑖𝑖)   𝐿𝑛(𝑡; 𝓍) ⇉ 𝓍 + 𝛽𝑛(𝓍) 

𝑖𝑖𝑖) 𝐿𝑛(𝑡
2; 𝓍) ⇉ 𝓍2 + 𝛾𝑛(𝓍) 

koşulları sağlanıyorsa bu durumda 𝐿𝑛(𝑓; 𝓍)  ,  [𝑎, 𝑏]  üzerinde düzgün olarak 𝑓(𝓍) 𝑒 

yakınsaktır denir. Burada 𝑓 , [𝑎, 𝑏] de sürekli 𝑎 ′ 𝑑𝑎 soldan ve 𝑏 ′ 𝑑𝑒 sağdan sürekli 

ve reel eksenin tamamında sınırlı bir fonksiyondur[35]. 

2.4. Voronovskaya Teoremi  

   Bernstein polinomları ve onların türevlerinin noktasal yakınsaklık için kullanılan 

önemli teoremlerden biride Voronovskaya teoremidir. 

Teorem 2.4.1. ( E.V.Voronovskaya Teoremi ) : [0,1] aralığında sınırlı bir 

𝑓 fonksiyonu 𝓍 ∈ [0,1] noktasında 𝑓′′(𝓍) türevine sahipse , 

lim
𝑛→∞

𝑛[𝐵𝑛(𝑓; 𝓍) − 𝑓(𝓍)] =
1

2
𝓍(1 − 𝓍)𝑓′′(𝓍) 
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eşitliği sağlanır[33]. 

2.5. Gama ve Beta Fonksiyonları 

Özel fonksiyonlar olarak bilinen Gamma ve Beta fonksiyonları ve bu fonksiyonların 

özellikleri kullanılarak yeni operatörler tanımlanmış ve tanımlanan bu operatörlerin 

yakınsaklık özellikleri incelenmiştir. Aşağıda bu fonksiyonların tanımları ve 

sağladığı bazı özellikler verilecektir. 

2.5.1. Gama Fonksiyonu  

       Γ(𝑥) ile gösterilen Gamma fonksiyonu,  

Γ(x) = ∫ 𝑡𝑥−1𝑒−𝑡𝑑𝑡

∞

0

 

genelleştirilmiş integrali yardımıyla tanımlanır. 

 Gamma fonksiyonuna bazen genelleştirilmiş faktöriyel fonksiyonu da denir. Yani , 

                                                 𝐹(𝑢) = ∫ 𝑒−𝑢𝑡𝑑𝑡 =
1

𝑢

∞

0

                                            (2.2) 

integrali ile tanımlanan fonksiyonu ele alalım. 𝑐 > 0 olmak üzere bu integral her 

 𝑐 ≤ 𝑢 ≤ 𝑑 sonlu aralığında 
1

𝑢
  ya düzgün yakınsaktır. (2.2) den 𝑢 ya göre türevler 

alarak devam ettiğimizde 𝑛 − yinci  türev için 

                           (−1)𝑛𝐹(𝑛)(𝑢) = ∫ 𝑡𝑛𝑒−𝑢𝑡𝑑𝑡 =
𝑛!

𝑢𝑛+1

∞

0
 

eşitliği elde edilir. Bu son eşitlikte 𝑢 = 1 alınırsa ;  

∫ 𝑡𝑛𝑒−𝑢𝑡𝑑𝑡 = 𝑛! = ∫ 𝑡(𝑛+1)−1𝑒−𝑡𝑑𝑡 = Γ(𝑛 + 1)

∞

0

∞

0

 

olur. Burada 𝑛 değerleri pozitif tam sayılar olarak alınmıştır. 

Halbuki 𝑛 nin  𝑛 > −1 olan herhangi bir reel sayı olması halinde de bu 

genelleştirilmiş integral tanımlıdır. Yani yakınsaktır. O halde 𝓍 > −1 olan herhangi 

bir 𝓍 reel sayısı için , 
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   𝓍! = ∫ 𝑡𝓍𝑒−𝑡𝑑𝑡 = Γ(𝓍

∞

0

+ 1) 

yazılabilir. Buradan görülüyor ki , −1 den büyük olan tüm reel sayıların faktöriyel 

değerlerini sonlu bir reel sayı olarak tanımlamak mümkündür. Bundan dolayı Gama 

fonksiyonu genelleştirilmiş faktöriyel fonksiyonu denir. 

 𝓍 = 0 olduğu zaman faktöriyel fonksiyonun değeri ,  

                                          0! = ∫ 𝑒−𝑡𝑑𝑡

∞

0

= −𝑒−𝑡|0
∞ = −(0 − 1) = 1 

olur. Bu sonuç 0! in neden 1 olarak tanımlanması gerektiğini açıklar. 

Elemanter matematikte 𝑛 faktöriyelin 𝑛! = 𝑛(𝑛 − 1)(𝑛 − 2)…3.2.1 çarpımı ile 

verilir. Bu özellik , 𝑛! = 𝑛(𝑛 − 1)!  eşitliğini içerdiğine göre , 

    𝓍 = 𝑛  bir tamsayı ise ,  

Γ(𝑛 + 1) = 𝑛! = 𝑛(𝑛 − 1)! = 𝑛Γ(𝑛) 

yazılabilir. Gerçekten Γ fonksiyonu ,  

                                      Γ(𝓍 + 1) = 𝓍Γ(𝓍) 

eşitliği tüm 𝓍 > 0 değerleri için gerçekler[26]. 

2.5.2. Beta Fonksiyonu  

Beta fonksiyonu 

𝐵(𝑥, 𝑦) = ∫ 𝑡𝑥−1(1 − 𝑡)𝑦−1𝑑𝑡

1

0

         (𝑅𝑒(𝑥) > 0, 𝑅𝑒(𝑦) > 0)  

Genelleştirilmiş integrali yardımıyla tanımlanır. Bu tanıma eş değer olarak  

𝐵(𝑥, 𝑦) = 2∫ (sin 𝜃)2𝑥−1 (cos 𝜃)2𝑦−1 𝑑𝜃

∞

0

 

ve 
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𝐵(𝑥, 𝑦) = ∫
𝑢𝑥−1

(1 + 𝑢)𝑥+𝑦
𝑑𝑢     

∞

0

(𝑅𝑒(𝑥) > 0, 𝑅𝑒(𝑦) > 0) 

yazılabilir. Beta fonksiyonu ile Gama fonksiyonu cinsinden ifadesi ise 

𝐵(𝑥, 𝑦) =
Γ(𝑥)Γ(𝑦)

Γ(𝑥 + 𝑦)
              (𝑥, 𝑦 ≠ 0,−1,−2… ) 

şeklindedir. Ayrıca bu eşitlikten kolaylıkla görülebilir ki 

𝐵(𝑥, 𝑦) = 𝐵(𝑦, 𝑥) 

olup, bu eşitlik Beta fonksiyonunun simetri özelliği olarak adlandırılır[26]. 

Tanım 2.5.1. (Pochhammer sembolü) :  𝛼 bir reel ya da kompleks bir sayı , 𝑟 sıfır 

ya da pozitif bir tam sayı olmak üzere (𝛼)𝑟 ifadesi  

                        (𝛼)𝑟 = 𝛼(𝛼 + 1)(𝛼 + 2)… (𝛼 + 𝑟 − 1)                             (2.3) 

olarak tanımlanan ifadeye Pochhammer sembolü denir. Ayrıca (1)𝑟 = 𝑟! dir[26]. 

Lemma 2.5.1: Pochhammer sembolü aşağıdaki özelliklere sahiptir. 

                         (𝛼)𝑟 =
Γ(𝛼 + 𝑟)

Γ(𝛼)
                                                                     (2.4) 

                       (𝛼)𝑟+1 = 𝛼(𝛼 + 1)𝑟                                                                 (2.5) 

2.6. Hipergeometrik Seri Ve Hipergeometrik Fonksiyonlar 

𝛼 , 𝛽 ve 𝛾 reel ya da kompleks sabitler olmak üzere  

                       1 +
𝛼𝛽

𝛾
𝓍 +

𝛼(𝛼 + 1)𝛽(𝛽 + 1)

1.2. 𝛾(𝛾 + 1)
𝓍2 +⋯                           (2.6) 

olarak ifade edilen seri matematikte büyük bir öneme sahiptir. Bu seri  

1 + 𝓍 + 𝓍2 +⋯ 

geometrik serisinin bir genelleştirilmesi olduğundan Hipergeometrik seri adını alır. 

(2.6) dan görülmektedir ki , 𝛾 değeri sıfır ya da negatif bir tam sayı olmamalıdır. 

(2.6) hipergeometrik serisi |𝓍| < 1 için yakınsak , |𝓍| > 1 için ıraksaktır. |𝓍| = 1 
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olduğu zaman 𝛾 > 𝛼 + 𝛽 ise seri mutlak yakınsaktır. 𝓍 = −1 iken 𝛾 > 𝛼 + 𝛽 − 1 

ise seri yakınsaktır. 
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(2.3) gösterimi dikkate alınarak (2.6) hipergeometrik serisi  

                 𝐹2 1(𝛼, 𝛽; 𝛾; 𝓍) =∑
(𝛼)𝑟(𝛽)𝑟
(𝛾)𝑟

𝓍𝑟

𝑟!

∞

𝑟=0

                                          (2.7) 

şeklinde yazılabilir. (2.7) de görülen 𝐹 nin altındaki 2 ve 1 alt indisleri 𝐹 nin 

yapısında biri 𝛼 ve 𝛽 diğeri 𝛾 olmak üzere iki tip parametre bulunduğunu ifade eder. 

Hipergeometrik fonksiyonu ifade eden 𝐹2 1 gösterimi yerine 𝐹 gösterimi de 

kullanılır. Yani ,  

𝐹2 1(𝛼, 𝛽; 𝛾; 𝓍) = 𝐹(𝛼, 𝛽; 𝛾; 𝓍) 

olup , bu fonksiyon Hipergeometrik fonksiyon olarak adlandırılır[26]. 

Tanım 2.6.1. (Konfluent Hipergeometrik Fonksiyon) : 𝛼 ve 𝛽 reel ya da kompleks 

parametreler olmak üzere 

                        𝓍𝑦′′ + (𝛽 − 𝓍)𝑦′ − 𝛼𝑦 = 0                                               (2.8) 

olarak ifade edilen diferansiyel denkleme Kummer ya da Konfluent Hipergeometrik 

denklem denir. Şöyle ki , 𝛽 ≠ 0 , −1,−2,… olmak üzere konfluent hipergeometrik 

fonksiyonu 

                                    𝐹1 1(𝛼, 𝛽; 𝓍) = ∑
(𝛼)𝑛
(𝛽)𝑛

𝓍𝑛

𝑛!

∞

𝑛=0

             𝑛 ≥ 1 , |𝓍| < ∞ 

şeklinde tanımlanır. Konfluent hipergeometrik fonksiyon için 𝐹1 1(𝛼, 𝛽; 𝓍) yerine 

Φ(𝛼, 𝛽; 𝓍) veya 𝑀(𝛼, 𝛽; 𝓍) gösterimleri de kullanılır[29], [31]. 

2.7. Laguerre Polinomları  

Laguerre polinomları adını Edmond Laguerre’den almıştır. Bu denklemin, yalnızca 𝑛 

negatif olmayan bir tamsayı olması durumda tekil olmayan çözümleri 

vardır[27], [28]. 

Tanım 2.7.1.: 

𝐿𝑛
(𝛼)(𝓍) =  

𝓍−𝛼𝑒𝓍

𝑛!

𝑑𝑛

𝑑𝓍𝑛
(𝓍𝛼+𝑛𝑒−𝓍) 
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 şeklinde Rodrigues formülü ile  tanımlanan Laguerre polinomları (0,∞) aralığında 

𝜔(𝓍) = 𝓍𝛼𝑒−𝓍 ağırlık fonksiyonuna göre ortogonaldir.   

Yani ,  

                        ∫ 𝐿𝑚
𝜶 (𝓍)𝐿𝑛

𝜶(𝓍)𝓍𝛼𝑒−𝓍𝑑𝓍 =
Γ(𝛼 + 𝑛 + 1)

𝑛!

∞

0

𝛿𝑚𝑛    ,      

                                               𝛼 > −1    𝑚, 𝑛 = 0,1,2, … 

ortogonallik bağıntısını gerçekler.  Ayrıca , Leibniz formülü uygularsak  

                  𝐿𝑛
(𝛼)

=∑(
𝑛 + 𝛼

𝑛 − 𝜈
)
(−𝓍)𝜈

𝜈!

𝑛

𝜈=0

                                       𝑛 ≥ 0 

şeklinde de yazılabilir. 

 Özel olarak  𝛼 = 0 olduğunda ise bu polinom Laguerre polinomu ya da basit 

Laguerre polinomu denir. 𝛼 = 0 olduğunda genellikle 𝛼 ihmal edilir. 

 Yani , 

𝐿𝑛
(0)(𝓍) = 𝐿𝑛(𝓍) = 𝐹11 (−𝑛; 1; 𝓍) 

yazılabilir. Bu polinomların ilk dördünün açık hali  

𝐿0
(𝛼)(𝓍) = 1  

𝐿1
(𝛼)(𝓍) = 1 + 𝛼 − 𝓍  

𝐿2
(𝛼)(𝓍) =

1

2
(1 + 𝛼)(2 + 𝛼) − (2 + 𝛼)𝓍 +

1

2
𝓍2  

𝐿3
(𝛼)(𝓍) =

1

6
(1 + 𝛼)(2 + 𝛼)(3 + 𝛼) −

1

2
(2 + 𝛼)(3 + 𝛼)𝓍 +

1

2
(3 + 𝛼)𝓍2 −

1

6
𝓍3  

dir.  

 𝐿𝑛
(𝛼)(𝓍) genelleştirilmiş Laguerre polinomları , 

 𝓍𝑦′′ + (𝛼 + 1 − 𝓍)𝑦′ + 𝑛𝑦 = 0 

diferansiyel denklemini sağlar. Laguerre polinomları için rekürans bağlantısı ise , 

𝑛𝐿𝑛
(𝛼)(𝓍) = (−𝓍 + 2𝑛 + 𝛼 − 1)𝐿𝑛−1

(𝛼) (𝓍) − (𝑛 + 𝛼 − 1)𝐿𝑛−2
(𝛼) (𝓍)  
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                            𝑛 = 2,3,4… 

şeklindedir. 

3. SZÂSZ-SCHURER BASKAKOV TİPİ OPERATÖRÜN 

OLUŞTURULMASI 

Tezin bu kısmında yakınsaklık özellikleri incelenecek olan operatör tanımlaması 

yapılacak ve daha sonra da tanımlanan operatörün kaynaklardaki benzer 

operatörlerde verildiği gibi Laguerre polinomları yardımıyla tanımlaması 

yapılacaktır. Daha sonra da operatörün ve türevlerinin sağladığı bazı yakınsaklık 

özellikleri incelenecektir. 

   1962 yılında Schurer , iyi bilinen Bernstein operatörlerini kullanarak herhangi bir 

𝑛 ∈ ℕ, 𝑓 ∈ 𝐶[0,1 + 𝑝], negatif olmayan 𝑝 tamsayıları ve  𝐵𝑛,𝑝 ∶ 𝐶[0,1 + 𝑝]  ⟶

C[0,1] için Bernstein-Schurer operatörleri olarak adlandırılan 

𝐵𝑛,𝑝(𝑓; 𝓍) = ∑ 𝑓 (
𝑛

𝑝
)

𝑛+𝑝

𝑘=0

(
𝑛 + 𝑝

𝑘
) 𝓍𝑘(1 − 𝓍)𝑛+𝑝−𝑘           𝓍 ∈ [0,1] 

operatörleri tanımladı ve bu operatörlerin yaklaşım özelliklerini inceledi. Burada özel  

durum olan 𝑝 = 0 için Klasik Bernstein operatörlerini verdiğine dikkat edilmelidir. 

    1965 yılında Schurer, 

     𝐸2 ∶=  {𝑓 ∈ 𝐶[0,∞) ∶  
𝑓(𝓍)

1 + 𝓍2
< ∞  ,   𝓍 ⟶ ∞  } 

kümesi üzerinde her 𝑝 ∈ ℕ0 , 𝑓 ∈ 𝐸2 , 𝓍 ∈ [0,∞) , 𝑛 ≥ 1 için Schurer-Szasz-

Mirakjan operatörünü 𝑀𝑛,𝑝 = 𝐸2 ⟶ 𝐶[0,∞)  olmak üzere  

𝑀𝑛,𝑝(𝑓)(𝓍) ∶= 𝑒𝑥𝑝[−(𝑛 + 𝑝)𝓍]∑
[(𝑛 + 𝑝)𝓍]𝑘

𝑘!

∞

𝑘=0

𝑓 (
𝑘

𝑛
) 

 şeklinde ve  Baskakov-Schurer operatörünün  𝐴𝑛,𝑝 = 𝐸2 ⟶ 𝐶[0,∞)  olmak üzere ,  
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   𝐴𝑛,𝑝(𝑓)(𝓍) ∶= (1 + 𝓍)
−𝑛−𝑝∑(

𝑛 + 𝑝 + 𝑘 − 1

𝑘
) (

𝓍

1 + 𝓍
)
𝑘

∞

𝑘=0

𝑓 (
𝑘

𝑛
) 

 şeklinde Schurer genelleştirmelerini verdi[6]. 

 Yukarıdaki operatörlerin çeşitli genellemeleri ve yakınsama özellikleri üzerine 

birçok çalışma yapılmış olup, bu çalışmalar halen devam etmektedir 

[1], [2], [10], [11], [13], [16], [17], [20], [22]. 

1967 yılında J. L. Durmeyer, 𝑓 , [0,1] üzerinde çekirdeğe göre 

integrallenebilir herhangi reel değerli fonksiyon olmak üzere bir boyutlu Bernstein-

Durmeyer operatörlerini 

      𝐷𝑛(𝑓, 𝓍)  ∶  =   (𝑛 + 1)∑(
𝑛

𝑘
)𝓍𝑘(1 − 𝓍)𝑛−𝑘∫(

𝑛

𝑘
) 𝑢𝑘(1 − 𝑢)𝑛−𝑘𝑓(𝑢)𝑑𝑢  ,

1

0

∞

𝑘=0

 

        𝓍 ∈ [0,1] , 𝑛 = 1,2, …, 

şeklinde tanımladı ve bu operatörlerin yaklaşım özelliklerini inceledi[8].   

   1995 yılında, Gupta ve Srivastava  

𝑀𝑛(𝑓; 𝓍) = (𝑛 − 1)∑𝑒−𝑛𝓍
(𝑛𝓍)𝑘

𝑘!

∞

𝑘=0

(𝑛 + 𝑘 − 1)!

𝑘! (𝑛 − 1)!
∫

𝑡𝑘

(1 + 𝑡)𝑛+𝑘
𝑓(𝑡)𝑑𝑡 ;   𝓍 ∈ [0,∞)

∞

0

 

  (3.1) 

tanımlanan Szasz-Mirakjan-Baskakov tipi operatörlerin türevlerinin yakınsama 

özelliklerini inceledi[21]. 

      Daha sonra birçok araştırmacı önceden tanımlanan bir çok operatörün Durmeyer 

tipi uzantılarını ve ya diğer bazı modifikasyonlarını tanımladılar ve yakınsaklık 

özelliklerini incelediler. Bunlardan bazıları referanslarda verilmiştir 

[3], [9], [12], [14], [15]. 

   2006 yılında, 

                      𝑓 ∈ 𝐶𝛾[0,∞) ≡ {𝑓 ∈ [0,∞) ∶  |𝑓(𝑡)| ≤ 𝑀𝑡𝛾  , 𝑀 , 𝛾 > 0} 

olmak üzere Gupta ve arkadaşları Baskakov-Durmeyer operatörlerinin bir 

modifikasyonunu  
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𝐵𝑛(𝑓(𝑡) ; 𝓍) = ∑(
𝑛 + 𝑘 − 1

𝑘
)

∞

𝑘=1

𝓍𝑘

(1 + 𝓍)𝑛+𝑘
1

𝐵(𝑛 + 1, 𝑘)
∫

𝑡𝑘−1

(1 + 𝑡)𝑛+𝑘+1
𝑓(𝑡)𝑑𝑡

∞

0

+
𝑓(0)

(1 + 𝓍)𝑛
                                                                                (3.2) 

şeklinde tanımladı ve bu operatörlerin türevlerinin yakınsama özelliklerini inceledi 

[18]. 

     2012 yılında, Verma ve arkadaşları  (3.1) tipi operatörün Baskakov Beta bazlı 

farklı bir modifikasyonunu tanımladı, bu operatörlerin yaklaşım özelliklerini, hata 

tahminini ve bazı rekürans bağlantılarını verdi [4]. 2012 yılında, Gupta ve 

arkadaşları ise (3.2) operatörlerinin Stancu tipli modifikasyonunun noktasal 

yakınsaklık özelliklerini inceledi ve Voronovskaya tipi teorem verdi[19]. 2014 

yılında, Agraval ve arkadaşları (3.2) operatörlerinin farklı bir genellemesini verdi ve 

düzgün yakınsaklık ve nokta yakınsaklık özelliklerini inceledi [12]. 

     2015 yılında, Pandey ve arkadaşları (3.1) operatörlerin bir Szasz-Baskakov 

Stancu tipli  

   𝑀𝑛(𝑓; 𝓍) = (𝑛 − 1)∑𝑒−𝑛𝓍
(𝑛𝓍)𝑘

𝑘!

(𝑛 + 𝑘 − 1)!

𝑘! (𝑛 − 1)!
∫

𝑡𝑘

(1 + 𝑡)𝑛+𝑘
𝑓 (
𝑛𝑡 + 𝛼

𝑛 + 𝛽
)𝑑𝑡

∞

0

 

∞

𝑘=0

 

   𝓍 ∈ [0,∞)                                                                                                     (3.3) 

şeklindeki bir genellemesinin Hipergeometrik serilerle bağlantılarını verdi ve çeşitli 

yaklaşım özelliklerini Steklov ortalaması yardımıyla inceledi[5].  

   Bizde bu tezde  (3.1)  operatörünün Schurer genellemesini tanımlayarak Pandey ve 

arkadaşlarının verdiği sonuçlara benzer sonuçlar elde etmek istedik.    

   𝑓 ∈ 𝐶[0,∞) için, (3.1) de verilen Szasz-Mirakjan-Baskakov tipi operatörün 

Schurer tipi genellemesi  

𝐴𝑛,𝛼,𝛽𝑛(𝑓; 𝓍) = (𝑛 + 𝑎 − 1)∑𝑝𝑛,𝛽𝑛,𝑘(𝓍)∫ 𝑞𝑛,𝑎,𝑘(𝑡)𝑓(𝑡)𝑑𝑡  ;   𝑎 ∈ ℕ0, 𝓍 ∈ [0,∞)

∞

0

∞

𝑘=0

 

(3.4) 

şeklinde tanımlanabilir. Burada 𝛽𝑛 pozitif reel sayıların bir dizisidir. Öyle ki ,  
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                                                  lim𝑛→∞ 𝛽𝑛 = 0                                                               

          (3.5)            olup, kolaylık olması bakımından 

𝑝𝑛,𝛽𝑛,𝑘(𝓍) =
[(𝑛 + 𝛽𝑛)𝓍]

𝑘

𝑘!
 ,    𝑞𝑛,𝑎,𝑘(𝑡) =

(𝑛 + 𝑎 + 𝑘 − 1)!

𝑘! (𝑛 + 𝑎 − 1)!

𝑡𝑘

(1 + 𝑡)𝑛+𝑎+𝑘
          (3.6) 

 

olarak gösterilmiştir.  𝓍 ∈ [0,∞) için 𝐴𝑛,𝛼,𝛽𝑛 operatörlerinin lineer ve pozitif olduğu 

açıktır. 

       Şimdi (3.6) operatörünün yakınsama özelliklerini incelerken yararlanacağımız 

bazı önemli bilgileri verelim. 

      Beta fonksiyonu ve Gamma fonksiyonları için iyi bilinen                                                                                                                                                                             

 𝐵(𝑥, 𝑦) = ∫
𝑡𝑥−1

(1 + 𝑡)𝑥+𝑦
𝑑𝑡 =

Γ(𝑥)Γ(𝑦)

Γ(𝑥 + 𝑦)

∞

0

=
(𝑥 − 1)! (𝑦 − 1)!

(𝑥 + 𝑦 − 1)!
                           (3.7) 

eşitlikleri sağlanır. 

       (3.4) tarafından tanımlanan operatörü, hipergeometrik fonksiyonlar için bilinen  

                                       𝐹1(𝛼; 𝛽; 𝑡) = ∑
(𝛼)𝑘
(𝛽)𝑘

𝓍𝑘

𝑘!

∞

𝑘=0

1                                                    (3.8) 

eşitliğini kullanarak farklı bir şekilde temsil edebiliriz. Burada  

(𝛼)𝑘 = 𝛼(𝑎 + 1)(𝑎 + 2)… (𝑎 + 𝑘 − 1) 

Pochhammer sembolüdür. 𝐴𝑛,𝛼,𝛽𝑛(𝑓; 𝓍) operatörlerinin eş değer bir tanımını  

𝐴𝑛,𝛼,𝛽𝑛(𝑓; 𝓍) = (𝑛 + 𝑎 − 1)∫
𝑒−(𝑛+𝛽𝑛)𝓍

(1 + 𝑡)𝑛+𝑎
𝑓(𝑡) 𝐹1 (𝑛 + 𝑎; 1;

(𝑛 + 𝛽𝑛)𝓍𝑡

1 + 𝑡
) 𝑑𝑡  1

∞

0

 

                                                                                                                          (3.9) 

şeklinde verebiliriz. Bu ifadenin ispatı tezin ilerleyen kısımlarında verilecektir. 

     Şimdi tanımlanan (3.4) operatörünün kendisinin ve türevlerinin yakınsaklık 

özelliklerini inceleyelim. 
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4. OPERATÖRÜN YAKINSAKLIK ÖZELLİKLERİ 

Şimdi 𝐴𝑛,𝑎,𝛽𝑛(𝑓; 𝑥) operatörünü yakınsaklık özelliklerini incelemek için ihtiyaç 

duyulan bazı Lemma ve Rekürans bağıntıları verilecektir. 

Lemma 4.1. Tüm 𝓍 ∈ [0,∞) için (3.4) ile tanımlanan 𝐴𝑛,𝑎,𝛽𝑛 operatörleri 

aşağıdakileri eşitlikleri sağlar; 

i) 𝐴𝑛,𝑎,𝛽𝑛(1; 𝑥)                                                                           (4.1) 

ii)   𝐴𝑛,𝑎,𝛽𝑛(𝑡; 𝑥) =
(𝑛+𝛽𝑛)𝑥+1

(𝑛+𝑎−2)
                                                     (4.2) 

iii) 𝐴𝑛,𝑎,𝛽𝑛(𝑡
2; 𝑥) =

[(𝑛+𝛽𝑛)𝑥]
2+4[(𝑛+𝛽𝑛)𝑥+2]

(𝑛+𝑎−2)(𝑛+𝑎−3)
                                (4.3) 

  İspat: 

(4.1) in ispatı için 𝐴𝑛,𝑎,𝛽𝑛(𝑓; 𝑥) de 𝑓(𝑡) = 1 alınırsa 

 𝐴𝑛,𝑎,𝛽𝑛(1; 𝑥) 

= (𝑛 + 𝑎 − 1)∑
[(𝑛 + 𝛽𝑛)𝑥]

𝑘

𝑘!

∞

𝑘=0

𝑒−(𝑛+𝛽𝑛)𝑥
(𝑛 + 𝑎 + 𝑘 − 1)!

𝑘! (𝑛 + 𝑎 − 1)!
∫

𝑡𝑘

(1 + 𝑡)𝑛+𝑎+𝑘

∞

0

𝑑𝑡   

= (𝑛 + 𝑎 − 1)∑
[(𝑛 + 𝛽𝑛)𝑥]

𝑘

𝑘!

∞

𝑘=0

𝑒−(𝑛+𝛽𝑛)𝑥
(𝑛 + 𝑎 + 𝑘 − 1)!

𝑘! (𝑛 + 𝑎 − 1)!

Γ(𝑘 + 1)Γ(𝑛 + 𝑎 − 1)

Γ(𝑛 + 𝑎 + 𝑘)

= (𝑛 + 𝑎 − 1)∑
[(𝑛 + 𝛽𝑛)𝑥]

𝑘

𝑘!

∞

𝑘=0

𝑒−(𝑛+𝛽𝑛)𝑥
(𝑛 + 𝑎 + 𝑘 − 1)!

𝑘! (𝑛 + 𝑎 − 1)!

𝑘! (𝑛 + 𝑎 − 2)!

(𝑛 + 𝑎 + 𝑘 − 1)!

= ∑
[(𝑛 + 𝛽𝑛)𝑥]

𝑘

𝑘!

∞

𝑘=0

𝑒−(𝑛+𝛽𝑛)𝑥 = 1 

𝐴𝑛,𝑎,𝛽𝑛(1; 𝑥) = 1 

olur. 
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(4.2) nin ispatı için 𝐴𝑛,𝑎,𝛽𝑛(𝑓; 𝑥) de 𝑓(𝑡) = 𝑡 alınırsa ve gerekli işlemler yapılırsa 

𝐴𝑛,𝑎,𝛽𝑛(𝑡; 𝑥) 

= (𝑛 + 𝑎 − 1)∑
[(𝑛 + 𝛽𝑛)𝑥]

𝑘

𝑘!

∞

𝑘=0

𝑒−(𝑛+𝛽𝑛)𝑥
(𝑛 + 𝑎 + 𝑘 − 1)!

𝑘! (𝑛 + 𝑎 − 1)!
∫

𝑡𝑘+1

(1 + 𝑡)𝑛+𝑎+𝑘

∞

0

𝑑𝑡 

= (𝑛 + 𝑎 − 1)∑
[(𝑛 + 𝛽𝑛)𝑥]

𝑘

𝑘!

∞

𝑘=0

𝑒−(𝑛+𝛽𝑛)𝑥
(𝑛 + 𝑎 + 𝑘 − 1)!

𝑘! (𝑛 + 𝑎 − 1)!

Γ(𝑘 + 2)Γ(𝑛 + 𝑎 − 2)

Γ(𝑛 + 𝑎 + 𝑘)
 

= (𝑛 + 𝑎 − 1)∑
[(𝑛 + 𝛽𝑛)𝑥]

𝑘

𝑘!

∞

𝑘=0

𝑒−(𝑛+𝛽𝑛)𝑥
(𝑛 + 𝑎 + 𝑘 − 1)!

𝑘! (𝑛 + 𝑎 − 1)!

(𝑘 + 1)! (𝑛 + 𝑎 − 3)!

(𝑛 + 𝑎 + 𝑘 − 1)!
 

=∑
[(𝑛 + 𝛽𝑛)𝑥]

𝑘

𝑘!

∞

𝑘=0

𝑒−(𝑛+𝛽𝑛)𝑥
(𝑘 + 1)

(𝑛 + 𝑎 − 2)
 

= ∑
[(𝑛 + 𝛽𝑛)𝑥]

𝑘

(𝑘 − 1)!

∞

𝑘=1
𝑘⟶𝑘+1

𝑒−(𝑛+𝛽𝑛)𝑥
1

(𝑛 + 𝑎 − 2)

+∑
[(𝑛 + 𝛽𝑛)𝑥]

𝑘

𝑘!

∞

𝑘=0

𝑒−(𝑛+𝛽𝑛)𝑥
1

(𝑛 + 𝑎 − 2)
 

=
1

(𝑛 + 𝑎 − 2)
[(𝑛 + 𝛽𝑛)𝑥∑

[(𝑛 + 𝛽𝑛)𝑥]
𝑘

𝑘!
𝑒−(𝑛+𝛽𝑛)𝑥 + 1

∞

𝑘=0

] =
(𝑛 + 𝛽𝑛)𝑥 + 1

(𝑛 + 𝑎 − 2)
 

 

                 𝐴𝑛,𝑎,𝛽𝑛(𝑡; 𝑥) =
(𝑛 + 𝛽𝑛)𝑥 + 1

(𝑛 + 𝑎 − 2)
                                                

olur. 

(4.3) ün ispatı için 𝐴𝑛,𝑎,𝛽𝑛(𝑓; 𝑥) de 𝑓(𝑡) = 𝑡2 alınırsa ve gerekli işlemler yapılırsa 

𝐴𝑛,𝑎,𝛽𝑛(𝑡
2; 𝑥) 

= (𝑛 + 𝑎 − 1)∑
[(𝑛 + 𝛽𝑛)𝑥]

𝑘

𝑘!

∞

𝑘=0

𝑒−(𝑛+𝛽𝑛)𝑥
(𝑛 + 𝑎 + 𝑘 − 1)!

𝑘! (𝑛 + 𝑎 − 1)!
∫

𝑡𝑘+2

(1 + 𝑡)𝑛+𝑎+𝑘

∞

0

𝑑𝑡 
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= (𝑛 + 𝑎 − 1)∑
[(𝑛 + 𝛽𝑛)𝑥]

𝑘

𝑘!

∞

𝑘=0

𝑒−(𝑛+𝛽𝑛)𝑥
(𝑛 + 𝑎 + 𝑘 − 1)!

𝑘! (𝑛 + 𝑎 − 1)!

Γ(𝑘 + 3)Γ(𝑛 + 𝑎 − 3)

Γ(𝑛 + 𝑎 + 𝑘)
 

= (𝑛 + 𝑎 − 1)∑
[(𝑛 + 𝛽𝑛)𝑥]

𝑘

𝑘!

∞

𝑘=0

𝑒−(𝑛+𝛽𝑛)𝑥
(𝑛 + 𝑎 + 𝑘 − 1)!

𝑘! (𝑛 + 𝑎 − 1)!

(𝑘 + 2)! (𝑛 + 𝑎 − 4)!

(𝑛 + 𝑎 + 𝑘 − 1)!
 

=∑
[(𝑛 + 𝛽𝑛)𝑥]

𝑘

𝑘!

∞

𝑘=0

𝑒−(𝑛+𝛽𝑛)𝑥
(𝑘 + 1)(𝑘 + 2)

(𝑛 + 𝑎 − 2)(𝑛 + 𝑎 − 3)
 

=∑
[(𝑛 + 𝛽𝑛)𝑥]

𝑘

𝑘!

∞

𝑘=0

𝑒−(𝑛+𝛽𝑛)𝑥
(𝑘2 + 3𝑘 + 2)

(𝑛 + 𝑎 − 2)(𝑛 + 𝑎 − 3)
 

=
1

(𝑛 + 𝑎 − 2)(𝑛 + 𝑎 − 3)
{ ∑

𝑘[(𝑛 + 𝛽𝑛)𝑥]
𝑘

(𝑘 − 1)!
𝑒−(𝑛+𝛽𝑛)𝑥

∞

𝒌=𝟏
𝒌⟶𝒌+𝟏

+ 3 ∑
[(𝑛 + 𝛽𝑛)𝑥]

𝑘

(𝑘 − 1)!
𝑒−(𝑛+𝛽𝑛)𝑥 + 2∑

[(𝑛 + 𝛽𝑛)𝑥]
𝑘

𝑘!
𝑒−(𝑛+𝛽𝑛)𝑥

∞

𝑘=0

∞

𝑘=1
𝑘⟶𝑘+1

} 

=
1

(𝑛 + 𝑎 − 2)(𝑛 + 𝑎 − 3)
{∑

(𝑛 + 𝛽𝑛)𝑥(𝑘 + 1)[(𝑛 + 𝛽𝑛)𝑥]
𝑘

𝑘!
𝑒−(𝑛+𝛽𝑛)𝑥

∞

𝒌=𝟎

+ 3(𝑛 + 𝛽𝑛)𝑥∑
[(𝑛 + 𝛽𝑛)𝑥]

𝑘

𝑘!
𝑒−(𝑛+𝛽𝑛)𝑥 + 2

∞

𝑘=0

} 

 

=
1

(𝑛 + 𝑎 − 2)(𝑛 + 𝑎 − 3)
{ ∑

(𝑛 + 𝛽𝑛)𝑥[(𝑛 + 𝛽𝑛)𝑥]
𝑘

(𝑘 − 1)!
𝑒−(𝑛+𝛽𝑛)𝑥

∞

𝒌=𝟏
𝒌⟶𝒌+𝟏

+∑
(𝑛 + 𝛽𝑛)𝑥[(𝑛 + 𝛽𝑛)𝑥]

𝑘

𝑘!
𝑒−(𝑛+𝛽𝑛)𝑥 + 3(𝑛 + 𝛽𝑛)𝑥 + 2

∞

𝑘=0

} 

=
{[(𝑛 + 𝛽𝑛)𝑥]

2∑
[(𝑛 + 𝛽𝑛)𝑥]

𝑘

𝑘!
∞
𝑘=0 𝑒−(𝑛+𝛽𝑛)𝑥 + [(𝑛 + 𝛽𝑛)𝑥 + 3(𝑛 + 𝛽𝑛)𝑥 + 2]}

(𝑛 + 𝑎 − 2)(𝑛 + 𝑎 − 3)
 

𝐴𝑛,𝑎,𝛽𝑛(𝑡
2; 𝑥) =

[(𝑛 + 𝛽𝑛)𝑥]
2 + 4[(𝑛 + 𝛽𝑛)𝑥 + 2]

(𝑛 + 𝑎 − 2)(𝑛 + 𝑎 − 3)
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olarak bulunur.  

Lemma 4.1. in bir sonucu olarak aşağıdaki teoremi verebiliriz. 

Teorem 4.1. 𝑓 ∈ 𝐶[0,∞) ve 𝓍 ∈ [0, 𝐴) için 

lim
𝑛→∞

𝐴𝑛,𝑎,𝛽𝑛(𝑓) = 𝑓 

olur. 

Şimdi (3.4) olarak tanımlanan operatörün Hipergeometrik fonksiyonlar cinsinden 

ifadesini verelim. 

Biliyoruz ki (3.4) operatöründe seri yakınsak olduğundan toplam ile integral yer 

değiştirebilir. Ayrıca   

∑
[(𝑛 + 𝛽𝑛)𝑥]

𝑘

𝑘!

∞

𝑘=0

𝑒−(𝑛+𝛽𝑛)𝑥 = 1 

olduğunda göz önüne alınarak aşağıdaki işlemler yapılabilir.  

 (𝑎)𝑘 = 𝑎(𝑎 + 1)(𝑎 + 2)… . . (𝑎 + 𝑘 − 1) Pochhammer sembolü olmak üzere  

(𝑛 + 𝑎)𝑘 =
(𝑛 + 𝑎 − 1)!

(𝑛 + 𝑎 − 1)!
(𝑛 + 𝑎)(𝑛 + 𝑎 + 1)(𝑛 + 𝑎 + 2)………(𝑛 + 𝑎 + 𝑘 − 1) 

                    =
(𝑛 + 𝑎 + 𝑘 − 1)!

(𝑛 + 𝑎 − 1)!
 

şeklinde yazılabileceği ve Pochhammer sembolünde 𝑎 = 1 alınmasıyla  

(1)𝑘 = 1(1 + 1)(1 + 2)……(1 + 𝑘 − 1) = 1.2.3… . . 𝑘 = 𝑘! 

olduğundan Hipergeometrik fonksiyonlar için bilinen   

𝐹11 (𝛼; 𝛽; 𝑡) = ∑
(𝛼)𝑘
(𝛽)𝑘

∞

𝑘=0

𝑥𝑘

𝑘!
 

gösterimi göz önüne alınarak  
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𝐴𝑛,𝑎,𝛽𝑛(𝑓; 𝑥) = (𝑛 + 𝑎 − 1)∑
[(𝑛 + 𝛽𝑛)𝑥]

𝑘

𝑘!

∞

𝑘=0

𝑒−(𝑛+𝛽𝑛)𝑥
(𝑛 + 𝑎 + 𝑘 − 1)!

𝑘! (𝑛 + 𝑎 − 1)!

× ∫
𝑡𝑘

(1 + 𝑡)𝑛+𝑎+𝑘

∞

0

𝑓(𝑡)𝑑𝑡    

= (𝑛 + 𝑎 − 1)∫
𝑒−(𝑛+𝛽𝑛)𝑥

(1 + 𝑡)𝑛+𝑎
𝑓(𝑡)∑

(𝑛 + 𝑎)𝑘
(1)𝑘

∞

𝑘=0

∞

0

[
(𝑛 + 𝛽𝑛)𝑥𝑡
1 + 𝑡 ]

𝑘

𝑘!
𝑑𝑡 

= (𝑛 + 𝑎 − 1)∫
𝑒−(𝑛+𝛽𝑛)𝑥

(1 + 𝑡)𝑛+𝑎
𝑓(𝑡) 𝐹11

∞

0

(𝑛 + 𝑎; 1;
(𝑛 + 𝛽𝑛)𝑥𝑡

1 + 𝑡
)𝑑𝑡 

şeklinde yazılabilir ki bu operatörün Hipergeometrik fonksiyonlar cinsinden 

ifadesidir. 

Lemma 4.2. : 𝑟 ∈ ℕ ∪ {0} olsun. Eğer r yinci dereceden moment  

𝒰𝑛+𝛽𝑛,𝑟(𝑥) = ∑𝑝𝑛,𝛽𝑛,𝑘(𝑥) (
𝑘

𝑛 + 𝛽𝑛
− 𝑥)

𝑟

                        

∞

𝑘=0

                               

                      = ∑
[(𝑛 + 𝛽𝑛)𝓍]

𝑘

𝑘!
𝑒−(𝑛+𝛽𝑛)𝓍 (

𝑘

𝑛 + 𝛽𝑛
− 𝑥)

𝑟∞

𝑘=0

                                   (4.4) 

şeklinde tanımlanırsa,  𝒰𝑛+𝛽𝑛,𝑟(𝑥) ler için 

(𝑛 + 𝛽𝑛)𝓊𝑛+𝛽𝑛,𝑟+1(𝓍) =  𝓍[𝓊𝑛+𝛽𝑛,𝑟
′ (𝓍 ) + 𝑟𝓊𝑛+𝛽𝑛,𝑟−1(𝓍)]                            (4.5) 

rekürans bağlantısı sağlanır.  

Bu ifadenin bir sonucu olarak da aşağıdaki iddialar sağlanır. 

1 .  𝓊𝑛+𝛽𝑛,𝑟(𝓍) ler derecesi  ≤ 𝑟 olan 𝓍  in polinomlarıdır.  

2.  𝓊𝑛+𝛽𝑛,𝑟(𝓍) = 𝑂 (
1

𝑛
[
𝑟+1
2
]
)  ;  𝑛 ⟶ ∞  

İspat :  İspat tanım kullanılarak yapılabilir.  
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Bunun için (4.4) den gerekli türevler alınıp gerekli işlemler yapılırsa 

𝓊𝑛+𝛽𝑛,𝑟
′ (𝓍) = ∑

𝑘(𝑛 + 𝛽𝑛)[(𝑛 + 𝛽𝑛)𝑥]
𝑘−1

𝑘!

∞

𝑘=0

𝑒−(𝑛+𝛽𝑛)𝑥 (
𝑘

𝑛 + 𝛽𝑛
− 𝑥)

𝑟

 

               −(𝑛 + 𝛽𝑛)∑
[(𝑛 + 𝛽𝑛)𝑥]

𝑘

𝑘!

∞

𝑘=0

𝑒−(𝑛+𝛽𝑛)𝑥 (
𝑘

𝑛 + 𝛽𝑛
− 𝑥)

𝑟

 

       −𝑟∑
[(𝑛 + 𝛽𝑛)𝑥]

𝑘

𝑘!

∞

𝑘=0

𝑒−(𝑛+𝛽𝑛)𝑥 (
𝑘

𝑛 + 𝛽𝑛
− 𝑥)

𝑟−1

 

      = [
𝑘

𝑥
− (𝑛 + 𝛽𝑛)]𝓊𝑛+𝛽𝑛,𝑟(𝓍) − 𝑟𝓊𝑛+𝛽𝑛,𝑟−1(𝓍) 

olur. Bu ifadenin her iki tarafı 𝓍 ile çarpıldıktan sonra düzenlenirse  

𝓍𝓊𝑛+𝛽𝑛,𝑟
′ (𝓍) + 𝓍𝑟𝓊𝑛+𝛽𝑛,𝑟−1(𝓍) = 𝑘𝓊𝑛+𝛽𝑛,𝑟(𝓍) − (𝑛 + 𝛽𝑛)𝓍𝓊𝑛+𝛽𝑛,𝑟(𝓍)             

elde edilir.  

Diğer taraftan  

𝓊𝑛+𝛽𝑛,𝑟+1(𝓍) = ∑
[(𝑛 + 𝛽𝑛)𝑥]

𝑘

𝑘!

∞

𝑘=0

𝑒−(𝑛+𝛽𝑛)𝑥 (
𝑘

𝑛 + 𝛽𝑛
− 𝑥)

𝑟

(
𝑘

𝑛 + 𝛽𝑛
− 𝑥) 

                          =
𝑘

𝑛 + 𝛽𝑛
𝓊𝑛+𝛽𝑛,𝑟(𝓍) − 𝓍𝓊𝑛+𝛽𝑛,𝑟(𝓍) 

       ⇒ (𝑛 + 𝛽𝑛)𝓊𝑛+𝛽𝑛,𝑟+1(𝓍) + (𝑛 + 𝛽𝑛)𝓍𝓊𝑛+𝛽𝑛,𝑟(𝓍) = 𝑘𝓊𝑛+𝛽𝑛,𝑟(𝓍) 

şeklinde yazılabilir. Bu ifade düzenlenip yerine yazılırsa  

𝓍𝓊𝑛+𝛽𝑛,𝑟
′ (𝓍) + 𝓍𝓊𝑛+𝛽𝑛,𝑟−1(𝓍) 

= (𝑛 + 𝛽𝑛)𝓊𝑛+𝛽𝑛,𝑟+1(𝓍) + (𝑛 + 𝛽𝑛)𝓍𝓊𝑛+𝛽𝑛,𝑟(𝓍) − (𝑛 + 𝛽𝑛)𝓍𝓊𝑛+𝛽𝑛,𝑟(𝓍) 

(𝑛 + 𝛽𝑛)𝓊𝑛+𝛽𝑛,𝑟+1(𝓍) = 𝓍[𝓊𝑛+𝛽𝑛,𝑟
′ (𝓍) + 𝑟𝓊𝑛+𝛽𝑛,𝑟−1(𝓍)] 

şeklinde istenilen (4.5) eşitliği elde edilir. Şimdi Lemma da verilen 1. ifadeyi 

gösterelim. 
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∑
[(𝑛 + 𝛽𝑛)𝑥]

𝑘

𝑘!

∞

𝑘=0

𝑒−(𝑛+𝛽𝑛)𝑥 = 1 

olduğu göz önüne alınırsa  

𝓊𝑛+𝛽𝑛,𝑟(𝓍) = ∑
[(𝑛 + 𝛽𝑛)𝑥]

𝑘

𝑘!

∞

𝑘=0

𝑒−(𝑛+𝛽𝑛)𝑥 (
𝑘

𝑛 + 𝛽𝑛
− 𝑥)

𝑟

= (
𝑘

𝑛 + 𝛽𝑛
− 𝑥)

𝑟

 

şeklinde yazılabilir ki buradan 𝓊𝑛+𝛽𝑛,𝑟(𝓍) ler derecesi  ≤ 𝑟 olan polinom şeklindeki 

bir fonksiyondur. 

2. ifadeyi görmek için ise 

[
𝑟 + 1

2
] = {

𝑟 + 1

2
        ;    𝑟 + 1  tek ise

𝑟

2
               ;    𝑟 + 1 çift ise

 

tanımını hatırlarsak 

𝓊𝑛+𝛽𝑛,𝑟(𝓍) = (
𝑘

𝑛 + 𝛽𝑛
− 𝑥)

𝑟

=
(𝑘 − (𝑛 + 𝛽𝑛)𝓍)

𝑟

(𝑛 + 𝛽𝑛)𝑟
        

                 =
1

(𝑛 + 𝛽𝑛)𝑟
∑(

𝑟

𝑗
) (−(𝑛 + 𝛽𝑛)𝓍)

𝑟−𝑗𝑘𝑗
𝑟

𝑗=0

 

ifadesinden ve binom açılımından görülür ki 𝓊𝑛+𝛽𝑛,𝑟(𝓍) = 𝑂 (
1

𝑛
[
𝑟+1
2
]
)       ;   𝑛 ⟶ ∞ 

dir. 

Lemma 4.3. Merkez momentler 

𝑇𝑛,𝑎,𝛽𝑛,𝑟(𝓍) = 𝐴𝑛,𝑎,𝛽𝑛((𝑡 − 𝓍)
𝑟; 𝓍)

= (𝑛 + 𝑎 − 1)∑𝑝𝑛,𝛽𝑛,𝑘(𝓍)∫ 𝑞𝑛,𝑎,𝑘(𝑡)(𝑡 − 𝓍)
𝑟𝑑𝑡

∞

0

∞

𝑘=0

                 (4.6) 

olarak tanımlanırsa, bu durumda   

       𝑇𝑛,𝑎,𝛽𝑛,0(𝓍) = 1 

        𝑇𝑛,𝑎,𝛽𝑛,1(𝓍) =
(𝛽𝑛 − 𝑎 + 2)𝓍 + 1

(𝑛 + 𝑎 − 2)
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     𝑇𝑛,𝑎,𝛽𝑛,2(𝓍) =
[(𝑛 − 𝑎 − 3) + (𝛽𝑛 − 𝑎 + 3)

2]𝓍2 + (2𝑛 + 4𝛽𝑛 − 2𝑎 + 6)𝓍 + 2

(𝑛 + 𝑎 − 2)(𝑛 + 𝑎 − 3)
 

eşitlikleri sağlanır. Ayrıca 𝑛 > 1 için 𝑇𝑛,𝑎,𝛽𝑛,𝑟(𝓍) ler aşağıdaki rekürans bağıntısını 

sağlar. 

(𝑛 + 𝑎 − 𝑟 − 2)𝑇𝑛,𝑎,𝛽𝑛,𝑟+1(𝓍)  

=  𝓍𝑇𝑛,𝑎,𝛽𝑛,𝑟
′ (𝓍) + [(2𝑟 + 𝑎 − 𝛽𝑛 + 2)𝓍 + 𝑟 + 1]𝑇𝑛,𝑎,𝛽𝑛(𝓍) 

      +(𝓍2 + 2𝓍)𝑟𝑇𝑛,𝑎,𝛽𝑛,𝑟−1(𝓍)                                                                               (4.7) 

Bu rekürans bağıntısının bir sonucu olarak, 𝑛 → ∞ ve tüm 𝓍 ∈ [0,∞) için 

𝑇𝑛,𝑎,𝛽𝑛,𝑟(𝓍) = 𝑂 (
1

𝑛
[
𝑟+1
2
]
)  olduğu görülür. 

İspat :  İspat in 𝐴𝑛,𝑎,𝛽𝑛 operatörünün lineer olduğundan faydalanılacaktır. Buna göre,  

𝑟 = 0 için; 

𝑇𝑛,𝑎,𝛽𝑛,0(𝓍) 

= (𝑛 + 𝑎 − 1)∑
[(𝑛 + 𝛽𝑛)𝓍]

𝑘

𝑘!

∞

𝑘=0

𝑒−(𝑛+𝛽𝑛)𝓍
(𝑛 + 𝑎 + 𝑘 − 1)!

𝑘! (𝑛 + 𝑎 − 1)!
∫

𝑡𝑘

(1 + 𝑡)𝑛+𝑎+𝑘

∞

0

𝑑𝑡   

= 1 

olur. 

𝑟 = 1 için; 

𝑇𝑛,𝑎,𝛽𝑛,1(𝓍) = 𝐴𝑛,𝑎,𝛽𝑛((𝑡 − 𝓍); 𝓍) = 𝐴𝑛,𝑎,𝛽𝑛(𝑡; 𝓍) − 𝐴𝑛,𝑎,𝛽𝑛(𝓍; 𝓍) 

                     = 𝐴𝑛,𝑎,𝛽𝑛(𝑡; 𝓍) − 𝓍𝐴𝑛,𝑎,𝛽𝑛(1; 𝓍) 

                   =
(𝑛 + 𝛽𝑛)𝓍 + 1

(𝑛 + 𝑎 − 2)
− 𝓍 =

(𝛽𝑛 − 𝑎 + 2)𝓍 + 1

(𝑛 + 𝑎 − 2)
 

olur. 
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𝑟 = 2 için; 

𝑇𝑛,𝑎,𝛽𝑛,2(𝓍) = 𝐴𝑛,𝑎,𝛽𝑛((𝑡 − 𝓍)
2; 𝓍) = 𝐴𝑛,𝑎,𝛽𝑛(𝑡

2 − 2𝑡𝓍 + 𝓍2) ; 𝓍) 

                   = 𝐴𝑛,𝑎,𝛽𝑛(𝑡
2; 𝓍) − 2𝑟𝐴𝑛,𝑎,𝛽𝑛(𝑡; 𝓍) + 𝐴𝑛,𝑎,𝛽𝑛(𝓍

2; 𝓍) 

=
[(𝑛 + 𝛽𝑛)𝓍]

2 + 4[(𝑛 + 𝛽𝑛)𝓍] + 2

(𝑛 + 𝑎 − 2)(𝑛 + 𝑎 − 3)
− 2𝓍 [

(𝑛 + 𝛽𝑛)𝓍 + 1

(𝑛 + 𝑎 − 2)
] + 𝓍2 

=
[(𝑛 + 𝛽𝑛)𝓍]

2 + 4[(𝑛 + 𝛽𝑛)𝓍] + 2 − 2(𝑛 + 𝛽𝑛)(𝑛 + 𝑎 − 3)𝓍
2 − 2𝓍(𝑛 + 𝑎 − 3)

(𝑛 + 𝑎 − 2)(𝑛 + 𝑎 − 3)

+
(𝑛 + 𝑎 − 2)(𝑛 + 𝑎 − 3)𝓍2

(𝑛 + 𝑎 − 2)(𝑛 + 𝑎 − 3)
 

   =
[(𝑛 − 𝑎 − 3) + (𝛽𝑛 − 𝑎 + 3)

2]𝓍2 + (2𝑛 + 4𝛽𝑛 − 2𝑎 + 6)𝓍 + 2

(𝑛 + 𝑎 − 2)(𝑛 + 𝑎 − 3)
 

olarak elde edilirler. 

Şimdi Lemma da verilen rekürans bağıntısının ispatını vermek için ihtiyaç duyulan 

aşağıdaki eşitliklerin sağlandığı kolayca gösterilebilir. 

𝑡(1 + 𝑡)𝑞𝑛,𝑎,𝑘
′ (𝑡) =  [𝑘 − (𝑛 + 𝑎)𝑡]𝑞𝑛,𝑎,𝑘(𝑡) 

            𝓍𝑝𝑛,𝛽𝑛,𝑘
′ (𝓍) = [𝑘 − (𝑛 + 𝛽𝑛)𝓍]𝑝𝑛,𝑎,𝑘(𝓍) 

𝑡 = 𝑡 − 𝓍 + 𝓍 = (𝑡 − 𝓍) + 𝓍 

𝑡2 = (𝑡 − 𝓍)2 + 2𝓍[(𝑡 − 𝓍) + 𝓍] − 𝓍2 

𝑡(1 + 𝑡) = (𝑡 − 𝓍)2 + (2𝓍 + 1)(𝑡 − 𝓍) + 𝓍2 + 𝓍 

Ayrıca (4.6) ile tanımlanan  𝑇𝑛,𝑎,𝛽𝑛,𝑟(𝓍) nin tanımı göz önüne alınırsa Leibniz kuralı 

kullanılarak türev alınırsa  

𝑇𝑛,𝑎,𝛽𝑛,𝑟
′ (𝓍) = (𝑛 + 𝑎 − 1)∑

𝑘(𝑛 + 𝛽𝑛)[(𝑛 + 𝛽𝑛)𝓍]
𝑘−1

𝑘!

∞

𝑘=0

𝑒−(𝑛+𝛽𝑛)𝓍
(𝑛 + 𝑎)𝑘

𝑘!

× ∫
𝑡𝑘(𝑡 − 𝓍)𝑟

(1 + 𝑡)𝑛+𝑎+𝑘

∞

0

𝑑𝑡   

−(𝑛 + 𝛽𝑛)(𝑛 + 𝑎 − 1)∑
[(𝑛 + 𝛽𝑛)𝓍]

𝑘

𝑘!

∞

𝑘=0

𝑒−(𝑛+𝛽𝑛)𝓍
(𝑛 + 𝑎)𝑘

𝑘!
∫

𝑡𝑘(𝑡 − 𝓍)𝑟

(1 + 𝑡)𝑛+𝑎+𝑘

∞

0

𝑑𝑡   
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−𝑟(𝑛 + 𝑎 − 1)∑
[(𝑛 + 𝛽𝑛)𝓍]

𝑘

𝑘!

∞

𝑘=0

𝑒−(𝑛+𝛽𝑛)𝓍
(𝑛 + 𝑎)𝑘

𝑘!
∫
𝑡𝑘(𝑡 − 𝓍)𝑟−1

(1 + 𝑡)𝑛+𝑎+𝑘

∞

0

𝑑𝑡   

=
𝑘

𝓍
𝑇𝑛,𝑎,𝛽𝑛,𝑟(𝓍) − (𝑛 + 𝛽𝑛)𝑇𝑛,𝑎,𝛽𝑛,𝑟(𝓍) − 𝑟𝑇𝑛,𝑎,𝛽𝑛,𝑟−1(𝓍) 

⇒ 𝓍𝑇𝑛,𝑎,𝛽𝑛,𝑟
′ (𝓍) = [𝑘 − (𝑛 + 𝛽𝑛)𝓍]𝑇𝑛,𝑎,𝛽𝑛,𝑟(𝓍) − 𝑟𝓍𝑇𝑛,𝑎,𝛽𝑛,𝑟−1(𝓍)    …  (*) 

olur.  

Diğer taraftan  

𝓍𝑇𝑛,𝑎,𝛽𝑛,𝑟
′ (𝓍) + 𝑟𝓍𝑇𝑛,𝑎,𝛽𝑛,𝑟−1(𝓍) 

= (𝑛 + 𝑎 − 1)∑𝑝𝑛,𝛽𝑛,𝑘(𝓍)∫[𝑘 − (𝑛 + 𝑎)𝑡]𝑞𝑛,𝑎,𝑘(𝑡)(𝑡 − 𝓍)
𝑟𝑑𝑡

∞

0

∞

𝑘=0

 

= (𝑛 + 𝑎 − 1)∑𝑝𝑛,𝛽𝑛,𝑘(𝓍)∫[𝑘 − (𝑛 + 𝛽𝑛)𝓍 + (𝑛 + 𝑎)𝑡 − (𝑛 + 𝑎)𝑡 − 𝑎𝓍

∞

0

∞

𝑘=0

+ 𝑎𝓍]𝑞𝑛,𝑎,𝑘(𝑡)(𝑡 − 𝓍)
𝑟𝑑𝑡 

= (𝑛 + 𝑎 − 1)∑𝑝𝑛,𝛽𝑛,𝑘(𝓍)∫{[𝑘 − (𝑛 + 𝑎)𝑡] + (𝑛 + 𝑎)(𝑡 − 𝓍)                           

∞

0

∞

𝑘=0

− (𝛽𝑛 − 𝑎)𝓍}𝑞𝑛,𝑎,𝑘(𝑡)(𝑡 − 𝓍)
𝑟𝑑𝑡 

= (𝑛 + 𝑎 − 1)∑𝑝𝑛,𝛽𝑛,𝑘(𝓍)∫ 𝑡(1 + 𝑡)𝑞𝑛,𝑎,𝑘
′ (𝑡)(𝑡 − 𝓍)𝑟 + (𝑛 + 𝑎)𝑇𝑛,𝑎,𝛽𝑛,𝑟+1

∞

0

∞

𝑘=0

(𝓍)

− (𝛽𝑛 − 𝑎)𝓍𝑇𝑛,𝑎,𝛽𝑛,𝑟(𝓍) 

= (𝑛 + 𝑎 − 1)∑𝑝𝑛,𝛽𝑛,𝑘(𝓍)∫ 𝑞𝑛,𝑎,𝑘
′ (𝑡)(𝑡 − 𝓍)𝑟+2𝑑𝑡

∞

0

∞

𝑘=0

 

+(𝑛 + 𝑎 − 1)(2𝓍 + 1)∑𝑝𝑛,𝛽𝑛,𝑘(𝓍)∫ 𝑞𝑛,𝑎,𝑘
′ (𝑡)(𝑡 − 𝓍)𝑟+1𝑑𝑡

∞

0

∞

𝑘=0

 

+(𝑛 + 𝑎 − 1)(3𝓍2 + 𝓍)∑𝑝𝑛,𝛽𝑛,𝑘(𝓍)∫ 𝑞𝑛,𝑎,𝑘
′ (𝑡)(𝑡 − 𝓍)𝑟𝑑𝑡

∞

0

∞

𝑘=0
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                  +(𝑛 + 𝑎)𝑇𝑛,𝑎,𝛽𝑛,𝑟+1(𝓍) − (𝛽𝑛 − 𝑎)𝓍𝑇𝑛,𝑎,𝛽𝑛,𝑟(𝓍) 

olur. Şimdi integrallere kısmi integrasyon uygularsak  

𝓍𝑇𝑛,𝑎,𝛽𝑛,𝑟
′ (𝓍) + 𝑟𝑇𝑛,𝑎,𝛽𝑛,𝑟−1(𝓍) 

= −(𝑛 + 𝑎 − 1)(𝑟 + 2)∑𝑝𝑛,𝛽𝑛,𝑘(𝓍)∫ 𝑞𝑛,𝑎,𝑘(𝑡)(𝑡 − 𝓍)
𝑟+1𝑑𝑡

∞

0

∞

𝑘=0

 

−(𝑛 + 𝑎 − 1)(2𝓍 + 1)(𝑟 + 1)∑𝑝𝑛,𝛽𝑛,𝑘(𝓍)∫ 𝑞𝑛,𝑎,𝑘(𝑡)(𝑡 − 𝓍)
𝑟𝑑𝑡

∞

0

∞

𝑘=0

 

−(𝑛 + 𝑎 − 1)(𝓍2 + 𝓍)𝑟∑𝑝𝑛,𝛽𝑛,𝑘(𝓍)∫ 𝑞𝑛,𝑎,𝑘(𝑡)(𝑡 − 𝓍)
𝑟−1𝑑𝑡

∞

0

∞

𝑘=0

 

+(𝑛 + 𝑎)𝑇𝑛,𝑎,𝛽𝑛,𝑟+1(𝓍) − (𝑏 − 𝑎)𝓍𝑇𝑛,𝑎,𝛽𝑛,𝑟(𝓍) 

= (𝑛 + 𝑎 − 𝑟 − 2)𝑇𝑛,𝑎,𝛽𝑛,𝑟+1(𝓍) − (2𝓍𝑟 + 2𝓍 + 𝑟 + 1 − 𝛽𝑛𝓍 + 𝑎𝓍)𝑇𝑛,𝑎,𝛽𝑛,𝑟(𝓍)

− (𝓍2 + 𝓍)𝑟𝑇𝑛,𝑎,𝛽𝑛,𝑟−1(𝓍) 

elde edilir. Buradan (*) ifadesi de göz önüne alınarak 

(𝑛 + 𝑎 − 𝑟 − 2)𝑇𝑛,𝑎,𝛽𝑛,𝑟+1(𝓍) 

= 𝓍𝑇𝑛,𝑎,𝛽𝑛,𝑟
′ (𝓍) + [(2𝑟 + 𝑎 − 𝛽𝑛 + 2)𝓍 + 𝑟 + 1]𝑇𝑛,𝑎,𝛽𝑛,𝑟(𝓍)

+ (𝓍2 + 2𝓍)𝑟𝑇𝑛,𝑎,𝛽𝑛,𝑟−1(𝓍) 

şeklinde (4.7)  eşitliği elde edilir.  

Bir önceki Lemma 4.2. deki benzer düşünce yardımıyla 𝑛 → ∞ ve tüm 𝓍 ∈ [0,∞) 

için 

𝑇𝑛,𝑎,𝛽𝑛,𝑟(𝓍) = 𝑂 (𝑛−[
𝑟+1
2
]) 

olduğunu gösterir. 

Lemma 4.4. Tüm 𝑟 ∈ ℕ0 için,  𝐴𝑛,𝑎,,𝛽𝑛(𝑡
𝑟; 𝓍) ifadesi 𝓍 in 𝑟 inci dereceden bir 

polinomudur. Üstelik  
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 𝐴𝑛,𝑎,,𝛽𝑛(𝑡
𝑟; 𝓍) =

𝑟! (𝑛 + 𝑎 − 𝑟 − 2)!

(𝑛 + 𝑎 − 2)!
∑(

𝑟

𝑗
)
((𝑛 + 𝛽𝑛)𝓍)

𝑗

𝑗!

𝑟

𝑗=0

 

şeklinde yazılabilir. 

İspat :  Bunun için önce  𝐴𝑛,𝑎,𝛽𝑛(𝑡
𝑟; 𝓍) ifadesini hesaplayalım. Bunun için  

(3.4), (3.9) ve  Γ(𝑘 + 𝑟 + 1) = Γ(𝑟 + 1)(𝑟 + 1)𝑘 = 𝑟! (𝑟 + 1)𝑘 = (1)𝑘 eşitliği 

kullanılarak operatör üzerinde gerekli işlemler yapılırsa 

 𝐴𝑛,𝑎,𝛽𝑛(𝑡
𝑟; 𝓍) 

= (𝑛 + 𝑎 − 1)∑
[(𝑛 + 𝛽𝑛)𝑥]

𝑘

𝑘!

∞

𝑘=0

𝑒−(𝑛+𝛽𝑛)𝑥
(𝑛 + 𝑎 + 𝑘 − 1)!

𝑘! (𝑛 + 𝑎 − 1)!
∫

𝑡𝑘+𝑟

(1 + 𝑡)𝑛+𝑎+𝑘

∞

0

𝑑𝑡    

= (𝑛 + 𝑎 − 1)∑
[(𝑛 + 𝛽𝑛)𝑥]

𝑘

𝑘!
 

∞

𝑘=0

𝑒−(𝑛+𝛽𝑛)𝑥
(𝑛 + 𝑎 + 𝑘 − 1)!

𝑘! (𝑛 + 𝑎 − 1)!
 

                          × 𝐵(𝑘 + 𝑟 + 1, 𝑛 + 𝑎 − 𝑟 − 1)   

= (𝑛 + 𝑎 − 1)∑
[(𝑛 + 𝛽𝑛)𝑥]

𝑘

𝑘!

∞

𝑘=0

𝑒−(𝑛+𝛽𝑛)𝑥
(𝑛 + 𝑎 + 𝑘 − 1)!

𝑘! (𝑛 + 𝑎 − 1)!

×
Γ(𝑘 + 𝑟 + 1)Γ(𝑛 + 𝑎 − 𝑟 − 1)

Γ(𝑛 + 𝑎 + 𝑘)
   

= (𝑛 + 𝑎 − 1)∑
[(𝑛 + 𝛽𝑛)𝑥]

𝑘

𝑘!

∞

𝑘=0

𝑒−(𝑛+𝛽𝑛)𝑥
(𝑛 + 𝑎 + 𝑘 − 1)!

𝑘! (𝑛 + 𝑎 − 1)!

×
𝑟! (𝑟 + 1)𝑘(𝑛 + 𝑎 − 𝑟 − 2)!

(𝑛 + 𝑎 + 𝑘 − 1)!
 

= (𝑛 + 𝑎 − 1)∑
[(𝑛 + 𝛽𝑛)𝑥]

𝑘

𝑘!

∞

𝑘=0

𝑒−(𝑛+𝛽𝑛)𝑥
𝑟! (𝑛 + 𝑎 − 𝑟 − 2)!

(𝑛 + 𝑎 − 1)!

(𝑟 + 1)𝑘
𝑘!

 

= 𝑒−(𝑛+𝛽𝑛)𝑥
𝑟! (𝑛 + 𝑎 − 𝑟 − 2)!

(𝑛 + 𝑎 − 2)!
∑

[(𝑛 + 𝛽𝑛)𝑥]
𝑘

𝑘!

∞

𝑘=0

(𝑟 + 1)𝑘
𝑘!

 

=
𝑟! (𝑛 + 𝑎 − 𝑟 − 2)!

(𝑛 + 𝑎 − 2)!
𝑒−(𝑛+𝛽𝑛)𝑥 𝐹1(𝑟 + 1; 1; (𝑛 + 𝛽𝑛)𝓍)1  

ifadesi yazılabilir. 
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𝐹1(𝛼; 𝛽; 𝓍) = 𝑒𝓍1 𝐹11 (𝑟 + 1; 1; (𝑛 + 𝛽𝑛)𝓍) 

Kummer Transformasyonu ve  

                                          𝐹1 1(1; 1; 𝓍) = 𝑒
𝓍 

eşitliği gereğince  

𝑒−(𝑛+𝛽𝑛)𝓍 𝐹1 1(𝑟 + 1; 1; (𝑛 + 𝛽𝑛)𝓍) = 𝐹1 1(−𝑟; 1;−(𝑛 + 𝛽𝑛)𝑥)  

olur.  

Böylece  

𝐴𝑛,𝑎,𝛽𝑛(𝑡
𝑟; 𝓍) =

𝑟! (𝑛 + 𝑎 − 𝑟 − 2)!

(𝑛 + 𝑎 − 2)!
𝐹11 (−𝑟; 1; −(𝑛 + 𝛽𝑛)𝓍) 

şeklinde yazılabilir.  

     Ayrıca Konfluent hipergeometrik fonksiyon, Genelleştirilmiş Laguerre 

polinomları ile bağlantılı olduğundan,  

𝐿𝑛
𝑚(𝓍) = (

𝑚 + 𝑛

𝑛
) 𝐹11 (−𝑛;𝑚 + 1; 𝓍) =

(𝑚 + 𝑛)!

𝑚! 𝑛!
𝐹1(−𝑛;𝑚 + 1; 𝓍)1  

bağıntısını sağlamaktadır ve  

𝐿𝑟
0(𝓍) = 𝐿𝑟(𝓍) = 𝐹11 (−𝑟; 1; 𝓍) ⇒ 𝐿𝑟(−(𝑛 + 𝛽𝑛)𝓍) = 𝐹1 (−𝑟; 1;−(𝑛 + 𝛽𝑛)𝓍)1   

eşitliği sağlandığından 

𝐴𝑛,𝑎,𝛽𝑛(𝑡
𝑟; 𝓍) =

𝑟! (𝑛 + 𝑎 − 𝑟 − 2)!

(𝑛 + 𝑎 − 2)!
𝐹11 (−𝑟; 1; −(𝑛 + 𝛽𝑛)𝓍) 

          =
𝑟! (𝑛 + 𝑎 − 𝑟 − 2)!

(𝑛 + 𝑎 − 2)!
𝐿𝑟(−(𝑛 + 𝛽𝑛)𝓍) 

şeklinde yazılabilir. Laguerre polinomları 

𝐿𝑟(𝓍) =∑(−1)𝑗
𝑟

𝑗=0

(
𝑟

𝑟 − 𝑗
)
𝓍𝑗

𝑗!
= ∑(−1)𝑗

𝑟

𝑗=0

(
𝑟

𝑗
)
𝓍𝑗

𝑗!
 

eşitliği sağlandığından  
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𝐴𝑛,𝑎,𝛽𝑛(𝑡
𝑟; 𝓍) =

𝑟! (𝑛 + 𝑎 − 𝑟 − 2)!

(𝑛 + 𝑎 − 2)!
∑(

𝑟

𝑗
)
((𝑛 + 𝛽𝑛)𝓍)

𝑗

𝑗!

𝑟

𝑗=0

 

şeklinde yazılabilir ki bu istenilendir. 

Remark : 𝐴𝑛,𝑎,𝛽𝑛(𝑡
𝑟; 𝓍) ifadesi 𝓍 in 𝑟 inci dereceden bir polinomudur. 

 Gerçekten de 𝐴𝑛,𝑎,𝛽𝑛(𝑡
𝑟; 𝓍) ifadesi göz önüne alınarak 

𝐴𝑛,𝑎,𝛽𝑛(𝑡
𝑟; 𝓍) =

𝑟! (𝑛 + 𝑎 − 𝑟 − 2)!

(𝑛 + 𝑎 − 2)!
∑(

𝑟

𝑗
)
((𝑛 + 𝛽𝑛)𝓍)

𝑗

𝑗!

𝑟

𝑗=0

 

                         =
𝑟! (𝑛 + 𝑎 − 𝑟 − 2)!

(𝑛 + 𝑎 − 2)!
{(
𝑟

𝑟
)
((𝑛 + 𝛽𝑛)𝓍)

𝑟

𝑟!
+ (

𝑟

𝑟 − 1
)
((𝑛 + 𝛽𝑛)𝓍)

𝑟−1

(𝑟 − 1)!

+ ⋯+ (
𝑟

1
)
((𝑛 + 𝛽𝑛)𝓍)

1

1!
+ (

𝑟

0
)} 

=
(𝑛 + 𝛽𝑛)

𝑟(𝑛 + 𝑎 − 𝑟 − 2)!

(𝑛 + 𝑎 − 2)!
𝓍𝑟 +

𝑟2(𝑛 + 𝛽𝑛)
𝑟−1(𝑛 + 𝑎 − 𝑟 − 2)!

(𝑛 + 𝑎 − 2)!
𝓍𝑟−1

+
𝑟(𝑟 − 1)(𝑛 + 𝛽𝑛)

𝑟−2(𝑛 + 𝑎 − 𝑟 − 2)!

(𝑛 + 𝑎 − 2)!
𝓍𝑟−2 + 𝑂(𝑛−2) 

ifadesi yazılabilir ki bu iddia edilendir. 

Lemma 4.5. 𝑛, 𝑘 dan bağımsız bir 𝜙𝑖,𝑗,𝑟(𝓍) polinomu vardır. Öyle ki  

𝜙𝑖,𝑗,𝑟+1(𝓍) = −(𝑗 + 1)𝓍𝜙𝑖−1,𝑗+1,𝑟+1(𝓍) − 𝑟𝜙𝑖,𝑗,𝑟(𝓍) + 𝓍𝜙𝑖,𝑗,𝑟
′ (𝓍) − 𝑘𝜙𝑖−1,𝑗,𝑟(𝓍) 

eşitliğini sağlayan bir fonksiyon olmak üzere 

𝓍𝑟
𝑑𝑟

𝑑𝓍𝑟
[𝑒−(𝑛+𝛽𝑛)𝓍[(𝑛 + 𝛽𝑛)𝓍]

𝑘] 

= ∑ (𝑛 + 𝛽𝑛)
𝑖

2𝑖+𝑗≤𝑟
𝑖,𝑗≥0

[𝑘 − (𝑛 + 𝛽𝑛)𝓍]
𝑗𝜙𝑖,𝑗,𝑟(𝓍)𝑒

−(𝑛+𝛽𝑛)𝓍[(𝑛 + 𝛽𝑛)𝓍]
𝑘 

eşitliği sağlanır [21]. 
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İspat : İspat için tümevarım metodunu kullanalım ; 

𝑟 = 1 ⇒  

𝓍
𝑑

𝑑𝓍
[𝑒−(𝑛+𝛽𝑛)𝓍[(𝑛 + 𝛽𝑛)𝓍]

𝑘] 

=  𝓍 [−(𝑛 + 𝛽𝑛) +
𝑘(𝑛 + 𝛽𝑛)

(𝑛 + 𝛽𝑛)𝓍
] [𝑒−(𝑛+𝛽𝑛)𝓍[(𝑛 + 𝛽𝑛)𝓍]

𝑘] 

= [𝑘 − (𝑛 + 𝛽𝑛)𝓍][𝑒
−(𝑛+𝛽𝑛)𝓍[(𝑛 + 𝛽𝑛)𝓍]

𝑘] 

= ∑ (𝑛 + 𝛽𝑛)
0

2𝑖+𝑗≤1
0,1≥0

[𝑘 − (𝑛 + 𝛽𝑛)𝓍]
1𝜙0,1,1(𝓍)𝑒

−(𝑛+𝛽𝑛)𝓍[(𝑛 + 𝛽𝑛)𝓍]
𝑘 

ifadesinde 𝜙0,1,1(𝓍) = 1 olur. Şimdi 𝑟 = 𝑟 için  

𝓍𝑟
𝑑𝑟

𝑑𝓍𝑟
[𝑒−(𝑛+𝛽𝑛)𝓍[(𝑛 + 𝛽𝑛)𝓍]

𝑘] 

= ∑ (𝑛 + 𝛽𝑛)
𝑖

2𝑖+𝑗≤𝑟
𝑖,𝑗≥0

[𝑘 − (𝑛 + 𝛽𝑛)𝓍]
𝑗𝜙𝑖,𝑗,𝑟(𝓍)𝑒

−(𝑛+𝛽𝑛)𝓍[(𝑛 + 𝛽𝑛)𝓍]
𝑘 

ya da  

𝑑𝑟

𝑑𝓍𝑟
[𝑒−(𝑛+𝛽𝑛)𝓍[(𝑛 + 𝛽𝑛)𝓍]

𝑘] 

=
1

𝓍𝑟
∑ (𝑛 + 𝛽𝑛)

𝑖

2𝑖+𝑗≤𝑟
𝑖,𝑗≥0

[𝑘 − (𝑛 + 𝛽𝑛)𝓍]
𝑗𝜙𝑖,𝑗,𝑟(𝓍)𝑒

−(𝑛+𝛽𝑛)𝓍[(𝑛 + 𝛽𝑛)𝓍]
𝑘 

eşitliği doğru olsun. 𝑟 = 𝑟 + 1 için doğruluğunu gösterelim. 

𝑑𝑟+1

𝑑𝓍𝑟+1
[𝑒−(𝑛+𝛽𝑛)𝓍[(𝑛 + 𝛽𝑛)𝓍]

𝑘] 

=
𝑑

𝑑𝓍

{
 
 

 
 
1

𝓍𝑟
∑ (𝑛 + 𝛽𝑛)

𝑖

2𝑖+𝑗≤𝑟
𝑖,𝑗≥0

[𝑘 − (𝑛 + 𝛽𝑛)𝓍]
𝑗𝜙𝑖,𝑗,𝑟(𝓍)𝑒

−(𝑛+𝛽𝑛)𝓍[(𝑛 + 𝛽𝑛)𝓍]
𝑘

}
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= ∑ (𝑛 + 𝛽𝑛)
𝑖 {
−𝑗(𝑛 + 𝛽𝑛)[𝑘 − (𝑛 + 𝛽𝑛)𝓍]

𝑗−1𝓍𝑟 − 𝑟𝓍𝑟−1[𝑘 − (𝑛 + 𝛽𝑛)𝓍]
𝑗

𝓍2𝑟
2𝑖+𝑗≤𝑟
𝑖,𝑗≥0

× 𝑒−(𝑛+𝛽𝑛)𝓍[(𝑛 + 𝛽𝑛)𝓍]
𝑘

+
[𝑘 − (𝑛 + 𝛽𝑛)𝓍]

𝑗

𝓍𝑟
𝜙𝑖,𝑗,𝑟
′ (𝓍)𝑒−(𝑛+𝛽𝑛)𝓍[(𝑛 + 𝛽𝑛)𝓍]

𝑘

−
[𝑘 − (𝑛 + 𝛽𝑛)𝓍]

𝑗

𝓍𝑟
(𝑛 + 𝛽𝑛)𝜙𝑖,𝑗,𝑟(𝓍)𝑒

−(𝑛+𝛽𝑛)𝓍[(𝑛 + 𝛽𝑛)𝓍]
𝑘

+
𝑘

𝓍𝑟+1
[𝑘 − (𝑛 + 𝛽𝑛)𝓍]

𝑗𝜙𝑖,𝑗,𝑟(𝓍)𝑒
−(𝑛+𝛽𝑛)𝓍[(𝑛 + 𝛽𝑛)𝓍]

𝑘} 

= ∑ (𝑛 + 𝛽𝑛)
𝑖

2𝑖+𝑗≤𝑟+1
𝑖,𝑗≥0

𝑒−(𝑛+𝛽𝑛)𝓍[(𝑛 + 𝛽𝑛)𝓍]
𝑘

𝓍𝑟+1

× [𝑘 − (𝑛 + 𝛽𝑛)𝓍]
𝑗{−(𝑗 + 1)𝓍𝜙𝑖−1,𝑗+1,𝑟+1(𝓍) − 𝑟𝜙𝑖,𝑗,𝑟(𝓍)

+ 𝓍𝜙𝑖,𝑗,𝑟
′ (𝓍) − 𝑘𝜙𝑖−1,𝑗,𝑟(𝓍)} 

=
1

𝓍𝑟+1
∑ (𝑛 + 𝛽𝑛)

𝑖

2𝑖+𝑗≤𝑟+1
𝑖,𝑗≥0

[𝑘 − (𝑛 + 𝛽𝑛)𝓍]
𝑗𝜙𝑖,𝑗,𝑟+1(𝓍)𝑒

−(𝑛+𝛽𝑛)𝓍[(𝑛 + 𝛽𝑛)𝓍]
𝑘 

ifadesinden  

𝓍𝑟+1
𝑑𝑟+1

𝑑𝓍𝑟+1
[𝑒−(𝑛+𝛽𝑛)𝓍[(𝑛 + 𝛽𝑛)𝓍]

𝑘] 

= ∑ (𝑛 + 𝛽𝑛)
𝑖

2𝑖+𝑗≤𝑟+1
𝑖,𝑗≥0

[𝑘 − (𝑛 + 𝛽𝑛)𝓍]
𝑗𝜙𝑖,𝑗,𝑟+1(𝓍)𝑒

−(𝑛+𝛽𝑛)𝓍[(𝑛 + 𝛽𝑛)𝓍]
𝑘 

şeklinde yazılabilir. Burada  

𝜙𝑖,𝑗,𝑟+1(𝓍) = −(𝑗 + 1)𝓍𝜙𝑖−1,𝑗+1,𝑟+1(𝓍) − 𝑟𝜙𝑖,𝑗,𝑟(𝓍) + 𝓍𝜙𝑖,𝑗,𝑟
′ (𝓍) − 𝑘𝜙𝑖−1,𝑗,𝑟(𝓍) 

eşitliğini sağlayan bir fonksiyon olup, 2𝑖 + 𝑗 ≤ 𝑟 , 𝑖, 𝑗 ≥ 0 şartlarının sağlanmadığı 

durumlarda 𝜙𝑖,𝑗,𝑟(𝓍) = 0 dır. Böylece ispat tamamlanır. 

Lemma 4.6.  𝑓 , [0,∞) aralığında 𝑟 kere türevlenebilen bir fonksiyon ve 𝛼 > 0 ,   

 𝑛 > 𝛼 + 𝑟 olmak üzere 𝑟 = 1,2, … ve 𝑡 → ∞ için 𝑓(𝑟−1) = 𝑂(𝑡𝛼) olsun. O takdirde  
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𝐴𝑛,𝑎,𝛽𝑛
(𝑟) (𝑓; 𝓍)

=
(𝑛 + 𝛽𝑛)

𝑟(𝑛 − 𝑟 + 𝑎 − 1)!

(𝑛 + 𝑎 − 2)!
∑𝑝𝑛,𝛽𝑛,𝑘(𝓍)∫(−1)

𝑟𝑞𝑛−𝑟,𝑎,𝑘+𝑟

∞

0

∞

𝑘=0

(𝑡)𝑓(𝑟)(𝑡)𝑑𝑡 

olur. 

İspat :  Leibniz formülü gereğince çarpımın türevinden  

𝐴𝑛,𝑎,𝛽𝑛
(𝑟) (𝑓; 𝓍) 

= (𝑛 + 𝑎 − 1)∑∑(
𝑟

𝑖
)

∞

𝑘=𝑖

𝑟

𝑖=0

(−1)𝑟−𝑖(𝑛 + 𝛽𝑛)
𝑟[(𝑛 + 𝛽𝑛)𝓍]

𝑘−𝑖

(𝑘 − 𝑖)!
𝑒−(𝑛+𝛽𝑛)𝓍

×
(𝑛 + 𝑎+ 𝑘− 1)!

𝑘! (𝑛+ 𝑎− 1)!
∫

𝑡𝑘

(1 + 𝑡)𝑛+𝑎+𝑘
𝑓(𝑡)

∞

0

𝑑𝑡    

yazılabilir. İkinci toplamda 𝑘 yerine 𝑘 + 𝑖 alınıp toplamın yeri değiştirilirse 

𝐴𝑛,𝑎,𝛽𝑛
(𝑟) (𝑓; 𝓍) 

= (𝑛 + 𝑎 − 1)∑∑(
𝑟

𝑖
)

𝑟

𝑖=0

∞

𝑘=0

(−1)𝑟−𝑖(𝑛 + 𝛽𝑛)
𝑟[(𝑛 + 𝛽𝑛)𝓍]

𝑘

𝑘!
𝑒−(𝑛+𝛽𝑛)𝓍

×
(𝑛+ 𝑎+ 𝑘+ 𝑖 − 1)!

(𝑘 + 𝑖)! (𝑛 + 𝑎− 1)!
∫

𝑡𝑘+𝑖

(1 + 𝑡)𝑛+𝑎+𝑘+𝑖
𝑓(𝑡)

∞

0

𝑑𝑡    

= (𝑛 + 𝑎 − 1)∑
[(𝑛 + 𝛽𝑛)𝓍]

𝑘

𝑘!
𝑒−(𝑛+𝛽𝑛)𝓍∫(−1)𝑟∑(

𝑟

𝑖
) (𝑛 + 𝛽𝑛)

𝑟
(−1)𝑖

𝑟

𝑖=0

∞

0

∞

𝑘=0

×
(𝑛 + 𝑎 + 𝑘 + 𝑖 − 1)!

(𝑘 + 𝑖)! (𝑛 + 𝑎 − 1)!
∫

𝑡𝑘+𝑖

(1 + 𝑡)𝑛+𝑎+𝑘+𝑖
𝑓(𝑡)

∞

0

𝑑𝑡   

= (𝑛 + 𝑎 − 1)∑𝑝𝑛,𝛽𝑛,𝑘
(𝓍)∫(−1)𝑟∑(

𝑟

𝑖
) (𝑛 + 𝛽𝑛)

𝑟(−1)𝑖𝑞𝑛,𝑎,𝑘+𝑖  (𝑡) 𝑓(𝑡)𝑑𝑡

𝑟

𝑖=0

∞

0

∞

𝑘=0

 

şeklinde yazılabilir.  

Ayrıca  

              𝑞𝑛−𝑟,𝑎,𝑘+𝑟(𝑡) =
(𝑛 + 𝑎+ 𝑘− 1)!

(𝑘 + 𝑟)! (𝑛 − 𝑟 + 𝑎− 1)!
𝑡𝑘+𝑟(1 + 𝑡)−𝑛−𝑎−𝑘                  
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olarak tanımlanırsa ve 𝑟 = 1 için türev alınırsa 

𝑞𝑛−1,𝑎,𝑘+1
′ (𝑡)  =

(𝑛 + 𝑎 + 𝑘 − 1)!

(𝑘 + 1)! (𝑛 + 𝑎 − 2)!

× [(𝑘 + 1)𝑡−1 − (𝑛 + 𝑎 + 𝑘)(1 + 𝑡)] 𝑡𝑘+1(1 + 𝑡)−𝑛−𝑎−𝑘 

=
(𝑛 + 𝑎 + 𝑘 − 1)!

(𝑘 + 1)! (𝑛 + 𝑎 − 2)!
[(𝑘 + 1)

𝑡𝑘

(1 + 𝑡)𝑛+𝑎+𝑘
− (𝑛 + 𝑎 + 𝑘)

𝑡𝑘+1

(1 + 𝑡)𝑛+𝑎+𝑘+1
] 

=
(𝑛 + 𝑎 − 1)!

(𝑛 + 𝑎 − 2)!

(𝑛 + 𝑎 + 𝑘 − 1)!

𝑘! (𝑛 + 𝑎 − 1)!

𝑡𝑘

(1 + 𝑡)𝑛+𝑎+𝑘
 

         −
(𝑛 + 𝑎 − 1)!

(𝑛 + 𝑎 − 2)!

(𝑛 + 𝑎 + 𝑘)!

(𝑘 + 1)! (𝑛 + 𝑎 − 1)!

𝑡𝑘+1

(1 + 𝑡)𝑛+𝑎+𝑘+1
 

=
(𝑛 + 𝑎 − 1)!

(𝑛 + 𝑎 − 2)!
[
(𝑛 + 𝑎 + 𝑘 − 1)!

𝑘! (𝑛 + 𝑎 − 1)!

𝑡𝑘

(1 + 𝑡)𝑛+𝑎+𝑘

−
(𝑛 + 𝑎 + 𝑘)!

(𝑘 + 1)! (𝑛 + 𝑎 − 1)!

𝑡𝑘+1

(1 + 𝑡)𝑛+𝑎+𝑘+1
] 

=
(𝑛 + 𝑎 − 1)!

(𝑛 + 𝑎 − 2)!
[𝑞𝑛,𝑎,𝑘(𝑡) − 𝑞𝑛,𝑎,𝑘+1(𝑡)] 

eşitliği elde edilir. Bu ifadenin Leibniz kuralı yardımı ile 𝑡 ye göre 𝑟 kere türevi 

alınırsa  

𝑞𝑛−𝑟,𝑎,𝑘+𝑟
(𝑟) (𝑡) =

(𝑛 + 𝑎 − 1)!

(𝑛 − 𝑟 + 𝑎 − 1)!
∑(

𝑟

𝑖
) (−1)𝑖𝑞𝑛,𝑎,𝑘+𝑖(𝑡)

𝑟

𝑖=0

 

eşitliğinin sağlandığı tümevarım yöntemi ile ispatlanabilir. Bu ifadede 

∑(
𝑟

𝑖
) (−1)𝑖𝑞𝑛,𝑎,𝑘+𝑖(𝑡)

𝑟

𝑖=0

=
(𝑛 − 𝑟 + 𝑎 − 1)!

(𝑛 + 𝑎 − 1)!
𝑞𝑛−𝑟,𝑎,𝑘+𝑟
(𝑟) (𝑡) 

şeklinde yazılabilir. Bu değer 𝐴𝑛,𝑎,𝛽𝑛
(𝑟) (𝑓; 𝓍) de yerine yazılır ve temel işlemler 

yapılırsa  

𝐴𝑛,𝑎,𝛽𝑛
(𝑟) (𝑓; 𝓍) 

= (𝑛 + 𝑎 − 1)∑𝑝𝑛,𝛽𝑛,𝑘(𝓍)∫(𝑛 + 𝛽𝑛)
𝑟(−1)𝑟∑(

𝑟

𝑖
) (−1)𝑖𝑞𝑛,𝑎,𝑘+𝑖  (𝑡) 𝑓(𝑡)𝑑𝑡

𝑟

𝑖=0

∞

0

∞

𝑘=0
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= (𝑛 + 𝑎 − 1)∑𝑝𝑛,𝛽𝑛,𝑘
(𝓍)∫(𝑛 + 𝛽𝑛)

𝑟
(−1)𝑟

∞

0

∞

𝑘=0

(𝑛 − 𝑟 + 𝑎− 1)!

(𝑛+ 𝑎 − 1)!
𝑞
𝑛−𝑟,𝑎,𝑘+𝑟
(𝑟) (𝑡)𝑓(𝑡)𝑑𝑡 

=
(𝑛 + 𝛽𝑛)

𝑟(𝑛 − 𝑟 + 𝑎 − 1)!

(𝑛 + 𝑎 − 2)!
∑ 𝑝

𝑛,𝛽𝑛,𝑘
(𝓍)∫(−1)𝑟

∞

0

∞

𝑘=0

𝑞𝑛−𝑟,𝑎,𝑘+𝑟
(𝑟) (𝑡)𝑓(𝑡)𝑑𝑡 

eşitliği elde edilir. Bu son ifadeye 𝓊 = 𝑓(𝑡) ⇒   𝑑𝓊 =  𝑓′(𝑡)𝑑𝑡 , 𝑑𝓋 =

𝑞𝑛−𝑟,𝑎,𝑘+𝑟
(𝑟) (𝑡)  ⇒  𝓋 = 𝐵(𝑛 + 𝑘 − 1, 𝑛 + 𝑎 − 𝑟 − 1) ifadeleri kullanılarak 𝑟 kere 

kısmi integrasyon uygulanırsa 

𝐴𝑛,𝑎,𝛽𝑛
(𝑟) (𝑓; 𝓍) =

(𝑛 + 𝛽𝑛)
𝑟
(𝑛− 𝑟 + 𝑎− 1)!

(𝑛 + 𝑎− 2)!
∑𝑝𝑛,𝛽𝑛,𝑘

(𝓍)∫(−1)𝑟
∞

0

∞

𝑘=0

𝑞
𝑛−𝑟,𝑎,𝑘+𝑟
(𝑟) (𝑡)𝑓

(𝑟)(𝑡)𝑑𝑡 

                                                                                                                          (4.8) 

şeklinde istenilen elde edilir. 

Remark : (4.8) in basit bir sonucu olarak, 

𝐴𝑛,𝑎,𝛽𝑛
(𝑟) (𝑡𝑟; 𝓍) =

(𝑛 + 𝛽𝑛)
𝑟
(𝑛− 𝑟 + 𝑎− 1)!

(𝑛 + 𝑎− 2)!
∑𝑝𝑛,𝛽𝑛,𝑘

(𝓍)∫ 𝑞𝑛−𝑟,𝑎,𝑘+𝑟(𝑡)𝑟!𝑑𝑡

∞

0

∞

𝑘=0

 

=
𝑟! (𝑛 + 𝛽𝑛)

𝑟(𝑛 − 𝑟 + 𝑎 − 1)!

(𝑛 + 𝑎 − 2)!
∑ 𝑝𝑛,𝛽𝑛,𝑘(𝓍)

∞

𝑘=0

(𝑛 + 𝑎 + 𝑘 − 1)!

(𝑘 + 𝑟)! (𝑛 − 𝑟 + 𝑎 − 1)!
∫

𝑡𝑘+𝑟

(1 + 𝑡)𝑛+𝑎+𝑘
𝑑𝑡

∞

0

 

=
𝑟! (𝑛 + 𝛽𝑛)

𝑟
(𝑛− 𝑟 + 𝑎− 1)!

(𝑛 + 𝑎− 2)!

(𝑛+ 𝑎+ 𝑘− 1)!

(𝑘 + 𝑟)! (𝑛 − 𝑟 + 𝑎− 1)!

(𝑘 + 𝑟)! (𝑛 − 𝑟 + 𝑎− 2)!

(𝑛 + 𝑎+ 𝑘− 1)!
 

=
𝑟! (𝑛 + 𝛽𝑛)

𝑟
(𝑛− 𝑟 + 𝑎− 2)!

(𝑛 + 𝑎− 2)!
 

𝐴𝑛,𝑎,𝛽𝑛
(𝑟) (𝑡𝑟; 𝓍) =

𝑟! (𝑛 + 𝛽𝑛)
𝑟
(𝑛− 𝑟 + 𝑎− 2)!

(𝑛 + 𝑎− 2)!
                                                            (4.9) 

eşitliği yazılabilir. 

Şimdi ileride vereceğimiz teoremin ispatında kullanacağımız bazı rekürans 

bağıntılarını verelim. 

Lemma 4.7.  Eğer 𝜆𝑟(𝑛)   
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          𝜆𝑟(𝑛) =
∏ (𝑛 + 𝛽𝑛)

𝑗(𝑛 + 𝑎 − 2 − 𝑗)𝑟
𝑗=0

(𝑛 + 𝑎 − 2)!
=
(𝑛 + 𝛽𝑛)

𝑟(𝑛 + 𝑎 − 2 − 𝑟)

(𝑛 + 𝑎 − 2)!
         

                                                                                                                             (4.10) 

şeklinde tanımlanırsa aşağıdaki rekürans bağıntıları elde edilir. 

i) [𝜆𝑟+1(𝑛) − 𝜆𝑟(𝑛)]𝓍 +
𝑟+1

𝑛+𝛽𝑛
𝜆𝑟+1(𝑛) = 𝜆𝑟(𝑛) [

(𝛽𝑛−𝑎+2+𝑟)𝓍+(𝑟+1)

𝑛+𝑎−2−𝑟
] 

                                                                                                                              (4.11) 

ii) 𝜆𝑟(𝑛) − 2𝜆𝑟+1(𝑛) + 𝜆𝑟+2(𝑛) =

𝜆𝑟(𝑛) [
(𝑟−𝑎)2+(𝑟+𝛽𝑛)

2−𝑟2+5(𝑟−𝑎)+6(1+𝛽𝑛)−2𝑎𝛽𝑛+𝑛

(𝑛+𝑎−2−𝑟)(𝑛+𝑎−3−𝑟)
]                              (4.12) 

iii) 
𝑟+2

𝑛+𝛽𝑛
𝜆𝑟+1(𝑛) −

𝑟+1

𝑛+𝛽𝑛
𝜆𝑟+2(𝑛) =

𝑟(𝑎−𝛽𝑛)−𝑟
2−5𝑟−6+2𝑎+𝛽𝑛+𝑛

(𝑛+𝑎−2−𝑟)(𝑛+𝑎−3−𝑟)
𝜆𝑟(𝑛)     (4.13) 

İspat: 

i) Gerçekten de  

(𝑛 + 𝑎 − 2 − (𝑟 + 1))! =
(𝑛 + 𝑎 − 2 − 𝑟)!

𝑛 + 𝑎 − 2 − 𝑟
 

eşitliği sağlandığından  

𝜆𝑟+1(𝑛) =
∏ (𝑛 + 𝛽𝑛)

𝑗(𝑛 + 𝑎 − 2 − 𝑗)𝑟+1
𝑗=0

(𝑛 + 𝑎 − 2)!
=
(𝑛 + 𝛽𝑛)

𝑟+1(𝑛 + 𝑎 − 2 − (𝑟 + 1))!

(𝑛 + 𝑎 − 2)!
 

                =
(𝑛 + 𝛽𝑛)

𝑟+1

(𝑛 + 𝑎 − 2)!
[
(𝑛 + 𝑎 − 2 − 𝑟)!

𝑛 + 𝑎 − 2 − 𝑟
] =

𝑛 + 𝛽𝑛
𝑛 + 𝑎 − 2 − 𝑟

𝜆𝑟(𝑛) 

şeklinde yazılabilir. 

Yine  

(𝑛 + 𝑎 − 2 − (𝑟 + 2))! =
(𝑛 + 𝑎 − 2 − (𝑟 + 1))!

𝑛 + 𝑎 − 2 − (𝑟 + 1)
 

                                             =
(𝑛 + 𝑎 − 2 − 𝑟)!

(𝑛 + 𝑎 − 2 − 𝑟)(𝑛 + 𝑎 − 2 − (𝑟 + 1))
 

olduğundan 

𝜆𝑟+2(𝑛) =
(𝑛 + 𝛽𝑛)

𝑟+2(𝑛 + 𝑎 − 2 − (𝑟 + 2))!

(𝑛 + 𝑎 − 2)!
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                =
(𝑛 + 𝛽𝑛)

𝑟+2

(𝑛 + 𝑎 − 2)!
[

(𝑛 + 𝑎 − 2 − 𝑟)!

(𝑛 + 𝑎 − 2 − 𝑟)(𝑛 + 𝑎 − 2 − (𝑟 + 1))
] 

                =
(𝑛 + 𝛽𝑛)

2

(𝑛 + 𝑎 − 2 − 𝑟)(𝑛 + 𝑎 − 2 − (𝑟 + 1))
𝜆𝑟(𝑛) 

olur. Buna göre,  

[𝜆𝑟+1(𝑛) − 𝜆𝑟(𝑛)]𝓍 +
𝑟 + 1

𝑛 + 𝛽𝑛
𝜆𝑟+1(𝑛) 

=
(𝑛 + 𝛽𝑛)

𝑟+1

(𝑛 + 𝑎 − 2)!
[
(𝑛 + 𝑎 − 2 − 𝑟)!

𝑛 + 𝑎 − 2 − 𝑟
] −

(𝑛 + 𝛽𝑛)
𝑟(𝑛 + 𝑎 − 2 − 𝑟)!

(𝑛 + 𝑎 − 2)!
+
𝑟 + 1

𝑛 + 𝛽𝑛
 

     +
𝑛 + 𝛽𝑛

𝑛 + 𝑎 − 2 − 𝑟
𝜆𝑟(𝑛) 

=
(𝑛 + 𝛽𝑛)

𝑟(𝑛 + 𝑎 − 2 − 𝑟)!

(𝑛 + 𝑎 − 2)!
[

𝑛 + 𝛽𝑛
𝑛 + 𝑎 − 2 − 𝑟

− 1 +
𝑟 + 1

𝑛 + 𝑎 − 2 − 𝑟
] 

= 𝜆𝑟(𝑛) [
(𝛽𝑛 − 𝑎 + 2 + 𝑟)𝓍 + (𝑟 + 1)

𝑛 + 𝑎 − 2 − 𝑟
] 

olarak istenilen elde edilir. 

ii) 𝜆𝑟(𝑛) nin yukarıdaki tanımı kullanılarak 

𝜆𝑟(𝑛) − 2𝜆𝑟+1(𝑛) + 𝜆𝑟+2(𝑛) 

=
(𝑛 + 𝛽𝑛)

𝑟(𝑛 + 𝑎 − 2 − 𝑟)!

(𝑛 + 𝑎 − 2)!
− 2

(𝑛 + 𝛽𝑛)
𝑟+1

(𝑛 + 𝑎 − 2)!
[
(𝑛 + 𝑎 − 2 − 𝑟)!

𝑛 + 𝑎 − 2 − 𝑟
] 

+
(𝑛 + 𝛽𝑛)

𝑟+2

(𝑛 + 𝑎 − 2)!
[

(𝑛 + 𝑎 − 2 − 𝑟)!

(𝑛 + 𝑎 − 2 − 𝑟)(𝑛 + 𝑎 − 2 − (𝑟 + 1))
] 

=
(𝑛 + 𝛽𝑛)

𝑟(𝑛 + 𝑎 − 2 − 𝑟)!

(𝑛 + 𝑎 − 2)!
[1 − 2

(𝑛 + 𝛽𝑛)

𝑛 + 𝑎 − 2 − 𝑟

+
(𝑛 + 𝛽𝑛)

2

(𝑛 + 𝑎 − 2 − 𝑟)(𝑛 + 𝑎 − 3 − 𝑟)
] 

= 𝜆𝑟(𝑛) [
(𝑟 − 𝑎)2 + (𝑟 + 𝛽𝑛)

2 − 𝑟2 + 5(𝑟 − 𝑎) + 6(1 + 𝛽𝑛) − 2𝑎𝛽𝑛 + 𝑛

(𝑛 + 𝑎 − 2 − 𝑟)(𝑛 + 𝑎 − 3 − 𝑟)
] 

iii) Yine 𝜆𝑟(𝑛) nin tanımı yardımıyla 
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𝑟 + 2

𝑛 + 𝛽𝑛
𝜆𝑟+1(𝑛) −

𝑟 + 1

𝑛 + 𝛽𝑛
𝜆𝑟+2(𝑛) =

𝑟 + 2

𝑛 + 𝛽𝑛

𝑛 + 𝛽𝑛
𝑛 + 𝑎 − 2 − 𝑟

𝜆𝑟(𝑛) 

−
𝑟 + 1

𝑛 + 𝛽𝑛

(𝑛 + 𝛽𝑛)
2

(𝑛 + 𝑎 − 2 − 𝑟)(𝑛 + 𝑎 − 2 − (𝑟 + 1))
𝜆𝑟(𝑛) 

=
𝑟(𝑎 − 𝛽𝑛) − 𝑟

2 − 5𝑟 − 6 + 2𝑎 + 𝛽𝑛 + 𝑛

(𝑛 + 𝑎 − 2 − 𝑟)(𝑛 + 𝑎 − 3 − 𝑟)
𝜆𝑟(𝑛) 

şeklinde istenilen sonuçlar elde edilir. 

Tezin bu kısmında yukarıda tanımlanan  𝐴𝑛,𝑎,𝛽𝑛(𝑡
𝑟; 𝓍) operatörünün  𝐴𝑛,𝑎,𝛽𝑛

(𝑟) (𝑡𝑟; 𝓍) 

türevlerinin yakınsaklık özellikleri incelemek için ihtiyaç duyulan bazı tanımları 

verelim. 

Tanım 4.1. [𝑎, 𝑏] aralığında sürekli bir 𝑓 fonksiyonunun 𝑚 inci mertebeden 

süreklilik modülü 

𝜔𝑚(𝑓 ∶  𝛿 ∶ [𝑎, 𝑏] ) = 𝑠𝑢𝑝 {|Δℎ
𝑚𝑓(𝓍)|: |ℎ| < 𝛿; 𝓍  𝓍 + ℎ ∈ [𝑎, 𝑏]}                (4.14) 

şeklinde tanımlanır[19].   

Tanım 4.2.: 𝐶𝛾[0,∞) = { 𝑓 ∈ [0,∞); |𝑓(𝑡)| ≤ 𝑀𝑡𝛾  , 𝛾 > 0 } 

olsun. 𝐶𝛾[0,∞) kümesi üzerindeki norm (‖. ‖) ;  

                          ‖𝑓‖𝛾 = 𝑠𝑢𝑝|𝑓(𝑡)|𝑡−𝛾                                                                    (4.15) 

şeklinde tanımlanır. Üstelik yeteri kadar küçük 𝜂 > 0 , 0 < 𝑎 < 𝑎1 < 𝑏1 < 𝑏 < ∞ 

için 𝑡 ∈ [𝑎, 𝑏] ve 𝑓 ∈  𝐶𝛾[𝑎, 𝑏] ye karşılık gelen 2. mertebeden  𝑓𝜂,2 Steklov 

ortalaması 

               𝑓𝜂,2(𝑡) = 𝜂−2 ∫ ∫[𝑓(𝑡) − Δℎ
2𝑓(𝑡)]𝑑𝑡1𝑑𝑡2                                    (4.16)

𝜂
2

−𝜂
2

𝜂
2

−𝜂
2

 

şeklinde tanımlanır. Burada ℎ =
𝑡1+𝑡2

2
 ve Δℎ

2   ; ℎ birimlik ikinci dereceden ileri fark 

operatörüdür. 

𝑓 ∈  𝐶𝛾[𝑎, 𝑏] için 𝑓𝜂,2 Steklov ortalaması aşağıdaki özellikleri sağlar. 

1. 𝑓𝜂,2 , [𝑎1, 𝑏1] aralığı üzerinde 2. mertebeden sürekli türevlere sahiptir. 
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2. ‖𝑓𝜂,2‖𝐶[𝑎1,𝑏1]
≤ 𝜅𝜔𝑟 (𝑓 ;  𝜂 ∶ [𝑎, 𝑏]) dir. 

3. ‖𝑓 − 𝑓𝜂,2‖𝐶[𝑎1,𝑏1]
≤ 𝜅𝜔2 (𝑓 ;  𝜂 ∶ [𝑎, 𝑏]) dir. 

4. ‖𝑓𝜂,2‖𝐶[𝑎1,𝑏1]
≤ 𝜅𝜂−2 ‖𝑓‖𝐶[𝑎,𝑏] dir. 

5. ‖𝑓𝜂,2‖𝐶[𝑎1,𝑏1]
≤ 𝜅𝜂−2 ‖𝑓‖𝛾 dir. 

     Burada 𝜅; 𝑓 ve 𝜂 den bağımsız olup, her şık için farklı değer alabilir[5].    

4.1. Yakınsaklık Teoremleri 

Bu kısımda 𝐴𝑛,𝑎,𝛽𝑛
(𝑟) (𝑡𝑟; 𝓍) operatörlerinin yakınsaklığı ile ilgili teorem, Asimtotik 

açılım ve hata tahmini ile ilgili teoremler verilecektir.  

Teorem 4.1.1. (Noktasal yakınsaklık) : 𝑎, 𝑏 ∈ ℕ0 , 𝓍 ∈ [0,∞) olsun. Eğer 𝛾 > 0 , 

𝑟 ∈ ℕ0 , 𝑓 ∈ 𝐶𝛾[0,∞) ve , 𝓍 ∈ (0,∞) için  𝑓(𝑟) mevcut ise, o taktirde  

lim
𝑛→∞

|𝐴𝑛,𝑎,𝛽𝑛
(𝑟) (𝑓; 𝓍)| = 𝑓(𝑟)(𝓍) 

dir. 

İspat : İspat için  𝑓 nin Taylor açılımından faydalanılacaktır. 𝑓 nin Taylor açılımın 

𝑓(𝑡) =∑
𝑓(𝑖)(𝓍)

𝑖!

𝑟

𝑖=0

(𝑡 − 𝓍)𝑖 + 𝜀(𝑡, 𝓍)(𝑡 − 𝓍)𝑟 

olduğu bilinmektedir. Ayrıca burada 𝑡 ⟶ 𝓍 için 𝜀(𝑡, 𝓍) ⟶ 0 dır. Bu ifadeye  

𝐴𝑛,𝑎,𝛽𝑛(𝑓; . ) operatörü uygulanırsa  

𝐴𝑛,𝑎,𝛽𝑛(𝑓;𝓌) =∑
𝑓(𝑖)(𝓍)

𝑖!

𝑟

𝑖=0

[𝐴𝑛,𝑎,𝛽𝑛((𝑡 − 𝓍)
𝑖;𝓌)] + 𝐴𝑛,𝑎,𝛽𝑛(𝜀(𝑡, 𝓍)(𝑡 − 𝓍)

𝑟;𝓌 

olur. Bu ifadenin 𝓌 ya göre 𝑟 kere türevi alındıktan sonra 𝓌 yerine 𝓍 yazılırsa 

𝑑𝑟

𝑑𝓌𝑟
[𝐴𝑛,𝑎,𝛽𝑛(𝑓;𝓌)]

𝓌=𝑥
 

= ∑
𝑓(𝑖)(𝓍)

𝑖!
[𝐴𝑛,𝑎,𝛽𝑛

(𝑟)
((𝑡 − 𝓍)𝑖; 𝓍)]

𝓌=𝓍

𝑟

𝑖=0

+ 𝐴𝑛,𝑎,𝛽𝑛
(𝑟) [𝜀(𝑡, 𝓍)(𝑡 − 𝓍)𝑟; 𝓍]𝓌=𝓍 
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= Ι1 + Ι2  

olur.  

Şimdi Ι1 𝑣𝑒 Ι2 hesaplayalım.  

Bunun için önce 

(𝑡 − 𝓍)𝑖 = (𝑡 + (−𝓍))𝑖 =∑(
𝑖
𝑗
)

𝑖

𝑗=0

(−𝓍)𝑖−𝑗𝑡𝑗  

ve  

𝐴𝑛,𝑎,𝛽𝑛
(𝑟) (𝑡𝑟; 𝓍) =  

𝑟! (𝑛 + 𝛽𝑛)
𝑟(𝑛 − 𝑟 + 𝑎 − 2)!

(𝑛 + 𝑎 − 2)!
        

ifadelerini yerine yazalım ve gerekli düzenlemeleri yapalım. 

𝐼1 =∑
𝑓(𝑖)(𝓍)

𝑖!
[𝐴𝑛,𝑎,𝛽𝑛

(𝑟)
((𝑡 − 𝓍)𝑖; 𝓍)]

𝓌=𝓍

𝑟

𝑖=0

 

   =  ∑
𝑓(𝑖)(𝓍)

𝑖!
{𝐴𝑛,𝑎,𝛽𝑛

(𝑟)
(∑(

𝑖
𝑗
)

𝑖

𝑗=0

(−𝓍)𝑖−𝑗𝑡𝑗;𝓌) ↑𝓌=𝓍}

𝑟

𝑖=0

  

  = ∑
𝑓(𝑖)(𝓍)

𝑖!
∑(

𝑖
𝑗
)

𝑖

𝑗=0

(−𝓍)𝑖−𝑗  𝐴𝑛,𝑎,𝛽𝑛
(𝑟) (𝑡𝑖;

𝑟

𝑖=0

𝓌) ↑𝓌=𝓍 

  = ∑
𝑓(𝑖)(𝓍)

𝑖!
∑(

𝑖
𝑗
)

𝑖

𝑗=0

(−𝓍)𝑖−𝑗  𝐴𝑛,𝑎,𝛽𝑛
(𝑟) (𝑡𝑖;

𝑟−1

𝑖=0

𝓌) ↑𝓌=𝓍 

      +
𝑓(𝑟)(𝓍)

𝑟!
∑(

𝑟
𝑗) (−𝓍)

𝑟−𝑗𝐴𝑛,𝑎,𝛽𝑛
(𝑟) (𝑡𝑗;𝓌) ↑𝓌=𝓍

𝑟

𝑗=0

 

=∑
𝑓(𝑖)(𝓍)

𝑖!
∑(

𝑖
𝑗
)

𝑖

𝑗=0

(−𝓍)𝑖−𝑗  
𝑖! (𝑛 + 𝛽𝑛)

𝑖(𝑛 − 𝑖 + 𝑎 − 2)!

(𝑛 + 𝑎 − 2)!

𝑟−1

𝑖=0

 

       +
𝑓(𝑟)(𝓍)

𝑟!
∑(

𝑟
𝑗) (−𝓍)

𝑟−𝑗𝐴𝑛,𝑎,𝛽𝑛
(𝑟) (𝑡𝑗;𝓌) ↑𝓌=𝓍

𝑟−1

𝑗=0

+
𝑓(𝑟)(𝓍)

𝑟!
𝐴𝑛,𝑎,𝛽𝑛
(𝑟) (𝑡𝑟;𝓌) ↑𝓌=𝓍 

= 𝐼3 + 𝐼4 + 𝐼5 
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şeklinde yazılabilir.  

Bu son ifadede 𝐼3 = 𝑂 (
1

𝑛
) , 𝐼4 = 𝑂 (

1

𝑛
)  𝑜𝑙𝑢𝑝 𝐼5 = 

𝑓(𝑟)(𝓍)

𝑟!
𝐴𝑛,𝑎,𝛽𝑛
(𝑟) (𝑡𝑟; 𝓍) olacağından 

𝐼1 =
𝑓(𝑟)(𝓍)

𝑟!
𝐴𝑛,𝑎,𝛽𝑛
(𝑟) (𝑡𝑟; 𝓍) =

𝑟! (𝑛 + 𝛽𝑛)
𝑟(𝑛 − 𝑟 + 𝑎 − 2)!

(𝑛 + 𝑎 − 2)!

𝑓(𝑟)(𝓍)

𝑟!
 

                                                 =
(𝑛 + 𝛽𝑛)

𝑟(𝑛 − 𝑟 + 𝑎 − 2)!

(𝑛 + 𝑎 − 2)!
𝑓(𝑟)(𝓍) 

olarak elde edilir. Bu ifade de 𝑛 → ∞ 𝑖ç𝑖𝑛  𝑓(𝑟)(𝓍) değerine yaklaşır. 

Şimdi Lemma 4.6. yı kullanarak 𝐼2 için bir üst sınır belirleyelim.   𝐼2 değerini açık 

yazarsak ve Lemma 4.6. yı kullanırsak 

 𝐼2 = 𝐴𝑛,𝑎,𝛽𝑛
(𝑟) [𝜀(𝑡, 𝓍)(𝑡 − 𝓍)𝑟; 𝓍] ↑𝓌=𝓍 

=
𝑑𝑟

𝑑𝓍𝑟

{
 
 

 
 (𝑛 + 𝑎 − 1)∑

[(𝑛 + 𝛽𝑛)𝓍]
𝑘

𝑘!
𝑒−(𝑛+𝛽𝑛)𝓍

(𝑛 + 𝑎 + 𝑘 − 1)!

𝑘! (𝑛 + 𝑎 − 1)!

∞

𝑘=0

       

× ∫ 𝜀(𝑡, 𝓍)
𝑡𝑘(𝑡 − 𝓍)𝑟

(1 + 𝑡)𝑛+𝑎+𝑘
𝑑𝑡

∞

0 }
 
 

 
 

 

= (𝑛 + 𝑎 − 1)∑
𝑑𝑟

𝑑𝓍𝑟
[
[(𝑛 + 𝛽𝑛)𝓍]

𝑘

𝑘!
𝑒−(𝑛+𝛽𝑛)𝓍

(𝑛 + 𝑎 + 𝑘 − 1)!

𝑘! (𝑛 + 𝑎 − 1)!

∞

𝑘=0

×∫ 𝜀(𝑡, 𝓍)
𝑡𝑘(𝑡 − 𝓍)𝑟

(1 + 𝑡)𝑛+𝑎+𝑘
𝑑𝑡

∞

0

] 

= (𝑛 + 𝑎 − 1)∑ ∑
(𝑛 + 𝛽𝑛)

𝑖

𝓍𝑟
𝜙𝑖,𝑗,𝑟(𝓍)[𝑘 − (𝑛 + 𝛽𝑛)𝓍]

𝑗  
[(𝑛 + 𝛽𝑛)𝓍]

𝑘

𝑘!
 

2𝑖+𝑗≤𝑟
𝑖,𝑗≥0

∞

𝑘=0

× 𝑒−(𝑛+𝛽𝑛)𝓍
(𝑛 + 𝑎 + 𝑘 − 1)!

𝑘! (𝑛 + 𝑎 − 1)!
∫ 𝜀(𝑡, 𝓍)

𝑡𝑘(𝑡 − 𝓍)𝑟

(1 + 𝑡)𝑛+𝑎+𝑘
𝑑𝑡

∞

0

 

= (𝑛 + 𝑎 − 1) ∑
(𝑛 + 𝛽𝑛)

𝑖

𝓍𝑟
𝜙𝑖,𝑗,𝑟(𝓍)∑[𝑘 − (𝑛 + 𝛽𝑛)𝓍]

𝑗

∞

𝑘=02𝑖+𝑗≤𝑟
𝑖,𝑗≥0

[(𝑛 + 𝛽𝑛)𝓍]
𝑘

𝑘!

× 𝑒−(𝑛+𝛽𝑛)𝓍
(𝑛 + 𝑎 + 𝑘 − 1)!

𝑘! (𝑛 + 𝑎 − 1)!
∫ 𝜀(𝑡, 𝓍)

𝑡𝑘(𝑡 − 𝓍)𝑟

(1 + 𝑡)𝑛+𝑎+𝑘
𝑑𝑡

∞

0
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şeklinde yazılabilir.  

 

Şimdi her iki tarafın mutlak değeri alınır ve düzenlenirse 

|𝐼2| = ||(𝑛 + 𝑎 − 1) ∑
(𝑛 + 𝛽𝑛)

𝑖

𝓍𝑟
𝜙𝑖,𝑗,𝑟(𝓍)

[(𝑛 + 𝛽𝑛)𝓍]
𝑘

𝑘!
𝑒−(𝑛+𝛽𝑛)𝓍  

2𝑖+𝑗≤𝑟
𝑖,𝑗≥0

 

                 ×∑[𝑘 − (𝑛 + 𝛽𝑛)𝓍]
𝑗
(𝑛 + 𝑎 + 𝑘 − 1)!

𝑘! (𝑛 + 𝑎 − 1)!
∫ 𝜀(𝑡, 𝓍)

𝑡𝑘(𝑡 − 𝓍)𝑟

(1 + 𝑡)𝑛+𝑎+𝑘
𝑑𝑡

∞

0

∞

𝑘=0

| 

≤ (𝑛 + 𝑎 − 1) ∑
(𝑛 + 𝛽𝑛)

𝑖

𝓍𝑟
|𝜙𝑖,𝑗,𝑟(𝓍)|

2𝑖+𝑗≤𝑟
𝑖,𝑗≥0

∑|[𝑘 − (𝑛 + 𝛽𝑛)𝓍]
𝑗|

∞

𝑘=0

     

×
[(𝑛 + 𝛽𝑛)𝓍]

𝑘

𝑘!
𝑒−(𝑛+𝛽𝑛)𝓍

(𝑛 + 𝑎 + 𝑘 − 1)!

𝑘! (𝑛 + 𝑎 − 1)!
∫ |𝜀(𝑡, 𝓍)|

𝑡𝑘|𝑡 − 𝓍|𝑟

(1 + 𝑡)𝑛+𝑎+𝑘
𝑑𝑡

∞

0

 

şeklinde yazılabilir. Biliyoruz ki verilen 𝜀 > 0 için en az bir 𝛿 > 0 sayısı vardır. Öyle 

ki 𝑡 ⟶ 𝓍 için 𝜀(𝑡, 𝓍) ⟶ 0 olur. Üstelik değer 𝜆 ≥ 𝑚𝑎𝑥{𝛾, 𝑟} olan bir tamsayı ise 

|𝑡 − 𝓍| < 𝛿 olduğu her zaman  |𝜀(𝑡, 𝓍)| sayısı vardır, o taktirde 𝐾 > 0 sayısı 

bulunabilir. Öyle ki , |𝜀(𝑡, 𝓍)||𝑡 − 𝓍|𝑟 ≤ 𝐾|𝑡 − 𝓍|𝛾 olarak yazılabilir. Böylece 

𝐶1 = 𝑠𝑢𝑝
2𝑖+𝑗≤𝑟
𝑖,𝑗≥0

|𝜙𝑖,𝑗,𝑟(𝓍)|

𝓍𝑟
> 0 

olmak üzere 

|𝐼2| ≤ (𝑛 + 𝑎 − 1)𝐶1 ∑ (𝑛 + 𝛽𝑛)
𝑖∑|[𝑘 − (𝑛 + 𝛽𝑛)𝓍]

𝑗|
[(𝑛 + 𝛽𝑛)𝓍]

𝑘

𝑘!

∞

𝑘=02𝑖+𝑗≤𝑟
𝑖,𝑗≥0

 

× 𝑒−(𝑛+𝛽𝑛)𝓍 × {
(𝑛 + 𝑎 + 𝑘 − 1)!

𝑘! (𝑛 + 𝑎 − 1)!
∫ |𝜀(𝑡, 𝓍)|

𝑡𝑘|𝑡 − 𝓍|𝑟

(1 + 𝑡)𝑛+𝑎+𝑘
𝑑𝑡

|𝑡−𝓍|<𝛿

+
(𝑛 + 𝑎 + 𝑘 − 1)!

𝑘! (𝑛 + 𝑎 − 1)!
∫ 𝐾

𝑡𝑘|𝑡 − 𝓍|𝑟

(1 + 𝑡)𝑛+𝑎+𝑘
𝑑𝑡

|𝑡−𝓍|≥𝛿

} 
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    =  𝐼6 + 𝐼7 

şeklinde yazılabilir. Burada 𝐾, 𝐶1 den bağımsız bir sabittir. 𝐼6 yı hesaplamak için 

önce integral ve sonra toplam için Schwarz eşitsizliği kullanılırsa 

𝐼6 ≤ (𝑛 + 𝑎 − 1)𝜀𝐶1 ∑ (𝑛 + 𝛽𝑛)
𝑖

2𝑖+𝑗≤𝑟
𝑖,𝑗≥0

∑|[𝑘 − (𝑛 + 𝛽𝑛)𝓍]
𝑗|

∞

𝑘=0

[(𝑛 + 𝛽𝑛)𝓍]
𝑘

𝑘!
𝑒−(𝑛+𝛽𝑛)𝓍 

× [
(𝑛 + 𝑎 + 𝑘 − 1)!

𝑘! (𝑛 + 𝑎 − 1)!
∫

𝑡𝑘

(1 + 𝑡)𝑛+𝑎+𝑘
𝑑𝑡

∞

0

]

1
2

[
(𝑛 + 𝑎 + 𝑘 − 1)!

𝑘! (𝑛 + 𝑎 − 1)!
∫

(𝑡 − 𝓍)2𝑟

(1 + 𝑡)𝑛+𝑎+𝑘
𝑑𝑡

∞

0

]

1
2

 

= 𝜀𝐶1 ∑ (𝑛 + 𝛽𝑛)
𝑖 [∑|[𝑘 − (𝑛 + 𝛽𝑛)𝓍]

2𝑗|

∞

𝑘=0

[(𝑛 + 𝛽𝑛)𝓍]
𝑘

𝑘!
𝑒−(𝑛+𝛽𝑛)𝓍]

1
2

2𝑖+𝑗≤𝑟
𝑖,𝑗≥0

 

× [(𝑛 + 𝑎 − 1)∑[𝑘 − (𝑛 + 𝛽𝑛)𝓍]
2𝑗
[(𝑛 + 𝛽𝑛)𝓍]

𝑘

𝑘!
𝑒−(𝑛+𝛽𝑛)𝓍

∞

𝑘=0

×
(𝑛 + 𝑎 + 𝑘 − 1)!

𝑘! (𝑛 + 𝑎 − 1)!
∫

(𝑡 − 𝓍)2𝑟

(1 + 𝑡)𝑛+𝑎+𝑘
𝑑𝑡

∞

0

]

1
2

 

şeklinde yazılabilir. Ayrıca  

∫ 𝑞𝑛,𝑎,𝑘

∞

0

(𝑡)𝑑𝑡 =  
(𝑛 + 𝑎 + 𝑘 − 1)!

𝑘! (𝑛 + 𝑎 − 1)!
∫

𝑡𝑘

(1 + 𝑡)𝑛+𝑎+𝑘

∞

0

𝑑𝑡       

=
(𝑛 + 𝑎 + 𝑘 − 1)!

𝑘! (𝑛 + 𝑎 − 1)!
𝐵(𝑘 + 1, 𝑛 + 𝑎 − 1) 

                           =
(𝑛 + 𝑎 + 𝑘 − 1)!

𝑘! (𝑛 + 𝑎 − 1)!

𝑘! (𝑛 + 𝑎 − 2)!

(𝑛 + 𝑎 + 𝑘 − 1)!
=

1

𝑛 + 𝑎 − 1
 

ve Lemma 4.2. yi kullanırsak 

∑[𝑘 − (𝑛 + 𝛽𝑛)𝓍]
2𝑗

∞

𝑘=0

[(𝑛 + 𝛽𝑛)𝓍]
𝑘

𝑘!
𝑒−(𝑛+𝛽𝑛)𝓍 

= (𝑛 + 𝛽𝑛)
2𝑗∑|[

𝑘

(𝑛 + 𝛽𝑛)
− 𝓍]

2𝑗

|
[(𝑛 + 𝛽𝑛)𝓍]

𝑘

𝑘!
𝑒−(𝑛+𝛽𝑛)𝓍

∞

𝑘=0
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= (𝑛 + 𝛽𝑛)
2𝑗[𝑂((𝑛 + 𝛽𝑛)

−𝑗)] = 𝑂((𝑛 + 𝛽𝑛)
𝑗) 

olup,  

 

Lemma 4.2. den dolayı 

[(𝑛 + 𝑎 − 1)∑[𝑘 − (𝑛 + 𝛽𝑛)𝓍]
2𝑗

∞

𝑘=0

[(𝑛 + 𝛽𝑛)𝓍]
𝑘

𝑘!
𝑒−(𝑛+𝛽𝑛)𝓍

(𝑛 + 𝑎 + 𝑘 − 1)!

𝑘! (𝑛 + 𝑎 − 1)!

× ∫
𝑡𝑘(𝑡 − 𝓍)2𝑟

(1 + 𝑡)𝑛+𝑎+𝑘

∞

0

𝑑𝑡]

1
2

=  𝑂((𝑛 + 𝛽𝑛)
−𝑟) 

olduğundan, bu ifadeler kullanılırsa 

𝐼6 ≤ 𝜀𝐶1 ∑ (𝑛 + 𝛽𝑛)
𝑖𝑂 ((𝑛 + 𝛽𝑛)

𝑗
2)

2𝑖+𝑗≤𝑟
𝑖,𝑗≥0

𝑂 (((𝑛 + 𝛽𝑛)
−𝑟
2 )) =  𝜀𝑂(1) 

olarak bulunur.  

Benzer şekilde yine Cauchy-Schwarz eşitsizliğini ve Lemma 4.2. yi kullanarak 

𝐼7 = (𝑛 + 𝑎 − 1)𝐶1 ∑ (𝑛 + 𝛽𝑛)
𝑖

2𝑖+𝑗≤𝑟
𝑖,𝑗≥0

∑|[𝑘 − (𝑛 + 𝛽𝑛)𝓍]
2𝑗|

∞

𝑘=0

[(𝑛 + 𝛽𝑛)𝓍]
𝑘

𝑘!
𝑒−(𝑛+𝛽𝑛)𝓍 

           ×
(𝑛 + 𝑎 + 𝑘 − 1)!

𝑘! (𝑛 + 𝑘 − 1)!
∫ 𝐾

𝑡𝑘|𝑡 − 𝑥|𝑟

(1 + 𝑡)𝑛+𝑎+𝑘
|𝑡−𝓍|≥𝛿

𝑑𝑡 

≤ (𝑛 + 𝑎 − 1)𝐶2 ∑ (𝑛 + 𝛽𝑛)
𝑖

2𝑖+𝑗≤𝑟
𝑖,𝑗≥0

∑|[𝑘 − (𝑛 + 𝛽𝑛)𝓍]
2𝑗|

∞

𝑘=0

[(𝑛 + 𝛽𝑛)𝓍]
𝑘

𝑘!
𝑒−(𝑛+𝛽𝑛)𝓍 

× [
(𝑛 + 𝑎 + 𝑘 − 1)!

𝑘! (𝑛 + 𝑎 − 1)!
∫

𝑡𝑘

(1 + 𝑡)𝑛+𝑎+𝑘
𝑑𝑡

|𝑡−𝓍|≥𝛿

]

1
2

[
(𝑛 + 𝑎 + 𝑘 − 1)!

𝑘! (𝑛 + 𝑎 − 1)!
∫

(𝑡 − 𝓍)2𝑟

(1 + 𝑡)𝑛+𝑎+𝑘
𝑑𝑡

|𝑡−𝓍|≥𝛿

]

1
2

 

≤ 𝐶2 ∑ (𝑛 + 𝛽𝑛)
𝑖 [∑[𝑘 − (𝑛 + 𝛽𝑛)𝓍]

2𝑗

∞

𝑘=0

[(𝑛 + 𝛽𝑛)𝓍]
𝑘

𝑘!
𝑒−(𝑛+𝛽𝑛)𝓍]

1
2

2𝑖+𝑗≤𝑟
𝑖,𝑗≥0
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      × [∑
[(𝑛 + 𝛽𝑛)𝓍]

𝑘

𝑘!
𝑒−(𝑛+𝛽𝑛)𝓍

∞

𝑘=0

(𝑛 + 𝑎 + 𝑘 − 1)!

𝑘! (𝑛 + 𝑎 − 1)!
∫

𝑡𝑘(𝑡 − 𝓍)2𝑟

(1 + 𝑡)𝑛+𝑎+𝑘
𝑑𝑡

|𝑡−𝓍|≥𝛿

]

1
2

 

= ∑ (𝑛 + 𝛽𝑛)
𝑖𝑂 ((𝑛 + 𝛽𝑛)

𝑗
2)

2𝑖+𝑗≤𝑟
𝑖,𝑗≥0

𝑂 (((𝑛 + 𝛽𝑛)
−𝑟
2 )) =  𝑂(1) 

olarak bulunur. Böylece 𝐼1 𝑣𝑒 𝐼2 için elde edilen sonuçlar kullanıldığında teorem 

ispatlanmış olur.  

Teorem 4.1.2. ( Asimtotik Açılım) : 𝑓 ∈ 𝐶𝛾[0,∞) fonksiyonu (0,∞) aralığında 

 (𝑟 + 2)  basamaktan türevlenebilir , [0,∞) aralığının her bir alt aralığında sonlu ve 

sınırlı , ayrıca 𝑓(𝑡) = 𝑂 (𝑡𝛾); (𝛾 > 0) olsun. O takdirde 

lim
𝑛→∞

(𝑛) [𝐴𝑛,𝑎𝛽𝑛
(𝑟) (𝑓;𝓌) ↑𝓌=𝓍− 𝑓

(𝑟)(𝓍)] 

= [(𝛽𝑛 − 𝑎 + 2 + 𝑟)𝓍 + (𝑟 + 1)]𝑓
(𝑟+1)(𝓍) + (𝓍 +

𝓍2

2
) 𝑓(𝑟+2)(𝓍)   

eşitliği sağlanır. 

İspat : 𝑓 in Taylor açılımı gereğince 

𝑓(𝑡) =∑
𝑓(𝑖)(𝓍)

𝑖!
(𝑡 − 𝓍)𝑖 + 𝜀(𝑡, 𝓍)(𝑡 − 𝓍)𝑟+2

𝑟+2

𝑖=0

 

şeklinde yazılabilir. 𝑓 in Taylor açılımına 𝐴𝑛,𝑎,𝛽𝑛
(𝑟)

 operatörü uygulanırsa 

𝐴𝑛,𝑎,𝛽𝑛
(𝑟) (𝑓;𝓌) ↑𝓌=𝓍 

=∑
𝑓(𝑖)(𝓍)

𝑖!
[𝐴𝑛,𝑎,𝛽𝑛

(𝑟) ((𝑡 − 𝓍)𝑖;𝓌) ↑𝓌=𝓍] + 𝐴𝑛,𝑎,𝛽𝑛
(𝑟) [𝜀(𝑡, 𝓍)(𝑡 − 𝓍)𝑟+2,𝓌]

𝑟+2

𝑖=0

 ↑𝓌=𝓍 

elde edilir. Bu ifade de 

𝐴𝑛,𝑎,𝛽𝑛
(𝑟) (𝑓;𝓌) ↑𝓌=𝓍 

= {∑
𝑓(𝑖)(𝓍)

𝑖!
[𝐴𝑛,𝑎,𝛽𝑛

(𝑟) ((𝑡 − 𝓍)𝑖; 𝓍)]

𝑟+2

𝑖=0

} + 𝐴𝑛,𝑎,𝛽𝑛
(𝑟) [𝜀(𝑡, 𝓍)(𝑡 − 𝓍)𝑟+2; 𝓍] 
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= 𝐼1 + 𝐼2 

şeklinde yazılabilir. Şimdi 𝐼1 ifadesini hesaplayalım.  

 

Bunun için Lemma 4.7. kullanılarak, 

𝐼1 = {∑
𝑓(𝑖)(𝓍)

𝑖!
[𝐴𝑛,𝑎,𝛽𝑛

(𝑟) ((𝑡 − 𝓍)𝑖; 𝓍)]

𝑟+2

𝑖=0

} 

= ∑
𝑓(𝑖)(𝓍)

𝑖!

𝑟+2

𝑖=0

{𝐴𝑛,𝑎,𝛽𝑛
(𝑟) (∑(

𝑖

𝑗
) (−𝓍)𝑖−𝑗

𝑖

𝑗=0

𝑡𝑖; 𝓍)} 

= ∑
𝑓(𝑖)(𝓍)

𝑖!
∑(

𝑖
𝑗
) (−𝑥)𝑖−𝑗𝐴𝑛,𝑎,𝛽𝑛

(𝑟) (𝑡𝑖; 𝓍)

𝑖

𝑗=0

𝑟+2

𝑖=0

 

= {∑
𝑓(𝑖)(𝓍)

𝑖!
∑(

𝑖

𝑗
) (−𝓍)𝑖−𝑗

𝑖

𝑗=0

𝑟−1

𝑖=0

[𝐴𝑛,𝑎,𝛽𝑛
(𝑟) (𝑡𝑟; 𝓍)] 

       +∑
𝑓(𝑖)(𝓍)

𝑖!
∑(

𝑖

𝑗
) (−𝓍)𝑖−𝑗

𝑖

𝑗=0

𝑟

𝑖=0

[𝐴𝑛,𝑎,𝛽𝑛
(𝑟) (𝑡𝑟; 𝓍)] 

      +
𝑓(𝑟+1)(𝓍)

(𝑟 + 1)!
∑(

𝑟 + 1

𝑗
) (−𝓍)𝑟+1−𝑗

𝑟+1

𝑗=0

[𝐴𝑛,𝑎,𝛽𝑛
(𝑟) (𝑡𝑟; 𝓍)] 

       +
𝑓(𝑟+2)(𝓍)

(𝑟 + 2)!
∑(

𝑟 + 2

𝑗
) (−𝓍)𝑟+2−𝑗

𝑟+2

𝑗=0

[𝐴𝑛,𝑎,𝛽𝑛
(𝑟) (𝑡𝑟; 𝓍)]} 

=∑
𝑓(𝑖)(𝓍)

𝑖!

𝑟−1

𝑖=0

𝑂 (
1

𝑛
) + {

𝑓(𝑟)(𝓍)

𝑟!
𝐴𝑛,𝑎,𝛽𝑛
(𝑟) (𝑡𝑟; 𝓍) +

𝑓(𝑟+1)(𝓍)

(𝑟 + 1)!
 

     × [(𝑟 + 1)(−𝑥)𝐴𝑛,𝑎,𝛽𝑛
(𝑟) (𝑡𝑟; 𝓍) + 𝐴𝑛,𝑎,𝛽𝑛

(𝑟) (𝑡𝑟+1; 𝓍)] +
𝑓(𝑟+2)(𝓍)

(𝑟 + 2)!
[
(𝑟 + 2)(𝑟 + 1)

2
 

      × 𝓍2𝐴𝑛,𝑎,𝛽𝑛
(𝑟) (𝑡𝑟; 𝓍) + (𝑟 + 2)(−𝓍)𝐴𝑛,𝑎,𝛽𝑛

(𝑟) (𝑡𝑟+1; 𝓍) + 𝐴𝑛,𝑎,𝛽𝑛
(𝑟) (𝑡𝑟+2; 𝓍)]} 

=
𝑓(𝑟)(𝓍)

𝑟!

(𝑛 + 𝛽𝑛)
𝑟(𝑛 + 𝑎 − 𝑟 − 2)!

(𝑛 + 𝑎 − 2)!
r! + O((𝑛)−1) 
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+
𝑓(𝑟+1)(𝓍)

(𝑟 + 1)!
{(𝑟 + 1)(−𝓍)

(𝑛 + 𝛽𝑛)
𝑟(𝑛 + 𝑎 − 𝑟 − 3)!

(𝑛 + 𝑎 − 2)!
r! 

+
(𝑛 + 𝛽𝑛)

𝑟+1(𝑛 + 𝑎 − 𝑟 − 3)!

(𝑛 + 𝑎 − 2)!
(r + 1)! 𝓍 + (𝑟 + 1)2

(𝑛 + 𝛽𝑛)
𝑟(𝑛 + 𝑎 − 𝑟 − 3)!

(𝑛 + 𝑎 − 2)!
r! 

 +O((𝑛)−1)} +
𝑓(𝑟+2)(𝓍)

(𝑟 + 2)!
{
(𝑟 + 2)(𝑟 + 1)

2
𝓍2
(𝑛 + 𝛽𝑛)

𝑟(𝑛 + 𝑎 − 𝑟 − 2)!

(𝑛 + 𝑎 − 2)!
r! 

 +(r + 2)(−𝓍) [
(𝑛 + 𝛽𝑛)

𝑟+1(𝑛 + 𝑎 − 𝑟 − 3)!

(𝑛 + 𝑎 − 2)!
(r + 1)! 𝓍 

 +(𝑟 + 1)2
(𝑛 + 𝛽𝑛)

𝑟(𝑛 + 𝑎 − 𝑟 − 3)!

(𝑛 + 𝑎 − 2)!
r!] 

+(𝑟 + 2)2
(𝑛 + 𝛽𝑛)

𝑟+1(𝑛 + 𝑎 − 𝑟 − 4)!

(𝑛 + 𝑎 − 2)!
(r + 1)! 𝓍 

+(r + 2)(r + 1)
(𝑛 + 𝛽𝑛)

𝑟(𝑛 + 𝑎 − 𝑟 − 4)!

(𝑛 + 𝑎 − 2)!
r! + O((𝑛)−1)} 

elde edilir.  

Burada (4.10), (4.11), (4.12) ve (4.13) kullanılırsa  

𝐼1 =
𝑓(𝑟)

𝑟!
[𝜆𝑟(𝑛)𝑟! + 𝑂 (

1

𝑛
)] +

𝑓(𝑟+1)

(𝑟 + 1)!
[(𝑟 + 1)(−𝓍)𝜆𝑟(𝑛)𝑟! + 𝜆𝑟+1(𝑛)(𝑟 + 1)! 𝓍 

        +
𝑟 + 1

𝑛 + 𝛽𝑛
𝜆𝑟+1(𝑛)(𝑟 + 1) + 𝑂 (

1

𝑛
)] 

        +
𝑓(𝑟+2)

(𝑟 + 2)!
[(𝑟 + 2)!

𝓍2

2
𝜆𝑟(𝑛) − (𝑟 + 2)! 𝓍

2𝜆𝑟+1(𝑛) 

       + (
𝑟 + 2

𝑛 + 𝛽𝑛
𝜆𝑟+1(𝑛) −

𝑟 + 1

𝑛 + 𝛽𝑛
𝜆𝑟+2(𝑛))𝓍 +

1

(𝑛 + 𝛽𝑛)2
𝜆𝑟+2(𝑛) + 𝑂 (

1

𝑛
)] 

= 𝑓(𝑟)(𝓍)[𝜆𝑟(𝑛)] + {𝑓
(𝑟+1)(𝓍) [(𝜆𝑟+1(𝑛) − 𝜆𝑟(𝑛))𝓍 +

𝑟 + 1

𝑛 + 𝛽𝑛
𝜆𝑟+1(𝑛)]} 

      +𝑓(𝑟+2)(𝓍) {[𝜆𝑟(𝑛) − 2𝜆𝑟+1(𝑛) + 𝜆𝑟+2(𝑛)]
𝓍2

2
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     + [
𝑟 + 2

𝑛 + 𝛽𝑛
𝜆𝑟+1(𝑛) −

𝑟 + 1

𝑛 + 𝛽𝑛
𝜆𝑟+2(𝑛)] 𝓍 +

1

(𝑛 + 𝛽𝑛)2
𝜆𝑟+2(𝑛)} + 𝑂 (

1

𝑛
) 

= 𝑓(𝑟)(𝓍)𝜆𝑟(𝑛) + 𝑓
(𝑟+1) {𝜆𝑟(𝑛) [

(𝛽𝑛 − 𝑎 + 2 + 𝑟)𝓍 + (𝑟 + 1)

𝑛 + 𝑎 − 2 − 𝑟
]} 

+𝑓(𝑟+2)(𝓍) {𝜆𝑟(𝑛) [
(𝑟 − 𝑎)2 + (𝑟 + 𝛽𝑛)

2 − 𝑟2 + 5(𝑟 − 𝑎) + 6(1 + 𝛽𝑛) − 2𝑎𝛽𝑛 + 𝑛

(𝑛 + 𝑎 − 2 − 𝑟)(𝑛 + 𝑎 − 3 − 𝑟)
]
𝓍2

2
 

 +𝜆𝑟(𝑛) [
𝑟(𝑎 − 𝛽𝑛) − 𝑟

2 − 5𝑟 − 6 + 2𝑎 + 𝛽𝑛 + 𝑛

(𝑛 + 𝑎 − 2 − 𝑟)(𝑛 + 𝑎 − 3 − 𝑟)
]𝓍 

+
1

(𝑛 + 𝑎 − 2 − 𝑟)(𝑛 + 𝑎 − 2 − (𝑟 + 1))
𝜆𝑟(𝑛)} + 𝑂 (

1

𝑛
) 

olarak bulunur. Bu durumda 𝑛 ⟶ ∞ için limit alınırsa  

lim
𝑛→∞

(𝑛) [𝐴𝑛,𝑎,𝛽𝑛
(𝑟) (𝑓;𝓌) ↑𝓌=𝓍− 𝑓

(𝑟)(𝓍)] 

= [(𝛽𝑛 − 𝑎 + 2 + 𝑟)𝓍 + (𝑟 + 1)]𝑓
(𝑟+1)(𝓍) + (𝓍 +

𝓍2

2
)𝑓(𝑟+2)(𝓍) 

olarak elde edilir. 

Teorem 4.1.3. (Hata tahmini) :  𝛾 > 0 ve 0 < 𝑎 < 𝑎1 < 𝑏1 < 𝑏 < ∞  için 𝑓 ∈

 𝐶𝛾[0,∞), 𝑓
(𝑟) ∈  𝐶𝛾[0,∞) olsun. Bu durumda yeteri kadar büyük 𝑛 ler için  

‖𝐴𝑛,𝑎,𝛽𝑛
(𝑟) (𝑓; . ) − 𝑓(𝑟)‖

𝐶[𝑎1,𝑏1]
≤ 𝐶1𝜔2 (𝑓

(𝑟), 𝑛−
1
2, [𝑎, 𝑏]) + 𝐶2𝑛

−1‖𝑓‖𝛾 

eşitsizliği sağlanır.  

Burada  

𝐶1 = 𝐶1(𝑟)       𝑣𝑒      𝐶2 = 𝐶2(𝑟, 𝑓) 

dir. 

İspat : Bir 𝑓(𝑡)  fonksiyonu uygun cebirsel işlemlerle (4.16) ifadesi de dikkate 

alınarak 

𝑓(𝑡) = 𝑓(𝑟)(𝓍) + 𝑓(𝑡) − 𝑓𝜂,2(𝑡) + 𝑓𝜂,2(𝑡) − 𝑓𝜂,2
(𝑟)(𝓍) + 𝑓𝜂,2

(𝑟)(𝓍) − 𝑓(𝑟)(𝓍) 

𝑓(𝑡) − 𝑓(𝑟)(𝓍) = 𝑓(𝑡) − 𝑓𝜂,2(𝑡) + 𝑓𝜂,2(𝑡)−𝑓𝜂,2
(𝑟)(𝓍) + 𝑓𝜂,2

(𝑟)(𝓍) − 𝑓(𝑟)(𝓍) 
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şeklinde yazılabilir. Bu eşitliğin her tarafına 𝐴𝑛,𝑎,𝛽𝑛
(𝑟)

 operatörü uygulanırsa ve 

operatörün lineerliği kullanılırsa  
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𝐴𝑛,𝑎,𝛽𝑛
(𝑟) (𝑓; . ) − 𝑓(𝑟)(𝓍)𝐴𝑛,𝑎,𝛽𝑛

(𝑟) (1; . ) 

= 𝐴𝑛,𝑎,𝛽𝑛
(𝑟) (𝑓 − 𝑓𝜂,2; . ) + 𝐴𝑛,𝑎,𝛽𝑛

(𝑟) (𝑓𝜂,2; . ) − 𝑓𝜂,2
(𝑟)(𝓍)𝐴𝑛,𝑎,𝛽𝑛

(𝑟) (1; . ) + 𝑓𝜂,2
(𝑟)(𝓍) 

      −𝑓(𝑟)(𝓍)𝐴𝑛,𝑎,𝛽𝑛
(𝑟) (1; . ) 

şeklinde yazılabilir. Bu eşitliğin her iki tarafının 𝐶[𝑎1, 𝑏1] üzerinde önce mutlak 

değeri sonra supremumu alınırsa  

‖𝐴𝑛,𝑎,𝛽𝑛
(𝑟) (𝑓; . ) − 𝑓(𝑟)‖

𝐶[𝑎1,𝑏1]
≤ ‖𝐴𝑛,𝑎,𝛽𝑛

(𝑟) (𝑓 − 𝑓𝜂,2; . )‖
𝐶[𝑎1,𝑏1]

 

                                       +‖𝐴𝑛,𝑎,𝛽𝑛
(𝑟) (𝑓𝜂,2; . ) − 𝑓𝜂,2

(𝑟)‖
𝐶[𝑎1,𝑏1]

+ ‖𝑓(𝑟) − 𝑓𝜂,2
(𝑟)‖

𝐶[𝑎1,𝑏1]
 

                                         =  𝐻1 + 𝐻2 + 𝐻3 

şeklinde yazılabilir.  

3. özellik gereğince   

                                             𝐻3 ≤ 𝜅𝜔2(𝑓 ∶  𝜂 ∶ [𝑎, 𝑏]) 

yazılabilir. 

𝐻2 yi hesaplamak için bir önceki teorem kullanılırsa  

𝐻2 ≤ 𝐾1𝜂
−1∑‖𝑓𝜂,2

(𝑗)
‖
𝐶[𝑎,𝑏]

𝑟+2

𝑗=𝑟

 

yazılabilir. [16]  Buradan Goldberg ve Meir in yaptığı şekilde interpolasyon 

yardımıyla  

                                      𝐻2 ≤ 𝐾1𝜂
−1 {‖𝑓𝜂,2‖𝐶[𝑎,𝑏]

+ ‖𝑓𝜂,2
(𝑟+2)

‖
𝐶[𝑎,𝑏]

} 

şeklinde yazılabilir. Steklov ortalaması için 2. ve 4. özelliği kullanılırsa 

𝐻2 ≤ 𝐾2𝜂
−1 {𝜂−2‖𝑓𝜂,2‖𝐶[𝑎,𝑏]

+ 𝜂−2𝜔𝑟(𝑓
(𝑟); 𝜂; [𝑎, 𝑏])} 

                                  ≤ 𝐾3𝜂
−1{‖𝑓‖𝛾 + 𝜂

−2𝜔𝑟(𝑓
(𝑟); 𝜂; [𝑎, 𝑏])}   

şeklinde yazılabilir.  
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Son olarak 𝐻1 ifadesini hesaplayalım. Bunun için  0 < 𝑎 < 𝑎∗ < 𝑎1 < 𝑏1 < 𝑏
∗ <

𝑏 < ∞ eşitsizliği sağlanacak şekilde 𝑎∗, 𝑏∗ sayılarını seçelim. Şimdi kabul edelim ki 

χ(t) fonksiyonu [𝑎∗, 𝑏∗] aralığında karakteristik fonksiyonu göstersin. Böylece 

operatörün lineerliğini de kullanarak  

𝐻1 ≤ ‖𝐴𝑛,𝑎,𝛽𝑛
(𝑟) (𝜒(𝑡)(𝑓 − 𝑓𝜂,2; . )‖

𝐶[𝑎1,𝑏1]
+ ‖𝐴𝑛,𝑎,𝛽𝑛

(𝑟) (1 − 𝜒(𝑡)(𝑓 − 𝑓𝜂,2; . )‖
𝐶[𝑎1,𝑏1]

 

        ∶=  𝐻4 + 𝐻5 

şeklinde yazılabilir.  

   Şimdi 𝐻4 ifadesini hesaplamak için 

𝐴𝑛,𝑎,𝛽𝑛
(𝑟) (𝑓; 𝓍) =

(𝑛 + 𝛽𝑛)
𝑟(𝑛 − 𝑟 + 𝑎 − 1)!

(𝑛 + 𝑎 − 2)!
∑𝑝𝑛,𝛽𝑛,𝑘(𝓍)∫ 𝑞𝑛−𝑟,𝑎,𝑘+𝑟(𝑡)𝑓

(𝑟)𝑑𝑡

∞

0

∞

𝑘=0

 

ifadesinden yararlanılabilir.  

Bu durumda  

  𝐴𝑛,𝑎,𝛽𝑛
(𝑟) (𝜒(𝑡)(𝑓(𝑡)) − 𝑓𝜂,2 (𝑡)) ;  𝓍) 

=
(𝑛 + 𝛽𝑛)

𝑟(𝑛 − 𝑟 + 𝑎 − 1)!

(𝑛 + 𝑎 − 2)!
∑𝑝𝑛,𝛽𝑛,𝑘(𝓍)∫ 𝑞𝑛−𝑟,𝑎,𝑘+𝑟(𝑡)

∞

0

∞

𝑘=0

× (𝜒(𝑡)(𝑓(𝑟) − 𝑓𝜂,2
(𝑟)(𝑡) ;  𝓍)𝑑𝑡 

ifadesi yazılabilir. Buradan norma geçilirse  

𝐻4 ≤ 𝐾4‖𝑓
(𝑟) − 𝑓η,2

(𝑟)
(𝑡)‖

𝐶[𝑎∗,𝑏∗]
 

olarak bulunur. 

 𝐻5 ifadesini hesaplamak için 𝓍 ∈ [𝑎1, 𝑏1]  ve 𝑡 ∈ [0,∞) ∖ [𝑎∗, 𝑏∗], |𝑡| > δ1 

olacak şekilde bir δ1 > 0 sayısını seçilir ve  

𝓍𝑟
𝑑𝑟

𝑑𝓍𝑟
[𝑒−(𝑛+𝛽𝑛)𝓍[(𝑛 + 𝛽𝑛)𝓍]

𝑘] 

= ∑ (𝑛 + 𝛽𝑛)
𝑖[𝑘 − (𝑛 + 𝛽𝑛)𝓍]

𝑗𝜙𝑖,𝑗,𝑟(𝓍)𝑒
−(𝑛+𝛽𝑛)𝓍[(𝑛 + 𝛽𝑛)𝓍]

𝑘

2𝑖+𝑗≤𝑟
𝑖,𝑗≥0
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ifadesinden yararlanılırsa,  

|
𝑑𝑟

𝑑𝓍𝑟
𝐴𝑛,𝑎,𝛽𝑛((1 − 𝜒(𝑡))(𝑓(𝑡) − 𝑓𝜂,2(𝑡);  𝓌) |

𝓌=𝓍
 

≤ (𝑛 + 𝑎 − 1) ∑ (𝑛 + 𝛽𝑛)
𝑖

2𝑖+𝑗≤𝑟
𝑖,𝑗≥0

𝜙𝑖,𝑗,𝑟(𝓍)

𝓍𝑟
×∑𝑒−(𝑛+𝛽𝑛)𝓍[(𝑛 + 𝛽𝑛)𝓍]

𝑘

∞

𝑘=0

 

                           × [𝑘 − (𝑛 + 𝛽𝑛)𝓍]
𝑗∫ 𝑞𝑛,𝑎,𝑘(𝑡)(1 − 𝜒(𝑡))|𝑓(𝑡) − 𝑓𝜂,2(𝑡)|𝑑𝑡

∞

0

 

≤ 𝐾5‖𝑓‖𝛾(𝑛 + 𝑎 − 1) ∑ (𝑛 + 𝛽𝑛)
𝑖∑𝑒−(𝑛+𝛽𝑛)𝓍[(𝑛 + 𝛽𝑛)𝓍]

𝑘[𝑘 − (𝑛 + 𝛽𝑛)𝓍]
𝑗

∞

𝑘=02𝑖+𝑗≤𝑟
𝑖,𝑗≥0

 

      × ∫ 𝑞𝑛,𝑎,𝑘(𝑡)𝑑𝑡

|𝑡−𝓍|≥𝛿1

 

eşitsizliği yazılabilir. Bu eşitsizliğe Schwarz eşitsizliği uygulanırsa  

|
𝑑𝑟

𝑑𝓍𝑟
𝐴𝑛,𝑎,𝛽𝑛((1 − 𝜒(𝑡))(𝑓(𝑡) − 𝑓𝜂,2(𝑡) ;  𝓌)|

𝓌=𝓍
 

≤
𝐾5
𝛿2𝑙

‖𝑓‖𝛾(𝑛 + 𝑎 − 1) ∑ (𝑛 + 𝛽𝑛)
𝑖

2𝑖+𝑗≤𝑟
𝑖,𝑗≥0

 

         ×∑𝑒−(𝑛+𝛽𝑛)𝓍[(𝑛 + 𝛽𝑛)𝓍]
𝑘[𝑘 − (𝑛 + 𝛽𝑛)𝓍]

𝑗

∞

𝑘=0

 

          × {∫ 𝑞𝑛,𝑎,𝑘(𝑡)𝑑𝑡

∞

0

}

1
2

× {∫ 𝑞𝑛,𝑎,𝑘(𝑡)(𝑡 − 𝓍)
4𝑙𝑑𝑡

∞

0

}

1
2

 

≤
𝐾5
𝛿2𝑙

‖𝑓‖𝛾 ∑ (𝑛 + 𝛽𝑛)
𝑖 {∑𝑒−(𝑛+𝛽𝑛)𝓍[(𝑛 + 𝛽𝑛)𝓍]

𝑘[𝑘 − (𝑛 + 𝛽𝑛)𝓍]
𝑗

∞

𝑘=0

}

1
2

2𝑖+𝑗≤𝑟
𝑖,𝑗≥0

 

× {(𝑛 + 𝑎 − 1)∑𝑒−(𝑛+𝛽𝑛)𝓍[(𝑛 + 𝛽𝑛)𝓍]
𝑘

∞

𝑘=0

∫ 𝑞𝑛,𝑎,𝑘(𝑡)(𝑡 − 𝓍)
4𝑙𝑑𝑡

∞

0

}

1
2
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elde edilir.  

Burada da Lemma 4.1. ve Lemma 4.2. de elde edilen sonuçlar kullanılırsa  

𝐻5 ≤ 𝐾6‖𝑓‖𝛾∑(𝑛 + 𝛽𝑛)
(𝑖+

𝑗
2
−1)

 

yazılabilir. Eğer 𝑣 = (𝑙 −
𝑟

2
) seçip 𝑣 > 1 için 𝜂 > 0 olarak alırsak  

𝐻5 ≤ 𝐾6‖𝑓‖𝛾(𝑛 + 𝛽𝑛)
(−𝑣) 

                                                     ≤ 𝐾6‖𝑓‖𝛾(𝑛 + 𝛽𝑛)
−1 

olur.  

     Steklov ortalamasının 3. özelliği gereğince de  

𝐻1 ≤ 𝐾7‖𝑓
(𝑟) − 𝑓𝜂,2

(𝑟)(𝑡)‖
𝐶[𝑎∗,𝑏∗]

+ 𝐾6‖𝑓‖𝛾(𝑛 + 𝛽𝑛)
−1 

                                  ≤ 𝐾8𝜔2(𝑓 ∶  𝜂 ∶ [𝑎, 𝑏]) + 𝐾6‖𝑓‖𝛾(𝑛 + 𝛽𝑛)
−1 

olur.  𝜂 = (𝑛 + 𝛽𝑛)
−1

2  alınırsa teorem ispatlanmış olur. 

      Sonuç olarak, (3.4) ile tanımlanan operatörler için elde edilen sonuçlar, (3.1) 

operatörü için verilen sonuçlarla karşılaştırıldığında, yakınsama özelliklerinin 

korunduğu ve hata oranının 𝛽𝑛 ‘e göre değişerek azaldığı görülmektedir. 
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5. TARTIŞMA VE SONUÇ 

Bu tezde iyi bilinen Szâsz-Baskakov operatörlerinin bir Schurer genelleştirilmesi 

verilerek bazı yakınsaklık özellikleri incelenmiştir. Sonuçlar elde edilirken yaklaşım 

teorisinde kullanılan temel tanım ve teoremler olabildiği kadar okuyucuların rahatça 

anlayabileceği şekilde sunulmuştur. 

Sonuç olarak tez genelleştirilmiş Szâsz-Schurer-Baskakov operatörünün yaklaşım 

özellikleriyle ilgili olup genelleştirilen operatörlerinin Laguerre polinomları 

kullanılarak Hipergeometrik seriler cinsinden ifadesi verilmiş. Ayrıca operatörün 

türevlerinin noktasal yakınsaması, Türevler için asimptotik bir açılım ve hata tahmini 

içeren bazı sonuçları verilmiştir. 

Verilen bu teoremler orijinal olup, elde edilen sonuçlar Dergipark üyesi “Eurasian 

Journal of Science Engineering an Technology” isimli derginin 2021 yılı cilt 2, sayı 

2 sayfa 083-096 yayınlanmıştır. 
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