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ÖZET

Rackların Çaprazlanmış Modüller൴n൴n Kategor൴ksel Özell൴kler൴ başlıklı bu doktora
tez൴, altı bölümden oluşmaktadır. B൴r൴nc൴ bölümde rack kavramıyla ൴lg൴l൴ genel tanımlar ve
örnekler ver൴ld൴. Ayrıca bu bölümde, alt rack, normal alt rack, bölüm rack ve serbest rack
kavramları tanıtıldı. İk൴nc൴ bölümde rack kategor൴s൴n൴n kategor൴ksel özell൴kler൴nden çarpım,
eş-çarpım, ger൴ çekme, ൴ler൴ ൴tme, eş൴tley൴c൴ ve eş-eş൴tley൴c൴ objeler ayrıntılı olarak ൴ncelend൴.
Üçüncü bölümde rackların çaprazlanmış modül kavramı tanıtılarak rackların çaprazlanmış
modül örnekler൴ne yer ver൴ld൴. Dördüncü bölümde rackların çaprazlanmış modül
kategor൴s൴n൴n çarpım, eş-çarpım, ger൴ çekme, ൴ler൴ ൴tme, eş൴tley൴c൴ ve eş-eş൴tley൴c൴ objelere
sah൴p olduğu göster൴ld൴. Beş൴nc൴ bölümde rackların serbest çaprazlanmış modülü tanımlandı.
Altıncı ve son bölümde ൴se elde ed൴len sonuçlar yorumlanarak “sonuç ve öner൴ler” başlığı
altında sunulmuştur.

Anahtar Kel൴meler:Rack, Çaprazlanmış modül, Çarpım, Ger൴ çekme, Eş൴tley൴c൴.
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SUMMARY

Th൴s Ph.D. thes൴s, t൴tled Some Categor൴cal Construct൴on of Crossed Modules of
Racks, cons൴sts of s൴x chapters. In the f൴rst chapter, the def൴n൴t൴on of rack ൴s g൴ven and
general examples about th൴s concept are exam൴ned. Also ൴n th൴s chapter, the not൴ons of
subrack, normal subrack, quot൴ent rack and free rack are ൴ntroduced. In the second chapter,
the categor൴cal propert൴es of the category of rack, product, coproduct, pullback, pushout,
equal൴ser and coequal൴ser, are ൴nvest൴gated ൴n deta൴l. In the th൴rd chapter, the crossed module
concept of racks ൴s ൴ntroduced and examples of crossed modules of racks are g൴ven. In the
fourth chapter, ൴t ൴s shown that the category of crossed modules of racks have product,
coproduct, pullback, pushout, equal൴ser and coequal൴ser objects. In the f൴fth sect൴on, the free
crossed module of racks ൴s def൴ned. In the last chapter, the results obta൴ned and suggest൴on
are g൴ven under the head൴ng ”results and suggest൴ons”.

Keywords: Rack, Crossed Module, Product, Pullback, Equal൴ser.
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SİMGELER VE KISALTMALAR DİZİNİ

S൴mgeler A çıklama
o Hem൴-Sem൴-D൴rect Çarpım
▹ Rack Operatörü
· Rack Etk൴s൴

Kısaltmalar Açıklama
Gör(f) f Morf൴zm൴n൴n Görüntüsü
Çek(f) f Morf൴zm൴n൴n Çek൴rdeğ൴
(R,▹, 1) Po൴nted Rack
P ×R P ve R Racklarının D൴rek Çarpımı
P ⊔R P ve R Racklarının Eş-çarpımı
P ∗R P ve R Racklarının Serbest Çarpımı
Rack Rack Kategor൴s൴
XRack Rack Çaprazlanmış Modül Kategor൴s൴
XRack/S Sab൴t B൴r S Rackı Üzer൴nde Rack Çaprazlanmış Modül Kategor൴s൴
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1. GİRİŞ VE AMAÇ

R b൴r küme olmak üzere,

R×R → R

(x, y) 7→ x ▹ y

fonks൴yonu, her a, b, c ∈ R ൴ç൴n

R1) r ▹ a = b olacak şek൴lde b൴r tek r ∈ R vardır;
R2) (a ▹ b) ▹ c = (a ▹ c) ▹ (b ▹ c) ;

şartlarını sağlıyorsa bu R kümes൴ne “rack” den൴r.

Özel sab൴t b൴r 1 ∈ R elemanı ve her x ∈ R ൴ç൴n,

1 ▹ x = 1 ve x ▹ 1 = x

eş൴tl൴kler൴ sağlanıyorsa R ye b൴r “po൴nted rack” den൴r.

Bu tezdek൴ ele alınacak tüm rack yapıları da po൴nted olacak olup, her sefer൴nde
ayrıca bel൴rt൴lmeyecekt൴r. Rack ൴şlem൴n൴ koruyacak şek൴lde tanımlı uygun rack morf൴zmler൴
yardımıyla elde ed൴len (po൴nted) rack kategor൴s൴ kısaca Rack şekl൴nde göster൴lecekt൴r.

Rack yapısı, gruplardak൴ konjuge teor൴ ൴le oldukça bağlantılı b൴r yapıdır. Gruplardan
farkı, rackların asosyat൴f olmayan ceb൴rsel yapıya sah൴p olmasıdır.

Rack çaprazlanmış modülü, b൴r ∂ : R → S rack morf൴zm൴ ve S n൴n R üzer൴ne · (sağ)
rack etk൴s൴ ൴le b൴rl൴kte her r, r′ ∈ R ve s ∈ S ൴ç൴n

X1) ∂ (r · s) = ∂ (r) ▹ s,

X2) r · ∂ (r′) = r ▹ r′

şartları ൴le b൴rl൴kte tanımlıdır. Y൴ne uygun şek൴lde tanımlanan çaprazlanmış modül
morf൴zmler൴ yardımıyla, rack çaprazlanmış modül kategor൴s൴ elde ed൴l൴r ve bu kategor൴
kısaca XRack ൴le göster൴l൴r. Özel olarak, sab൴t b൴r S rackı üzer൴nde çaprazlanmış modüller൴n
kategor൴s൴ XRack/S ൴le göster൴lecekt൴r ve bu kategor൴ XRack ൴n b൴r dolu alt kategor൴s൴d൴r.

Bu tezde rack kategor൴s൴ ve rackların çaprazlanmış modül kategor൴s൴n൴n çarpım, eş-
çarpım, ger൴ çekme, ൴ler൴ ൴tme, eş൴tley൴c൴ ve eş-eş൴tley൴c൴ şekl൴ndek൴ kategor൴ksel özell൴kler൴
൴ncelenecekt൴r. Ayrıca rackların serbest çaprazlanmış modülü tanımlanacaktır.
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2. LİTERATÜR ARAŞTIRMASI

Rack kavramı l൴teratürde mevcut farklı çalışmalarda farklı adlandırmalarla yer
almıştır. Örneğ൴n (Br൴eskorn, 1988) de “otomorf൴k küme”, (Kauffman, 1991) da “kr൴stal”,
(Stanovský, 2004) de “sol dağılımlı sol quas൴grup” ve son olarak da (Conway, 1959) da
wrack kel൴mes൴nden türet൴lm൴ş olan “rack” kel൴mes൴n൴n kullanıldığı görülmekted൴r. Rack
yapısı hakkındak൴ detaylı b൴lg൴ler (Fenn ve Rourke, 1992), de bulunab൴l൴r.

Rack kavramı ൴ç൴n en öneml൴ örnek b൴r grup üzer൴nde konjuge elemanlarla elde
ed൴len rack yapısıdır. Bu özell൴k grup kategor൴s൴ ൴le rack kategor൴s൴ arasındak൴
Conj : Grp → Rack funktorunu ver൴r. Ters൴ne, (Fenn ve Rourke, 1992) de detaylı ൴nşaası
ver൴len As : Rack → Grp funktoru yardımıyla grup kategor൴s൴ ve rack kategor൴s൴ arasında
aşağıdak൴ şek൴lde b൴r denkl൴k (adjunct൴on) elde ed൴l൴r:

Hom
(
As(X), G

) ∼= Hom
(
X,Cong(G)

)
Çaprazlanmış modül yapısı gruplar üzer൴nde ൴lk kez Wh൴tehead tarafından homotop൴
2-t൴pler൴n ceb൴rsel b൴r modellemes൴ olarak (Wh൴tehead, 1941, 1946) de tanımlanmıştır.
B൴l൴nd൴ğ൴ üzere çarazlanmış modüller, Moore kompleks൴n൴n uzunluğu 1 olan s൴mpl൴sel
gruplar kategor൴s൴ne (Conduché, 1984) ve gruplar kategor൴s൴ndek൴ ൴nternal objeye (cat1-grup
yapısına) denkt൴r.

Rack çaprazlanmış modülü (Crans ve Wagemann, 2014) de gruplar üzer൴ndek൴
çaprazlanmış modüller൴n b൴r genellemes൴ olarak tanımlanmıştır. Rack çaprazlanmış
modüller൴ ൴le ൴lg൴l൴ en ൴lg൴nç sonuç, yukarıda bahsed൴len funktorlarının çaprazlanmış modül
yapısını korumasıdır (Crans ve Wagemann, 2014). Bu ൴se oldukça ൴lg൴nç b൴r sonuçtur; çünkü
sık kullanılan ceb൴rsel yapılar arasında (grup, değ൴şmel൴ ceb൴r, L൴e ceb൴r൴ vs) tanımlı
funktorlar çaprazlanmış modül yapısını genel olarak korumamaktadır. Dahası, bu özell൴k
sayes൴nde grup çaprazlanmış modüller kategor൴s൴ ൴le rack çaprazlanmış modül kategor൴s൴
arasında (gen൴şlet൴lm൴ş) b൴r denkl൴k elde ed൴leb൴lmekted൴r. D൴ğer yandan b൴r başka ൴lg൴nç
detay ൴se her ne kadar grup çaprazlanmış modüller kategor൴s൴n൴n b൴r genellemes൴ g൴b൴
gözükse de, b൴r öncek൴ paragrafta gruplar ൴ç൴n ver൴len özell൴kler൴n b൴r kısmı geçerl൴
olmamakla b൴rl൴kte, b൴r kısmı da henüz keşfed൴lmem൴şt൴r ve doğru olup olmadığı
b൴l൴nmemekted൴r. Örneğ൴n, (Crans ve Wagemann, 2014) de görüleceğ൴ üzere cat1-rack yapısı
൴le çaprazlanmış modül yapısı arasında b൴r denkl൴k açık olarak kurulamamıştır.
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Sab൴t b൴r R objes൴ üzer൴nde çaprazlanmış modüller kategor൴s൴ ele alnırsa, bu t൴ptek൴
൴l൴şk൴l൴ çaprazlanmış modüller൴n kategor൴ksel özell൴kler൴ gruplar ൴ç൴n (Brown, 1984), ceb൴rler
൴ç൴n (Shammu, 1992) de ൴ncelenm൴şt൴r.
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3. TEMEL KAVRAMLAR

Bu bölümde, rack yapısıyla ൴lg൴l൴ genel tanımlara ve örneklere yer ver൴lecekt൴r ( Fenn
ve Rourke, 1992; Crans ve Wagemann, 2014).

3.1 Rack Kategor൴s൴

Tanım 3.1 R boş olmayan b৻r küme olmak üzere, R üzer৻ndek৻

R×R → R

(x, y) 7→ x ▹ y

৻şlem৻ aşağıdak৻ şartları sağlıyorsa R kümes৻ne bu ৻şlem ৻le b৻rl৻kte rack den৻r.

R1) Her x, y ∈ R ৻ç৻n
r ▹ x = y

olacak şek৻lde b৻r tek r ∈ R vardır.

R2) Her x, y, z ∈ R ৻ç৻n

(x ▹ y) ▹ z = (x ▹ z) ▹ (y ▹ z)

eş৻tl৻ğ৻ sağlanır. Buradak৻ ৻k৻nc৻ şarta rack özdeşl৻ğ৻ den৻r.

Tanım 3.2 R b৻r rack olmak üzere her x ∈ R ৻ç৻n,

x ▹ x = x

eş৻tl৻ğ৻ sağlanıyorsa R ye b৻r quandle den৻r.

Tanım 3.3 R b৻r rack olmak üzere her x, y ∈ R ৻ç৻n,

(x ▹ y) ▹ y = x

eş৻tl৻ğ৻ sağlanıyorsa R ye b৻r ৻nvolut৻ve rack den৻r.
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Tanım 3.4 R b৻r rack olmak üzere her x ∈ R ৻ç৻n

1 ▹ x = 1 ve x ▹ 1 = x

eş৻tl৻kler৻ sağlanacak şek৻lde 1 ∈ R varsa R ye po৻nted rack den৻r ve (R,▹, 1) şekl৻nde
göster৻l৻r.

Tanım 3.5 R ve S ৻k৻ (po৻nted) rack olsun.

f : R → S

dönüşümü, her x, y ∈ R ৻ç৻n

f (x ▹ y) = f (x) ▹ f (y) (ve f (1) = 1)

şartını sağlıyorsa rack morf৻zm৻ adını alır.

Böylece objeler൴ racklar, morf൴zmler൴ rack morf൴zmler൴ olan rack kategor൴s൴, Rack,
elde ed൴l൴r. Buradan ൴t൴baren tezdek൴ tüm racklar po൴nted rack olarak kabul ed൴lecek, hal൴yle
Rack da po൴nted rack kategor൴s൴n൴ tems൴l edecekt൴r.

ÖRNEKLER

1) Aş൴kar rack : Tn = {0, 1, 2, ..., n− 1} kümes൴, üzer൴ndek൴

Tn × Tn → Tn

(x, y) 7→ x ▹ y = x

൴k൴l൴ ൴şlem൴ ൴le b൴rl൴kte rack yapısı oluşturur.

Burada Tn = Z alınırsa bu yapıya sonsuz aş൴kar rack den൴r ve T∞ ൴le göster൴l൴r.

2) D൴hedral rack: Dn = {0, 1, 2, ..., n− 1} kümes൴, üzer൴ndek൴

Dn ×Dn → Dn

(x, y) 7→ x ▹ y = 2y − x mod n

൴k൴l൴ ൴şlem൴ ൴le b൴rl൴kte rack yapısı oluşturur.

Burada Dn = Z alınırsa
x ▹ y = 2y − x

൴k൴l൴ ൴şlemle b൴rl൴kte bu yapıya sonsuz d൴hedral rack den൴r ve D∞ ൴le göster൴l൴r.
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3) Dev൴rl൴ rack: Cn = {0, 1, 2, ..., n− 1} kümes൴, üzer൴ndek൴

Cn × Cn → Cn

(x, y) 7→ x ▹ y = x+ 1 mod n

൴kl൴ ൴şlem൴ ൴le b൴rl൴kte rack yapısı oluşturur.

Burada Cn = Z alınırsa
x ▹ y = x+ 1

൴kl൴ ൴şlem ൴le b൴rl൴kte bu yapıya sonsuz dev൴rl൴ rack den൴r ve C∞ ൴le göster൴l൴r.

4) Konjuge rack: G b൴r grup olsun. G grubu, üzer൴ndek൴

G×G → G

(g, h) 7→ g ▹ h = h−1gh

൴k൴l൴ ൴şlem ൴le b൴rl൴kte rack yapısı oluşturur.

Bu yapı b൴ze
Conj:Grp → Rack

funktorunu ver൴r.

5) Core rack: G grubu, üzer൴ndek൴

G×G → G

(g, h) 7→ g ▹ h = hg−1h

൴k൴l൴ ൴şlemle b൴rl൴kte b൴r rack yapısı oluşturur. Bu yapı funktor൴yel değ൴ld൴r. Çünkü grup
kategor൴s൴ndek൴ b൴r൴m eleman olma özell൴ğ൴n൴ po൴nted rackdak൴ 1 elemanına taşımıyor. Yan൴;

g ▹ 1 = 1g−11 = g−1

olup

g ▹ 1 ̸= g

olduğu görülür.

Tanım 3.6 (R,▹) b৻r rack olsun. Her r, r′ ∈ R ৻ç৻n

r ▹−1 r′

৻k৻l৻ ৻şlem ৻le yen৻ b৻r rack tanımlanab৻l৻r. Bu racka ters৻n৻r (৻nverted) rack den৻r. Ters৻n৻r
racklar ৻ç৻n

r ▹ r′ ▹−1 r′ = r = r ▹−1 r′ ▹ r′

eş৻tl৻ğ৻ sağlanır.
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Örnek 3.1 G b৻r grup olsun. G grubu her g, h ∈ G ৻ç৻n

g ▹−1 h = hgh−1

şekl৻nde tanımlı ৻k৻l৻ ৻şlem ৻le b৻rl৻kte rack yapısı oluşturur.

R1) Her g, h ∈ G ৻ç৻n x ▹−1 g = h olacak şek৻lde b৻r tek x ∈ G olduğu
göster৻lecekt৻r:

x ▹−1 g = h⇔gxg−1 = h

⇔x = g−1hg

olup x = g−1hg ∈ G olur.

R2) Her g, h, k ∈ G ৻ç৻n(
g ▹−1 h

)
▹−1 k =

(
hgh−1

)
▹−1 k

= khgh−1k−1

olup (
g ▹−1 k

)
▹−1

(
h ▹−1 k

)
=

(
kgk−1

)
▹−1

(
khk−1

)
=

(
k−1hk

) (
k−1gk

) (
k−1hk

)−1

= khgh−1k−1

elde ed৻l৻r. Böylece (
g ▹−1 h

)
▹−1 k =

(
g ▹−1 k

)
▹−1

(
h ▹−1 k

)
eş৻tl৻ğ৻ geçerl৻d৻r.

Önerme 3.1 (P,▹) ve (R,▹′) ৻k৻ rack olsun. Bu durumda

P ×R = {(p, r) | p ∈ P, r ∈ R}

kümes৻,
(p, r) ▹̃ (p′, r′) = (p ▹ p′, r ▹′ r′)

şekl৻nde tanımlı ৻k৻l৻ ৻şlem ৻le b৻rl৻kte rack yapısı oluşturur (Fenn ve Rourke, 1992).

İspat R1) (p, r) , (p′, r′) ∈ P × R olsun. P ve R rack olduğundan her p, p′ ∈ P ve her
r, r′ ∈ R ৻ç৻n

c ▹ p = p′

c′ ▹′ r = r′
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olacak şek৻lde b৻r tek c ∈ P ve c′ ∈ R vardır. Böylece

(c ▹ p, c′ ▹′ r) = (p′, r′) ⇒ (c, c′) ▹̃ (p, r) = (p′, r′)

olup her (p, r) , (p′, r′) ∈ P ×R ৻ç৻n

(c, c′) ▹̃ (p, r) = (p′, r′)

olacak şek৻lde b৻r tek (c, c′) ∈ P ×R vardır.

R2) Her (p, r) , (p′, r′) , (p′′, r′′) ∈ P ×R ৻ç৻n(
(p, r) ▹̃ (p′, r′)

)
▹̃ (p′′, r′′) = ((p ▹ p′, r ▹′ r′)) ▹̃ (p′′, r′′)

= ((p ▹ p′) ▹ p′′, (r ▹′ r′) ▹′ r′′)

= ((p ▹ p′′) ▹ (p′ ▹ p′′) , (r ▹′ r′′) ▹ (r′ ▹′ r′′))

= (p ▹ p′′, r ▹′ r′′) ▹̃ (p′ ▹ p′′, r′ ▹′ r′′)

=
(
(p, r) ▹̃ (p′′, r′′)

)
▹̃
(
(p′, r′) ▹̃ (p′′, r′′)

)
elde ed৻l৻r.

Böylece P × R kümes৻, ▹̃ ৻şlem৻ne göre b৻r rack olur. Bu P × R rackına P ve R

racklarının d৻rek çarpımı den৻r.

Önerme 3.2 P ve R ৻k৻ rack olmak üzere,

p1 : P ×R → P

(p, r) 7→ p

ve
p2 : P ×R → R

(p, r) 7→ r

projeks৻yon dönüşümler৻ rack morf৻zm৻d৻r.

İspat Her (p, r) , (p′, r′) ∈ P ×R ৻ç৻n

p1
(
(p, r) ▹̃ (p′, r′)

)
= p1 (p ▹ p′, r ▹′ r′)

= p ▹ p′

= p1 (p, r) ▹ p1 (p
′, r′)

olup

p1
(
(p, r) ▹̃ (p′, r′)

)
= p1 (p, r) ▹ p1 (p

′, r′)
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elde ed৻l৻r ve benzer şek৻lde

p2
(
(p, r) ▹̃ (p′, r′)

)
= p2 (p, r) ▹′ p2 (p

′, r′)

elde ed৻l৻r. Bu durumda p1 : P ×R → P ve p2 : P ×R → R morf৻zmler৻ rack morf৻zm৻d৻r.

3.2 Alt Rack

Bu kısımda b൴r R (po൴nted) rackının alt rackı tanıtılacak ve alt rack kavramı ൴ç൴n bazı
özell൴kler ver൴lecekt൴r (B൴yogmam, 2013).

Tanım 3.7 R b৻r (po৻nted) rack ve S, R rackının boş kümeden farklı alt kümes৻ olsun. S
(po৻nted) rack şartlarını sağlıyorsa S kümes৻ne alt rack den৻r.

Önerme 3.3 R b৻r (po৻nted) rack ve S, R n৻n b৻r alt kümes৻ olsun. S kümes৻n৻n R n৻n alt
rackı olması ৻ç৻n gerek ve yeter koşul

৻) R po৻nted rack ৻se 1 ∈ S d৻r,

৻৻) S ৻k৻l৻ ৻şlem altında kapalıdır,

৻৻৻) her a, b ∈ R ৻ç৻n b ∈ S ve a ▹ b ∈ S ৻ken a ∈ S d৻r,

şartlarının sağlanmasıdır.

İspat S, R n৻n alt rackı olsun. S, R n৻n alt kümes৻ olduğundan ৻ ve ৻৻ sağlanır. a, b ∈ R ৻ç৻n
b ∈ S ve a ▹ b ∈ S ৻ken a ∈ S olduğu göster৻lecekt৻r. a ▹ b = c olsun. S rack şartlarını
sağladığından b ∈ S ve c ∈ S ৻ç৻n

x ▹ b = c

olacak şek৻lde b৻r tek x ∈ S vardır.

x ▹ b = a ▹ b

olup rack yapısının b৻r৻nc৻ şartından dolayı x = a olduğu görülür. Böylece a ∈ S d৻r.

Ters৻ne S kümes৻n৻n R n৻n alt rackı olduğunu göster৻lecekt৻r. a, b ∈ S olsun. S ⊆ R

olduğundan a, b ∈ R d৻r. Bu durumda

x ▹ a = b
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olacak şek৻lde b৻r tek x ∈ R vardır. Böylece x ▹ a ∈ S d৻r. a ∈ S olduğundan ৻৻৻) şartından
dolayı x ∈ S d৻r. c = x alırsak ৻spat tamamlanır.

Önerme 3.4 f : R → R′ b৻r rack morf৻zm৻ olsun.

Çek (f) = {r ∈ R | f (r) = 1}

kümes৻ R rackının alt rackıdır.

İspat ৻) R po৻nted rack olduğundan f (1) = 1 olup 1 ∈ Çek (f) d৻r.

৻৻) x, y ∈ Çek (f) olsun.

f (x ▹ y) = f (x) ▹ f (y) ∵ f rack morf৻zm৻

= 1 ▹ 1

= 1

olup x ▹ y ∈ Çek (f) d৻r.

৻৻৻) x, y ∈ R, x ▹ y ∈ Çek (f) ve y ∈ Çek (f) olsun. Bu durumda f (y) = 1 ve
f (x ▹ y) = 1 elde ed৻l৻r. Böylece

f (x) = f (x) ▹ f (y) ∵ f(y) = 1

= f (x ▹ y)

= 1

olup x ∈ Çek (f) d৻r.

Tanım 3.8 Yukarıda tanımlanan

Çek (f) = {r ∈ R | f (r) = 1}

kümes৻ne f morf৻zm৻n৻n çek৻rdeğ৻ den৻r.

Önerme 3.5 f : R → R′ b৻r rack morf৻zm৻ olsun. R′ ৻nvolut৻ve rack ৻se

Gör (f) = {f (r) | r ∈ R}

kümes৻ R′ rackının alt rackıdır.
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İspat ৻) R ve R′ po৻nted rack olduğundan f (1) = 1 olup 1 ∈ Gör (f) d৻r.

৻৻) y1, y2 ∈ Gör (f) olsun. Bu durumda

f (x1) = y1,

f (x2) = y2

olacak şek৻lde x1, x2 ∈ R vardır. Böylece

y1 ▹ y2 = f (x1) ▹ f (x2) = f (x1 ▹ x2)

olup y1 ▹ y2 ∈ Gör (f) d৻r.

৻৻৻) y1, y2 ∈ R, y1 ▹ y2 ∈ Gör (f) ve y2 ∈ Gör (f) olsun. Bu durumda f (x) = y2 ve
f (y) = y1 ▹ y2 olacak şek৻lde x, y ∈ R vardır. R′ ৻nvolut৻ve olduğundan

y1 = (y1 ▹ y2) ▹ y2 = f (y) ▹ f (x) = f (y ▹ x) ∈ Gör (f)

olup y1 ∈ Gör (f) d৻r.

Tanım 3.9 Yukarıda tanımlanan

Gör (f) = {f (r) | r ∈ R}

kümes৻ne f morf৻zm৻n৻n görüntüsü den৻r.

3.3 Normal Alt Rack

Tanım 3.10 (Ryder, 1993) R b৻r rack ve N , R n৻n alt rackı olsun. Her r ∈ R ve her n ∈ N

৻ç৻n
n ▹ r ∈ N

৻se N rackına R n৻n normal alt rackı den৻r.

3.4 Kongrüanslar

Tanım 3.11 R b৻r rack olsun.R üzer৻ndek৻ b৻r ”∼”denkl৻k bağıntısı ver৻ls৻n.∼ bağıntısına,

x ∼ y, x′ ∼ y′ =⇒ x ▹ x′ ∼ y ▹ y′

özell৻ğ৻n৻ sağlıyorsa kongrüans bağıntı den৻r. B৻r r ∈ R ৻ç৻n r n৻n denkl৻k sınıfları [r] ৻le
göster৻l৻r (Ryder, 1993).
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3.5 Bölüm Rack

R b൴r rack ve∼ bağıntısı R üzer൴nde b൴r kongrüans bağıntısı olsun. Bu durumda R/∼

kümes൴, her r, r′ ∈ R ൴ç൴n
[r] ▹ [r′] = [r ▹ r′]

൴k൴l൴ ൴şlem൴ ൴le b൴rl൴kte rack şartlarını sağlar. Çünkü:

R1) [r] , [r′] ∈ R/∼ olsun. R rack olduğundan her r, r′ ∈ R ൴ç൴n

c ▹ r = r′

olacak şek൴lde b൴r tek c ∈ R vardır. Böylece

c ▹ r = r′ ⇒ [c ▹ r] = [r′]

⇒ [c] ▹ [r] = [r′]

olup her [r] , [r′] ∈ R/∼ ൴ç൴n
[c] ▹ [r] = [r′]

olacak şek൴lde b൴r tek [c] ∈ R/∼ vardır.

R2) Her [r] , [r′] , [r′′] ∈ R/∼ ൴ç൴n

([r] ▹ [r′]) ▹ [r′′] = [r ▹ r′] ▹ [r′′]

= [(r ▹ r′) ▹ r′′]

= [(r ▹ r′′) ▹ (r′ ▹ r′′)]

= [r ▹ r′′] ▹ [r′ ▹ r′′]

= ([r] ▹ [r′′]) ▹ ([r′] ▹ [r′′])

elde ed൴l൴r.

Tanım 3.12 Yukarıda elde ed৻len R/∼ rack yapısı özel olarak bölüm rackı olarak
adlandırılır (Ryder, 1993).
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3.6 Serbest Rack

Tanım 3.13 X b৻r küme ve F (X) b৻r rack olsun. Herhang৻ b৻r Y rackı ve f : X → Y

dönüşümü ver৻ld৻ğ৻nde

X

j

��

f // Y

F (X)

h

== (3.1)

d৻yagramını değ৻şmel৻ yapacak şek৻lde b৻r tek

h : F (X) → Y

rack morf৻zm৻ varsa F (X) rackına X kümes৻ üzer৻nde serbest rack den৻r.

S boştan farklı b൴r küme olmak üzere S üzer൴ndek൴ serbest rack aşağıdak൴ g൴b൴ ൴k൴
farklı ൴zomorf yoldan elde ed൴leb൴l൴r. Bu tezde eş-çarpım ve ൴ler൴ ൴tme obje ൴ç൴n ൴şlemler൴n
kolaylığı açısından ൴k൴nc൴ vers൴yon kullanılacaktır.

Önerme 3.6 (Far൴nat൴ vd., 2014) S boştan farklı b৻r küme ve F S de S üzer৻ndek৻ serbest
grup olsun. S kümes৻ üzer৻ndek৻ serbest rack:

F (S) = S × F S =
{
(s, α) | s ∈ S, α ∈ F S

}
kümes৻ ve her r, s ∈ S ve α, β ∈ F S ৻ç৻n

(r, α) ▹ (s, β) =
(
r, αβ−1sβ

)
৻k৻l৻ ৻şlem৻ ৻le b৻rl৻kte her zaman tanımlıdır. Burada j : S → F (S), j (s) = (s, 1) şekl৻nde
tanımlıdır.

İspat Öncel৻kle F (S) kümes৻n৻n

(r, α) ▹ (s, β) =
(
r, αβ−1sβ

)
৻k৻l৻ ৻şlem ৻le b৻rl৻kte rack yapısı oluşturduğu göster৻lecekt৻r.

R1) (s, β) , (t, ω) ∈ F (S) olsun.

(r, α) ▹ (s, β) = (t, ω)(
r, αβ−1sβ

)
= (t, ω)



14

olduğundan r = t ve α = ωβ−1s−1β olarak alınab৻l৻r. Böylece her (s, β) , (t, ω) ∈ F (S)

৻ç৻n

(r, α) ▹ (s, β) = (t, ω)

olacak şek৻lde b৻r tek (r, α) ∈ F (S) vardır.

R2) Her (r, α) , (s, β) , (t, ω) ∈ F (S) ৻ç৻n

((r, α) ▹ (s, β)) ▹ (t, ω) =
(
r, αβ−1sβ

)
▹ (t, ω)

=
(
r, αβ−1sβω−1tω

)
=

(
r, α

(
ω−1tωω−1t−1ω

)
β−1sβω−1tω

)
=

(
r, αω−1tω

)
▹

(
s, βω−1tω

)
= ((r, α) ▹ (t, ω)) ▹ ((s, β) ▹ (t, ω))

olduğu görülür.

Ş৻md৻ T herhang৻ b৻r rack ve f : S → T herhang৻ b৻r rack morf৻zm৻ olsun.

h (s, 1) = f (s) ve

h ((r, 1) ▹ (s, 1)) = f (r) ▹ f (s)

şekl৻nde tanımlanan b৻r tek
h : F (S) → T

rack morf৻zm৻n৻n var olduğu göster৻lecekt৻r.

r, s ∈ S ve α ∈ F S ৻ç৻n,

(r, α) ▹ (s, 1) = (r, αs) ,

(r, α) ▹−1 (s, 1) =
(
r, αs−1

)
olduğu göz önünde bulundurulsun. Eğer si ∈ S ve εi = ±1 ৻ç৻n α = sε11 . . . sεnn ৻se

(s, α) = (((((s, 1) ▹ε1 (s1, 1)) ▹ε2 (s2, 1)) . . .) ▹εn−1 (sn−1, 1)) ▹εn (sn, 1)

elde ed৻l৻r. Bu durumda

h (s, α) = ((((f (s) ▹ε1 f (s1)) ▹ε2 f (s2)) . . .) ▹εn−1 f (sn−1)) ▹εn f (sn)

olduğu görülür. Ayrıca h, f ৻le tanımlandığından dolayı tek türlü tanımlıdır.
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Ş৻md৻ h : F (S) → T morf৻zm৻n৻n b৻r rack morf৻zm৻ olduğu göster৻lecekt৻r. r, s ∈ S

ve β ৻nd৻rgenm৻ş kel৻me olmak üzere α, β ∈ F S olsun. β = 1 alınsın. Her r, s ∈ S ve α ∈ F S

৻ç৻n

h ((r, α) ▹ (s, 1)) = h ((((((r, 1) ▹ε1 (r1, 1)) ▹ε2 (r2, 1)) . . .) ▹εn−1 (rn−1, 1)) ▹εn (rn, 1) ▹ (s, 1))

= (((((f (r) ▹ε1 f (r1)) ▹ε2 f (r2)) . . .) ▹εn−1 f (rn−1)) ▹εn f (rn)) ▹ f (s)

= h (s, α) ▹ h (s, 1)

olduğu görülür. Böylece β = 1 ৻ç৻n

h ((r, α) ▹ (s, β)) = h (r, α) ▹ h (s, β)

eş৻tl৻ğ৻ sağlanır.

Ş৻md৻, β nın uzunluğu lh(β) olmak üzere, lh(β) < n ৻ç৻n eş৻tl৻k sağlansın. lh(β) = n

৻ç৻n eş৻tl৻ğ৻n sağlandığı göster৻lecekt৻r. lh(β′) = n−1, t ∈ S, ve ε = ±1 ৻ç৻n β = β′tε olsun.
ε = 1 ৻ç৻n,

h ((r, α) ▹ (s, β)) = h ((r, α) ▹ (s, β′t))

= h ((r, α) ▹ ((s, β′) ▹ (t, 1)))

= h
((
(r, α) ▹−1 (t, 1) ▹ (t, 1)

)
▹ ((s, β′) ▹ (t, 1))

)
= h

(((
(r, α) ▹−1 (t, 1)

)
▹ (s, β′)

)
▹ (t, 1)

)
=

((
h (r, α) ▹−1 h (t, 1)

)
▹ h (s, β′)

)
▹ h (t, 1)

=
(
h (r, α) ▹−1 h (t, 1) ▹ h (t, 1)

)
▹ (h (s, β′) ▹ h (t, 1))

= h (r, α) ▹ (h (s, β′) ▹ h (t, 1))

= h (r, α) ▹ h ((s, β′) ▹ (t, 1))

= h (r, α) ▹ h (s, β′t)

= h (r, α) ▹ h (s, β)

ve ε = −1 ৻ç৻n

h ((r, α) ▹ (s, β)) ▹ h (t, 1) = h (((r, α) ▹ (s, β)) ▹ (t, 1))

= h
((
(r, α) ▹

(
(s, β′) ▹−1 (t, 1)

))
▹ (t, 1)

)
= h

(
((r, α) ▹ (t, 1)) ▹ (s, β′) ▹−1 (t, 1) ▹ (t, 1)

)
= h (((r, α) ▹ (t, 1)) ▹ (s, β′))

= (h (r, α) ▹ h (t, 1)) ▹ h (s, β′)

=
(
h (r, α) ▹

(
h (s, β′) ▹−1 h (t, 1)

))
▹ h (t, 1)

olup

h ((r, α) ▹ (s, β)) = h (r, α) ▹
(
h (s, β′) ▹−1 h (t, 1)

)
= h (r, α) ▹ h (s, β)
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olur. Tümevarım gereğ৻ her (r, α) , (s, β) ∈ F (S) ৻ç৻n

h ((r, α) ▹ (s, β)) = h (r, α) ▹ h (s, β)

elde ed৻l৻r. Bu durumda h : S × F (S) → T b৻r rack morf৻zm৻d৻r.

Önerme 3.7 (W൴nker, 1984) S boştan farklı b৻r küme olsun. S üzer৻ndek৻ F (S) serbest
rackın elemanları 1 ≤ i ≤ n ৻ç৻n si ∈ S, n ≥ 0 ve αi = ±1 olmak üzere

s0 ▹α1 s1 ▹α2 . . . ▹αn sn

formunda olup

s0 ▹α1 s1 ▹α2 . . . ▹αj−1 sj−1 ▹αj sj ▹−αj sj ▹αj+1 sj+1 . . . ▹αn sn =

s0 ▹α1 s1 ▹α2 . . . ▹αj−1 sj−1 ▹αj+1 sj+1 . . . ▹αn sn

eş৻tl৻ğ৻ geçerl৻d৻r. Bu rackın ৻şlem৻

(s0 ▹α1 s1 ▹α2 . . . ▹αn sn) ▹α
(
r0 ▹β1 r1 ▹β2 . . . ▹βm rm

)
=

s0 ▹α1 s1 ▹α2 . . . ▹αn sn ▹−βm rm ▹ −βm−1rm−1 . . . ▹−β1 r1 ▹α r0 ▹β1 r1 ▹β2 . . . ▹βm rm

şekl৻nde tanımlıdır ve rack şartlarını sağladığı aşağıdak৻ g৻b৻ göster৻l৻r:

R1) (s0 ▹α1 s1 ▹α2 . . . ▹αn sn) ,
(
r0 ▹β1 r1 ▹β2 . . . ▹βm rm

)
∈ F (S) olsun.(

co ▹θ1 . . . ▹θl cl
)
▹ε (s0 ▹α1 . . . ▹αn sn) = r0 ▹β1 . . . ▹βm rm

৻se

co ▹θ1 . . . ▹θl cl ▹−αn sn ▹−αn−1 sn−1 . . . ▹−α1 s1 ▹ε s0 ▹α1 . . . ▹αn sn =

r0 ▹β1 r1 ▹β2 . . . ▹βm rm

olup

co ▹θ1 . . . ▹θl cl = r0 ▹β1 . . . ▹βm rm ▹−αn sn ▹−αn−1 sn−1 ▹−α1 s1 ▹−ε s0 ▹α1 . . . ▹αn sn

şekl৻nde yazılab৻l৻r.

Bu durumda her (s0 ▹α1 s1 ▹α2 . . . ▹αn sn) ,
(
r0 ▹β1 r1 ▹β2 . . . ▹βm rm

)
∈ F (S)

৻ç৻n (
co ▹θ1 . . . ▹θl cl

)
▹ε (s0 ▹α1 . . . ▹αn sn) = r0 ▹β1 . . . ▹βm rm
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olacak şek৻lde b৻r tek
(
co ▹θ1 . . . ▹θl cl

)
∈ F (S) vardır. Böylece R1 şartı sağlanır.

R2) Her (po ▹ε1 . . . ▹εl pl) ,
(
r0 ▹β1 . . . ▹βm rm

)
ve (s0 ▹α1 . . . ▹αn sn) ∈ F (S)

৻ç৻n (
(po ▹ε1 . . . ▹εt pt) ▹ε

(
r0 ▹β1 . . . ▹βm rm

))
▹β (s0 ▹α1 . . . ▹αn sn) =

(po ▹ε1 . . . ▹εl pl ▹−βm rm ▹−βm−1 rm−1 . . . ▹−β1 r1 ▹ε r0 ▹β1 . . . ▹βm rm)

▹β (s0 ▹α1 . . . ▹αn sn) =

po ▹ε1 . . . ▹εl pl ▹ −βmrm ▹−βm−1 rm−1 . . . ▹−β1 r1 ▹ε r0 ▹β1 . . . ▹βm rm

▹−αn sn ▹−αn−1 sn−1 . . . ▹−α1 s1 ▹β s0 ▹α1 . . . ▹αn sn

elde ed৻l৻r. D৻ğer taraftan

(
(po ▹ε1 . . . ▹εt pt) ▹β (s0 ▹α1 . . . ▹αn sn)

)
▹ε((

r0 ▹β1 . . . ▹βm rm
)
▹β (s0 ▹α1 . . . ▹αn sn)

)
=

(
po ▹ε1 . . . ▹εl pl ▹−αn sn ▹−αn−1 sn−1 . . . ▹−α1 s1 ▹β s0 ▹α1 . . . ▹αn sn

)
▹ε(

r0 ▹β1 . . . ▹βm rm ▹−αn sn ▹−αn−1 sn−1 . . . ▹−α1 s1 ▹β s0 ▹α1 . . . ▹αn sn
)
=

po ▹ε1 . . . ▹εl pl ▹−αn sn ▹−αn−1 sn−1 . . . ▹−α1 s1 ▹β s0 ▹α1 . . . ▹αn sn ▹−αn sn

▹−αn−1 sn−1 . . . ▹−α1 s1 ▹−β s0 ▹α1 . . . ▹αn sn ▹−βm rm ▹−βm−1 rm−1 . . . ▹−β1 r1

▹ε r0 ▹β1 . . . ▹βm rm ▹−αn sn ▹−αn−1 sn−1 . . . ▹−α1 s1 ▹β s0 ▹α1 . . . ▹αn sn =

po ▹ε1 . . . ▹εl pl ▹ −βmrm ▹−βm−1 rm−1 . . . ▹−β1 r1 ▹ε r0 ▹β1 . . . ▹βm rm

▹−αn sn ▹−αn−1 sn−1 . . . ▹−α1 s1 ▹β s0 ▹α1 . . . ▹αn sn

olduğu görülür. Böylece R2 şartı sağlanır.

Burada da d৻yagram (3.1) dek৻ h rack morf৻zm৻ (s0 ▹α1 s1 ▹α2 . . . ▹αn sn) ∈ F (S)

৻ç৻n
h (s0 ▹α1 s1 ▹α2 . . . ▹αn sn) = f (s0) ▹α1 f (s1) ▹α2 . . . ▹αn f (sn)

şekl৻nde tek türlü tanımlıdır.

3.7 Rack Etk൴s൴

R ve S ൴k൴ rack olsun. Eğer

R× S → R

(r, s) 7→ r · s
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şekl൴nde göster൴len dönüşüm, her r, r′ ∈ R ve s, s′ ∈ S ൴ç൴n

൴)

(r · s) · s′ = (r · s′) · (s ▹ s′)

൴൴)

(r ▹ r′) · s = (r · s) ▹ (r′ · s)

şartlarını sağlıyorsa (sağ) rack etk൴s൴ adını alır (Crans ve Wagemann, 2014).

Tanım 3.14 (Hem৻-Sem৻-D৻rect Çarpım)

R ve S ৻k৻ rack olsun. S rackının R rackı üzer৻ne etk৻s৻ var ৻se, R o S kümes৻, her
r, r′ ∈ R ve her s, s′ ∈ S ৻ç৻n

(r, s) ▹ (r′, s′) = (r · s′, s ▹ s′)

şekl৻nde tanımlı ৻k৻l৻ ৻şlem ৻le b৻rl৻kte b৻r rack yapısı oluşturur ve hem৻-sem৻-d৻rect çarpım
olarak adlandırılır.
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4. RACK KATEGORİSİNİN ÖZELLİKLERİ

Bu bölümde Rack kategor൴s൴ndek൴ çarpım (product), serbest (free), eş-çarpım
(coproduct), ger൴ çekme (pullback), ൴ler൴ ൴tme (pushout), eş൴tley൴c൴ (equal൴ser) ve
eş-eş൴tley൴c൴ (coequal൴ser) objeler൴ Grp kategor൴s൴ndek൴lere benzer olarak oluşturulacaktır.
P ve R racklarının P × R d൴rek çarpımı ve P ∗ R serbest çarpımı Fenn ve Rourke (1992)
tarafından tanımlanmıştır. Burada, rackların d൴rek çarpımı ൴le çarpım obje, rackların serbest
çarpımı ൴le eş-çarpım obje oluşturulacaktır. Y൴ne P ve R racklarının f൴ber çarpım
kullanılarak ger൴ çekme obje elde ed൴lecekt൴r. Ayrıca, P ∗ R serbest çarpım ve onun b൴r N
kongrüans bağıntısı kullanılarak ൴ler൴ ൴tme (pushout) obje ver൴lecekt൴r. Bu bölümün son
kısmında ൴se her morf൴zm ൴k൴l൴s൴n൴n eş൴tley൴c൴s൴n൴n (equal൴ser) ve eş-eş൴tley൴c൴s൴n൴n
(coequal൴ser) var olduğu göster൴lecekt൴r.

4.1 Çarpım (Product) Obje

Tanım 4.1 C b৻r kategor৻, A veB, C kategor৻s৻n৻n ৻k৻ objes৻ olsun. C kategor৻s৻n৻n herhang৻
b৻r D objes৻ ve herhang৻ ৻k৻

q1 : D → A ve q2 : D → B

morf৻zm৻ ver৻ld৻ğ৻nde
D

q1

��~~
~~
~~
~~
~~
~~
~~
~~

q2

��@
@@

@@
@@

@@
@@

@@
@@

@

∃!q

��
A Cp1

oo
p2

// B

d৻yagramı değ৻şmel৻ olacak şek৻lde b৻r tek

q : D → C

morf৻zm৻ varsa C objes৻ne A ve B objeler৻n৻n çarpımı (yada çarpım obje) den৻r.

Fenn ve Rourke (1992) çalışmalarında P ve R racklarının d൴rek çarpımının

P ×R = {(p, r) | p ∈ P, r ∈ R}

olduğunu söylem൴şlerd൴r. Bu tezde, P × R rackının Rack kategor൴s൴ndek൴ çarpım objeye
karşılık geld൴ğ൴ göster൴lecekt൴r.
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Teorem 4.1 Rack kategor৻s৻ çarpım objeye sah৻pt৻r.

İspat P ve R ৻k৻ rack olsun.

P ×R = {(p, r) | p ∈ P, r ∈ R}

kümes৻ P ve R racklarının d৻rek çarpımı olup Önerme 3.1 gereğ৻nce rack yapısı oluşturur.
Ayrıca

p1 : P ×R → P,

p2 : P ×R → R

morf৻zmler৻ projeks৻yon dönüşümler olup, Önerme 3.2 gereğ৻nce rack morf৻zm৻d৻r.

Ş৻md৻ T herhang৻ b৻r rack ve

α : T → P,

β : T → R

৻k৻ rack morf৻zm৻ olsun. Bu durumda;

p1φ = α,

p2φ = β

olacak şek৻lde b৻r tek
φ : T → P ×R

rack morf৻zm৻n৻n var olduğu göster৻lmel৻d৻r.

φ : T → P ×R

t 7→ φ (t) = (α (t) , β (t))

şekl৻nde tanımlansın.

Her t, t′ ∈ T ৻ç৻n

φ (t ▹ t′) = (α (t ▹ t′) , β (t ▹ t′))

= (α (t) ▹ α (t′) , β (t) ▹ β (t′))

= (α (t) , β (t)) ▹ (α (t′) , β (t′))

= φ (t) ▹ φ (t′)

olup φ : T → P ×R b৻r rack morf৻zm৻d৻r.
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Ayrıca her t ∈ T ৻ç৻n

p1φ (t) = p1 (α (t) , β (t))

= α (t)

p2φ (t) = p2 (α (t) , β (t))

= β (t)

olup p1φ = α ve p2φ = β olduğu görülür.

Son olarak φ morf৻zm৻n৻n tekl৻ğ৻ kontrol ed৻lecekt৻r:

φ′ : T → P ×S R

morf৻zm৻ φ ৻le aynı özell৻kte, yan৻

p1φ
′ = α,

p2φ
′ = β

eş৻tl৻kler৻n৻ sağlayan b৻r rack morf৻zm৻ olsun ve φ (t) = (p, r) şekl৻nde tanımlansın. Her
t ∈ T ৻ç৻n

p1φ
′ (t) = α (t) ⇔ p1 (p, r) = α (t)

⇔ p = α (t)

p2φ
′ (t) = β (t) ⇔ p2 (p, r) = β (t)

⇔ r = β (t)

elde ed৻l৻r. Bu durumda her t ∈ T ৻ç৻n

φ′ (t) = (p, r)

= (α (t) , β (t))

= φ (t)

olup

φ′ (t) = φ (t)

elde ed৻l৻r. Böylece φ morf৻zm৻ b৻r tekt৻r.

Sonuç olarak, P ×R rackı, P ve R racklarının çarpım objes৻ olup

T

α

}}zz
zz
zz
zz
zz
zz
zz
zz
zz

β

""D
DD

DD
DD

DD
DD

DD
DD

DD
D

∃!φ

��
P P ×Rp1

oo
p2

// R.

değ৻şmel৻ d৻yagramı çarpım d৻yagramıdır.
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4.2 Serbest (Free) Çarpım

Tanım 4.2 P ve R ৻k৻ rack olsun.

P +R = ∪
i∈{1,2}

{(i, x) | i = 1 ৻ken x ∈ P ve i = 2 ৻ken x ∈ R}

kümes৻ tanımlansın. Bu küme tarafından üret৻len serbest rackın elemanları
(i = 1, . . . , n ৻ç৻n, αi = ±1)

(i0, a0) ▹α1 (i1, a1) . . . ▹αn (in, an)

formundadır. F (P +R) serbest rackının

(i0, p0) ▹α1 (i0, p1) ▹α2 . . . ▹αn (in, pn) = (i0, p0 ▹α1 p1) ▹α2 (i2, p2) . . . ▹αn (in, pn)

ve

(i0, p0) ▹α1 (i1, p1) . . . ▹αj−1 (ij−1, pj−1) ▹αj (ij, pj) ▹−αj (ij, pj) ▹αj+2 . . . ▹αn (in, pn)

= (i0, p0) ▹α1 (i1, p1) . . . ▹αj−1 (ij−1, pj−1) ▹αj+2 (ij+2, pj+2) . . . ▹αn (in, pn)

eş৻tl৻kler৻n৻ sağlayan elemanlarının kümes৻

P ∗R

৻le göster৻ls৻n. Bu P ∗R kümes৻

[(i0, p0) ▹α1 (i1, p1) . . . ▹αn (in, pn)] ▹α [(j0, q0) ▹β1 (j1, q1) . . . ▹βm (jm, qm)]

= (i0, p0) ▹α1 (i1, p1) . . . ▹αn (in, pn) ▹−βm (jm, qm) ▹−βm−1 (jm−1, qm−1) . . .

▹−β1 (j1, q1) ▹α (j0, q0) ▹β1 (j1, q1) . . . ▹βm (jm, qm)

৻şlem৻ ৻le b৻rl৻ke rack yapısı oluşturur. Bu racka P ve R racklarının serbest çarpım rackı
den৻r.

4.3 Eş-çarpım (Coproduct) Obje

Tanım 4.3 C b৻r kategor৻, X1 ve X2, C kategor৻s৻n৻n ৻k৻ objes৻ olsun. C kategor৻s৻n৻n
herhang৻ b৻r Y objes৻ ve herhang৻ ৻k৻

i1 : X1 → Z ve i2 : X2 → Z
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morf৻zm৻ ver৻ld৻ğ৻nde
Y

X1

f1

>>~~~~~~~~~~~~~~~~

i1
// Z

∃!h

OO

X2

f2

``@@@@@@@@@@@@@@@@

i2
oo

d৻yagramı değ৻şmel৻ olacak şek৻lde b৻r tek

h : Z → Y

morf৻zm৻ varsa Z objes৻ne X1 ve X2 objeler৻n৻n eş-çarpımı (coproduct) den৻r ve

Z = X1 ⊔X2

৻le göster৻l৻r.

Ş൴md൴ (Fenn ve Rourke, 1992) de tanımlanan rackların serbest çarpımının, Rack
kategor൴s൴ndek൴ eş-çarpım objeye karşılık geld൴ğ൴ göster൴lecekt൴r.

Teorem 4.2 Rack kategor৻s৻ eş-çarpım objeye sah৻pt৻r.

İspat P ve R ৻k৻ rack olsun. P ve R racklarının eş-çarpımı, P ve R racklarının serbest
çarpımı, P ∗R, ৻le tanımlıdır ve P ⊔R ৻le göster৻l৻r. Bununla b৻rl৻kte

i1 : P → P ∗R
p 7→ (1, p)

ve
i2 : R → P ∗R

r 7→ (2, r)

dönüşümler৻ her p, p′ ∈ P ৻ç৻n

i1 (p ▹ p′) = (1, p ▹ p′)

= (1, p) ▹ (1, p′)

= i1 (p) ▹ i1 (p
′)

olduğundan i1 morf৻zm৻, benzer şek৻lde i2 morf৻zm৻ b৻r rack morf৻zm৻d৻r.

Ş৻md৻ eş-çarpım obje ৻ç৻n evrensell৻k özell৻ğ৻n৻n sağlandığı göster৻lecekt৻r.X b৻r rack
ve f1 : P → X, f2 : R → X ৻k৻ rack morf৻zm৻ olsun.

hi1 = f1,

hi2 = f2
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olacak şek৻lde b৻r tek
h : P ∗R → X

rack morf৻zm৻n৻n var olduğu göster৻lmel৻d৻r. h : P ∗R → X dönüşümünü, her 0 ≤ j ≤ n iç৻n
(ij, pj) ∈ P +R olmak üzere,

h ((i0, p0) ▹α1 (i1, p1) . . . ▹αn (in, pn)) = fi0 (p0) ▹α1 fi1 (p1) . . . ▹αn fin (pn)

şekl৻nde tanımlansın.

h : P ∗ R → X morf৻zm৻n৻n rack morf৻zm৻ olduğu ve tekl৻ğ৻ Önerme 3.6 gereğ৻nce
açıktır.

Ayrıca her p ∈ P ৻ç৻n

hi1 (p) = h (1, p)

= f1 (p)

olup

hi1 = f1

ve benzer şek৻lde

hi2 = f2

olduğu görülür.

Sonuç olarak P ∗R serbest çarpımı, P ve R racklarının eş-çarpımı olup,

X

P

f1

=={{{{{{{{{{{{{{{{{{

i1
// P ∗R

∃!h

OO

R

f2

aaCCCCCCCCCCCCCCCCCC

i2
oo

d৻yagramı eş-çarpım d৻yagramıdır.

4.4 Ger൴ Çekme (Pullback) Obje

Tanım 4.4 C b৻r kategor৻, f : A → C ve g : B → C, C kategor৻s৻n৻n ৻k৻ morf৻zm৻ olsun.
Aşağıdak৻ özell৻kler sağlanıyorsa (p1, p2) ৻k৻l৻s৻ne (f, g) ৻k৻l৻s৻n৻n ger৻ çekmes৻ (pullback)
den৻r.
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൴)
p1 : P −→ A ve p2 : P −→ B

morf৻zm olmak üzere,
fp1 = gp2

eş৻tl৻ğ৻ vardır.

൴൴) C kategor৻s৻n৻n herhang৻ b৻r D objes৻ ve herhang৻ ৻k৻

q1 : D → A ve q2 : D → B

morf৻zm৻ ver৻ld৻ğ৻nde
D

q1

��/
//
//
//
//
//
//
//
//
//
//
/

q2

''OO
OOO

OOO
OOO

OOO
OOO

OOO
OO

∃!q
@

@
@

��@
@

@

P

p1

��

p2
// B

g

��
A

f
// C

d৻yagramı değ৻şmel৻ olacak şek৻lde b৻r tek

q : D → P

morf৻zm৻ vardır.

Burada P objes৻ A ve B objeler৻n৻n ger৻ çekme objes৻d৻r.

f : P → T ve g : R → T ൴k൴ rack morf൴zm൴ ൴ç൴n, f൴ber çarpım rackı

P ×T R = {(p, r) | f(p) = g (r)} ⊆ P ×R

kümes൴ ൴le tanımlanır. Aşağıdak൴ teoremde bu f൴ber çarpımın Rack kategor൴s൴nde ger൴ çekme
objeye karşılık geld൴ğ൴ göster൴lecekt൴r.

Teorem 4.3 Rack kategor৻s৻ ger৻ çekme objes৻ne sah৻pt৻r.

İspat f : P → T ve g : R → T ৻k৻ rack morf৻zm৻ olmak üzere,

P ×T R = {(p, r) | f(p) = g (r)}
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f৻ber çarpım rackı ele alınsın.

p1 : P ×T R → P

(p, r) 7→ p1 (p, r) = p

ve
p2 : P ×T R → R

(p, r) 7→ p2 (p, r) = r

projeks৻yon dönüşümler৻, Önerme 3.2 gereğ৻nce rack morf৻zm৻d৻r.

Ş৻md৻ Q herhang৻ b৻r rack ve

α : Q → P,

β : Q → R

rack morf৻zmler৻
fα = gβ

eş৻tl৻ğ৻n৻ sağlasın.

Bu durumda

p1φ = α,

p2φ = β

olacak şek৻lde b৻r tek φ : Q → P ×T R rack morf৻zm৻n৻n var olduğu göster৻lmel৻d৻r.

φ : Q → P ×T R

q 7→ φ(q) = (α(q), β(q))

şekl৻nde tanımlansın. Her q, q′ ∈ Q ৻ç৻n,

φ (q ▹ q′) = (α (q ▹ q′) , β (q ▹ q′))

= (α (q) ▹ α (q′) , β (q) ▹ β (q′))

= (α(q), β(q)) ▹ (α (q′) , β (q′))

= φ(q) ▹ φ (q′)

elde ed৻l৻r. Böylece φ : Q → P ×T R morf৻zm৻ b৻r rack morf৻zm৻d৻r.

Ayrıca her q ∈ Q ৻ç৻n

p1φ (q) = p1 (α(q), β(q))

= α(q)

p2φ (q) = p2 (α(q), β(q))

= β(q)
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olup p1φ = α ve p2φ = β elde ed৻l৻r.

Son olarak φ morf৻zm৻n৻n tekl৻ğ৻ kontrol ed৻lecekt৻r:

φ′ : Q → P ×T R

morf৻zm৻ φ ৻le aynı özell৻kte, yan৻

p1φ
′ = α,

p2φ
′ = β

eş৻tl৻kler৻n৻ sağlayan b৻r rack morf৻zm৻ olsun ve φ′(q) = (p, r) şekl৻nde tanımlansın. Bu
durumda, her q ∈ Q ৻ç৻n

p1φ
′ (q) = α (q) ⇔ p1(p, r) = α (q)

⇔ p = α (q)

p2φ
′ (q) = β (q) ⇔ p2 (p, r) = β (q)

⇔ r = β (q)

olduğundan
φ′(q) = (p, r) = (α (q) , β (q)) = φ(q)

olup φ′ = φ eş৻tl৻ğ৻ elde ed৻l৻r. Böylece φ rack morf৻zm৻ b৻r tekt৻r.

Sonuç olarak, P ×T R, P ve R racklarının ger৻ çekmes৻ olup

Q

α

��3
33

33
33

33
33

33
33

33
33

33
33

β

))RR
RRR

RRR
RRR

RRR
RRR

RRR
RRR

RRR
RR

∃!φ
E

E
E

""E
E

E

P ×T R

p1

��

p2
// R

g

��
P

f
// T

d৻yagramı (f, g) morf৻zm ৻k৻l৻s৻ ৻ç৻n ger৻ çekme d৻yagramıdır.

4.5 İler൴ İtme (Pushout) Obje

Tanım 4.5 C b৻r kategor৻, f : X → Y ve g : X → Z, C kategor৻s৻n৻n ৻k৻ morf৻zm৻ olsun.
Aşağıdak৻ özell৻kler sağlanıyorsa, (i1, i2) ৻k৻l৻s৻ne (f, g) ৻k৻l৻s৻n৻n ৻ler৻ ৻tmes৻ (pushout) den৻r.
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൴)
i1 : Y −→ P ve i2 : Z −→ P

morf৻zm olmak üzere,
i1f = i2g

eş৻tl৻ğ৻ geçerl৻d৻r.

൴൴) C kategor৻s৻n৻n herhang৻ b৻r Q objes৻ ve herhang৻ ৻k৻

j1 : Y → Q ve j2 : Z → Q

morf৻m৻ ver৻ld৻ğ৻nde
X

f //

g

��

Y

i1

��
j1

��/
//
//
//
//
//
//
//
//
//
//
/

Z
i2 //

j2

''OO
OOO

OOO
OOO

OOO
OOO

OOO
OO P

∃!φ
?

?
?

��?
?

?

Q

d৻yagramı değ৻şmel৻ olacak şek৻lde b৻r tek

φ : P → Q

morf৻zm৻ vardır.

Burada P objes৻ Y ve Z objeler৻n৻n ৻ler৻ ৻tme objes৻d৻r.

Teorem 4.4 Rack kategor৻s৻ ৻ler৻ ৻tme objes৻ne sah৻pt৻r.

İspat f : S → P ve g : S → R ৻k৻ rack morf৻zm৻ olsun. (f, g)morf৻zm ৻k৻l৻s৻n৻n ৻ler৻ ৻tmeye
sah৻p olduğunu göster৻lecekt৻r.

N bağıntısı
{(1, f (s)) = (2, g (s)) | s ∈ S}

özell৻ğ৻ndek৻ elemanlar tarafından üret৻len b৻r kongrüans bağıntısı olsun. Bu durumda,

P ∗R

rackı P ve R racklarının serbest çarpımı olmak üzere P ve R objeler৻n৻n ৻ler৻ ৻tme objes৻

(P ∗R) /N
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rackıdır.
i1 : P → (P ∗R) /N

p 7→ [(1, p)]

ve
i2 : R → (P ∗R) /N

r 7→ [(2, r)]

morf৻zmler৻ tanımlansın. Her p, p′ ∈ P ৻ç৻n

i1 (p ▹ p′) = [(1, p ▹ p′)]

= [(1, p)] ▹ [(1, p′)]

= i1 (p) ▹ i2 (p
′)

olup i1 morf৻zm৻, benzer şek৻lde i2 morf৻zm৻ b৻r rack morf৻zm৻d৻r.

Ayrıca her s ∈ S ৻ç৻n

i1f (s) = [(1, f (s))] = [2, g (s)] = i2g (s)

olup
i1f = i2g

eş৻tl৻ğ৻ geçerl৻d৻r.

Ş৻md৻ Q herhang৻ b৻r rack olmak üzere,

j1 : P → Q ve j2 : R → Q

morf৻zmler৻
j1f = j2g

özell৻ğ৻nde ৻k৻ rack morf৻zm৻ olsun. Bu durumda

φi1 = j1,

φi2 = j2

olacak şek৻lde b৻r tek
φ : (P ∗R) /N → Q

rack morf৻zm৻n৻n var olduğu göster৻lmel৻d৻r.

φ : (P ∗R) /N → Q

[(i0, x0) ▹α1 (i1, x1) ▹α2 . . . ▹αn (in, xn)] 7→ q0 ▹ q1 ▹ . . . ▹ qn
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dönüşümü, 0 ≤ i ≤ 1 olmak üzere xi ∈ P ৻se qi = j1 (xi) ve xi ∈ R ৻se qi = j2 (xi) şekl৻nde
tanımlansın. Bu durumda,φmorf৻zm৻ j1 ve j2 rack morf৻zmler৻ yardımıyla tanımlandığından,
b৻r rack morf৻zm৻d৻r. Ayrıca her p ∈ P ৻ç৻n

φi1 (p) = φ ([(1, p)])

= j1 (p)

ve her r ∈ R ৻ç৻n

φi2 (r) = φ ([(2, r)])

= j2 (r)

olup φi1 = j1 ve φi2 = j2 eş৻tl৻kler৻ sağlanır.

Son olarak φ morf৻zm৻n৻n tekl৻ğ৻ kontrol ed৻lecekt৻r:

φ′ : (P ∗R) /N → Q

morf৻zm৻, φ ৻le aynı özell৻kte yan৻,

φ′i1 = j1,

φ′i2 = j2

eş৻tl৻kler৻n৻ sağlayan b৻r rack morf৻zm৻ olsun ve

φ′ [(i0, x0) ▹α1 (i1, x1) ▹α2 . . . ▹αn (in, xn)] = q′0 ▹ q′1 ▹ . . . ▹ q′n

şekl৻nde tanımlansın. Bu durumda her p ∈ P ৻ç৻n

φ′i1 (p) = φ′ ([(1, p)])

= j1 (p)

ve her r ∈ R ৻ç৻n

φ′i2 (r) = φ′ ([(2, r)])

= j2 (r)

olup, 0 ≤ i ≤ 1 olmak üzere xi ∈ P ৻se qi = j1 (xi) ve xi ∈ R ৻se qi = j2 (xi) olduğu
görülür. Böylece φ rack morf৻zm৻ b৻r tekt৻r.
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Sonuç olarak (P ∗R) /N , P ve R racklarının ৻ler৻ ৻tmes৻ olup,

S
f //

g

��

P

i1

��
j1

��5
55

55
55

55
55

55
55

55
55

55
55

55

R
i2 //

j2

))SSS
SSSS

SSSS
SSSS

SSSS
SSSS

SSSS
SSSS (P ∗R) /N

∃!φ
HH

HH

##H
HH

H

Q

d৻yagramı (f, g) mofr৻zm ৻k৻l৻s৻ ৻ç৻n ৻ler৻ ৻tme d৻yagramıdır.

4.6 Eş൴tley൴c൴ (Equal൴ser) Obje

Tanım 4.6 C b৻r kategor৻, f : A −→ B ve g : A −→ B, C kategor৻s৻n৻n ৻k৻ morf৻zm৻ olsun.
Aşağıdak৻ özell৻kler sağlanıyorsa (E, u) ৻k৻l৻s৻ne (f, g) ৻k৻l৻s৻n৻n eş৻tley৻c৻s৻ (equal৻ser) den৻r.

൴) Herhang৻ b৻r u : E −→ A morf৻zm৻ ৻ç৻n,

E
u // A

f //
g

// B

fu = gu

eş৻tl৻ğ৻ vardır.

൴൴) fh = gh özell৻ğ৻ndek৻ herhang৻ b৻r h : C −→ A morf৻zm৻ ৻ç৻n,

E u // A
f //
g

// B

C

∃!k

OO

h

??~~~~~~~~~~~~

d৻yagramı değ৻şmel৻, yan৻ uk = h olacak şek৻lde b৻r tek

k : C −→ E

morf৻zm৻ vardır.

Burada E, eş৻tley৻c৻ objed৻r.
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Teorem 4.5 Rack kategor৻s৻nde her morf৻zm ৻k৻l৻s৻n৻n eş৻tley৻c৻s৻ vardır.

İspat f : P −→ R ve g : P −→ R ৻k৻ rack morf৻zm৻ olsun.

Q = {p ∈ P | f (p) = g (p)}

kümes৻ tanımlansın.

৻) 1 ∈ P ৻ç৻n
f (1) = 1 = g (1)

olduğundan 1 ∈ Q dur.

৻৻) Her p, p′ ∈ Q ৻ç৻n

f (p ▹ p′) = f (p) ▹ f (p′)

= g (p) ▹ g (p′)

= g (p ▹ p′)

olup p ▹ p′ ∈ Q olduğu görülür. Böylece Q, ▹ ৻şlem৻ altında kapalıdır.

৻৻৻) p, q ∈ P ৻ç৻n q ∈ Q ve p ▹ q ∈ Q olsun. Böylece f (p) = g (p) ve f (p ▹ q) =

g (p ▹ q) d৻r. Bu durumda

f (p ▹ q) = g (p ▹ q) ⇒ f (p) ▹ f (q) = g (p) ▹ g (q)

⇒ f (p) = g (p)

olup p ∈ Q olduğu görülür.

Böylece Q kümes৻ P rackının alt rackıdır. Bu durumda Q alt rackı eş৻tley৻c৻ objed৻r
ve

u : Q → P

p 7→ u (p) = p

morf৻zm৻ her p, p′ ∈ Q ৻ç৻n,

u (p ▹ p′) = p ▹ p′

= u (p) ▹ u (p′)

olduğundan b৻r rack morf৻zm৻d৻r.



33

Ayrıca her p ∈ Q ৻ç৻n

(fu) (p) = f (u (p))

= f (p)

= g (p)

= g (u (p))

= (gu) (p)

olup f u = gu elde ed৻l৻r.

Ş৻md৻ T b৻r rack ve
v : T → P

morf৻zm৻
fv = gv

eş৻tl৻ğ৻n৻ sağlayan b৻r rack morf৻zm৻ olsun. Böylece

uϕ = v

olacak şek৻lde b৻r tek

ϕ : T → Q

rack morf৻zm৻n৻n var olduğu göster৻lmel৻d৻r.

fv = gv

olduğundan her t ∈ T ৻ç৻n
fv (t) = gv (t)

olup v (t) ∈ Q elde ed৻l৻r. Bu durumda

ϕ : T → Q

t 7→ ϕ (t) = v (t)

şekl৻nde tanımlanab৻l৻r. Her t, t′ ∈ T ৻ç৻n,

ϕ (t ▹ t′) = v (t ▹ t′)

= v (t) ▹ v (t′)

olup ϕ : T → Q morf৻zm৻ b৻r rack morf৻zm৻d৻r.

Ayrıca her t ∈ T ৻ç৻n

(uϕ) (t) = uv (t)

= v (t)
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olup uϕ = v elde ed৻l৻r.

Son olarak ϕ morf৻zm৻n৻n tek olduğu göster৻lecekt৻r:

ϕ′ : T → Q

morf৻zm৻, ϕ ৻le aynı özell৻kte, yan৻

uϕ′ = v

olacak şek৻lde b৻r rack morf৻zm৻ olsun ve ϕ′ (t) = p şekl৻nde tanımlansın. Bu durumda

uϕ′ (t) = v (t) ⇒ u (p) = v (t)

⇒ p = v (t)

olup
ϕ′ (t) = p = ϕ (t)

elde ed৻l৻r. Böylece ϕ rack morf৻zm৻ b৻r tekt৻r.

Sonuç olarak (Q, u) ৻k৻l৻s৻ (f, g) ৻k৻l৻s৻n৻n eş৻tley৻c৻s৻d৻r ve

Q � � u // P
f //
g

// R

T

∃!ϕ

OO

v

??������������

d৻yagramı eş৻tley৻c৻ d৻yagramıdır.

4.7 Eş-eş൴tley൴c൴ (Coequal൴ser) Obje

Tanım 4.7 C b৻r kategor৻, f : A −→ B ve g : A −→ B, C kategor৻s৻n৻n ৻k৻ morf৻zm৻ olsun.
Aşağıdak৻ özell৻kler sağlanıyorsa (Q, q) ৻k৻l৻s৻ne (f, g) ৻k৻l৻s৻n৻n eş-eş৻tley৻c৻s৻ (coequal৻ser)
den৻r.

৻) Herhang৻ b৻r q : B −→ Q morf৻zm৻ ৻ç৻n,

A
f //
g

// B
q // Q

qf = qg

eş৻tl৻ğ৻ vardır.
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৻৻) kf = kg özell৻ğ৻ndek৻ herhang৻ b৻r k : B −→ C morf৻zm৻ ৻ç৻n,

A
f //
g

// B
q //

k

��?
??

??
??

??
??

? Q

∃!h

��
C

d৻yagramı değ৻şmel৻, yan৻ hq = k olacak şek৻lde b৻r tek

h : Q −→ C

morf৻zm৻ vardır.

Burada Q, eş-eş৻tley৻c৻ objed৻r.

Teorem 4.6 Rack kategor৻s৻nde her morf৻zm ৻k৻l৻s৻n৻n eş-eş৻tley৻c৻s৻ vardır.

İspat f : P −→ R ve g : P −→ R ৻k৻ rack morf৻zm৻ olsun. p ∈ P olmak üzere,N bağıntısı
R üzer৻ndek৻

N = {(f (p) , g (p)) | p ∈ P} ⊆ R×R

şekl৻ndek৻ en küçük denkl৻k bağıntısı olsun.

Böylece R/N bölüm kümes৻ oluşturulab৻l৻r.

R/N bölüm kümes৻
[r] ▹ [r′] = [r ▹ r′]

şekl৻nde tanımlı ৻k৻l৻ ৻şlem ৻le b৻rl৻kte rack yapısı oluşturur ve eş-eş৻tley৻c৻ objed৻r.

Ş৻md৻,
q : R → R/N

r 7→ q (r) = [r]

morf৻zm৻ tanımlansın. Her r, r′ ∈ R ৻ç৻n,

q (r ▹ r′) = [r ▹ r′]

= [r] ▹ [r′]

= q (r) ▹ q (r′)
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olduğundan q morf৻zm৻ b৻r rack morf৻zm৻d৻r.

Ayrıca her p ∈ P ৻ç৻n

[f (p)] = [g (p)] ⇒ q (f (p)) = q (g (p))

⇒ qf (p) = qg (p)

olup

qf = qg

elde ed৻l৻r.

Ş৻md৻ W herhang৻ b৻r rack ve γ : R → W morf৻zm৻

γf = γg

eş৻tl৻ğ৻n৻ sağlayan herhang৻ b৻r rack morf৻zm৻ olsun. Bu durumda

φq = γ

olacak şek৻lde b৻r tek

φ : R/N → W

rack morf৻zm৻n৻n var olduğu göster৻lmel৻d৻r.

φ morf৻zm৻
φ : R/N → W

[r] 7→ φ ([r]) = γ (r)

şekl৻nde tanımlansın.

H bağıntısı
(r, r′) ∈ H ⇔ γ (r) = γ (r′)

şekl৻nde tanımlı b৻r denkl৻k bağıntısı olsun.

γf = γg

olduğundan her p ∈ P ৻ç৻n
γf (p) = γg (p)

olup (f (p) , g (p)) ∈ H elde ed৻l৻r.
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N bağıntısıR üzer৻ndek৻ en küçük denkl৻k bağıntısı olduğundanN ⊆ H olur. Böylece

[r] = [r′] ⇒ (r, r′) ∈ N

⇒ (r, r′) ∈ H

⇒ γ (r) = γ (r′)

olup φ morf৻zm৻ ৻y৻ tanımlıdır.

Her [r] , [r′] ∈ R/N ৻ç৻n

φ ([r] ▹ [r′]) = φ ([r ▹ r′])

= γ (r ▹ r′)

= γ (r) ▹ γ (r′)

= φ [r] ▹ φ [r′]

elde ed৻l৻r. Böylece φ morf৻zm৻ b৻r rack morf৻zm৻d৻r.

Ayrıca her r ∈ R ৻ç৻n

(φq) (r) = φ ([r])

= γ (r)

olup φq = γ olduğu görülür.

Son olarak φ, morf৻zm৻n৻n tek olduğu göster৻lecekt৻r:

φ′ : R/N → W

morf৻zm৻ φ ৻le aynı özell৻kte yan৻

φ′q = γ

eş৻tl৻ğ৻n৻ sağlayan b৻r rack morf৻zm৻ olsun ve φ′ ([r]) = w şekl৻nde tanımlansın. Her r ∈ R

৻ç৻n,

φ′q (r) = γ (r) ⇒ φ′ ([r]) = γ (r)

⇒ w = γ (r)

olup
φ′ ([r]) = w = γ (r) = φ ([r])

elde ed৻l৻r. Bu durumda φ rack morf৻zm৻ b৻r tekt৻r.
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Böylece (R/N, q) ৻k৻l৻s৻ (f, g) ৻k৻l৻s৻n৻n eş-eş৻tley৻c৻s৻d৻r ve

P
f //
g

// R
q //

γ

!!C
CC

CC
CC

CC
CC

CC
R/N

∃!φ

��
W

d৻yagramı eş-eş৻tley৻c৻ d৻yagramıdır.



39

5. RACK ÇAPRAZLANMIŞ MODÜL

Çaprazlanmış modül yapısı gruplar üzer൴nde ൴lk kez Wh൴tehead (1941, 1946)
tarafından homotop൴ 2-t൴pler൴n ceb൴rsel modellemes൴ olarak tanımlanmıştır. Sonrasında
çaprazlanmış modül yapısı ceb൴r, l൴e ceb൴r, grubo൴d, ceb൴ro൴d g൴b൴ b൴r çok ceb൴rsel yapı
üzer൴nde ൴ncelenm൴şt൴r. Rack yapısı üzer൴nde ൴se ൴lk kez Crans ve Wagemann (2014)
tarafından ele alınmıştır. Bu bölümde rack çaprazlanmış modüller൴ tanıtılacak ve örnekler൴
൴ncelenecekt൴r.

Tanım 5.1 ∂ : (R,▹, 1) → (S,▹′, 1) rack morf৻zm৻ S n৻n R üzer৻ne tanımlı

R× S → R

(r, s) 7→ r · s

rack etk৻s৻ ৻le b৻rl৻kte her r, r′ ∈ R ve her s ∈ S ৻ç৻n

X1)
∂ (r · s) = ∂ (r) ▹′ s,

X2)
r · ∂ (r′) = r ▹ r′

şartlarını sağlıyorsa rack çaprazlanmış modül adını alır ve (R,S, ∂) ৻le göster৻l৻r.

Eğer sadeceX1 şartı sağlanıyorsa ∂ dönüşümüne rack önçaprazlanmış modül den৻r.

(R, S, ∂) ve (R′, S ′, ∂′) ൴k൴ rack çaprazlanmış modül olmak üzere, her r ∈ R ve her
s ∈ S ൴ç൴n

f1 (r · s) = f1 (r) · f0 (s)

ve
R

f1

��

∂ // S

f0

��
R′

∂′
// S ′

d൴yagramı değ൴şmel൴ olacak şek൴lde f1 : R → R′ ve f0 : S → S ′ rack morf൴zmler൴ varsa

(f1, f0) : (R,S, ∂) → (R′, S ′, ∂′)
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൴k൴l൴s൴ne rack çaprazlanmış modül morf൴zm൴ den൴r.

Böylece rack çaprazlanmış modül kategor൴s൴, XRack, elde ed൴l൴r.

Özel olarak, S = S ′ ve f0 b൴r൴m dönüşüm ൴se,

f1 (r · s) = f1 (r) · idS (s)

ve

∂′f1 = idS∂

eş൴tl൴kler൴ sağlandığında f1 b൴r rack çaprazlanmış modül morf൴zm൴ olur.

Genel olarak görüntü kümes൴ sab൴t b൴r S rackı olan rack çaprazlanmış modül
kategor൴s൴ elde ed൴l൴r ve XRack/S ൴le göster൴l൴r. Bu XRack/S kategor൴s൴ XRack ൴n b൴r dolu
alt kategor൴s൴d൴r.

Rack Çaprazlanmış Modül Örnekler൴

Örnek 5.1 N, R rackının normal alt rackı olmak üzere,

∂ : N → R

n 7→ ∂ (n) = n

৻ç৻ne dönüşümünün
N ×R → N

(n, r) 7→ n · r = n ▹ r

etk৻s৻ ৻le b৻rl৻kte b৻r rack çaprazlanmış modül olduğu aşağıdak৻ g৻b৻ göster৻l৻r:

Her n, n′ ∈ N ve her r, r′ ∈ R ৻ç৻n

൴)

(n · r) · r′ = (n ▹ r) · r′

= (n ▹ r) ▹ r′

= (n ▹ r′) ▹ (r ▹ r′)

= (n · r′) · (r ▹ r′)
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൴൴)

(n ▹ n′) · r = (n ▹ n′) ▹ r

= (n ▹ r) ▹ (n′ ▹ r)

= (n · r) ▹ (n′ · r)

olup etk৻ şartları sağlanır. Ayrıca her n, n′ ∈ N ৻ç৻n

∂ (n ▹ n′) = n ▹ n′

= ∂ (n) ▹ ∂ (n′)

olduğundan ∂ b৻r rack morf৻zm৻d৻r. Son olarak her n, n′ ∈ N ve her r ∈ R ৻ç৻n

X1)

∂ (n · r) = n · r

= n ▹ r

= ∂ (n) ▹ r

X2)

n · ∂ (n′) = n ▹ ∂ (n′)

= n ▹ n′

olup rack çaprazlanmış modül şartları sağlanır.

Örnek 5.2 ∂ : R → S grup çaprazlanmış modül olsun. R ve S gruplarını konjuge rack
alarak rack çaprazlanmış modül elde ed৻l৻r. Yan৻, conjuge rack S n৻n conjuge rackR üzer৻ne
rack etk৻s৻ vardır ve her r, r′ ∈ R ve her s, s′ ∈ S ৻ç৻n,

൴)

(r · s) · s′ = r · (ss′)

= r · s′
(
(s′)

−1
ss′

)
= (r · s′) · (s ▹ s′)

൴൴)

(r ▹ r′) · s =
(
(r′)

−1
rr′

)
· s

= (r′ · s)−1
(r · s) (r′ · s)

= (r · s) ▹ (r′ · s)
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olup etk৻ şartları sağlanır.

Ayrıca her r, r′ ∈ R ৻ç৻n,

∂ (r ▹ r′) = ∂
(
(r′)

−1
rr′

)
= ∂ ((r′))

−1
∂ (r) ∂ (r′) ∵ ∂ grup homomorf৻zm৻

= ∂ (r) ▹ ∂ (r′)

olup ∂ : R → S b৻r rack morf৻zm৻d৻r. Son olarak her r, r′ ∈ R ve her s ∈ S ৻ç৻n,

X1)

∂ (r · s) = s−1∂ (r) s

= ∂ (r) ▹ s

X2)

r · ∂ (r′) = (r′)
−1

rr′

= r ▹ r′

olup rack çaprazlanmış modül şartları sağlanır.

Örnek 5.3 ∂ : R → S ve ∂′ : R′ → S ′ ৻k৻ rack çaprazlanmış modül olsun. Bu durumda

µ = ∂ × ∂′ : R×R′ → S × S ′

(r, r′) 7→ µ (r, r′) = (∂ (r) , ∂′ (r′))

dönüşümü, her (r, r′) , (r1, r′1) ∈ R×R′ ৻ç৻n

(r, r′) ▹ (r1, r
′
1) = (r ▹ r1, r

′ ▹ r′1)

şekl৻nde tanımlı ৻k৻l৻ ৻şlem ve S × S ′ rackının R×R′ üzer৻ne

(r, r′) · (s, s′) = (r · s, r′ · s′)

etk৻s৻yle b৻rl৻kte b৻r rack çaprazlanmış modüldür.

Her (r, r′) , (r1, r′1) ∈ R×R′ ve her (s, s′) , (s1, s′1) ∈ S × S ′ ৻ç৻n
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൴)

((r, r′) · (s, s′)) · (s1, s′1) = (r · s, r′ · s′) · (s1, s′1)

= ((r · s) · s1, (r′ · s′) · s′1)

= ((r · s1) · (s ▹ s1) , (r
′ · s′1) · (s′ ▹ s′1))

= (r · s1, r′ · s′1) · (s ▹ s1, s
′ ▹ s′1)

= ((r, r′) · (s1, s′1)) · ((s, s′) ▹ (s1, s
′
1))

൴൴)

((r, r′) ▹ (r1, r
′
1)) · (s, s′) = (r ▹ r1, r

′ ▹ r′1) · (s, s′)

= ((r ▹ r1) · s, (r′ ▹ r′1) · s′)

= ((r · s) ▹ (r1 · s) , (r′ · s′) ▹ (r′1 · s′))

= ((r · s) , (r′ · s′)) ▹ ((r1 · s) , (r′1 · s′))

= ((r, r′) · (s, s′)) ▹ ((r1, r
′
1) · (s, s′))

olup etk৻ şartları sağlanır. Ayrıca her (r, r′) , (r1, r′1) ∈ R×R′ ৻ç৻n

µ ((r, r′) ▹ (r1, r
′
1)) = µ (r ▹ r1, r

′ ▹ r′1)

= (∂ (r ▹ r1) , ∂
′ (r′ ▹ r′1))

= (∂ (r) ▹ ∂ (r1) , ∂
′ (r′) ▹ ∂′ (r′1))

= (∂ (r) , ∂′ (r′)) ▹ (∂ (r1) , ∂
′ (r′1))

= µ (r, r′) ▹ µ (r1, r
′
1)

olduğundan µ b৻r rack morf৻zm৻d৻r. Son olarak, her (r, r′) , (r1, r′1) ∈ R×R′ ve her (s, s′) ∈
S × S ′ ৻ç৻n

X1)

µ ((r, r′) · (s, s′)) = µ (r · s, r′ · s′)

= (∂ (r · s) , ∂′ (r′ · s′))

= (∂ (r) ▹ s, ∂′ (r′) ▹ s′)

= (∂ (r) , ∂′ (r′)) ▹ (s, s′)

= µ (r, r′) ▹ (s, s′)
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X2)

(r, r′) · µ (r1, r
′
1) = (r, r′) · (∂ (r1) , ∂′ (r′1))

= (r · ∂ (r1) , r′ · ∂′ (r′1))

= (r ▹ r1, r
′ ▹ r′1)

= (r, r′) ▹ (r1, r
′
1)

olup rack çaprazlanmış modül şartları sağlanır.

Örnek 5.4 R b৻r rack ve S b৻r po৻nted rack olmak üzere, ∂ : R → S b৻r rack çaprazlanmış
modül olsun. Bu durumda

Çek (∂) = {x ∈ R | ∂ (x) = 1}

kümes৻ R rackının normal alt rackıdır.

x ∈ Çek (∂) ve r ∈ R olsun. Bu durumda

∂ (x ▹ r) = ∂ (x) ▹ ∂ (r)

= 1 ▹ ∂ (r)

= 1

olup x ▹ r ∈ Çek (∂) olduğu görülür. Böylece Çek (∂) , R rackının normal alt rackıdır.

Örnek 5.5 R b৻r rack ve S b৻r ৻nvolute rack olmak üzere, ∂ : R → S b৻r rack çaprazlanmış
modül olsun. Bu durumda

Gör (∂) = {∂ (r) | r ∈ R}

kümes৻ S rackının normal alt rackıdır.

x ∈ Gör (∂) olsun. Bu durumda

x = ∂ (r)

olacak şek൴lde r ∈ R vardır. Her s ∈ S ൴ç൴n

x ▹ s = ∂ (r) ▹ s = ∂ (r · s) ∈ Gör (∂)

elde ed൴l൴r. Böylece Gör (∂), S rackının normal alt rackıdır.
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Önerme 5.1 α : P → S ve β : R → S ৻k৻ rack çaprazlanmış modül olsun.

P ×S R = {(p, r) | α (p) = β (r)} ⊂ P ×R

olmak üzere,

∂ (p, r) = α (p) = β (r)

şekl৻nde tanımlı

∂ : P ×S R → S

dönüşümü, S n৻n P ×S R üzer৻ne tanımlı

(p, r) · s = (p · s, r · s)

etk৻s৻yle b৻rl৻kte b৻r rack çaprazlanmış modüldür.

İspat Her (p, r) , (p′, r′) ∈ P ×S R ve s, s′ ∈ S ৻ç৻n,

൴)

((p, r) · s) · s′ = (p · s, r · s) · s′

= ((p · s) · s′, (r · s) · s′)

= ((p · s′) · (s ▹ s′) , (r · s′) · (s ▹ s′))

= ((p · s′) , (r · s′)) · (s ▹ s′)

= ((p, r) · s′) · (s ▹ s′)

൴൴)

((p, r) ▹ (p′, r′)) · s = (p ▹ p′, r ▹ r′) · s

= ((p ▹ p′) · s, (r ▹ r′) · s)

= ((p · s) ▹ (p′ · s) , (r · s) ▹ (r′ · s))

= ((p · s) , (r · s)) ▹ ((p′ · s) , (r′ · s))

= ((p, r) · s) ▹ ((p′, r′) · s)

olup etk৻ şartları sağlanır.

Ayrıca her (p, r) , (p′, r′) ∈ P ×S R ৻ç৻n

∂ ((p, r) ▹ (p′, r′)) = ∂ (p ▹ p′, r ▹ r′)

= α (p ▹ p′)

= α (p) ▹ α (p′)

= ∂ (p, r) ▹ ∂ (p′, r′)
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olup ∂ : P ×S R → S morf৻zm৻ b৻r rack morf৻zm৻d৻r.

Son olarak, her (p, r) , (p′, r′) ∈ P ×S R ve her s ∈ S ৻ç৻n

X1)

∂ ((p, r) · s) = ∂ (p · s, r · s)

= α (p · s)

= α (p) ▹ s

= ∂ (p, r) ▹ s

X2)

(p, r) · ∂ (p′, r′) = (p, r) · α (p′)

= (p · α (p′) , r · α (p′))

= (p · α (p′) , r · β (r′))

= (p ▹ p′, r ▹ r′)

= (p, r) ▹ (p′, r′)

olup rack çaprazlanmış modül şartları sağlanır.

Önerme 5.2 µ : P → S ve λ : R → S ৻k৻ rack çaprazlanmış modül olsun. Bu durumda

(p1, idS) : (P ×S R, S, ∂) → (P, S, µ)

(p2, idS) : (P ×S R, S, ∂) → (R,S, λ)

dönüşümler৻ rack çaprazlanmış modül morf৻zm৻d৻r.

İspat ∂ (p, r) = µ (p) = λ (r) olmak üzere,

P ×S R

p1

��

∂ // S

idS

��
P µ

// S

d৻yagramı göz önünde bulundurulsun.
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൴) Her (p, r) ∈ P ×S R ve her s ∈ S ৻ç৻n

p1 ((p, r) · s) = p1 (p · s, r · s)

= p · s

= p1 (p, r) · idS (s)

olup etk৻ korunur,

൴൴) Her (p, r) ∈ P ×S R ৻ç৻n

µp1 (p, r) = µ (p)

= ∂ (p, r)

= idS∂ (p, r)

olup d৻yagram değ৻şmel৻d৻r.

Bu durumda (p1, idS) : (P ×S R, S, ∂) → (P, S, µ) morf৻zm৻ ve benzer şek৻lde
(p2, idS) : (P ×S R,S, ∂) → (R, S, λ) morf৻zm৻ rack çaprazlanmış modül morf৻zm৻d৻r.
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6. XRACK/S KATEGORİSİNİN ÖZELLİKLERİ

Gruplar üzer൴nde çaprazlanmış modül kategor൴s൴nde ger൴ çekme ve ൴ler൴ ൴tme (Brown
ve Huebschman, 1982), eş-çarpım (Brown, 1984), eş൴tley൴c൴ ve eş-eş൴tley൴c൴ (Arslan ve
Onarlı, 2015), ൴nd൴rgenm൴ş (൴nduced) çaprazlanmış modül (Brown ve H൴gg൴ns, 1978) g൴b൴
çeş൴tl൴ kategor൴ksel özell൴kler çalışılmıştır. Bu özell൴kler൴n b൴r çoğu farklı yapılar üzer൴nde
çaprazlanmış modüller ൴ç൴n de ele alınmıştır. Fakat rack çaprazlanmış modül kategor൴s൴nde
h൴ç b൴r kategor൴ksel özell൴k ൴ncelenmem൴şt൴r.

Tez൴n bu bölümünde, rack çaprazlanmış modül kategor൴s൴nde çarpım, eş-çarpım,
ger൴ çekme, ൴ler൴ ൴tme, eş൴tley൴c൴ ve eş-eş൴tley൴c൴ g൴b൴ kategor൴ksel özell൴kler gruplar üzer൴nde
çaprazlanmış modüller kategor൴s൴ndek൴lere benzer şek൴lde ൴ncelenecekt൴r.

6.1 Çarpım Obje

Teorem 6.1 XRack/S kategor৻s৻ çarpım objeye sah৻pt৻r.

İspat µ : P → S ve λ : R → S ৻k৻ rack çaprazlanmış modül olsun.

P ×S R = {(p, r) | µ (p) = λ (r)}

olmak üzere çarpım obje adayı

∂ : P ×S R → S

(p, r) 7→ ∂ (p, r) = µ (p) = λ (r)

dönüşümü Önerme 5.1 gereğ৻nce b৻r rack çaprazlanmış modüldür.

Ayrıca Önerme 3.2 ve 5.2 gereğ৻nce

(p1, idS) : (P ×S R, S, ∂) → (P, S, µ)

(p2, idS) : (P ×S R, S, ∂) → (R, S, λ)

morf৻zmler৻ rack çaprazlanmış modül morf৻zm৻d৻r.

Böylece

(P, S, µ) (P ×S R,S, ∂)
(p1,idS)
oo

(p2,idS)
// (R, S, λ)
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d৻yagramı elde ed৻l৻r

Ş৻md৻ δ : T → S herhang৻ b৻r rack çaprazlanmış modül olmak üzere,

(α, idS) : (T, S, δ) → (P, S, µ)

ve
(β, idS) : (T, S, δ) → (R, S, λ)

morf৻zmler৻ rack çaprazlanmış modül morf৻zm৻ olsun. Böylece her t ∈ T ve her s ∈ S ৻ç৻n,

൴) α (t · s) = α (t) · idS (s) ve β (t · s) = β (t) · idS (s)

൴൴) µα = idSδ ve λβ = idSδ

eş৻tl৻kler৻ geçerl৻d৻r.

Bu durumda;

(p1, idS) (φ, idS) = (α, idS) ,

(p2, idS) (φ, idS) = (β, idS)

olacak şek৻lde b৻r tek
(φ, idS) : (T, S, δ) → (P ×S R, S, ∂)

rack çaprazlanmış modül morf৻zm৻n৻n var olduğu göster৻lmel৻d৻r.

φ : T → P ×S R

t 7→ φ (t) = (α (t) , β (t))

şekl৻nde tanımlansın. Aşağıdak৻ d৻yagram göz önüne alınsın:

T

φ

��

δ // S

idS

��
P ×S R

∂
// S

൴) Her t ∈ T ve her s ∈ S ৻ç৻n

φ (t · s) = (α (t · s) , β (t · s))

= (α (t) · idS (s) , β (t) · idS (s))

= (α (t) , β (t)) · idS (s)

= φ (t) · idS (s)
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olup etk৻ korunur,

൴൴) Her t ∈ T ৻ç৻n

∂φ (t) = ∂ (α (t) , β (t))

= µ (α (t))

= idSδ (t)

olup d৻yagram değ৻şmel৻d৻r.

Bu durumda (φ, idS) : (T, S, δ) → (P ×S R, S, ∂) morf৻zm৻ rack çaprazlanmış
modül morf৻zm৻d৻r.

Ayrıca her t ∈ T ৻ç৻n

p1φ (t) = p1 (α (t) , β (t))

= α (t)

p2φ (t) = p2 (α (t) , β (t))

= β (t)

olup, (p1, idS) (φ, idS) = (α, idS) ve (p2, idS) (φ, idS) = (β, idS) olduğu görülür.

Son olarak (φ, idS)morf৻zm৻n৻n tekl৻ğ৻ kontrol ed৻lecekt৻r: (φ′, idS)morf৻zm৻ (φ, idS)
৻le aynı özell৻kte b৻r rack çaprazlanmış modül morf৻zm৻ olsun. Yan৻;

φ′ : T → P ×S R

t 7→ φ (t) = (p, r)

morf৻zm৻

(p1, idS) (φ
′, idS) = (α, idS) ,

(p2, idS) (φ
′, idS) = (β, idS)

eş৻tl৻kler৻n৻ sağlasın. Her t ∈ T ৻ç৻n

p1φ
′ (t) = α (t) ⇔ p1 (p, r) = α (t)

⇔ p = α (t)

p2φ
′ (t) = β (t) ⇔ p2 (p, r) = β (t)

⇔ r = β (t)

elde ed৻l৻r. Bu durumda her t ∈ T ৻ç৻n

φ′ (t) = (p, r) = (α (t) , β (t)) = φ (t)
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olup (φ′, idS) = (φ, idS) olduğu görülür. Böylece (φ, idS) rack çaprazlanmış modül
morf৻zm৻ b৻r tekt৻r.

Sonuç olarak, (P ×S R, S, ∂) rack çaprazlanmış modülü, (P, S, µ) ve (R, S, λ) rack
çaprazlanmış modüller৻n৻n çarpım objes৻ olup,

(T, S, δ)

(α,idS)

yysss
sss

sss
sss

sss
sss

sss

(β,idS)

%%KK
KKK

KKK
KKK

KKK
KKK

KKK
K

∃!(φ,idS)

��
(P, S, µ) (P ×S R,S, ∂)

(p1,idS)
oo

(p2,idS)
// (R,S, λ)

değ৻şmel৻ d৻yagramı çarpım d৻yagramıdır.

6.2 Eş-çarpım Obje

Teorem 6.2 XRack/S kategor৻s৻ eş-çarpım objeye sah৻pt৻r.

İspat ∂ : P → S ve ∂′ : R → S ৻k৻ rack çaprazlanmış modül olsun. P ve R racklarının
serbest çarpımı P ∗R olmak üzere;

∂ ∗ ∂′ : P ∗R → S

(i0, x0) ▹α1 . . . ▹αn (in, xn) 7→ s0 ▹ s1 ▹ ... ▹ sn

dönüşümü 0 ≤ i ≤ n olmak üzere, (αi = ±1), xi ∈ P ৻se si = ∂ (xi) ve xi ∈ R ৻se
si = ∂′ (xi) şekl৻nde tanımlansın. Öncel৻kle ∂ ∗ ∂′ dönüşümünün b৻r rack önçaprazlanmış
modül olduğu göster৻lecekt৻r.

S rackının P ∗R rackı üzer৻ne etk৻s৻, S rackının P veR racklarına ayrı ayrı var olan
etk৻s৻ yardımıyla,

(P ∗R)× S → P ∗R
((i0, x0) ▹α1 . . . ▹αn (in, xn) , s) 7→ (i0, x0 · s) ▹α1 . . . ▹αn (in, xn · s)

şekl৻nde tanımlansın.

Her (i0, x0) ▹α1 (i1, x1) . . . ▹αn (in, xn) , (j0, y0) ▹β1 (j1, y1) . . . ▹βm (jm, ym) ∈
P ∗R ve her s, s′ ∈ S ৻ç৻n
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൴)

(((i0, x0) ▹α1 (i1, x1) . . . ▹αn (in, xn)) · s) · s′ =

((i0, x0 · s) ▹α1 (i1, x1 · s) . . . ▹αn (in, xn · s)) · s′ =

(i0, (x0 · s) · s′) ▹α1 (i1, (x1 · s) · s′) . . . ▹αn (in, (xn · s) · s′) =

(i0, (x0 · s′) · (s ▹ s′)) ▹α1 (i1, (x1 · s′) · (s ▹ s′)) . . . ▹αn (in, (xn · s′) · (s ▹ s′)) =

((i0, x0 · s′) ▹α1 (i1, x1 · s′) . . . ▹αn (in, xn · s′)) · (s ▹ s′) =

(((i0, x0) ▹α1 (i1, x1) . . . ▹αn (in, xn)) · s′) · (s ▹ s′)

൴൴)(
((i0, x0) ▹α1 (i1, x1) . . . ▹αn (in, xn)) ▹α

(
(j0, y0) ▹β1 (j1, y1) . . . ▹βm (jm, ym)

))
· s =

((i0, x0) ▹α1 (i1, x1) . . . ▹αn (in, xn) ▹−βm (jm, ym) ▹−βm−1 (jm−1, ym−1) . . . ▹−β1 (j1, y1)

▹α (j0, y0) ▹β1 (j1, y1) . . . ▹βm (jm, ym)) · s =

(i0, x0 · s) ▹α1 (i1, x1 · s) . . . ▹αn (in, xn · s) ▹−βm (jm, ym · s) ▹−βm−1 (jm−1, ym−1 · s)
. . . ▹−β1 (j1, y1 · s) ▹α (j0, y0 · s) ▹β1 (j1, y1 · s) . . . ▹βm (jm, ym · s) =

((i0, x0 · s) ▹α1 (i1, x1 · s) . . . ▹αn (in, xn · s)) ▹α (j0, y0 · s) ▹β1 (j1, y1 · s) . . .
▹βm (jm, ym · s) =

(((i0, x0) ▹α1 (i1, x1) . . . ▹αn (in, xn)) · s) ▹α
((
(j0, y0) ▹β1 (j1, y1) . . . ▹βm (jm, ym)

)
· s
)

olup etk৻ şartları sağlanır.
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Ayrıca her (i0, x0) ▹α1 (i1, x1) . . . ▹αn (in, xn) ∈ P ∗ R ve s ∈ S ৻ç৻n 0 ≤ j ≤ n

olmak üzere xj ∈ P ৻se ∂ij = ∂ ve xj ∈ R ৻se ∂ij = ∂′ şekl৻nde tanımlansın. Böylece

∂ ∗ ∂′ (((i0, x0) ▹α1 (i1, x1) . . . ▹αn (in, xn)) · s)

= ∂ ∗ ∂′ ((i0, x0 · s) ▹α1 (i1, x1 · s) . . . ▹αn (in, xn · s))

= ∂i0 (x0 · s) ▹ ∂i1 (x1 · s) ▹ . . . ▹ ∂in (xn · s)

= (∂i0 (x0) ▹ s) ▹ (∂i1 (x1) ▹ s) ▹ . . . ▹ (∂in (xn) ▹ s)

= (∂i0 (x0) ▹ ∂i1 (x1) ▹ . . . ▹ ∂in (xn)) ▹ s

= (∂ ∗ ∂′ ((i0, x0) ▹α1 (i1, x1) . . . ▹αn (in, xn))) ▹ s

olup (P ∗R,S, ∂ ∗ ∂′) b৻r rack önçaprazlanmış modüldür.

Ş৻md৻ rack çaprazlanmış modülünü elde ed৻lecekt৻r: I bağıntısı P ∗R üzer৻ndek৻

((i0, x0) ▹α1 (i1, x1) . . . ▹αn (in, xn)) ·
(
∂j0 (y0) ▹β1 ∂j1 (y1) . . . ▹βm ∂jm (ym)

)
=

(i0, x0) ▹α1 (i1, x1) . . . ▹αn (in, xn)
−βm▹ (jm, ym)

−βm−1▹ (jm−1, ym−1) . . .
−β1▹ (j1, y1) ▹ (j0, y0) ▹β1 (j1, y1) . . . ▹βm (jm, ym)

eş৻tl৻ğ৻n৻ sağlayan elemanlar tarafından üret৻len b৻r kongrüans bağıntısı olsun. Bu durumda
(P ∗R) /I bölüm rackı elde ed৻l৻r. Böylece

∂∗ : (P ∗R) /I → S

dönüşümünü ∂ ∗ ∂′ dönüşümünün ৻nd৻rgenm৻ş৻ (৻nduced) olup

∂∗ ([(i0, x0) ▹α1 (i1, x1) . . . ▹αn (in, xn)]) = ∂ ∗ ∂′ ((i0, x0) ▹α1 (i1, x1) . . . ▹αn (in, xn))

şekl৻nde tanımlıdır ve rack çaprazlanmış modül şartları aşağıdak৻ g৻b৻ kolayca sağlanır:
Her [(i0, x0) ▹α1 (i1, x1) . . . ▹αn (in, xn)],

[
(j0, y0) ▹β1 . . . ▹βm (jm, ym)

]
∈ (P ∗R) /I ve

s ∈ S ৻ç৻n
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X1)

∂∗ ([(i0, x0) ▹α1 . . . ▹αn (in, xn)] · s) = ∂∗ ([((i0, x0) ▹α1 . . . ▹αn (in, xn)) · s])

= ∂∗ ([(i0, x0 · s) ▹α1 . . . ▹αn (in, xn · s)])

= ∂i0 (x0 · s) ▹ ∂i1 (x1 · s) ▹ . . . ▹ ∂in (xn · s)

= (∂i0 (x0) ▹ s) ▹ (∂i1 (x1) ▹ s) ▹ . . . ▹ (∂in (xn) ▹ s)

= (∂i0 (x0) ▹ ∂i1 (x1) ▹ . . . ▹ ∂in (xn)) ▹ s

= ∂∗ ([(i0, x0) ▹α1 . . . ▹αn (in, xn)]) ▹ s

X2)

([(i0, x0) ▹α1 (i1, x1) . . . ▹αn (in, xn)]) · ∂∗ ([(j0, y0) ▹β1 . . . ▹βm (jm, ym)
])

=

([(i0, x0) ▹α1 (i1, x1) . . . ▹αn (in, xn)]) ·
(
∂j0 (y0) ▹β1 ∂j1 (y1) . . . ▹βm ∂jm (ym)

)
=

[
((i0, x0) ▹α1 (i1, x1) . . . ▹αn (in, xn)) ·

(
∂j0 (y0) ▹β1 ∂j1 (y1) . . . ▹βm ∂jm (ym)

)]
[(i0, x0) ▹α1 (i1, x1) . . . ▹αn (in, xn)

−βm▹ (jm, ym)
−βm−1▹ (jm−1, ym−1) . . .

−β1▹ (j1, y1) ▹ (j0, y0) ▹β1 (j1, y1) . . . ▹βm (jm, ym)] =

[(i0, x0) ▹α1 (i1, x1) . . . ▹αn (in, xn)] ▹
[
(j0, y0) ▹β1 (j1, y1) . . . ▹βm (jm, ym)

]
no৻ndent elde ed৻l৻r.

Ş৻md৻
(i1, idS) : (P, S, ∂) → ((P ∗R) /I, S, ∂∗)

p 7→ i1 (p) = [(1, p)]

ve
(i2, idS) : (R, S, ∂′) → ((P ∗R) /I, S, ∂∗)

r 7→ i2 (r) = [(2, r)]
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dönüşümler৻ tanımlansın. Aşağıdak৻ d৻yagram göz önüne alınsın:

P

i1

��

∂ // S

idS

��
(P ∗R) /I

∂∗
// S

൴) Her p ∈ P ve s ∈ S ৻ç৻n

i1 (p · s) = [(1, p · s)]

= [(1, p) · s]

= [(1, p)] · s

= i1 (p) · idS (s)

olup etk৻ korunur,

൴൴) Her p ∈ P ৻ç৻n

∂∗i1 (p) = ∂∗[(1, p)]

= ∂ (p)

= idS∂ (p)

olup d৻yagram değ৻şmel৻d৻r.

Böylece

(i1, idS) : (P, S, ∂) → ((P ∗R) /I, S, ∂∗)

morf৻zm৻, benzer şek৻lde

(i2, idS) : (R, S, ∂′) → ((P ∗R) /I, S, ∂∗)

morf৻zm৻ rack çaprazlanmış modül morf৻zm৻d৻r.

Bu durumda

(P, S, ∂)
(i1,idS)

// ((P ∗R) /I, S, ∂∗) (R, S, ∂′)
(i2,idS)

oo

d৻yagramı elde ed৻l৻r.

Son olarak (Q,S, θ) herhang৻ b৻r rack çaprazlanmış modül olmak üzere

(f1, idS) : (P, S, ∂) → (Q,S, θ) ,

(f2, idS) : (R, S, ∂′) → (Q,S, θ)
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৻k৻ rack çaprazlanmış modül morf৻zm৻ olsun. Böylece her p ∈ P , r ∈ R ve her s ∈ S ৻ç৻n,

൴) f1 (p · s) = f1 (p) · idS (s) ve f2 (r · s) = f2 (r) · idS (s)

൴൴) θf1 = idS∂ ve θf2 = idS∂
′

eş৻tl৻kler৻ geçerl৻d৻r.

Bu durumda

(φ, idS) (i1, idS) = (f1, idS)

(φ, idS) (i2, idS) = (f2, idS)

olacak şek৻lde b৻r tek

(φ, idS) : ((P ∗R) /I, S, ∂∗) → (Q,S, θ)

rack çaprazlanmış modül morf৻zm৻n৻n var olduğu göster৻lmel৻d৻r.

(φ, idS) : ((P ∗R) /I, S, ∂∗) → (Q,S, θ)

morf৻zm৻n৻,

φ ([(i0, x0) ▹α1 (i1, x1) . . . ▹αn (in, xn)]) = q0 ▹ q1 ▹ . . . ▹ qn

৻ç৻n 0 ≤ i ≤ n ৻ç৻n xi ∈ P ৻se qi = f1 (xi) ve xi ∈ R ৻se qi = f2 (xi) şekl৻nde tanımlayalım.
(φ, idS) morf৻zm৻ Önerme 3.6 da tanımlanan

h : P ∗R → Q

morf৻zm৻yle tanımlı olup bu durumda φ morf৻zm৻n৻n varlığı, b৻r tekl৻ğ৻ ve d৻yagramın
değ৻şmel৻l৻ğ৻ serbest rack tanımı gereğ৻ açıktır. Böylece eş-çarpım ৻ç৻n evrensell৻k özell৻ğ৻
sağlanır.

Sonuç olarak ((P ∗R) /I, S, ∂∗) rack çaprazlanmış modülü, (P, S, ∂) ve (R, S, ∂′)

rack çaprazlanmış modüller৻n৻n eş -çarpımı olup,

(Q,S, θ)

(P, S, ∂)

(f1,idS)

88qqqqqqqqqqqqqqqqqqqqqq

(i1,idS)
// ((P ∗R) /I, S, ∂∗)

∃!(φ,idS)

OO

(R,S, ∂′)

(f2,idS)

ffMMMMMMMMMMMMMMMMMMMMMMM

(i2,idS)
oo

değ৻şmel৻ d৻yagramı eş-çarpım d৻yagramıdır.
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6.3 Ger൴ Çekme Obje

Teorem 6.3 XRack/S kategor৻s৻ ger৻ çekme objeye sah৻pt৻r.

İspat

(f, idS) : (P, S, µ) → (T, S, θ)

(g, idS) : (R,S, λ) → (T, S, θ)

৻k৻ rack çaprazlanmış modül morf৻zm৻ olsun. ((f, idS) , (g, idS)) morf৻zm ৻k৻l৻s৻n৻n ger৻
çekmeye sah৻p olduğu göster৻lecekt৻r:

(?)

?

��

? // (R,S, λ)

(g,idS)

��
(P, S, µ)

(f,idS)
// (T, S, θ)

P ×T R = {(p, r) | f(p) = g (r)} ⊆ P ×R

olmak üzere, ger৻ çekme obje adayı olan

∂ : P ×T R → S

(p, r) 7→ ∂(p, r) = µ(p) = λ(r)

dönüşümü, Önerme 5.1 gereğ৻nce b৻r rack çaprazlanmış modüldür. Ayrıca

(p1, idS) : (P ×T R, S, ∂) → (P, S, µ) , p1 (p, r) = p

(p2, idS) : (P ×T R, S, ∂) → (R,S, λ) , p2 (p, r) = r

dönüşümler৻ projeks৻yon dönüşümler olup Önerme 5.2 gereğ৻nce rack çaprazlanmış modül
morf৻zm৻d৻r.

Bununla b৻rl৻kte her (p, r) ∈ P ×S R ৻ç৻n

fp1 (p, r) = f (p)

= g (r)

= gp2 (p, r)

olduğundan (f, idS) (p1, idS) = (g, idS) (p2, idS) elde ed৻l৻r.



58

Böylece aşağıdak৻ d৻yagram değ৻şmel৻d৻r:

(P ×T R, S, ∂)

(p1,idS)

��

(p2,idS) // (R, S, λ)

(g,idS)

��
(P, S, µ)

(f,idS)
// (T, S, θ)

Ş৻md৻ (Q,S, δ) herhang৻ b৻r rack çaprazlanmış modül ve

(α, idS) : (Q,S, δ) → (P, S, µ) ,

(β, idS) : (Q,S, δ) → (R, S, λ)

morf৻zmler৻
(f, idS) (α, idS) = (g, idS) (β, idS)

eş৻tl৻ğ৻n৻ sağlayan ৻k৻ rack çaprazlanmış modül morf৻zm৻ olsun. Böylece her q ∈ Q ve her
s ∈ S ৻ç৻n,

൴) α (q · s) = α (q) · idS (s) ve β (q · s) = β (q) · idS (s)

൴൴) µα = idSδ ve λβ = idSδ

eş৻tl৻kler৻ geçerl৻d৻r. Bu durumda

(p1, idS) (φ, idS) = (α, idS)

ve
(p2, idS) (φ, idS) = (β, idS)

olacak şek৻lde b৻r tek

(φ, idS) : (Q,S, δ) → (P ×T R, S, ∂)

rack çaprazlanmış modül morf৻zm৻n৻n var olduğu göster৻lmel৻d৻r. Her q ∈ Q ৻ç৻n

φ(q) = (α(q), β(q))

şekl৻nde tanımlansın. Aşağıdak৻ d৻yagram göz önüne alınsın:

Q
δ //

φ

��

S

idS

P ×T R
∂

// S
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൴) Her q ∈ Q ve her s ∈ S ৻ç৻n,

φ (q · s) = (α (q · s) , β (q · s))

= (α (q) · idS (s) , β (q) · idS (s))

= (α(q), β(q)) · idS (s)

= φ(q) · idS (s)

olup etk৻ korunur,

൴൴) Her q ∈ Q ৻ç৻n

∂φ(q) = ∂(α(q), β(q))

= µα (q)

= idSδ (q)

olup d৻yagram değ৻şmel৻d৻r.

Ayrıca her q ∈ Q ৻ç৻n

p1φ (q) = p1 (α(q), β(q))

= α(q)

p2φ (q) = p2 (α(q), β(q))

= β(q)

olup (p1, idS) (φ, idS) = (α, idS) ve (p2, idS) (φ, idS) = (β, idS) elde ed৻l৻r.

Son olarak (φ, idS) morf৻zm৻n৻n tek olduğu göster৻lecekt৻r:

(φ′, idS) : (Q,S, δ) → (P ×T R, S, ∂)

q 7→ φ′(q) = (p, r)

morf৻zm৻ (φ, idS) ৻le aynı özell৻kte, yan৻,

(p1, idS) (φ
′, idS) = (α, idS) ,

(p2, idS) (φ
′, idS) = (β, idS)

eş৻tl৻kler৻n৻ sağlayan b৻r rack çaprazlanmış modül morf৻zm৻ olsun. Bu durumda, her q ∈ Q

৻ç৻n

p1φ
′ (q) = α (q) ⇔ p1(p, r) = α (q)

⇔ p = α (q)

p2φ
′ (q) = β (q) ⇔ p2 (p, r) = β (q)

⇔ r = β (q)
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olduğundan
φ′(q) = (p, r) = (α (q) , β (q)) = φ(q)

olup

(φ′, idS) = (φ, idS)

eş৻tl৻ğ৻ elde ed৻l৻r. Böylece (φ, idS) rack çaprazlanmış modül morf৻zm৻ b৻r tekt৻r.

Sonuç olarak (P ×T R, S, ∂) rack çaprazlanmış modülü, (P, S, µ) ve (R,S, λ) rack
çaprazlanmış modüller৻n৻n ger৻ çekmes৻ olup,

(Q,S, δ)

(α,idS)

��=
==

==
==

==
==

==
==

==
==

==
==

==
(β,idS)

++VVVV
VVVVV

VVVVV
VVVVV

VVVVV
VVVVV

VVV

∃!(φ,idS)
N

N
N

&&N
N

N

(P ×T R, S, ∂)

(p1,idS)

��

(p2,idS)
// (R,S, λ)

(g,idS)

��
(P, S, µ)

(f,idS)
// (T, S, θ)

d৻yagramı ((f, idS) , (g, idS)) morf৻zm ৻k৻l৻s৻ ৻ç৻n ger৻ çekme d৻yagramıdır.

6.4 İler൴ İtme Obje

Teorem 6.4 XRack/S kategor৻s৻ ৻ler৻ ৻tme objeye sah৻pt৻r.

İspat

(f, idS) : (Q,S, θ) → (P, S, α) ,

(g, idS) : (Q,S, θ) → (R,S, β)

৻k৻ rack çaprazlanmış modül morf৻zm৻ olsun. ((f, idS) , (g, idS)) morf৻zm ৻k৻l৻s৻n৻n ৻ler৻
৻tmeye sah৻p olduğu göster৻lecekt৻r:

(Q,S, θ)
(f,idS) //

(g,idS)

��

(P, S, α)

?

��
(R, S, β) ? // (?)

N bağıntısı Teorem 6.2 de tanımlanan I bağıntısının elemanları ve

{(1, f (q)) = (2, g (q)) | q ∈ Q}
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özell৻ğ৻ndek৻ elemanlar tarafından üret৻len b৻r kongrüans bağıntısı olmak üzere,

P ∗R

rackı P ve R racklarının serbest çarpımı olsun. Bu durumda Teorem 4.4 ve 6.2 gereğ৻nce

∂ : X =(P ∗R) /N → S

b৻r rack çaprazlanmış modüldür.

Ayrıca Teorem 6.2 de göster৻ld৻ğ৻ üzere

(i1, idS) : (P, S, α) → (X , S, ∂)

p 7→ [(1, p)]

ve
(i2, idS) : (R, S, β) → (X , S, ∂)

r 7→ [(2, r)]

dönüşümler৻ rack çaprazlanmış modül morf৻zm৻d৻r.

Bununla b৻rl৻kte her q ∈ Q ৻ç৻n

i1f (q) = [(1, f (q))] = [2, g (q)] = i2g (q)

olup
(i1, idS) (f, idS) = (i2, idS) (g, idS)

eş৻tl৻ğ৻ geçerl৻d৻r. Böylece

(Q,S, θ)
(f,idS) //

(g,idS)

��

(P, S, α)

(i1,idS)

��
(R, S, β)

(i2,idS) // (X , S, ∂)

değ৻şmel৻ d৻yagramı elde ed৻l৻r.

Ş৻md৻ (T, S, ω) herhang৻ b৻r rack çaprazlanmış modül olmak üzere,

(λ, idS) : (P, S, α) → (T, S, ω) ,

(µ, idS) : (R, S, β) → (T, S, ω)

morf৻zmler৻
(λ1, idS) (f, idS) = (µ, idS) (g, idS)
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özell৻ğ৻nde ৻k৻ rack çaprazlanmış modül morf৻zm৻ olsun. Bu durumda

(φ, idS) (i1, idS) = (λ, idS)

ve
(φ, idS) (i2, idS) = (µ, idS)

olacak şek৻lde b৻r tek
(φ, idS) : (X , S, ∂) → (T, S, ω)

rack çaprazlanmış modül morf৻zm৻n৻n var olduğu göster৻lmel৻d৻r.

(φ, idS) : (X , S, ∂) → (T, S, ω)

[(i0, x0) ▹α1 . . . ▹αn (in, xn)] 7→ t0 ▹ t1 ▹ . . . ▹ tn

dönüşümü, 0 ≤ i ≤ 1 olmak üzere xi ∈ P ৻se ti = λ (xi) ve xi ∈ R ৻se ti = µ (xi) şekl৻nde
tanımlansın. (φ, idS) morf৻zm৻, (λ, idS) ve (µ, idS) rack çaprazlanmış modül morf৻zmler৻
yardımı ৻le tanımlandığından b৻r rack çaprazlanmış modül morf৻zm৻d৻r.

Ayrıca, her p ∈ P ৻ç৻n

φi1 (p) = φ ([(1, p)])

= λ (p)

ve her r ∈ R ৻ç৻n

φi2 (r) = φ ([(2, r)])

= µ (r)

olup (φ, idS) (i1, idS) = (λ, idS) ve (φ, idS) (i2, idS) = (µ, idS) eş৻tl৻kler৻ sağlanır.

Son olarak (φ, idS) morf৻zm৻n৻n tekl৻ğ৻ kontrol ed৻lecekt৻r:

(φ′, idS) : (X , S, ∂) → (T, S, ω)

morf৻zm৻, (φ, idS) ৻le aynı özell৻kte, yan৻

(φ′, idS) (i1, idS) = (λ, idS) ,

(φ′, idS) (i2, idS) = (µ, idS)

eş৻tl৻kler৻n৻ sağlayan b৻r rack çaprazlanmış modül morf৻zm৻ olsun ve

φ′ [(i0, x0) ▹α1 . . . ▹αn (in, xn)] = t′0 ▹ t′1 ▹ . . . ▹ t′n



63

şekl৻nde tanımlansın. Her p ∈ P ৻ç৻n

φ′i1 (p) = φ′ ([(1, p)]) = λ (p)

ve her r ∈ R ৻ç৻n
φ′i2 (r) = φ′ ([(2, r)]) = µ (r)

olup 0 ≤ i ≤ 1 olmak üzere xi ∈ P ৻se qi = λ (xi) ve xi ∈ R ৻se qi = µ (xi) olduğu görülür.
Böylece (φ, idS) rack çaprazlanmış modül morf৻zm৻ b৻r tekt৻r.

Sonuç olarak (X , S, ∂) rack çaprazlanmış modülü, (P, S, α) ve (R, S, β) rack
çaprazlanmış modüller৻n৻n ৻ler৻ ৻tmes৻ olup,

(Q,S, θ)
(f,idS) //

(g,idS)

��

(P, S, α)

(i1,idS)

��
(λ,idS)

��7
77

77
77

77
77

77
77

77
77

77
77

77
77

7

(R, S, β)
(i2,idS) //

(µ,idS)

**TTT
TTTT

TTTT
TTTT

TTTT
TTTT

TTTT
TTT

(X , S, ∂)

∃!(φ,idS)
J

J
J

J

$$J
J

J
J

(T, S, ω)

d৻yagramı ((f, idS) , (g, idS)) morf৻zm ৻k৻l৻s৻ ৻ç৻n ৻ler৻ ৻tme d৻yagramıdır.

6.5 Eş൴tley൴c൴ Obje

Teorem 6.5 XRack/S kategor৻s৻nde her morf৻zm ৻k৻l৻s৻n৻n eş৻tley৻c৻s৻ vardır.

İspat

(f, idS) : (P, S, µ) → (T, S, θ) ,

(g, idS) : (P, S, µ) → (T, S, θ)

৻k৻ rack çaprazlanmış modül morf৻zm৻ olsun. ((f, idS) , (g, idS))morf৻zm ৻k৻l৻s৻n৻n eş৻tley৻c৻s৻
tanımlanacaktır:

(?) ? // (P, S, µ)
(f,idS) //
(g,idS)

// (R, S, λ)

Q = {p ∈ P | f (p) = g (p)} kümes৻ tanımlansın. Teorem 4.5 göster৻ld৻ğ৻ üzere Q kümes৻ P
rackının alt rackıdır.



64

Bu durumda eş৻tley৻c৻ obje adayı

∂ : Q → S

rack çaprazlanmış modülü elde ed৻l৻r. ∂ dönüşümü, her p ∈ P ৻ç৻n,

∂ (p) = µ (p)

şekl৻nde tanımlanab৻l৻r. Her p, p′ ∈ Q ৻ç৻n

∂ (p ▹ p′) = µ (p ▹ p′)

= µ (p) ▹ µ (p′)

= ∂ (p) ▹ ∂ (p′)

olduğundan ∂ b৻r rack morf৻zm৻d৻r. Ş৻md৻ ∂ : Q → S dönüşümünün

Q× S → Q

(p, s) 7→ p · s

etk৻s৻yle b৻rl৻kte b৻r rack çaprazlanmış modül olduğu göster৻lecekt৻r. Her p, p′ ∈ Q ve her
s ∈ S ৻ç৻n

X1)

∂ (p · s) = µ (p · s)

= µ (p) ▹ s

= ∂ (p) ▹ s

X2)

p · ∂ (p′) = p · µ (p′)

= p ▹ p′

elde ed৻l৻r.

Ş৻md৻
(u, idS) : (Q,S, ∂) → (P, S, µ)

p 7→ u (p) = p

morf৻zm৻n৻n rack çaprazlanmış modül morf৻zm৻ olduğu göster৻lecekt৻r. Aşağıdak৻ d৻yagram
göz önüne alınsın:

Q
∂ //

u

��

S

idS

P µ
// S
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൴) Her p ∈ Q ve her s ∈ S ৻ç৻n,

u (p · s) = p · s

= u (p) · s

= u (p) · idS (s)

olup etk৻ korunur,

൴൴) Her p ∈ Q ৻ç৻n,

µu (p) = µ (p)

= ∂ (p)

= idS∂ (p)

olup d৻yagram değ৻şmel৻d৻r.

Böylece aşağıdak৻ d৻yagram elde ed৻l৻r:

(Q,S, ∂) �
� (u,idS) // (P, S, µ)

(f,idS) //
(g,idS)

// (R, S, λ)

Ayrıca her p ∈ Q ৻ç৻n

(fu) (p) = f (u (p))

= f (p)

= g (p)

= g (u (p))

= (gu) (p)

olup

(f, idS) (u, idS) = (g, idS) (u, idS)

olduğu görülür.

Ş৻md৻ (T, S, δ) b৻r rack çaprazlanmış modül ve

(v, ids) : (T, S, δ) → (P, S, µ)

morf৻zm৻
(f, idS) (v, idS) = (g, idS) (v, idS)

eş৻tl৻ğ৻n৻ sağlayan b৻r rack çaprazlanmış modül morf৻zm৻ olsun. Bu durumda her t ∈ T ve
her s ∈ S ৻ç৻n,
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൴) v (t · s) = v (t) · idS (s)

൴൴) µv = idSδ

eş৻tl৻kler৻ sağlanır. Böylece
(u, idS) (ϕ, idS) = (v, idS)

olacak şek৻lde b৻r tek

(ϕ, idG) : (T, S, δ) → (Q,S, ∂)

rack çaprazlanmış modül morf৻zm৻n৻n var olduğu göster৻lmel৻d৻r.

(f, idS) (v, idS) = (g, idS) (v, idS)

olduğundan her t ∈ T ৻ç৻n
fv (t) = gv (t)

olup v (t) ∈ Q elde ed৻l৻r. Bu durumda

(ϕ, idS) : (T, S, δ) → (Q,S, ∂)

t 7→ ϕ (t) = v (t)

şekl৻nde tanımlanab৻l৻r. Ş৻md৻ (ϕ, idS) morf৻zm৻n৻n rack çaprazlanmış modül morf৻zm৻
olduğu göster৻lmel৻d৻r. Aşağıdak৻ d৻yagramı göz önüne alınsın:

T

ϕ

��

δ // S

idS

��
Q

∂
// S

൴) Her t ∈ T ve her s ∈ S ৻ç৻n,

ϕ (t · s) = v (t · s)

= v (t) · idS (s)

= ϕ (t) · idS (s)

olup etk৻ korunur,

൴൴) Her t ∈ T ৻ç৻n,

∂ϕ (t) = ∂v (t)

= µv (t)

= idSδ (t)
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olup d৻yagram değ৻şmel৻d৻r.

Ayrıca her t ∈ T ৻ç৻n

(uϕ) (t) = uv (t)

= v (t)

olup

(u, idS) (ϕ, idS) = (v, idS)

elde ed৻l৻r.

Son olarak (ϕ, idS) morf৻zm৻n৻n tek olduğu göster৻lecekt৻r:

(ϕ′, idS) : (T, S, δ) → (Q,S, ∂)

morf৻zm৻, (φ, idS) ৻le aynı özell৻kte, yan৻,

(u, idS) (ϕ
′, idS) = (v, idS)

olacak şek৻lde b৻r rack çaprazlanmış modül morf৻zm৻ olsun ve ϕ′ (t) = p şekl৻nde
tanımlansın.

uϕ′ (t) = v (t) ⇔ u (p) = v (t)

⇔ p = v (t)

olup
ϕ′ (t) = p = ϕ (t)

elde ed৻l৻r. Bu durumda (ϕ, idS) rack çaprazlanmış modül morf৻zm৻ b৻r tekt৻r.

Sonuç olarak (Q, (u, idS)) ৻k৻l৻s৻ ((f, idS) , (g, idS)) morf৻zm ৻k৻l৻s৻n৻n eş৻tley৻c৻s৻d৻r
ve

(Q,S, ∂) �
� (u,idS) // (P, S, µ)

(f,idS) //
(g,idS)

// (R,S, λ)

(T, S, δ)

∃!(ϕ,idS)

OO

(v,idS)

99ttttttttttttttt

d৻yagramı eş৻tley৻c৻ d৻yagramıdır.
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6.6 Eş-eş൴tley൴c൴ Obje

Teorem 6.6 XRack/S kategor৻s৻nde her morf৻zm ৻k৻l৻s৻n৻n eş-eş৻tley৻c৻s৻ vardır.

İspat

(f, idS) : (P, S, µ) → (R, S, λ) ,

(g, idS) : (P, S, µ) → (R, S, λ)

৻k৻ rack çaprazlanmış modül morf৻zm৻ olsun. ((f, idS) , (g, idS)) morf৻zm ৻k৻l৻s৻n৻n
eş-eş৻tley৻c৻s৻ tanımlanacaktır:

(P, S, µ)
(f,idS) //
(g,idS)

// (R, S, λ) ? // (?)

p ∈ P olmak üzere, N bağıntısı R üzer৻ndek৻

N = {(f (p) , g (p)) | p ∈ P} ⊆ R×R

şekl৻nde tanımlı en küçük kongrüans bağıntısı olsun.

Böylece R/N bölüm kümes৻ oluşturulab৻l৻r. R/N bölüm kümes৻n৻n

[r] ▹ [r′] = [r ▹ r′]

şekl৻nde tanımlı ৻k৻l৻ ৻şlem ৻le b৻rl৻kte rack yapısı oluşturduğu daha önce göster৻lm৻şt৻r.

Ş৻md৻ eş-eş৻tley৻c৻ obje adayı

∂ : R/N → S

[r] 7→ ∂ ([r]) = λ (r)

dönüşümünün
R/N × S → R/N

([r] , s) → [r] · s = [r · s]

etk৻s৻yle b৻rl৻kte b৻r rack çaprazlanmış modül olduğunu göster৻lecekt৻r.

Her [r] , [r′] ∈ R/N ve s, s′ ∈ S ৻ç৻n,
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൴)

([r] · s) · s′ = [r · s] · s′

= [(r · s) · s′]

= [(r · s′) · (s ▹ s′)]

= [r · s′] · (s ▹ s′)

= ([r] · s′) · (s ▹ s′)

൴൴)

([r] ▹ [r′]) · s = [r ▹ r′] · s

= [(r ▹ r′) · s]

= [r · s ▹ r′ · s]

= [r · s] ▹ [r′ · s]

= ([r] · s) ▹ ([r′] · s)

olup etk৻ şartları sağlanır.

Ayrıca her [r] , [r′] ∈ R/N ,

∂ ([r] ▹ [r′]) = ∂ [r ▹ r′]

= λ (r ▹ r′)

= λ (r) ▹ λ (r′)

= ∂ ([r]) ▹ ∂ ([r′])

olup ∂ dönüşümü b৻r rack morf৻zm৻d৻r.

Son olarak her [r] , [r′] ∈ R/N ve s ∈ S ৻ç৻n,

X1)

∂ ([r] · s) = ∂ ([r · s])

= λ (r · s)

= λ (r) ▹ s

= ∂ ([r]) ▹ s
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X2)

[r] · ∂ [r′] = [r] · λ (r′)

= [r · λ (r′)]

= [r ▹ r′]

= [r] ▹ [r′]

olup rack çaprazlanmış modül şartları sağlanır.

Ş৻md৻,
(q, idS) : (R,S, λ) → (R/N,S, ∂)

r 7→ q (r) = [r]

morf৻zm৻n৻n rack çaprazlanmış modül morf৻zm৻ olduğu göster৻lmel৻d৻r. Aşağıdak৻ d৻yagramı
göz önüne alınsın:

R

q

��

λ // S

idS

��
R/N

∂
// S

൴) Her r ∈ R ve her s ∈ S ৻ç৻n,

q (r · s) = [r · s]

= [r] · s

= q (r) · idS (s)

olup etk৻ korunur,

൴൴) Her r ∈ R ৻ç৻n,

∂q (r) = ∂ ([r])

= λ (r)

= idSλ (r)

olup d৻yagram değ৻şmel৻d৻r.

Ayrıca her p ∈ P ৻ç৻n

[f (p)] = [g (p)] ⇒ q (f (p)) = q (g (p))

⇒ qf (p) = qg (p)
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olup

(q, idS) (f, idS) = (q, idS) (g, idS)

olduğu görülür.

Bu durumda

(P, S, µ)
(f,idS) //
(g,idS)

// (R,S, λ)
(q,idS) // (R/N,S, ∂)

d৻yagramı elde ed৻l৻r.

Ş৻md৻ (W,S, ω) b৻r rack çaprazlanmış modül ve (γ, idS) : (R,S, λ) → (W,S, ω)

morf৻zm৻
(γ, idS) (f, idS) = (γ, idS) (g, idS)

eş৻tl৻ğ৻n৻ sağlayan b৻r rack çaprazlanmış modül morf৻zm৻ olsun. Bu durumda her r ∈ R ve
s ∈ S ৻ç৻n,

൴) γ (r · s) = γ (r) · idS (s)

൴൴) ωγ = idSλ

eş৻tl৻kler৻ sağlanır. Böylece
(φ, idS) (q, idS) = (γ, idS)

olacak şek৻lde b৻r tek

(φ, idS) : (R/N,S, ∂) → (W,S, ω)

rack çaparzlanmış modül morf৻zm৻n৻n var olduğu göster৻lmel৻d৻r. (φ, idS) morf৻zm৻

φ ([r]) = γ (r)

şekl৻nde tanımlansın.

H bağıntısı
(r, r′) ∈ H ⇔ γ (r) = γ (r′)

şekl৻nde tanımlı b৻r denkl৻k bağıntısı olsun.

(γ, idS) (f, idS) = (γ, idS) (g, idS)

olduğundan her p ∈ P ৻ç৻n
γf (p) = γg (p)
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olup (f (p) , g (p)) ∈ H elde ed৻l৻r.

N bağıntısıR üzer৻ndek৻ en küçük denkl৻k bağıntısı olduğundanN ⊆ H olur. Böylece

[r] = [r′] ⇒ (r, r′) ∈ N

⇒ (r, r′) ∈ H

⇒ γ (r) = γ (r′)

olup (φ, idS) morf৻zm৻ ৻y৻ tanımlıdır.

Ş৻md৻ (φ, idS)morf৻zm৻n৻n rack çaprazlanmış modül morf৻zm৻ olduğu göster৻lecekt৻r.
Aşağıdak৻ d৻yagramı göz önüne alınsın:

R/N

φ

��

∂ // S

idS

��
W ω

// S

൴) Her s ∈ S ve [r] ∈ R/N ৻ç৻n

φ ([r] · s) = φ ([r · s])

= γ (r · s)

= γ (r) · idS (s)

= φ [r] · idS (s)

olup etk৻ korunur,

൴൴) Her [r] ∈ R/N ৻ç৻n,

ωφ [r] = ωγ (r)

= idSλ (r)

= idSφ [r]

olup d৻yagram değ৻şmel৻d৻r.

Ayrıca her r ∈ R ৻ç৻n

(φq) (r) = φ ([r])

= γ (r)
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olup

(φ, idS) (q, idS) = (γ, idS)

elde ed৻l৻r.

Son olarak (φ, idS) morf৻zm৻n৻n tek olduğu göster৻lecekt৻r.

(φ′, idS) : (R/N,S, ∂) → (W,S, ω)

morf৻zm৻, (φ, idS) ৻le aynı özell৻kte, yan৻,

(φ′, idS) (q, idS) = (γ, idS)

olacak şek৻lde b৻r rack çaprazlanmış modül morf৻zm৻ olsun ve φ′ ([r]) = w şekl৻nde
tanımlansın. Her r ∈ R ৻ç৻n,

φ′q (r) = γ (r) ⇒ φ′ ([r]) = γ (r)

⇒ w = γ (r)

olup
φ′ ([r]) = w = γ (r) = φ ([r])

elde ed৻l৻r. Bu durumda (φ, idS) morf৻zm৻ b৻r tekt৻r.

Böylece (R/N, (q, idS)) ৻k৻l৻s৻ ((f, idS) , (g, idS))morf৻zm ৻k৻l৻s৻n৻n eş-eş৻tley৻c৻s৻d৻r
ve

(P, S, µ)
(f,idS) //
(g,idS)

// (R, S, λ)
(q,idS) //

(γ,idS)

%%LL
LLL

LLL
LLL

LLL
LL

(R/N,S, ∂)

∃!(φ,idS)

��
(W,S, ω)

d৻yagramı eş-eş৻tley৻c৻ d৻yagramıdır.
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7. RACKLARIN SERBEST ÇAPRAZLANMIŞ MODÜLÜ

Serbest çaprazlanmış modül kavramı gruplar üzer൴nde ൴lk olarak Wh൴tehead (1949)
tarafından tanımlanmıştır. Porter (1986), değ൴şmel൴ ceb൴rler üzer൴nde ൴nd൴rgenm൴ş (൴nduced)
çaprazlanmış modüller൴n özel hal൴ olarak serbest çaprazlanmış modüller൴ tanımlamıştır.
Grubo൴dler üzer൴nde serbest çaprazlanmış modül tanımı ൴se ൴lk olarak Brown vd. (2011)
tarafından ver൴lm൴şt൴r. Bu bölümde rackların çaprazlanmış modüller kategor൴s൴nde serbest
çaprazlanmış modül kavramı tanıtılacaktır.

Tanım 7.1 X b৻r küme ve R b৻r rack olmak üzere f : X → R b৻r fonks৻yon olsun. Bu
durumda

৻) v : X → E fonks৻yonu ver৻ld৻ğ৻nde

f = ∂∗v

eş৻tl৻ğ৻ geçerl৻ ৻se,

৻৻) herhang৻ b৻r δ : S → R rackların çaprazlanmış modülü ve ω : X → S fonks৻yonu

δω = ∂∗v

eş৻tl৻ğ৻n৻ sağlayacak şek৻lde ver৻ld৻ğ৻nde

S

δ

����
��
��
��
��
��
��
��
��
��
��
��
��
��

X

ω

77oooooooooooooooooooooooooooo

f

��@
@@

@@
@@

@@
@@

@@
@@

@
v // E

∂∗

��

∃!θ∗

??

R

d৻yagramını değ৻şmel৻ yapacak şek৻lde b৻r tek

θ∗ : E → S

rackların çaprazlanmış modül morf৻zm৻ varsa,

∂∗ : E → R

dönüşümüne rackların serbest çaprazlanmış modülü den৻r.
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Teorem 7.1 X b৻r küme ve R b৻r rack olmak üzere f : X → R b৻r fonks৻yon olsun. Bu
durumda f : X → R fonks৻yonu üzer৻nde,

∂∗ : E → R

rackların serbest çaprazlanmış modülü her zaman tanımlıdır.

İspat F (X ×R), X ×R kümes৻ üzer৻ndek৻ serbest grup olmak üzere,

E = (X ×R)× F (X ×R)

X × R üzer৻ndek৻ serbest rack olsun. Her ((x, r) , (x′, α)) , ((y, r′) , (y′, β)) ∈ E ৻ç৻n rack
৻şlem৻

((x, r) , (x′, α)) ▹ ((y, r′) , (y′, β)) =
(
(x, r) , (x′, α) (y′, β)

−1
(y, r′) (y′, β)

)
şekl৻nde tanımlansın.

E = (X ×R)× F (X ×R)

kümes৻ serbest rack tanımından rack yapısı oluşturur.

Ş৻md৻ her ((x, r) , (x′, α)) , ((y, r′) , (y′, β)) ∈ E ve q ∈ R ৻ç৻n R rackının E üzer৻ne
etk৻s৻

((x, r) , (x′, α)) · q = ((x, r ▹ q) , (x′, α ▹ q))

şekl৻nde tanımlansın. Bu durumda

∂ : E → R

((x, r) , (x′, α)) 7→ ∂ ((x, r) , (x′, α)) = f (x) ▹ f (x′) ▹ α

şekl৻nde tanımlanan ∂ dönüşümü Önerme 3.6 gereğ৻nce b৻r rack morf৻zm৻d৻r. Ayrıca her
((x, r) , (x′, α)) , ((y, r′) , (y′, β)) ∈ E ve q, q′ ∈ R ৻ç৻n

൴)

(((x, r) , (x′, α)) · q) · q′ = ((x, r ▹ q) , (x′, α ▹ q)) · q′

= ((x, (r ▹ q) ▹ q′) , (x′, (α ▹ q) ▹ q′))

= ((x, (r ▹ q′) ▹ (q ▹ q′)) , (x′, (α ▹ q′) ▹ (q ▹ q′)))

= ((x, (r ▹ q′)) , (x′, (α ▹ q′))) · (q ▹ q′)

= (((x, r) , (x′, α)) · q′) · (q ▹ q′)
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൴൴)

((x, r) , (x′, α)) ▹ ((y, r′) , (y′, β)) · q =
(
(x, r) , (x′, α) (y′, β)

−1
(y, r′) (y′, β)

)
· q

=
(
(x, r ▹ q) , (x′, α ▹ q) (y′, β ▹ q)

−1
(y, r′ ▹ q) (y′, β ▹ q)

)
= ((x, r ▹ q) , (x′, α ▹ q)) ▹ ((y, r′ ▹ q) , (y′, β ▹ q))

= (((x, r) , (x′, α)) · q) ▹ (((y, r′) , (y′, β)) · q)

olup etk৻ şartları sağlanır.

Ayrıca ((x, r) , (x′, α)) ∈ E ve q ∈ R ৻ç৻n

X1) ∂ (((x, r) , (x′, α)) · q) = ∂ ((x, r ▹ q) , (x′, α ▹ q))

= f (x) ▹ f (x′) ▹ α ▹ q

= ∂ ((x, r) , (x′, α)) ▹ q

elde ed৻l৻r.

S herhang৻ b৻r rack ve θ : E → S herhang৻ b৻r rack morf৻zm৻ ৻ç৻n

E∗ = {((x, r) , (x′, α)) ∈ E | θ (((x, r) , (x′, α)) · q) = θ ((x, r) , (x′, α)) · q, q ∈ R}

kümes৻ E n৻n alt rackıdır. Çünkü;

৻)

θ (((1, 1) , (1, 1)) · q) = θ (((1, 1 ▹ q) , (1, 1 ▹ q)))

= θ ((1, 1) , (1, 1))

= 1 (∵ θ rack morf৻zm৻)

= 1 · q

= θ ((1, 1) , (1, 1)) · q

olup ((1, 1) , (1, 1)) ∈ E∗ dır.

৻৻) Her ((x, r) , (x′, α)) , ((y, r′) , (y′, β)) ∈ E∗ ve q ∈ R ৻ç৻n

θ ((((x, r) , (x′, α)) ▹ ((y, r′) , (y′, β))) · q) = θ (((x, r) , (x′, α)) · q ▹ ((y, r′) , (y′, β)) · q)

= θ (((x, r) , (x′, α)) · q) ▹ θ (((y, r′) , (y′, β)) · q)

= θ ((x, r) , (x′, α)) · q ▹ θ ((y, r′) , (y′, β)) · q

= (θ ((x, r) , (x′, α)) ▹ θ ((y, r′) , (y′, β))) · q

= θ (((x, r) , (x′, α)) ▹ ((y, r′) , (y′, β))) · q
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olup ((x, r) , (x′, α)) ▹ ((y, r′) , (y′, β)) ∈ E∗ olduğu görülür.

৻৻৻) Her ((x, r) , (x′, α)) , ((y, r′) , (y′, β)) ∈ E ve q ∈ R ৻ç৻n ((x, r) , (x′, α)) ▹
((y, r′) , (y′, β)) ∈ E∗ ve ((y, r′) , (y′, β)) ∈ E∗ ৻ken

θ ((((x, r) , (x′, α)) ▹ ((y, r′) , (y′, β))) · q) = θ (((x, r) , (x′, α)) ▹ ((y, r′) , (y′, β))) · q ⇒

θ (((x, r) , (x′, α)) · q ▹ ((y, r′) , (y′, β)) · q) = (θ ((x, r) , (x′, α)) ▹ θ ((y, r′) , (y′, β))) · q ⇒

θ (((x, r) , (x′, α)) · q) ▹ θ (((y, r′) , (y′, β)) · q) = θ ((x, r) , (x′, α)) · q ▹ θ ((y, r′) , (y′, β)) · q ⇒

θ (((x, r) , (x′, α)) · q) ▹ θ ((y, r′) , (y′, β)) · q = θ ((x, r) , (x′, α)) · q ▹ θ ((y, r′) , (y′, β)) · q

olduğundan ((x, r) , (x′, α)) ∈ E∗ olduğu görülür.

E∗ üzer৻ndek৻ I bağıntısını

((x, r) , (x′, α)) ∼ ((y, r′) , (y′, β)) ⇔
((x, r) , (x′, α)) · ∂ ((y, r′) , (y′, β)) =

(
(x, r) , (x′, α) (y′, β)−1 (y, r′) (y′, β)

)
buna denk olarak

((x, r) , (x′, α)) ∼ ((y, r′) , (y′, β)) ⇔
((y, r′) , (y′, β)) ∈ Çek∂ ve (y′, β)−1 (y, r′) (y′, β) = (1, 1)

olarak tanımlansın. Ş৻md৻ bu I bağıntısının kongrüans bağıntısı olduğu, yan৻,

(x, r) , (x′, α) ∼ ((y, p) , (y′, β)) ve (x1, r
′) , (x′

1, α
′) ∼ ((y1, p

′) , (y′1, β
′))

৻ken

(((x, r) , (x′, α)) ▹ ((x1, r
′) , (x′

1, α
′))) ∼ (((y, p) , (y′, β)) ▹ ((y1, p

′) , (y′1, β
′)))

olduğu göster৻lecekt৻r.

((x, r) , (x′, α)) · ∂ ((y, r′) , (y′, β)) =
(
(x, r) , (x′, α) (y′, β)

−1
(y, r′) (y′, β)

)
,

((y, r′) , (y′, β)) ∈ Çek∂, (y′, β)
−1

(y, r′) (y′, β) = (1, 1)

ve

((x1, r
′) , (x′

1, α
′)) · ∂ ((y1, p′) , (y′1, β′)) =

(
(x1, r

′) , (x′
1, α

′) (y′1, β
′)
−1

(y1, p
′) (y′1, β

′)
)
,

((y1, p
′) , (y′1, β

′)) ∈ Çek∂, (y′1, β
′)
−1

(y1, p
′) (y′1, β

′) = (1, 1)
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olduğu b৻l৻n৻yor. Bu durumda

(((x, r) , (x′, α)) ▹ ((x1, r
′) , (x′

1, α
′))) · ∂ (((y, r′) , (y′, β)) ▹ ((y1, p

′) , (y′1, β
′))) =

(((x, r) , (x′, α)) ▹ ((x1, r
′) , (x′

1, α
′))) · ∂

((
(y, r′) , (y′, β) (y′1, β

′)−1 (y1, p
′) (y′1, β

′)
))

=

(((x, r) , (x′, α)) ▹ ((x1, r
′) , (x′

1, α
′))) · ∂ ((y, r′) , (y′, β)) =

(((x, r) , (x′, α)) ▹ ((x1, r
′) , (x′

1, α
′))) · f (y) ▹ f (y′) ▹ β =

((x, r) , (x′, α)) ▹ ((x1, r
′) , (x′

1, α
′))

ve

(((x, r) , (x′, α)) ▹ ((x1, r
′) , (x′

1, α
′))) ▹ ((y, r′) , (y′, β)) ▹ ((y1, p

′) , (y′1, β
′)) =(

(x, r) , (x′, α) (x′
1, α

′)−1 (x1, r
′) (x′

1, α
′)
)
▹

(
(y, r′) , (y′, β) (y′1, β

′)−1 (y1, p
′) (y′1, β

′)
)
=(

(x, r) , (x′, α) (x′
1, α

′)−1 (x1, r
′) (x′

1, α
′)
)
▹ ((y, r′) , (y′, β)) =(

(x, r) , (x′, α) (x′
1, α

′)−1 (x1, r
′) (x′

1, α
′) (y′, β)−1 (y, r′) (y′, β)

)
=(

(x, r) , (x′, α) (x′
1, α

′)−1 (x1, r
′) (x′

1, α
′)
)
=

((x, r) , (x′, α)) ▹ ((x1, r
′) , (x′

1, α
′))

olduğu görülür. Bu durumda

E = E∗/I

bölüm rackı elde ed৻l৻r. Böylece
∂∗ : E → R

dönüşümü ∂ dönüşümünün ৻nd৻rgenm৻ş৻ (৻nduced) olup

∂∗ ([(x, r) , (x′, α)]) = ∂ ((x, r) , (x′, α))

şekl৻nde tanımlanır. Bu durumda

X2) ([(x, r) , (x′, α)]) · ∂∗ ([(y, r′) , (y′, β)]) = [(x, r) , (x′, α)] · ∂ ((y, r′) , (y′, β))

= [((x, r) , (x′, α)) · ∂ ((y, r′) , (y′, β))]

=
[
(x, r) , (x′, α) (y′, β)

−1
(y, r′) (y′, β)

]
= [((x, r) , (x′, α)) ▹ ((y, r′) , (y′, β))]

= [(x, r) , (x′, α)] ▹ [(y, r′) , (y′, β)]

olduğu görülür. Böylece (E , R, ∂∗) rackların çaprazlanmış modülü elde ed৻l৻r.

Son olarak serbest çaprazlanmış modül ৻ç৻n evrensell৻k özell৻ğ৻n৻n sağlandığı
göster৻lecekt৻r:

৻) v : X → S fonks৻yonu ver৻ls৻n ve her x ∈ X ৻ç৻n

v (x) = [(x, 1) , (1, 1)]
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şekl৻nde tanımlansın. Bu durumda

∂∗v (x) = ∂∗ ([(x, 1) , (1, 1)])

= ∂ (((x, 1) , (1, 1)))

= f (x) ▹ f (1) ▹ 1

= f (x) (∵ f (1) = 1)

olup
∂∗v = f

elde ed৻l৻r.

৻৻) δ : S → R herhang৻ b৻r rackların çaprazlanmış modülü olmak üzere, ω : X → S

fonks৻yonu
δω = ∂∗v

eş৻tl৻ğ৻n৻ sağlayacak şek৻lde ver৻ls৻n. Bu durumda

θ∗v = w

olacak şek৻lde b৻r tek
θ∗ : E → S

rackların çaprazlanmış modül morf৻zm৻n৻n var olduğu göster৻lecekt৻r.

E b৻r serbest rack olduğunda serbest rack tanımı gereğ৻

X

v

��

w // S

E

∃!θ

?? (7.1)

d৻yagramını değ৻şmel৻ yapacak şek৻lde b৻r tek θ : E → S rack morf৻zm৻ vardır.

Böylece θ∗ dönüşümü θ ৻le tanımlı olup varlığı ve tek olduğu açıktır. İspat ৻ç৻n θ∗

dönüşümünün rackların çaprazlanmış modül morf৻zm৻ olduğunu göstermek yeterl৻d৻r.

Aşağıdak৻ d৻yagram göz önünde bulundurulsun:

E ∂∗
//

θ∗

��

R

idR

��
S

δ
// R
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൴) Her [(x, r) , (x′, α)] ∈ E ve q ∈ R ৻ç৻n

θ∗ (([(x, r) , (x′, α)]) · q) = θ∗ ([((x, r) , (x′, α)) · q])

= θ (((x, r) , (x′, α)) · q)

= θ ((x, r) , (x′, α)) · q

= θ∗ ((x, r) , (x′, α)) · idR (q)

olup etk৻ korunur.

൴൴) Her x ∈ X ৻ç৻n

δθ∗v (x) = δw (x)

= ∂∗v (x)

olduğundan

δθ∗ = ∂∗

olduğu görülür. Böylece d৻yagram değ৻şmel৻d৻r.

Bu durumda

S

δ

����
��
��
��
��
��
��
��
��
��
��
��
��
��

X

ω

77oooooooooooooooooooooooooooo

f

��@
@@

@@
@@

@@
@@

@@
@@

@
v // E

∂∗

��

∃!θ∗

??

R

değ৻şmel৻ d৻yagramı elde ed৻l৻r.

Sonuç olarak (E , R, ∂∗) rackların çaprazlanmış modülü f : X → R fonks৻yonu
üzer৻ndek৻ rackların serbest çaprazlanmış modülüdür.
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8. SONUÇ VE ÖNERİLER

Bu tezde Rack ve XRack/S kategor൴s൴nde çarpım, eş-çarpım, ger൴ çekme, ൴ler൴ ൴tme,
eş൴tley൴c൴ ve eş-eş൴tley൴c൴ g൴b൴ kategor൴ksel objeler elde ed൴lm൴şt൴r. Ayrıca rackların serbest
çaprazlanmış modülü tanımlanmıştır.

Buradan yola çıkarak, grup üzer൴ndek൴ çaprazlanmış modül kategor൴s൴ ൴le rack
üzer൴ndek൴ çaprazlanmış modül kategor൴s൴ arasındak൴ ൴l൴şk൴n൴n varlığı görülmüştür.

Bu tezde elde ed൴len tanım ve kavramlar, racklar üzer൴ndek൴ farklı kategor൴ler ve
yapılar ൴ç൴n de ele alınab൴l൴r ve yen൴ çalışmalar ortaya çıkab൴l൴r. Bu hususta, grupların
çaprazlanmış modüller kategor൴s൴ ൴ç൴n l൴teratürde yer alan mevcut çalışmalar, yapılacak yen൴
çalışmalar ൴ç൴n ൴pucu ver൴p yol göster൴c൴ olacaktır. Örneğ൴n, rackların serbest çaprazlanmış
modül kavramı kullanılarak rackların ൴nd൴rgenm൴ş (൴nduced) çaprazlanmış modülü
oluşturulab൴l൴r. Ayrıca çaprazlanmış modüller ൴ç൴n öneml൴ b൴r yer൴ olan gömme (embedd൴ng)
teorem൴ de ൴nceleneb൴l൴r.
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