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OZET

Racklarin Caprazlanmis Modiillerinin Kategoriksel Ozellikleri bashikli bu doktora
tezi, alt1 boliimden olugmaktadir. Birinci boliimde rack kavramiyla ilgili genel tanimlar ve
ornekler verildi. Ayrica bu boliimde, alt rack, normal alt rack, boliim rack ve serbest rack
kavramlari tanitild. Ikinci boliimde rack kategorisinin kategoriksel dzelliklerinden ¢arpim,
es-carpim, geri ¢cekme, ileri itme, esitleyici ve es-esitleyici objeler ayrintili olarak incelendi.
Ucgiincii boliimde racklarin ¢aprazlanmis modiil kavrami tanitilarak racklarin ¢aprazlanmis
modiil oOrneklerine yer verildi. Dordiincli boliimde racklarin g¢aprazlanmis modiil
kategorisinin ¢arpim, es-carpim, geri ¢cekme, ileri itme, esitleyici ve es-esitleyici objelere
sahip oldugu gosterildi. Besinci boliimde racklarin serbest ¢aprazlanmis modiilii tanimlandi.
Altinct ve son boliimde ise elde edilen sonuglar yorumlanarak “sonu¢ ve oneriler” bagligi

altinda sunulmustur.

Anahtar Kelimeler:Rack, Caprazlanmis modiil, Carpim, Geri ¢ekme, Esitleyici.
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SUMMARY

This Ph.D. thesis, titled Some Categorical Construction of Crossed Modules of
Racks, consists of six chapters. In the first chapter, the definition of rack is given and
general examples about this concept are examined. Also in this chapter, the notions of
subrack, normal subrack, quotient rack and free rack are introduced. In the second chapter,
the categorical properties of the category of rack, product, coproduct, pullback, pushout,
equaliser and coequaliser, are investigated in detail. In the third chapter, the crossed module
concept of racks is introduced and examples of crossed modules of racks are given. In the
fourth chapter, it is shown that the category of crossed modules of racks have product,
coproduct, pullback, pushout, equaliser and coequaliser objects. In the fifth section, the free
crossed module of racks is defined. In the last chapter, the results obtained and suggestion
are given under the heading results and suggestions”.

Keywords: Rack, Crossed Module, Product, Pullback, Equaliser.
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1. GIRIS VE AMAC

R bir kiime olmak {izere,

RxR — R
(z,y) — <y

fonksiyonu, her a, b, ¢ € R i¢in

R1) r < a = bolacak sekilde bir tek r € R vardir;
R2) (a<b)<c=(a<c)<(b<c);

sartlarini sagliyorsa bu R kiimesine “rack” denir.

Ozel sabit bir 1 € R elemani1 ve her z € R igin,
ldz=1 ve z<l==2x

esitlikleri saglaniyorsa R ye bir “pointed rack” denir.

Bu tezdeki ele alinacak tiim rack yapilar1 da pointed olacak olup, her seferinde
ayrica belirtilmeyecektir. Rack islemini koruyacak sekilde tanimli uygun rack morfizmleri

yardimiyla elde edilen (pointed) rack kategorisi kisaca Rack seklinde gosterilecektir.

Rack yapisi, gruplardaki konjuge teori ile olduk¢a baglantili bir yapidir. Gruplardan

farki, racklarin asosyatif olmayan cebirsel yapiya sahip olmasidir.

Rack ¢aprazlanmis modiilii, bir 0 : R — S rack morfizmi ve S nin R iizerine - (sag)
rack etkisi ile birlikte her r, 7" € Rve s € S igin

X1) O(r-s)=0(r) <s,
X2) r-o()=r<r’

sartlar1 ile birlikte tanimlidir. Yine uygun sekilde tanimlanan c¢aprazlanmig modiil
morfizmleri yardimiyla, rack caprazlanmis modiil kategorisi elde edilir ve bu kategori
kisaca XRack ile gosterilir. Ozel olarak, sabit bir S racki iizerinde ¢aprazlanmis modiillerin

kategorisi XRack/S ile gosterilecektir ve bu kategori XRack in bir dolu alt kategorisidir.

Bu tezde rack kategorisi ve racklarin ¢aprazlanmis modiil kategorisinin ¢arpim, es-
carpim, geri ¢cekme, ileri itme, esitleyici ve es-esitleyici seklindeki kategoriksel 6zellikleri

incelenecektir. Ayrica racklarin serbest ¢aprazlanmis modiilii tanimlanacaktir.



2. LITERATUR ARASTIRMASI

Rack kavrami literatiirde mevcut farkli ¢alismalarda farkli adlandirmalarla yer
almistir. Ornegin (Brieskorn, 1988) de “otomorfik kiime”, (Kauffman, 1991) da “kristal”,
(Stanovsky, 2004) de “sol dagilimli sol quasigrup” ve son olarak da (Conway, 1959) da
wrack kelimesinden tiiretilmis olan “rack” kelimesinin kullanildig1r goriilmektedir. Rack

yapist hakkindaki detayli bilgiler (Fenn ve Rourke, 1992), de bulunabilir.

Rack kavrami i¢in en 6nemli O6rnek bir grup lizerinde konjuge elemanlarla elde
edilen rack yapisidir. Bu ozellik grup kategorisi ile rack kategorisi arasindaki
Conj: Grp — Rack funktorunu verir. Tersine, (Fenn ve Rourke, 1992) de detayli insaasi
verilen As: Rack — Grp funktoru yardimiyla grup kategorisi ve rack kategorisi arasinda
asagidaki sekilde bir denklik (adjunction) elde edilir:

Hom(As(X),G) = Hom (X, Cong(Q))

Caprazlanmis modiil yapis1 gruplar {izerinde ilk kez Whitehead tarafindan homotopi
2-tiplerin cebirsel bir modellemesi olarak (Whitehead, 1941, 1946) de tanimlanmistir.
Bilindigi iizere carazlanmis modiiller, Moore kompleksinin uzunlugu 1 olan simplisel
gruplar kategorisine (Conduché, 1984) ve gruplar kategorisindeki internal objeye (cat!-grup
yapisina) denktir.

Rack caprazlanmis modiilii (Crans ve Wagemann, 2014) de gruplar tizerindeki
caprazlanmis modiillerin bir genellemesi olarak tanimlanmistir. Rack caprazlanmis
modiilleri ile ilgili en ilging sonug, yukarida bahsedilen funktorlarinin ¢aprazlanmis modiil
yapisinit korumasidir (Crans ve Wagemann, 2014). Bu ise oldukga ilging bir sonugtur; ¢linkii
sik kullanilan cebirsel yapilar arasinda (grup, degismeli cebir, Lie cebiri vs) tanimli
funktorlar ¢aprazlanmig modiil yapisin1 genel olarak korumamaktadir. Dahasi, bu 6zellik
sayesinde grup c¢aprazlanmis modiiller kategorisi ile rack ¢aprazlanmis modiil kategorisi
arasinda (genisletilmis) bir denklik elde edilebilmektedir. Diger yandan bir bagka ilging
detay ise her ne kadar grup c¢aprazlanmis modiiller kategorisinin bir genellemesi gibi
goziikse de, bir Onceki paragrafta gruplar icin verilen Ozelliklerin bir kismi gegerli
olmamakla birlikte, bir kismi da heniiz kesfedilmemistir ve dogru olup olmadigi
bilinmemektedir. Ornegin, (Crans ve Wagemann, 2014) de goriilecegi iizere cat!-rack yapist

ile ¢aprazlanmis modiil yapis1 arasinda bir denklik ag¢ik olarak kurulamamustir.



Sabit bir R objesi lizerinde ¢aprazlanmig modiiller kategorisi ele alnirsa, bu tipteki
iligkili caprazlanmis modiillerin kategoriksel 6zellikleri gruplar icin (Brown, 1984), cebirler

icin (Shammu, 1992) de incelenmistir.



3. TEMEL KAVRAMLAR

Bu boliimde, rack yapisiyla ilgili genel tanimlara ve 6rneklere yer verilecektir ( Fenn
ve Rourke, 1992; Crans ve Wagemann, 2014).

3.1 Rack Kategorisi

Tamim 3.1 R bos olmayan bir kiime olmak iizere, R iizerindeki

RxR — R
(z,y) = x<y

islemi asagidaki sartlari saglyorsa R kiimesine bu islem ile birlikte rack denir.

R1) Her x,y € R igin
rd4zr=y

olacak sekilde bir tek r € R vardr.
R2) Her x,y, z € R igin
(z<y)<z=(x<2z2)<(y<2)

esitligi saglanwr. Buradaki ikinci sarta rack 6zdesligi denir.

Tanim 3.2 R bir rack olmak iizere her x € R icin,
rdx==x

esitligi saglaniyorsa R ye bir quandle denir.

Tamim 3.3 R bir rack olmak iizere her x,y € R icin,
(x<y)<y==

esitligi saglantyorsa R ye bir involutive rack denir.



Tamim 3.4 R bir rack olmak tizere her x € R icin
l<dax=1 ve x<l==x

esitlikleri saglanacak sekilde 1 € R varsa R ye pointed rack denir ve (R, <, 1) seklinde

gosterilir.

Tanmim 3.5 R ve S iki (pointed) rack olsun.
f:R—S
dontistimii, her x,y € R i¢cin
fleaay)=f@)afly) (ef()=1)

sartini sagliyorsa rack morfizmi adini alw.

Boylece objeleri racklar, morfizmleri rack morfizmleri olan rack kategorisi, Rack,
elde edilir. Buradan itibaren tezdeki tiim racklar pointed rack olarak kabul edilecek, haliyle

Rack da pointed rack kategorisini temsil edecektir.
ORNEKLER

1) Asikarrack : 7, = {0,1,2,...,n — 1} kiimesi, tizerindeki

T, xT, — T,
(z,y) = z<dy=z

ikili islemi ile birlikte rack yapis1 olusturur.
Burada 7,, = Z alinirsa bu yapiya sonsuz asikar rack denir ve T, ile gosterilir.

2) Dihedral rack: D,, ={0,1,2,...,n — 1} kiimesi, iizerindeki

D,xD, — D,
(z,y) = x<dy=2y—x modn

ikili islemi ile birlikte rack yapisi olusturur.

Burada D,, = Z alinirsa

rdy=2y—ux

ikili islemle birlikte bu yapiya sonsuz dihedral rack denir ve D, ile gosterilir.



3) Devirlirack: C,, ={0,1,2,...,n — 1} kiimesi, tizerindeki
C,xC, — C,
(z,y) = r<dy=x+1 modn

ikli islemi ile birlikte rack yapisi olusturur.

Burada C,, = Z alinirsa
rdy=x+1

ikli islem ile birlikte bu yapiya sonsuz devirli rack denir ve C, ile gosterilir.

4) Konjuge rack: G bir grup olsun. GG grubu, tizerindeki

GxG — G
(9:h) = g<<h=h"lgh

ikili islem ile birlikte rack yapisi olusturur.

Bu yap1 bize
Conj:Grp — Rack

funktorunu verir.

5) Core rack: G grubu, lizerindeki
GxG = G
(9,h) = g<<h=hg™'h
ikili islemle birlikte bir rack yapisi olusturur. Bu yap1 funktoriyel degildir. Ciinkii grup
kategorisindeki birim eleman olma 6zelligini pointed rackdaki 1 elemanina tasimiyor. Yani;

g<l=1g"1=g"

olup

g<1l#g

oldugu gortiliir.

Tamm 3.6 (R, <) bir rack olsun. Her r,1" € R igin

r<a
ikili iglem ile yeni bir rack tammlanabilir. Bu racka tersinir (inverted) rack denir. Tersinir
racklar i¢in

rar a9t =r=r<atrar

esitligi saglanir.



Ornek 3.1 G bir grup olsun. G grubu her g, h € G icin
g <t h=hght

seklinde tanimly ikili islem ile birlikte rack yapisi olusturur.

R1) Her g,h € G i¢cin x <! g = h olacak sekilde bir tek x € G oldugu

gosterilecektir:

r<tg=hegrgt =h

sz =g 'hg

olup v = g~ thg € G olur.

R2) Her g, h, k € G igin
(g<a'h) < k= (hgh™") <"k
= khgh 'k~
olup
(g<' k)<t (h<a k) = (kgk™") <7 (khk™)
= (k~*hk) (k~'gk) (k~'hk)~
= khgh 'k

1

elde edilir. Boylece
(9g<ath) < k= (9< k)< (h<al k)

esitligi gecerlidir.

Onerme 3.1 (P, <) ve (R, <) iki rack olsun. Bu durumda
PxR={(pr)|pe€PreR}

kiimesi,
(pr) (@) =(p<p,r<r)

seklinde tanimli ikili islem ile birlikte rack yapisi olusturur (Fenn ve Rourke, 1992).

Ispat R1) (p,7),(p',r") € P x R olsun. P ve R rack oldugundan her p,p' € P ve her
r,r’" € Rigin

c<p=yp

< r=r



olacak sekilde bir tek c € P ve ¢ € R vardwr. Boylece

(c<apd<r)y=@, 1) =(c.c)(p,r)= ")

olup her (p,r), (p/,r") € P X Rigin

(e,d)<(p,r) =)

olacak sekilde bir tek (¢, ) € P x R vardur.

R2) Her (p,r), (p',7"),(p",r") € P X Rigin

(p,r) <@, )< @ r") =

@<pT<TD5@TW)

A/

(p<p)) <p”, (r <"7') < 17)

N N

(
= (
(p<p”) < O?<ﬂ)@<r)<0“<rﬁ
= (p
((,

aprd Yyl ap < ")

r) Q") (@) 2@’ r"))

elde edilir.

Boylece P X R kiimesi, < islemine gore bir rack olur. Bu P x R rackina P ve R

racklarimin direk ¢carpimi denir.

Onerme 3.2 P ve R iki rack olmak iizere,

pr: PxR — P
(p,r) = p

ve
P2 - PxR — R

(p,7)

projeksiyon doniisiimleri rack morfizmidir.

1

Ispat Her (p,7), (p/,7') € P x R igin

p ()@ ")) =pi(p<p,r <)
=p<ayp
=p(p,7) <p (P, 7)

olup

pi((pr) Q@ r") =pi(p,r) <pr (P 7)



elde edilir ve benzer sekilde

p2 ((p.r) (") =p2(p,7) < pa(p',7")

elde edilir. Bu durumda p; : P X R — P ve py : P X R — R morfizmleri rack morfizmidir.

3.2 Alt Rack

Bu kisimda bir R (pointed) rackinin alt racki tanitilacak ve alt rack kavrami i¢in bazi

ozellikler verilecektir (Biyogmam, 2013).

Tamim 3.7 R bir (pointed) rack ve S, R rackinmin bos kiimeden farkli alt kiimesi olsun. S

(pointed) rack sartlarmi saglyorsa S kiimesine alt rack denir.

Onerme 3.3 R bir (pointed) rack ve S, R nin bir alt kiimesi olsun. S kiimesinin R nin alt

racki olmasi igin gerek ve yeter kosul
i) R pointed rack ise 1 € S dir,
ii) S ikili islem altinda kapalidir,
iii) her a,b € Ricinb e Svea < b e Sikena € S dir,

sartlarinin saglanmasidur.

Ispat S, R nin alt racki olsun. S, R nin alt kiimesi oldugundan i ve ii saglamr. a,b € R i¢gin
be Svea <be Sikena € S oldugu gosterilecektir. a <1 b = c olsun. S rack sartlarint
sagladigindan b € S ve c € S igin

rdb=c
olacak sekilde bir tek x € S vardrr.
r<tb=a<b

olup rack yapisinin birinci sartindan dolayt x = a oldugu goriiliir. Boylece a € S dir.

Tersine S kiimesinin R nin alt racki oldugunu gésterilecektir. a,b € S olsun. S C R

oldugundan a,b € R dir. Bu durumda

r<da=2»b
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olacak sekilde bir tek x € R vardwr. Boylece x <\ a € S dir. a € S oldugundan iii) sartindan

dolayi x € S dir. c = x alirsak ispat tamamlanir.

Onerme 3.4 f: R — R’ bir rack morfizmi olsun.

Cek(f) ={reR|f(r)=1}

kiimesi R rackimin alt rackidir.

Ispat i) R pointed rack oldugundan f (1) = 1 olup 1 € Cek (f) dir.

ii) v,y € Cek (f) olsun.

flx<y =f(x)<f(y) - f rack morfizmi
=1«x1
—1

olup x <y € Cek (f) dir.

i) v,y € R x <y € Cek(f) vey € Cek(f) olsun. Bu durumda f (y) = 1 ve
[ (x <y) = 1 elde edilir. Boylece

fla)=f@<fly) - fly=1
= f(x <y)
=1

olup x € Cek (f) dir.

Tanmum 3.8 Yukarida tanimlanan

Cek (f) ={re R|f(r)=1}

kiimesine [ morfizminin ¢ekirdegi denir.

Onerme 3.5 f: R — R’ bir rack morfizmi olsun. R’ involutive rack ise

Gor (f) ={f(r) |r € R}

kiimesi R’ rackinin alt rackidir:
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Ispat i) R ve R' pointed rack oldugundan f (1) = 1 olup 1 € Gor (f) dir.

ii) y1,y2 € Gor (f) olsun. Bu durumda

f (351) = Y1,
f (5172) = Y2

olacak sekilde x|, x5 € R vardir. Boylece
t <Qyo = f(21) < f(22) = f (21 < 29)
olup y < yo € Gor (f) dir.

i) y1,y2 € R,y1 <y € Gor (f) veys € Gor (f) olsun. Bu durumda f (x) = y; ve
f(y) = y1 < yo olacak sekilde x,y € R vardwr. R involutive oldugundan

1= <y) <y =f(y) < f(x)=f(y<x) € Gor(f)

olup y, € Gor (f) dir.

Tanmum 3.9 Yukarida tanimlanan

Gor (f) ={f(r) |r € R}

kiimesine f morfizminin goriintiisii denir.

3.3 Normal Alt Rack

Tanim 3.10 (Ryder, 1993) R bir rack ve N, R nin alt racki olsun. Her r € R ve her n € N
icin
ndreN

ise N rackina R nin normal alt racki denir.

3.4 Kongruanslar

Tanim 3.11 R bir rack olsun. R iizerindeki bir "~ "denklik bagintisi verilsin. ~ bagintisina,
r~y, @~y =< ~y <y

ozelligini saglyyorsa kongriians baginti denir. Bir r € R i¢in v nin denklik suiflart [r] ile
gosterilir (Ryder, 1993).
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3.5 Bolim Rack

R bir rack ve ~ bagintis1 R lizerinde bir kongriians bagintisi olsun. Bu durumda R/ .
kiimesi, her v, € R i¢in
[r] <] =[r <]

ikili islemi ile birlikte rack sartlarini saglar. Ciinkii:
R1) [r],[r'] € R/~ olsun. R rack oldugundan her r, 7" € R igin
car=r'

olacak sekilde bir tek ¢ € R vardir. Boylece

olup her [r], [r'] € R/. i¢in

olacak sekilde bir tek [¢] € R/ vardur.

R2) Her [r], [r'],[r"] € R/~ i¢in

(M <D<l =[r<r]<[r]

[(r <) <]

=[(r<r”) < (r <)
=[r<arl <l <r

rl < ") < ([F] < [P")

—~

elde edilir.

Tamim 3.12 Yukarida elde edilen R/. rack yapisi ozel olarak bélim racki olarak
adlandwrilir (Ryder, 1993).
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3.6 Serbest Rack

Tamm 3.13 X bir kiime ve F'(X) bir rack olsun. Herhangi bir Y rackive f : X — Y

dontistimii verildiginde

x—1 .y (3.1)
T
F(X)
diyagramini degismeli yapacak sekilde bir tek
h:F(X)—=Y

rack morfizmi varsa F (X ) rackina X kiimesi iizerinde serbest rack denir.

S bostan farkli bir kiime olmak tizere S iizerindeki serbest rack asagidaki gibi iki
farkli izomorf yoldan elde edilebilir. Bu tezde es-carpim ve ileri itme obje i¢in islemlerin

kolaylig1 agisindan ikinci versiyon kullanilacaktir.

Onerme 3.6 (Farinati vd., 2014) S bostan farkli bir kiime ve F'S de S iizerindeki serbest

grup olsun. S kiimesi iizerindeki serbest rack:
F(S)=SxF={(s,a)|s€S, aeF}
kiimesi ve her r,s € S ve o, 3 € F? icin
(r,a) < (s,8) = (r.aB™'sp)

ikili iglemi ile birlikte her zaman tamimhidir. Burada j : S — F(95), j (s) = (s,1) seklinde

tamimlidrr,

Ispat Oncelikle F (S) kiimesinin
(r,a) < (s, 8) = (r,aB™"'sB)
ikili islem ile birlikte rack yapisi olusturdugu gosterilecektir.
R1) (s,B), (t,w) € F(S) olsun.

(T’ a) < (375) = (taw)
(r, aﬁ’lsﬂ) = (t,w)
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oldugundan r = t ve a« = wB~'s7' 3 olarak alinabilir. Béylece her (s, ), (t,w) € F (9)

icin
(Tu O‘) < (&ﬁ) = (tvw)

olacak sekilde bir tek (r,«) € F (S) vardwr:

R2) Her (r, ), (s, ), (t,w) € F(95) igin

oldugu goriiliir.

Simdi T herhangi bir rack ve f : S — T herhangi bir rack morfizmi olsun.

h(s,1)=f(s) ve

seklinde tanimlanan bir tek
h:F(S)—T

rack morfizminin var oldugu gosterilecektir.
r,s € Svea € F% icin,

(r,a) < (s,1) = (r,as),

oldugu goz oniinde bulundurulsun. Eger s; € S ve ¢; = £1 icin o = s7' ... S5 ise
(s,a) = (((((s, 1) <7 (51,1)) 9 (52,1)) ..) 977" (801, 1)) <7 (50, 1)
elde edilir. Bu durumda
h(s,a) = ((((f (s) < f(s1)) <% f(s2))...) <7 f(sn-1)) <7 f (sm)

oldugu goriiliir. Ayrica h, f ile tamimlandigindan dolay: tek tiirlii tanimlidir.
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Simdi h : F (S) — T morfizminin bir rack morfizmi oldugu gosterilecektir. v, s € S
ve 3 indirgenmis kelime olmak iizere o, 3 € F* olsun. 3 = 1 alinsin. Herr,s € Svea € F*®

icin

h((r,a) <(s,1))

h ((CC(Cr, ) < (r1,1)) <9 (r2,1)) ) <7 (g, 1)) <7 (1, 1) <0 (s, 1))
(((CCf (r) <2 F (1)) <% f (r2)) ) <7 f (raa)) <5 f () < f (s)
h(s,a) Qh(s,1)

oldugu goriiliir. Boylece 5 = 1 igin
h((r,a) < (s, ) = h(r,a) <h(s,B)

esitligi saglanir.

Simdi,  mn uzunlugu Ih(5) olmak iizere, Ih(3) < n igin esitlik saglansin. Ih(5) = n
i¢in esitligin saglandigi gosterilecektir. Ih(5') =n—1,t € S, vee = £1i¢in § = ['t° olsun.

e = 1igin,
h((r,e) < (s, 8)) = h((r,a) < (s, ')
=h((r,e) <((s,8) < (t,1)))
=h(((r,0) <" (t,1) < (¢,1)) < ((s,8") < (¢,1)))
=h((((rna) <™ (t1)) < (5,8)) < (t,1))
= ((h(r,0) < " R (t,1)) < h(s,B) < h(t,1)
= (h(r,a) < " R(t, 1) < h(t,1) < (h(s,f) < h(t1))
=h(r,a) < (h(s,f") < h(t1))
=h(r,a) <h((s, ) <(t1))
=h(r,a) < h(s,('t)
=h(r,a) < h(s, ()
vee = —1i¢in
h((r,a) < (s, 8)) <h(t,1) =h(((r,e) < (s, 0)) < (1))
=h(((r,0) < ((s,8") <7' (£,1))) < (¢,1))
=h(((r,a)<(t,1)<(s,p) <" (1) < (t,1))
=h(((r,a) < (t,1)) < (s,5))
(h(r,a) < h(t,1)) < h(s,f3)
= (h(r,a) < (h(s,8) <" h(t, 1)) <h(1)

olup

h((r,a) < (s,B)) =h(r,a) < (h(s,8) <" h(t1))
=h(r,a) < h(s,[)
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olur. Tiimevarim geregi her (r,«) , (s, 3) € F (S) igin
h((r,a) < (s,B)) = h(r,a) <h(s,B)

elde edilir. Bu durumda h : S x F (S) — T bir rack morfizmidir.

Onerme 3.7 (Winker, 1984) S bostan farkli bir kiime olsun. S iizerindeki F (S) serbest

rackin elemanlart 1 <1 < nicgins; € S, n > 0ve o; = +1 olmak iizere
So <IM sp 1% L1 s,
formunda olup
So 9™ 51 M L. QYT s M s <UTY sy ML 554 ... 19 s, =
So 9™ 51 9% L. QY s M 5. D s,
esitligi gecerlidir. Bu rackin islemi
(S0 <A™ 51 <%2 ... <% 5,) A% (rg <Py <2 L <Pmopy,) =

So <A 51 Q22 .. g g, G Bmop g Bmorp o gPr g <P <P <P,

seklinde tanimlidir ve rack sartlarimi sagladigi asagidaki gibi gosterilir:

R1) (59 9% s1 <2 ... <% sp), (7"0 S R L I rm) € F (S) olsun.

(co ™ ... ¢)) < (59 <™ ... <™ s5,) =1 <7 L <Py,
ise
c, <<l T s, QT g, DTN 5 T s A L. QY s, =
ro <Pty <P Py,
olup

c, < <l =g <P <P, 9T s, AT g, AT 5 4T 50 0T L. QY s,

seklinde yazilabilir.

Bu durumda her (so < s1 <®? ... <" s,), (7“0 L P I L rm) € F(9)
icin

0

(co ¥ ... <P q) < (59 9™ ... < s,) =19 <MLL <Py,
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olacak sekilde bir tek (co <<l cl) € F(S) vardwr: Boylece R1 sarti saglanur.

R2) Her (p, <°' ... <" py), (ro <% ... <Pm 1) ve (s <™ ... <% s,) € F (S)
icin

((po <UL <O py) <F (7“0 QB b rm)) <P (s9 < ... Q% s,) =

(po <% ... <% D T T L S It B P Ll S [c B Lo T'm)
<P (59 <™ ... Q% 5,) =

Po <L <Flpr Py QTP QTP e g <P <P,

QT g, GO g, g QT g P sy <MLL g% s,

elde edilir. Diger taraftan

((po <L <ot py) <P (sp 0t L L. qon sn)) <°
((ro <Pr ... <Prory) <P (s <™ ... <2 s,)) =

(Po <1 .. T 4T s, AT S gL 9T s <P s QML s,) <F
(ro <Pt .. <Py, 9O s, AT s T s 9P s 9L QO s,) =

Po <1< AT s, QT g, g <IN s AP s 01 LG s, QT s,
QT g QT g 9B sy L s, QP o, a7y

Ly <P <P, 4T s, QT g T g <P sy 9L QO g, =

Po <L <A =Py q P QTP g <P <Py,

GO s, AT g, QTN s P sy ML Y sy,
oldugu goriiliir. Boylece R2 sarti saglanir.

Burada da diyagram (B.1]) deki h rack morfizmi (so <* s1 <12 ... <% s5,,) € F(S)
icin
h(sg <% sp <% ... <9 s,) = f(s0) <% f(s1) Q*% ... <% f(sp)

seklinde tek tiirlii tanimlidr.

3.7 Rack EtKkisi

R ve S iki rack olsun. Eger

RxS — R
(r,s) +— 1r-s
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seklinde gosterilen dontisiim, her ;7" € Rve s, s’ € S igin

i)

(r-s)-s=(r-s)-(s<as)

i)
(rar)y-s=(r-s)<(r'-s)

sartlarini sagliyorsa (sag) rack etkisi adini alir (Crans ve Wagemann, 2014).

Tanim 3.14 (Hemi-Semi-Direct Carpim)

R ve S iki rack olsun. S rackinmin R rack iizerine etkisi var ise, R X S kiimesi, her

r,r’ € Rvehers,s €S icin
(rys) < (r',s)y=(r-s,s<s)

seklinde tamiml ikili iglem ile birlikte bir rack yapisi olusturur ve hemi-semi-direct ¢carpim

olarak adlandirilir
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4. RACK KATEGORISININ OZELLIiKLERI

Bu bolimde Rack kategorisindeki g¢arpim (product), serbest (free), es-carpim
(coproduct), geri ¢ekme (pullback), ileri itme (pushout), esitleyici (equaliser) ve
es-esitleyici (coequaliser) objeleri Grp kategorisindekilere benzer olarak olusturulacaktir.
P ve R racklarmmin P x R direk ¢arpimi ve P x R serbest carpimi Fenn ve Rourke (1992)
tarafindan tanimlanmistir. Burada, racklarin direk ¢arpimi ile ¢arpim obje, racklarin serbest
carpimi ile es-carpim obje olusturulacaktir. Yine P ve R racklarinin fiber carpim
kullanilarak geri ¢ekme obje elde edilecektir. Ayrica, P x R serbest carpim ve onun bir NV
kongriians bagintis1 kullanilarak ileri itme (pushout) obje verilecektir. Bu bdliimiin son
kisminda ise her morfizm ikilisinin esitleyicisinin (equaliser) ve es-esitleyicisinin

(coequaliser) var oldugu gosterilecektir.

4.1 Carpim (Product) Obje

Tamim 4.1 C bir kategori, A ve B, C kategorisinin iki objesi olsun. C kategorisinin herhangi

bir D objesi ve herhangi iki
¢1:D—Aveq: D — B

morfizmi verildiginde

D
q1 E'q q2
!
A P1 C p2 B
diyagrami degismeli olacak sekilde bir tek
q:D—=C

morfizmi varsa C objesine A ve B objelerinin ¢carpimi (yada ¢arpim obje) denir.

Fenn ve Rourke (1992) caligmalarinda P ve R racklarin direk ¢arpiminin
PxR={(p,r)|pePreR}

oldugunu sdylemislerdir. Bu tezde, P x R rackinin Rack kategorisindeki ¢carpim objeye
karsilik geldigi gosterilecektir.
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Teorem 4.1 Rack kategorisi ¢arpim objeye sahiptir.

Ispat P ve R iki rack olsun.
PxR={(p,r)|pePreR}

kiimesi P ve R racklarimin direk ¢arpumi olup Onerme B.1) geregince rack yapist olusturur:

Ayrica

p1: PXR— P,
ngPXR%R

morfizmleri projeksiyon doniisiimler olup, Onerme [3.2 geregince rack morfizmidir:

Simdi T herhangi bir rack ve

a:T — P,
B:T—R
iki rack morfizmi olsun. Bu durumda;
Py =«
pap =B
olacak sekilde bir tek
p: T —-PxR

rack morfizminin var oldugu gosterilmelidir.

po: T — PXR
to= o) =(a(t),B(1))

seklinde tanimlansin.

Hert,t' € T igin

olup p : 'T'— P X R bir rack morfizmidir.
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Ayrica hert € T igin
e () =pi(a(t),B(1))
= a(t)
P2 (1) = p2 (a(t), B (1))
=B (t)
olup p1p = a ve psp = B oldugu gériiliir.

Son olarak ¢ morfizminin tekligi kontrol edilecektir:
T —PxgR
morfizmi  ile ayni ozellikte, yani
P’ = a,
P’ =P
esitliklerini saglayan bir rack morfizmi olsun ve ¢ (t) = (p,r) seklinde tammlansin. Her
t €T icin

py' (t) = a(t) & pi(p,r) = a(t)

s p=alt)
P2y’ (t) = B(t) & p2(p,7) = B (1)
sSr=[06(t)
elde edilir. Bu durumda her t € T icin
¢ (t)=(p,r)
= (a(t), B (1))
= (1)
olup
¢ ()= ()

elde edilir. Boylece ¢ morfizmi bir tektir.

Sonug olarak, P x R racki, P ve R racklarinin ¢carpim objesi olup

T
a g,w p
v
P<~———PxR— R.

degismeli diyagrami ¢carpim diyagramidir.
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4.2 Serbest (Free) Carpim

Tanmm 4.2 P ve R iki rack olsun.
P+R= U {(i,x)|i=1ikenxz € Pvei=2ikenz € R}

1€{1,2}

kiimesi  tamimlansin. Bu kiime tarafindan iiretilen serbest rackin elemanlart

(t=1,...,nigin, a; = £1)
(g, ag) Q** (i1, a1) ... < (in, an)
Sformundadir. F' (P + R) serbest rackinin
(i0,p0) < (io, 1) <°* ... 9™ (in, pn) = (0, o <™ p1) <* (iz,p2) - - <" (in, Pn)
ve

(40, p0) <Q°* (i1, p1) ... <71 (i5_1,pj-1) <Y (ij,p;) <~ (ij,p;) <92 .. <9 (in, Pp)

= (0, po) <™ (i1, p1) .. <71 (45_1,pj—1) <¥9F2 (ij40,Djg2) - .. <97 (in, Dn)
esitliklerini saglayan elemanlarimin kiimesi
PxR
ile gosterilsin. Bu P x R kiimesi

[(i0, p0) < (i1, 1) - - - <" (ims Pn)] <9 [(Jos G0) <7 (G1,q1) - - <P (Gims Gom)]
- (i07p0) <]a1 (il,pl) cee <]an (Z.mpn) <]me (jm:Qm) <]7/Bm_1 (jm—l’Qm—l) o

< (G, q1) < (Jo, @0) <7 (1, q1) - - <P (s @)

islemi ile birlike rack yapist olusturur. Bu racka P ve R racklarinin serbest ¢arpim racki

denir.
4.3 Es-carpim (Coproduct) Obje

Tanim 4.3 C bir kategori, X; ve X, C kategorisinin iki objesi olsun. C kategorisinin

herhangi bir Y objesi ve herhangi iki

hW: X1 = Zveiy: X9 > 7
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morfizmi verildiginde

Y
A
h H'h /2
X1 - Z P X5
diyagrami degismeli olacak sekilde bir tek
h:Z—=Y

morfizmi varsa Z objesine X ve Xy objelerinin es-¢arpimi (coproduct) denir ve
Z = Xl L XQ

ile gosterilir.

Simdi (Fenn ve Rourke, 1992) de tanmimlanan racklarin serbest c¢arpiminin, Rack

kategorisindeki es-carpim objeye karsilik geldigi gosterilecektir.

Teorem 4.2 Rack kategorisi es-carpim objeye sahiptir.

Ispat P ve R iki rack olsun. P ve R racklarimin es-carpimi, P ve R racklarinin serbest
carpimi, P x R, ile tanimlidir ve P U R ile gosterilir. Bununla birlikte
iw: P — PxR

p = (Lp)
ve
in: R — PxR

ro— (2,r)
doniisiimleri her p,p’ € P icin
ia(payp)=(1pay)
= (1,p) < (L,p)
= i1 (p) < i1 (p')

oldugundan 1, morfizmi, benzer sekilde 1o morfizmi bir rack morfizmidir.

Simdi eg-¢arpim obje i¢in evrensellik 6zelliginin saglandigi gosterilecektir. X bir rack
ve fi: P — X, fo : R — X iki rack morfizmi olsun.

hil = f17
hiy = f5
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olacak sekilde bir tek
h:PxR—>X

rack morfizminin var oldugu géosterilmelidir. h : P+ R — X doniigiimiinii, her 0 < j < nig¢in

(ij,p;) € P+ R olmak iizere,

h ((io, po) <°* (i1,p1) - <™ (in,Pn)) = fig (P0) <™ fiy (p1) -+ <*" fi, (Pn)

seklinde tanimlansin.

h: Px R — X morfizminin rack morfizmi oldugu ve tekligi Onerme 3.6 geregince
aciktir.

Ayrica her p € P i¢in

= f1(p)
olup
hiy = fi
ve benzer sekilde
hiy = f 2

oldugu goriiliir.

Sonug olarak P x R serbest ¢arpimi, P ve R racklarinin eg-¢arpimi olup,

X

A

el

PxR

i1 12

P

diyagrami eg-carpim diyagramidir.

4.4 Geri Cekme (Pullback) Obje

Tanim 4.4 C bir kategori, f : A — Cve g : B — C, C kategorisinin iki morfizmi olsun.
Asagidaki ozellikler saglaniyorsa (py, pe) ikilisine (f, g) ikilisinin geri ¢ekmesi (pullback)

denir.
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pr:P—A ve py:P—B

morfizm olmak iizere,

fp1 = gp2
esitligi vardir.
ii) C kategorisinin herhangi bir D objesi ve herhangi iki
qgq:D—Aveqp: D — B

morfizmi verildiginde

diyagrami degismeli olacak sekilde bir tek
q:D — P

morfizmi vardir.

Burada P objesi A ve B objelerinin geri ¢cekme objesidir.

f: P —Tveg: R — T iki rack morfizmi i¢in, fiber carpim racki

PxpR={(pr)| flp)=g(r)} S PxR

kiimesi ile tanimlanir. Asagidaki teoremde bu fiber ¢carpimin Rack kategorisinde geri gekme

objeye karsilik geldigi gosterilecektir.

Teorem 4.3 Rack kategorisi geri cekme objesine sahiptir.

Ispat f: P — Tveqg: R — T iki rack morfizmi olmak iizere,

PxrR={(p,r)| f(p) =9 (r)}



fiber ¢carpim rack ele alinsin.

p1 - PXTR — P
(p,r) = pi(p,r)=p

ve
P2 PxrR — R

(p,r) = pa(p,r)=r

projeksiyon doniisiimleri, Onerme 3.2 geregince rack morfizmidir:

Simdi () herhangi bir rack ve

e Q — P,
8 Q—R
rack morfizmleri
fa=gp
esitligini saglasin.
Bu durumda
hyp = q,
pap =

olacak sekilde bir tek ¢ : () — P X1 R rack morfizminin var oldugu gosterilmelidir.

p: @ — PxrR
q = ¢(q) = (a(q),8(q))

seklinde tanmimlansin. Her q,q' € Q) icin,

plg<d)=(alg<q),B(g<q))
= (a(q) <a(d),B(q) <B(d))
= (a(q), B(q)) < (a(q).B(d))
= ¢(q) Q¢ (q)

elde edilir. Boylece p : () — P X1 R morfizmi bir rack morfizmidir.

Ayrica her q € Q) igin

P () = p1 (alq), B(q))
= a(q)

P2 (q) = p2 (a(q), B(q))
= B(q)

26
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olup p1p = a ve pap = B elde edilir.

Son olarak ¢ morfizminin tekligi kontrol edilecektir:
©:Q—PxrR

morfizmi o ile ayni ozellikte, yani

plSO/ = Q,
P2y’ =
esitliklerini saglayan bir rack morfizmi olsun ve ¢'(q) = (p,r) seklinde tanimlansin. Bu

durumda, her q € Q) igin

my' () = a(q) & pi(p,r) = a(q)

S p=al(q)
P2y’ (¢) = B (q) & p2(p,7) = B(q)
& r=05(q)

oldugundan
¢'(q) = (p,r) = (a(a), 8 (a) = ¢(a)
olup ' = p esitligi elde edilir. Boylece ¢ rack morfizmi bir tektir.

Sonug olarak, P x1 R, P ve R racklarinin geri ¢cekmesi olup

divagrami (f, g) morfizm ikilisi i¢in geri ¢ekme diyagramudur.

4.5 [lleri itme (Pushout) Obje

Tanim 4.5 C bir kategori, f : X — Y ve g : X — Z, C kategorisinin iki morfizmi olsun.

Asagidaki ozellikler saglaniyorsa, (iy, 12 ikilisine (f, g) ikilisinin ileri itmesi (pushout) denir.



28

1W:Y — P ve i9: 72— P
morfizm olmak iizere,
inf =29
esitligi gecerlidir.
ii) C kategorisinin herhangi bir () objesi ve herhangi iki
J1:Y = Qvej: Z —Q

morfimi verildiginde

diyagrami degismeli olacak sekilde bir tek

w:P—Q

morfizmi vardir.

Burada P objesi Y ve Z objelerinin ileri itme objesidir.

Teorem 4.4 Rack kategorisi ileri itme objesine sahiptir.

Ispat f:S — Pveg:S — Rikirack morfizmi olsun. (f, g) morfizm ikilisinin ileri itmeye

sahip oldugunu gosterilecektir.

N bagntisi
{(1,f(s) = (2,9(s)) [ s € 5}

ozelligindeki elemanlar tarafindan iiretilen bir kongriians bagintisi olsun. Bu durumda,
PxR
racki P ve R racklarinin serbest ¢arpimi olmak iizere P ve R objelerinin ileri itme objesi

(P*R) /N



rackidir.
in: P — (P*R)/N

p = [(1,p)]
" is: R — (P*R)/N

T [(2,7)]

morfizmleri tammlansin. Her p,p' € P igin

i(p<p)=I[1p<p))
[(1,p)] < [(1,p)]

=1 (p) Qiz (p)

olup i, morfizmi, benzer sekilde i, morfizmi bir rack morfizmidir.

Ayrica her s € S i¢in

inf(s) = [(L,f(s)] = [2,9 (s)] = 729 (s)

olup
if =1i2g
esitligi gecgerlidir.
Simdi () herhangi bir rack olmak iizere,
j1:P—=>Qvejs: R—Q
morfizmleri

Jif = Jag
ozelliginde iki rack morfizmi olsun. Bu durumda
@il - j17
Ply = J2
olacak sekilde bir tek
p:(PxR)/N —Q

rack morfizminin var oldugu géosterilmelidir.

©: (PxR)/N - Q

[(’io,l’o) G (’il,l'l) g% L g9 (zn,xn)] = o <qp ...

< Gn

29
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doniisiimii, 0 < i < 1 olmak iizere x; € P ise q; = ji (x;) ve x; € Rise q; = ja (x;) seklinde
tammlansin. Bu durumda, p morfizmi 3, ve js rack morfizmleri yardimiyla tanimlandigindan,

bir rack morfizmidir. Ayrica her p € P igin

vir (p) = ¢ ([(1,p)])
= (P)

ve her r € R i¢in

piz (r) = ¢ ([(2,7)])
= Ja (7)

olup iy = j1 ve @iy = jo esitlikleri saglanir.

Son olarak ¢ morfizminin tekligi kontrol edilecektir:
¢ :(PxR)/N —Q
morfizmi, @ ile aym ozellikte yani,
, . .
Yl =71,
SO,iQ = Jo
esitliklerini saglayan bir rack morfizmi olsun ve
90/ [(io,l’o) g (il,l'l) gL Qe (Zn,ZL‘n)] = Q6 < q'l <...d q;l

seklinde tamimlansin. Bu durumda her p € P icin

©'i1 (p) = ¢ ([(1,p)])

ve her r € R i¢in

olup, 0 < 1 < 1 olmak iizere x; € P ise q¢; = j (z;) ve x; € R ise q; = jo (x;) oldugu

goriiliir. Boylece p rack morfizmi bir tektir.
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Sonug olarak (P x R) /N, P ve R racklarimn ileri itmesi olup,

divagrami (f, g) mofrizm ikilisi i¢in ileri itme diyagramidir.
4.6 Esitleyici (Equaliser) Obje

Tanim 4.6 C bir kategori, f : A — Bve g : A — B, C kategorisinin iki morfizmi olsun.
Asagidaki ozellikler saglaniyorsa (E, u) ikilisine ( f, g) ikilisinin esitleyicisi (equaliser) denir.

i) Herhangi bir w : E — A morfizmi igin,

E——=A B

fu=gu

esitligi vardir.

ii) fh = gh ozelligindeki herhangi bir h : C — A morfizmi igin,

FE 4 A B
A

Ik /
C

diyagrami degismeli, yani uk = h olacak sekilde bir tek
k:C—F

morfizmi vardir.

Burada F, esitleyici objedir.
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Teorem 4.5 Rack kategorisinde her morfizm ikilisinin esitleyicisi vardir.

Ispat f:P — Rveg: P — R iki rack morfizmi olsun.

Q={peP|f(p)=90)}

kiimesi tanimlansin.

i)1 € Picin
f)y=1=g(1)
oldugundan 1 € Q) dur.
ii) Her p,p' € Q igin
flo<p)=fp)<f@)
=g(p) <g(p)
=g(p<p)

olup p < p' € Q oldugu gériiliir. Béylece (), < islemi altinda kapalidir.

i) p,q € Pigcing € Qvep < q € Q olsun. Boylece f (p) = g(p) ve f(p < q) =
g (p < q) dir. Bu durumda

fr<g=9gp<q)=fp)aflg=g(p) <g(qg)
= f(p)=9(p)

olup p € Q oldugu goriiliir.

Boylece Q) kiimesi P rackimin alt rackidr. Bu durumda () alt rack esitleyici objedir

ve

u: Q@ — P
p — u(p)=p
morfizmi her p,p’ € Q igin,

u(p<p)=p<yp
=u(p) <u(p)

oldugundan bir rack morfizmidir.



Ayrica her p € Q) i¢in

(fu) (p) = f (u(p))
=/ (p)
=9(p)
=g (u(p))
= (gu) (p)
olup f u = gu elde edilir.
Simdi T bir rack ve
v:T — P
morfizmi
fv=gv

esitligini saglayan bir rack morfizmi olsun. Boylece
up = v
olacak sekilde bir tek
o:T —Q
rack morfizminin var oldugu géosterilmelidir.
fo=gv
oldugundan her t € T i¢in
fo(t) = gv (1)
olup v (t) € Q elde edilir. Bu durumda
o: T — @
to= o) =v(t)
seklinde tamimlanabilir. Her t,t' € T icin,

v(t<at)
v(t) v (t)

ot<at)

olup ¢ : T — ) morfizmi bir rack morfizmidir.

Ayrica hert € T icin
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olup u¢ = v elde edilir.

Son olarak ¢ morfizminin tek oldugu gosterilecektir:
o T Q
morfizmi, ¢ ile ayni ozellikte, yani
ugd =wv
olacak sekilde bir rack morfizmi olsun ve ¢' (t) = p seklinde tanimlansin. Bu durumda

ud' (t) =v(t) = u(p) =v(t)

=p=uv(t)

olup
() =p=0¢()

elde edilir. Boylece ¢ rack morfizmi bir tektir.

Sonug olarak (Q,u) ikilisi (f, g) ikilisinin esitleyicisidir ve

A
B/

T

R

diyagramu egsitleyici diyagramidur.
4.7 Es-esitleyici (Coequaliser) Obje

Tamim 4.7 C bir kategori, f : A — Bve g : A — B, C kategorisinin iki morfizmi olsun.
Asagidaki ozellikler saglaniyorsa (Q, q) ikilisine (f, g) ikilisinin es-esitleyicisi (coequaliser)

denir.

i) Herhangi bir q : B — ) morfizmi igin,

A B—% +Q

qf =qg

esitligi vardur.
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ii) kf = kg ozelligindeki herhangi bir k : B — C morfizmi igin,

A B—1 @

3th

v

C

diyagrami degismeli, yani hq = k olacak sekilde bir tek
h:Q —C

morfizmi vardir.

Burada (), es-esitleyici objedir.

Teorem 4.6 Rack kategorisinde her morfizm ikilisinin es-esitleyicisi vardir.

Ispat f: P — Rveg: P — Riki rack morfizmi olsun. p € P olmak iizere, N bagintis

R lizerindeki

N={(f(p),9@)|pe Pt S RxR

seklindeki en kiiciik denklik bagintist olsun.
Béylece R/ N boliim kiimesi olusturulabilir.
R/N boliim kiimesi
<[] =[r<r]
seklinde tanimli ikili islem ile birlikte rack yapisi olusturur ve es-esitleyici objedir.
Simdi,
g: R - R/N

ro= o oq(r)=|r]

morfizmi tammlansin. Her r,v' € R igin,

qgir<ar’)=1[r<r
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oldugundan q morfizmi bir rack morfizmidir.

Ayrica her p € P igin

()] =[9®)]=aqa(f®)=q(gp)
= qf (p) = q9 (p)

olup
qf =qg

elde edilir.

Simdi W herhangi bir rack ve v : R — W morfizmi
vf =9
esitligini saglayan herhangi bir rack morfizmi olsun. Bu durumda
¥Yqg =
olacak sekilde bir tek
¢o:R/IN—>W

rack morfizminin var oldugu gosterilmelidir.

@ morfizmi

¢: RIN — W
[l = o)) =~ ()

seklinde tanimlansin.
H bagintisi
(') € H e y(r)=~()
seklinde tanimli bir denklik bagintist olsun.
vf =9

oldugundan her p € P i¢in
vf (p) =9 (p)

olup (f (p).g (p)) € H elde edilir.
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N bagintisi R iizerindeki en kiigiik denklik bagintist oldugundan N C H olur. Béylece

[r]=1["]= (r,r)eN

= (r,r')e H
=7 (1) =7 ()
olup  morfizmi iyi tanimlidr.
Her [r],[r'] € R/N igin
p(r] <) =e(lr <
=7 (r<ar)
— (1) <7 ()
=[] <]

elde edilir. Boylece p morfizmi bir rack morfizmidir.

Ayrica her r € R igin

olup oq = v oldugu goriiliir.

Son olarak ¢, morfizminin tek oldugu gosterilecektir:
¢ :R/N - W
morfizmi o ile ayni ozellikte yani
Ya=r

esitligini saglayan bir rack morfizmi olsun ve ¢’ ([r]) = w seklinde tanimlansin. Her v € R

icin,

Pa(r)=~(r)=¢ ([r]) =~ (r)
= w="(r)

olup
() =w=7(r)=¢(r])

elde edilir. Bu durumda ¢ rack morfizmi bir tektir.



Baylece (R/ N, q) ikilisi (f, g) ikilisinin es-esitleyicisidir ve

P R—L > R/N
v 23!“’
v
W

diyagrami eg-esitleyici diyagramidur.
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5. RACK CAPRAZLANMIS MODUL
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Caprazlanmis modiil yapist gruplar iizerinde ilk kez Whitehead (1941, 1946)

tarafindan homotopi 2-tiplerin cebirsel modellemesi olarak tanimlanmistir. Sonrasinda

caprazlanmis modiil yapis1 cebir, lie cebir, gruboid, cebiroid gibi bir ¢ok cebirsel yap1

iizerinde incelenmistir. Rack yapisi iizerinde ise ilk kez Crans ve Wagemann (2014)

tarafindan ele alinmistir. Bu boliimde rack ¢aprazlanmig modiilleri tanitilacak ve ornekleri

incelenecektir.

Tamm 5.1 0: (R, <,1) — (S, <, 1) rack morfizmi S nin R iizerine tanimli

RxS — R
(r,s) +— 1r-s

rack etkisi ile birlikte her r,r’ € R ve her s € S icin

X1)
d(r-s)=0(r)< s,

X2)
r-o(r)=r<r

sartlarimi saglyyorsa rack ¢aprazlanmis modiil adini alir ve (R, S, 0) ile gosterilir.

Eger sadece X 1 sarti saglaniyorsa 0 doniisiimiine rack on¢aprazlanmig modiil denir.

(R,S,0) ve (R, S’ d) iki rack ¢aprazlanmig modiil olmak iizere, her r € R ve her

s € Sigin
fo(r-s)=fi(r)- fo(s)
ve
R—2 5
fi lfo
R o S’

diyagrami degismeli olacak sekilde f; : R — R’ ve fo : S — S’ rack morfizmleri varsa

(fl)f()) : <R7 S, a) — (R’,S’,@’)
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ikilisine rack ¢aprazlanmig modiil morfizmi denir.
Boylece rack ¢aprazlanmis modiil kategorisi, XRack, elde edilir.

Ozel olarak, S = S’ ve f birim déniisiim ise,
fu(r-s) = fi(r)-ids (s)
ve
J' fi = idsd
esitlikleri saglandiginda f; bir rack ¢aprazlanmis modiil morfizmi olur.
Genel olarak goriintii kiimesi sabit bir S racki olan rack c¢aprazlanmig modiil

kategorisi elde edilir ve XRack/S ile gosterilir. Bu XRack/S kategorisi XRack in bir dolu

alt kategorisidir.

Rack Caprazlanmis Modiil Ornekleri

Ornek 5.1 N , R rackinin normal alt racki olmak iizere,

Jd: N —- R
n — 0(n)=n
icine doniisiimiiniin
NxR — N
(n,r) = n-r=n<ar

etkisi ile birlikte bir rack ¢aprazlanmis modiil oldugu asagidaki gibi gosterilir:
Hern,n' € N ve herr,v’ € R icin

i
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i)

(n<an)-r=Mn<n)<ar
=Mmar)y<(n <r)
=(n-r)<(n-r)

olup etki sartlari saglanir. Ayrica her n,n’ € N icin
dn<an)y=n<an
=3d(n) < d(n)

oldugundan O bir rack morfizmidir. Son olarak her n,n' € N ve her r € R i¢in

X1)
dn-r)y=n-r
=ndr
=0(n)<r
X2)

n-0(n)=n<on)
=n<an

olup rack ¢aprazlanmis modiil sartlari saglanir.

Ornek 5.2 0 : R — S grup ¢aprazlanmis modiil olsun. R ve S gruplarim konjuge rack
alarak rack caprazlanmis modiil elde edilir. Yani, conjuge rack S nin conjuge rack R iizerine

rack etkisi vardir ve her r,v' € Rve her s, s’ € S icin,

i)

ii)



olup etki sartlar: saglanir.

Ayrica her r,r' € R igin,

dr<r)y=0 <(T')_1 7"7“’)
=a((") " o(r)o () *.» 0 grup homomorfizmi
=ad(r)<o(r)

olup O : R — S bir rack morfizmidir. Son olarak her r,r’" € R ve her s € S i¢in,

X1)

X2)

olup rack ¢aprazlanmis modiil sartlar: saglanir.

Ornek 5.3 0: R — Sved : R — S iki rack ¢aprazlanmis modiil olsun. Bu durumda

pu=0x9: RxR — SxJ5
(r,r) = () =(0(r), 0" ("))

doniigiimii, her (r,r') , (r1,7]) € R x R igin
(r,r") < (ry, 1) = (r <, <ry)
seklinde tanmimly ikili islem ve S x S’ rackinin R x R’ iizerine
(r,r") - (s,8) = (r-s,r"-s)

etkisiyle birlikte bir rack ¢aprazlianmis modiildiir.

Her (r,r"), (r1,7]) € R x R ve her (s,s"), (s1,5)) € S x S igin

42
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ii)

(0(r) €0 (r1), 0" (r') <0 (r1))
= (9(r),0'(r") 2 (9 (r1), 0 (r1))
= p(r,r) < pr,rh)
oldugundan p bir rack morfizmidir. Son olarak, her (r,r') , (r1,71) € R x R' ve her (s,s) €

S x S i¢in

X1)
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X2)

olup rack ¢aprazlanmis modiil sartlar: saglanir.

Ornek 5.4 R bir rack ve S bir pointed rack olmak iizere, 0 : R — S bir rack ¢caprazianmigs

modiil olsun. Bu durumda
Cek(0) ={re R|0J(x)=1}

kiimesi R rackinin normal alt rackidir.

z € Cek (0) ve r € R olsun. Bu durumda

dx<r)=0(x)<d(r)
=1<0(r)
=1

olup x < r € Cek (0) oldugu goriiliir. Boylece Cek (0) , R rackinin normal alt rackidur.

Ornek 5.5 R bir rack ve S bir involute rack olmak iizere, 0 : R — S bir rack ¢aprazlanmigs

modiil olsun. Bu durumda

Gor(9) = {0(r) | r € R}

kiimesi S rackinin normal alt rackidir.

x € Gor (0) olsun. Bu durumda
r=20(r)
olacak sekilde r € R vardir. Her s € S i¢in
r<1s=0(r)<s=20(r-s) € Gor(I)

elde edilir. Boylece Gor (9), S rackinin normal alt rackidir.



Onerme 5.1 o: P — Sve 3 : R — S iki rack ¢aprazlanmis modiil olsun.
PxsR={(p,r)[a(p)=04(r)} CPxR

olmak tizere,

seklinde tanimll
0:PxgR—S
doniisiimii, S nin P X g R iizerine tanimll
(p,7)-s=(p-sr-s)

etkisiyle birlikte bir rack ¢aprazlanmis modiildiir.

Ispat Her (p,7),(p',7") € P x5 Rve s,s' € S icin,

i)

((p,r)-s)-s'=(p-sr-s)-s
=((p-5)-5,(r-s)-5)
=((p-5) - (s <28, (r-5)-(s <5
=(p-5),(r-s)) (s <)
= ((p,r)- ) - (s a5

i)

olup etki sartlar: saglanir.

Ayrica her (p,r), (p/,r") € P X5 Rigin

I((p,r) < (p,r)=0(<p

45



olup 0 : P xg R — S morfizmi bir rack morfizmidir.

Son olarak, her (p,r), (p',17") € P x5 Rve her s € S igin

X1)
d((p,r)-s)=0(p-sr-s)
=a(p-s)
=a(p) Qs
=0d(p,7r) <s
X2)

olup rack ¢aprazlanmis modiil sartlar: saglanmr.

Onerme 5.2 ;1 : P — Sve \: R — S iki rack caprazlanmis modiil olsun. Bu durumda

(p1,ids) : (P x5 R,S,0) = (P, S, i)
(pg,ids) . (P Xg R, S, 6) — (R, S, /\)

doniistimleri rack ¢caprazlianmis modiil morfizmidir.

Ispat O (p,7) = 1 (p) = A (r) olmak iizere,

PXSR—8>S

P S

diyagrami goz ontinde bulundurulsun.

46
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i) Her (p,r) € P xg Rve her s € S igin

p((p,r)-s)=pi(p-s,7-s)
—p-s
=p1(p,7) - ids (s)

olup etki korunur,
ii) Her (p,r) € P xXg R i¢in

ppr (pr) = p(p)
=0 (p,7)
= idg0 (p,r)

olup diyagram degismelidir.

Bu durumda (py,ids) : (P xs R,S,0) — (P,S, ) morfizmi ve benzer sekilde
(p2,idg) : (P xg R, S,0) — (R, S, \) morfizmi rack ¢aprazlanmis modiil morfizmidir.
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6. XRACK/S KATEGORISININ OZELLIKLERI

Gruplar {lizerinde ¢aprazlanmis modiil kategorisinde geri gekme ve ileri itme (Brown
ve Huebschman, 1982), es-carpim (Brown, 1984), esitleyici ve es-esitleyici (Arslan ve
Onarli, 2015), indirgenmis (induced) ¢aprazlanmis modiil (Brown ve Higgins, 1978) gibi
cesitli kategoriksel Ozellikler calisilmistir. Bu 6zelliklerin bir ¢ogu farkli yapilar iizerinde
caprazlanmis modiiller i¢in de ele alinmistir. Fakat rack ¢aprazlanmis modiil kategorisinde

hi¢ bir kategoriksel 6zellik incelenmemistir.

Tezin bu boliimiinde, rack caprazlanmis modiil kategorisinde carpim, es-carpim,
geri ¢ekme, ileri itme, esitleyici ve es-esitleyici gibi kategoriksel 6zellikler gruplar lizerinde

caprazlanmis modiiller kategorisindekilere benzer sekilde incelenecektir.
6.1 Carpim Obje
Teorem 6.1 XRack/S kategorisi ¢arpim objeye sahiptir.

Ispat p: P — Sve\: R — S iki rack ¢caprazlanmis modiil olsun.

PxsR=A{(p.r) | n(p)=A(r)}
olmak iizere ¢carpim obje adayi

0: PXSR — S
(p,r) = O(p,r)=p(p)=A(r)

doniisiimii Onerme [5.1| geregince bir rack ¢aprazlanmis modiildiir.

Ayrica Onerme 3.3 ve [5.3 geregince

(pl,ids) : (P Xg R, 5,8) — (P, S,/L)
(pQ,ids) : (P XsR,S,a)—)(PL,S,)\)

morfizmleri rack ¢aprazlanmis modiil morfizmidir.

Boylece

(P, S, 1)

(P XSR,S,a)

(p2,ids

) (R,S,\)

(p1,ids)



49

diyagrami elde edilir

Simdi 6 : T — S herhangi bir rack ¢caprazlanmis modiil olmak iizere,
(ayidg) : (T,S,0) — (P, S, i)

ve

(B,idg) : (T, S,0) — (R, S, \)

morfizmleri rack ¢aprazlanmis modiil morfizmi olsun. Béylece hert € T ve her s € S igin,
D ats)=alt) ids(s)ve B (t-s) = B() - ids (s)
ii) pov = idgd ve \3 = idgd

esitlikleri gegerlidir.

Bu durumda;
(p1,ids) (p,ids) = (a, idg),
(p2,ids) (¢, ids) = (B, idg)

olacak sekilde bir tek
(p,idg) : (T,5,8) — (P xs R, S,0)

rack ¢aprazlanmis modiil morfizminin var oldugu gésterilmelidir.

o: T — PxsR
to= o) =(a(t),B(1)

seklinde tamimlansin. Asagidaki diyagram goz oniine alinsin:

T—2 -5
@ idg
PXSR 9 S

i) Hert € T ve her s € S igin
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olup etki korunur,

ii) Hert € T igin

olup diyagram degismelidir.

Bu durumda (p,idg) : (T,S,6) — (P xg R,S,0) morfizmi rack ¢aprazianmis

modiil morfizmidir.

Ayrica her t € T igin
prp(t) =pi(a(t),B(t))
=« (t)
P2 (t) = p2 (a(t), (1))
=B (t)
olup, (p1,ids) (¢, ids) = (e, idg) ve (p2,ids) (p,ids) = (B, ids) oldugu goriiliir.
Son olarak (p, idg) morfizminin tekligi kontrol edilecektir: (@', ids) morfizmi (p, idg)
ile aym ozellikte bir rack ¢aprazlanmis modiil morfizmi olsun. Yani,
90/ T —» P Xs R
t o= )= ()
morfizmi
(p1,ids) (¢, ids) = (, ids),
(p2,ids) (¢, ids) = (B, ids)

esitliklerini saglasin. Her t € T igin

p () = a(t) & p(p,r) =al(l)

S p=alt)
P2’ (t) = B(t) & p2(p,r) = B (1)
s r=[06(t)

elde edilir. Bu durumda her t € T i¢in

o' (t) = (p.r) = ((t), (1) = o (1)
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olup (¢',ids) = (p,ids) oldugu goriliir Bdylece (p,ids) rack ¢aprazlanmis modiil

morfizmi bir tektir.

Sonug olarak, (P xg R, S, 0) rack ¢aprazlanmis modiilii, (P, S, i) ve (R, S, \) rack

caprazlanmis modiillerinin ¢carpim objesi olup,

(T, S,0)
(ev,ids) a!(@ds) (Bids)
v
(P.S,p1) = (P X5 R, 5,0) > (R, S, \)

degismeli diyagrami ¢carpim diyagramidir.

6.2 Es-carpim Obje

Teorem 6.2 XRack/S kategorisi es-carpim objeye sahiptir.

Ispat 0 : P — Sved : R — S iki rack ¢aprazlanmis modiil olsun. P ve R racklarinin

serbest carpimi P x R olmak iizere;

Ox0 : PxR — S
(10, o) Q™ ... <L (Ip, xy) = S0 <81 < ... <8y

doniisiimii 0 < i < n olmak iizere, (o; = £1), x; € Pise s; = 0(x;) ve v; € R ise
s; = 0 (v;) seklinde tammlansin. Oncelikle O x &' déniisiimiiniin bir rack én¢aprazlanmig

modiil oldugu gosterilecektir.

S rackinin P x R racki tizerine etkisi, S rackinin P ve R racklarina ayri ayri var olan

etkisi yardimiyla,

(P*R) xS — PxR
((ig, xo) Q™ ... < (ip,xn),8) — (g, g+ 8) <M ... < (i, Xy + )

seklinde tanimlansin.

Her (i, x9) <°* (i1, 21) ... <°" (in, ), (Jo,%0) <7 (J1, 1) - <O (G Ym) €
P x Rvehers,s € Sicin
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J
(((ig, o) < (iy, 1) ... < (ip,xy)) - S) -8 =
(0, 70 - 8) <1 (0, 31+ 5) ... <1 (i - 5)) - 5/
(0, (2o - 8) - &) <®* (i1, (w1 - 8) - &) ... Q¥ (i, (- 8)-8) =
(io; (o - 8') - (5 < 8")) 9™ (in, (21 - 8") - (s Q) ... QU (i, (20 - &) - (5 Q) =
((ig,xo - ") <t (i1, 21 - 8) ... Q¥ (ip, - 8)) - (s Q&) =
(((dg, o) Q™ (i1, 1) ... <" (ip,xy)) - &) (s <1 8)
i)
(0, x0) 9 (in, 1) .o < (i, ) <% ((Jo,90) 97 (1, 91) « o 977 (Gims Ym)) ) - 5 =

((2'0,330) < (7;1,.1'1) R (Zn,xn) <]_Bm (]m,ym) <]_Bm71 (jmfl,ymfl) .. <]_61 (jl;yl)
< (Jo,yo) <* (1, 1) - <P (s Ym)) - 5 =

(ig, o - 8) <9 (iy, @1+ 8) ... <" (ip, Ty - 8) <P (Gny Y+ 8) <Pt (G 1y Y1 - S)
s <]_Bl (j17y1 : 8) <@ (janO : 8) <151 (j17y1 : 8) cee <]ﬂm (]mvym . S) ==

((ig, o - 8) <9 (i, @1+ 8) ... <Y (i, Ty - 8)) <@ (Jo, Yo - 8) <°' (1,91 -5) ...
<]6m (]m?ym : 5) =

(((io,xo) <t (il,xl) R (Zn,l’n)) : S) ¢ (((jo,yo) 4/61 (jl;yl) R <]ﬁm (]maym)) : S)

olup etki sartlar: saglanir.
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Ayrica her (ig,xo) Q% (i1, 21) ... < (ip,xp) € Px Rves € Sigcin0 < j<n

olmak iizere x; € P ise 0;; = 0 ve v; € Rise 0;; = 0’ seklinde tammlansin. Béylece

0% 0 (((ig, @) <% (i1, 1) ... <% (i, 7)) - 5)

— 00 ((ig, 70 - 5) I (i, 21+ 5) ... <O (i, Ty - )
= iy (x0-5) A0y, (x1-5) < ... <0y, (20 5)

= (i (10) <1 8) <1 (s, (1) <V 8) <1 ... < (B, () < 5)
= (i (10) <1 0y, (1) <1 ... <10y, () < s

= (0% O ((ig, o) < (ir, 1) ... <" (in, x,))) <

olup (P % R, S, 0 x ") bir rack éng¢aprazlanmig modiildiir.

Simdi rack ¢aprazlanmig modiiliinii elde edilecektir: I bagintisi P x R iizerindeki

((ig, mo) <™ (ir,21) ... < (in,2n)) - (D5 (Yo) <7 0y, (1) ... <P 8;,, (ym)) =
) ) . —Bm —Bm-1

(i0, ko) < (i1,21) ... <" (in, Tn) < (GmsYm) < (Jm—1sYm—1) - - -

£ . . . .

< (1, %1) < (Jos vo) <A (J1,01) - <P (Jm> Ym)

esitligini saglayan elemanlar tarafindan iiretilen bir kongriians bagintisi olsun. Bu durumda

(P * R) /I boliim rack: elde edilir. Boylece
I (PxR)/I— S
doniistimiinii O * 0" doniistimiiniin indirgenmisi (induced) olup
0" ([(ig, ®o) < (i1, 1) ... Q°" (i, 2n)]) = O % 0 ((i0, x0) <™ (i1, 21) ... <" (in, )

seklinde tamimhidir ve rack ¢aprazlanmis modiil sartlart asagidaki gibi kolayca saglanir:
Her [(io, zo) <* (i1, %1) ... <" (in, )], [(Jo, y0) < ... <P (s ym)] € (P x R) /1 ve
s € Sigin
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X1)

0 ([(io, zo) <™ ... < (i, z0)] - 5) = 0" ([((i0 z0) < ... < (ip, 7)) - $])
= 0" ([(i0, 0 8) Q™ ... <O (i, T - 5)])
= iy (z0-5) A0y, (x1-5) < ... <10y, (24 5)
= (i (10) <1 8) <1 (s, (1) <V ) <1... < (B, (x) < 5)
= (i (10) <1 0y, (1) <1 ... <0y, () < s
= 0" ([(i0, 7o) <™ ... <°" (i, x,)]) <1 3

X2)

([(i0, o) <t (i, 21) -+« < (i, 20)]) - 0% ([(Jo, 90) <97 .o <P (G Ym)]) =
([(i, w0) <t (ix, 1) ... Q™" (i, x)]) - (8jy (w0) <7 0jy (1) ... <P 8;, (ym)) =

[(Gio, 0) 9 (in, 1) .. < (in, 7)) - () (0) <™ 05, (y1) - - <°" Oy, (ym))]

. . . B 1

[(207 iL'()) g™ (Zla 1’1) coe Qo (Zna $n) < (]m: ym) < (]m—lﬁ ym—l) ce
81 . . . .

< (Gi,y1) < (osyo) <% (G w1) - -« <P (s Y] =

[(io,.ﬁlﬁ'o) <™ (il,.ﬁﬂl) Lo (Zn,l'n)] < [(jo,yo) <]61 (jlayl) . <1Bm (]m,ym)}

noindent elde edilir.

Simdi
(i1,idg) : (P,S,0) — ((P*R)/I,S,0%)
p = (p) = [(1,p)]
e (i9,idg) : (R,S,0) — (PxR)/I,S,0%)
r =g (1) = [(2,7)]



dontistimleri tamimlansin. Asagidaki diyagram goz oniine alinsin:

P 9 S
71 idg
(P+R)/I > S

i) Herp € Pves € Sigin

olup etki korunur,

ii) Her p € P igin

9%y (p) = 9°[(1,p)]
=d(p)
= idg0 (p)

olup diyagram degismelidir.

Béylece
(11,1dg) : (P,S,0) = ((P*R) /I,S,0%)
morfizmi, benzer sekilde
(ig,4ds) : (R,S,0") = ((PxR) /I, S,0")

morfizmi rack ¢aprazlanmig modiil morfizmidir.

Bu durumda

(P, S,9) (P*R)/I,S,0) (R, S,d)

i1,idg)

iz,idg)

diyagrami elde edilir.

Son olarak (Q, S, 0) herhangi bir rack ¢aprazlanmis modiil olmak iizere

(flaidS) : (P’S’a) — (Q7S79)7
(fo,ids) : (R,S,0") — (Q,S,0)
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iki rack ¢aprazlanmis modiil morfizmi olsun. Béylece her p € P, r € R ve her s € S igin,
i) fu(p-s) = fi1(p)-ids(s) ve f2(r-s) = f2(r) - ids(s)
ii) 0f1 = ids0 ve 0 fy = idg0’

esitlikleri gegerlidir.

Bu durumda

(p,idg) (i1, 1ds) = (f1,idg)
(p,ids) (i2,ids) = (f2,idg)

olacak sekilde bir tek
(p,ids) : (P * R)/1,5,0%) = (Q,5,0)
rack ¢aprazlanmis modiil morfizminin var oldugu gosterilmelidir.
(,ids) - (P + R) /1,5,0%) = (Q, 5,0)
morfizmini,
o ([(io, mo) Q™ (ir, 1) ... Q%" (in,20)]) =0 Q1 Q... A g

icin0 <i<niginz; € Piseq = f (x;) vex; € Rise q; = fa(x;) seklinde tamimlayalim.
(¢, ids) morfizmi Onerme B.4 da tanimlanan

h:PxR—Q

morfizmiyle tamimli olup bu durumda p morfizminin varligi, bir tekligi ve diyagramin
degismeliligi serbest rack tanimi geregi acgiktir. Boylece es-¢arpim igin evrensellik ozelligi

saglanr.

Sonug olarak ((P x R) /1,S,0%) rack ¢aprazlanmis modiilii, (P, S, ) ve (R, S,0")
rack ¢aprazlanmis modiillerinin es -¢arpimi olup,
(@, 5,0)
A

(f1,ds) 3 (pids) (f2,ids)

(P, S,0) (P*R)/I,S,0 (R, S,0)

(i1,lds)

i2,idg)

degismeli diyagrami es-carpim diyagramidir.
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6.3 Geri Cekme Obje

Teorem 6.3 XRack/S kategorisi geri ¢cekme objeye sahiptir.

Ispat

(f,ids) = (P,S,u) — (T,5,0)
(g9,ids) : (R,S,\) — (T,S,0)

~—

iki rack ¢aprazianmis modiil morfizmi olsun. ((f,ids),(g,ids)) morfizm ikilisinin geri

¢cekmeye sahip oldugu gosterilecektir:

()

(R,S,\)

(g,ids)

(P, S, ) (T, S,6)

(fids)

PxrR={(p,r)| fp)=9g(r)} SP xR

olmak iizere, geri ¢ekme obje adayt olan

0: PxrR — S
(p,r) = Op,r) = pp) = Ar)

doniisiimii, Onerme [5.1) geregince bir rack caprazlanmis modiildiir. Ayrica

(plyids> : (P XTR7578>_><PJS7/1’>7 pl(par):p
(p2,ids) : (P xp R,S,0)— (R,S,\), pa(p,7r)=r

doniisiimleri projeksiyon doniisiimler olup Onerme [5.2 geregince rack caprazlanmis modiil

morfizmidir.

Bununla birlikte her (p,7) € P Xg R igin

o (Pﬂ") =/ (P)

oldugundan (f,idg) (p1,ids) = (g,ids) (pe, ids) elde edilir.
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Boylece asagidaki diyagram degismelidir:

(p2,ids)

(P XT R,S,a) (R,S,/\)
(p1,ids) I(Q,ids)
(P8, 1) g (T,5.6)

Simdi (Q), S, §) herhangi bir rack ¢aprazlanmis modiil ve

(av,ids) @ (Q,S,9) — (P,S,u),
(B,ids) : (@Q,S,8) = (R,S,\)

morfizmleri
(f,ids) (o, ids) = (g,ids) (B, ids)

esitligini saglayan iki rack ¢aprazlanmig modiil morfizmi olsun. Béylece her q € () ve her

s € S icin,

i) a(g-s)=al(q) ids(s) ve B(q-s)=p(q) ids(s)
ii) pa =idsd ve \B =idgd

esitlikleri gecerlidir. Bu durumda

(p1,1ds) (@, ids) = (a,idg)

ve
(p2,ids) (p,ids) = (B, ids)
olacak sekilde bir tek

(9072615) : (Qv S? 5) — (P XT R7 57 a)

rack ¢aprazlanmis modiil morfizminin var oldugu gésterilmelidir. Her q € () i¢in

Q—>—S5
@J idg
P XTR S
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i) Her q € Q ve her s € S igin,

olup etki korunur,

ii) Her q € Q igin

d¢(q) = 9(a(q), B(q))
= pa(q)
=idgd (q)

olup diyagram degismelidir.

Ayrica her q € Q igin

= fB(q)

olup (p1,1ds) (p,ids) = («,idg) ve (pa,ids) (p,ids) = (5,ids) elde edilir.

Son olarak (¢, idg) morfizminin tek oldugu gosterilecektir:
(QOI,Z'ds) : (Q, S, 5) — (P X R, S, (9)
¢ = ¢la=(pr)

morfizmi (i, ids) ile aym ozellikte, yani,

(p1,1ds) (¢',ids) = (a,ids)
(p2,ids) (¢, ids) = (B, ids)
esitliklerini saglayan bir rack ¢aprazlanmis modiil morfizmi olsun. Bu durumda, her q € Q)
i¢in
me' (@) = alq) < pilp,7) = a(q)
e p=al(q)
P2’ (q) = B(q) < p2(p.r) = B (q)
& r=75(q)
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oldugundan

olup

(¢, ids) = (@,ids)

esitligi elde edilir. Boylece (v, idgs) rack ¢aprazlanmis modiil morfizmi bir tektir.

Sonug olarak (P X1 R, S, 0) rack ¢aprazianmis modiilii, (P, S, 1) ve (R, S, \) rack

caprazlanmis modiillerinin geri ¢ekmesi olup,

(@Q.5,9)
O (Byids)
S
(P xr R,S,0) = R, S, \)
(p1,ids) l(gids)
(P, S, ) T (Fads) (T,5,0)

diyagrami ((f,ids) , (g,ids)) morfizm ikilisi i¢in geri ¢cekme diyagramidur.

6.4 Ileri itme Obje

Teorem 6.4 XRack/S kategorisi ileri itme objeye sahiptir.

ispat

(f,ids) - (Q,5,0) = (P, S, ),
(9, 1ds) : (@, 5,0) = (R, S, B)

iki rack ¢aprazianmis modiil morfizmi olsun. ((f,ids), (g,ids)) morfizm ikilisinin ileri

itmeye sahip oldugu gosterilecektir:

(fids)
—_—

(@,S,0) (P, S, )

(g,ids) ?

(R,S,B) ———(?)

N bagintisi Teorem 6.2 de tamimlanan I bagintisimin elemanlari ve

{(1,f(q9) =(2,9(q) | ¢ € Q}
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ozelligindeki elemanlar tarafindan iiretilen bir kongriians bagintisi olmak iizere,
PxR
racki P ve R racklarinin serbest ¢arpimi olsun. Bu durumda Teorem ve 6.3 geregince
d:X=(P*xR)/N— S

bir rack ¢aprazlanmis modiildiir.

Ayrica Teorem 6.2 de gosterildigi iizere

(11,1ds) : (P, S,a) — (X,S,0)
p = [Lp)

(i9,1ds) : (R,S,5) — (X,S,0)
r = [(2,7)]

dontistimleri rack ¢caprazlanmis modiil morfizmidir.

Bununla birlikte her q € Q) icin

inf (@) = (L f (@)] = 12,9 (¢)] = 429 ()

olup
(i1,ids) (f,ids) = (ia, ids) (g, ids)

esitligi gecerlidir. Boylece

Q,5,0) ) _(p 5 a)
(g,ids) (i1,idg)
(R, S, )~ (x,5,0)

degismeli diyagram elde edilir.

Simdi (T, S, w) herhangi bir rack ¢aprazlanmis modiil olmak iizere,

(A idg) : (P, S,a) = (T, S,w),
(u,idg) : (R, S, B) = (T, S,w)

morfizmleri
<)\17 st) (fv ZdS) - (:u’ ZdS) (97 ZdS)
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ozelliginde iki rack ¢caprazlanmis modiil morfizmi olsun. Bu durumda
(¢, ids) (i1, ids) = (A, ids)

ve
(soa ZdS) (iQa st) = (Ma ZdS)

olacak sekilde bir tek
(p,ids) : (X,5,0) = (T, 5, w)

rack ¢aprazlanmis modiil morfizminin var oldugu gésterilmelidir.

(%ids)i (X,S,@) — (T,S,W)
[(G0, o) Q¥ ... <A (ip, )] = o<ty < ... <]ty

doniisiimii, 0 < i < 1 olmak iizere x; € P iset; = X\ (x;) ve x; € Riset; = u(x;) seklinde
tammlansin. (¢, ids) morfizmi, (\,ids) ve (u,ids) rack ¢aprazlanmis modiil morfizmleri

vardimi ile tammlandigindan bir rack ¢caprazlanmis modiil morfizmidir.

Ayrica, her p € P igin

ve herr € Ricin

olup (p,idg) (i1,idg) = (X, idg) ve (p,idg) (ia,ids) = (u,idgs) esitlikleri saglanir.

Son olarak (¢, idg) morfizminin tekligi kontrol edilecektir:
(¢’ ids) : (X,5,0) = (T, 5,w)
morfizmi, (¢, idg) ile ayni ozellikte, yani

(QO/, st) (il, st) = ()\, st) s
(¢',ids) (iz,ids) = (p, ids)

esitliklerini saglayan bir rack ¢aprazlanmis modiil morfizmi olsun ve

¢ [(ig, x0) <™ ... <Y (i, xn)] =, <ty < ... <4t

n
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seklinde tamimlansin. Her p € P icin

¢'i1 (p) = ¢ ([(1,p)]) = A(p)

ve her v € Ricin

'z (r) =" ([(2,7)]) = p(r)
olup 0 < i < 1 olmak iizere x; € P ise q; = X (v;) ve x; € R ise q; = p (x;) oldugu goriiliir.
Baylece (¢, ids) rack ¢caprazianmis modiil morfizmi bir tektir.

Sonug olarak (X,S,0) rack ¢aprazlanmis modiilii, (P,S,«a) ve (R,S,pB) rack

caprazlanmis modiillerinin ileri itmesi olup,

(frids)

(@,S,0) (P, S, a)

(g,2dg) (il,ids)

(i2,3ds)
_ >

(R, S,P) (X,S,0)

diyagrami ((f,ids) , (g,ids)) morfizm ikilisi i¢in ileri itme diyagramidir.
6.5 KEsitleyici Obje
Teorem 6.5 XRack/S kategorisinde her morfizm ikilisinin egitleyicisi vardur.

Ispat

(faidS) : (P7S7:u> — (T>S>9>7
(g,ids) : (P,S,u) — (T, S,0)

iki rack ¢caprazlanmig modiil morfizmi olsun. ((f,ids) , (g,1ds)) morfizm ikilisinin esitleyicisi

tamimlanacaktir:
(fvids)

(9:ids)
Q={peP|f(p)=g(p)} kiimesi tanimlansin. Teorem Y.5 gosterildigi iizere ) kiimesi P

rackimn alt rackidir.

(7) = (P, S, )

(R,S,\)
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Bu durumda esitleyici obje adayt
0:Q— S

rack ¢aprazlanmis modiilii elde edilir. O dontisiimii, her p € P i¢in,

seklinde tanimlanabilir. Her p,p' € Q icin

dlp<p)=pulp<yp)

=p(p) < p(p)
=0(p) 20 ()
oldugundan O bir rack morfizmidir. Simdi 0 : (Q — S doniigiimiiniin
QxS — Q

(p,S) = p-s

etkisiyle birlikte bir rack caprazlanmis modiil oldugu gosterilecektir. Her p,p’ € @ ve her

s € Sigin
X1)
O(p-s)=pu(p-s)
=pn(p) s
=0(p) <s
X2)
p-0@)=p-pu)
=p<yp
elde edilir.
Simdi

(u,ids) : (Q,5,0) — (P.S,p)
p = ulp)=p
morfizminin rack ¢aprazlanmis modiil morfizmi oldugu gésterilecektir. Asagidaki diyagram

g0z oniine alinsin:

Q—2 -5
u idg
P S
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i) Her p € Q ve her s € S igin,

u(p-s)=p-s
u

olup etki korunur,

ii) Her p € Q igin,

olup diyagram degismelidir.

Boylece asagidaki diyagram elde edilir:

(Q. 8,0~ (P, 5, ) === (R, 5,)
Ayrica her p € Q) igin
(fu) (p) = [ (u(p))
= f(p)
=9(p)
=g (u(p))
= (gu) (p)

olup

(f, st) (u, st) = (g, st) (’LL, st)

oldugu goriiliir.

Simdi (T, S, 0) bir rack ¢aprazlanmig modiil ve
(v,idy) : (T,S,8) = (P, S, u)

morfizmi
(f.ids) (v,ids) = (g,ids) (v,ids)

esitligini saglayan bir rack ¢aprazlanmis modiil morfizmi olsun. Bu durumda her t € T ve

her s € S icin,
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i) v(t-s)=wv(t)- ids(s)
i) pv =1idgd

esitlikleri saglanir. Boylece
(u,ids) (¢,ids) = (v,ids)
olacak sekilde bir tek

(¢7 ZdG) : (Tv Sa 5) - (Q? S? a)
rack ¢aprazlanmis modiil morfizminin var oldugu gosterilmelidir.

(f.ids) (v,ids) = (g,ids) (v,ids)
oldugundan her t € T icin
fo(t) =gv(t)
olup v (t) € Q elde edilir. Bu durumda
(¢7 ZdS) . (Ta Sa 5) - (Q> S> a)
Eoe o) =u()

seklinde tamimlanabiliv. Simdi (¢,ids) morfizminin rack ¢aprazlanmis modiil morfizmi

oldugu gosterilmelidir. Asagidaki diyagrami goz éniine alinsin:

T—2 -8
@ l idg
Q—F—=>5

i) Hert € T ve her s € S igin,

G(t-s)=v(t-s)
(t) - ids (s)

¢ (t) - ids (s)

olup etki korunur,

ii) Her t € T igin,
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olup diyagram degismelidir.

Ayrica hert € T igin

olup

(u, st) ((b, st) = (’U, st)

elde edilir.

Son olarak (¢, ids) morfizminin tek oldugu gosterilecektir:
(¢,7 st) : (T7 57 5) — (Qa Sa a)
morfizmi, (@, idg) ile ayn ozellikte, yani,

(u,idg) (¢, ids) = (v,idg)

olacak sekilde bir rack ¢aprazlanmis modiil morfizmi olsun ve ¢ (t) = p seklinde

tamimlansin.

ug’ (t) = v (t) < u(p) = v ()
s p=uv(t)

olup
¢ (t)=p=9(t)

elde edilir. Bu durumda (¢, ids) rack ¢aprazlanmis modiil morfizmi bir tektir.

Sonug olarak (Q, (u,idg)) ikilisi ((f,ids), (g,ids)) morfizm ikilisinin esitleyicisidir

ve

(Q,5,0) ) (P S, ) =
A

(g,ids)
A(p,ids) %

(T,S,0)

diyagramu egsitleyici diyagramudir.
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6.6 Es-esitleyici Obje

Teorem 6.6 XRack/S kategorisinde her morfizm ikilisinin es-esitleyicisi vardr.

Ispat

iki rack ¢aprazlanmis modiil morfizmi olsun. ((f,ids),(g,ids)) morfizm ikilisinin

es-egsitleyicisi tamimlanacaktir:

(fids) 4
= (R, 5,)) ——(?)

(P,S, 1)

(g,ids)

p € P olmak iizere, N bagintist R tizerindeki

N={(f(),g9()|pe P} CRXR

seklinde tanimli en kiigiik kongriians bagintisi olsun.

Béylece R/ N boliim kiimesi olusturulabili. R/ N béliim kiimesinin
r] <[l =r<r]

seklinde tanimly ikili islem ile birlikte rack yapisi olusturdugu daha once gosterilmistir.

Simdi es-esitleyici obje adayi

Jd: RIN — S
] = O(r]) = A(r)
doniistimiiniin
R/N xS — R/N
(Ir,s) = [r]-s=1r-s

etkisiyle birlikte bir rack ¢aprazlianmis modiil oldugunu gosterilecektir.

Her [r],[r'] € R/N ves,s € S igin,



ii)

olup etki sartlar: saglanir.

Ayrica her [r],[r'] € R/N,

olup O déniistimii bir rack morfizmidir.
Son olarak her [r] ,[r'] € R/N ve s € S igin,

X1)
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X2)

r]- 0[] =[r]- A()

= |

=[r-A(r)]
=[r<r]
:[ !

"]

A(r
rl < r

olup rack ¢aprazlanmis modiil sartlar: saglanir.

Simdi,
(¢ids) = (R,S,A) — (R/N,S,0)
ro o= oq(r)=1[r]
morfizminin rack ¢aprazlanmis modiil morfizmi oldugu gésterilmelidir. Asagidaki diyagrami

g0z oOniine alinsin:

R—>* -5
q idg
R/N——S

i) Herr € Rve her s € S igin,

olup etki korunur,

ii) Her r € R icin,

olup diyagram degismelidir.

Ayrica her p € P i¢in

f ()] =1[9®)]=q(f()=0q(g)
= qf (p) = q9 (p)
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olup

(¢,ids) (f,ids) = (q,ids) (g, ids)

oldugu goriiliir.

Bu durumda

(fyids) i
(P.S.) === (R.8.0) ~" (R/N.S.0)
g,tas

diyagram elde edilir.

Simdi (W, S,w) bir rack ¢aprazlanmis modiil ve (v,ids) : (R,S,\) — (W, S, w)
morfizmi

(v,ids) (f,ids) = (v, ids) (g, ids)

esitligini saglayan bir rack ¢aprazlanmis modiil morfizmi olsun. Bu durumda her r € R ve

s € S icin,

i) v(r-s)=7(r) ids(s)
i) wy =idgsA

esitlikleri saglanir. Boylece
(p,ids) (q,ids) = (7, ids)
olacak sekilde bir tek
(,ids) : (R/N,S,0) = (W, S,w)

rack ¢aparzlanmis modiil morfizminin var oldugu gosterilmelidir. (p, idg) morfizmi

o ([r]) =~ (r)

seklinde tanimlansin.

H bagintisi
(rr) € H e y(r)=~(")

seklinde tanimli bir denklik bagintist olsun.
(7, ids) (f.ids) = (v,ids) (g,ids)

oldugundan her p € P i¢in
v (p) =9 (p)
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olup (f (p),g(p)) € H elde edilir.

N bagintis1 R iizerindeki en kiiciik denklik bagintisi oldugundan N C H olur. Béylece

r]=[']= (r,r") eN
= (r,r')e H
=7 (r) =~ (")

olup (p,idg) morfizmi iyi tanimhidir.

Simdi (@, idg) morfizminin rack ¢aprazlanmig modiil morfizmi oldugu gosterilecektir.

Asagidaki diyagrami goz éniine alinsin:

R/IN 2 -5
@ J/ids
W S

w

i) Her s € Sver] € R/N igin

olup etki korunur,

ii) Her [r] € R/N icin,

olup diyagram degismelidir.

Ayrica her r € R igin
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olup

(p,ids) (q,ids) = (7, ids)

elde edilir.

Son olarak (p, idg) morfizminin tek oldugu gosterilecektir.
(¢,ids) : (R/N,S,0) = (W, 5, w)
morfizmi, (¢, idg) ile ayni ozellikte, yani,
(¢',ids) (g, ids) = (7,ids)

olacak sekilde bir rack ¢aprazianmis modiil morfizmi olsun ve ' ([r]) = w seklinde

tamimlansin. Her r € R icin,

Plg(r) =7(r) = & (Ir]) =7 (r)
= w="(r)

olup
o ([r]) =w=7(r)=¢(r])

elde edilir. Bu durumda (p, ids) morfizmi bir tektir.

Baylece (R/N, (q,1dys)) ikilisi ((f,ids) , (g, ids)) morfizm ikilisinin es-esitleyicisidir

ve
(f.ids) i
(P,S, 1) ———= (R, S, \) —““*)_(R/N, S,0)
(9,ids)
(ysids) %mwm
Y
(W, S,w)

diyagrami es-esitleyici diyagramidir.
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7. RACKLARIN SERBEST CAPRAZLANMIS MODULU

Serbest ¢aprazlanmis modiil kavrami gruplar iizerinde ilk olarak Whitehead (1949)
tarafindan tanimlanmstir. Porter (1986), degismeli cebirler iizerinde indirgenmis (induced)
caprazlanmis modiillerin 6zel hali olarak serbest ¢aprazlanmis modiilleri tanimlamstir.
Gruboidler lizerinde serbest ¢aprazlanmis modiil tanimi ise ilk olarak Brown vd. (2011)
tarafindan verilmistir. Bu boliimde racklarin ¢aprazlanmis modiiller kategorisinde serbest

caprazlanmis modiil kavrami tanitilacaktir.

Tanim 7.1 X bir kiime ve R bir rack olmak iizere f : X — R bir fonksiyon olsun. Bu
durumda
i) v: X — & fonksiyonu verildiginde
f=0"

esitligi gecerli ise,

ii) herhangi bir 6 : S — R racklarin ¢aprazlanmis modiilii ve w : X — S fonksiyonu
dw = 0%

esitligini saglayacak sekilde verildiginde

diyagramini degismeli yapacak sekilde bir tek
0 & — S
racklarin ¢aprazlanmis modiil morfizmi varsa,
0:&—R

dontistimiine racklarin serbest ¢aprazlanmis modiilii denir.
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Teorem 7.1 X bir kiime ve R bir rack olmak iizere f : X — R bir fonksiyon olsun. Bu
durumda f : X — R fonksiyonu iizerinde,

0": & — R

racklarin serbest ¢aprazlanmis modiilii her zaman tanimlidur.

Ispat F (X x R), X x R kiimesi iizerindeki serbest grup olmak iizere,
E=(XxR)xF(X xR)

X X R iizerindeki serbest rack olsun. Her ((x,r), (2',a)), ((y,r"), (', B)) € E igin rack

islemi
(), () < (), 6 B) = (@), (@) ()7 () (0 8))
seklinde tanmimlansin.
E=(XxR)xF(X xR)
kiimesi serbest rack tammindan rack yapist olusturur.

Simdi her ((z,7), (2", ), ((y,7"), (v, 5)) € E ve q € R icin R rackinin E iizerine

etkisi

((2,7), (2", a)) g = ((x,r < q), (2", a < q))
seklinde tanimlansin. Bu durumda

0: E — R
((z,r), (@, @) = O((z,r), (@, a))=f(z) < f(z) <a

seklinde tanimlanan O doniisiimii Onerme 3.4 geregince bir rack morfizmidir. Ayrica her
((@,r), (@, ), ((y,7"), (¥, B)) € Eveq,q € Rigin

(w7 <q), (@, a<q) ¢

((z,(r<q) <q), (@, (a<q) <q))
=((z,(r<qd)<(g<q)), (@ (a<xqd)<(g<q)))
((z,(r<q)), (@ (a<q)) (¢<4q)

(((z,7r), (@) - ¢) - (¢ 9 q)
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ii)

((z,r), (¢, a)) < ((y

a=((@r N7 W) W.9) g
(mmq Pa<q) Y. 8<9) (5 99) (.8 <q))

r,r <q), (@0 <q) Ay, <q), (¥, 5 <q)

(
((z,r), (=" ) - q) < (((y, "), (v, 8)) - @)

(
(
olup etki sartlar: saglanir.

Ayrica ((z,r),(2',a)) € Eveq € R igin

X1) 0(((z,r), (2", @) - q) = 0 ((z,r Qq), («',a < q))
fl@) < f(@) <aaq
0

((z,7), (2", @) < g

elde edilir.

S herhangi bir rack ve 0 : E — S herhangi bir rack morfizmi i¢in

E*={((z,r),(«",a)) € E|0(((x,r), (=", 2)) - q) =0 ((z,7), (2", @)) - ¢, ¢ € R}

kiimesi E nin alt rackidir. Clinkii;

(1,1<4q),(1,1<24q)))
1,1),(1,1))

. 0 rack morfizmi)

olup ((1,1),(1,1)) € E* dir:

ii) Her ((z,7),(«',a)), ((y,7"), (v, B)) € E* ve g € Rigin

0 ((((z,r), (=" ) < ((, 7). (v, ) - q) =
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olup ((z,7), (', ) < ((y, "), (%, B)) € E* oldugu goriiliir.

iii) Her ((z,r),(2',a)),((y,7"),(y,B)) € Eveq € Rigin ((x,r),(z',a)) <
((ya 7“,) ) (yla ﬂ)) € B ve ((yﬂ”’) s (y’,ﬁ)) € E* iken

0 ((((ZL‘, T) ’ (xla a)) < ((ya T,) ) (y’, B))) ’ (]) =0 (((ZE, T) ) (ZE,, a)) < ((y7 T,) ) (y', 5))) g =
0 (((z,r), (@, a)) < ((y,r), (v, B) @) = (0 ((x,r), (2", )) Q0 ((y,7), (¢, 8))) - ¢ =
0(((z,7), (")) - @) QO (((y,7), (v, B)) - @) = 0 ((x,7), (", ) - QO ((y,7") . (¥, B)) - ¢ =

0 (((I’T) ) (Ilv a)) ’ Q) <0 ((ya T,) ) (ylu 6)) q = 0 ((ZE, T‘) ) (ZL',, Oé)) q < 0 ((yvrl> ) (y,wB)) q

oldugundan ((z,7), (2',«)) € E* oldugu goriiliir.

E* tizerindeki I bagintisini

((z,7), (@', ) ~ ((y,7'), (¢, B))
. B

buna denk olarak

(($’ ’l“) 5 ($/, Oé)) ~ ((yv T/) ) (g/, 5)) <~
((y,7), (v, B)) € Cekd ve (y, )" (y,7") (v, B) = (1,1)

olarak tamimlansin. Simdi bu I bagitisinin kongriians bagintist oldugu, yani,
(@), (@, a) ~ ((y,p), (¢, B)) ve (x1,1"), (2}, ') ~ ((y1,0), (1, 5))
iken
(((z, 1), (@', @) < ((21,7"), (27, )) ~ (((y.p) . (¥, B)) < ((y1,), (41, B)))

oldugu gosterilecektir.

(z.7), (", 0)) -0 (7). (. B) = (@), (@) (' 8) (1) (. 5))
('), (v, B)) € Cekd, (v,58) (y,7") (¢, 8) = (1,1)

(21,7, (5, 0)) -0 (0.p) w1 8)) = (@), (@5 @) W1 8) " (0,0) (81.8))
(1), (W1, 8)) € Cekd, (w1, 8) " (w1, 1) (w1, ) = (1,1)
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oldugu biliniyor. Bu durumda

(((z,7r), (2, @) < ((21,7), (2, 0))) - O (((y, "), (v, B)) < ((y, ), (w1, ) =
(((z,7), (2 @) < ((2r,7) s (25, @) -0 () (s B) (w1 8" () (41, 87))) =
(((z,7), (', @) < ((z1,77) s (1, 07))) - O ((y, 7). (¢, B)) =

(((z, ), (@', ) < ((21,7) , (27, ))) - fy) < f(y) <5 =

((z,7), (&, @) < ((21,77), (1, @)

(((z,7), (2, (21,7 (Y

((w,7), (@, @) (25, 0) 7 (") (2, 0)) < (g 7") S (0 8) (1, B (o) (91, B1) =
(1), (@, a) (2}, 0') " (21, 1") (24, 0) < ((.7"), (&, B)) =

((z,7), (@', @) (25, 0) " (20, 1") (25, 0) (', B) " (y.1") (¥, B)) =

((2,7), (@', @) (2h, )" (@1, 7") (2, @) =

((z,7), (@', ) < ((21,7") , (27, 0))

oldugu goriiliiv. Bu durumda
E=F"/I
boliim racki elde edilir. Boylece
J: £ >R
doniistimii O doniigiimiiniin indirgenmisi (induced) olup
0" ([(z,r), (2", )]) = 9 ((x,7) , (2", @)

seklinde tamimlanir. Bu durumda

XZ) ([(377 7a) ) (37/? O‘)]) 0" ([(ya 7"/) ) (y/a 6)]) = [

y.r') (', 8))]
z,r), (@, )] <[y, ), (¥, B)]

oldugu goriiliir. Boylece (€, R, 0%) racklarin ¢aprazlanmis modiilii elde edilir.

Son olarak serbest ¢aprazlanmis modiil icin evrensellik o6zelliginin saglandig

gosterilecektir:

i) v: X — S fonksiyonu verilsin ve her x € X igin

v(r) = [(z,1),(1,1)]
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seklinde tanimlansin. Bu durumda

=0

=f(z) < f(1)<

=f(z) (-f(1)=1)
olup

dv=f
elde edilir.
ii) 0 : S — R herhangi bir racklarin ¢caprazlanmis modiilii olmak iizere, w : X — S

fonksiyonu

dw = J0*v
esitligini saglayacak sekilde verilsin. Bu durumda
v = w

olacak sekilde bir tek
0* . £ — S

racklarin ¢aprazlanmis modiil morfizminin var oldugu gosterilecektir.

E bir serbest rack oldugunda serbest rack tanimi geregi

X% .9 (7.1)

4

o 9
diyagramini degismeli yapacak sekilde bir tek 6 : E — S rack morfizmi vardur.

Boylece 0* déniisiimii 0 ile tammli olup varligi ve tek oldugu agiktir. Ispat icin 6*

doniigiimiintin racklarin ¢aprazlanmis modiil morfizmi oldugunu gostermek yeterlidir.

Asagidaki diyagram géz oniinde bulundurulsun:

£ R

9* idp

N
-




i) Her [(x,7),(2/, )] € Eveq € Rigin

olup etki korunur.

ii) Her v € X igin

00*v (z) = dw (x)
= 0" (z)

oldugundan
00" = 0"

oldugu goriiliir. Boylece diyagram degismelidir.

Bu durumda

degismeli diyagrami elde edilir.
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Sonug olarak (£, R, 0%) racklarin ¢aprazlianmis modiilii f : X — R fonksiyonu

tizerindeki racklarin serbest ¢caprazlanmis modiiliidiir.



81

8. SONUC VE ONERILER

Bu tezde Rack ve XRack/S kategorisinde ¢arpim, eg-carpim, geri cekme, ileri itme,
esitleyici ve es-esitleyici gibi kategoriksel objeler elde edilmistir. Ayrica racklarin serbest

caprazlanmis modiilii tanimlanmistir.

Buradan yola c¢ikarak, grup iizerindeki caprazlanmis modiil kategorisi ile rack

tizerindeki ¢aprazlanmig modiil kategorisi arasindaki iligkinin varligi goriilmiistiir.

Bu tezde elde edilen tanim ve kavramlar, racklar iizerindeki farkli kategoriler ve
yapilar i¢in de ele alinabilir ve yeni ¢aligmalar ortaya ¢ikabilir. Bu hususta, gruplarin
caprazlanmis modiiller kategorisi i¢in literatiirde yer alan mevcut ¢aligmalar, yapilacak yeni
calismalar i¢in ipucu verip yol gdsterici olacaktir. Ornegin, racklarin serbest ¢aprazlanmis
modiil kavrami kullanilarak racklarin indirgenmis (induced) c¢aprazlanmis modiilii
olusturulabilir. Ayrica ¢aprazlanmis modiiller i¢in 6nemli bir yeri olan gdmme (embedding)

teoremi de incelenebilir.
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