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1. GIRIS

En az eylem ilkesi diger bir adiyla minimal eylem prensibi, mekanik sistemlerdeki
eylem kavramina varyasyon prensipleri uygulandiginda hareket denklemlerinin
bulunmasi esasina dayanir. Gorelilik teorisinde, goreli etkiler fiziksel olarak dahil
olduklar1 i¢in, klasik mekanik sistemlere gore farkli eylem fonksiyonlari
tamimlanmalidir. Bu prensip, Newton, Lagrange, Hamilton gorelilik prensiplerini ve
onlardan cikartilan hareket denklemlerini tiiretmek i¢in kullanilir. “En az” kavrami
¢oziimlerde iki nokta arasindaki yollardan; ¢evre yollara gére degisimin en az oldugu
yolu bulma probleminin irdelendigi durumlarda kullanilir (Feynmann vd, 1964). En
az eylem ilkesi ve varyasyon prensipleri, kuantum mekanigini de gelistirmis olan
doganin en kapsamli temel davranis yasalarini igerir (Feynmann, 1965). Bu prensip,
modern fizigin ve matematigin merkezinde yer almis ve gorelilik teorisi, kuantum
mekanigi ve kuantum alan teorisi gibi genel alanlarda etkin olarak kullanilmistir.
Ayrica modern matematikte, Morse teorisi ile iliskili ¢alismistir. Maupertuis prensibi
ve Hamilton prensibi de daha genel olan en az eylem ilkesinin birer alt 6rnekleridir.
Eylem prensibi, matematiksel olarak gelistirilmeden 6nce topografi ve optik gibi
alanlarda aslinda gozlemleniyordu. Antik misirda, ipler etkili sekilde gerilerek iki
nokta arasindaki mesafeyi Olgmekte kullaniliyordu. Ciinkii bu durumda ipler,
potansiyel enerjilerini en aza indirgeyecek sekilde davranis gosteriyorlardi. Ayrica,
1518in kinmmiminda da benzer davranis goziikmektedir. Isik, farkli indislere sahip
ortamlar boyunca ilerlerken farkli hizlara sahip olur ve bu farkli hizlarla kars1 bir
noktaya gitmek istediginde bunu miimkiin olabilecek en kisa yoldan yapar. Bu basit
prensibi, geometrik olarak ispatlarken rahatca gorelilik esaslari ve temel kuantum
mekanigi davraniglart gozlenebilir. Esasen, 1518in ve elektronlarin davraniglart bu
temel fiziksel yasanin uzay-zaman/egrisel geometrinin prensiplerinin bir sonucudur.
Gegmiste ise maddelerin yapmalar1 gereken isleri, en kisa yoldan yaptiklar1 temel
Oklid geometrisi gibi matematiksel yapilar1 kullanarak gozlenip gdsterilebiliyordu.
Genel olarak bilim insanlari, en az eylem ilkesinin ilk formiilasyonunu Pierre Louis
Maupertuis’e atfederler. (Maupertuis, 1744; Maupertuis, 1746). Ancak Euler bu
prensipten cesitli yayimlarinda bahsetmis ve Leibniz de bu tartigmalarda yer almigtir

(Euler, 1744). Bu prensibin daha iyi anlasilabilmesi i¢in kinetik enerji formiiliinden



faydalanilir. Kinetik enerji bir cismin hareketinden dolayi sahip oldugu enerjidir.
Dogrusal bir yoriingeye sahip olan bir cismin enerjisine 6teleme kinetik enerjisi,
dairesel yoriingeye sahip cisimlerin enerjisine donme kinetik enerjisi ve yiiksek (1s1k

hizina yakin) hizdaki cisimlerin kinetik enerjisine de goreli kinetik enerji denir.

Kinematik, hareketi ortaya ¢ikaran sebeplerin goz ardi edildigi ve hareketin
nasil gergeklestigini ele alan mekanigin bir dalidir. Bu nedenle kinematik genel
olarak hareketin geometrisi olarak adlandirilir. Hareket, bir cismin yer
degistirmesidir. Diger taraftan kinematigin en énemli kavramlar vektorel biiyiikliik
olan hiz ve ivmedir. Bu iki kavram hareketin daha iyi anlasilmasinda 6nemli rol
oynar. Kinematikte hareket noktalarinin sahip oldugu yoriinge egrilerinin agik veya
kapali olmasina gore agik hareket veya kapali hareket olarak adlandirilir. Bu nedenle
yoriinge egrilerinin alanlarinin hesab: ile ilgili birgok calisma vardir. Ornegin,
Steiner alan formiilii ve Holditch Teoremi verilebilir (Steiner, 1881; Holditch, 1858).
Bu calismalarda elde edilen sonuglar birgcok matematik¢inin ilgisini ¢ekmis ve ¢ok
sayida ¢alismaya esin kaynagi olmustur. Buna bagh olarak, H. R. Miiller kutupsal
atalet momenti ile yorlinge alam1 hesaplanmasi arasindaki iligskiyi incelemis ve
yorlinge alan formiiliinii genellestirmistir (Miiller, 1978). Tutar ve Kuruoglu bir
parametreli diizlemsel homotetik hareket i¢in kapali egrilerin yoriinge alan
formiiliinii ifade etmislerdir (Kuruoglu & Tutar, 1999). Diildiil kapali uzay egrileri
icin Holditch teoremini genellestirmistir (Diildiil vd, 2003). Yiice ve Kuruoglu
Steiner alan formiiliinii Holditch Teoreminde kullanmislardir (Kuruoglu & Yfice,
2007; Kuruoglu & Yiice, 2009). Diildiil ve Kuruoglu 1-parametreli kapali homotetik
hareket esnasinda kompleks diizlemin yoriinge egrilerinin Holditch tipi teorem igin
kutupsal atalet momentini hesaplamiglardir (Kuruoglu & Diildiil, 2008). Diildiil,
Yiice ve Kuruoglu Kapali diizlemsel homotetik hareket altinda zarf egrilerinin
kutupsal atalet momentini incelemislerdir (Diildiil vd, 2008). Diildiil, 1-paramereli
kapal1 diizlemsel homotetik uzay hareketinde, herhangi bir noktanin kapali yoriinge
egrisinin bir diizlem {izerine dik izdiisiim egrisinin kutupsal atalet momentini ve daha
sonra 3-parametreli homotetik uzay hareketinde noktalarin taradigi bélgenin hacmini
hesaplamistir. Boylece kutupsal atalet momenti ve hacim formiilii kullanilarak,
uzayda Holditch teoremine benzer sonuglar elde etmistir (Diildiil, 2004). Inan,

diizlemsel kinematikte homotetik hareketler altinda kapali yoriingeler ig¢in Steiner
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alan formiiliinii ve kutupsal atalet momentini incelemistir (Inan, 2015). Ayrica, 1-
parametreli kapali diizlemsel homotetik ve ters homotetik hareket i¢in kinetik enerji
formiilii Tutar ve Inan tarafindan ele alinmistir (Tutar & Inan, 2015a; Tutar & inan,
2015b). Diger taraftan Dathe ve Gezzi, insan yiiriiyiisii esnasinda diz ve kalga
eklemleri arasinda hareketli ve sabit sistemlerden olusan hareket i¢in Steiner alan
formiliinii ve kutupsal atalet momentini hesaplamis ve yoriinge alan formiilii ile
kutupsal atalet momenti arasinda iliski kurmustur (Dathe & Gezzi, 2012; Dathe &
Gezzi, 2014). Buna ek olarak diizlemsel kinematikte kinetik enerji formiiliinii
kullanarak minimal eylem prensibini incelemis ve karakteristik noktalarini
belirlemiglerdir. Uygulama olarak ise minimal eylemi insan yliriiyiis hareketi i¢in

incelemis ve deneysel sonuglarini elde etmislerdir (Dathe vd, 2015)

Bu ¢alismada ise, Dathe ve Gezzi tarafindan ifade edilen diizlemsel hareketler
icin en az eylem prensibi ve minimal eylem noktasi kavramlar1 ve kinetik enerji
formiilii kullanilarak, 1-parametreli kapali diizlemsel homotetik hareket ve ters
diizlemsel homotetik hareket i¢in en az eylem prensibi tanimlanmis ve karakteristik
noktalar bulunmustur. Ornek olarak elde edilen sonuglar ving hareketi kullanilarak
test edilmistir ve ving hareketinin kapali diizlemsel homotetik ve ters diizlemsel

homotetik hareketler altinda karakteristik noktalar1 belirtilmistir.

Ayrica 1-parametreli kapalt homotetik uzay hareketi altinda izdiisiim
egrisinin kinetik enerjisi incelenmis ve bir takim sonuglar elde edilmistir. Son olarak

izdlisiim egrisinin i¢in Holditch Teoremi ifade edilmistir.



2. GENEL BIiLGILER
Tanim 2.1.

A # @ bir ciimle ve V de K cismi lizerinde bir vektor uzayi olsun. Eger
fiAXA->V

fonksiyonu asagidaki 6zellikleri sagliyor ise A ya V vektor uzayi ile birlesen bir afin

uzay denir.

(Al).vP,Q,R € Ai¢in f(P,Q)+ f(Q,R) = f(P,R)

(A2). VP € Ave Va € Vigin f(P, Q) = a olacak sekilde bir tek Q € A noktasi vardir

(Hacisalihoglu, 1998).

Tanim 2.2.

V, n-boyutlu reel vektor uzayir ve A da Vile birlesen bir afin uzay olsun. Eger V' bir

i¢-carpim uzay1 ise A ya Oklid uzay1 denir ve E™ ile gosterilir (Hacisalihoglu, 1998).

Tanim 2.3.

Aq ve A,, sirast ile, V; ve V, vektor uzaylan ile birlesen afin uzaylar olmak tizere
f:A; = A, bir doniisiimii verilsin. P, Q € A, igin

YV =V,

PQ - ¢,(PQ) = f(P)F(Q)

bigiminde tanimlansin 1, doniigtimiine, f ile birlesen donlisiim ad1 verilir. Eger ¥,

doniistimii lineer ise f ye bir afin doniisiim ad1 verilir (Hacisalihoglu, 1998).

Tanim 2.4.

E} ve EZ, sirasiyla, Vyve V, n-boyutlu i¢ carpim uzaylari ile birlesen birer Oklid
uzay1 olsunlar. Bir

frET = E}
afin doniisimii Ve, f € V;i¢in

W (a), Y(a)) = (a, B)



olacak sekilde bir
YV =V,

lineer doniisiimii ile birlesiyorsa f ye bir izometri denir (Hacisalihoglu, 1998).

Tanim 2.5.

n-boyutlu bir E™ Oklid uzaymmn izometrilerinden biri f olsun. E™ deki bir
{x1, x5, ..., xp} dik koordinat sistemine gore f nin matrisel ifadesi A € O(n), yani

detA = +1 ve C € R™ olmak lzere
=06 310

formundadir. f ye E™ de bir hareket adi verilir.f hareketine, detA = 1 ise direkt
hareket, detA = —1 ise karsit hareket denir (Hacisalihoglu, 1998).

Tanim 2.6.

E™, n-boyutlu Oklid uzaymin bir f izometrisi i¢in f(0) = O olacak sekilde bir
0 € E™ noktast varsa f ye O noktasi etrafinda E™in bir donmesi adi verilir. Eger
hareket direkt hareket ise f ye direkt donme, karsit hareket ise karsit donme denir.

E™ de baslangig noktas1 O olan bir dik koordinat sistemi {x; x,, ..., x3} olsun.
f+E™ — E™ izometrisi O noktasi etrafindaki bir donme ise f nin bu dik koordinat
sistemine gore ifadesi x' = Ax

seklindedir. Burada A € O(n) ve x,x" € R} dir (Hacisalihoglu, 1998).

Tanim 2.7.

E™, n-boyutlu Oklid uzaymin bir f izometrisi ve VX € E™, icin f(X) =X +¢
olacak sekilde bir tek t = (tq, t,, ..., t,) € E™ noktasi varsa f ye E™in t ile belirtilen
bir 6telemesi denir.

E™ de baslangig noktasi O olan bir dik koordinat sistemi {x; x,, ..., x,,} olsun.
f:E™ = E™ izometrisi t = (t,t,, ..., t,) noktasi ile belli olan bir 6teleme olsun. f

nin bu dik koordinat sistemine gore ifadesi



1=15 3G

x'=x+t

veya

dir (Hacisalihoglu, 1998).

Tanim 2.8.

E hareketli diizleminin E’ sabit diizlemine gore hareketi B = E/E' ile gosterilmek
tizere, B hareketinin ¢ dénme agis1 ve u 6teleme vektoriiniin u,, u, bilesenleri

@ =@(t), uy =u(t), u, =u,(t) seklinde bir t reel parametresinin siirekli
diferensiyellenebilen fonksiyonu iseler B hareketine 1-parametreli diizlemsel hareket

denir.

Sekil 2.1. 1-Parametreli Diizlemsel Hareket

Tanim 2.9.

Uy, u, Ve @; bir t reel parametresinin siirekli diferensiyellenebilen fonksiyonlari
olmak tizere u; = uy(t), uy, = uy(t), @ = @(t) fonksiyonlar1 ayn1 t, <t <t
araliginda tanimlanmis olsun. Ayrica

e(t+T) =)+ 2nv



bagintilar1 saglanacak sekilde en kiigiik bir T > 0 sayis1 varsa, x' = x — u denklemi
ile tanimlanan harekete T periyotlu ve v donme sayili 1-parametreli kapali diizlemsel

hareket denir (Blaschke & Miiller, 1956).

Tanim 2.10.

n-boyutlu Oklid uzayinda bir cismin homotetik hareketi
x'l1 _[hA u][x
[1)=1% L
doniistimii ile ifade edilir. Burada A, nxn tipinde ortogonal bir matris, h = hl,, skaler

bir matris ve x, x’, u birer n x 1-tipinde matrislerdir (Blaschke & Miiller, 1956).

Tanim 2.11.

Uy, Uy, @ Ve h bir t reel parametresinin siirekli diferensiyellenebilen fonksiyonlari
olmak tizere u; = uq (t) , uy = uy(t), ¢ = @(t) ve h = h(t) fonksiyonlart ayni
to < t < t; araliginda tanimlanmis olsun.
Ayrica

{uj(t +T) = u;(t), j=1.2

p(t+T)=¢@(t) +2nv

bagmtilar1 saglanacak sekilde en kiiciik bir T > 0 sayis1 varsa, x' = hx —u
denklemi ile tanimlanan harekete T periyotlu ve v donme sayili 1-parametreli kapali

diizlemsel homotetik hareket denir (Blaschke & Miiller, 1956).
Tanim 2.12. (Diizlemsel Hareket I¢in Kapali Yoriingeler)

E Hareketli, E' sabit olmak tizere iki duzlemin koordinat sistemleri arasinda t-
parametreli B = E/E' direkt hareketi ele alinsin. Sistemlerin orijinleri sirasiyla
(0,0"), oteleme vektorleri 00" = U ve 0'0 = U’, donme agis1 a(t) olmak iizere

hareketli sisteme ait bir X noktasinin sabit siteme gore yoriingesi

X'(t) =R()X+U'(t) (2.1)



seklinde tanimlanir. Burada hareket, sabit ve hareketli sistem arasinda zaman bagh
bir doniisiim olarak disiinilebilir. X vektori zamandan yani t parametresinden

bagimsizdir.

(2.1) denkleminde a(t) toplam donme agisi, R(t) 2 X 2 tipinde donme
matrisi, U'(t) 6teleme vektoriine karsilik gelen 2 X 1 tipinde 6teleme matrisi olmak

tizere, (2.1) denklemi matris formunda

X0\ _ [cos(a(®) —sin(a(t))) X1\ (UL
(xé(t)) B (sin(a(t)) cos(a(t)) (xz) " (ué(t))

ve bilesen olarak ise

x1(6) = cos(a(t)) x; — sin(a(t)) x, + ui(t)
2.2)
x5 () = sin(a(t)) x; + cos(a(t)) x; + uj(t)

seklinde yazilir. (Dathe vd, 2015)
Tanim 2.13 (Diizlemsel Kinematik ve En Az Eylem Prensibi)

E/E' diizlemsel hareketinde, E hareketli diizlemine ait bir X noktasmin E' sabit

diizlemindeki X'(t) yoriinge egrisinin denklemi igin

X'(t) = R(X + U'(t)

yazilabilir. Bu denklem donme ve Otelemeden ibarettir. Burada ¢ zaman
parametresidir. Simdi bu sisteme en az eylem prensibini uygulayalim. Bu

sistemde m kiitleli bir noktanin X'(t) yoriinge egrisi i¢in, kinetik enerji formiilii
1
Fuin = 5m(¥' (©)) 23)

seklindedir. (2.3) denklemi hareketli sistemde baslangi¢ noktasinin segiminden

bagimsiz olup, hareketli sistemin segilen noktasina bagimlidir. Bu enerji,



tz 1 tz .
S = f Epin dt = > m(X'(t))? (2.4)
t

1 t1

denklemiyle verilir ve karakteristik fonksiyon veya enerji fonksiyoneli olarak
adlandirilir. m = 1 i¢in bu fonksiyonel

S = % Z(X'T(t)X’(t))dt (2.5)

seklinde ifade edilir.

En az eylem prensibi, S nin minimum olmasin1 gerektirir. Bunun i¢in &
varyasyonu gostermek iizere, 6S = 0 sarti saglanmalidir. Bu durumu saglayan
noktaya sabit nokta veya karakteristik nokta adi verilir. Hiz bir kuadratik form
oldugundan, S enerji fonksiyoneli de X noktasinda bir kuadratik formdur. Bundan

dolay1 X, noktasinin minimumu tek ve hareketli sistemin karakteristigi olacaktir.

Tanim 2.14. (Minimal Eylem Noktasi)

E/E' diizlemsel hareketinde minimal eylem noktasinin elde edilebilmesi i¢in E
hareketli diizleminin noktalarmin enerjisi hesaplanmalidir. Bu durumda (2.1)

denkleminin t zaman parametresine gore tiirevi alinirsa

X'®)=R®OX+U'(® (2.6)
elde edilir.

(2.6) denklemi (2.5) de yerine yazilirsa

t1
s = ] ATRET + 0@ (ROX +U'(D) de
ty
= f(XTR(t)TR(t)X +XTR(OTU'() + U'(O)TROX + U'(H)TU'())dt
= %XTXf o'(z(t)dt+Xf U’(t)TR(t)dt+%f U'(t)?dt 2.7)

bulunur. Diger taraftan I, 2x2 tipinde bir birim matris olmak {izere,
R(®)TR(t) = ROR®)T = Ia(t)?

oldugundan



25(X) = XX f N

ty ty 1

elde edilir.

Elde edilen bu denklem X noktasinin bilesenleri cinsinden yazilirsa,

t, t,
25(xy, %) = (xf +x3) | a*(O)dt+ | (@ ()* +u5()H)dt
tq tq

+2x, f (il (©)sina(t) + iy (D) cosa(t)) a(t)dt

1

+2xzf 2(—ui(t)cosa(t) —uy(t)sina(t))a(t)dt
t

1

olarak bulunur.

(2.8) denkleminde,

2
i-. =f a?(t)dt
t

1

ty
Ir = @@®)?*+u5)H)dt
21

L, = f 2(—111(t)sina(1:) + 15 (t)cosa(t)) a(t)dt
t

1

L, = f 2(—u1(t)cosa(t) —uy(t)sina(t))a(t)dt
t

1

esitlikleri yerlerine yazilirsa,

25()61, xZ) = (Xlz + x%)IR + IT + xllxl + lexz

denklemi elde edilir.

t, ) ts
a?(t)dt + 2 (Xf U’T(t)R(t)dt> + f U'(t)?dt
t

(2.8)

(2.9)

(2.10)

(2.11)

(2.12)

(2.13)

Eger (2.8) eylemi t zaman parametresine bagli olarak ifade edilirse (sabit ve

hareketli diizlemler arasindaki a donme agisiyla degil) arastirilan X, noktasinin

koordinatlar1 minmal eylem prensibi yardimiyla agagida belirtildigi gibi hesaplanir.

(2.7) denkleminin X e gore tiirevi alinirsa ,

tz

e = Xo J “@2(0)de + f U'(ORDde

1 1

_9(28)

0=——2
X

10

(2.14)



denkleminin ¢dziimiinden minimal eylem noktasi bulunur. Bu durumda minimal

eylem noktasi

0=

JL U @R@dr
INCEOL

(2.15)

olarak elde edilir. X, direkt hareketin bir karakteristik noktasidir. Karakteristik
noktayi bilesenler seklinde ifade etmek i¢in (2.8) denkleminin x; ve x, bilesenlerine

gore tiirevleri alinir ve diizenlenirse,

2S , ty t2
% = 2x; f a?(t)dt+ 2 | (—u(®)sina(t) + u,(t)cosa(t)) a(t)dt,

1 ty t1

(2.16)

ZS(xlyxZ) _ t2 .2 t2 .y .y , .
TR - 2x, | a“(t)dt+2 | (—up(t)cosa(t) —uy(t)sina(t))a(t)dt

2 ty ty

bulunur.

Hareketli diizlemin X noktasinin aksine X, karakteristik noktasi, integral

siirlarint temsil eden baslangic ve bitis zamanlar1 olan t; ve t, zamanlarinin bir

fonksiyonudur. (2.16) ve (2.14) den

250 x) _ 2x, f tzdz(t)dt +2 f tz(—u;(t)sma(t) + 1y (t)cosa(t)) a(t)dt = 0
axl t1 t1

25(x1,x7) tz . tz . . . .

“ox, = ZxZJt a?(t)dt + 2 : (=i (®)cosa(t) — wy(t)sina(t))a(t)dt = 0

denklem sistemi elde edilir. Bu denklem sisteminde (2.9), (2.11) ve (2.12) esitlikleri

yerlerine yazilirsa, karakteristik noktanin bilesenleri

B fttlz(—lli(t)sina(t) + 1, (t)cosa(t)) a(t)dt o
B [2 a2 ()t TR

X1

(2.17)

ff(—u;(t)cosa(t) -4y (Osina(@)a(de
2= fttf a2(t)dt T L

11



2
olarak elde edilir. Ayrica X, noktasinin minimal nokta olmasi i¢in % >0
Xo
olmalidir. O halde

0%S t2 5 1

— ==1 X t==1]

X237 ftl a“(t)d 5 Uk (2.18)
ifadesi her zaman sifirdan biiyiik oldugundan dolayi, X, bir karakteristik noktadir.

Karakteristik noktanin (2.17) de belirtilen bilesenleri (2.13) da yerlerine yazilirsa
2

Ix1 Ixz 2 le Ixz
25y(t1,tp) = <__1 ) +<__1 ) Ip+Ir =27 ey = 2721, (2.19
R R R R

elde edilir. Buradan da minimal eylemin denklemi

L2 (ty, t2) + L, 2 (t1, t5)
Ir(ty, t3)

25o(ty, tp) = Ir(ty, t3) — (2.20)

bulunur. (Dathe vd, 2015)

Tanim 2.15. (1-Parametreli Homotetik Uzay Hareketi)

3-boyutlu Oklid uzayinda sabit uzay E’ ve hareketli uzay E olsun. E uzaymin E’

uzayma gore 1-parametreli homotetik hareketi
X' =hAX +C

doniistimii ile tanimlanir. Burada X’ ve X, bir X € E noktasinin sirasiyla sabit ve
hareketli uzaylardaki siitun matrisleri olarak ifade edilen konum vektorleri; h
hareketin homotetik orani, A bir ortogonal matris ve C siitun matrisi de Oteleme
vektoriidiir. Ayrica h ile A ve C matrislerinin bilesenleri bir ¢t reel parametresinin
stirekli diferensiyellenebilir fonksiyonlaridir. t = 0 baglangig aninda E ve E’

uzaylarinin orijin noktalari ¢akigiktir, yani t = O igin h =1, A = I3 ve C = 0 dir.
Eger 1-parametreli homotetik uzay hareketinde,

h(t+T)=h(), A{+T)=A@{), C@t+T)=C(®)

12



esitliklerini gercekleyen bir T > 0 sayist varsa, harekete 1-parametreli kapali
homotetik uzay hareketi ve bu esitlikleri saglayan en kii¢iik T sayisina da hareketin

periyodu denir. (Blaschke & Miiller, 1956).
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3. BULGULAR

Bu calismada Dathe ve Gezzi tarafindan ifade edilen diizlemsel hareketler i¢in en az
eylem prensibi ve en az eylem noktasi kavramlari ve kinetik enerji formiilii
kullanilarak, 1-parametreli kapali diizlemsel homotetik hareket ve ters diizlemsel
homotetik hareket i¢cin en az eylem prensibi tanimlanmis ve karakteristik noktalar
bulunmustur. Ornek olarak elde edilen sonucglar ving hareketi kullanilarak test
edilmistir ve ving hareketinin kapali diizlemsel homotetik ve ters diizlemsel

homotetik hareketler altinda karakteristik noktalar1 ifade edilmistir.

3.1. Homotetik Diizlemsel Hareket ve En Az Eylem Prensibi

E hareketli, E' sabit olmak iizere iki diizlemin koordinat sistemleri arasinda t-
parametreli kapali diizlemsel homotetik hareketi ele alinsin. E hareketli diizleminin
E' sabit diizlemine gore hareketi B = E/E’ direkt hareketi olsun. Sistemlerin
orijinleri sirastyla (0,0"), 6teleme vektorleri (00" = U) ve (0’0 = U'"), toplam
donme agis1 a(t) olmak tizere, hareketli sisteme ait sabit bir X noktasinin sabit

sisteme gore yoriingesi
X'(t) =h()R(X + U'(t) (3.1)
olarak ifade edilir.

(3.1) denkleminde h, t reel parametresinin siirekli diferensiyellenebilir
fonksiyonudur. Hareket, sabit ve hareketli sistem arasinda zamana bagli doniisiim

olarak diistiniilebilir.

(3.1) denkleminde «a(t) toplam donme agisi, R(t) 2 X 2 tipinde donme
matrisi, U(t) ve U'(t) 6teleme vektorlerine karsilik gelen 2 X 1 tipinde matrisler, X’
sabit sisteme ait bir nokta ve X hareketli sisteme ait bir nokta olmak tizere,

ey — x{(t)) _ (u1(t)) ey — (ui(t)> _(a
0 = (500) VO = (y0) V'O = () 1= () v

_ (cos (a(t)) —sin (a(t))
RO = (sin (a(t)) cos (a(t)) )

ifadeleriyle birlikte matris formu

14



(Xi(t)) — R <cos(a(t)) — sin(a(t))) (xl) N (ul(t)>

x(0)) sin(a(t)) cos(a(t)) ) ¥z u, (1)

seklindedir.

Sirf 6teleme ve sirf donme durumlarindan kaginmak i¢in @ # 0, h = h(t) #

sabit kabul edilecektir. Ayrica 6teleme vektorleri arasinda
U'(t) =—R)U(t)
bagintis1 vardir. Bu bagint1 (3.1) esitliginde yerine yazilirsa yoriinge denklemi,
X'(®) =R®MMBOX -U®) 3.2)

olur. (3.2) hareketi bilesenler seklinde ifade edilirse, yani vektorlerin ifadesi yerine

yazilirsa,

x1 () = cos(a(®)) (R(O)x; — uy (£)) — sin(a(2)) (h(D)x; — up (1))
(3.3)
x5(t) = sin(a(t)) (h()x; — uy (£)) + cos(a(t)) (h(E)x; — uy(£))

olarak elde edilir.

Simdi diizlem kinematigine en az eylem prensibini uygulayalim.Bu sistemde

m kiitleli bir noktanin yoriingesi X' (t) olmak tizere kinetik enerji formiili,

B = 5m(X () @4

seklindedir.

(3.4) ifadesinde belirtilen enerji fonksiyonu, karakteristik fonksiyon veya
enerji fonksiyonu olarak adlandirilan
2

S = f ZEkin dt = % m(X'(t))? (3.5)

t1

hareketine karsilik gelir. m = 1 olmas1 durumunda fonksiyonel
1t . .
S = EJ (X' (OTX'())dt (3.6)
t

halini alir.
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En az eylem prensibi S = minimal olmasini gerektirir. Bunun igin, &
degisimi gostermek tlizere 6S = 0 durumu saglanmalidir. Bu durumu saglayan
noktaya sabit veya karakteristik nokta adi verilir. Hiz, kuadratik form oldugundan S
enerji fonksiyoneli de X noktasinda bir kuadratik formdur.Eylem hareketli diizlemin
X koordinatlariin bir fonksiyonudur. Bundan dolay1 X, notasinin minimumu tek ve

hareketli sistemin karakteristigi olacaktir.

3.1.2. Homotetik Hareket Icin Minimal Eylem Noktasi

Bu boliimde homotetik hareket i¢cin minimal eylem noktasini inceleyecegiz.

E/E' diizlemsel hareketinde minimal eylem noktasinin elde edilebilmesi i¢in
E hareketli diizleminin noktalarnin enerjisi hesaplanmalidir. Oyleyse (3.2)

denkleminin t parametresine gore tiirevi alinirsa
X'() = RO (ROX = U' () + R (R(OX = U’ (1)) (3.7)
elde edilir. Bilesen formunda ise,
x1(t) = —(h(t)x; — uy")sina(t)a(t) + (h(t)x; — 1, )cosa(t)

—(h(t)x, — u,)cosa(t)a(t) — (h(t)x, — 1, )sina(t)

(38)

x5 () = (h(t)x; — uy)cosa(t)a(t) + +(h(t)x; — 1, )sina(t)

—(h(t)x, — uy)sina(t)a(t) + (h(t)x, — 1, )cosa(t)

seklinde yazilir. (3.7) ifadesi (3.6) denkleminde yerine yazilirsa,
2500 Jtz {[R'(t)(h(t)x ~U'©) +ROGOX=0O1) 40 g
u ([ROMROX -U'©®) +REOGEX - U'(0)]
25(X) = f tz[(thTX —hX"U' = U'ThX + U'TU")1&?

1 +(hhXTX — RUXT + U'TU")I (3.10)

+(hhXTX — hXTU — U'"hX + U'TU")RTR
+(hhXTX — hXTU' — U'TU")RTR]dt

olur.
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(3.10) esitligi bilesen formunda ifade edilirse

t .
25(xy, %) = (x2+x2) | (h?a? +h?)dt
21

ity
+ | [@Wi+upa?+ws +w's + 2uiihd — 2upugalde
iy

ity

+2x, f [—huid? — hif — hiya + huja]dt
t1
t2 . .

+2x, f [—huyd? — huy — hitjd + hujd]dt

t

1

elde edilir.
(3.11) denkleminde,

Hg = jttz (n2a + i) at

1

t2
12 12 . ,’2 ,’2 oy, ro,r,
HT=f [(ul+u2)a2+u1+u2+2u1u2a—2u2u1a]dt

t

[
Hy, = f [—huy&® — hity — hityé + huyalde

t
ty , ,
Hy, = f [—huya® — hiy — hiyé + hujéde
t
esitlikleri yerlerine yazilirsa,
25(x1,%5) = (xf + x5)Hg + Hr + 2x1H,| + 2, H,,

seklinde elde edilir.

(3.11)

(3.12)

(3.13)

(3.14)

(3.15)

(3.16)

Eger (3.11) eylemi, t zaman parametresine bagli olarak ifade edilirse,

arastirilan X, noktasinin koordinatlari minimal eylem prensibi yardimiyla asagida

belirtildigi gibi hesaplanir.
(3.11) denkleminin X e gore tiirevi alinir ve sifira esitlenirse ,
_0(29)

0 ox 'Xo

17
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elde edilir. Bu esitligi saglayan noktalar karakteristik noktalardir. Karakteristik
noktayi bilesenleri seklinde elde etmek i¢in (3.13) denkleminin x;ve x, bilesenlerine

gore tlirevi alinir ve diizenlenirse,

2S(xq,x t2 )
250G %) _ 2x1f (h2a? + h?)dt
0x, t
(3.18)
tz . .
+2f [—huja? — hif — hiya + hujc]de
t1
2S(xq, x tz .
28Cx) (h?d? + h?)dt
0x; t
(3.19)

iy
+2f [—hubd? — A, — hijd + hujc]de
t

elde edilir.

Hareketli diizlemin X noktasinin aksine, X, noktasi integral siirlarini temsil
eden baslangi¢c ve bitis zamanlar1 olan t; ve t, zamanlarinin bir fonksiyonudur.
(3.18) ve (3.19) denklemleri sifira esitlenir ve (3.12), (3.13), (3.15) denklemleri

kullanilirsa karakteristik noktanin bilesenleri,

[2[—hufa? — Rty — hithé + hupd]dt _Hy,

tq
L . __ 3.20
' [ (h2a? + h2)dt A -
o [-husd® — bty — hi + huialde g, (3.21)
Xy = ; - |
? [ (h2a2 + h?)dt e
a%s

olarak bulunur. Ayrica X, noktasinin minimal nokta olmasi i¢in oz 0 olmalidir. O

halde

225 1 1
_— = 32 :—H 322
ax2 zlf“dt T (3:22)

ifadesi her zaman sifirdan biiylik oldugundan dolay1, X, bir karakteristik noktadir.

Karakteristik noktanin (3.19), (3.20) bilesenleri (3.16) da yerine yazilirsa
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H, \? H, \* H H
28o(ty, t,) = [(— H—x;) + (— ﬁ) ]HR +Hp —2—2H, —2—2H, (3.23)

bulunur.
Buradan da minimal eylem
Hxlz(tlﬁ ty) + szz(tp t)
Hg(tq, t3)

2So(ty,ty) = Hp(ty, tp) — (3.24)

olarak ifade edilir.

3.1.3. Ornek: Homotetik Cift Mafsal Hareketinin Karakteristik Noktalar

Simdi ¢alismamizda elde ettigimiz sonuglar1 destekleyen bir 6rnek olarak ¢ift mafsal
hareketini inceleyelim.

Ving hareketi, bir ¢ift mafsal hareketidir. Bu hareket, biri vincin sabit kolu
digeri hareketli kolu olmak iizere iki unsurdan meydana gelmektedir. Sabit sistemin
orijin noktasinda bir kontrol paneli oldugu diisiiniilebilir ve bu kontrol paneli
yardimiyla bu kolun uzatilip kisaltilabildigi varsayilabilir. Bu hareketin denklemi

asagidaki sekildeki gibi verilir.

XI
%
o

Sekil 3.1 Ving Hareketi

Ilk olarak direkt hareket igin hareketli sistemdeki sabit bir noktanin sabit
sisteme gore koordinatlar1 ifade edilsin. Sistemler arasindaki 6teleme vektorlerini
U'=0'0 ve U=00', toplam donme agis1 a =1 — k, homotetik oran h ve

hareketin donme matrisi
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_(cos (I(t) — k(t)) —sin (I(t) — k(1))
R® = (sin (1(t) = k(t)) cos (I(t) — k(1) ) (3.25)
olmak tiizere hareket,
X'(t) =h(t)R®)X + U'(t) (3.26)
seklindedir.
Sekil 3.1 deki oteleme vektorii U' = 00’ ile L uzunlugu arasindaki agi
incelendiginde,
v (Ur(®)Y _ (Leos(1(D))
v = (uZ(t)) a (Lsin(l(t))) (3.27)
bulunur. Ayrica U' = —RU esitligi goz Oniine alinirsa,
_ (uy(t)\ _ (—Lcos(1(t))

elde edilir. Bu durumda hareket denklemi,
X'(t) = R(ORB X — U(®) (3.29)

seklinde yazilabilir. (3.29) denkeminde (3.25), (3.28) esitlikleri yerlerine yazilir ve

hesaplanirsa,

x1(t) = cos(l(t) — k(t)) (h(t)x1 + Lcos(k)) — sin(l(t) — k(t))(h(t)xz + Lsin(k)),
(3.30)
x5(t) = sin(l(t) — k(t)) (h(t)x1 + Lcos(k)) + cos(l(t) — k(t))(h(t)x, + Lsin(k))

elde edilir.

(3.29) da elde edilen esitligin zamana bagli tiirevi alindiginda,

%1 = —(hxy + Leosk) sin(l — k) (I — k) + (hx, — Lsinkk) cos(l — k)
—(hx, + Lsink) cos(l — k) (i - k) + (hxz - Lcoskk) sin(l — k),
(3.31)
x5 = (hxy + Lcosk) cos(l — k) (i — k) + (flxl — Lsinkk) sin(l — k)
—(hx, + Lsink) sin(l — k) (i — k) + (hxz + Lcoskfc) cos(l — k)

elde edilir. (3.29) denkleminde elde edilen bilesenler yardimiyla daha once

bahsedilen kinetik enerji formiilii hesaplanirsa,
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285 = x4 f[Zthosk(i — fc)z — 2hL sinkk
—Zthoskk(i — fc) + 2hLsink(l — k)]dt
+x, f[Zthink(i — k)" — 2hL coskk (3:32)

—2hLsinkk(i — k) + 2hLcosk(l — k)]dt

+2(x + x5) f h2(l - fc)zdt + 17 fizdt

elde edilir. Kinetik enerji yardimiyla da karakteristik noktanin bilesen formu

asagidaki sekliyle bulunur:

J[2hLcosk(i — fc)z — 2hLsinkk — 2hLcoskk (i — I'c)' + 2hLsink(l — k)]dt
[ r2(i — k) dt

X1 = —

)

(3.33)

[[2hLsin(l - fc)z — 2hLcoskk — 2hLsinkk(l — fcj + 2hLcos(l — k)]dt
[r2(i— k) dt

Xy = —

3.2. Ters Homotetik Hareket ve En Az Eylem Prensibi
E hareketli, E’ sabit olmak iizere iki diizlemin koordinat sistemleri arasinda

X'(6) = h(ORM®X + U'(D

t-parametreli kapali diizlemsel homotetik hareketi diigiiniilsiin. E’ sabit diizleminin E
hareketli diizlemine gore hareketi E'/E ters hareketi olsun. Sistemlerin orijinleri
sirasiyla (0',0), oOteleme vektorleri 00" = U ve 0'0 = U’, donme matrisi R(t)
(dénme matrisi ortogonal bir matristir yani, R™* = RT dir), dénme acis1 a(t) olsun.

Sabit sisteme ait bir X' noktasinin hareketli bir sisteme goére yoriingesini

bulmak i¢in (3.2) esitliginden X c¢ekilirse,
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Xt)=—=[R@®OTX' +U[®)], h(t) # 0 (3.34)

1
h(t)
bulunur. Burada h, t-reel parametresinin siirekli diferensiyellenebilir fonksiyonudur.

Hareket, sabit ve hareketli sistem arasinda zamana bagli olarak distiniilebilir. X’

vektorii zamandan bagimsizdir. Ayrica 6teleme vektorleri arasinda

U(t) = —R®)TU'(t)

bagintis1 vardir. Bu baginti (3.34) esitliginde yerine yazilirsa ters hareket igin

yoriinge denklemi,

X(t)—E(R(t)) (X' =U'(t)), h(t)#0 (3.35)

halini alir.

(3.34) denklemi bilesenleri cinsinden ifade edilirse,

X1 (1) = o= [cos(a(t)) (x1 — u1 () + sin(a(t)) (xz — uz(1))]

h( )
(3.36)

1
X (1) = (o) [—sin(a(t))(x; —ui(t)) + cos(a(t))(x; — uz(t))]

seklinde yazilir.

3.2.1. Ters Homotetik Hareket I¢in Minimal Eylem Noktasi

Minimal eyleme sahip olan tek nokta X,’1 elde etmek icin hareketli diizlemin
noktalarinin eylemleri bir parametreli diizlemsel ters hareket icin hesaplanmalidir.
(3.35) denkleminin tiirevi alinirsa,

X© = (R©) (0 = U'©) + = (RO) 0'©®)  (337)

h(t) h( )
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olarak elde edilir. (3.37) ifadesini Karakteristik fonksiyon veya Enerji fonksiyonu

olarak adlandirilan,

28 = % f X (®OTX(t)dt (3.38)

t1

esitliginde yerine yazarsak bu durumda eylem,

52

25=%(X’ Uy +2-— (U (t)) JX —U'(®) +——=U'©)? (3.39)

hz()

olur. Bu ifade bilesenleri cinsinden ifade edilirse,

t 8
ZS:(X1+X Z)J< <h3 h2>dt

@? .. ]
t2|(u1+u2 F-I-ﬁ +ﬁ(u1 + u,
Rl
t

1

ta
{f
t

1 L

ta [
+x; J
t

1 L

;2
dt

a o ! ] . ! !
—2 n2 (=tqu; —uyu;) | (3.40)

h? dz @ Aol
-2 h“' 2 u1+2h2u2+2h3 dt

h? dz @ Aol
-2 h“‘ 7z u2+2h2u1+2h3 dt

seklinde yazilir. Eylemin katsayilar1 asagidaki sekilde belirtilirse,

h? @2

h? @2 1
B t (u’f +u'2 <ﬁ + ﬁ) + vz (W2 + uy?
Hy = J . dt (3.42)
t

~2 5 (s — u3)

_ tZl <h2 d2> a h l
H =f -2 up +2—=uy +2-—ug|dt (3.43)
X1 b ht ' 2 1 h2 2 h3
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_ le < 2 d2> @ h
H =.f 2|l—=+=u,+2=u; +2—=u,|dt (3.44)
X2 ” ht ' 2 2 h2 1 h3 2

bu katsayilarla birlikte (3.40) denklemi,
25(xq,x3) = (xf + x%)HR + HT + 2951[7x1 + zxzﬁx2 (3.45)

halini alir.

Elde edilen eylemi, t zaman skaleri ile parametrize edersek (sabit ve hareketli
diizlemler arasindaki a donme agisiyla degil), arastirilan karakteristik noktanin
koordinatlari, minimal eylem prensibinden faydalanilarak asagida belirtildigi gibi

hesaplanir. Eylemin X' e gore tiirevi hesaplanir ve sifira esitlenirse,
a2(25)

0 = W |X0’ (346)

elde edilir.
Bu esitligi saglayan noktalar karakteristik noktalardir. Karakteristik noktay1

bilesenleri seklinde ifade etmek igin x; Ve x; ye gore tiirevi alinirsa, bu durumda

25(x1,x3) , t2 h

(3.47)

28 (x1,x3) , 2 h
TIZXZJ; h2 dt+f u2+2h2u1+2h3u2 dt

elde edilir.

Hareketli diizlemin X' noktasimin aksine X; karakteristik noktasi, integral
siirlarin temsil eden baslangic ve bitis zamanlar1 olan t; ve t, zamanlarmin bir
fonksiyonudur. (3.47) da elde edilen bilesenler sifira esitlenirse, karakteristik

noktanin bilesenleri,
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- 5 . ,
f[ 2<%+Z—>u1+2%ug+2%ugldt _
X1
x1 = T = ——=
h? a2 Hg (3.48)
J <— + —) dt
h* " h
hZ @? ’ a ., h .1
fl 2<F+h—>u2+2ﬁu1+2ﬁuzldt sz
xZ = = — —
h? a2 Hg (3.49)
f (— + —) dt
h* " h
olur.
Eylemin X' e gore ikinci dereceden tiirevi alinirsa,
a25—11ft2'2tdt—1117 3.50
ax? 2 tl“() 2R (3

seklinde bulunur.
Burada ikinci tiirev her zaman sifirdan biiyiik oldugundan, karakteristik

noktanin (3.48) ve (3.49) bilesenleri (3.45) esitliginde yerine yazilirsa,

= 2 — 2 _ b
H, g\ |- - H, _ H, _
250(1:1, tZ) = <— HR1> + <_ H;) HR + HT - ZH_Rlel - 2 HRZ sz (351)
bulunur. Buradan da Minimal eylem,
. (t,ty) + H, 2 (t,, t5)
280(ty, ty) = Hy(ty, t;) ——2—— 2 2= (352)

Hp(ty,t,)

olarak elde edilir.

3.2.2. Ornek2: Ters Homotetik Hareket Icin Cift Mafsal Hareketinin
Karakteristik Noktalari

Ters hareket icin ving hareketi incelenirse ving hareketi iki sistemli bir ¢ift mentese
hareketine sahiptir. Bunlardan bir tanesi vincin sabit kolu, bir digeri ise vincin
hareketli koludur. Sabit sitemin orijin noktasinda bir kontrol paneli oldugu
diisiiniilebilir ve bu kontrol paneli yardimiyla bu kolun uzatilip kisaltildig:

varsayilabilir. Bu hareketin denklemi asagidaki sekliyle verilebilir.
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Sistemler arasindaki oteleme vektorleri U’ = 0’0 ve U = 00’, toplam donme

acist @ = | — k ve hareketin donme matrisi,

_(cos (I(t) = k(t)) —sin (I(t) — k(1))
R® = (sin (I(t) — k(t)) cos (I(t) — k(1)) )

olmak iizere ters homotetik hareket,

X = (R(t)) X' =U'(t) (3.53)

h(t)

seklindedir. Ters homotetik hareketin bilesenleri ise,

x,(t) = h( ) [cos(1(t) — k(®)) (x1 — Leosl(t)) + sin(L(t) — k(t)) (x5 — Lsinl(t))]
(3.54)
x,(t) = h( ) —— [=sin(1(t) — k() (x — Leosl(t)) + cos(1(t) — k(t)) (x5 — Lsinl(t))]

olarak ifade edilir. (3.54) esitliginde ifade edilen bilesenlerin zamana bagli yani t ye

bagli tiirevi alindiginda ,
X, = —% [cos(l — k)(x; — Lcosl) + sin (I — k)(x; — Lsinl)]

1 [sin(l — k) [-(l = k)(x1 — Lcosl) — Leosli]
h|+cos (1 — k)[(I — k) (xj — Lsinl) — Lsinli][
(3.55)
%, = === [sin(l — k) (Leosl — x}) + cos (I — k) (Lsinl — x3)]

1 [COSU — 1) [~(i - k) (x} — Leosl) — Leosli]
tl—sin(l - k)[(i - f()(xé — Lsinl) — Lsinll]

olarak elde edilir. Buradan (3.55) de elde edilen bilesenlerden faydalanarak kinetik
enerji
’ , hZ @2
28" = (x12 +X22)J (F-I-ﬁ) dt

2
+fl(u12+u§2 <F ) (u +u’22
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a
—2+3 (—tqu; + duy) + 23 ( ) — ugu;)l dt  (3.56)
d @? h
+xlf u1+2h2u2+2h3u1 dt
oz 022 h
+xzf u; — hz —u +2—= PE u, | dt

elde edilir. Kinetik enerji yardimiyla da karakteristik noktanin bilesen formu
asagidaki sekliyle bulunur,

(3.57)
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3.3. Izdiisiim Egrisinin Kinetik Enerjisi Uzerine

Bu boliimde 1-parametreli kapali homotetik uzay hareketi altinda izdlisim egrisinin
kinetik enerjisi incelenmis ve bazi sonuglar elde edilmistir. Son olarak izdiisim

egrisinin kinetik enerjisi i¢in Holditch Teoremi ifade edilmistir.

3.3.1.izdiisiim Egrisinin Kinetik Enerjisi

X, hareketli uzayda sabit bir nokta olsun. X noktasinin {0; e;, e,, e3} sistemine gore

koordinatlar1 x4, x,, x3 olmak {lizere

0X = x = x1e4 + xye5 + x3€3

yazilabilir.

!
00" = u = uqeq +uze, + uszes

ile ifade edilirse 1-parametreli kapali homotetik uzay hareketinde X noktasinin sabit

uzaydaki konum vektorii i¢in
x'=hx—u (3.58)
yazilir.

X € E sabit noktas1 hareket esnasinda sabit uzayda kapali bir (X) egrisi cizer.
Bu kapali egrinin sabit bir e’ birim vektorii dogrultusunda bir M diizlemi {izerine
izdiisimi yine bir kapali egridir (sekil 3.2). Bu egriyi (X™) ile ve X noktasinin
diizlem tizerine dik izdiisiim noktasin1 X" ile gosterelim ve. M diizlemi sabit uzayin

0’ baslangi¢ noktasindan gegsin.
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X)

Sekil 3.2. Uzay Egrisinin Bir Diizlem Uzerine Dik Izdiisiimii
Sekil 3.2. den
0'X = 0'X" + X"X
veya
x"=x"— (e, x")e
elde edilir. Bu son esitlikten
x™1% = llx'lI> = 2¢x", {e", x")e") + lI{e", x")e'II?
= [Ix'lI? — 2(e", x" e’ x") + (e', x)?[l¢'||?
= [Ix'lI? — 2(e", x")? + (e, x")
= lIX'lI?> — (e’, x")?
elde edilir. (3.59) un tiirevi alinirsa,
it =x"— (e, x")+ (e, x')e' — (e, x")é’
=x'— (e, x")e’

olur ve (3.61) esitliginin de normu alinirsa,

™17 = (12112 = 2¢x", (e’, %")e") + (&', &) [IX'II?

29
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= ||%'|I* — 2(x", e'e', ") + (e, x")?
= ||x']|? — (e’, x")? (3.62)
elde edilir.

(X™) kapali izdiisiim egrisinin O’ € E’ noktasina gore kinetik enerjisi
1 . 2

olup, burada integral kapali izdiisiim egrisi boyunca, yani 0’dan T’ye kadar

alinmaktadir. (3.62) esitligi (3.63) da yerine yazilir ve (3.58) gbz 6niine alinirsa,

B = 5 = 5 $ U117 — (¢!, 2) )
1 . .
_ Eyé(nhx — 4| — (', hx — w)P)dt
i l2 o . 115
_1}( A 2hz, ) + il ] ),
_—((e’, hx) —(e’, u))

1 ! 1fx||” = 2, ) + [ - h2<e',x>Zl "
[+2h(e’, x){e', 1) — (e’ 1)?

28 = f h2||x||2dt — f h2(e’, x)2dt
+ f(h(e’, x)e',u) — h(u,x))dt

n 3€ (lall? - (', wy2)de (3.64)

olarak bulunur. O orijin noktasinin ¢izdigi kapali yoriingenin P diizlemi iizerine dik

izdlisiim egrisinin kinetik enerjisi, (3.64) den
250 = $lall” - (') de (3.65)

olur.

30



3
— — 2
ae; =¢€', a; = a;(t), Zai =1
i=1

o

=1
seklinde ifade edilirse,

3

3
e, e i) — b ) = h Y |~ +a Y gty |x

i=1 j=1

ve

3

(e',x)? = Z ;X X;

ij=1

(3.66)

(3.67)

olarak bulunur. Bu durumda (3.65), (3.66) ve (3.67) esitlikleri (3.64) de yerine

yazilirsa,
3
2S = ||x|I? 3€ h? dt — 3€ h? Z a;a;x;x; | dt
i,j=1
3 3
+¢hz —l'li + aiZajiLj X dt + 250
i=1 j=1

elde edilir. Burada,
n= 3€ h%dt

O-ij = f flzaia]- dt

3

T; =%h —ul+a12a]uj dt

J=1

(3.68)

olmak iizere X € E sabit noktasinin kapali yoriinge egrisinin P diizlemi lizerine dik

izdiisim egrisinin Kinetik enerjisi
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3 3 3
25 =25, + aniz — Z 0 XX +Z T,X; (3.69)
i=1

ij=1 i=1

seklinde elde edilir. Elde edilen (3.69) denklemi, x; bilesenlerine gore kuadratik

formda bir denklem elde edilir. Béylece asagidaki teorem verilebilir.

Teorem 3.1.

Izdiisiim egrileri esit kinetik enerjiye sahip olan E hareketli uzaymin biitiin sabit

noktalar1 ayni kiire iizerinde bulunurlar.

n = jﬁ h2(t)dt

integralini ele alalim. Burada h?(t) fonksiyonu siirekli olacak sekilde secelim.

Integral hesabinin ortalama deger teoremine gore,

36 h2(t)dt = f R2(©dt = k2 (t)t], = h?(t)T (3.70)
0

olacak sekilde 3t, € [0, T] vardir. Hareketli koordinat sistemini i # j icin o0;; = 0

olacak secildigi takdirde,

T
Oii = f hzaiz dt = f hzaiz dt = hzaiztlz
0
integraline ortalama deger teoremi uygulanirsa,
bii = hz(tl)alz(tl)T,l =1,2,3 (371)

esitligini saglayan t; € [0, T] bulunabilir. Bu durumda (3.69) esitliginden,

3 3 3
25 = 25, + h? (tO)TZ x? — Z h% (t)a?(t;) Tx? + Z TX;
i=1 i=1 i=1
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TiX; (372)

-
I} w
=

3
=25, +T ) (R¥(tg) = k2 (t)a? () 7 +
i=1

elde edilir. Ayrica

oldugundan, Vt € [0,T] i¢in
a’(t) <1
olur. Ayrica (3.69) esitliginin her iki tarafi A2(t)T ile carpilirsa
h2(t)a? ()T < h*(H)T

elde edilir ve esitligin her iki tarafinin integrali alinirsa,

T T
f h%(t)a?(t)Tdt < f h2(t)Tdt
0 0

olacagindan,
h?(t)af (6T < h* ()T
veya T > 0 oldugundan,
h? (t)af (t)T < h?(t) (3.73)

olarak elde edilir. A%(t) fonksiyonun [0, T] kapal araligindaki en biiyiik degerinin L
olsun. Bu durumda, Vt € [0, T] igin,

0<h?(t) <L
olup
0<h?(t)<L i=123
olarak yazilabilir. Dolayisiyla a?(t) < 1 oldugundan,

0 < h%(t)a?(t) <L
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olur. (3.73) denklemi g6z oniine alinirsa,
0 < h%(ty) — h%(t)af(t;) < B
elde edilir. A2(t) fonksiyonu [0, T] araliginda siirekli oldugundan
h?(to) — R (t)af(t) = h*(ti), i = 1,23
olacak sekilde t;; € [0, T] bulunabilir. O halde

3 3
> (k20 - 2 @ad ) ¥ = ) 2 (t)x? (374
i=1 i=1
olur. 0 < h%(t) < L oldugundan
0 < h%(ty)x? < Lx?,
0 < h%(tyy)x2 < Lx%
0 < h?(tz3)x% < Lx3
yazilabilir. Bu ifadeler taraf tarafa toplanirsa,
0 < A2(ty)x? + h%(ty)x% + A?(t33)x2 < L(x? + x2 + x2)

elde edilir.

0< h2(ty)x? + h2(ty5)x3 + hz(t33)x§ <
- (x% + x% + x2

veya

h2(ty1)x? + h2(ty;)x% + hz(t33)x§
(xf + x5 +x5)

= h2(t,) (3.75)

olacak sekilde 3t, € [0, T] bulunur. Bu durumda

3 3
D R ta? =hA () ) x?
i=1 i=1

olur ve, (3.74) esitliginden faydalanilarak,
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3

> (W) - R (el () <2 —hz(t4)z (3.76)

i=1

elde edilir. (3.76) esitligi (3.72) de yerine yazildiginda 1-parametreli kapali uzay
hareketlerinde, hareketli uzayda alinan sabit bir noktanin kapali yoriinge egrisinin M

diizlemi {izerine dik izdiisiim egrisinin kinetik enerjisi,

%i (3.77)

=1 i=1

S=S,+= ThZ(t4

'Mw

olarak ifade edilir.
3.3.2. Izdiisiim Egrisinin Kinetik Enerjisi Icin Holditch Tipi Teorem

Hareketli uzaydan segilen farkli iki sabit nokta X,Y ve bu noktalari birlestiren dogru

pargasi tizerinde diger bir nokta Z olsun. Bu durumda,
zi=Axi+puy;, A+pu=1 (3.78)
yazilabilir. Z noktasinin yoriinge egrisinin kinetik enerjisi (3.77) den

FUEL P @79

i=1 i=1

Mw

S, =So+= Th (t)

olarak ifade edilir. (3.78) ifadesi, (3.79) de yerine yazilir ve gerekli diizenlemeler

yapilirsa

25, = 250 + Th*(ta) ) (i + 1y)* + ) cixi + )

i=1 i=1

3 3
= 25, + A2 <Th2 (ta) z xf) +2Au (Thz (ta) Z xl-yi)
i=1 i=1
3 3 3
+u? (Tflz(t4,) Z ylz) + lz Cix; + #Z CiYi
i=1 i=1 i=1
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3

3
= 25, + A2 <ZSX — 28, — Z cixl-) + 2u (Thz (ts) Z xl-yi)
i=1

i=1

3 3 3
+u? (ZSY — 25y — Z Ci}’i> + ﬂz Cix; + llz CiYi
i=1 i=1 i=1

i=

3
= 2228y + u?2Sy + 25,(1 — 22 — u?) + 2Au (Thz(t4)z xiyi>

i=1
3 3
+(A—22) Z cix; + (u—p?) Z CiYi
i=1 i=1

3
= 1228y + pu?2Sy + 4SoAu + 2Au (Thz (ts) Z xiyl-)

=1

3
+/1.Uz ¢i(x; + yi)
i=1

3
= A22Sx + p?2Sy + 22u <250 + Th?(t,) z xi)’i)

=1

3
+/1ﬂz ¢i(x; +yi)
i=1

Sy = A2Sy + 2AuSxy + u?Sy (3.80)
elde edilir.
(3.80) de
1 ° 1%
Sxy = Syx = So + EThZ(tz;) Z Xy + ZZ ci(x; +yi). (3.81)
i=1 i=1

X ve Y noktalarinin yoriinge egrilerinin izdiisiim egrilerinin karisik Kinetik
enerjisidir.

Oyleyse,
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3 3
2Sy — 4Syy + 28y = 25, + Th?(t,) Z x? + Z CiX;

i=1 i=1

3 3
—4S, — Th%(t,) Z XiVi — Z ci(x; +y;)
i=1 i=1
3 3
428, + Th(t,) Z yZ + Z ;Y
i=1 i=1

3
= TRA(t,) ) G = v
i=1

olacagindan X ve Y noktalari arasi uzaklik d,, ile gosterilirse,
ZSX o 4SXY + ZSY — Thz (t4,)dxy2

elde edilir. Boylece,
1 : 2
SXY = E (SX + SY o Th (t4)dxy ) (382)

olur. (3.82) esitligi (3.80) de yerine yazilir ve karigik kinetik enerji ifadesi olan Syy

ifadesi yok edilirse,

SZ = AZSX + ZAILLSY + HZSY
1 .
= 125y + 2Au > (Sx + Sy — Th2(t)dy %) + u2Sy

= (2 + 40)Sx + (u® + Sy — AUTH? (t4) dyy”
olarak elde edilir ve buradan,
(A2 + Ap) = A, (u? + Ap) = u esitlikleri kullanilirsa,
Sz = ASx + uSy — AUTh?(ty)d,,* (3.83)
bulunur.
X,Y,Z dogrudas ii¢ nokta oldugundan,

dyz +dzy = dxy
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olup,

dzy b dyz a
A:—:—, ‘u=—=—
dyy d dyy d

olarak secilirse, (3.82) esitliginden,

1 . ba
SZ = E{bSX + aSY} - Thz(t4_)aad2
veya
1 .
SZ = E{bSX + aSY} - Thz (t4)ab (384)

olarak ifade edilir.

E deki sabit X ve Y noktalar1 1-parametreli kapali homotetik hareket boyunca ayni
egriyi ¢izdiklerinden Sy = Sy olacagindan, (3.80) esitliginden

SX > SZ = Thz(t4)ab
seklinde ifade edilir. Bu durumda izdiisiim egrisinin kinetik enerjisi i¢in Holditch-tipi

Teorem asagidaki gibi verilebilir,

Teorem.3.2

Sabit uzunluklu bir dogru parcasinin X ve Y ug¢ noktalar: 1-parametreli kapali uzay
hareketinde ayni kapali uzay egrisini ¢izerse, bu egri ile dogru pargasi {izerindeki

diger bir Z noktasinin ¢izdigi egrinin izdiisiim egrisinin kinetik enerjisi arasinda
Sy — S, = Th%(t,)ab (3.85)
bagintis1 vardir.

Ayni1 dogru tizerinde bulunan iki nokta yerine dogrudas olmayan ii¢ nokta

alarak sonucumuzu genisletelim.
x1 = (), % = i), z3=(2) i =123

noktalar1 E hareketli uzayinda dogrudas olmayan sabit {i¢ nokta olsun. Bu ii¢

noktanin tanimladig: diizlem tizerindeki bir Q = (g;) noktasi igin
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CIi = /11x,: + /12yi + /1321', Al + ).2 +).3 = 1

yazilabilir. Bu durumda,

3 3
28y = 28y + Th2(t,) Z q; + z ciq;
i=1 i=1

3
= 250 + ThZ (t4) Z(l‘{lxi + Azyl’ + ).321')2

=1

3
£ Gl + Ly + A32)

=1

3
= 25, + Th™(t) ) [ + 92 + 232)]

=1

3
TR (64) ) 20 Aoy + Madsizi + A Asyizi)

=1

3 3 3

+4 z cix; + 1, Z Ciyi + A3 z CiZ;

i=1 i=1 i=1

3 3
= 25, + 22Th2(t,) Z X2 + A2Th2(t,) Z y?
i=1 i=1
3
+A3Th%(t,) Z z?
i=1

3 3
+2/11/12Th2(t4) z XiYi + 2/’{21371;12(1:4) z ViZ;
i=3 i=3

3 3 3
+2/11/13Th2(t4) Z XiZ; + /11 Z CiX;i + /12 Z CiYyi
i=3 i=1 i=1
3
+13 Z CiZ;
i=1
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3 3
= ZSO + /1% (ZSXl - 250 - Z cixi> + /1% (25)(2 - 250 - Z Ciyi)

i=1 i=1

3 3
+A2 (25X3 — 25, — Z cizi) + 22,4, TR2(t,) Z %93
i=3

i=1
3 3
+2/1213T]:l2(t4) Z ViZ; + 2).1/1371]:12(1'4_) Z XiZ;
i=3 i=3

3 3 3

—A7 Z cix; — 5 Z ciyi — 25 Z CiZ;

i=1 =1 i=1

3 3
+21,,Th2(t,) z x;V; + 22,43 Th?(t,) z y:2;
i=3 i=3

3
+211&3T}.l2 (t4,) Z XiZi
i=3

3 3 3

+4 Z cix; + 1, Z Ciyi + A3 z CiZ;

=1 =1 i=1

= 2/1%5)(1 + ZA%SXZ + ZA§SX3 + 450(/1112 + /1213 + 11/13)

3 3
+(4 —29) z cix; + (A, — 23) Z CiYi
i=1 =1

3 3
+2).112Th2(t4) Z XiYi + 2).213Th2(t4) Z ViZi
i=3 i=3

3
+2/11/13Th2 (t4) Z XiZ;

i=3

40



== 2/1%5)(1 + ZA%SXZ + 21%5)(3 + 4‘50(/1112 + /1213 + 11/13)

3 3
+(2.(1-2p) z cixi + (A,(1 = 1) Z CiYi
i=1 i=1
3
+(23(1 = 23)) Z CiZ
i=1
3 3
+2/1112T]:l2(t4) Z XiYi + 2).2/1371]:12(1'4_) Z ViZ;
i=3 i=3

3
+21113T}.l2 (t4,) Z XiZi

=3

= 2/1%5)(1 + ZA%SXZ + 21%5)(3 + 450(/’{112 + /’{213 + 1113)

3 3
+(/11(/12 + /13)) 2 Cix; + (/12(/11 + /13)) z CiYi
i=1 i=1

3
+(A3 (Al + 12)) z Ciz;
i=1

3 3
+21112Til2 (t4,) Z XiYi + ZAZA3 Th2 (t4_) Z ViZi

i=3 =3
3
+21113Th2(t4) Z XiZji
i=3
= ZA%SXl + ZA%SXZ + ZA%SX3 + 450(1112 + 12/’{3 + /’{1/’13)

3 3
+ (A1, + 4143) 2 cix; + (A1 + A343) Z CiY;

=1 =1

3
+ah + 1) ) ez

=1
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3 3
+21112T}‘12 (t4) Z XiYi + 2/12/13Th2 (t4) Z YiZ;

=3 =3

3
+211}.3T"‘12 (t4) Z XiZ;i

=3

= ZA%SXI + ZA%SXZ + 2}.:2))5)(3 + 450(}.1&2 + Azﬂg + 1113)

3 3
+(4:1;) Z cix; + (A4143) Z CiX;
i=1 i=1
3 3
+(A244) Z ciyi +(A243) Z CiYi
i=1 i=1
3 3
+(A341) Z cizi + (A34;) Z CiZ;
i=1 i=1
3 3
+22,2,Th%(t,) Z x;y; + 2A,A3Th%(t,) Z V%
i=3 i=3

3
+211&3T}.l2 (t4,) Z XiZ;

=3

= 224y, + 2258y, + 2455y,

3 3
. 1
+21112 250 + Th2 (t4_) z XiYi + EZ ci(xi + yl)}
i=1 i=1

3 3
. 1
+21113 ZSO + Th2 (t4,) z XiZ; + EZ Ci (.X'i + Zi)
i=1 i=1

3 3
. 1
+24,2312S0 + Th?(t4) Z Yizi + EZ ci(vi +z)
i=1 i=1

olup (3.81) kullanilirsa,

elde edilir.
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Bu son esitlikte (3.82) kullanilirsa,

SQ = A%SX]_ + A%SXZ + A§SX3
1 - ,
+22;1, 5{5x1 + Sx, — Th*(t4)d},x, }
1 - ,
+21; 25 5{5x1 + Sx, — Th*(t4)d},x,}

+22,25 %{sz + Sx, — Th?(t4)d2,,,}
= (A + 24, + 11 23)Sx, + (A5 + 444, + 2,23) Sy,
+(43 + 2143 + 2,43) Sy,
—Th?(t){M 202 , + M A3d2 ., + AA3d2 .}
ve ; + A, + 43 = 1 oldugundan

SQ N AlsXI + /125)(2 + A3SX3

—Th?(t){M 2202, + M A3d2 5, + AyA3d2 .} (3.87)
seklinde ifade edilir.
X
Qs
Q2
X, 0 ® X,

Sekil 3.3. Hareketli uzayda sabit liggen

Sekil 3.3. de Q; = (q4;) noktasini ele alalm. X,, Q;, X3 noktalar1 ayn1 dogru

tizerinde oldugundan

G1i = $11Yi + $122i, $11 ¢ =1 (3.88)
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ve Q4, Q, X; noktalar1 dogrudas oldugundan

q; = §1391i + $14%i, $13t &4 =1 (3.89)
yazilabilir.
_dox, £, = dx,q, £, = dox, £, = do,q
11 = yS12 = 5 »$13 = 5 »S14 =
dXz 3 dX2X3 dQ1X1 dQ1X1
olup (3.88) denklemi (3.89) de yerine yazilirsa
qi = $13(§11Yi + &122) + E1ax;
= &14%; + 811813V + $128132;
bulunur. Bu durumda,
do,o do,x; dox dy,o, dox
/1129(14:—1,122511513: = 1'/13:’512513:# :
dQ1X1 dX2X3 dQ1X1 dX2X3 dQ1X1

elde edilir. Benzer sekilde Q, = (q,;) noktasin1 géz 6niine alalim. X3, Q,, X;

noktalar1 dogrudas oldugundan

G2i = $212Zi +$22%;, $o1+ 82 =1 (3.90)
ve Q,, Q, X, noktalar1 dogrudas oldugundan,

qi = $2392i + $24Yi) $a3+8a=1 (3.91)

yazilabilir. Burada

dx,q, _ dox,

_ dQ2X1 _
621 - d ’522 - d )

do,0
$24 =7 : (3.92)
Q2X>

523

szxz

olup (3.90) denklmei (3.91) de yerine yazilirsa

q; = §23(8212; + &22x1) + 24
= &oaYi T 216232 + 228023
bulunur. Bu durumda,

1 = _ 900 ox, 5 o o0 5 _ _ do,x, dox,
1 — 522523 - d d y /L2 — $24 — y A3 = 621623 - d d
X3X1 YQ2X2 X3X1 “Q2X>

elde edilir.

Simdi ise Q3 = (q3;) noktasini goz oniline alalim. X;, @3, X, noktalari

dogrudas oldugundan
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3i = $31%; + $320 $31 82 =1 (3.93)
ve @3, Q, X5 noktalar1 dogrudas oldugundan

q; = $33q3; + $342;, $33+ 834 =1 (3.94)

yazilabilir. Burada

d Q3X3 dX1Q3 dQXs Eaq = dQ3Q
34 —

533 -5

dQ3X3

631 - 532 -

dX1X2 dX1X2

olup, (3.93) ifadesi (3.94) de yerine yazilirsa,

qi = &33(&31%; + &3214) + €342
= &342; + §31833%; + $32833Y;
bulunur ve

do,x, dox dx, o, dox do;0
A =¢&31833 = TRy Ay = 832833 = : 3—3,/13 =634 = 2

dX1X2 dQ3X3 dX1X2 dQ3X3 dQ3X3
elde edilir.
Boylece elde edilen A4, A,, A3 degerleri
= oo _ Lxjodxie; _ dxyodxio; (3.95)

dXiQi dedeXkXi kadeXin
seklinde yazilabilir. (3.87) esitliginde, (3.95) kullanilirsa (3.81) ifadesinin bir

genellestirmesi olarak

doo, dx.o
So =) 228 ~ThA () ) |2 koX.dXiQk
dXiQi Xka g

elde edilir. Eger X;, X,, X3 noktalar1 ayn1 kapali uzay egrisini ¢izerse,

v, — So = Th? (t4)z l d;(k;l dowr,dxios (3.96)
k¢k

bulunur. Boylece asagidaki teorem verilebilir.
Teorem 3.3.

R hareketli uzayinda kose noktalar1 X;, X, ve X5 olan bir tiggen ele alindiginda, bu
liggenin kose noktalar1 E' sabit uzayinda ayn yoriinge egrisine sahip olacak sekilde

hareket ettirilirse X;, X,, X3 noktalarinin tanimladig1 diizleme ait sabit bir Q noktasi
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diger bir kapali uzay egrisi ¢izer. Bu yoriinge egrilerinin sabit uzaydaki bir diizlem
tizerine dik izdiisiim egrilerinin kinetik enerjileri arasindaki fark, hareketli liggenin

noktalarinin uzakliklarina ve hareketin h homotetik oranina baghdir.
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5. SONUC VE ONERILER

Sonug olarak bu ¢alismada Dathe ve Gezzi’nin tarafindan diizlemsel hareketler icin
ifade edilen en az eylem prensibi, 1-parametreli diizlemsel homotetik hareketler i¢in
ifade edilmistir. Bulunan sonuglar ving hareketi i¢in test edilmistir. Diger taraftan
Diildil tarafindan 1-parametreli diizlemsel homotetik hareket icin verilen bir uzay
egrisinin izdiisiimiiniin kinetik enerjisi ifade edilmistir. Izdiisiim egrisinin kinetik
enerjisi kavrami yardimiyla Holditch Tipi teorem ifade ve ispat edilmistir.

Elde edilen sonuclar, kavramlar ileride ters homotetik haraket ve diger

haraket tiirleri altinda incelenebilir.
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