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ÖZET

4-BOYUTLU YARI-R·IEMANN UZAYINDA E¼GR·ILER

Bu çal¬̧sma beş bölümden oluşmaktad¬r.
Birinci bölüm giri̧s olarak düzenlenmi̧stir.
·Ikinci bölümde IR4 de timelike pseudo-null e¼griler hakk¬nda bilgiler ve
rilmi̧s ve bu çal¬̧smada gerekli olan baz¬ temel tan¬mlar ele al¬nm¬̧st¬r.
Üçüncü bölümde, IR4 de timelike pseudo-null e¼griler için Bertrand e¼grileri

ele al¬nd¬, bu e¼grilerin baz¬ özellikleri incelenmi̧stir.
Dördüncü bölümde, IR4 de timelike pseudo-null e¼griler için helis olma

durumu incelendi.
Beşinci bölümde, IR4 de timelike pseudo-null e¼grilerin ak¬̧slar¬ hakk¬nda

bilgi verilmi̧stir.

Anahtar Kelimeler: yar¬-Riemann uzay¬, timelike pseudo-null e¼griler,
Bertrand e¼griler, helisler
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SUMMARY

CURVES ·IN 4-D·IMENSIONAL SEM·I-RIEAMANN SPACES

This study consists of the …ve chapters.
In section 1 introducation is given.
In Section 2, some information about the historical development of IR4

timelike pseudo-null space and fundamental de…nitions and theorems which
are necessary are to be introduced in this study, respectively.

In Section 3, Bertrand curves of IR4 timelike pseudo null spaces and
some properties of this spaces are reseached.

In Section 4, Helices of IR4 timelike pseudo null spaces are investigeted
In Section 5, ‡ows of curves in IR4 semi-Rieamann space is illustrated.

Keywords: semi-Riemannian space,timelike pseudo null curves,Bertrand
Curves, Helices
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SEMBOLLER L·ISTES·I

Bu çal¬̧sma boyunca kullan¬lacak olan baz¬ semboller a̧sa¼g¬da verilmi̧stir.

 : Do¼gal say¬lar cümlesi
 : Reel say¬lar cümlesi
4

2 : 4 - Boyutlu yar¬-Riemann Uzay
   : Yar¬-Riemann iç çarp¬m
 : te¼get vektör
1 : 1.normal vektör
2 : 2.normal vektör
3 : 3.normal vektör
(  ) : Bertrand e¼gri çifti
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1 . G·IR·IŞ

E¼griler teorisi Diferensiyel ggeometrinin temel yap¬ taşlar¬ndan biridir.
Birçok bilim dal¬ ile olan ilgisi nedeniyle diferensiyel geometrinin de en önemli
çal¬̧sma alanlar¬ndan biridir. Diferensiyel denklemlerin çözümlerinin bir e¼gri
oldu¼gu düşünülürse e¼griler teorisinin anlam¬ daha da artmaktad¬r. Ayr¬ca
ekonomide say¬sal verilerin e¼griler sayesinde yorumland¬¼g¬, kalp gra…sinde
e¼grinin davran¬̧s¬ bizim için önemli ipuçlar¬n¬ vermektedir. Di¼ger taraftan
e¼grilerin diferensiyel geometrik özelliklerini ve onlar¬n çeşitli matematiksel
yap¬larla olan ili̧skilerini incelemek son derece önemlidir.

Diferensiyel geometriciler Öklid uzay¬nda e¼griler teorisinin en ince de-
tay¬na kadar inerek, involut-evolut e¼grileri, Betrand e¼grileri, Mannheim e¼gri-
leri, e¼grilerin daha başka karakterizasyonlar¬n¬ incelemi̧slerdir. Son y¬llar¬nda
Lorentz (Minkowski) ve Semi-Rieman manifoldlar¬n¬n çal¬̧s¬lmas¬ diferensiyel
geometriye farkl¬ bak¬̧s aç¬lar¬n¬ katm¬̧st¬r. Diferansiyel geometrinin di¼ger
bilim dallar¬yla ba¼glant¬s¬n¬ kuran ve uygulama alan¬n¬ oluşturan sahas¬ Semi-
Riemann iç çarp¬m uzay¬d¬r. Semi- Riemann uzay¬nda iç çarp¬m¬n farkl¬ ol-
mas¬ geometrik yap¬lar¬n de¼gi̧smesine ve önemli sonuçlar ortaya ç¬kmas¬na
olanak sa¼glamaktad¬r. Özellikle bu uzaylarda e¼gri tan¬m¬ Öklid uzay¬ndan
çok daha ilginç olup üç şekilde adland¬r¬lm¬̧st¬r.Time-like, space-like ve null
e¼gri olarak s¬n¬‡and¬r¬lan bu e¼griler Öklid uzay¬ e¼griler ile benzer ve farkl¬ yön-
lere sahiptirler. Baz¬ geometriciler time-like e¼grileri için involut-evolut e¼gri-
leri, Bertrand e¼grileri, Mannheim e¼grileri ve karakterizasyonlar¬ çal¬̧s¬rken,
baz¬ geometriciler benzer çal¬̧smalar¬ space-like e¼grilere uyarlam¬̧slard¬r. Fakat
null e¼griler farkl¬ bir yap¬ya sahip oldu¼gundan bunlar için baz¬ karakterizasy-
onlar¬ elde etmek kolay olmam¬̧st¬r. Buna ra¼gmen baz¬ özel durumlar alt¬nda
çok özel teoriler ifade ve ispat edilmi̧stir.

Pseudo-null e¼griler tanjant e¼grileri null olan fakat kendisi null ol-
mayan e¼gri-lerdir. Pseudo-null e¼grilerin diferansiyel geometrisi üzerine matem-
atikte bir çok başar¬l¬ sonuç elde edilmi̧stir. Pseudo-null helis, pseudo-null
Mannheim e¼grisi ve pseudo-null oskülatör e¼grileri örnek olarak verilebilir.
Bunlara ilave olarak pseudo-null e¼grilerinin involüt ve evalütleri üzerine çal¬̧s-
malar incelenmi̧stir ve Minkowski 3-uzay¬ içindeki pseudonull e¼grilerinin in-
volütünün olmad¬¼g¬ ispatlanm¬̧st¬r.

Ayr¬ca singülerite teorisinin odak noktalar¬ndan pseudo-null e¼grileri
hakk¬nda birçok makale vard¬r. Di¼ger taraftan [1,2,3,4,5 ] yazarlar¬ pseudo-
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null e¼grilerine katk¬ sa¼glam¬̧st¬r. Örne¼gin yaln¬z iki e¼grilik ile pseudo-null
e¼grilerinin Frenet eşitlikleri elde edilir ve sabit e¼grilik ile tümü s¬n¬‡and¬r¬l¬r.
Bunun yan¬nda singüleriteye dair semi-Riemann uzay içindeki e¼griler üz-
erinde geni̧s çapl¬ başar¬l¬ çal¬̧smalar vard¬r.[ 6 ] da IR4 içinde pseudonull
e¼grilerinin null koni Gaussian yüzeyleri ve null hyper yüzeyleri üzerinde
çal¬̧smalar yap¬lm¬̧st¬r. IR4 ve Minkowski space time aras¬nda baz¬ farkl¬l¬k-
lar vard¬r. Örnek olarak timelike pseudo-null e¼griler boyunca null koninin
görünüşü verilebilir.

Biz bu çal¬̧smada IR4 yar¬-Riemann uzay¬nda timelike pseudo-null e¼griler
ve bu e¼grilerin Frenet frame denklemlerini inceledik. Bu e¼griler için çeşitli
Bertrand e¼gri tiplerini inceleyerek yeni karakterizasyonlar elde ettik. Daha
sonra timelike pseudo-null e¼grilerin helis olma özellikleri ve ak¬̧slar¬ hakk¬nda
baz¬ teoremler ifade ve ispat edildi.
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2. BÖLÜM
2. TEMEL KAVRAMLAR

2.1.Yar¬-Riemann Uzaylar

Tan¬m 2.1.1 (Simetrik bilineer form)
 bir vektör uzay¬ olsun.
h  i :  £  ! IR dönüşümü 8 a,b 2 IR ve 8 u,v,w2  için
i) h i = h i (Simetri özelli¼gi)
ii) h+  i =  h i +  hi (Bilineerlik özelli¼gi)

özelliklerine sahip ise h  i dönüşümüne  vektör uzay¬ üzerinde bir
simetrik bilineer form denir [7].

Tan¬m 2.1.2
 bir vektör uzay¬ olmak üzere h  i :  £  ! IR dönüşümü  üzerinde

simetrik bilineer form olsun.
i) h  i nin non-dejenere olmas¬ için gerek ve yeter şart 8 2  ve bir

 2  için h i = 0 iken  = 0
ii) h  i nin dejenere olmas¬ için gerek ve yeter şart 8 2  ve bir  2 

için h i = 0 iken  6= 0 olmas¬d¬r [9].

Tan¬m 2.1.3
 vektör uzay¬ üzerinde bir simetrik bilineer form h  iolsun.
i) 8 2  ve  6= 0 için h i  0 ise h  i simetrik bilineer formuna

pozitif tan¬ml¬,
ii) 8 2  ve  6= 0 için h i  0 ise h  i simetrik bilineer formuna

negatif tan¬ml¬
iii) 8 2  ve  6= 0 için h i ¸ 0 ise h  i simetrik bilineer formuna

yar¬ pozitif tan¬ml¬,
iv) 8 2  ve  6= 0 için h i · 0 ise h  i simetrik bilineer formuna

yar¬ negatif tan¬ml¬ denir [9].

Tan¬m 2.1.4 (Simetrik bilineer formun indeksi)
h  i   vektör uzay¬ üzerinde simetrik bilineer form ve  da  nin bir

alt uzay¬ olsun. h  i nin  üzerindeki k¬s¬tlanm¬̧s¬ h  ij olmak üzere

h  ij :  £ ! IR
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negatif tan¬ml¬ olacak şekilde en büyük boyutlu alt uzay¬n¬n boyutuna
h  i simetrik bilineer formun indeksi denir ve  ile gösterilir.  indeks olmak
üzere 0 ·  ·  dir [9].

Tan¬m 2.1.5 (Metrik tensör)
 diferansiyellenebilir bir manifold olsun.  üzerinde simetrik, bilineer,

non-dejenere ve sabit indeksli (0 2)¡tipinden h  i tensör alan¬na metrik
tensör denir [9].

Tan¬m 2.1.6 (Yar¬ -Riemann Metrik,Yar¬-Riemann Uzay)
IR4 4-boyutlu Öklid uzay¬ üzerinde =(1 234) 

 = (123 4) 2 IR4 ve 0 ·  · 4 olmak üzere

h  i : IR4 £ IR4 ! IR

öyle ki

(  )! h  i = ¡11 ¡ 22 + 33 + 44

şeklinde tan¬mlanan 2 - indeksli metrik tensöre yar¬-Riemann metrik, bu
metri¼gin tan¬mlanmas¬ ile elde edilen

¡
IR4 h  i

¢
ikilisine yar¬ -Riemann uzay

denir ve IR4 ile gösterilir [8 9].

Tan¬m 2.1.7( Spacelike, Timelike, Lightlike(Null) vektör)
 = (1 234) 2 IR4 olsun. E¼ger
i) hi  0 veya  = 0 ise  e spacelike vektör,
ii) hi  0 ise  e timelike vektör,
iii) hi = 0 ve  6= 0 ise  e lightlike(null) vektör denir [9].

Tan¬m 2.1.8
 IR nin aç¬k bir aral¬¼g¬ olmak üzere  :  ! IR4 şeklinde 1 s¬n¬f¬ndan

diferansiyellenebilir  dönüşümüne bir e¼gri ad¬ verilir [9].

Tan¬m 2.1.9
 2 IR4 yar¬ öklidyen uzay¬nda bir e¼gri olsun. Böylece  e¼grisinin h¬z

vektörü 
0
olmak üzere

i)
­

0
 

0®
 0 ise  spacelike e¼gri,

ii)
­

0
 

0®
 0 ise  timelike e¼gri,

iii)
­

0
 

0®
= 0 ise  null e¼gri

olarak adland¬r¬l¬r [8 9].
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Tan¬m 2.1.10
IR4 de bir  vektörünün normu

kk =
p
jh ij

ile tan¬mlan¬r [9].
2.2 Timelike Pseudo-null E¼griler

Tan¬m 2.2.1  :  ! IR4  yay parametresi ile parametrelendirilmi̧s
birim timelike e¼gri olsun. E¼ger 00 () null vektör ise  e¼grisi timelike pseudo-
null e¼gri olarak adland¬r¬l¬r.

Böylece timelike pseudo-null e¼grisi için

8 2  ½ R için h0 ()  0 ()i = ¡1
ve 00 () 6= 0 olmak üzere

­
0 ()  

00
()
®
= 0 d¬r.[6]

Tan¬m 2.2.2  parametresi taraf¬ndan parametrize edilen birim h¬zl¬
timelike pseudo-null e¼grisi  :  ! IR4 olsun.
Bu taktirde e¼gri h0 ()  0 ()i = ¡1 ve 00 () null vektördür. Bu durumda
R4
2 nin  = f ()  1 ()  2 ()  3 ()g null çat¬s¬ vard¬r. Bu null çat¬

h1 ()  1 ()i = h2 ()  2 ()i = h1 ()  3 ()i = h2 ()  3 ()i = 0

h1 ()  2 ()i =
1

2
 h3 ()  3 ()i = 1 h ()   ()i = ¡1 (2.2.1)

h ()  1 ()i = h ()  2 ()i = h ()  3 ()i = 0

özelliklerini sa¼glar.

E¼ger h1 ()  2 ()i =
1

2
oldu¼gu göz önüne al¬n¬rsa  çat¬s¬ ile ilgili

 n¬n Frenet formülleri
0 () = 1 ()

01 () = 1 ()1 () + 2 ()3 ()

02 () =
1

2
 ()¡ 1 ()2 () + 3 ()3 () (2.2.2)

03 () = ¡23 ()1 ()¡ 22 ()2 ()

5



eşitlliklerini sa¼glar [6]. Burada 1 () = 0 olarak al¬n¬rsa

3 () =
(3) ()°°(3) ()

°°

olarak elde edilir. Ayr¬ca farkl¬ durumlar için  n¬n farkl¬ null çat¬s¬ oluştu-
rulmuştur. E¼ger 2 () sabit ise 

00
()  (3) ()  (4) () vektörlerinin hepsi

ayn¬ yönlü null vektörler olurlar. Bunun anlam¬ ise 00 () düzgün lightlike
do¼grusu oldu¼gudur.
Genelli¼gi bozmadan (3) () ve (4) () ün null vektör olmad¬¼g¬ düşünülürse­
(3) ()  (4) ()

®
6= 0 oldu¼gundan 2 () sabit de¼gildir. Bu taktirde

 () =





1 () = 00 () 

2 () = ¡
­
(4) (4)

®

4 h(3) (3)i2

Ã
00 + 2

­
(3) (3)

®

h(4) (4)i 
(4)

!
() 

ve

3 () =

­
(3) (4)

®

h(3) (3)i
3
2

Ã
00 +

­
(3) (3)

®

h(3) (4)i 
(3)

!
()

olarak ifade edilir. Burada

1 () = ¡
­
(4) (4)

®

2 h(3) (3)i2

*
(3)

Ã
00 + 2

­
(3) (3)

®

h(4) (4)i 
(4)

!+
()

ve

2 () =

­
(3) (4)

®

h(3) (3)i
3
2

*
3

Ã
00 +

­
(3) (3)

®
­
(3) (4)

®(3)
!+

()

ve

3 () =

­
(3) 4

®

h(3) (3)i
3
2

*
02

Ã
00 +

­
(3) (3)

®

h(3) 4i 
3

!+
()

dir [6] 
Tan¬m 2.2.3  :  ½  ! IR4   :  ½  ! IR4 diferensiyellenebilir
iki Frenet e¼grisi verilsin. 8 2  için
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 : ! 

 =  () 
 ()


6= 0

diferensiyellenebilir regüler dönüşümü mevcuttur. Öyleki (   ) e¼gri çiftinin
 alt¬nda s¬ras¬yla  () ve  () =  ( ()) noktalar¬nda normalleri lineer
ba¼g¬ml¬ ise (   ) e¼gri çifti Bertrand e¼gri çifti olarak adland¬r¬l¬r [10].

Tan¬m 2.2.4
 :  ½  ! IR4   :  ½  ! IR4 diferensiyellenebilir iki Frenet

e¼grisi ve  :  !  diferensiyellenebilir regüler bir dönüşüm olsun öyleki
8 2  için  n¬n () noktas¬na  n¬n bir  () =  ( ()) noktas¬ karş¬l¬k
getirsin. E¼ger her 8 2  için,  e¼grisinin () noktas¬ndaki (13) normal
düzlemi ile  n¬n bu noktaya karş¬l¬k gelen  () noktas¬ndaki (13) normal
düzlemi çak¬̧s¬ksa  e¼grisine bir (13)¡ Bertrand e¼grisi ve  e¼grisine de 
e¼grisinin (13)¡ Bertrand eşlenik e¼grisi denir.

Bu çal¬̧sma boyunca (13)¡tipinden Bertrand e¼grisi ile söylenmek iste-
nilen (13)¡ Bertrand eşlenik e¼gri çiftine sahip e¼griler olacakt¬r.

E¼ger f ()  1 ()  2 ()  3 ()g ;  nin Frenet çat¬s¬  bir (13)- Bertrand

e¼grisi ise bu taktirde

 () =  () +  ()1 () +  ()3 () (2.2.3)

şeklindedir. Burada  () ve  ();  üzerinde 1 fonksiyondur [10].

Tan¬m 2.2.5  :  ½  ! IR4   :  ½  ! IR4 diferensiyellenebilir
iki Frenet e¼grisi ve  : !  diferensiyellenebilir regüler bir dönüşüm olsun
öyleki 8 2  için  n¬n () noktas¬na  n¬n bir  () =  ( ()) noktas¬
karş¬l¬k getirsin. E¼ger her 8 2  için,  e¼grisinin () noktas¬ndaki (23)
normal düzlemi ile  n¬n bu noktaya karş¬l¬k gelen  () noktas¬ndaki (23)
normal düzlemi çak¬̧s¬ksa  e¼grisine bir (23)¡ Bertrand e¼grisi ve  e¼grisine
de  e¼grisinin (23)¡ Bertrand eşlenik e¼grisi denir.

Bu çal¬̧sma boyunca (23)¡tipinden Bertrand e¼grisi ile söylenmek iste-
nilen (23)¡ Bertrand eşlenik e¼gri çiftine sahip e¼griler olacakt¬r.

E¼ger f ()  1 ()  2 ()  3 ()g ;  nin Frenet çat¬s¬  bir (23)¡ tipin-
den Bertrand e¼grisi ise bu taktirde

 () =  () +  ()2 () +  ()3 () (2.2.4)
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yaz¬labilir. Burada  () ve  ();  üzerinde 1 fonksiyondur [10].

Tan¬m 2.2.6  :  ½  ! IR4   :  ½ ! IR4 diferensiyellenebilir
iki Frenet e¼grisi ve  : !  diferensiyellenebilir regüler bir dönüşüm olsun
öyleki 8 2  için  n¬n () noktas¬na  n¬n bir  () =  ( ()) noktas¬
karş¬l¬k getirsin. E¼ger her 8 2  için,  e¼grisinin () noktas¬ndaki (12)
normal düzlemi ile  n¬n bu noktaya karş¬l¬k gelen  () noktas¬ndaki (12)
normal düzlemi çak¬̧s¬ksa  e¼grisine bir (12)¡ Bertrand e¼grisi ve  e¼grisine
de  e¼grisinin (12)¡ Bertrand eşlenik e¼grisi denir.

Bu çal¬̧sma boyunca (12)¡tipinden Bertrand e¼grisi ile söylenmek iste-
nilen (12)¡ Bertrand eşlenik e¼gri çiftine sahip e¼griler olacakt¬r.

E¼ger f ()  1 ()  2 ()  3 ()g ;  nin Frenet çat¬s¬  bir (12)-tipinden
Bertrand e¼grisi ise bu taktirde

 () =  () +  ()1 () +  ()2 () (2.2.5)

yaz¬labilir.Burada  () ve  ();  üzerinde 1 fonksiyondur [10] 
Tan¬m 2.2.7

 :  ¡! IR4 ye timelike pseudo-null e¼gri olsun.Bu e¼grinin te¼get do¼grul-
tusu sabit bir do¼grultu ile sabit aç¬ yap¬yor ise  ya bir helis (genel helis)
denir.

 n¬n bir helis olmas¬ için gerek ve yeter şart

1 ()

2 ()
= 

olmas¬d¬r. Burada 1 ()   n¬n birinci e¼grili¼gi, 2 () ikinci e¼grili¼gidir [1] 
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3. IR4 YARI-R·IEMANN UZAYINDA BERTRAND E¼GR·I
ÇEŞ·ITLER·I

Bu bölümde IR4 yar¬-Riemann uzay¬nda Bertrand e¼gri tipleri incelen-
mi̧stir.

3.1 IR4 de Bertrand E¼griler

Teorem 3.1.1  : L! IR4 e¼grisi sabit olmayan 1() ve 2() e¼griliklerine
sahip olan timelike pseudo-null e¼gri olsun.  timelike pseudo null e¼grisi
Bertrand e¼gri çiftine sahip de¼gildir.

·Ispat : Kabul edelim ki  timelike pseudo-null Bertrand e¼gri çiftine sahip

ve  nin Bertrand e¼gri çifti  :L! IR4 olsun.  : L!L  = ()
()


6= 0

regüler bir dönüşüm  ve  nin yay parametresi s¬ras¬ ile  ve  olmak üzere
( ) Bertrand e¼gri çifti için

() = () +()1() (3.1.1)

yaz¬labilir.();  üzerinde 1 fonksiyondur.(3.1.1) ifadesinin  ye göre
türevi al¬n¬rsa


0
()

()


j=()= 

0
() +

0
()1 () + ()

0

1 ()

veya Frenet denklemleri kullan¬l¬rsa


0
() ¹ ( ()) =  () +

0
()1 () + () (1 () 1 () + 2 ()3 ())

veya düzenlenirse


0
() ¹ ( ()) =  () + 1 ()

³

0
() + () 1 ()

´
+ 3 () () 2 ()

(3.1.2)
elde edilir.  bir Bertrand e¼grisi oldu¼gundan

1 ( ()) =  1 () (3.1.3)

dir.Burada  6= 0 bir sabittir. (312) ve(313) ifadeleri iç çarp¬ma tabi
tutulursa

0 =
D

0
() ¹ ( ())  1 ( ())

E
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olup
h ()  1 ()i = 0 h1 ()1 ()i = 0 h3 ()  1 ()i = 0

ifadeleri kullan¬l¬rsa 0 = 0 bulunur O halde  ve  lineer ba¼g¬ms¬z oldu¼gu
sonucuna var¬l¬r. Bu durumda kabulümüz yanl¬̧s olup; bu da  nin bir
Bertrand e¼gri çiftine sahip olmad¬¼g¬ anlam¬na gelir.

Teorem 3.1.2  : L! IR4 e¼grisi s¬f¬rdan farkl¬ 1() 2() 3() e¼grilik-
lerine sahip olan timelike pseudo null e¼gri olsun.  timeklike pseudo null
e¼grisi Bertrand e¼gri çiftine sahip de¼gildir.

·Ispat : Kabul edelim ki  timeklike pseudo-null e¼grisi Bertrand e¼gri çiftine
sahip ve  nin Bertrand e¼gri çifti  : L ! IR4 olsun.  : L!L  = ()
()


6= 0 regüler bir dönüşüm  ve  nin yay parametresi s¬ras¬ ile  ve 

olmak üzere ( ) Bertrand e¼gri çifti için

() = () +()1() (3.1.4)

yaz¬labilir. Burada  () ;  üzerinde 1 fonksiyondur. (3.1.4) ifadesinin 
ye göre türevi al¬n¬rsa


0
()

()


j=()= 

0
() +

0
()1 () + ()

0

1 ()

ve Frenet denklemleri kullan¬l¬rsa


0
() ¹ ( ()) =  () +

0
()1 () + () (1 () 1 () + 2 ()3 ())

veya


0
() ¹ ( ()) =  () + 1 ()

³

0
() + () 1 ()

´
+ 3 () () 2 ()

(3.1.5)
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(315) ifadesinin  ye göre türevi al¬n¬rsa

00 ()

0 ()
 () +

00 ()

0 ()
(0 () + () 1 ()) 1 () (3.1.6)

+
00 ()

0 ()
 () 2 ()3 ()

+ (0 ())
2
1 ( ())

= 1 () + (0 () + () 1 ())
0
1 ()

+ (0 () + () 1 ()) (1 ()1 () + 2 ()3 ())

+ ( () 2 ())
0 3 ()

+ () 2 () (¡23 ()1 ()¡ 22 ()2 ())

veya düzenlenirse

(0 ())
2
1 ( ()) = ¡

00 ()

0 ()
 () (3.1.7)

¡
00 ()

0 ()
(0 () + () 1 ()) 1 ()

¡
00 ()

0 ()
 () 2 ()3 ()

+(1 + (0 () + () 1 ())
0
1 ()

+
¡
0 () 1 () + () 21 ()¡ 2 () 2 () 3 ()

¢
1 ()

¡222 () ()2 ()

+
¡
0 () 2 () + () 1 () 2 () + ( () 2 ())

0¢3 ()

bulunur.  bir Bertrand e¼grisi old¬¼gundan 1() ve 1( ) lineer ba¼g¬ml¬d¬r.
Böylece (317) ifadesinden

¡222 () () = 0 (3.1.8)

elde edilir. 2 () 6= 0 oldu¼gundan  () = 0 sonucuna var¬l¬r. Bu durumda
kabulümüz yanl¬̧s olup bu  nin bir Bertrand e¼gri çiftine sahip olmad¬¼g¬ an-
lam¬na gelir.
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3.2 IR4 de (2 3)-Tipinde Bertrand E¼grileri

Teorem 3.2.1 : L! IR4 timelike pseudo-null e¼gri olsun. , (2 3)-tipinde
Bertrand e¼gri ise

1 () = ¡


2
+ (ln ())

0

ve
1 ()

2 ()
6= 

ifadesi mevcuttur. Burada  sabit ve  ()  de 1 s¬n¬f¬ndan fonksiyondur.

·Ispat : Kabul edelim ki  IR4 de (2 3)¡tipinde Bertrand e¼grisi ve  nin

Bertrand e¼gri çifti  :L ! R4
2 olsun.  : L!L  = ()

()


6= 0 regüler

bir dönüşüm  ve  nin yay parametresi s¬ras¬ ile  ve  olmak üzere ,
(2 3)¡ tipinde Bertrand e¼gri oldu¼gundan

 () =  () +  ()2 () +  ()3 () (3.2.1)

yaz¬labilir. Burada  () ve  ();  üzerinde 1 fonksiyondur. (321)
ifadesinin  ye göre türevi al¬n¬rsa


0
()

()


j=()= 0 ()+0 ()2 ()+ ()02 ()+0 ()3 ()+ ()03 ()

veya Frenet denklemleri kullan¬l¬rsa


0
() ¹ ( ()) =

µ
1 +

 ()

2

¶
 () (3.2.2)

¡23 ()  ()1 ()

+ (0 ()¡  () 1 ()¡ 2 () 2 ())2 ()

+ ( () 3 () +  0 ()) 3 ()

bulunur.  IR4 de (2 3)¡tipinde Bertrand e¼grisi oldu¼gundan 2 () ve 3 ()
in gerdi¼gi düzlem ile 2 ( ) ve 3 ( ) in gerdi¼gi düzlem çak¬̧s¬kt¬r.
O halde

2 ( ()) =  ()2 () + () 3 () (3.2.3)

ve
3 ( ()) =  ()2 () + () 3 () (3.2.4)
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yaz¬labilir.Burada  ()   ()   ()   () ;  üzerinde 1 fonksiyonlard¬r.
(322) ile (323) ve (322) ile (324) iç çarp¬ma tabi tutulursa

 () (¡3 () ()) + () ( () 3 () +  0 ()) = 0 (3.2.5)

ve
 () (¡3 () ()) + () ( () 3 () +  0 ()) = 0 (3.2.6)

elde edilir. Buradan
¡3 () () = 0 (3.2.7)

ve
 () 3 () +  0 () = 0 (3.2.8)

bulunur. (3.2.7) ve (3.2.8) birlikte düşünülürse () in sabit fonksiyon ve
3 () = 0 oldu¼gu durumda çözüm sa¼glanabilir. Bu durumda  () fonksiy-
onu ya sabit bir fonksiyon yada sabit olmayan bir fonksiyon veya s¬f¬d¬r.
Biz bu çal¬̧smam¬zda  () fonksiyonunu sabit bir fonksiyon olarak alaca¼g¬z
(Di¼ger durumlar¬n ispat¬ aşa¼g¬da yap¬lacak ispat yöntemine benzer yöntemle
yap¬labilir.)

O halde  () ve  () sabit fonksiyonlard¬r. Böylece (322) den


0
() ¹ ( ()) =

µ
1 +

 ()

2

¶
 () (3.2.9)

+( () 1 ()¡ 2 () 2 ()) 2 ()

elde edilir. Ayr¬ca (329) ifadesinden hareketle

¹ ( ()) =  ()  () +  ()2 () (3.2.10)

yaz¬labilir. Burada  () ve  (); L üzerinde 1 fonksiyonlard¬r. Bu son
eşitlikte

 () =
1

0 ()

µ
1 +

 ()

2

¶
(3.2.11)

ve
 () =

1

0 ()
(¡ () 1 () ¡ 2 () 2 ()) (3.2.12)

olarak kabul edilmi̧stir. (3210) ifadesinin  ye göre türevi al¬n¬rsa

0 ()1 ( ()) =

µ
 ()

 ()
+

 ()

2

¶
 ()

+ ()1 () (3.2.13)

+

µ
 ()


¡  () 1 ()

¶
2 ()
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elde edilir. (329) ifadesinin normu al¬n¬rsa

0 () =

s¯̄
¯̄¡
µ
1 +

 ()

2

¶¯̄
¯̄ (3.2.14)

elde edilir. 0 () 6= 0 oldu¼gundan

µ
1 +

 ()

2

¶2

6= 0 (3.2.15)

ve
 () 6= ¡2 (3.2.17)

elde edilir. 0 ()   () sabit oldu¼gundan

 ()

 ()
= 0 (3.2.17)

bulunur. (3213) ifadesi

0 () 1 ( ()) =
 ()

2
 () +  ()1 () +

µ
 ()


¡  () 1 ()

¶
2 ()

(3.2.18)
şeklinde yaz¬labilir.(3218) ifadesinin normu al¬n¬rsa

0 =

s
¡ ()

2
+  ()

µ
 ()


¡  () 1 ()

¶

olup buradan  () =  =  al¬n¬rsa

1 () = ¡


2
+ (ln ())

0

ve  () 6= 0 oldu¼gundan
1 ()

2 ()
6= 

elde edilir. Bu ise ispat¬ tamamlar.
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3.3 IR4 de (1 3)¡Tipinde Bertrand E¼grileri

Teorem 3.3.1  : L! IR4 timelike pseudo-null e¼gri olsun.  (1 3)¡
tipinde Bertrand e¼gri ise

() 0 () +  () 1 ()¡ 2 () 3 () 6= 0

ve
() ª (0 () +  () 1 ()¡ 2 () 3 ()) = 1

dir. Burada ª ve  key… sabitlerdir.

·Ispat : Kabul edelim ki  IR4de (1 3)¡tipinde Bertrand e¼grisi ve  nin

Bertrand e¼gri çifti  : L! IR4 olsun.  : L!L  = ()
()


6= 0

regüler bir dönüşüm  ve  nin yay parametresi s¬ras¬ ile  ve  olmak
üzere , (1 3)¡ tipinde Bertrand e¼gri oldu¼gundan

 () =  () +  ()1 () +  ()3 () (3.3.1)

yaz¬labilir. Burada  () ve  ();  üzerinde 1 fonksiyondur. (331)
ifadesinin  ye göre türevi al¬n¬rsa


0
()

()


j=()= 0 ()+0 ()1 ()+ ()01 ()+0 ()3 ()+ ()03 ()

ve Frenet denklemleri kullan¬l¬rsa


0
() ¹ ( ()) =  () (3.3.2)

+(0 () +  () 1 ()¡ 2 () 3 ())1 ()

¡2 () 2 ()2 () + ( () 2 () + 0 ())3 ()

bulunur.  IR4 de (1 3)¡tipinde Bertrand e¼grisi oldu¼gundan 1 () ve 3 ()
in gerdi¼gi düzlem ile 1 ( ) ve 3 ( ) in gerdi¼gi düzlem çak¬̧s¬kt¬r.

O halde
1 ( ()) =  ()1 () + () 3 () (3.3.3)

ve
3 ( ()) =  ()1 () + () 3 () (3.3.4)

yaz¬labilir. Burada  ()   ()   ()   () ;  üzerinde 1 fonksiyon-
lard¬r. (332) ile (333) ve (332) ile (334) iç çarp¬ma tabi tutulursa

¡ () () 2 () + () ( () 2 () +  0 ()) = 0 (3.3.5)
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ve
¡ ()  () 2 () + () ( () 2 () +  0 ()) = 0 (3.3.6)

elde edilir.Buradan  () 2 () = 0 ve  () 2 () + 0 () = 0 olmal¬d¬r.Bu
iki denklemin çözümü

 0 () = 0 ve 2 () = 0 (3.3.7)

durumunda sa¼glan¬r. Bu da  () n¬n sabit fonksiyon oldu¼gunu gösterir.Bu
durumda  () fonksiyonu ya sabit bir fonksiyon yada sabit olmayan bir
fonksiyon veya s¬f¬d¬r. Biz bu çal¬̧smam¬zda  () fonksiyonunu sabit bir
fonksiyon olmad¬¼g¬n¬ kabul edece¼giz. (Di¼ger durumlar¬n ispat¬ aşa¼g¬da yap¬la-
cak ispat yöntemine benzer yöntemle yap¬labilir.) (332) de (337) yerine
yaz¬l¬rsa


0
() ¹ ( ()) =  () + (0 () +  () 1 ()¡ 2 () 3 ())1 () (3.3.8)

bulunur. (338) den hareketle

¹ ( ()) =  ()  () +  ()1 () (3.3.9)

yaz¬labilir. Burada  () ve  ();  üzerinde 1 fonksiyonlard¬r. (339)
ifadesinin  ye göre türevi al¬n¬rsa


0
()1 ( ()) =

 ()


 () +

µ
 () +

 ()


+  () 1 ()

¶
1 ()

(3.3.10)
elde edilir.1 ( ) ;1 () ve 3 () ile lineer ba¼g¬ml¬ oldu¼gundan

 ()


= 0 (3.3.11)

d¬r. Yani  () sabit fonksiyondur.  () ye 0 () ve  () ye de 0 ()
denirse (339) dan

¹ ( ()) = 0 ()  () + 0 ()1 () (3.3.12)

elde edilir. (338)  (3312) birlikte düşünülürse

0 () =
1

0 ()
(3.3.13)
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ve

0 () =
0 () +  () 1 ()¡ 2 () 3 ()

0 ()
(3.3.14)

bulunur.  bir Bertrand e¼gri ve 1 ( )  1 () ile lineer ba¼g¬ml¬ oldu¼gundan
0 () 6= 0 olma durumu göz önüne al¬nacakt¬r. (3314) den

0 () +  () 1 ()¡ 2 () 3 () 6= 0 (3.3.15)

d¬r. (3313) ve (3314) düzenlenirse

0 () =
1

0 ()
0 () =

0 () +  () 1 ()¡ 2 () 3 ()

0 ()
(3.3.16)

ve
0 () = 0 () (

0 () +  () 1 ()¡ 2 () 3 ())

oldu¼gundan 0 () (0 ())
¡1 = ª denirse (3316) dan

ª(0 () +  () 1 ()¡ 2 () 3 ()) = 1 (3.3.17)

elde edilir.
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3.4 IR4 de (1 2) Tipinde Bertrand E¼grileri

Teorem 3.4.1  : L! IR4 1 () = 0 e¼grilikli timelike pseudo-null e¼gri
olsun. E¼ger , (1 2)-tipinde Bertrand e¼gri ise

2 ()

3 ()
6=  (3.4.1)

dir.

·Ispat :  IR4 de (1 2)¡tipinde Bertrand e¼grisi ve  nin Bertrand e¼gri çifti

 : L! IR4 olsun.  : L!L  = ()
()


6= 0 regüler bir dönüşüm  ve

 nin yay parametresi s¬ras¬ ile  ve  olmak üzere , (1 2) tipinde Bertrand
e¼gri oldu¼gundan

 () =  () +  ()1 () +  ()2 () (3.4.2)

yaz¬labilir.Burada  () ve  ();  üzerinde 1 fonksiyondur.(342)
ifadesinin s ye göre türevi al¬n¬rsa


0
()

()


j=()= 0 ()+0 ()1 ()+ ()01 ()+0 ()2 ()+ ()02 ()

elde edilir. Burada Frenet denklemleri kullan¬l¬rsa


0
() ¹ ( ()) =

µ
1 +

 ()

2

¶
 () (3.4.3)

+0 ()1 ()

+0 ()2 ()

+ ( () 2 ()  () 3 ())3 ()

bulunur.  IR4 de (1 2)¡tipinde e¼grisi Bertrand E¼grisi oldu¼gundan 1 ()
ve 2 () in gerdi¼gi düzlem ile 1 ( ) ve 2 ( ) in gerdi¼gi düzlem çak¬̧s¬kt¬r.

O halde
1 ( ()) =  ()1 () + () 2 () (3.4.4)

ve
2 ( ()) =  ()1 () + () 2 () (3.4.5)
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yaz¬labilir. Burada  ()   ()   ()   () ;  üzerinde 1 fonksiyon-
lard¬r. (343) ile (344) ve (343) ile (345) iç çarp¬ma tabi tutulursa

0 =
 ()

2
0 () +

 ()

2
0 () (3.4.6)

0 =
 ()

2
0 () +

 ()

2
0 () (3.4.7)

elde edilir.Buradan
0 () = 0 , 0 () = 0 (3.4.8)

Bu da  () ve  () n¬n sabit fonksiyon oldu¼gunu gösterir. (343) de (348)
yerine yaz¬l¬rsa


0
() ¹ ( ()) =

µ
1 +

 ()

2

¶
 ()+( () 2 () +  () 3 ()) 3 () (3.4.9)

bulunur. E¼ger

 () =
1

0 ()

µ
1 +

 ()

2

¶
(3.4.10)

ve
 () =

1

0 ()
(( () 2 () +  () 3 ()) 3 ()) (3.4.11)

denirse (349) ifadesi yeniden

¹ ( ()) =  ()  () +  ()3 () (3.4.12)

şeklinde yaz¬labilir.Burada  () ve  () ,  üzerinde 1 fonksiyonlard¬r.
(3412) ifadesinin  ye göre türevi al¬n¬rsa


0
()1 ( ()) =

 ()


 () + ( ()¡ 2 () 3 ()) 1 ()(3.4.13)

¡2 () 2 ()2 () +
 ()


3 ()

elde edilir. 1( ) ; 1() ve 2() ile lineer ba¼g¬ml¬ oldu¼gundan

 ()


= 0 ve

 ()


= 0 (3.4.14)
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d¬r. Yani  () ve  () sabit fonksiyonlard¬r.  () ye 0 () ve  () ye
de 0 () denirse (3412) den

¹ ( ()) = 0 ()  () + 0 ()3 () (3.4.15)

elde edilir. (349) ve (3415) birlikte düşünülürse

0 () =
1

0 ()

µ
1 +

 ()

2

¶
(3.4.16)

0 () =
1

0 ()
(( () 2 () +  () 3 ())3 ()) (3.4.17)

 ve  nin Frenet vektörleri farkl¬ oldu¼gundan 0 () 6= 0 d¬r. O halde (3417)
den

 () 2 () +  () 3 () 6= 0 (3.4.18)

olup
2 ()

3 ()
6=  (3.4.19)

bulunur.

Teorem 3.4.2 :L! IR4 1 () 6= 0 e¼grilikli timelike pseudo-null e¼gri
olsun. E¼ger , (1 2)¡ tipinde Bertrand e¼gri ve bunun Bertrand e¼gri çifti 
olsun. Bu taktirde 

 () =  () + ¡

1()+11 () + 


1()+22 () (3.4.21)

şeklinde tan¬mlan¬r. Burada 1 2 2 R dir.

·Ispat :  IR4 de (1 2)¡tipinde Bertrand e¼grisi ve  nin Bertrand e¼gri

çifti  : L! IR4 olsun.  : L!L  = ()
()


6= 0 regüler bir dönüşüm

 ve  nin yay parametresi s¬ras¬ ile  ve  olmak üzere , (1 2) -tipinde
Bertrand e¼gri oldu¼gundan

 () =  () +  ()1 () +  ()2 () (3.4.22)

yaz¬labilir. Burada () ve ();  üzerinde 1 fonksiyondur. Bu ifadenin 
ye göre türevi al¬n¬r, Frenet denklemleri kullan¬l¬r ve , (1 2)-tipinde Bertrand
e¼grisi oldu¼gu göz önüne al¬n¬rsa

0 =
 ()

2
(0 ()¡  () 1 ()) +

 ()

2
(0 () +  () 1 ()) (3.4.23)
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ve

0 =
 ()

2
(0 ()¡  () 1 ()) +

 ()

2
(0 () +  () 1 ()) (3.4.24)

elde edilir. Burada  ()   ()   ()   ();  üzerinde 1 fonksiyon-
lard¬r. (3423)  (3424) ifadelerinin geçerli olmas¬ için

 0 () ¡  () 1 () = 0 (3.4.25)

ve
0 () +  () 1 () = 0 (3.4.26)

olmal¬d¬r. Bu diferansiyel denklemler çözülürse

 () = 

1()+1 (3.4.27)

ve
 () = ¡


1()+2 (3.4.28)

bulunur.(3427) ve (3428) ifadeleri (3422) de yerine yaz¬l¬rsa (3421) bu-
lunur.
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4.BÖLÜM

IR4 YARI -R·IEMANN UZAYINDA HEL·ISLER

 () birim h¬zl¬ timelike pseudo-null e¼grisi olsun.f ()  1 ()  2 ()  3 ()g,
 () boyunca Frenet çat¬s¬ ve  timelike pseudo-null e¼grisi  ()  2 () 
3 () e¼griliklerine sahip olsun. Bu bölümde () timelike pseudo-null e¼grisi
için bir karekterizasyon elde edilecektir.

4.1 IR4 de Helislerin Temel Denklemleri

 (), IR4 de birim h¬zl¬ timelike pseudo-null e¼gri ve  ; IR4 de sabit vek-
tör alan¬ olsun. 8 2  ½ IR4 için  vektörü f ()  1 ()  2 ()  3 ()g
ortanormal baz¬n¬n lineer kombinasyonu olarak ifade edilir.  ler diferan-
siyellenebilir fonksiyonlar olmak üzere

 = 1 ()  () + 2 () 1 () + 3 () 2 () + 3 ()3 () (4.1.1)

şeklinde yaz¬labilir. (411) ve (215) den

h  ()i = ¡1 ()  h1 ()i =
1

2
3 ()  (4.1.2)

h 2 ()i =
1

2
2 ()  h 3 ()i = 4 ()

ifadeleri yaz¬labilir. (411) ifadesinin  ye göre türevi al¬n¬rsa

0 = 01 ()  () + 02 ()1 () + 03 ()2 () + 04 ()3 () + 1 () 
0 ()

+2 () 
0
1 () + 3 () 

0
2 () + 4 () 

0
3 ()

olur. Burada (222) kullan¬l¬rsa

0 = 01 ()  () + 02 () 1 () + 03 () 2 () + 04 () 3 () + 1 () 1 ()

+2 () (1 ()1 () + 3 ()3 ())

+3 ()

µ
 ()

2
¡ 1 ()2 () + 3 () 3 ()

¶

+4 () (¡23 () 1 ()¡ 22 () 2 ())

22



veya

0 =

µ
01 () +

3 ()

2

¶
+ (4.1.3)

(02 () + 1 () + 2 () 1 ()¡ 24 () 3 ())1 ()

+ (03 ()¡ 3 () 1 ()¡ 24 () 2 ())2 ()

+ (04 () + 2 () 2 () + 3 () 3 ())3 ()

elde edilir. Böylece

01 () +
3 ()

2
= 0 (4.1.4)

02 () + 1 () + 2 () 1 ()¡ 24 () 3 () = 0 (4.1.5)

03 ()¡ 3 () 1 () ¡ 24 () 2 () = 0 (4.1.6)

ve
04 () + 2 () 2 () + 3 () 3 () = 0 (4.1.7)

bulunur.

Teorem 4.1.1  ()  IR4 de birim h¬zl¬ timelike pseudo-null e¼gri olsun.
E¼ger 3 () ve 4 () s¬f¬rdan farkl¬ sabitler ise  () bir helistir.

·Ispat : (416) dan ve teoremin hipotezinden

3 () 1 () = ¡24 () 2 ()

veya
1 ()

2 ()
= ¡24 ()

3 ()

elde edilir. Böylece  () genel helistir.

Teorem 4.1.2  ()  IR4 de birim h¬zl¬ timelike pseudo null e¼gri olsun.
E¼ger 2 ()  3 ()  4 () s¬f¬rdan farkl¬ sabitler ise

2 ()

3 ()
= sabittir
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·Ispat : (417) den ve teoremin hipotezinden

2 ()

3 ()
= ¡3 ()

2 ()
= sabittir

Sonuç 4.1.3  (), IR4 de birim h¬zl¬ timelike pseudo-null e¼gri olsun.
E¼ger  () helis ve 2 ()  3() 4 () s¬f¬rdan farkl¬ sabitler ise

1 ()

3 ()
= sabittir.

.·Ispat : Teorem (411) den

1 ()

2 ()
= sabit = 

ve Teorem (412) den
3 ()

2 ()
= sabit = 

ise
1 ()

3 ()
=  = sabit

olur.

O halde genel olarak  ()  IR4 de birim h¬zl¬ timelike pseudo-null e¼grisi
sabit bir  = 1 ()  ()+2 ()1 ()+3 ()2 ()+3 ()3 () vektörüyle
sabit bir aç¬ teşkil ediyorsa ve  nun 2 ()  3 ()  4 () katsay¬lar¬ sabitler
ise

1 ()

2 ()

2 ()

3 ()

1 ()

3 ()

ifadeleri birbirinden farkl¬ sabitlerdir.
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.
5.BÖLÜM

AKIŞLAR

5.1 IR4 Yar¬-Riemann Uzay¬nda E¼gri Ak¬̧s¬
Bu bölümde aksi belirtilmedi¼gi sürece IR4 de diferansiyellenebilir

timelike pseudo-null e¼grinin bir parametre ailesi  : [0 ] £ [0 ] ! IR4 şek-
linde ve , 0 ·  ·  de bir () e¼grisinin parametrizasyon de¼gi̧skeni olarak
ve k¬sal¬¼g¬n hatr¬ için  = () 1 = 1() 2 = 2() 3 = 3()
1 = 1() 2 = 2() ve 3 = 3() şeklinde gösterilecektir.

E¼ger  pseudo-null e¼grisinin h¬z¬  =

¯̄
¯̄
¯̄
¯̄


¯̄
¯̄
¯̄
¯̄ taraf¬ndan verilirse  n¬n yay

uzunlu¼gu  nun bir fonksiyonu olarak

 () =

Z

0

¯̄
¯̄
¯̄
¯̄


¯̄
¯̄
¯̄
¯̄  =

Z

0

 (5.1.1)

yaz¬labilir. Burada ¯̄
¯̄
¯̄
¯̄


¯̄
¯̄
¯̄
¯̄ =

s¯̄
¯̄


¯̄
¯̄ 
¯̄
¯̄


¯̄
¯̄ (5.1.2)

d¬r.



operatörü




=

1






(5.1.3)

şeklinde verilir. Ayr¬ca  =

¯̄
¯̄
¯̄
¯̄


¯̄
¯̄
¯̄
¯̄ olup bu durumda yay uzunlu¼gu  = 

d¬r.

Tan¬m 5.1.1  timelike pseudo-null e¼gri ve f 1 2 3g IR4 de  n¬n Frenet
çat¬s¬ olsun. Timelike pseudo-null e¼grinin herhangi bir ak¬̧s¬



¹
= 1+ 21 + 32 + 43 (5.1.4)

olarak ifade edilebilir. Burada ; diferansiyellenebilir fonksiyonlard¬r.
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IR4 uzay¬nda timelike pseudo-null e¼grisinin herhangi bir s¬k¬̧sma veya gevşe-
meye maruz kalmas¬n¬n ko̧sulu



¹
 ( ¹) =

Z

0



¹
 = 0 (5.1.5)

şart¬ ile ifade edilir. Burada  2 [0 ] d¬r.

Tan¬m 5.1.2  ; IR4 timelike pseudo-null e¼gri olsun. Bir timelike pseudo-

null e¼grinin evülasyonu  ( ¹) ve onun ak¬̧s¬ ;


¹
e¼ger



¹

¯̄
¯̄
¯̄
¯̄


¯̄
¯̄
¯̄
¯̄ = 0 (5.1.6)

ise e¼grinin esnek olmayan ak¬̧s¬ olarak ifade edilir.

Teorem 5.1.1 f 1 2 3g ;  timelike pseudo-null e¼grisinin Frenet çat¬s¬
ve



¹
= 1+ 21 + 32 + 43

IR4 uzay¬nda  timelike pseudo-null e¼grisinin diferansiyellenebilir ak¬̧s¬ olsun.
E¼ger ; R4

2 birim h¬zl¬ timelike pseudo-null e¼grisi ise



¹
= ¡1


¡ 1

2
3

denklemi yaz¬labilir.

·Ispat :


¹
 IR4 de timelike pseudo-null e¼grisinin diferansiyellenebilir ak¬̧s¬

olsun.  n¬n tan¬m¬ kullan¬l¬rsa

 =

¯̄
¯̄
¯̄
¯̄


¯̄
¯̄
¯̄
¯̄() 2 =

¿








À
(5.1.8)

elde edilir. (518) ifadesinin ¹ ye göre türevi al¬n¬rsa

2


¹
=



¹

¿








À
(5.1.9)
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bulunur. (519) da
2

¹
=

2

¹
oldu¼gundan

2


¹
=

¿


¹

µ




¶





À
+

¿






¹

µ




¶À
= 2

¿


¹

µ




¶





À




¹
=

¿


¹

µ




¶





À
(5.1.10)

bulunur. (5110) ifadesi




¹
=

¿




µ


¹

¶









À
(5.1.11)

şeklinde yaz¬labilir. (5111) den




¹
=

¿



(1+ 21 + 32 + 43)  

À

veya



¹
=

¿
1


+ 1




+

2


1 + 2

1


+
3


2 + 3

2


+
4


3 + 4

3


 

À

(5.1.12)
veya



¹
=

¿
1


+ 1








+

2


1 + 2

1





+

3


2 + 3

2





+

4


3 + 4

3





 

À

=

¿
1


+ 1




 +

2


1 + 2

1


 +
3


2 + 3

2


 +
4


3 + 4

3


 

À

elde edilir. Böylece (255) den



¹
=

1


h i+ h11 i +

2


h1 i

+ h2 (11 + 33)  i +
3


h2 i

+

¿
3

µ
1

2
¡ 12 + 33

¶
 

À

+
4


h3 i+ h4 (¡231 ¡ 22)  i
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olup


¹
= ¡1


¡ 1

2
3 (5.1.13)

elde edilir.

Teorem 5.1.2 f 1 2 3g IR4 uzay¬nda timelike pseudo-null e¼grinin Frenet
çat¬s¬ ve



¹
= 1+ 21 + 32 + 43

IR4 de  timelike pseudo-null e¼grisinin esnek olmayan diferansiyellenebilir
ak¬̧s¬ olsun. E¼ger ; R4

2 de birim h¬zl¬ timelike pseudo-null e¼gri ise

1


= ¡1

2
3 (5.1.14)

denklemi mevcuttur.

·Ispat :  timelike pseudo-null e¼grisi esnek olmayan e¼gri ak¬̧s¬na sahip olsun.
O halde



¹
 ( ¹) =

Z

0



¹


veya (5113) kullan¬l¬rsa

=

Z

0

µ
¡1


¡ 1

2
3

¶


= 0

yaz¬labilir. (5115) ifadesinden

¡1


¡ 1

2
3 = 0 (5.1.17)

veya
1


= ¡1

2
3 (5.1.18)

bulunur.
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Teorem 5.1.2 f 1 2 3g IR4 uzay¬nda timelike pseudo-null e¼grinin
Frenet çat¬s¬ olsun. O zaman



¹
= 1+ 21 + 32 + 43

IR4 de  timelike pseudo-null e¼grisinin esnek olmayan diferansiyellenebilir
ak¬̧s¬ olsun. ¹ ye göre f 1 2 3g n¬n diferansiyelleri



¹
=

µ
1 +

2


+ 21 ¡ 243

¶
1 +

µ
3


¡ 213 ¡ 224

¶
2

+

µ
22 + 33 +

4



¶
3

ve
1
¹

= ¡1
2

µ
3


¡ 13 ¡ 224

¶
+ 2ª11 +ª23

ve
2
¹

= ¡1
2

µ
1 +

2


+ 21 ¡ 243

¶
¡ 2ª12 +ª33

ve
3
¹

=

µ
22 + 33 +

4



¶
¡ 2ª31 ¡ 2ª22

dir. Burada
¿
1


 2

À
= ª1

¿
1


 3

À
= ª2

¿
2


 3

À
= ª3 d¬r.

·Ispat : Do¼grudan hesaplama ile



¹
=



¹

µ




¶
=





µ


¹

¶
(5.1.19)

veya


¹
=




(1+ 21 + 32 + 43)

veya



¹
=

1


+ 1




+

2


1 + 2

1


+
3


2 + 3

2


+
4


3 + 4

3


bulunur. (5119) da (215) denklemleri yerine yaz¬l¬rsa



¹
=

1


+ 11 +

2


1 + 2 (11 + 22) +

3


2

+3

µ
1

2
¡ 12 + 33

¶
+

4


3 + 4 (¡231 ¡ 222)
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veya



¹
=

µ
1


+

3

2

¶
 (5.1.20)

+

µ
1 +

2


+ 21 ¡ 243

¶
1

+

µ
3


¡ 13 ¡ 224

¶
2

+

µ
22 + 33 +

4



¶
3

bulunur. (5114) ifadesinden

¡1






¡ 1

2
3 = 0

ve

¡
µ
1


+

1

2
3

¶
= 0

ve
1


+

1

2
3 = 0 (5.1.21)

bulunur. (5121) ifadesi



¹
=

µ
1 +

2


+ 21 ¡ 243

¶
1 (5.1.22)

+

µ
3


¡ 13 ¡ 224

¶
2

+

µ
22 + 33 +

4



¶
3
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şeklinde yaz¬l¬r. Di¼ger taraftan

h 1i = 0 =)
¿

1
¹

À
= ¡

¿


¹
 1

À
(5.1.23)

= ¡1
2

µ
3


¡ 13 ¡ 224

¶

h 2i = 0 =)
¿

2
¹

À
= ¡

¿


¹
 2

À

= ¡1
2

µ
1 +

2


+ 21 ¡ 243

¶

h 3i = 0 =)
¿

3
¹

À
= ¡

¿


¹
 3

À

= ¡
µ
22 + 33 +

4



¶

ve buradan

h1 2i =
1

2
=)

¿
1

2
¹

À
= ¡

¿
1
¹

 2

À
= ª1 (5.1.24)

h1 3i = 0 =)
¿
1

3
¹

À
= ¡

¿
1
¹

 3

À
= ¡ª2

h2 3i = 0 =)
¿
2

3
¹

À
= ¡

¿
2
¹

 3

À
= ¡ª3

¿
1

1
¹

À
=

¿
2

2
¹

À
=

¿
3

3
¹

À
= 0

bulunur. Di¼ger taraftan

1
¹

= + 1 + 2 + 3

şeklinde ifade edilebilir. Burada     diferansiyellenebilir fonksiyonlard¬r.
O zaman (5123) den

¿
1
¹

 

À
= ¡ =

1

2

µ
3


¡ 13 ¡ 224

¶

ve
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¿
1
¹

 1

À
=



2
= 0()  = 0

ve
¿
1
¹

 2

À
=



2
= ª1

ve
¿
1
¹

 3

À
=  = ª2

bulunur. (5124) de (5125) ifadesi yerine yaz¬l¬rsa

1
¹

= ¡1
2

µ
3


¡ 13 ¡ 224

¶
+ 2ª11 +ª23 (5.1.26)

elde edilir. Benzer şekilde

2
¹

= + 1 + 2 + 3

yaz¬l¬r. Burada     diferansiyellenebilir fonksiyonlard¬r. O halde (5123)
den

¿
2

¹
 

À
= ¡ =

1

2

µ
1 +

2


+ 21 ¡ 243

¶
 (5.1.28)

¿
2
¹

 1

À
=



2
= ¡ª1

¿
2
¹

 2

À
=



2
= 0 =)  = 0

¿
2
¹

 3

À
=  = ª3

ve
2
¹

= ¡1
2

µ
1 +

2


+ 21 ¡ 243

¶
¡ 2ª12 +ª33

elde edilir. Son olarak

3
¹

= + 1 + 2 + 3

32



şeklinde ifade edilebilir. Burada     diferansiyellenebilir fonksiyonlard¬r.
O zaman (5123) den

¿
3
¹

 

À
= ¡ = ¡

µ
22 + 33 +

4



¶


¿
3
¹

 1

À
=



2
= ¡ª2

¿
3
¹

 2

À
=



2
= ¡ª3

¿
3
¹

 3

À
=  = 0

ve
3
¹

=

µ
22 + 33 +

4



¶
¡ 2ª31 ¡ 2ª22

bulunur. Bu ise ispat¬ tamamlar.
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