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OZET

4-BOYUTLU YARI-RIEMANN UZAYINDA EGRILER

Bu caligma beg boliimden olugmaktadir.

Birinci boliim giris olarak diizenlenmistir.

fkinci boliimde TR* de timelike pseudo-null egriler hakkinda bilgiler ve

rilmis ve bu ¢aligmada gerekli olan baz temel tanmimlar ele alinmigtir.

Uciincii boliimde, IR* de timelike pseudo-null egriler i¢in Bertrand egrileri
ele alindi, bu egrilerin baz1 6zellikleri incelenmistir.

Dérdiincii boliimde, IR* de timelike pseudo-null egriler icin helis olma
durumu incelendi.

Beginci boliimde, IR* de timelike pseudo-null egrilerin akislar hakkida,
bilgi verilmistir.

Anahtar Kelimeler: yari-Riemann uzayi, timelike pseudo-null egriler,
Bertrand egriler, helisler

III



SUMMARY
CURVES iIN 4-DIMENSIONAL SEMIi-RIEAMANN SPACES

This study consists of the five chapters.

In section 1 introducation is given.

In Section 2, some information about the historical development of IR*
timelike pseudo-null space and fundamental definitions and theorems which
are necessary are to be introduced in this study, respectively.

In Section 3, Bertrand curves of IR* timelike pseudo null spaces and
some properties of this spaces are reseached.

In Section 4, Helices of IR?* timelike pseudo null spaces are investigeted

In Section 5, flows of curves in IR* semi-Rieamann space is illustrated.

Keywords: semi-Riemannian space,timelike pseudo null curves,Bertrand
Curves, Helices
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SEMBOLLER LIiSTESIi

Bu ¢alisma boyunca kullanilacak olan bazi semboller agagida verilmistir.

N : Dogal sayilar ctimlesi

IR : Reel sayilar ctimlesi

IR : 4 - Boyutlu yari-Riemann Uzay
<, > : Yari-Riemann i¢ carpim

t : teget vektor

ni : l.normal vektor

N9 : 2.normal vektor

N3 : 3.normal vektor

(v, %) : Bertrand egri ¢ifti



1. GIRIS

Egriler teorisi Diferensiyel ggeometrinin temel yapi taglarindan biridir.
Birgok bilim dali ile olan ilgisi nedeniyle diferensiyel geometrinin de en 6nemli
caligma alanlarindan biridir. Diferensiyel denklemlerin ¢oziimlerinin bir egri
oldugu diigiiniiliirse egriler teorisinin anlami daha da artmaktadir. Ayrica
ekonomide sayisal verilerin egriler sayesinde yorumlandigi, kalp grafisinde
egrinin davranigi bizim ic¢in énemli ipuglarini vermektedir. Diger taraftan
egrilerin diferensiyel geometrik ozelliklerini ve onlarin cesitli matematiksel
yapilarla olan iligkilerini incelemek son derece 6nemlidir.

Diferensiyel geometriciler Oklid uzayinda egriler teorisinin en ince de-
taymna kadar inerek, involut-evolut egrileri, Betrand egrileri, Mannheim egri-
leri, egrilerin daha basgka karakterizasyonlarini incelemislerdir. Son yillarinda
Lorentz (Minkowski) ve Semi-Rieman manifoldlarimin ¢aligilmas: diferensiyel
geometriye farkh bakig agilarimi katmigtir. Diferansiyel geometrinin diger
bilim dallariyla baglantisini kuran ve uygulama alanim olusturan sahasi Semi-
Riemann i¢ carpim uzayidir. Semi- Riemann uzayinda i¢ carpimin farkh ol-
mas1 geometrik yapilarin degigmesine ve énemli sonuglar ortaya ¢ikmasima
olanak saglamaktadir. Ozellikle bu uzaylarda egri tammi Oklid uzaymdan
¢ok daha ilging olup ii¢ sekilde adlandirilmigtir. Time-like, space-like ve null
egri olarak siniflandirilan bu egriler Oklid uzay1 egriler ile benzer ve farkl yon-
lere sahiptirler. Baz1 geometriciler time-like egrileri icin involut-evolut egri-
leri, Bertrand egrileri, Mannheim egrileri ve karakterizasyonlar1 caligirken,
baz1 geometriciler benzer caligmalari space-like egrilere uyarlamiglardir. Fakat
null egriler farkli bir yapiya sahip oldugundan bunlar icin bazi karakterizasy-
onlar1 elde etmek kolay olmamigtir. Buna ragmen bazi 6zel durumlar altinda
cok ozel teoriler ifade ve ispat edilmistir.

Pseudo-null egriler tanjant egrileri null olan fakat kendisi null ol-
mayan egri-lerdir. Pseudo-null egrilerin diferansiyel geometrisi tizerine matem-
atikte bir ¢ok basarili sonug elde edilmigtir. Pseudo-null helis, pseudo-null
Mannheim egrisi ve pseudo-null oskiilator egrileri ¢rnek olarak verilebilir.
Bunlara ilave olarak pseudo-null egrilerinin involiit ve evaliitleri tizerine calig-
malar incelenmigtir ve Minkowski 3-uzay: i¢indeki pseudonull egrilerinin in-
voliitiiniin olmadig: ispatlanmigtir.

Ayrica singiilerite teorisinin odak noktalarindan pseudo-null egrileri
hakkinda birgok makale vardir. Diger taraftan [1,2,3,4,5 | yazarlar1 pseudo-



null egrilerine katki saglamustir. Ornegin yalmz iki egrilik ile pseudo-null
egrilerinin Frenet egitlikleri elde edilir ve sabit egrilik ile tiimii simflandirilir.
Bunun yaninda singiileriteye dair semi-Riemann uzay igindeki egriler tiz-
erinde genis gaplh bagarili galigmalar vardir.[ 6 | da IR* icinde pseudonull
egrilerinin null koni Gaussian yiizeyleri ve null hyper yiizeyleri iizerinde
calismalar yapilmustir. TR* ve Minkowski space time arasinda bazi farklilik-
lar vardir. Ornek olarak timelike pseudo-null egriler boyunca null koninin
goriintigii verilebilir.

Biz bu calismada IR?* yari-Riemann uzayinda timelike pseudo-null egriler
ve bu egrilerin Frenet frame denklemlerini inceledik. Bu egriler icin cesitli
Bertrand egri tiplerini inceleyerek yeni karakterizasyonlar elde ettik. Daha
sonra timelike pseudo-null egrilerin helis olma 6zellikleri ve akiglar: hakkinda
bazi teoremler ifade ve ispat edildi.



2. BOLUM
2. TEMEL KAVRAMLAR

2.1.Yari-Riemann Uzaylar

Tanim 2.1.1 (Simetrik bilineer form)

V' bir vektor uzayr olsun.

(,):VxV —=IR donigiimii V a,b € IR ve V u,v,we V igin

i) (u,v) = (v,u) (Simetri 6zelligi)

ii) (au + bv,w) = a (u, w) + b (v, w) (Bilineerlik 6zelligi)
ozelliklerine sahip ise ( , ) doniigtimiine V' vektor uzay1 iizerinde bir
simetrik bilineer form denir [7].

Tanim 2.1.2

V' bir vektor uzay: olmak tizere ( , ) : V x V — IR doniigiimii V' tizerinde
simetrik bilineer form olsun.

i) (, ) nin non-dejenere olmasi igin gerek ve yeter sart Vo € V ve bir
u € V igin (u,v) =0 iken u = 0

ii) (, ) nin dejenere olmasi igin gerek ve yeter sart Vv € V' ve bir u € V
i¢in (u,v) =0 iken u #0 olmasidir [9].

Tanim 2.1.3

V' vektodr uzay tizerinde bir simetrik bilineer form ( , )olsun.

i) VYueVveu# 0icin (u,u) > 0ise (, ) simetrik bilineer formuna
pozitif tanimli,

ii) Yu € V veu # 0 igin (u,u) < 0 ise (, ) simetrik bilineer formuna
negatif tanimh

ili) Vu € V ve u # 0 igin (u,u) > 0 ise (, ) simetrik bilineer formuna
yar1 pozitif tanimli,

iv) Vu € V ve u # 0 igin (u,u) < 0 ise (, ) simetrik bilineer formuna
yar1 negatif tanimli denir [9].

Tanim 2.1.4 (Simetrik bilineer formun indeksi)
(, ),V vektor uzay iizerinde simetrik bilineer form ve W da V' nin bir
alt uzay1 olsun. (, ) nin W {izerindeki kisitlanmusi ( , ) olmak iizere

() W xW —IR



negatif taniml olacak gekilde en biiyiik boyutlu W alt uzayinin boyutuna
(, ) simetrik bilineer formun indeksi denir ve v ile gosterilir. v indeks olmak
tizere 0 < v < boyV dir [9].

Tanim 2.1.5 (Metrik tensor)

M diferansiyellenebilir bir manifold olsun. M iizerinde simetrik, bilineer,
non-dejenere ve sabit indeksli (0,2) —tipinden (, ) tensor alanina metrik
tensor denir [9].

Tanim 2.1.6 (Yar: -Riemann Metrik, Yari-Riemann Uzay)
IR*, 4-boyutlu Oklid uzay1 tizerinde X=(z1, T9.T3.T4),
Y = (y1,2.93,%1) € IR* ve 0 < v < 4 olmak iizere

(,):IR* x IR* — IR
oyle ki

(X7 Y) 4 <X7 Y> = —T1Y; — T2Y2 + T3Y3 + T4y

seklinde tamimlanan 2 - indeksli metrik tensore yari-Riemann metrik, bu
metrigin tanimlanmasi ile elde edilen (HR4, (, >) ikilisine yar1 -Riemann uzay
denir ve IR* ile gosterilir [8, 9].

Tanim 2.1.7( Spacelike, Timelike, Lightlike(Null) vektor)
X = (21, x0.7314) € IR* olsun. Eger
i) (X,X)>0veya X =0ise X e spacelike vektor,
ii) (X, X) <0ise X e timelike vektor,
iii) (X, X) =0 ve X # 0 ise X e lightlike(null) vektor denir [9].

Tanim 2.1.8
I, IR nin acik bir aralig olmak iizere v : I — IR* seklinde C'*° simfindan
diferansiyellenebilir v doniigiimiine bir egri ad1 verilir [9].

Tanim 2.1.9

v € IR* yar 6klidyen uzayinda bir egri olsun. Boylece « egrisinin hiz
vektorii 7 olmak tizere

i) <7/,7/> >0 ise 7 spacelike egri,

ii) <”/,’y/> <0 ise v timelike egri,

iii) <7/,7/> =0 ise = null egri
olarak adlandirilir [8, 9].



Tanim 2.1.10
IR* de bir x vektdriiniin normu

[zl = v/ Iz, )|

ile tammlanir [9)].
2.2 Timelike Pseudo-null Egriler

Tanim 2.2.1 v : [ — IR* s yay parametresi ile parametrelendirilmis
birim timelike egri olsun. Eger 7" (s) null vektor ise 7 egrisi timelike pseudo-
null egri olarak adlandirilir.

Boylece timelike pseudo-null egrisi icin

Vse I CRigin (v (s) , 7' (s)) =—1

ve 7" (s) # 0 olmak tizere (v (s),7" (s)) = 0 dir.[6]

Tanmim 2.2.2 s parametresi tarafindan parametrize edilen birim hizh
timelike pseudo-null egrisi v : I — IR* olsun.
Bu taktirde egri (7' (s),7' (s)) = —1 ve 7" (s) null vektordiir. Bu durumda
R} nin £ = {t(s),n1(s),n2(s),ns (s)} null catis1 vardir. Bu null gat

(n1(s),ni(s)) = (na(s),na(s)) = (na(s),ns(s)) = (n2(s),ms(s)) =0

1
50 (na(s),n3(s)) =1(t(s),t(s)) = -1, (2.2.1)
{t(s),n2(s)) = (t(s),ns(s)) =0

ozelliklerini saglar.
1
Eger (ny(s),ny(s)) = 5 oldugu goz oniine almirsa F gatist ile ilgili

~ nmin Frenet formiilleri
t'(s) = na (s)
ny (s) = k1 (s)ny (s) + k2 (s) n3 (s)
nl (s) = %t (5) — it (5) 1o (5) + ks (5) s (5) (2.2.2)
ny (s) = —2ks (s)n1 (s) — 2ka (s) na (s)



esitlliklerini saglar [6]. Burada k; (s) = 0 olarak alinirsa

7P (s)
[ ()]

olarak elde edilir. Ayrica farkli durumlar i¢in v nin farklh null gatisi olustu-
rulmustur. Eger k, (s) sabit ise v (s), v® (s), 7 (s) vektorlerinin hepsi
ayn1 yonlii null vektorler olurlar. Bunun anlami ise 7" (s) diizgiin lightlike
dogrusu oldugudur.

Genelligi bozmadan ®) (s5) ve v® (s) iin null vektor olmadigr diistiniiliirse
(Y® (s) , ¥ (s)) # 0 oldugundan k; (s) sabit degildir. Bu taktirde

ns (s) =

dry
t(S) = Ea

n (s) =" (s),

na(s) = - 207 ) CIORMON (7 +2<,y(3)’7(3)> (4)) (5,

<,.),(3 7(3 >2 <">/(4)’ ")/(4)> v

(3) ~(4) (3) ~3)
ng(s): <7 i ><,}///+<7 i >,>/(3)> (S)

(7(3), 7(3))2 (v®), @)

olarak ifade edilir. Burada

s) = <7(4 7(4> " <7(3 ’7(3> (4) S
ki(s) = — 2 (4®), 7(3>2<’>’ (7 +2<7(4 7(4>7 >>()

ve

ve
. <7(3)77(4)> 3 " <7(3)’7(3)> 3)
ky (s) = ~—1 L + >k (s)
P e aeni \ T T @@y
ve
<7(3)774> ! I <7(3)’7(3)> 3
k3 (S) = 3 n27 ’7 + (3) 4 ’7 (S)
(v(3), 4(3))> (v®, %)
dir [6].

Tanim 2.2.3 v: L C IR - IR*, 5: L C IR — IR* diferensiyellenebilir
iki Frenet egrisi verilsin. Vs € L icin



s = ue) . B9 L

diferensiyellenebilir regiiler doniisiimii meveuttur. Oyleki («,7% ) egri ¢iftinin
p altinda sirastyla v (s) ve 7 (5) = 7 (u (s)) noktalarinda normalleri lineer
bagiml ise (7,7 ) egri ¢ifti Bertrand egri ¢ifti olarak adlandirilir [10].

Tanim 2.2.4

v:LCIR—IR*, 7:L C IR — IR diferensiyellenebilir iki Frenet
egrisi ve yu : L — L diferensiyellenebilir regiiler bir doniisiim olsun 6yleki
Vs € L igin v min y(s) noktasia 7 nin bir 7 (5) = 7 (u (s)) noktas: kargilik
getirsin. Eger her Vs € L igin, v egrisinin 7(s) noktasindaki (1.3) normal
diizlemi ile 7 min bu noktaya karsilik gelen 7 (5) noktasindaki (1.3) normal
diizlemi cakigiksa v egrisine bir (1.3) — Bertrand egrisi ve 7 egrisine de 7
egrisinin (1.3) — Bertrand eglenik egrisi denir.

Bu galigma boyunca (1.3) —tipinden Bertrand egrisi ile sdylenmek iste-
nilen (1.3) — Bertrand eglenik egri ¢iftine sahip egriler olacaktur.

Eger {t (s),n1 (s),n2(s),n3(s)};~ nin Frenet ¢atis1 v bir (1.3)- Bertrand

egrisi ise bu taktirde

7(3) =7(s) +als)n(s)+5(s)ns(s) (2.2.3)
seklindedir. Burada « (s) ve ((s); L iizerinde C*° fonksiyondur [10].

Tamm 2.2.5 ~:L CIR—IR*, 57:L C IR — IR* diferensiyellenebilir
iki Frenet egrisi ve 1 : L — L diferensiyellenebilir regiiler bir doniisiim olsun
oyleki Vs € L i¢in v min 7(s) noktasina 7 nin bir 7 (5) = 7 (u (s)) noktast
kargilik getirsin. Eger her Vs € L igin, « egrisinin v(s) noktasindaki (2.3)
normal diizlemi ile 7 nin bu noktaya kargilik gelen 7 (5) noktasindaki (2.3)
normal diizlemi ¢akigiksa 7 egrisine bir (2.3) — Bertrand egrisi ve 7 egrisine
de 7y egrisinin (2.3) — Bertrand eglenik egrisi denir.

Bu ¢aligma boyunca (2.3) —tipinden Bertrand egrisi ile sdylenmek iste-
nilen (2.3) — Bertrand eglenik egri ¢iftine sahip egriler olacaktur.

Eger {t(s),n1(s),n2(s),n3(s)};~ nin Frenet gatis1 v bir (2.3) — tipin-
den Bertrand egrisi ise bu taktirde

7(5) =7 () +als)na(s)+ 5 (s)ns(s) (2.2.4)

7



yazilabilir. Burada « (s) ve 3 (s); L iizerinde C* fonksiyondur [10].

Tanim 2.2.6 ~:LCIR—IR*, 7:L C IR — IR* diferensiyellenebilir
iki Frenet egrisi ve yu : L — L diferensiyellenebilir regiiler bir doniisiim olsun
oyleki Vs € L igin v min 7(s) noktasina 7 nin bir 7 (5) = 7 (u (s)) noktast
kargilik getirsin. Eger her Vs € L igin, ~ egrisinin (s) noktasindaki (1.2)
normal diizlemi ile 7 nin bu noktaya kargilik gelen 7 (5) noktasindaki (1.2)
normal diizlemi ¢akigiksa 7 egrisine bir (1.2) — Bertrand egrisi ve 7 egrisine
de ~y egrisinin (1.2) — Bertrand eglenik egrisi denir.

Bu ¢aligma boyunca (1.2) —tipinden Bertrand egrisi ile sdylenmek iste-
nilen (1.2) — Bertrand eglenik egri ¢iftine sahip egriler olacaktur.

Eger {t (s),n1(s),n2(s),n3(s)};7 nin Frenet gatisi vy bir (1.2)-tipinden
Bertrand egrisi ise bu taktirde

7(3) =7(s) +a(s)m(s)+ 5 (s)ns(s) (2.2.5)

yazilabilir.Burada « (s) ve 3 (s); L tizerinde C* fonksiyondur [10] .
Tanim 2.2.7

v : I — IR* ye timelike pseudo-null egri olsun.Bu egrinin teget dogrul-
tusu sabit bir dogrultu ile sabit ag1 yapiyor ise v ya bir helis (genel helis)
denir.

~ nin bir helis olmasi igin gerek ve yeter sart

kl (S)
]fz (S)

olmasidir. Burada k; (s), v mn birinci egriligi, ks (s) ikinci egriligidir [1] .

= sabit



3. IR* YARI-RIEMANN UZAYINDA BERTRAND EGRI
CESITLERI

Bu boliimde IR* yari-Riemann uzayinda Bertrand egri tipleri incelen-
migstir.

3.1 IR* de Bertrand Egriler
Teorem 3.1.1 v : L — IR* egrisi sabit olmayan k;(s) ve ky(s) egriliklerine
sahip olan timelike pseudo-null egri olsun. 7 timelike pseudo null egrisi
Bertrand egri ciftine sahip degildir.
Ispat : Kabul edelim ki v timelike pseudo-null Bertrand egri ¢iftine sahip

— - d
ve 7 nin Bertrand egri ¢ifti 7 :L — IR* olsun. p: L —L 5 = u(s) % #0
s

regiiler bir doniigiim -~ ve 7 nin yay parametresi sirasi ile s ve’s olmak tizere

(v,7) Bertrand egri ¢ifti igin

5(5) = 7(s) + Als)ma(s) (3.1.1)

yazilabilir. A(s); L tizerinde C®° fonksiyondur.(3.1.1) ifadesinin s ye gore
tiirevi alinirsa

()T = (5) A () (5) + A(3) ', (9

veya Frenet denklemleri kullanilirsa
W(s) T (e (s)) = t(s) + A (s) 1 (5) + A(s) (ka () ma () + ks (5) g (5))

veya diizenlenirse

!

W) E () = £ (5) + 1 () (A (5) + A3) b (5)) + 13 () A (5) ez (5)
(3.1.2)
elde edilir. v bir Bertrand egrisi oldugundan

1 (1 (5)) = d my (s) (3.1.3)

dir.Burada d # 0 bir sabittir. (3.1.2) ve(3.1.3) ifadeleri i¢ garpima tabi
tutulursa
0= (1 (5) (1 ()7 (1 (5)))

9



olup
(t(s),n1(s)) =0, (n1(s)n1(s)) =0, (ns(s),n1(s)) =0

ifadeleri kullanilirsa 0 = 0 bulunur. O halde v ve 7 lineer bagimsiz oldugu
sonucuna varilir. Bu durumda kabuliimiiz yanhs olup; bu da ~ nin bir
Bertrand egri ¢iftine sahip olmadig1 anlamina gelir.

Teorem 3.1.2 v : L — IR* egrisi sifirdan farkl &y (s), ka(s), ks(s) egrilik-
lerine sahip olan timelike pseudo null egri olsun. v timeklike pseudo null
egrisi Bertrand egri ¢iftine sahip degildir.

Ispat : Kabul edelim ki 7 timeklike pseudo-null egrisi Bertrand egri ¢iftine
sahip ve 7 nin Bertrand egri cifti 7 : L — IR* olsun. p: L —L 5 = pu(s)

dp(s
M # 0 regiiler bir doniisiim ~ ve 7 nin yay parametresi sirasi ile s ve s

s
olmak iizere (v,7) Bertrand egri ¢ifti icin

5(5) = 7(s) + Als)na(s) (3.1.4)

yazilabilir. Burada A (s); L iizerinde C* fonksiyondur. (3.1.4) ifadesinin s
ye gore tiirevi alinirsa

T b= )+ 4 (ma(5) + A )t (9

!

1 (s)

ve Frenet denklemleri kullanilirsa

() E(u(s)) = t(s) + A (s)nu (s) + A(s) (ki (s)na () + Kz (5) m3 (5))

10



(3.1.5) ifadesinin s ye gore tiirevi alinirsa

bulunur. v bir Bertrand egrisi oldigundan n;(s) ve 71( 5) lineer bagimhdir.

Boylece (3.1.7) ifadesinden

—2k3 (s) A(s) =0

elde edilir. ks (s) # 0 oldugundan A (s) = 0 sonucuna varilir. Bu durumda
kabuliimiiz yanlis olup bu ~ nin bir Bertrand egri ¢iftine sahip olmadigi an-

lamina gelir.
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3.2 IR* de (2,3)-Tipinde Bertrand Egrileri

Teorem 3.2.1 7: L — IR* timelike pseudo-null egri olsun. 7, (2, 3)-tipinde
Bertrand egri ise

b (s) = 2 + (nF(s)
b kl—(s) sabt
T (5) =+ sabit

ifadesi mevcuttur. Burada A sabit ve F'(s), de C'*° simufindan fonksiyondur.

Ispat : Kabul edelim ki v,IR* de (2,3) —tipinde Bertrand egrisi ve  nin
— = d
Bertrand egri cifti 7 :L. — Rj olsun. p: L —L 3 = pu(s) % # 0 regiiler
s
bir doniisiim ~ ve 7 nin yay parametresi sirasi ile s ve s olmak iizere v,
(2,3) — tipinde Bertrand egri oldugundan

7(3) =7 (s) +als)na(s)+ 5 (s)ns(s) (3.2.1)

yazilabilir. Burada a/(s) ve §(s); L iizerinde C*° fonksiyondur. (3.2.1)
ifadesinin s ye gore tiirevi alinirsa

1 (s) dzg)

!

s=u(s)= 7 (8)+a (s)na (s)+a (s) ns ()48 (5) 3 (s)+65 (s) n (s)

veya Frenet denklemleri kullanilirsa

i) = (14571 (322)

2
—2k3 (s) B (s) 1 (s)
+ (0’ (s) — a(s) b (s) =28 (s) k2 (s)) 2 (s)
+(a(s) k3 (s) + B (s)) ns (s)

bulunur. v, IR* de (2, 3) —tipinde Bertrand egrisi oldugundan n, (s) ve ng (s)
in gerdigi diizlem ile 733 ( 5) ve i3 ( §) in gerdigi diizlem cakigiktir.
O halde

73 (1 (s)) = A(s)n2 (s) + B (s) n3 (s) (3.2.3)

ve

7 (1 (5)) = C (s) na (s) + D (s) ns (s) (3.2.4)

12



yazilabilir.Burada A (s ) ,B(s),C(s),D(s); L iizerinde C* fonksiyonlardur.
i

(3.2.2) ile (3.2.3) ve (3.2.2) ile ’( 3.2.4) i¢ carpima tabi tutulursa
A(s) (=ks (s) B (s)) + B (s) (a (s) ks (s) + 5" (s)) = (3.2.5)
C (s) (=ks (s) B (5)) + D (s) (e (s) ks (s) + 5" (s)) = 0 (3.2.6)
elde edilir. Buradan
—k3(s)B(s) =0 (3.2.7)
a(s)ks(s)+ 38 (s)=0 (3.2.8)

bulunur. (3.2.7) ve (3.2.8) birlikte diisiiniiliirse 5(s) in sabit fonksiyon ve
ks (s) = 0 oldugu durumda ¢oziim saglanabilir. Bu durumda « (s) fonksiy-
onu ya sabit bir fonksiyon yada sabit olmayan bir fonksiyon veya sifidir.
Biz bu ¢aligmamizda « (s) fonksiyonunu sabit bir fonksiyon olarak alacagiz
(Diger durumlarin ispat1 agagida yapilacak ispat yontemine benzer yontemle
yapilabilir.)

O halde «(s) ve [ (s) sabit fonksiyonlardir. Boylece (3.2.2) den

W8 E(u(s) = (1+¥)t<s> (3.2.9)
(0 (s) by (5) — 26 (5) Ra () ma (5)

elde edilir. Ayrica (3.2.9) ifadesinden hareketle

t(u(s))=FE(s)t(s)+ F(s)na(s) (3.2.10)
yazilabilir. Burada E (s) ve F'(s); L iizerinde C* fonksiyonlardir. Bu son
esitlikte (5

1 a(s
B = (1+ > ) (3.2.11)
F(s)——lﬂts)(—@(s)kl(s)——Qﬁ(s)kQ(s» (3.2.12)

olarak kabul edilmigtir. (3.2.10) ifadesinin s ye gore tiirevi alinirsa

wemne) = (T )
+E (s)nq (s) (3.2.13)

+(£%Q—F@MM®)M@)
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elde edilir. (3.2.9) ifadesinin normu alinirsa

W (s) = \/'_ (1 + @)' (3.2.14)

elde edilir. 4/ (s) # 0 oldugundan

(1 + #)2 40 (3.2.15)

ve

a(s) # -2 (3.2.17)
elde edilir. 1/ (s), «(s) sabit oldugundan
dE (s)

IO (3.2.17)

bulunur. (3.2.13) ifadesi
7 () = () 4 B sy )+ (dzsfs) CF(s)k <s>) na (5)
(3.2.18)

seklinde yazilabilir.(3.2.18) ifadesinin normu alinirsa

O—\/—y + E(s) (%?—F(s)kl(s))

olup buradan E (s) = A = sabit alimirsa

by (s) = —g + (InF(s)

ve F' (s) # 0 oldugundan
ki (s)
ka (s)

elde edilir. Bu ise ispat1 tamamlar.

=+ sabit
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3.3 IR* de (1,3) —Tipinde Bertrand Egrileri

Teorem 3.3.1 ~ : L — IR* timelike pseudo-null egri olsun. ~ (1,3) —
tipinde Bertrand egri ise

(i) o' (s) +(s)ki(s) — 28 (s) ks (s) # 0
ve
(i1) (o' (s)+a(s)ki(s)—28(s)ks(s)) =1
dir. Burada W ve (3 keyfi sabitlerdir.
Ispat : Kabul edelim ki v, IR*de (1,3) —tipinde Bertrand egrisi ve v nin
AR — d
Bertrand egri cifti 7 : L— IR* olsun. g : L —L 5 = p(s) % # 0
s
regiiler bir doniisgiim < ve 7 nin yay parametresi sirasi ile s ve s olmak
tizere 7, (1,3) — tipinde Bertrand egri oldugundan

7(3) =7 () +als)n(s)+ B (s)ns(s) (3.3.1)

yazilabilir. Burada « (s) ve f(s); L iizerinde C* fonksiyondur. (3.3.1)
ifadesinin s ye gore tiirevi alinirsa

)T = (5 (8) m (5) e () (5)4 () () () )
ve Frenet denklemleri kullanilirsa
p()tp(s) = t(s) (3.3.2)
+ (' (s) + a(s) k1 (s) =28 (s) ks (s)) na (5)

=20 (s) k2 (s) n2 (s) + (a (5) k2 (s) + B (5)) ns (s)

bulunur. v, IR* de (1, 3) —tipinde Bertrand egrisi oldugundan n; (s) ve ns (s)
in gerdigi diizlem ile 727 ( 5) ve i3 (' §) in gerdigi diizlem cakigiktir.
O halde
1 (i (s)) = A(s)na(s) + B (s) ns (s) (3.3.3)
ve
3 (1 (s)) = C (s)n1(s) + D (s)ns(s) (3.3.4)

yazilabilir. Burada A (s), B(s),C(s), D(s); L tizerinde C*° fonksiyon-
lardir. (3.3.2) ile (3.3.3) ve (3.3.2) ile (3.3.4) i¢ carpima tabi tutulursa

—A(s) B(s) k2 (s) + B (s) (a(s) k2 (s) + 5" (5)) = 0 (3.3.5)
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—C'(s) B (s) k2 (s) + D (s) (e (s) k2 (s) + 5" (5)) = 0 (3.3.6)

elde edilir.Buradan £ (s) ks (s) = 0 ve a(s) kg (s) + 8’ (s) = 0 olmaldir.Bu
iki denklemin ¢oziimii

B'(s)=0 veky(s)=0 (3.3.7)

durumunda saglanir. Bu da [ (s) nmin sabit fonksiyon oldugunu gosterir.Bu
durumda « (s) fonksiyonu ya sabit bir fonksiyon yada sabit olmayan bir
fonksiyon veya sifidir. Biz bu ¢aligmamizda « (s) fonksiyonunu sabit bir
fonksiyon olmadigini kabul edecegiz. (Diger durumlarin ispati agagida yapila-
cak ispat yontemine benzer yontemle yapilabilir.) (3.3.2) de (3.3.7) yerine
yazilirsa

!

p ()t (u(s)) =t(s) + (o' (s) + a(s) ka(s) =28 (s) ks (s))na (s) (3.3.8)
bulunur. (3.3.8) den hareketle
t(u(s)) = E(s)t(s) + F(s)n(s) (3.3.9)

yazilabilir. Burada E (s) ve F'(s); L iizerinde C* fonksiyonlardir. (3.3.9)
ifadesinin s ye gore tiirevi alinirsa

WO ) = Ees) 4 (B + T @k 9) 0 )
(3.3.10)
elde edilir.iy ('5) ;m1 (s) ve ns(s) ile lineer bagiml oldugundan
4B (s) _
— =0 (3.3.11)

dir. Yani F (s) sabit fonksiyondur. E (s) ye Ey (s) ve F (s) ye de Fy (s)
denirse (3.3.9) dan

t(p(s)) = Eo(s)t(s)+ Fy(s)ni(s) (3.3.12)

elde edilir. (3.3.8) we (3.3.12) birlikte diigiiniiliirse

Eo (s) = (3.3.13)



ve

+a(s) ki (s) — 20 (s) ks (s)
1 (s)

bulunur. v bir Bertrand egri ve 727 ('S), nq (s) ile lineer bagimli oldugundan

Fy (s) # 0 olma durumu goz oniine alinacaktir. (3.3.14) den

Fo(s) = & ()

(3.3.14)

o (s)+a(s)ki(s)—28(s)ks(s) #0 (3.3.15)
dir. (3.3.13) ve (3.3.14) diizenlenirse

RSP CEIOITORS IO R

Fo () = Eo () (@' (s) + a(s) kr () = 28 (s) ks (s))
oldugundan Ej (s) (Fy (s))”" = ¥ denirse (3.3.16) dan

U (v (s)+ a(s) ki (s) —26(s)ks(s)) =1 (3.3.17)

elde edilir.
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3.4 IR* de (1,2) Tipinde Bertrand Egrileri

Teorem 3.4.1 v : L —IR* £ (s) = 0 egrilikli timelike pseudo-null egri
olsun. Eger 7, (1, 2)-tipinde Bertrand egri ise

T
~—

2(8

3 (8)

# sabit (3.4.1)

3

dir.

Ispat : ~,IR* de (1,2) —tipinde Bertrand egrisi ve  nin Bertrand egri cifti
— — d
5 : L— IR* olsun. p: L —L 5= pu(s) % # 0 regiiler bir déniigiim -~y ve
s
7 nin yay parametresi sirasi ile s ve’s olmak tizere 7, (1, 2) tipinde Bertrand
egri oldugundan

7(3) =7 () +a(s)n(s)+ 5 (s)na2(s) (3.4.2)

yazilabilir.Burada « (s) ve 3 (s); L iizerinde C* fonksiyondur.(3.4.2)
ifadesinin s ye gore tiirevi alinirsa

1 @(s)
p(s)—

s=u(s)= "7 (8)+a' () n1 (s)+a (s)my ()40 () n2 (s)+65 (s) n5 (s)

elde edilir. Burada Frenet denklemleri kullanilirsa

W) E(u(s) = (1+@)t<s> (3.4.3)

+ (a () ka2 (s) B (s) ks (s)) n3 (s)

bulunur. 7, IR* de (1,2) —tipinde egrisi Bertrand Egrisi oldugundan n; (s)

ve ny (s) in gerdigi diizlem ile 77 ('S) ve M ('5) in gerdigi diizlem cakigiktir.
O halde

77 (p(s)) = A(s)ny (s) + B(s)ny(s) (3.4.4)

ve

2 (1 (5)) = C(s) m1 (s) + D () na (s) (3.4.5)
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yazilabilir. Burada A(s), B(s), C(s), D (s); L iizerinde C* fonksiyon-
lardir. (3.4.3) ile (3.4.4) ve (3.4.3) ile (3.4.5) i¢ ¢arpima tabi tutulursa

0= #ﬁ’ (s)+ @&’ (s) (3.4.6)

0= @ﬁ' (s)+ @&’ (s) (3.4.7)
elde edilir.Buradan

B(s)=0 , d(s)=0 (3.4.8)

Bu da « (s) ve 3 (s) nin sabit fonksiyon oldugunu gosterir. (3.4.3) de (3.4.8)
yerine yazilirsa

W) = (14 22) 19+ () ha(6) 4 5(6) ka () mas) (349
bulunur. Eger
E(s) = Mll(s) (1+ b gs)) (3.4.10)
T - S (@) + 5 (9B () () (3.4.11)
denirse (3.4.9) ifadesi yeniden
(1) = E()1() + F (5)my (5 (3.4.12)

seklinde yazilabilir.Burada E (s) ve F'(s) , L iizerinde C* fonksiyonlardir.
(3.4.12) ifadesinin s ye gore tiirevi alinirsa

W) = ) (B (s) - 2F (5) ks () m (5)3.4.13)

ds
—2F (s) ka (s) na () + dzgs)ng (s)

elde edilir. 77(5); n1(s) ve na(s) ile lineer bagimh oldugundan

dE (s) _ 0 ve dF (s)

=0 3.4.14
ds ds ( )
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dir. Yani E (s) ve F'(s) sabit fonksiyonlardir. E (s) ye Ey (s) ve F(s) ye
de Fj (s) denirse (3.4.12) den

t(u(s)) = Ey(s)t(s)+ Fo(s)ns(s) (3.4.15)
elde edilir. (3.4.9) ve (3.4.15) birlikte diistiniiliirse

By (s) = ,yl(s) (1+ P ;S)) (3.4.16)

((a(s) ko (s)+ B(s) ks (s))ns(s)) (3.4.17)

7 ve 7 nin Frenet vektorleri farkl oldugundan Fj (s) # 0 dir. O halde (3.4.17)
den

a(s)ka(s)+ B (s)ks(s) #0 (3.4.18)
olup (s
ko (s 2
s (5) # sabittir (3.4.19)
bulunur.

Teorem 3.4.2 ~:L — IR* &, (s) # 0 egrilikli timelike pseudo-null egri
olsun. Eger 7, (1,2) — tipinde Bertrand egri ve bunun Bertrand egri ¢ifti 7
olsun. Bu taktirde 7

T () =y () + e~ S dstery, () 4 el kilsdsteay (4) (3.4.21)
seklinde tanimlanir. Burada ¢y, ¢y € R dir.

Ispat : ~,IR* de (1,2)—tipinde Bertrand egrisi ve v nin Bertrand egri

dus)

cifti 7 : L— IR* olsun. p: L —L 3 = pu(s) # 0 regiiler bir doniigiim

7 ve 7 nin yay parametresi sirasi ile s ve 5 olmak iizere v, (1,2) -tipinde
Bertrand egri oldugundan

7 (5) =7 (s) +a(s)n(s) + 5 (s) 2 (s) (3.4.22)

yazilabilir. Burada a(s) ve f(s); L tizerinde C*° fonksiyondur. Bu ifadenin s
ye gore tiirevi alinir, Frenet denklemleri kullanilir ve 7, (1, 2)-tipinde Bertrand
egrisi oldugu goz oniine alinirsa

Als)
2

B (s)

0= (5'(s) = B (s) ki () + 5= (' (s) +a(s) ki () (34.23)
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ve

C(s)
2

elde edilir. Burada A(s), B(s), C(s), D(s); L tizerinde C* fonksiyon-
lardir. (3.4.23) wve (3.4.24) ifadelerinin gegerli olmasi i¢in

B'(s) =B (s)ki(s) =0 (3.4.25)

(B (s) = B (s) k1 (5)) +

D 2(8) (o (5) +a(s) ki (s)  (3.4.24)

ve

a(s)+a(s)ki(s)=0 (3.4.26)

olmalidir. Bu diferansiyel denklemler ¢oziiliirse
B (s) = el (®)dster (3.4.27)

ve
a(s) = e I Hal)sten (3.4.28)

bulunur.(3.4.27) ve (3.4.28) ifadeleri (3.4.22) de yerine yazilirsa (3.4.21) bu-
lunur.
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4.BOLUM
IR* YARI -RIEMANN UZAYINDA HELISLER

7 () birim hizl timelike pseudo-null egrisi olsun.{t (s) ,n; (s) ,n2 (s) ,n3 (s)},
v (s) boyunca Frenet catisi ve 7 timelike pseudo-null egrisi k& (s), ko (s),
ks (s) egriliklerine sahip olsun. Bu boliimde 7(s) timelike pseudo-null egrisi
icin bir karekterizasyon elde edilecektir.

4.1 TR* de Helislerin Temel Denklemleri

v(s), IR* de birim hizli timelike pseudo-null egri ve U; IR* de sabit vek-
tor alani olsun. Vs € I C IR* igin U vektorii {t(s),n1 (s),n2(s),ns(s)}
ortanormal bazinin lineer kombinasyonu olarak ifade edilir. a; ler diferan-
siyellenebilir fonksiyonlar olmak tizere

U=ay(s)t(s)+az(s)ng(s)+as(s)ng(s)+ az(s)ns(s) (4.1.1)
seklinde yazlabilir. (4.1.1) ve (2.1.5) den

Ut(s)) = —ar(s), {Uym (s)>—%a3(s), (4.1.2)

Uina () = 5as(s), (Ums (5)) = aa (s)

ifadeleri yazilabilir. (4.1.1) ifadesinin s ye gore tiirevi alinirsa

0 = aj(s)t(s)+as(s)ni(s)+ay(s)ng(s)+ay(s)ns(s)+ay(s)t' (s)

+az (s) 17 (5) + as (s) ny (s) + aa (s) 3 ()

olur. Burada (2.2.2) kullanilirsa
ay (s)t(s) + az () m (s) + az (s) n2 (s) + ay (s) 3 (s) + a1 (s) na (s)
+az (s) (K (s) na (s) + k3 (5) 13 (5))
+%@(il—m<><@+%@w@0
+ay (s) (=2ks (s) na (s) = 2k2 (s) 12 ()
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veya

0 = (a’l(s)+a32(s))t+ (4.1.3)

0y (s) + =5~ =0, (4.1.4)

dy (5) + a1 () + as () ki (s) — 2a4 (s) ks (5) = 0, (4.1.5)

dl (s) — as () ky (s) — 2a4 (5) kz (s) = 0 (4.1.6)

" dl () + ay (s) ky (5) + as (s) ks (s) = 0 (4.1.7)
bulunur.

Teorem 4.1.1 v(s), IR* de birim hizli timelike pseudo-null egri olsun.
Eger a3 (s) ve a4 (s) sifirdan farkl sabitler ise 7 (s) bir helistir.

Ispat : (4.1.6) dan ve teoremin hipotezinden
az (s) k1 (s) = —2ay (8) k2 (s)

veya

k2 (s) as (s)
elde edilir. Boylece 7 (s) genel helistir.

Teorem 4.1.2 ~(s), IR* de birim hizli timelike pseudo null egri olsun.
Eger as (s), a3 (s), a4 (s) sifirdan farkh sabitler ise

= sabittir.
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Ispat : (4.1.7) den ve teoremin hipotezinden

bz (5) B () = sabittir

ks (s) a (s)

Sonug 4.1.3 v (s), IR* de birim hizli timelike pseudo-null egri olsun.
Eger v (s) helis ve ay (s), as(s), as (s) sifirdan farkl sabitler ise

F (s) = sabittir.
k3 (s)
Ispat : Teorem (4.1.1) den
i (s) = sabit = \
kz (S)
ve Teorem (4.1.2) den
k3 (8) .
= sabit =
ks (5) a
ise i ( )
1S .
= A\u = sabit
ka(s)
olur.

O halde genel olarak 7 (s), IR* de birim hizh timelike pseudo-null egrisi
sabit bir U = ay (s)t (s) +az (s) ny (s) +as (s) n2 (s) +as (s) ng (s) vektoriiyle
sabit bir ag tegkil ediyorsa ve U nun as (), az (s), a4 (s) katsayilar: sabitler

Bi(s) Ra(s) Ki(s)

kz (S) ’ kg (S) ’ kg (S)
ifadeleri birbirinden farkli sabitlerdir.
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5.BOLUM
AKISLAR

5.1 IR* Yari-Riemann Uzayinda Egri Akis:

Bu béliimde aksi belirtilmedigi siirece IR* de diferansiyellenebilir
timelike pseudo-null egrinin bir parametre ailesi 7 : [0,1] x [0,1] — IR* sek-
linde ve u, 0 < u <1 de bir y(s) egrisinin parametrizasyon degiskeni olarak
ve kisaligin hatri igin ¢ = t(s), ny = n1(s), ne = na(s), ng = n3(s),
k1 = ki(s), ka = ka(s) ve k3 = k3(s) seklinde gosterilecektir.,
dy
du'

Eger v pseudo-null egrisinin hizi v = tarafindan verilirse v nin yay

uzunlugu « nun bir fonksiyonu olarak

-]

dy
du

du = /Udu (5.1.1)
0

yazilabilir. Burada

da dy| |y

' =\ 2l |2 (5.1.2)

dir. s operatorii ] o
s udu (5.1.3)
seklinde verilir. Ayrica v = H% olup bu durumda yay uzunlugu ds = vdu

dir.

Tanim 5.1.1 ~ timelike pseudo-null egri ve {t, ny, no, n3} IR* de v nin Frenet
catis1 olsun. Timelike pseudo-null egrinin herhangi bir akisi

d
d_% = B4t + Byny + Bang + Byns (5.1.4)

olarak ifade edilebilir. Burada f3,; diferansiyellenebilir fonksiyonlardir.
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IR* uzayinda timelike pseudo-null egrisinin herhangi bir sikisma veya gevse-
meye maruz kalmasimin kosulu

v

d [d

a _ [, 1.

dts(u,f) /dtdu 0 (5.1.5)
0

sart1 ile ifade edilir. Burada u € [0, (] dur.

Tamim 5.1.2 ~;IR* timelike pseudo-null egri olsun. Bir timelike pseudo-

d
null egrinin eviilasyonu 7 (u, t) ve onun akigi ;d—;z,eger

dy
du

d
= ' —0 (5.1.6)

ise egrinin esnek olmayan akisi olarak ifade edilir.

Teorem 5.1.1 {t,ny,n9,n3}; v timelike pseudo-null egrisinin Frenet ¢atisi
ve

d

d_g = B4t + Byny + Banag + Byns
IR* uzaymda ~ timelike pseudo-null egrisinin diferansiyellenebilir akisi olsun.
Eger «; Rj birim hizli timelike pseudo-null egrisi ise

dv  dB; 1
ATl

denklemi yazilabilir.

. d
Ispat : d—;_Y,HR4 de timelike pseudo-null egrisinin diferansiyellenebilir akis

olsun. v nmin tanimi kullanilirsa

dy 2 dy dy
=||— =(—,— 1.8
! ' du ! <du’ du (5.1.8)
elde edilir. (5.1.8) ifadesinin ¢ ye gore tiirevi alinirsa
dv d /dy dvy
20— = —=( —,— 5.1.9
vt dt<du’du> (5.1.9)
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d? d?

l . 1 - = = l o
bulunur. (5.1.9) da Tl — didu oldugundan
gt (@Y B\ d (O, d (0 dy
Yot T\t \du) du) T \Naw @ \du) /)~ "\t \du)  du
dv d (dy\ dy
vt <dt(du)’du> (5.1.10)
bulunur. (5.1.10) ifadesi
dv d (dy\ dvyds
— = 111
Vi <du(dt) dsdu> (5.1.11)

seklinde yazlabilir. (5.1.11) den

dv d
/Ud_f = <@ (/Blt + /82n1 + 537?,2 + /8477/3) ,/Ut>
veya
df< 51 d 1+B2d +d 2+53 dun3+ﬁ4du’t
(5.1.12)
veya
dv dﬁl dt ds dﬁz dn, ds dﬁ3 dngy ds dﬁ4 dns ds
dt_<d s T T s T ™ T s T ™ T P aw

< ﬁld d ﬁzd d n2+ﬁ3d +dun3+ﬁ4dsv’t

elde edilir. Boylece (2.5.5) den

% = %(tﬁﬂﬁmw,twﬁ( L)
+ (B2 (kina + kanz) v, ) + di 3 (ng, t)

<ﬁ3 ( t— king + kgng) v, t>

d
205 00, 1) 48, (~2hom — 2hamn) 0,1
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olup
dv g, 1
R el R 1.1
G- w27 (5.1.13)

elde edilir.

Teorem 5.1.2 {t,ny,ne,n3} IR* uzaymnda timelike pseudo-null egrinin Frenet

catisi ve

dy

P Bt + Bana + B3na + Byns
IR* de v timelike pseudo-null egrisinin esnek olmayan diferansiyellenebilir
akist olsun. Eger v; R} de birim hizh timelike pseudo-null egri ise

s, 1
S 1.14
du 253“ (5 )

denklemi mevcuttur.

Ispat : ~ timelike pseudo-null egrisi esnek olmayan egri akigia sahip olsun.
O halde

d [ dv
pr (u,t) = /d_t_du
0

veya (5.1.13) kullanilirsa

g, 1
P2 — 11
du 253“ 0 (5.1.17)
veya
dg, 1
1z 11
du 253“ (5 8)
bulunur.
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Teorem 5.1.2 {t,ny,ng, n3} IR* uzayinda timelike pseudo-null egrinin
Frenet catisi olsun. O zaman

d’y B

dt
IR* de v timelike pseudo-null egrisinin esnek olmayan diferansiyellenebilir
akigi olsun. t ye gore {t,n1,n2,n3} nin diferansiyelleri

d—é = (51 dﬁz + Bk — 254/@,) ny + (dﬁg 2k, 85 — 2k254) T2

dt ds
d
(ﬁzkz + Bsks + B4) n3

= [t + Byni + Bang + Byns

d

ve

dn ag
d—fl = —5 ( d33 klﬁg — 2]{254) t+ 2\11177,1 + \I}277,3
ve d 1 dﬁ
n
d—; =3 (ﬁl + d—; + Byky — 254%) t—2Winy + ¥ans
ve p i
Z;:) (ﬁzkz + 53]{3 - 54) t— 2\11377,1 — 2\112712

. dn1 dn1 dng
dir. Burad v v =V .
ir. Bura a< g > 1,< i N > 2,< T 3> 3 dir

Ispat : Dogrudan hesaplama ile

dt d (dy d (dy
a4 _a 1.1
dt dt (ds) ds (dt) (5.1.19)
veya
dt d
i ds (B1t + Byni + Bang + B4m3)
veya
dt dﬁ dpBy dny  df, dny  df, dns
ai - ﬁld s T Py g e gy g e Py
bulunur. (5.1.19) da (2.1.5) denklemleri yerine yazilirsa
dt d d
T = Blt + Bin + dﬁnl + By (k1ng + kong) + d—inz
+ﬁ3 ét — king + ksng | + gng + ﬁ4 (—2]63711 — 2]€2n2)
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veya

d
oky + B3ks + %) ng

+ (—S — k183 — 27?254) g
ve

ve

bulunur. (5.1.21) ifadesi

e (ﬁl N . 2ﬁ4k3) n

dt ds
dp
+ (d—; — ki1Bg — 21@254) No
d
+ (ﬁzkz + B3ks + %) n3
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seklinde yazilir. Diger taraftan

d dt
(tm) = 0= <t,%> =— <d—t_, n1> (5.1.23)
1 /dp
= ~3 (d—;’ — k183 — 21?254)
an dt
t — 0 e = — J—
() = 0= (1552 ) =~ (Gma)
1 d
= _5 (51 + CZQ +52k1 - 2541%)
dn3 dt
< 7n3> < ) dt > <dt7n3>
dp
= (ﬁzkz + Bsks + d—:>
ve buradan
1 dn dn
(n1,ne) = 5 — <n1,d—;> == <d—fl’n2> =0, (5.1.24)
dn dn
(ni,n3) = 0= m,d—;’> = —< dtl’ 3> =0,
dn
<n27n3> = 0= t—>__<d—t—2,n3>_—q}3

bulunur. Diger taraftan

d

% = at 4+ bny + cng + dns
seklinde ifade edilebilir. Burada a, b, ¢, d diferansiyellenebilir fonksiyonlardir.
O zaman (5.1.23) den

dn 1 /dg
<Wt> =-o=5 (d— = Fafly - 2’@54)

ve
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ve

ve

dn
<d—t—17n3> =d=1Y,

bulunur. (5.1.24) de (5.1.25) ifadesi yerine yazilirsa

dn 1/d
elde edilir. Benzer sekilde
d
i_Q = at + bny + cng + dns
dt
yazilir. Burada a, b, ¢, d diferansiyellenebilir fonksiyonlardir. O halde (5.1.23)
den
—t) = —a== — ky — 28,k 5.1.28
<dt’> a 2(ﬁ1+d8+521 543)7 ( )
dn c
<d—;7n1> = 9 -y,
dnz b
< di ’n2> o TV TV
dnz
o2 — d=T
< dt ) 3> 3
e d 1 dg
n
d—t_Q =3 (ﬁl + d—; + Byky — 254%) t—2Winy + ¥ans
elde edilir. Son olarak
dn3

— =at+bny +cny +dn
7 1 2 3
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seklinde ifade edilebilir. Burada a, b, ¢, d diferansiyellenebilir fonksiyonlardir.
O zaman (5.1.23) den

<% t> = —04=— (52k2+ﬁ3k3+a;—i4) ,

dt’
dng |\ _
dt—al -

©

2

d b
<L”> B

dt
dn
<E”> =d=0,
ve d dﬁ
n
d—; = (ﬁ2k2 + ﬁ3]€3 I d—;) t— 2\113711 — 2\112712

bulunur. Bu ise ispat1 tamamlar.
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