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OZET

Yiksek Lisans Tezi
BAZI COK SPINLI SISTEMLERDE KUANTUM DOLANIKLIK
Volkan Duran
Ondokuz May1s Universitesi
Fen Bilimleri Enstitlsi
Fizik Anabilim Dali

Danigman: Prof. Dr. Azmi Gengten

Kuantum oyun teorisi klasik oyunlarin kuantum bilgi teorisine gore islenmesini
inceleyen kuantum bilgi teorisinin bir alt dali olarak ele alinabilir. Spin 2 durumunu
temsil eden kubitlerle birgok oyunun analiz edildigi ilgili literatiir incelendiginde
goriilebilir. Bu tezde son yillarda daha ¢ok ilgi goren spin 1 durumlarini temsil eden
kutrit temelli yazi tura oyununun analizi hedeflenmistir.

Tezin ilk kisminda kutrit temelli kuantum dolanikligin Bloch kiiresinin geniseltilmis
bir turd olan kutrit temelli hiper kiirede incelenmesi amaglanmaktadir. Bu baglamda
ilk bolum o6ncelikle i) yapistirma, birlestirme c¢arpimi gibi yeni islemciler ile
carpimlarin ve matematiksel 6zelliklerin tanimlanmasi, ii) Bloch kuresinin modifiye
edilmis hali olarak kutrit temelli hiper-kiirenin tanimlanmasi iii) dolanik durumlarin
(i) ve (ii)’de elde edilen bulgular agisindan 6rgllerle incelenmesini icermektedir.
Ikinci asamada kutrit temelli yazi-tura oyunlar1 cesitli islemcilerle sikistirilarak
incelenmistir. Daha sonrasinda fano diizlemi {izerinde tanimlanan renk pusulasi
kullanilarak bu oriintiilerin renk panosu iizerindeki karsilig1r bulunmaya ¢alisilmistir.
Son boliimde ise orgii kurami baglaminda kutrit durumlar ve enerji seviyeleri 6rgi
tirtinden ifade edilmistir ve gesitli islemler yapilmistir. Sonu¢ olarak kuantum bilgi
teorisinde bazi klasik oyunlar ve dolaniklik kavrami kavranmaya ¢aligilmistir.

Anahtar Kelimeler: Kuantum Oyun Teorisi, Kutrit Temelli Hiperkiire, Yapistirma
Carpimi, Birlestirme Carpimi, Kuantum Kutrit Dolaniklik, Orgii Kurami



ABSTRACT

Master’s Thesis
QUANTUM ENTANGLEMENT IN SOME MULTI-SPIN SYSTEMS
Volkan Duran
Ondokuz Mayis University
Institute of Science And Technology
Department of Physics

Supervisor: Prof. Dr. Azmi Gengten

Quantum game theory can be considered as a sub-branch of quantum information
theory which explores the processing of classical games based on the quantum
information theory. Most of the research papers deal with the qubit based quantum
games representing spin % states. In this thesis, it is aimed to analyze qutrit based
quantum games which have been attracted more focus recently.

In the first part of the thesis, it is aimed to investigate qutrit based hypersphere which
can be thought as the extended version of Bloch sphere. In this respect firstly the first
part of the research includes i) multiplications and mathematical properties with new
operators and multiplication rules such as gluing, combining products, ii) qutrit based
hypersphere iii) the application of the results of (i) and (ii) over qutrit based
quantum entanglement via braids. In the second part of the research, qutrit based
guantum games are analyzed thorugh restricting them with some operators. Later, it
was tried to find the correspondence of these patterns over the color wheel compass
which is defined by the fano plane. In the last part, qutrit states and energy levels in
the context of braid theory are expressed and analyzed in terms of braids. As a result,
quantum entanglement is tried to be viewed from a different perspective.

Key Words: Quantum Game Theory, Qutrit-Based Hypersphere, Glueing Product,
Combining Product, Quantum Qutrit Entaglement, Braid Theory
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1. GIRIS

Kuantum mekaniginin kuramsal temellerinin 1900’larin baginda “Kara Cisim
Ismim1” olgusuyla basladigi soylenebilir. Bu donemde bilim adamlar1 kara cisim
is1masi, fotoelektrik olay, hidrojenin spektrumu gibi bazi deneyleri klasik fizik
kurallariyla agiklayamadilar. Bu noktada kuantum teorisi 1900°1i yillarin baslarinda
Max Planck’in kara cisim 1simasini agiklamak i¢in ortaya koydugu enerjinin kesikli
yapida olmasimin gerektigi Onerisiyle ortaya ¢ikmistir. 1905 yilinda Albert Einstein
fotoelektrik etkiyi, 15181 iginde enerji olan ayr1 paketlerde taginan enerjinin bir sonucu
olarak agiklayan bir makale yayimlamistir. 1914 yilinda Robert Millikan’in deneyi
Einstein’in fotoelektrik etkisi tizerindeki Onerisini dogrulamistir. Bdylece bilim
diinyasinda, 1518in kesikli ve pargacikli bir yapidan olustuguna iliskin kanaat
giiclenmistir. Niels Bohr hidrojen atomu icin gelistirdigi modelde atomun dengesinin
atomdaki ayrik enerji seviyelerinden olustugunu agiklamistir. De Broglie maddenin
hem dalga hem de parcacik 6zelligi tasidig1 hipoteziyle kuantum mekaniginin dalga-
pargacik ikilemini iceren matematiksel temellerini atmustir. Heisenberg onerdigi
belirsizlik ilkesiyle, maddede var olan pargacik ikiligini momentum ve konum
kavramlariyla ve Planck’in maddenin en kiigiik birimi hipoteziyle birlestirerek ¢esitli
matrislerle aciklamistir. Bu donemde Paul Dirac kuantum islemcilerini ve
durumlarini, Hilbert uzayinda vektorler olarak gosterilmesi 6nerisinde bulunmustur.
Schrédinger kuantum mekanigini diferansiyel denklemler ile ¢6ziilebilen bir yapida
incelemistir. Sonrasinda, hem Heisenberg hem de Schrédinger tarafindan gelistirilen
birisi matrisler digeri ise diferansiyel denklemlerle ¢oziilen matematiksel yapinin

birbirine denk olduklar1 gésterilmistir.

Kuantum mekanigi ile klasik mekanik anlayisi arasindaki en biiyiik fark
Bohr’un kuantum Ol¢imlerindeki dalga-parcacik ikiligini ele alan kuantum
mekaniginin istatistiksel yorumunda saklidir. Einstein “Tanr1 zar atmaz.” fikriyle bu
anlayisa kars1 ¢ikmis ve bir diisiince deneyiyle EPR paradoksunu ortaya atmis ve bu
ikili yapiya “yerel sakli degiskenler” kuramiyla agiklamada bulunmaya c¢aligmigtir.
Temel olarak Einstein’in yorumu “bir (fiziksel) araci lizerinden eyleme dayanirken,

Bohr’un kuramu bir “mesafeden gerceklesen eylem fikrine dayaniyordu.



J. S. Bell (1966) kuantum teorisine yapilan mantiksal itirazlara kars1 kuantum
fiziginin yerel olup olmadigini matematiksel olarak gosterebilecek Bell
esitsizliklerini one siirdii. Paris'te, Alain Aspect ve arkadaslarmin (1982) yaptigi
deneyler de kuantum kuraminin 6ngoriisiinii dogrulamistir. Daha sonraki deneylerde
buna paralel sonuglar vermistir. Bu sonuglar1 bugiin de teorik olarak incelenen

kuantum dolaniklik denilen bir olgunun varligina iliskin ipu¢larmi giiclendirmistir.

Modern anlamda bilgisayarlarla ilgili teorik ¢alismalar aslinda, matematigin
temel kuramlarindan kimeler kuramina kadar ele alinabilirse de, teorik olarak bu
alan Babbage iizerine daha ¢ok teorik ¢alismalar yapan Ada Lovelace ve buna ek
olarak sibernetik bashigi altinda 19. Yiizyildaki ¢alismalarda izi siiriilebilir. Klasik
bilgi teorisi olarak ise 20. Yiizyilin baslarinda ayr1 birer disiplin olarak incelenmeye
baslamigtir. "Klasik Hesaplama" kuramu ilk olarak 1936 yilinda {inlii matematikci
Alan Turing tarafindan ifade edilmistir (Turing, 1937). John von Neumann 1945’li
yillarda Los Alamosta atom bombasi yapimi sirasinda gelistirdigi bugiinkii modern
bilgisayarlarin da temeli olan makinelere von Neumann makineleri denmektedir.
1947 wyilinda transistorlern icadiyla beraber teknolojinin minyatiirlesmesi
bilgisayarlarin ceplerimize kadar girebilmesini sagladi. 1946 yilinda transistorsiiz
iretilen ENIAC yaklagik 167 m? bir alana sigan ve agirligi 30 ton olan ayrica
vakumlu tiiplerle calisan ilk bilgisayar oldu. Bu gelismeden daha derin nitelikteki
kuramsal icat ise, Claude Shannon’un “enformasyon igin segtigi miktar belirleyici bir
sozclik olan “bit” kavramini tanimlamasi ve bunu matematiksel bir baglamda
kullanmasi oldu. Bilgisayar teknolojinin piyasaya ¢ikisindan sonra Gordon Moore ise
her 18 ayda bir tiimlesik devre tlizerine yerlestirilebilecek bilesen (transistor)
sayisinin iki katina ¢ikaracagmi, bunun bilgisayar fiyatlar1 ayni kalmasina ragmen
bilgisayarlarin islem kapasitelerinde biiyiik artiglar yaratacagini 6nerdi ve bu ‘Moore

Ongoriisi’ olarak literatiire girdi.

Kuantum bilgisayarlarinin temelleri, Richard Feynman (1982) 'n "kuantum
etkilerini" daha iyi bilgisayarlar yapmak i¢in kullanma fikrini ortaya koymasina
dayanir. Gergek matematiksel baslangic IBM laboratuvarinda ¢alisan fizikei
C.H.Bennet’in 1973 yilinda kuantum sistemlerle olusturulacak mantik gecitlerinin
tersinir oldugunu ortaya koymasiyla gergeklesmistir; ancak Bennett (1973)’in bu
caligmasi 0 zaman fazla dikkat ¢ekmemistir. Her ne kadar fikir Feynman’dan

cikmigsa da kuantum hesaplama veya kuantum bilisiminin resmi milad1 Benioff’un



1980 yilinda yaymladigi makale olarak kabul edilmektedir (Benioff, 1980). Kubit
kavrami ise ilk olarak 1983 yilinda Stephen Wiesner’in kuantum para konusundaki
onerisinde sunulmustur. Bununla beraber kavram Benjamin Schumacher’in arkadagi
William Wootters ile bir sohbetinde antik bir 6l¢t birimi olan kubite fonolojik
benzerligi disiiniilerek iki durumlu kuantum sistemler icin en kiglk olgit olarak
ortaya konulmustur (Schumacher, 2015). Bennett ve Brassard kuantum sifrelemeyle
ilgili ilk yaymni yapmigslardir (Bennett ve Brassard, 1984). David Deutsch (1985)
kuantum bilgi isleme dayali ilk algoritmalar1 gelistirmistir. Shor (1994) ise tam
sayilar1 asal ¢arpanlarina ayirmak igin bir kuantum algoritmasi gelistirmistir. Grover
(1996) ise kuantum arama algoritmasini gelistirmistir. 18 Nisan 1998 yilinda Neil
Gershenfeld (MIT) ve Isaac Chuang (IBM Almaden Research Center) iki kubitlik
bilgisayarin iretimini ilan etmislerdir. Daha sonraki asamalarda farkli yerlerde
kuantum bilgisayarlar {lizerine ¢alismalar hem teorik hem deneysel olarak devam
etmistir. Teorik olarak “Kuantum Bilgi Teorisi”, “NMR Kuantum Bilgi Teorisi”,
“Kuantum Hata Diizenleme”, “Kuantum Sifreleme” gibi bir¢ok alt disiplin fizikte
kendilerine yer bulmustur (Sagawa ve Yoshida, 2010). D-wave adli bir sirket 2011
yilinda resimleri tanimlayabilen bir kuantum bilgisayar1 insa ettigini ilan etmistir

(https://en.wikipedia.org/wiki/D-Wave_Systems).

Oyun teorisi hem pratik hem de matematiksel olarak antik zamanlara kadar izi
surtilebilen bir teori olarak ele alinsa da modern anlamda matematiksel temellerinin
21. Yiizyilda atildig1 s6ylenebilir. Bugiin oyun teorisi, iktisattan, bilgisayar bilimine
bircok alanda disiplinler arasi alan olarak kullanilmaktadir (Flitney, 2005). Kuantum
oyunlar1 da klasik oyunlarin kuantum bilgisayarlarinda kullanilmasi durumuyla
ilgilenen disiplinler arasi bir alan olarak ortaya ¢ikmustir. David Deutsch (1985),
kuantum durumlarinin girisim 6zelliginin bir¢ok klasik hesaplamay1 paralel bir
sekilde yapilmasinda kullanilabilecegini 6ne surdi. Bu Ozellikle beraber kuantum
durumlarinin dolaniklik 6zelligi de kullanilarak bu kavramlar klasik oyunlari
kuantum oyunlarina doniistiirmede kullanildi. Eisert, Wilkens, Lewenstein’in (1999)
“Quantum Games and Quantum Strategies” adli makalesi, bu alanda yaymlanan oncii
makalelerden birisi olarak kabul edilebilir. Bu makalede klasik oyunlarn kuantize
hale getirilmesinin nedenleri: 1- Oyun teorisinin matematiksel olarak saglam temeller
lizerine kurulmus bir alan oldugu ve biyoloji, kimya, ekonomi gibi birgok farkli

disiplinle iligkili bir alanmn kuantum teorisiyle genellestirilmesinin Onemli



olabilecegi, 2- Molekiiler genetik alanindaki ¢aligsmalarin, kuantize oyunlarla daha
kolay anlasilabilecegi, 3- Oyun teorisi ile kuantum bilgi teorisi arasinda karsilikli bir
iliski oldugu 4- Kuantum teorisinin oyunlarin analizinde faydali olabilecegi, olarak
belirtmislerdir. Kuantum oyunlariyla ilgili temeller ise Meyer’in Microsoft sirketinde
bu konu hakkinda bir seminer vermesi ile atilmistir. Ayrica Meyer (2000) klasik
oyunlarin nasil kuantize edilecegine iliskin bazi1 oyunlarla ilgili 6neriler sunmustur.
Daha sonra literatiirde birgok oyun kuantize edilerek incelenmistir. Ornegin,
“Mahkamun Celiskisi”, “Monthy Hall Problemi”, “Mermin-Peres’in Kuantum Sihirli
Kare Oyunu” gibi bircok oyunun ¢esitli kuantum protokollerle incelenmistir
(Grabbe, 2005). Bu tezin konusu olan yazi tura oyunlari, BB84 protokolii, Ambainis
protokolt, Ekert kuantum protokoli, 3DEB protokolii gibi bir¢cok prokollerle
incelenmistir (Berlin, Brassard, Bussieres ve Godbout, 2009 ve Arnault, Amblard,
2014). Sonug¢ olarak klasik oyun teorisi kuantum bilgisayarlarina has kuantum
ozelliklerinin oldugu durumlarda oyunlarin nasil sonuclar verecegini inceleyen
kuantum oyun teorisi alanina dogru cevrilmistir. Tez calismasinda oncelikle yakin
zamanlarda yeni yeni incelenmeye baslayan ii¢ durumlu kuantum sistemleri
tanimlayan bilgi birimi kutritleri temel alarak hesaplamalar yapilmistir. Bu tez
calismasmin kuramsal temellerini de bu baglamda genel agidan kuantum mekanigi,
kuantum enformasyon teorisi dar anlamda ise kuantum yazi-tura oyunlari
olusturmaktadir. Tezin ilk boliimiinde kuantum kutrit dolaniklhigi, i¢ ice gegmis es
merkezli iki Kkirenin skaler carpimla yapistirilmasiyla tanimlanan hiperkire
lizerindeki vektorler olarak tanimlanmustir. Bunun iizerine kutrit temelli dolanik
vektorlerin skaler ¢arpim veya yapistirma islemcisiyle ayrilarak cgesitli kuantum
gecitleriyle manipiile edilmesi gosterilmistir. Tezin ikinci bolimiinde fano
duzlemindeki noktalar 6ncelikle kutritler cinsinden tanimlanmustir. Daha sonra bu
dizlem renk ¢emberine uyarlanmis ve bu diizlem “renk ¢emberi pusulasi” olarak
tanimlanmis ve adlandirilmistir. Son asamada ise ¢esitli kuantum gegitleri arasina
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sikistirllan  kutrit durumlarin izledikleri Oriintiiler “renk c¢emberi pusulasi”’nda
incelenmistir. Son boliimde ise kutrit durumlar 4 farkli renk telinin etkilesimleri
tirinden orgiiler agisindan tammmlanmis ve diger Ozellikleri 6rgller Gzerinden

incelenmistir.



2. GENEL BILGILER

Bu boliimde oncelikle kuantum mekaniginin dayandigi temel ilkeler ile kuantum
bilgi teorisinin temel ilkeleri genel olarak verilecektir. Kuantum bilgi teorisi alt
bashiginda kubit ve kutrit sistemler ve gegitler matematiksel olarak tanimlanacaktur.
EPR paradoksu ve dolamklik kavrami aciklanacaktir. Ikinci asamada ise klasik
olarak oyun teorisi ¢esitli bilinen oyunlar agisindan verilecek en sonunda kuantum

oyun teorisi ele alinacaktir.

2.1 Kuantum Mekanigi

Kuantum mekaniginin deneysel verilerden elde edilerek atom alt1 pargaciklarin hem
dalga hem de pargacik olarak kabul edilmesini anlamamizi saglayan temel ilkelerin
Heisenberg ve De Broglie ilkeleri oldugu sdylenebilir (Reinbach, 2014). Heisenberg
belirsizlik ilkesi de bir parcacigin konumu ne denli dogrulukla olgiiliirse buna
karsilik gelen belirsizligin ayni oranda biiyiik olacagni sdylemektedir ([%,p;] = XP-
Px=in). Temel olarak kuantum mekaniginin 6nermeleri su sekilde verilebilir:
Onerme 1: Yalitilmis bir sistemin durumu karmasik bir uzay olan ve durum
uzay1 olarak da adlandirilan Hilbert uzayinda temsil edilir. Bir sistemin durumu ¥
dalga fonksiyonu ile tanimlanmaktadir. Ornegin, iki alt sistem olan A ve B
durumlarmin birlestirilmis bir kuantum sistemi, baska bir deyisle Hilbert uzay

elemanlari, her iki sistemin ketleri arasindaki tensor ¢arpimiyla olusturulur:

| Wag) = |¥a) |¥E) (2.1)

Bu kural n alt sisteme genisletilebilir:
| Ya..v) = [¥a) 1¥5) . |¥n) (2.2)

Onerme 2: Klasik mekanikte her gozlenebilire kuantum mekaniginde bir
islemci karsilik getirilir ve islemciler ([£,p5] = XP-PX=ih komitasyon baglantisin

saglayacak bigimdedir.

Onerme 3: Bir A islemcisine eslik eden gozlenebilirin &lgiilmesinde
gozlenebilen yegane degerler AW= a¥ Ozdeger denklemini saglayan a
ozdegerleridir. Bu noktada A ya karsilik gelen gozlenebiliri 6lgmek icin kullanilan
spektrum degerleri a1, az, as,...” dir. Kuantum mekaniksel islemciler hermityen
islemciler olmalidirlar. AT hermityen eslenigi su sekilde tanimlanr:
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(WalAlp1) = (h1lAlp,)” (2.3)
Kendi eslenigine (adjoint) esit islemcilere Hermityen islemci denir ve asagidaki gibi
gosterilir:
At =A (2.4)
Bir hermityen islemcinin eslenigi ise asagidaki bagmtilarla bulunabilir:
AT [g) = A |P) (2.5)
(alaf]b) = (b| At | ay 2.6)

Onerme 4: Bir sistemin iyi davranigh | dalga fonksiyonu ile belirlenebiliyorsa

o zaman bir A islemcisine karsilik gelen gozlenebilirin ortalama degeri:
(4) = (alAlb) 2.7)
olarak hesaplanir.
Onerme 5: Kapali bir sistemde fonksiyon uniter bir bigimde evrilirken
disaridan bir etki geldiginde 6lgiim gergeklesir. Yukaridaki ilkeler dogrultusunda bir

kuantum sisteminde 6lcim M ile gosterilmek Uzere basit bir devre diagram ile

verilebilir. Bir | #) kuantum durumunun yogunluk islemcisi denklem 2.8 ile verilir:
p= |¥XYP| (2.8)

Yogunluk islemcisi bir kuantum durumunun saf veya karma durumlardan olusma

Olciitiinde kullanilan bir degiskendir. Bu 6lciit s ile tanimlanir ve
S=(o) = tr(op) (2.9)

ile verilir. Eger s < 1 ise p karma durumdur, |s| =1 ise p saf durumdur. Burada s

vektOri o gegitinin beklenen degeridir.

Kuantum élgtimler {M,,} 6l¢iim islemcileriyle asagidaki gibi tanimlanir:
My, = |m)(m| (2.10)

Hilbert uzay1 | ¥) ket seklinde vektorel olarak gosterilen ve girisim ilkesine
gore yazilabilen vektorlerin dogrusal toplamlarinmn ve bu vektdrlerin karmagik
katsayilarinin dogrusal toplamlarni i¢ine alan soyut bir uzaydir. Bununla beraber
Hilbert uzay: sadece karmasik katsayilar1 olan vektorlerin dogrusal olarak toplandig:
bir uzay degil, ayrica pozitif skaler carpima da sahir bir uzaydir. Bu baglamda skaler

carpimin Ozellikleri simetri, dogrusallik ve pozitif olmak olarak verilebilir.



Hilbert uzayinda  vektorlerin = ¢esitli  Ozellikleri  vardir.  Simetri
ozelligi, |y, ), |, ) iki vektor olmak Gzere (Y, |Y,) = (Y1|,)* oldugunu gosterir.
Dogrusalhk ozelligi, (Y, | W) = (Y,(col0) + c1]|1)) = co{,|0) + 4|, 1)
olarak verilebilir. Pozitif olma ise sifirdan farkli her |, ) vektorl icin (Y, |y;) >
0 olarak verilir. Diklik 6zelligi, Hilbert uzayinda temel vektorler birbilerine dik
oldugunu yani (y,|;) = &, oldugunu gosterir. Eger | W) ise (P|¥) = 0' dir ve
bu pozitiflik olarak nitelenir. Hibert uzaymda islemci de bu noktada vektorleri
birbirlerine dogrusal olarak haritalayan bir fonksiyon olarak tanimlanir. Sonlu bir
Hilbert uzaymda islemciler, birim islemcidir yani eslenigi ile kendisinin carpimi

birim iglemciye esittir.

2.2 Kuantum Bilgi Teorisi

2.2.1 Kubitler ve Tek Kubit Gegitleri

Bilgi teorisinin temel birimleri bitler olarak ele almabilir. Klasik bitler iki duruma
sahip normal klasik bit ve bu iki durumun normalize edilmis kombinasyonlarina
sahip olasilikl1 bit olarak ikiye ayrilabilir. Klasik bilgi O veya 1 olarak bitler seklinde
saklanmaktadir. Klasik bitler klasik mantik gecitleriyle birbirlerine doniistiiriiliir.
Kuantum bilgi teorisinin en temel birimi kubitlerdir. Kubitlerin klasik bitlerden

en 6nemli farki, kubitleri “girisim” halinde yazilabilmesidir. Matematiksel olarak I:%

sistemleri i¢in karsilik gelen Pauli matrislerinin seviyeleri, tek kubitlik kuantum

seviyeleri olarak adlandilmaktadir. Baska bir deyisle |1/2) = |0) = [3] ve |1)=

|—1/2) = [(1)] seklinde spin durumularina gore iki durum elde edilir. Tek

kubitlerin butlin durumlar1 Bloch kiiresinde kutuplayici vektor s vektoriiyle
gosterilmektedir (.Schumacher, Westmoreland, 2010). Bir kubitin genel durumu
Bloch vektorii R;’deki biitiin topu tarayan bir vektor olarak tanimlanabilir (Sekil 2.1)

ve kartezyen koordinatlarda su sekilde verilir. r = (x, y, z) , |[r| < 1 igin olmak iizere
X =1 sin Bcos @, y=r1sin O sin ¢, z=r cos 0 i¢in

| ¥) r’ a karsilik gelen kuantum durum 2.11°deki gibi e verilir

cos - 0 , 0
) =| = |0) cos -+ |1)e'? sin— (2.11)
0
e sin— 2 2
2



o)+ 1)
2 S'(\ Cx

Sekil 2. 1. Bir kubit’in Bloch kiresi izerindeki geometrik temsili

Kubit kavrammi matematiksel olarak betimlemenin bir diger yolu da kubit
durumlarimi geometrik olarak, Sekil 2.1’ de verilen bir birim kiire yiizeyi tzerinde
noktalar olarak temsil etmektir. Bloch kiresi olarak ifade edilen bu kire, kuantum
hesaplama ve kuantum bilgi teorisi acisindan tek bir kubitin gorsellestirilmesine ve
Uzerinde kubit ile ilgili pek ¢ok islemin tanimlanabilmesine olanak saglamaktadir.
Ancak genellestirilmis halinin olmamasi nedeniyle, Bloch kiiresi iizerinden c¢oklu
kubit tamimlamalar1 yapabilmek su an i¢in mimkiin degildir. Bu tezde Kkutrit

durumlar daha iist diizey uzaylarda ifade edilmeye ¢aligilmistir.

2.2.1 Tek Kubit Gegitleri

Klasik bilgi teorisinde verileri islemek i¢in kullanilan mantik kapilarina benzer
olarak, kuantum bilgi teorisinde de mantik kapilar1 kullanilmaktadir. Kubit sistemleri
manipiile eden ve degistiren matematiksel islemciler ise kubit gecitler olarak
tanimlanmaktadir. Tek kubitli kuantum gegitlerinin ilk 6zelliginin eslenikleriyle
carpimlarinin birim iglemcisini vermeleri oldugu sdylenebilir. Klasik degil kapisinin

kuantum versiyonu olarak ilk 6nce bir Pauli islemcisi olarak X geg¢iti

0 1

X:[1 0

| =1 = 1101+ jox1)) (2.12)

olarak verilebilir.



Y islemcisi ise,
v =% _0‘] =1, = [10] —i]0)1| (2.13)

l

olarak verilebilir.
Z islemcisi ise,
1 o01_, _ B
Z= [0 _1] =1, = [0X0] — |IN1] (2.14)

olarak verilebilir. Kuantum bilgi teorisinde Hadamard geciti 6zel bir 6neme sahiptir.
‘Hadamard geciti H harfi ile temsil edilir. Kuantum mantik gegitleri arasinda en
yaygini olan Hadamard gegiti, uygulandigi kuantum bilgi sistemini siiperpozisyon

durumuna getirmektedir. Bir kubitlik sistemde Hadamard gecitinin matris temsili,

H=— [} _11] (2.14)

olarak verilir. Hadamard islemcisinin kubitler iizerine etkisi ise asagidaki gibi

verilebilir:
H|0) == [i _11] [(1)] = 10) + |1), (2.153)
mo =31 LG =10-1m (2.15b)

Hadamard gegiti iki dnemli 6zellige sahiptir. Ilk olarak |0) saf durumunu tamamen
dizglin konuma, yani |0) ve |1) durumlarmin katsayilarmin 6zdes oldugu duruma
cevirmesi; ikinci olarak kendinin zidd: (self invers) bir islemci olmasidir ki, bu da H
islemcisi art arda iki kez uygulandiginda hicbir sey yapilmamis duruma dondirdr.
Son olarak, Hadamard islemcisi Pauli gegitleri tiiriinden ifade edilebilir. Ornegin X

ve Y Pauli gecitleri tiriinden bir Hadamard gegiti su sekilde ifade edilir:

H=— (X+2) (2.16)

2.2.2 iki Kubit Gegitleri

Coklu kibitler; n=1, 2, 3, ... olmak {izere 2n elemanl siitun vektorii ya da
6zdurum fonksiyonu olarak gosterilir ve bir kubitlik sistemden toretilir. Kubitler
sadece tek durumlu |0), |1) kubitlerinin tensér garpimiyla iki kubit durumlar elde

edilir. Tiiretmede tensor ¢arpimi esas islemdir. Direkt ¢arpim 6rnegin |0) ® |0) =

|00) olarak ifade edildiginde



1
10) ® [0) = [00) = [0 ®[0 M (2.17)
0

olarak ifade edilir. Benzer sekilde diger carpim kombinasyonlar1 bulunduklar1 uzay1

tarayan bu kuantum kubit ¢iftleri matris formunda asagidaki gibi verilebilir:

1
100) = 8 01) = (1) 110) = H 111) = M
0 1

(2.18)

olarak verilir. Temel taban durumlar |00), |01), |10), |11) olmaktadir. Ilgili dalga
fonksiyonu ise 2.19’daki gibi verilir:

| ll”) = Qgo |OO) + a01|01) + a10|10) + a11|11) (219)

Yukaridaki fonksiyonun herbir kiibit ¢iftine indirgenmesi, x iizerine islem

yapildiktan sonra |a,|? olasiligiyla verilebilir.

Iki kubitli gegitler, iki kubitli kuantum durumlarma etki eden ve degistiren
matematiksel gecitler olarak tanimlanabilir. Kronecker c¢arpimi olarak bilinen
tensorel carpim i¢cin; M x N boyutlu A matrisi ile P x Q boyutlu B matrisi ¢arpilirsa
tensorel ¢arpimi sonucu C matrisi (M x P)x (N X Q) boyutlu bir matris olacaktir. O
halde denklem 2.20°de verilen islemi iki kiibitli gecitlerin elde edilmesinde de
kullanabiliriz. Ornegin herhangi bir kubit durumunu girisim durumuna doniistiiren

Hadamard gegcitini asagidaki gibi iki kubitlik gegit halinde ifade edebiliriz:

[ 1 1 1]

1 110 11 11 -1l
HQH=— ®—[ ] = |

\/7[1 —1] V2 1 -1 |1 1 -1 _1|

i 1 -1 4l

(2.20)

Iki kiibitlik gecitlerin bir kismu, iki tek kubitlik sistemin genisletilmesiyle elde edilen
urinler iken, bir kismi da ancak iki kiibitlik sistemlerde gegerli olan mantik
gecitleridir. ki kiibitlik gecitlerin 6nemlileri: CNOT, SWAP, Toffoli veya CCNOT
ve CSWAP gecitleridir.
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1 0 0 0

101 0 0
Clv) = 0 0 Xoo Xoi
e — U 0 0 Xio X119

Sekil 2. 2. Kontrollu-U gegitlerinin genel devre ¢izimi ve matris gosterimi

Bir igslemcide herhangi bir kubitin durumu baska bir kiibitin durumuna bagli
ise, bu islemcilere kontrollii islemciler denmektedir. ki Kubit gegitlerin 6zgiil olarak
en bilinenleri Kontrolli-U (Controlled U) gegitleri ifade edilmektedirler (Sekil 2.2).
Burada U birim islemcisinin yerine, degil (X) islemcisi konularak Control-NOT
islemcisi veya Hadamard islemcisi konularak Kontrolli-Hadamard islemcisi
yazilabilir. Burada U tek kubitlere uygulanan bir islemcidir ve cesitli 6zellikleri
denklem 2.21°deki gibidir:

X X
U= ["00 01]

XlO Xll
00) = [00), 01) = [01), [10) = [1)U [0} = |1)(Xoo [0} + X10 |0)

111) S DU 1) = [1)(Xoq [0) + Xy3 (1))
(2.21)

il . ':".:

b) & b®a)

Sekil 2. 3. C-NOT gegitinin devresi

C-NOT islemcisi Sekil 2.3 (a)’daki gibi ifade edilebilir. Sekil 2.3 (b)’deki gibi
gibi iki Hadamard bir Controlled-Z islemcisi bigiminde yazilabilir. CNOT islemcisi
kontrol kibitin durumu |1) ise hedef kiibitin durumunu tersine ¢evirirken; kontrol

kibitin durumu |0) ise hedef kiibitin durumunu degismez birakmaktadir. ki kiibitlik
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bir |ab) kuantum sistemi dikkate alindiginda, burada a kontrol kibiti, b ise hedef

kiibit olarak alinirsa,
CNOT, |ab) = |a,a®b) (2.22)

Denklem 2.21°de bahsettigimiz gibi, Kontrol-U gecitleriyle her tip Control- gegiti
elde edebiliriz. Ornegin Kontrollii-Hadamard gegitini elde etmek istersek, kontrol

kubitini |0) olarak ele alirsak hedef kubite hi¢bir etki olmayacagini gostermektedir.

¥)1 » <> & 9,
) () ) <> )

Sekil 2. 4. Swap gegcitinin devre gosterimi

Diger bir kuantum gegiti ise Swap gegitidir. Swap ge¢itinin en 6nemli 6zelligi
uygulandigi kuantum bilgi sisteminde kiibitlerin yerlerini degistirmesidir. SWAP
geciti (Sekil 2.4) iki kibitlik bir kuantum durumuna uygulandiginda su sonuglar elde

edilir:
SWAP |aB) = |Ba)

o) 25 Jaa), [Bo) s o), |aB) s e, IBB) s [BB)  (2.23)

Swap geciti CNOT gegitleri tiirlinden ve matris formunda su sekilde verilebilir:

100 0
0010
SWAP = CNOT,CNOT,CNOT, =S |5 1 o (2.24)
00 0 1

Bu gegitler disinda Fredkin ve Toffoli gegitleri bulunmaktadir. Ayrica farkli gecitler

temel gecitlerin kombinasyonuyla Uretilebilir.
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2.2.4 Kutritler (SU(3))

Iki olasilikl klasik bitlerin karsihig1 kubitlerle ifade edilirken kutritler ise 3 olasilikli
tritlerle ifade edilmektedir. Ortonormal bazlar 2.25”deki gibi verilirse,

1 0 0
10) = H 1) = H |2) = H (2.25)
0 0 1

bir kuantum durumu kutrit temel durumlar1 tiiriinden asagidaki gibi ifade
edilebilir. Burada a,, a;, a, karmasik sayilardir ve kareleri toplami1 1’¢ esittir.

(2.26)
lagl? + |a |? + la,|? =1 olmak Uzere kutritler ve kutrit temelli bir dalga

fonksiyonu 2.26’daki gibi ifade edilir. Bir kutritin saf durumu, A, SU(3) Lie

grubunun iretici islemci temsili n, 8 boyutlu birim vektorii gostermek {izere
p= WXyl =3 ( +V3al) (2.27)

olarak ifade edilebilir. A’nin bilesenleri hermityendir, izsizdir ve Gell-Mann

matrisleri olarak bilinmektedir.

010 0 —i 0 1 0 0 0 0 1
,11=[1 0 ol A=l o0 0],/13=[0 —1 0],/14=0 0 ol
00 0 0 0 0 0 0 0 000
0 0 —i 0 0 0 00 0 1 0 0
,15=[0 0 ol,aé= 00 1],/17=[0 0 —il,18=%0 1 0]
i 0 0 010 0 i 0 0 0 -2

(2.28)
Iki Gell-Mann matrisinin ¢arpimi 4;4; = g&jk + 2 dji A+ i X fjg A dir
Boylece ALA]-A]AL = Zlﬁ]lAl1 /L/‘{]'F/‘{J/L = 2611 + Zldljl/ll esr[llgll’ll saglamaktadlr.
Kutrit durumlar iginde bir¢ok gegit tanimlanmaktadir. En bilinenleri denklem 2.28°de

verilen Gell-Mann islemcileri ile degil, Hadamard ve diger dondiirme islemcileridir.

Tek kutritlik durumlar igin X gegitinin kutrit bigimleri asagidaki gibi verilebilir:

010 0 0 1 1.0 0
X%=1(1 0 0ol,X%=|0 1 0], X¥=(0 0 1 (2.29)
0 0 1 100 010

Kuantum bilgi teorisi agisindan Hadamard geciti saf durumlar1 girisim hale

getiren temel gegcittir. Ortogonal ve simetrik bir matristir. Tek kubitlik sistemler

13



yaninda, ¢ok kubitlik sistemlere de uyarlanabilir. Hadamard gegitinin kutrit
durumlar1 da asagidaki gibi verilebilir. Bu Hadamard gegitleri segici hadamard gegiti
olarak tanimlanabilir (Di ve Wei, 2012):

N Lo 1 L [V2 0 0
H'=—11 -1 0 H%=210 v2 0| H?*=2]0 1 1
0 0 W2 1 0 -1 0 1 -1

Kutritlerle kullanilan birgok dondiirme islemcisi vardir. Bununla beraber
2.31°de verilen S dondiirme islemcisi, kuantum kutrit oyunlarinda tam dondiirme
sagladigi i¢in en uygunlarindan biri olarak kullanilmaktadir. Benzer bigimde 2.32°de
verilen D islemcisi de, S’in tersi yonde islemde bulunan bagka bir dondiirme
islemcisi olarak kullanilmaktadir (Goyal ve digerleri, 2011; Sharif ve Haydari,
2012):

1
0] S10) = 1), S|1) = [2), S|2) = |0) (2.31)
0

0
1] D|0)=12),D|1) = |0),D|2) = |1) (2.32)
1 0 0

Yukaridaki dondiirme islemcilerine ek olarak bircok dondiirme islemcisi mevcut

oo or o
o= ROoO

D =

olmakla beraber; bu islemcilerde vektorlerin negatif degerleri verildigi ve oyunlarin
tanim1 baglamida daha karmasiklasacagi i¢in dondiirme islemcisi olarak bu iki

islemci ele alinacaktir.

2.2.5 Dolaniklik

Bir kuantum durumunun alt sistemlerinin durumlar1 arasinda iliski varsa iki sistem
dolanik olarak tanmimlanir. Kutritler baglaminda dolanikliga |W) = (|0)|0) + |1)|1)
+]2)|2)) esitligi bir 6rnek olarak verilebilir. Ctinkii klasik garpima gére herhangi bir
sayl parantezine almamamaktadir. Bununla beraber bu c¢arpim vektorel skaler
carpimla ayristirilabilmektedir. Tezde bu carpim yapistirma carpimi olarak ele
almmigtir. Bir 6nceki 6rnek bu baglamda |W) = (|0) + |1) + |2))Q (|0) + |1) +
|2)) yazilabilir. Dolanik olmayan durumlar ise klasik ¢arpmmla ayrilabilirler. Ornegin
(]0)]0) + 0)|1) + |0)|2)= |0)(|O) + |1) + |2)) durumu |O) kutritiyle klasik
carpma iglemine gore paranteze alinabildigi i¢in dolanik olmayan ayristirilabilen bir

durumdur.

14

(2.30)



al

'II” (} |ﬁ ab :'

Sekil 2. 5. Dolaniklik olusturma devresi

Kuantum bilgi teorisinde en onemli mantik devrelerinden birisi de Bell
durumlarmi elde etmeyi saglayan dolaniklik devresidir. Bu devrede oncelikle
kubit duruma Hadamard geciti uygulayarak girisim durumu olusturmaktayiz.
Sonrada bu biti ise control biti olarak C-NOT kapisina yonlendirmekteyiz. Hedef
kubiti |b) |b = 0) veya |b = 1) olarak ele alinirsa Kontrol-NOT gecidinin hedef

Urlinu a, a degili gostermek tizere Bell durumlart iiretilir (Sekil 2.5):

0b)+(-=1)% [1,@)
Bap = RS (2.33)

Kuantum gegitleri kullanarak kubitlerde dolanik durumlar1 veren genel bir formiil

verilebilir. Bu formiile gore temel Bell dolanik durumlar1 asagidaki gibi verilebilir:

00)+ |11) 01)+ |10) 00)— |11) 01)— |10)
Boo = %, Bo1 = %, B1o = %, Boo = % (2-34)

Kubit bir durumun dolanik olup olmadig:i cesitli yollarla test edilebilir. |¥)

fonksiyonu iki tek kubitlik kuantum durumunun ¢arpimi seklinde asagidaki gibi ifade
a

edilmek Uzere, |¥) = |@)|d) = }z durumu eger ad=bc ise ayrik, degilse dolamk

d
bir durum olarak tanimlanabilir. Kubit bir durumun dolanik olup olmadigi pauli

temsiliyle de incelenebilir. Tek kubitli bir sistem igin Pauli temsili p yogunluk

islemcisi olmak lizere

p==-Yi,ci0; (2.35)

T2
olmak Uzere ve ¢; = Tr(po;) = {o;) olmak iizere eger yogunluk islemcisi ayrilabilir
ise |lcill*+llcaall*+llessll <1°dir. Kubit durumlar igin kullanilabilecek diger bir

dolaniklik testi ise, Schmidt ayrigiminda Schmidt katsayma bakilmasi olarak
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verilebilir. 4; = 0 ve ¥; A;%sartin1  saglamak sartiyla|¥) = 3;A;|a;)|b;) formuyla
ifade edilen bir kuantum durumunda Trg |W)(W| bakilarak hesaplanir. Eger 4; = 1

ise kuantum durum ayrik, eger A; > 1 ise kuantum durum dolaniktir.

3. Kilasik Oyun Teorisi

Oyun kuramu belirli oyunlardaki segeneklerin art1 ve eksilerini hem dinamik hem de
statik oldugu durumlarda inceleyen ve bu durumlardaki en uygun stratejileri bulmaya
calisan matematigin bir alt dalidir. Oyunlar belirlenimli ya da rasgele olarak iki
kategoride incelenebilir. Klasik oyun teorisi igerisinde yazi-tura oyunu, mahkdmun
celisikisi oyunu, diieollo oyunu gibi bir ¢cok oyun mevcuttur. Bu tezdeki analiz
kismina en yakin iki klasik oyunun ise yazi-tura ve triello oyunu oldugu belirtilebilir.
Klasik yaz1 tura oyunlarinda zemin birim ve degil islemcisi olarak diisiiniiliirse para
yiizeyleri de 0 ve 1 bitleriyle tanimlanabilir.  Klasik oyunlar olasilik ayarlariyla
oynanarak beklenen durumlarin daha optimize hale getirecek sekilde
cOzulebilmektedir. Yazi-tura oyunu disinda birgok klasik oyun mevcuttur. Ornegin
klasik triello oyunu buna o6rnek verilebilir. Klasik triello oyunun kurallar1 su
sekildedir (Nesin, 2002): Oyun ii¢ kisi arasinda oynanmaktadir. Once A sonra B
sonra C birer kursun sikmaktadir. Her oyuncu sirasi geldiginde pas gegebilir. Bir
turda en fazla bir kez kursun sikilir. A-B-C turu tamamlandiktan sonra oyun ayni

sirayla ikinci tura doner. Yukaridaki oyunun tek tur oldugunu varsayalim

()

BC [_][-

Sekil 2. 6.Bir turluk triello oyunun dallanmasi (Nesin, 2002)

"I'"I

AB

]

-]

Sekil 2,6 analiz edildiginde en sag dalda A’nin C’yi vurarak AB durumuna gelecegi
ve B tarafindan vurularak B’de dalin sonlanabilecegi bir durum elde edilebilir. A’nin
B’yi vurarak AC durumuna gelecegi ve C tarafindan vurularak C durumunda dalin

sonlanacagi bir durum da mevcuttur. A’nin oyunu pas gecerek B’ye siray1 gegirecegi
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ve B’nin de benzer sekilde ya C ya da A’y1 vurarak AB ve BC durumlarindan A ve C
durumlarina indirgenecegi ya da C’ye oyunu aktararak C’nin A y1 vurmastyla BC,
B’yi vurmasiyla AC veya oyunu pas gecerek hepsinin yasayacagi ABC durumuyla
oyunun bitebilecegi bir dal da mevcuttur (Nesin, 2002). Oyun tek tur oldugu i¢in
sema burada bitmektedir fakat daha fazla turda oyun uzamaya devam edecektir.
Klasik triello oyunu oyuncularin birbirlerini sevmesine gore veya aticilik becerilerine
gore gesitlendirilebilir. Ornegin A en ¢ok B’den B en ¢ok A’dan C’de en ¢ok A’dan
nefret ederse bu oyun nefret edilme sirasina gore BAA olarak adlandirlabilir. Bu
sekilde BAA, BAB, BCA, BCB, CAA, CAB, CCA, CCB olarak sekiz farkli sekilde
nefret edilmeye gore oyun kurulabilir. Benzer bir kural oyunculara farkli hayatta

kalma sanslar1 verilerekte yapilandirilabilir.

4. Kuantum Oyun Teorisi

Kuantum oyunlari ise en temel sekliyle, klasik oyunlarm kuantize edilmis halidir.
Bagka bir deyisle, klasik durumlar kuantum oyunlarinda quantum bilgi birimi olan
kubit, kutrit vb. ile ifade edilir. Ayrica klasik oyunlardan farkli olarak, kuantum
oyunlart kuantum girisim durumlarimi ve klasik diinyada goriillmeyen dolaniklik,
girisim gibi kuantum etkilerini icerir. Kuantum yazi tura oyunu ise, klasik yazi tura
oyunundan daha farkli genis bir uzayda oynanmaktadir. Clnkl, oyuncularin elinde
kuantum gegitlerini kullanabilme imkani1 da vardwr. Klasik oyunlarla kuantum
oyunlar arasindaki fark en iyi asir1 u¢ bir 6rnekleme birisi klasik bilgisayarlar1 digeri
ise kuantum bilgisayarla yaz1 tura oyunu oynayan Alice ve Bob adli iki oyunucunun
hamlelerini analiz edilebilir. Bu oyunda temel bilgi biriminin kubit olarak ele
alindigim1 ve paranin yazi gelme durumunun u (up=yukari) ile ve tura gelme

durumunun ise d (down=asagy) ile ifade edildigini diistinelim. Bunlarin matematiksel

1
0

oyuncunun u gelmesi durumunda +1 Alice adli klasik oyuncunun u gelmesi

olarak u = |0) = [ ] ved = |1) = [(1)] oldugunu varsayalim. Bob adli kuantum

durumunda —1, kuantum oyuncunun d gelmesl durumuna —1 klasik oyuncunun d
gelmesi durumunda +1 aldigini kural olarak koyalim. Bu durumda klasik oyuncunun
hamlelerininin zemini klasik bir bilgisayar olarak ele alirsak “degil” veya “birim”
operatdrleriyle smirhdir. Fakat kuantum oyuncunun Hadamard gegiti gibi girisim

durumlar1 saglayan gegitleri oldugunu da gorebiliriz. Bagka bir deyisle kuantum

oyuncu daha genis bir uzayda oynamaktadir. Ornegini, oyun %(u + d) durumu ile
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baslasin ve ilk hamle yapacak kisi klasik bilgisayarli oyuncu olsun o halde bu oyuncu
sadece {o,, I} kullanabilecektir ve denklem 2.36 ve 2.37’deki iki durumdan birisini
elde edebilecektir:

1 [% (u+d)] = S@+d) (2.36)
oy [715 (u+d)| = =(d+u) (2.37)

Bununla beraber kuantum oyunucunun Pauli islemci gecitleri ve Hadamard gecitleri
gibi bircok gegiti ve stratejisi bulunmaktadir. Ornegin hadamard gecitini iki kere iist
iiste girisim durumuna uygularsa hep u (up=yazi) durumu elde edebilir (2.38).
Boylece oyun eger girsim durumuyla baslarsa ve kuantum oyuncu yaziyr secerse

oyunu klasik oyuncu ne yaparsa yapsin kazanabilir. Matematiksel olarak bu durum,

1
H =E(O'x+0'2)

=l (= 30 e
ZE R IR AR @39

seklinde ifade edilebilir. Ozetle klasik ve kuantum yazi-tura oyunu kiyaslanacak

olursa ikisi arasindaki fark Cizelge 2.1’deki gibi verilebilir (Grabbe, 2005).

Cizelge 2. 1. Klasik ve kuantum yazi-tura oyunu arasindaki fark

Bob Alice Bob Alice
Klasik Yazn  y Xwveyal Xwveyal Xveya |l U gelirse Alice +1
TuraOyunu  durumu yoksa -1
D gelirse Bob +1
degilse -1
Kuantum u H X veya | H Bob hep kazanir.
Yazi Tura durumu
Oyunu
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3. MATERYAL VE YONTEM

3.1 Giris

Bu bolimde ilk olarak arastirmada kullanilacagi icin ¢esitli kutrit gecitleri ve
bunlarm kutritler {izerindeki etkileri incelenecektir. Ikinci olarak, es merkezli
hiperkiire tanimlanacaktir. Uciincii  olarak, fano diizlemi ve kutritlerin fano
diizleminde tamimlanmasi yapilacaktir. Son olarak ise, kutrit durumlar diigiimler
cinsinden ifade edilecektir. Burada yapilan tanimlamalar ve araglar ise bulgular

kisminda kullanilacaktir.

3.2 Simetri ve Cesitli Kutrit Gegitleri ve Bunlarin Kutritler Uzerine Etkisi

Simetri, fiziksel diinyay1r anlamamizda en Onemli matematiksel ve kavramsal
araclardan birisidir. Ozellikle drgiilerin betimlenmesinde sikhikla kullanilacagi igin
cesitli simetri tiirlerine deginilmesi faydali olabilir. Fiziksel bir durumun simetrik
Ozelliklerini anlamamizda, matematikte kullanilan grup teorisi 6nemli bir ara¢ olarak
kullanilmaktadir. Bu teori igerisinde tamimlanmis cesitli gecitler ve islemciler
kullanilarak, ¢esitli matematiksel nesnelerin ozellikleri anlasilabilir. Bir nesneye
donilisim uygulandiginda nesnenin ayni kalmasini saglayan 6zellik simetri olarak

tanimlanabilir.

Modern matematikte gruplar, simetri doniistimleriyle tanimlanmaktadir.
Matematiksel olarak bir grubun 6zellikleri, simetri doniisiimlerinde kapalilik, ardisik
Ozelligi gostermesi, her elemanin tersinin bulunmasi ve birim islemci olmasi olarak
verilebilir. Zaten bir uzay geometrik olarak igerisindeki nesnelerle degil bu
nesnelerin doniisiimiinii saglayan simetri Ozellikleriyle tanimlanir. Farkli uzaylar
farkli simetri gruplar1 tarafindan tanimlanmaktadir. Matris carpimlar1 gruplari
karakterize etmektedir. Farkli goriinen fakat ayni simetri doniisiimlerine sahip
gruplar izomorfik olarak tanmimlanmaktadir. Bir nesneler sisteminin kendisine
izomorfizmi ise otomorfizm olarak adlandirilmaktadir. Nesnelerin uzunluk ve agilari
koruyan simetri doniisiimii gruplar uzay: tanimlamaktadirlar. Simetri doniisiimleri
genel olarak; ii¢ boyutlu uzay, diizlemde uzunluk ve agilar1 koruyan bir eksen
Uzerinde donme veya bir referans eksenine veya hattina goére yansimalari
icermektedir. Gruplar simetri agisindan siirekli ve sonlu olarak ikiye ayrilirlar.

Surekli grup her noktasinda analitik ve plriizsiiz eger eleman sayisi sonlu ise sonlu
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grup denmektedir. Global simetri, uzay-zamana bagli olmayan simetridir. Local

simetri ise uzay zamana baglh simetridir (Atkins, Friedman, 2005).

Kutrit durumlar i¢in ¢esitli islemci ve gecitlerin ne oldugunu ve hangi 6zelligi
sagladigmi grup teorisi ile daha iyi anlayabiliriz. Kubit durumlari igin Pauli
islemciler ve Bloch kiiresi kullanilmaktaydi. Kubit durumlarm Bloch kiiresinin
genellestirilebilmesi ve kutrit durumlarinda yogunluk islemcisinin tanimlanabilmesi
baska bir deyisle SU (3) grubunun parametrizasyonu igin Gell-Mann islemcileri
kullanilmaktadir. Gell-Mann matrisleri Pauli islemcilerin ii¢c boyutlu genellemeleri
olarak ele almabilir. Cizelge 3.1°de denklem 2.28’de verilen Gell-Mann
islemcilerinin kutrit durumlar1 {izerine etkisi gosterilmistir. Dikkat edilirse Gell-
Mann islemcileri kutrit durumlar1 sadece reel uzayr degil sanal uzayi da

aktarmaktadur.

Cizelge 3. 1. Gell-Mann islemcileri ve kutritlere etkileri

Gell-Mann GM |0) GM |1) GM |2)
islemcileri (GM)
0 10 1) |0) 0
=1 0 0
0 00
0 —i 0 —i|1) i]0) 0
L=1i 0 0
o 0 o0
1 0 0 |0) —[1) 0
=10 -1 0
0 0 0
0 0 1 12) 0 0
=10 0 0
lo 0 o
0 0 —i i]2) 0 —i]0)
=10 0 0
li 0 o0
0 0 0 0 |2) (1)
2= 10 0 1
010
0 0 0 0 i|2) |2)
=10 0 —i
lo i o
o =10 — = 1
S0 E0 I LR TR

Uc veya daha fazla degerli mantik sistemleri icin secicilik ortaya ¢ikmaktadir,
Segici degil islemcisi { |0), |1), |2)}kutritlerinden denklem 2.29°da verilen |0) &
|1) aras1 dondiirme yapan X°!, |0) & |2) aras1 dondiirme yapan X%%, |1) & |2)

aras1 dondiirme yapan X'? olarak tanimlanabilir.
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Cizelge 3. 2. Secici degil islemcisi ve etkileri

X7 XV |0) X4 1) X4 2)

o1 010 [1) |0) 12)
=1 0 o
00 1

ot (1)] 12) 1) 10
100

100 |0) |2) (1)
X2=10 0 1
010

Secici Hadamard islemcisi { |0), |1), |2)}kutritlerinden denklem 2.30’da
verilen |0) ve |1) durumlarini girigim haline getiren H°!, |0) ve |2) durumlarini
girigim haline getiren H°?, |1) ve |2) durumlarini girisim haline getiren  H?12
olarak tanimlanabilir. Dikkat edilirse girisim durumuna tekrar Hadamard islemcisi

uygulanirsa durum ilk duruma donmektedir.

Cizelge 3. 3. Secici Hadamard Islemcisi

H HY |0) HU [1) HU [2)
T 1 0 1 1 2)
ool Ll) - «02] S0+ 1) (0= 1)
wetlo 72 o 0+ 1) =) = (10— 2)
sl R E
V2 0 0 1 1 LI
H12:%[g i 11] SU0 S+ ) (D=2

Herhangi bir cismin, molekiilin ¢esitli 6zelliklerinin  anlagilmasinda
kullanilabilecek diger bir Onemli islemci ise dondiirme islemcisi olarak
tanimlanabilir. Donme ve diger islemcilerin anlasilmasinda grup teorisinin 6nemli bir
teorik bakis noktasi oldugu sdylenebilir. Bir nesne veya molekil merkezinden gecen
bir eksen etrafinda ve saat yelkovami yoniinde ©=360/n derecelik bir agiyla
dondiiriildiigiinde baslangi¢c konumundan ayirt edilmeyen bir sekle sahip olunuyorsa
buna donme islemi denir ve C, ile gosterilir. Burada n sayis1 360 dereceye ulagsmak
icin kag kez dénme yapilacagini gosterir. Ornegin C, i¢in donme agis1 180 €3 igin
120 derecedir. Bir cisimde n’i farkli birgok eksen bulunabilir fakat n sayis1 en biiytik
olana ana eksen denir. C, donddrlciler, iki temel eksen lzerinde déndirme yapan
islemcilerdir. E birim islemci olmak {izere, 6rnegin iki €, islemcisinin ard arda
uygulanmasi birim islemciyi vermektedir. Cizelge 3.4 ’de gorildigi gibi C,
dondiirme islemcisi { |0), |1), |2)} temel eksenlerinden birisini sabitlemekte diger
iki ekseni ise tersine ¢evirmektedir.
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Cizelge 3. 4 Bir C, dondurucusu ve kutritler tizerine etkisi

G, 10) 1) 2)
[1 0 0 ] 10) —[1) —12)
0 -1 0
00 -1

C3 dondiirme islemcisi, ii¢ eksen tlizerinden 120’derecelik dondiirme yapan islemci
olarak tanimlanabilir (Cizelge 3.5). Ozdeslik islemi ise I ve E ile gdsterilmek iizere
cisimi ayni konumda birakma islemi olarak tanimlanmaktadir. C; * saat yoniinde 120

derece , C5 ~ saat yonunin tersi yénde 120 derece dondirme yapmaktadir. Boylece,

Cg _Cg t = I E (31)

olur. Denklem 3.1 C; grubunu saat yoniine gore tasnif etmeyi veya ters islemciyi
tespit etmemizi saglar. Ornegin C; * islemcisi olarak denklem 2.31°de verilen S ve
C3 ~ islemcisi olarak denklem 2.32°de verilen D’yi ele alirsak

0 1 070 0 1 1 0 0

0 0 11|11 0 0|=]0 1 O (3.2)
10

010 1 O 0 0 1

D S=

oldugu goulir. Yukarida verilen C5 ve C, gruplari i¢in ¢arpim 6zellikleri daha detayli

olarak carpim tablolarinda incelenebilir.

Cizelge 3. 5. Baz1 C3 dondurlculer ve kutritler Gizerine etKisi

C3 C; |0) C; 1) Cs; |2)
[0 0 1] |1) |2) |0)
S=1 0 0
0 1 O
[0 1 0‘ 12) |0) |1)
D=0 0 1
1 0 O
0 -1 0‘ 12) — 10) - 1)
o 0 -1
1 0 0
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Cizelge 3. 6. Baz1 ters gevirme ve ayna islemcileri ve kutritler izerine etkisi

G ¢ |0) o|1) c|2)

[—1 0 0 l -10) -12) - 1)
0 0 -1
0 -1 0

[‘1 0 Ol —0) 12) 1)
0 0 1
010

Yansitma islemcisi ise, bir cismi ayna gOriintiisii vermek ilizere yansitma
islemidir. Tki boyutlu bir diizlemde simetri diizlemi, ana simetri eksenine dikse oy,
ana simetri diizlemi i¢cinde kaliyorsa o, ile gosterilir. Ayna islemcileri Cizelge
3.6’daki gibi verilebilir. Simetri islemi yalnizca bir tane orijinal yansitma islemi
iiretecegi igin co=E=I"dir. Ayna islemciler eger ii¢ boyutlu kartezyen koordinatta ele
aliniyorsa bu sefer yansitma eksene gore degil, diizleme gore yapilir. Eger x diizlemi
tizerindeki bir vektor yz diizlemine gore yansitilacaksa o,,, uygulanir. Eger y diizlemi
uzerindeki bir vektor xz diizlemine gore yansitilacaksa a,, uygulanir. Eger z diizlemi

tizerindeki bir vektor xy diizlemine gore yansitilacaksa ay,, uygulanir.

3.4 Hiperkirenin Tanimlanmasi

Klasik olarak bir kire icin bir denklem x? + y?2 + z2 = r? olarak tammlanmaktadir.
Benzer sekilde dort boyutlu bir hiperkiire ise bir boyut eklenerek, x? + y?2 + z2 +
w? = r? olarak tanimlanir. Bir hiperkireyi ¢ok boyutlu uzayda hayal etmek zordur.
Fakat {i¢ boyutlu bir uzaydan gecen hiperkiirenin nasil davranacagi analojik olarak
tahmin edilebilir. Oncelikle iki boyutlu bir yiizeyden bir kirenin gectigini hayal
edersek kirenin dnce ylzeyde bir nokta, daha sonra ise biylyen ve kigllen daireler
ceklinde goriilecegi soylenebilir (Sekil 3.1 (a)). Benzer sekilde bir hiperkirede ¢
boyutlu uzayda 6nce nokta seklinde bir misket, sonra biyiyen ve kigllen kireler

olarak goriilecegi soylenebilir (Sekil 3.1 (b).
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Sekil 3. 1. iki boyutlu bir diizlemden gegen kiirenin ve ti¢ boyutlu bir kiipten gegen
hiperkirenin davranisi

Bir cember iki adet ¢izginin yapisik hali, bir kiire ise iki diskin yapisik hali
olarak diisiiniilebilir. Ug¢ boyutta ise yapistirma yapilamamaktadir (Ingemar,
Zyckowski, 2006). Bununla beraber hiperkiire topolojik olarak yapistirma islemi
disinda kubbe projeksiyonuyla elde edilebilir. Bu noktada boyle bir seyi
gerceklestirmek icin izdiisiim tiirleri incelenebilir. Ornegin stereographik izdiisiimde
bir kiire bir diizleme yansitilir. Dikey izdiisiimde ii¢ boyutlu yansitilicak diizleme
dikey bir 151k kiimesiyle yansitilir, merkezi izdiisiimde kiire tizerindeki tiim biyuk
dairelerin izdiisiimleri diiz c¢izgiler olarak ele alinir ve izdiisim referans noktasi
kiirenin merkezidir. Lambert esit alan izdiisimunde ise, kire bir daire lzerine
yansitilir. Kubbe bicimli izdiisiimde ise kiire iizerindeki her bir nokta kiirenin
disindaki bagka bir kiire ekrana yansitilir. Bu ayni Planetaryun gibi diisiiniilebilir.
Boylece sanki bir kiirenin {izerindeki sekilleri disindaki perdeden bir kireye
izdiisimle aktardigimizi diisiinerek, bir hiperkiire tanimlayabiliriz. Burada kiire en az
iki ve daha fazla birlesik veya yapisik kiire olarak tanimlanabilir. Sekil 3.2 ‘de
verildigi gibi iki yapisik kiireye indirgenmis bir hiperkiire sanal kismi sanal
sayilardan, i¢ kismi ise reel sayilardan olusan bir yap1 olarak ele alinabilir. Burada
islemin gosterme bigimine gore hiperkiirenin tanimi ve indirgenmesi degisebilir. Bir

hiperkiire fiziksel olarak birgok sekilde hayal edilebilir. Ornegin farkli renkteki
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ipliklerin diigim ve baglanmalar tiirtinden bir iplik yumaginin dis kismi sanal i¢

kismi reel sayilarda olusacak sekilde diisiiniilebilir.

Sekil 3. 2 Hiperkiire es merkezli biri sanal digeri gercek iki yapisik kiire olarak
tanimlanabilir (Duran, Gengten, 2016 a; Pickover, 2002)!

Ornek olarak elimizde i¢ kiiresi reel dis kiiresi sanal sayilardan olusan yapisik bir
hiperkiire =~ oldugunu  varsayallm ve  bu  kiirenin  i¢  kismimdaki
|0), |1), |2) temel durumlarini A5 Gelmann islemcisinin sanal kiireye aktarmasini
sekil 3.3” deki gibi gorebiliriz. Goriildiigii gibi A5 i¢ kiiredeki bir vektorii dis kiireye
otelemektedir. Bu aslinda kuantum teorisindeki matrislerin sanal kisimlarinin hiper-
uzayda gosterilerek bu tip olgular1 somutlagtirmak a¢isinda 6nemli oldugu

soylenebilir.

1 (Sekil https://www.youtube.com/watch?v=ciM6wigZ KOw&t=386s’dan uyarlanmistir).
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Sekil 3. 3. A5 islencisinin temel kutrit durumuna hiperkiire tizerinde etkisi

Sekil 3.3 (a)°da |0) + |1)+ |2) vektdriin Sekil 3.3 (b)’deki —i|0) + i |2) durumuna

As araciligryla donmesi hiperkiire tizerinde gosterilmistir.

3.5 Orgiiler Kuram

Orgiiler matematik, biyoloji, fizik gibi bircok alanda uygulamasi olan matematiksel
yapilardir. Orgiiler kurami bugiin fizikte bir¢ok alanda kullanilmaktadir. Jogesh Pati
ve Muhammed Abdussalam ilk olarak 1974 yilinda ortaya atilan preon modeli,
olarak Haim Harari ve Michael A. Shupe (birbirlerinden bagimsiz olarak) gelistirilen
Rishon modeli (RM) buna 6rnek verilebilir. Bu tezde her ne kadar formal 6rgu teorisi
ve matematiksel yapisi tam olarak kullanilmasa da kavramsal semalar Orgii
teorisinden alndig1 icin kisaca deginilecektir. Insanlik tarihinde her kiiltiirde ve her
desende gordiigiimiiz orgiilerin soyut matematiksel olarak calisan ilk kisilerden birisi
Emil Artin’dir. Bir 6rgl iki paralel disk arasinda iplik u¢larindan kayma ve ¢ikma
gibi bir olanagin olmadig: iplik kiimesi olarak tanimlanabilir. Matematiksel olarak
bir 6rgll D diski icerisinde n adet nokta olan p4, p, ...., p, Sabitlersek, n adet iplik
Uzerindeki geometrik bir [ orgiisii (by, by, ....,b,) patikalarinin topagi veya

degiskenler grubu olarak asagidaki kosullar1 saglamak kosuluyla tanimlanir:
(i) Butint € ligin b; (t) € {t} x D.
(i) 1 <i<nigin b; (0) = (0, p;) timi.

(iii) = € S,, olmak zere b; (1) = (1, px(i)) olarak bir permutasyon vardir.
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(iv) Biitiin i# j ve biitiin t € 1 icin b; (t) # bj(t)’dir.
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Sekil 3. 4. Cesitli 6rgii 6rnekleri (Dalvit, 2011; Kartal, 2007)

Ozetle bir 6rgli sadece (by, by, ...., b,,) olarak n adet patikadan olusmamaktadir
(b, (D), by(D),...., b, (1)) olarak ayrica goriintiisiiniin patikalarindan olusmaktadir.
Hem b; hem de b;(I) goriintiisii bir Orgliniin i’inci ipligi veya sicimi olarak
tanimlanmaktadir ve [ Orglsli tarafindan olusturulan permutasyon ise =m ile
tanimlanmaktadir. Bir 6rgli I xD i¢indek, birbirinden ayrik ve tekdiize belirli iki
paralel disk {0}xD ve {1}xD fizerindeki sabit noktalarda birlesen patikalardan
olusmaktadir (Sekil 3.4 (a), Sekil 3.4 (b), Sekil 3.4 (d), Sekil 3.4 (e), Sekil 3.4 (1),
Sekil 3.4 (g)). Bununla beraber Sekil 3.4 (¢) bir 6rgii degildir. Bir 6rgii diagramida n
adet topolojik aralik olarak | x R icindeki iplikgilerden olusmaktadir (Sekil 3.4 (h)).
Eger oOrgiiler u¢ noktalar1 sabit olmak kaydiyla ve iplikleri birbirine karigmamak
sartiyla birbirlerine deforme oluyorlarsa birbilerine denk kabul edilebilir. Iki adet
geometrik orgi, ikisinin ug¢ noktalar1 birbirine birlestirilerek ve yeni birim araligmna
orgiiyli yeniden Olceklendirilerek yapilabilir. B ve y n ipliklili ve swrasiyla @ ve o
permutasyonlarma sahip iki 6rgii olsun, 6 = 3 * y birlesimi (& = By olarak da yazilir)

(dy, dy, ....,dy) patikalar topagiyla ifade edilir ve burada

d;(t) = {(b;(2t)egert € [0,1/2]; c,(2t — 1)t € [1/2,1] (3.3)
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Boylece n iplikli o permutasyonlu bir geometrik orgii olarak 6 tanimlanir. Sabit
sayida iplikten olusan orgiiler bir grup olusturur ve birlesme (associativity) 6zelligini
gOsterir ve ters eleman ve her bir 6rgu icin etkisiz (3.7 ¢) bulunur. Saf durumdaki
orguler bircok durumda kullamlabilir. Orgiiler komutatif (degisim 6zelligi)
gOstermezler. Bu kuantum durumlariyla benzerlik gostermektedir. Bu baglamda
Hilbert uzay: orgiiler tiiriinden ifade edilebilir. Iki ucu sabit n adet iplik¢iklerden
olusan olas1 B adet 6rgii |B) tabanmmi vermek lizere ve b; ve t; bu uzayda birim
islemcilerle temsil edilmek iizere n adet orglilenmemis iplik¢iden olusan durum
|0) = |1,,) olarak orgiilenmemis iplik¢ik kiimesi olarak dogal bir bosluk durumu
vakum olarak tanimlanabilir. Herhangi bir 6rgii bu dogal vakum durumu |0) a etKi
eden bir durum olarak |B) = m,, ...m,;m,|0) tiriinden yazilabilir. N iplik sayis1 ve
diigim durumu bu baglamda Hilbert uzaymda ortaya ¢ikan parcacik durumlarini

temsil eder. Benzer sekilde bir kuantum durumunun tersi de bu baglamda B~

=m; "1, m,*, .....m, ™" olarak verilirse =1 olarak tanimlanur.
I ~
=, b, Ja ., = ot
I 2
o _1
b’ N b;! m>—1 t

\

(a) (b) (c)

Sekil 3. 5. Cesitli orgiiler ve matematiksel olarak tersi durumlari

Fiziksel olarak bir 6rgiiniin tanimi1 yapildiktan sonra bu 6rgiiniin matematiksel olarak

tersi de Sekil 3.5’deki gibi tanimlanabilir. Sekil 3.5 (a)’da b, olarak tanimlanmis bir

orgii durumu ve b, ' olarak onun tersi Sekil 3.5 (b)’de b, olarak tanimlanmus bir

! olarak onun tersi, Sekil 3.5 (c)’de t olarak tanimlanmis bir

orgu durumu ve b,
orgll durumu ve t~1 olarak onun tersi verilmistir. Goriildiigii gibi orgiiler ipliklerin
cesitli hareketleri acisindan temsil edilebilir (Bilson-Thompson, Markopoulou,

Smolin, 2006).
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Sekil 3. 6. (a)Temel 6rgli 6, nin 6rgii diyagraminda gosterimi (b) bir ¢ok farkli temel
orgii ve ters durumlarinda olusan bir 6rgii 6rnegi (Dalvit, 2011)

Sonug olarak bir “temel 6rgi” 1 < i < n—1 i¢in (i+1)’inci ipligin i’inci ipligin

istiinden gectigi noktada diger biitlin iplikler diiz bir hat iizerindeyken o; olarak

tanimlabilir (Sekil 3. 6 a). Orgiiler birgok temel 6rgiiniin ve tersinin birlesimi olarak

tanimlanabilir (Sekil 3. 6 b) (Dalvit, 2011; Devadoss, 2015). Bu tanimsal durum

kuantum durumlarma uyarlanarak ¢esitli hesaplamalar yapilmasinda kullanilabilir.

Al

1

OO

VI

=
XX//@K
=]

(@ (b)

Sekil 3. 7. (a) Orgii carpimu af (b) Orgii ¢arpimu o (Kartal, 2007)
Son olarak orgliler arasinda ¢esitli matematiksel islemler tanimlanabilir.
Ornegin, a ve B iki ayr1 drgii olmak iizere, af seklinde bir ¢arpim yazilabilir. 11k
olarak o’ y1 iceren kiip B’y1 igeren kiiple yapistirilir. Bu kiip o ve f nin dik olarak
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yapistirilmasiyla elde edilir (Sekil 3.7). Bu noktada orgulerin  matematiksel
ozellikleri de tanimlanabilir. Genel olarak off = Ba
yazilamaz. Yani af3 ve Pa nin denk oOrgiiler olmasi gerekmez. Bu nedenle orgiiler
grubu degismeli degildir. Orgiiler degismeli olmamasma ragmen birlesme 6zeligine
sahiptir. Yani (ap )y = a(By )’dir. Birim eleman ¢ basit olarak asikar orgiliye denk

gelir ve ae = ea = o’drr.

Orgiiler bilginin temsil edilmesinde de kullanilabilir. John Conway tarafindan
kesfedilen "Hayat Oyunu" ve Stephen Wolfram tarafindan popiilerlestirilen "Temel
Huicresel Otomat™ buna érnek olarak verilebilir. Yukarida belirtilen 6rneklerde, her
hiicre yalnizca iki durumdan birinde olabilir. "BUKUMIU" tasarimlar1 temsil etmek
istedigimizden, daha fazla duruma ihtiya¢ duyariz. Holden ve Holden (2016) bu tip
bir hiicresel otomat1 klasik ipliklere uyarlamistir. Bu uyarlama sonucunda bir ¢ok
kombinasyon elde etmisler ve bu kombinasyona gore kurallar tanimlamigslardir.
Hiicresel Otoma'nin kodlamasina benzer sekilde, bu tanmimlara gore klasik olarak
cesitli orgli durumlarmi incelemislerdir (Holden ve Holden, 2016). Sonu¢ olarak

farkli Orgii tirleri birer bilgi birimi olarak kodlanarak analiz edilebilir.
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4. BULGULAR VE TARTISMA

Bu boliimde ilk olarak yapistirma ve birlestirme islemcileri matematiksel olarak
tamimlanacaktir. Ikinci asamada yapistirma ve birlestirme iglemcisi kullanilarak hiper
kiire ve hiperkiire iizerinde dolanik durumlar incelenecektir. Ugiincii asamada yazi
tura oyunu kutritler tiirtinden incelenecektir. Dordiincii asamada bazi islemcilerle
sikistirilmis  yazi-tura oyunu ordntileri incelencektir. Daha sonra fano dizlemi
iizerinde renk c¢emberi pusulast tanimlanacaktir. Bu pusula iizerinden bazi
islemcilerle sikistirilmis yazi-tura oyunu Oruntileri incelenecektir. Son olarak

kuantum kubit ve kutrit durumlar 6rgler tirtinden ifade edilecektir.

4.1 Hiperkiire’nin Tammlanmasi ve Uzerinde Dolamkligin incelenmesi

Bu boliimde ilk olarak yapistirma ¢arpimi sonra ise birlestirme ¢arpimi tanimlanacak
ve c¢esitli ornekler verilecektir. ikinci asamada hiperkiire yapistirma carpmmi
baglaminda tanimlanacak ve son olarak ise dolanik durumlar bu ¢arpim tiirtinden

hiperkire zerinde gosterilecektir.

4.1.1 Yapistirma Carpiminin Tanmim
Tamm 1: (Yapistirma Carpimi):

i ve j =0,1,2 kutrit durum indeksleri olmak Uzere, |¥;)ve |'Pj) iki kuantum vektor

olmak iizere yapistirma iglemcisi su sekilde tanimlanabilir
|P)Q W) = |¥;) [¥))6,;1 (4.1)
Burada &;; = 1 olur egeri = jise,§;; = 0 olur egeri # j ise‘dir
Ornek 1: Ornek olarak yapistirma islemcisi icin u ve v olarak iki vektorii verirsek,
Jw= 10)0+ ay; DT + a2, 12)2 [v) = |0) 0+ ay; DI + ay,[2)2 (4.2)
Bu ikisinin ¢arpimi asagidaki gibi olur:

[ [v) = llagoll? [0) [0)+ [lays [12[1) |1+ Nz, 1I%(2) 12) (4.3)
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Burada 0, 1, 2 her bir baz durum icin birim yon vektérleridir (i, j, k indislerine
tekabul etmektedirler). Burada yapistirmayla kastedilenin skaler ¢arpimda oldugu
gibi vektorel tabanlarin ¢arpilmasi olmakktadir. Bu baglamda yapistirma ¢arpiminin
neden skaler carpim olarak degil de yapistirma carpimi olarak ele alindig1 sorulabilir.
Bunun ilk nedeni ¢arpimdaki vektdrlerin tensorler olmasi ikinci nedeni ise bu
carpmmin ilerleyen bdliimlerde farklt bir uzayr tanimlamak i¢in kullanilacak
olmasidir. En 6nemli neden ise yapistirma islemcisi komutatif (degismeli) degildir.
Bu nedenle skaler ¢arpim olarak adlandirilmamaktadir. Yapistirma islemcisinin genel
matematiksel Ozellikleri tensor carpima benzemektedir. Ciinkii yapistirma islemi
tabanlarin skaler carpimla tensoér ¢arpima alinma islemidir. Yapistirma islemcisinin

baz1 matematiksel 6zellikleri asagidaki gibi verilebilir:

|¥) = |d)Qx) (4.5)

Tensorler tlizerindeki yapistirma islemcisi dagilma, dogrusallik ve degisebilirlik

gosterebilir

[P)0{x1) + 120} = [$)Ux1) + ()2 x2)} (4.6)
{lo1) + 16203000 = {1$1)21x) + 192)}00x)} (4.7)

Yapistirma igslemcisi skaler sayilara dogrusaldir
[P)Q(alx) = ald)2x1) (4.8)

Yapistrma islemcisi komutatif degildir. Bu nedenle skaler c¢arpim olarak

adlandirilmamaktadir.

1P # [0QUP) (4.9)

|u;) ‘yi Hy, |v;) ‘yi H, igin temel alirsak, H =H,QH, yapistirma islemcisiyle yeni
bir yapisik Hilbert uzayi elde edebiliriz

lwi) = |u)Qlv;) (4.10)

A ve B iki islemci olsun ve A [§)'nin lizerine, B |@)’nin iizerine islemci olarak

uygulansin bu durumda tensor isleme benzer islemci dagilimini elde ederiz.

AB |¥) = AB(|5)Q|¢)) = (AIENQ(B|¢)) (4.11)
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4.1.2 Kutrit Temelli Hiperkurenin Matematiksel Olarak Tamimlanmasi

(@) (b)
Sekil 4. 1.(a) Kutrit temelli hiperkdre ve (b) koordinatlar

Kutrit temelli hiperkiire {i¢ boyutlu karmasik o©klit uzayiunda ger¢cek ve sanal
sayilardan olusmus bir kiire olarak tanimlanabilir (Sekil (a)). Daha matematiksel bir
tamimla eger ( sanal ve gergek sayilardan olusan Kirelerden olusan bir hiperkiire
fonksiyonu olarak tanimlanirsa, Q ise kiirenin taban vektorlerini hizalayan yapistirma
islemcisi olarak tanimlanirsa, kutrit temelli kiire su sekilde taimlanabilir (burada ag1

sayis1 i=n-1, n ise kiire sayis1 olmaktadir.(Sekil 4.1(b))
Chiperkire = Sgercek 1928gercek n +- - $sanat 192 {sanai n - Kcos€;cos@;
Sniperiire = 2121 Grgercek if2 Ssanat jKn-1€0S€n_q COS@n_q (4.12)
Burada Q toplam yapistirma semboliidiir. Ornegin n=i, j=1
Chiperkire = nii:j::é(gergek i {sanat j= $gercek 192 Sisanal 1Koc0S€1 cos@q (4.13)

Kubbe seklinde izdiisiimde kiireler aras1i mesafe igerden disar1 dogru genislemektedr.
Fakat burada biz bu mesafeyi ihmal etmekte ve iki yapisik kiireyi a1 ve yon dlgcen
bir pusula veya a¢1 dlger gibi diisiinmekteyiz. Kubbe seklinde izdiisiimii yapistirma

islemcisi gemberler, kiireler vb. i¢in kullanilarak yapilabilir.
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Ornek 2:

Skaler-tensor iselmciyi yapistirma islemcisi olarak daha ozel bir adla
tanimlama nedenimiz, c¢alistiimiz uzaymn Hilbert uzayindan farkli bir uzay olan
hiperkiire uzay1 olmasidir. Goriildiigii gibi bu tamim {izerinden tek dereceli tiirevleri
normal carpim sekline doniistiirebiliyoruz. Demek ki hiperkiire uzayinda islem
yaparken kuantum islemcilerini bu uzayda yeniden tanimlamamiz gerekiyor (Sekil
4.4). Ornegin birinci mertebeden bir tiirevin yapistirma islemcisiyle ele alinmasi
aslinda kiirenin birini sabitleyip Oteki Uzerinde tiirev almaya benzetebiliriz. Zaten
klasik tiirev almada da dikkat edilirse iki sayidan birini sabitleyip digerinin tiirevini
aliyorduk. Burada da iki kiireden birini sabitleyip digerinin tiirevini aliyoruz. Simdi

4.12°de verdigimiz bagintiy1 tiirev ve birim islemci cinsinden yazalim:
< 19) == (9)0Ue) = = [9)21(le) + I1W)2 () (4.14)
dx dx ® dx ® dx ® '

Simdi bu islemi yapistirma islemcisiyle aywralim © ve # burada cember iizerinde

polar koordinatlar olmak iizere sonu¢ asagidaki gibi olur:
E 1W)B + 11¥)7) O |9)8 + I|9)F) (4.15).

Sonug olarak yapistirma uzayimnda tiirev alindiginda tiirev alian vektor ve bu vektore

teget vektorler birbirlerine yapisik olarak ifade edilebilirler.

4.1.3 Hiperkiiredeki Kuantum Dolamkhk Vektorlerinin Tammmlanmasi ve

Manipulasyonu

Iki es merkezli yapisik kiiredeki bir kuantum durumu su sekilde verilebilir
%) = (i) QUWas) (4.16)
Vektorler yapisik iki kiire tizerinde vektorler i¢ ve dis olarak 4.16°daki gibi verilirse,
[Wic)=a0110)i + boq|1)j+co1]2)K (4.17)
|Wais)=a0210)i + boz|1)j+coz|2)k (4.18)
4.17 ve 4.18°deki vektorleri yapistirirsak
|l|Jig>-Q|l|Jdls) = 01a02|0)[0) + bo1bo2|1)|1)+ co1C212)|2) (4.19)

Boylece iki taban vektoriiniin yapisik hali olarak da dolanik bir kuantum durum

tanimlanabilir. Goriildiigli gibi iki kiirenin ana eksenlerini tensorler i¢in tanimlanmis

34



skaler bir islemciyle yapistirdik. Bununla beraber burda kiireler arasi ag1 ve diger
islemcilerin davraniglarm1 su anda hesaba katmadan bunu yaptik. Yapistirma
islemcisinin tensor carpimla benzer Ozellikler gosterdigini sdylemistik. O halde
dolanik bir durum yapistirma islemcisiyle ifade edilirse ve bu ifade AB islemcileri

uygulanirsa dagilim su sekilde gerceklesir:

ABIY) = i) U ais) = (Al )QBIWas)) (4.20)

Buraya kadar hiperkiire iizerindeki matematiksel islemcileri en azindan gerekli
olanlar1 tamimladigimiz sOylenebilir. Simdi hiperkiiremizdeki kiireleri ele
aldigimizda, bunlarin birbiriyle paralel veya disardan bakan biri i¢in biitlin
eksenlerinin eslenik olmak zorunda olmadigmi sdyleyebiliriz. Ornegin i¢ kiiredeki
[1) kutriti dis kiirede |2) Kutrititle veya bir girisim durumuyla denk gelebilir. Bu
nedenle kiireleri sadece yapistirmak yeterli degildir ayrica kiireleri birbirlerine gore
ac1 degiskenine ve kiireler arasinda varsa bir etkilesim katsayisina bagli olarakta
tanimlamak gerekmektedir. Simdi i¢ kiirenin biitiin eksenleri ile dis kiirenin biitiin
eksenlerinin ¢akistigi durumu ele alalim. Bu durumda 0, 1 eksenlerindeki diizlemin
ve 0, 2 veya 1, 2 dikey duzlemindeki katsayi ifadesinin 1 degerini vermesi
gerckmektedir. Bunu saglayan da cos fonksiyonudur. Ek olarak bunun bir skaler
carpim oldugu diisiiniiliirse, denklemi iki cos fonksyionu Gzerinden € ve © agilarina
bagli olarak Sekil 4.3’deki gibi tanimlayabiliriz. Bu noktada |, xire) Ve [Wais kire)
kure Gzerindeki vektorler olmak tizere, maksimal durumdaki kutrit dolanik durumu e
ve O Kkiirreler arasi ag1 k={0,1} yapistirma sabiti ve |H) dolaniklik vektér olmak

iizere asagidaki gibi tanimlanabilir :

|H) = |¢i(; kﬁre)ﬂllljdLs kﬁre)KCOSE cosO (4.21)

Simdi hiperkiirede kiireler aras1 bazi spesifik islemciler su sekilde verilebilir:

Ornegin kiireler arasi 6teleme islemcisi (i= 0, j= 1, k= 2) (a=i, j, k)
To") = 10 ) T ") = 9%, (4.22)
Kiireler aras1 dondiirme islemcisi S ve onun tersi D ise su sekilde tanimlanabilir .
SANWie)= [Wais)h S Wass)= Wic) (4.23a)

Dal‘-l’ig>= |‘-del$>'Da|lIJdL$)= N"ig) (4-23b)

Kdreler ici ayna islemcisi o kiireler aras1 ¢’ su sekilde verilebilir:
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ny|‘l’ig>:0'xy[a01|0>i + bo1|1)i+co112)KI=ag1|0)i + boq|1)-coq|2)k— U’xyN’ig) = N’dls)
(4.24a)

szNJig):sz [ao110)i + bo1|1) j+ co1]2)K]= ag1|0)i — bo1]1) j- Co112)K = 0 s | Winner) =
dels) (424b)

OyzNJig):Uyz [@o110)i + bo1]|1) J+ co1|2)K]= —ag;[0)i + boq|1) - coq]2)k— U’yzNJig) =
dels) (424C)

Kiireler i¢i ve kiireler aras1 vektorel carpim ise
[a)* [D)inner = [€ijk|)] inners (1270 [D Y outer = [€ijkc|C')] outer (4.25)
[1a)* [DYlinner—outer = K6, @)[€sjuat i Ic)cose cosO (4.26)
A=i ), kib=1,jk c=1j, k,a=1,7,k’ b=1, 7, k’; ¢’=1", j°, K’olmak tlizere

tanimlanir. Yukaridaki tanimlar 1s1gimda K=1 e= 0, ©= 0 olmak Uzere 4.21

denkleminden agagidaki maksimum dolanik durumlar1 elde edebiliriz.

[W)2|W2) = ag1a02]0)]0) + bo1boz|1)|1)+co1€0212)2) (4.27)

Bu durumda yapistirma islemcisi tizerinden S, D ve yansitma islemcileri uygun bir
sekilde uygulanirsa, hiper kiire {izerinde iki vektor iizerinde biitiin dolanik durumlar
arasindaki iliskiler Cizelge 4.1°de gosterilebilir. Cizelge 4.1 incelendiginde, i¢ kireyi
stirekli birim islemci uygulayarak sabit tuttugumuzu, dis kiireye ise dondiirme ve

ayna islemcileri uyguladigimizi gorebiliriz.

4.2 Kuantum Kutrit Yazi-Tura Oyunun Cesitli Degiskenler Acisindan

Incelenmesi

Bu boliimde ilk olarak kuantum kutrit yazi-tura oyunu ile klasik yazi tura oyunu
karsilastirilmast yapilacak, daha sonra kutrit temelli oyunlar cesitli kuantum
islemcileriyle sikistirilarak oriintiileri agisindan analiz edilecektir. En son asamada
Fano diizlemi temelinde renk temelli pusula tanimlanacak ve sikistirilmis kuantum

kutrit yazi tura oyunu Oriintiileri bu pusula Ustiinde analiz edilecektir.
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Cizelge 4. 1 Maksimum dolanik iki durumun yapistirma islemcisiyle hiper kiire
uzerinde iki vektor olarak gosterimi

DOLANIK DURUM IC KURE DIS KURE

[0)]0) + [1)|1) +[2)|2) [0)+ [1) +|2) 10) + [1) +]2)
| S

[0)]1) + [1)]2) +[2)|0) |0)+ 1) +2) 1) + [2) +]0)
| S

10)]2) + [1)]0) +[2)|1) [0} + [1) +|2) 12) + [0) +[1)
' S, Oxx

[0)]0) — [1)|1) +[2)|2) [0} + [1) +|2) 10) — [1) +]2)
| S

[0)]1) — [1)]2) +[2)|0) [0} + [1) +|2) 1) — [2) +]0)
| S

10)]2) — [1)]0) +[2)|1) [0} + [1) +|2) 12) = [0) +|1)
| S, Oxx, Oxy

[0)[2) + |1)|1) -[2)]2)  |0)+ |1) +|2) |0) + |1) -12)
| S

[0)[2) + |1)|1) -[2)]0)  |0)+ |1) +|2) |1) + |2) -1]0)
| S

10)[2) + [1)]1) -|2)[1)  |0)+ [1) +2) 12) + 10) - 1)

4.2.1 Kuantum Kutrit Yazi-Tura Oyunu ile Klasik Yazn Tura Oyunun Kilasik ve

Kuantum Gegitler Acisndan Incelenmesi

Genel bilgiler boliimiinde bahsedildigi gibi; basit bir sekilde kuantum oyunu klasik
bilgi birimlerinin, kuantize edilmesiyle elde edilen matematiksel yapilardir. Bu
baglamda kutrit temelli yazi tura oyununda yazi tura durumlar1 |0), |1), |2)

kutritleriyle ifade edilir. Ayrica kutrit temelli gecitler bu oyunlarda kullanir.

[lk olarak klasik bir bilgisayara kutrit temelli bir bilgisayarla miicadele
ettigimizi gz Oniine alirsak, kutrit temelli bilgisayarin hem ii¢ temel durumu
icermesi hem de daha fazla gecitler icermesi nedeniyle, klasik bilgisayara usttnlik

saglayabilecegi sOylenebilir. Oyunumuzda X ve Y adlh iki oyuncu oldugunu
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diisiinelim. X oyunucusun | ve S olmak Uzere iki stratejisi oldugunu ve oyunu
baslattigin1 diisiinelim. Y oyuncusunun H°!,H%2 H'?olmak (zere iki stratejisi
oldugunu diisiinelim. Oyunun kurali geregi, X oyuncusu |0) durumunda +1, |1)
durumunda -1, |2) durumunda O puan almaktadir. Y oyunucusu |0) durumunda -1,
|1) durumunda +1, |2) durumunda 0 puan almaktadir. Oyun X’in paray1 hazirlamasi
da bir hamle kabul edilerek dort hamlede bitmektedir. Oyunun sonunda

sliperpozisyon durumu ortaya ¢ikmasi halinde oyun iptal olmaktadir.

Bu oyunda X oyuncusu |0)yazi |2) tura ve |1) durumlarin1 hamle olarak
hazirlamakta ve Y oyuncusu buna gdre | ve H®', H2, H12 stratejisiyle cevap

vermektedir. Materyal-metotdaki islemler dogrultusunda hamleleri analiz edelim:
10) = HO'0) ~ = ([0} + [1) = 15 (10} + 1) > 2 (10} + 1)) » H*' & (10) +
[1)) - |0) (4.28)

X oyuncusu +1 puan alir, kazanir (4.28).
10) > HO [0) > 2 (100 + 1) > S ([0} + 1) = & (1) + 12) ~ H2 5 (1) +
12)) - |1) (4.29)

Y oyuncusu +1 puan alir, kazanir (4.29)

10) = H'210) ~ = ([0} + [2)) = 15 (10} + [2) = 5 (10} + [2)) » H*2 % (]0) +

12)) - |0) (4.30)
X oyuncusu +1 puan alir, kazanir (4.30).

10) = H210) ~ = ([0} + [2)) = S5 (10} + 12) = 5 (10} + 1)) » H 5 (]0) +

1)) - |0) (4.31)
X oyuncusu +1 puan alir, kazanir (4.31).

)= H2 1) > = (1D + 2) = 15 (1D + 2) > & (1D + 12) > B2 (J1) +

12) - 12) (4.32)
Her iki tarafta sifir puan alir berabere biter (4.32).

2= H2[2) > 5 (1= [2) = 15 (1D = 2D - 5 (1) = [2) =

H'2 = (11) = [2)) = [2) (4.33)

Her iki tarafta sifir puan alir, berabere biter (4.33).
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12) = H212) > Z (1)~ [2) = S5 (1)~ 12) = 5 (12) = [0) » H2; (]1) +

12) = (1) = 12) - 12) (4.34)

Her iki tarafta sifir puan alir berabere biter (4.34). Yukaridaki oyuna genel olarak
bakildiginda kuantum kubit yazi tura oyunundaki gibi ikinci oyuncunun hadamard
islemcileri arasma diger oyunucuyu sikistirarak ( |0) » H°2—I—H%2, |0), |0) —
H%? —>1—H%, |0) > H°'—I—H°!) her zaman kazanabilecegi stratejileri oldugunu

gOrmekteyiz.

4.2.2 Baz Islemcilerle Sikistirilmis Kutrit Temelli Yazi Tura Oyunun Birlestirme

Islemcisi Acisindan Incelenmesi

Bu boliimde kutrit temelli yazi-tura oyunlar1 ¢esitli kutrit gegitleriyle sikistirilacak ve
birlestirme islemcisiyle iliskili 6riintiiler birlestirilerek, yeni érlintller incelenecek ve

ust kurallar elde edilmeye ¢alisilacaktir.

423 S ve 1 islemcileri arasina sikistirilmis oyunun birlestirme islemcisiyle

oruntilenmesi ve analizi

|0), |1), |2) kutritleriyle baslayan her bir oyunda S déndiirme ve I birim islemcisinin
sol dallanmalarda S, sag dallanmalarda I birim islemcisi olmak tizere uygulandigi

zaman elde edilen oriintii Sekil 4.2°de verilmistir.

Tamm 3 (Birlestirme Carpim): a= a;; ve b= by, uzayda tanimli belirli
hicreleri tanimlayan iki fonksiyon ve ij, kl ise bu hiicrelerin satir ve siitununu temsil
eden indisler olsun, bu baglamda birlestirme islemcisi

aAb = al-jbkl (435)

olarak tanimlanabilir. Burada birlestirme islemcisi hiicreleri islemsel siraya gore
birlestirmekte, baska bir islem yapmamaktadir. Bu nedenle birlestirme isleminde

siralama 6nemlidir ve bu yiizden birlestirme iglemi komutatif degildir.
aAb+# bAa (4.36)

|0) kutritiyle baglayan oriintiintin ilk hiicresi X;, ikinci hicresi X,, t¢linc hiicresi
X5, dordinci hicresi X, ve besinci hiicrede Xs olarak verilirse, |1) kutritiyle
baslayan oriintiiniin ilk hiicresi Y;, ikinci hucresi Y,, Gglincu hiicresi Y, dordincu

hicresi Y, olarak verilirse ve besinci hiicrede Ys, |2) kutritiyle baslayan 6riintiiniin
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ilk hlcresi Z,, ikinci hucresi Z,, ¢tncl hucresi Z5, dordunct hucresi Z, ve besinci
hlicrede Zs olarak verilirse bu hiicrelere sira numarasina gore birlestirme islemcisi
uygularsak X;AY;AZ; Sekil 4.3°deki gibi yesil renkli kiime olarak nitelendirilebilir.
Sekil 4.2°deki birlestirme sonuglarini renkler cinsinden yazarsak, X;AY;AZ; =
Yesil, X, AY,AZ,=Kirmizi, X3 AY;AZ;=Kahverengi, X, AY,AZ,=Mavi, X5 AY; AZ5=
Siyah olur.

Sekil4.2’deki  birlestirme  Oriiniitiilerine  baktigimiz  zaman, hangi renkle
nitelendirilirse nitelensin birlestirme iirliniine dikeyde S islemcisinin uygulandigini
gormekteyiz. O halde dikeyde S uygulanmasi bir iist kural olarak nitelendirilebilir
(Sekil 4.3). Benzer sekilde yatay siralardaki iliskilerde D ve I islemcisiyle
tanimlanabilir. Swrasiyla bu iligskiler su sekilde gosterilebilir: 0, D, D—I—D,
D—»[-D-»S —-»D—-I-D D-—I[-D-»S —»D—>I[-D—»D —D—->I-D->S
—D—I—-D veya tersten yorumlanirsa 0, S, S«I«S, SIS «—D«SIS,
SIS «D«S«l—S «S « SIS «D«SI«S islemcisi iizerinden
kopyalanarak hareket etmektedir. Yatay islemcilerin dagilimmin Mersenne sayilarina
gore arttigin1 sOyleyebiliriz. Mersenne sayisiin tanimi M, = 2™-1 (Conway, Guy,
2013). Dagilimm merkezindeki islemcilerin ikinci satirdan itibaren D—I—S—D
seklinde degismesi ve her hlicrenin bir sonraki hiicrede sol ve sag hiicreler yaratarak

kopyalamasmi gdzlemlemekteyiz.
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Sekil 4. 2. Kutrit durumlarin S ve I aras1 sikistirilmasiyla elde edilen oriintii
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Sekil 4. 3. Dikey olarak her bir satirda dondiirme islemcisinin etkisi
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Sekil 4. 4. Kutritlerde yatay islemcilerin hareketini belirleyen Gst kural

Sekil 4.2 ve Sekil 4.3’de verilen Oriintiiler bir {ist kuralla Sekil 4.4’deki gibi
ifade edilebilir. D, I, S birer islemci olmak tizere herbir islemciyi doniistiiren islemci
Z ile tanmimlanirsa islemcinin diger islemcilere etkisi su Z D—I, ZI—-S, ZS—D
olarak tanimlanabilir. Y islemci ise {ist-birim islemci olarak tanimlanabilir. Ornegin
ilk satirdaki D islemcisine iki Y bir Z uygularsak YD-ZD-YD= D-I-D elde ederiz.
(D-1-D) zincirine iki Y ve merkez I’ya bir Z uygularsak D-1-D-S- D-I-D elde ederiz.
Goruldigi gibi birlestirme islemcisiyle bir tist kural hem yatay hem de dikey

eksende bulunabilir.

424 H'vel islemcileri arasina sikistirilmis oyunun birlestirme islemcisiyle
oruntulenmesi ve analizi

Simdi kuantum girisim durumlarinin Oriintiiler {izerindeki etkisini incelemek i¢in
yazi tura oyununu H°! ve I hareket rotasmna sikistiralim. Sekil 4.6°daki gibi satirlari
sirayla birlestirelim. |0),|1), |2) kutritleriyle baslayan her bir oyunda S doéndiirme
ve I birim islemcisinin sol dallanmalarda H°! sag dallanmalarda I birim islemcisi
olmak tizere uygulandigi zaman elde edilen oriintii Sekil 4,6’da verilmistir. |0)
kutritiyle baslayan Oriintiiniin ilk hiicresi X;, ikinci hucresi X,, Gglinct hucresi X,

doérdiinci hiicresi X, ve besinci hiicrede X5 olarak verilirse, |1) kutritiyle baglayan
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orantindn ilk hicresi Y;, ikinci hucresi Y,, G¢uncl hicresi Y, dordinci hicresi Y,
olarak verilirse ve besinci hiicrede Ys, |2) Kutritiyle baslayan oriintiiniin ilk hiicresi
Z4, iKinci hicresi Z,, tglncu hicresi Zg, dordinci hiicresi Z, ve besinci hiicrede Zs
olarak verilirse bu hiicrelere sira numarasina gore birlestirme islemcisi uygularsak
X1 AY; AZ, sekil 4.5°deki gibi yesil renkli kiime olarak nitelendirilebilir. Birlestirme
sonuglarin1 ~ renkler  cinsinden  yazarsak, X;AY;AZ; = Yesil, X,AY,AZ,=
Kirmizi, X3AY;AZ;= Kahverengi, X,AY,AZ,= Mavi, XsAYsAZs= Siyah olur. Bu
birlestirme Oriiniitiilerine baktigimiz zaman hangi renkle nitelendirilirse nitelensin
birlestirme triiniine dikeyde bir kural uygulanabilecegini soyleyebiliriz. Sekil 4.5°de
gorildiigi gibi bu sefer hadamard islemcisi uyguladigimiz igin siiperpozisyon
durumlar1 elde ettik. Cizelge 3.3’de verildigi gibi segici Hadamard islemcisi
H°! islemcisinin |0), |1), |2) tiriinleri sirastyla
%(|O)+ |1)),% (10) = |1)), |2)’dir. Bu baglamda yesil grup olan 0, 1, 2’ye

dikeyde sol tarafta H%! sag tarafta ise S islemcisi uygulandig1 goriilmektedir.

Yatay eksende islemciler kendisini M,,= 2" sayisiyla ¢ogaltirlar ve Oriintiide 0, HO?,

H°1 »[—-H%, HO13|>HO13HOI5HO13|5HO!, HO13|SHOISHOISHOI3|1SHO!L, |,

HO'>15>H15>HOt > HO'>1>H! olur (Sekil 4.6).

i SN LS LIS L N

Sekil 4. 5. Kutritlerde yatay islemcilerin hareketini belirleyen iist kural

Sekil 4.5°de verilen st kuralin benzeri burada da uygun islemciler ve druntulerle

tanimlanabilir
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Sekil 4. 6. H°1 ve I islemcileri kullanilarak yapilan dagilima.
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453 H', H°? islemcileriyle sikistilmis |0) Kkutritiyle baslayan bir oyunun

birlestirme islemcisi acisindan incelenmesi

H, HO? iglemcileriyle sikistilmis |0) kutritiyle baslayan bir oyunun birlestirme
islemcisi agisindan incelersek a=|0), b= |0) + |1), c= |0) + |2), d= |0) + |1) +
|2) dallanmalar su kurala gore gerceklesmektedir; a—bc, b—ad, c—da, d—cb. Bu
Oriintiide birlestirme islemcisiyle ve birim iglemci kullanilarak bile birgok iligki
kesfedilebilir. Ornegin bu oriintiyii Sekil 4.7°deki gibi dort ayr1 kutu igerisinde
cogalan birer hiicreler olarak ele alirsak dis siitiinlarin ve i¢ siitunlarin birbirleriyle
esit oldugunu yani aralarinda birim islemci uygulandigini gorebiliriz. Ayrica her
satirin birlesim ¢arpiminin iki alt satirin ilk hiicresine esit oldugu da gorulebilir. Bu
oriintiide ilk satir a ve ikinci satir be liglincii satir ad ve da olmak iizere satir sayisi i,
siitiin sayist j ile gosterilmek tizere i>2 ve j=1, 2, 3, 4 olmak (izere ve bu algortimada
bir degiskenin koordinati X;; ile tammlanmak lizere ¢ ayna yansitic iglemci olmak
Uzere herhangi bir cift sayili kodu merkezinden ters ceviren islemci olarak
tanimlanirsa (6rnegin, ocbc—cb veya ocadda=daad) ve I birim islemci olarak
tanimlanirsa ve Z islemcisi ise herhangi bir ¢ift sayili zinciri uygulandigi taraftan

kesen islemci olarak tanimlanmaktadir. Ornegin
ZX;, =[X3; =[adda=ad (4.37a)

Yukaridaki islemciler dogrultusunda algoritmada su sekilde iliskiler tanimlanabilir:

123160 6X;4217Xi422 1l€ 6Xi4237Xi424 (4.38a)
122 ZXi1217Xi4222 V@ ZXi4237=Xi14242 (4.39c)

Sistemde yukaridaki ilk kurallarin elimizde a, b, ¢ ve d olarak dort degisken olmasi
ve ancak liclincii satira kadar yarilmalarda bu dort degiskenin ¢ikmasi oldugu

soylenebilir.
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Sekil 4. 7. |0) kutritiyle baslayan H°!, H%? Hadamartlar1yla sikistirilmis yazi tura oyunun dallanmalari
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a—bc, b—ad, c—da, d—cb Oriintiisiinden farkli sonuglar da ¢ikarilabilir.
Ornegin bu zincirlemenin icerisindeki bir 6ge kendini tekrar ettiginde durdugu bir
oyun olarak ele alinabilir. Bu oyun Sekil 4.8 (a)’da goriildiigii gibi a, b, ¢, d’den bir
tanesi bir dalda ikinci kez ortaya ¢iktiginda kirmizi renk almakta ve o dal kuruyacak
sekilde tanimlanabilir. Sekil 4.8 (b) sekile gore harfler A, B, C, D olarak mavi bir
cetvel iizerine birer birim vektorel artigla yerlestirilirse bu harfler arasi uzakligin
toplammin Sekil 4.8(c)’deki gibi net olarak sifir oldugu goriiliir. Ornegin a—bc’de
a’dan b’ye +1 birim a’dan ¢’ye +2 birim vardir. Ayn1 sekilde b—ad iliskisinde b’den
a’ya -1 b’den d’ye +2 birim vardir. Bu sekilde Sekil 4.8 (c)’deki gibi hesaplama
yapilirsa net etkinin sifir oldugu gosiilebilir. Farkli satirlardaki Sekil 4.8 (b)’deki
cetvele gore tamimlanan vektorel iliski Sekil 4.8(d)’de gosterilebilir. Iki islemci

arasina sikistirilmis bir yapidan farkli oriintiiler elde edilebilecegi gosterilmis olur.

Sekil 4. 8. a—bc, b—ad, c—da, d—<cb oOriintiisiinden elde edilen farkli sonuglar

4.2.5 Renk Cemberi Pusulasimin Fano Diizleminde Tanimlanmasi

Bu boéliimde fano diizlemi kutritlerle tanimlanmis bir koordinat belirlenmesinde
kullanilacaktir. Sekil 4.9 (a)’da verilen 7 noktali diizlem Fano diizlemi olarak

tanimlanmaktadir. Sonlu geometride Fano diizlemi her satirda 3 nokta ve her noktada
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en az 2 satir olmak iizere miimkiin olan en kii¢lik sayida noktaya ve ¢izgiye sahip

olan 2. mertebeden simirli projektif diizlemdir.

010 1) ¢

4 [ x011 10)+]1)%_ | alD+2)
110 *111 . ‘|0)+|1)+|2>
el . ° e o ©
100 101 001 |0) |0)+|2> |2)

(a) (b)

Sekil 4. 9. Fano diizlemi ve diizlemdeki noktalarin kutrit karsiliklar1 (Duran,
Gencten,2016 b)

Homojen koordinatlarla projektif uzaylarin standart yapimini kullanarak, Fano
diizleminin yedi noktasi, ikili sayilarm, 001, 010, 011, 100, 101, 110 ve 111'in sifir
olmayan sirali tgliileriyle Sekil 4.9 (a)’daki gibi etiketlenebilir. Benzer sekilde bu
noktalar kutritlerle de Sekil 4.9 (b)’deki gibi siniflandirilabilir (Duran, Gengten,
2016b; Penrose, 2015). Sekil 4.9’de verilen bu siniflandirma Cizelge 4.2°de verilen
kurala gore yapilabilir (Duran, Gengten, 2016b):

Cizelge 4. 2. Fano diizlemindeki noktalarin kutrit karsiliklar1

Fano diizlemindeki sirah iigliilerle Kutrit karsihklar
simiflanmis noktalar

100 |0)

010 1)

001 12)

011 1) + [2)
101 |0) + |2)
110 |0) + |1)
111 10) + |1) + |2)

Renk ¢emberi ana ve ara renkler ile bitunleyici renklerin aralarindaki iligkiyi
gosteren ¢cember seklinde bir yapidir. Bu modelde g¢ember igerisinde yanyana yer

alan komsu renkler birbirleri ile karistirildiklarinda temiz renk tonlar1 verirler ve
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renklendirme i¢in tavsiye edilirler. Birbirlerinin karsisinda bulunan renkler ise
birbirlerini karsiliklt olarak kirp kirli renk karigimlar1 verirler yani renksizlesme
yaratirlar. Renk ¢emberi merkezinde bir liggenin {i¢ boliime ve ii¢ temel ayrilarak bu
i temel rengin karisgimi ara renklerin liggenin etrafindaki bir altigen iizerinden
tanimlanmasi en distaki cemberdeki 12 renk ise bu iiggen ve altigendeki renklerin
karigtirilmasi sonucu elde edilen bir spektrum olarak ele alinabilir (Latchaw, 2011;

Erbas, 1996).

z ekseni

,[; \
Wi Ny Jomes_ o B

S D O D+ 12)

y ekseni

—10) — 11) — |2) x ekseni

Z yonu

Sekil 4. 10. Renk ¢emberi tizerinden kutritlerin tanimlanmasi

Sekil 4.9°da verilen fano duzlemi gesitli renkler {izerinden tanimlanarak renk
cemberi ile modifiye edilirse Sekil 4.10°daki gibi verilebilir. Burada tiggen tzerinde
cesitli kutirlere yakm bolgeler renklerle |0) = kirmizi, [1) = sar1, |2) = mavi ¢
temel renk ve |0) + |1) = turuncu, |0)+ |2) = mor, |1) + |2) = yesil bu
ticliniin kombinasyonu olarak tanimlanabilir. Dis ¢emberde de bazi renklerin

durumlari girigim durumlarinin artmasi nedeniyle yeniden,
|0) — |2) = acik turuncu, —|2) = turuncu, [1) — |2) = koyu sar1,
|1) = sar1, |[1) — |0) koyu yesil, —|0) yesil, —|0) |2) = a¢ik mavi,

|2) = mavi, |2) — |1) = a¢ik mor,—|1), mor, |0) — |1) agik pembe

50



|0) = kirmiz1 olarak tanimlanabilir. |0) + |[1)+ |2)  merkezden gecen
tiggen diizlemine dik pozitif koordinati — |0) — |1) — |2) ise dik negatif koordinat1
temsil etmektedir. i¢ ve dis renk karmalar1 bir sonraki analizde gerekli goriildiigii

kisimlarda islemcilerle iliskilendirilerek gecisler tanimlanmaya ¢aligilacaktir.

|l>un

- 12),
HOI le
0)+]1 1)+12)
DGIZ |T3 1 lvq | DGIZ
1?)+12)
10) 102 {2)
karemizs 25
10) 12)
kirrmazi mavi

DGOZ

=11

Sekil 4. 11. Renk ¢cemberindeki koordinat noktalar1 arasindaki matematiksel iliski

Bu noktada renk ¢emberinin analojik bir 6rnek oldugunu ve koordinat
projeksiyonu sagladig: belirtmekte fayda var. Ornegin |1) + |2) = yesilken dis
bolgede de —|0) = yesil olup ayni renkle tanimlanmistir. Bu noktada renklerin tist
boyuttaki koordinatlarin izdiisiimii olarak diisiiniilmesinde fayda oldugu sdylenebilir.
Ek olarak renk g¢emberindeki koordinatlar arasi iliskiler Sekil 4.11°deki gibi
verilebilir. Bu izdiisiim koordinatlar1 yansitan benzer renkler iizerindeki vektor
durumlar arasi karisiklig1 gidermede faydali bir sema olarak verilebilir. Bu baglamda
Ozellikle analizler igin ¢cemberde koordinatlar belirlenirken temel kuralin her bir
girigim toplaminda vektdr durumlarinin merkez noktasinin veya olasilik katsayisinin
oranina gore iki vektor arasi kirisdeki (burada yay olmaktadir) oranli bir noktanin

secilmesinin oldugu sdylenebilir.
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4.2.6. H°', H°? Sikistrilmis Yazi Tura Oyunun Renk Cemberi Pusulasinda

incelenmesi ve Bazi Dolanik Durumlarin Elde Edilmesi

Simdi Boéliim 4.5.3’de inceledigimiz H°, H%? iglemcileriyle sikistirilmis yazi tura
oyunu renk pusulasi kullanarak inceleyecegiz. ik olarak kuralimizin soldan H°1
sagdan H°2uygulamak oldugunu belirtirsek, |0) kutrityle baslayan oyunun a—bc,
b—ad, c—da, d—cb kuralina gére a=|0); b= |0) + [1); c= |0) + |2); d= |0) +
|1) + |2) noktalarina sikistig1 sdylenebilir (Sekil 4.12).

A
L H" HZ R
< N
B C
L H H" g L H°" H" R
v v
D D A
L/H‘” H' R L/H"' H“"\R ‘L_/Hm Ho:\: ’L—/H‘” H"\'R
B C] |C C B C

Sekil 4. 12. Soldan (L) H! sagdan (R) H°2uygulamak oldugunu belirtirsek, |O0)
kutrityle baslayan oyunun Oriintiisii

Oyundaki a=0), b= |0)+ [1), c= [|0)+ |2), d= |0O)+ |1)+ |2)
noktalarini renk gemberi pusulasma yerlestirdigimizde, d= |0) + |1) + |2) haric
noktalarin ¢emberdeki simetri ekseni olarak kirmizi ve yesil bolge arasindaki hat
iizerinde noktalarin diizlemsel veya ayna simetrisine gore dagildigmi gormekteyiz.
Bu eksenin ydnunin ¢ember diizleminde kirmizi renk yoniinde oldugunu, a=|0)
mevcudiyeti nedeniyle sdyleyebiliriz. Bunu bir gesit agirhik merkezi yonelimi gibi
yorumlarsak diizlem {iizerindeki yoniin kirmizi renk dogrultusunda oldugunu
sOyleyebiliriz. Bu noktada a=|0)’dan b= |0) + |1) ve ¢c= |0) + |2)’ye dogru saat
yoniinde bir hareket oldugu i¢in bunu + yon olarak niteleyebiliriz (Sekil 4.13).
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O+ 1)+ |2)

=um§1 ,.,

=|0) = |1) = |2)

Sekil 4. 13. |0) kutrityle baslayan oyunun renk ¢cemberindeki yondi.

[0), |1), |2) durumlariyla baglayan ve soldan (L) H°! sagdan (R) H°? ile sikistirilmis
oyunlarin temel durumlar1 Cizelge 4.3 ve aralarindaki iliski Cizelge 4.4’de

verilmistir.

Cizelge 4. 3. H' ve H? sikistirilmis oyunlarin temel noktalar

Dal Dallarin ana noktalar1

baslangic1

0) A= [0), B=10)+ [1), C= |0)+[2) and D= [0)+ [1)+ |2)

1) E=)I1) F= 10)— |1) G= [0) — [1)+|2) H= [1)+ |2), K= ]0)—
12),
L= 10) + [1) — |2), M= |2)

2) M=]2) K= [0) = |2) L= |0)+ [1)—|2) H= [1) + [2), G= |0)—
|1)+12),

F= 10)— |1), E= |1)

Cizelge 4.4. Incelendigi zaman |1) kiitriti ile baglayan durumun olusturdugu zincirin
aslinda |2) ile baslayanin aynisinin tam tersi yani ters siralamasi oldugunu

rahatlikla gormekteyiz.
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Cizelge 4. 4. H'' ve HZ sikistirilmis oyunlarin temel noktalar arasindaki iliskiler

Dal Dallardaki ana noktalar arasindaki iligkiler

baslangici

|0) A—BC, B—>AD, D—CB,C—DA,

|1) E—FE, F—»EG, G—-HF, K—»LM, H—-GL, L-KH, M—MK
|2) M—MK, K—LM, L—-KH, G—HF, H—»GL, F-EG, E-FE

|1) kutrityle baslayan oyunun renk ¢emberindeki yonii incelirken 6ncelikle
G= |0)— |[1)+]|2) ve L= |0)+ |1)— |2) durumlarmm normalde ¢emberde
bulunmadigini gérmekteyiz. Bu durumda ¢cemberi genisleterek kutrit durumlarin esit
olasilikta oldugunu varsayarak (farkli olasilikta yon degisecektir) G ve L durumlarini
cemberde bu durumlarin birlestiren kiristeki orta noktaya veya agirlik merkezine
koyarsak Sekil 4.13’dekine benzer sekilde gemberdeki simetri ekseni olarak kirmizi
ve yesil bolge arasindaki hat iizerinde noktalarin diizlemsel veya ayna simetrisine
gore dagildigin1 gormekteyiz (Sekil 4.14). Bu eksenin yonin ¢ember dizleminde
kirmizi renk yoniinde oldugunu girisin sol tarafinda F= |0)— |1), G= |0)—
[1)+]2), K= |0) — |2), L= |0) + |1) — |2) olarak d6rt durum varken sag tarafinda
E=|1), M= |2), H= |1) + |2) olarak ii¢ nokta olmasindan ¢ikarmaktayiz. Bu
noktada E=|1) ‘den F= |0) — |1), G= |0) — |1)+]2), H= |1) + |2), K= |0) —
[2), L= ]0)+ |1)— |2), M= |2)’ye dogru hareket dogru saat yoniiniin tersi bir
hareket oldugu i¢in bunu - yon olarak niteleyebiliriz (Duran, Gengten, 2016b).

10) + |1) — |2)

—[0) — 1) — |2

10) — [1)+]2)

Sekil 4. 14. |1) kutrityle baglayan oyunun renk ¢emberindeki yonii
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Cizelge 4.4’l inceledigimizde ise |2) ile baslayan oyundaki noktalarinda kirmizi
yonde olacagini |1) kutritiyle ayn1 noktalara sahip oldugundan ¢ikarabiliriz. Ayrica
yoniinde saat yoniinde + olacagmi sabit noktalarin tam tersi swrada olmasindan
¢ikarabiliriz. Ozetle H've H°? sikistrilmis biitiin kiitrit durumlarmn yonii ayni
cikmaktadir. Sadece saat  yoniindeki durumlari  degismektedir. H°!ve
H°? iglemcileriyle ayn1 sirada skistirilmis olmalarindan benzer sonucun benzer yonde
ctkmasinin beklenilen bir sonu¢ oldugu sdylenebilir. Elde ettigimiz dallanmalardaki
temel noktalar bir cok sekilde yapistirilabilir. Ornegin Cizelge 4.4°de verilen |0), |1),
|2) durumlar1 kiimeleri i¢erisindeki temel durumlar yapistirilabilirki, eger arada ek bir
islemci veya etki yoksa bu rastlantisal belki keyfi bir yapistirma iglemi olur. Ornegin,

Cizelge 4.3’de verilen B, F, K’y1 yapistirirsak
(10)+ 1) @ (10) = [1) Q@ (10) — [2))=10)[0)[0)+[1)[1}I2) (4.39)

Birde dolanik durumlar renk bolgeleri tizerindeki vektorler yapistirilarak elde
edilebilir. Burada herbir pusula sonucu acist degistirilerek farkli renk bdlgeleri
hizalandirilarak dolanik durumlar elde edilebilir. Fakat bu da eger arada ek bir
islemci veya etki yoksa keyfi bir yapistirrma olur. En matematiksel ve keyfi olmayan
yapistirma iglemi biitiin pusula sonuglarmi dondiirmeden ayni hizada ayni renk
bolgelerini yapistirarak elde edilebilir. Burda dondiirme yapilmamasi gerekir ¢linkii
biitlin kutrit durumlara ayni1 islemciler ayni sekilde uygulanmaktadir. O halde Cizelge
4.2 sonuglarmin hepsi yapistirilirsa 6ncelikle |0) baslayan kiime ile |1), |2) kilimesi
arasinda higbir kesisen eleman olmadigi icin net dolanikhigin sifir oldugu
sOylenebilir. Bagka bir deyisle |0) ile baslayan renk bolgelerindeki durumlar1 igeren
kiime K, deyisle |1) ile baslayan renk bolgelerindeki durumlari igeren kiime Kj,
deyisle |2) ile baslayan renk bolgelerindeki durumlari igeren kiime K, olarak
nitelenirse net dolaniklik 0 olarak 4.40°daki gibi gosterilir:

-Qnet = Ko.QKl.QKZ:O (4.40)

O halde H%'ve H°2sikistirilmis oyunlarin pusula iizerindeki bolgesel dolaniklig

sifir olarak nitelendirilebilir.
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Cizelge 4.5 |1) ve |2) ile baslayan dallanma kiimeleri K4 ve K, yi renk bolgelerine
gore yapistirma sonuglari

Yapistirma Bolgesi Sonuglar

Kirmuzi Blge |0) 2]|0)=|0) |0)

Ust Mor Bolge (10) — [1)+[2)Q(|0) = [1)+]2)) =[0) [0)+]1) [1)+]2) |2)
Sar1 Bolge 1) Q|1)=|1) |1)

Yesil Bolge (11 + 1200 (1) + [2)) = [1) [1) + |2) |2)

Ust Turuncu Bolge  (|0) + [1)—[2)Q (10} + |1)—[2))=/0) [0)+[1) [1)+2) [2)
Pembe Bolge (10)=[1)(]0)=[1)) =[0) [0)+[1) |1)

Bununla beraber alt kiimeler arasindaki dolanikliklar da incelenebilir. Ornegin |1)ve
|2) ile baglayan dallanma kiimeleri K; ve K,’yi renk bolgelerine gore yapistirirsak
Cizelge 4.5’deki sonuglari elde ederiz.

4.3 Kuantum Kutrit Durumlarin Orgiiler Teorisi A¢isindan incelenmesi

Bu boliimde orgiiler kuramu ile kuantum bilgi durumlar1 beraber ele alinacak ve
kuantum durumlar1 ve karsilik gelen enerji durumlar1 ve seviyeleri bilgi tlrinden
orguler cinsinden ifade edilmeye calisilacaktir. Son asamada ise ¢esitli kuantum gegit

islemcilerinin 6rgiiler ve enerji gecisleri bakimindan etkileri incelenecektir.

4.3.1 Kuantum Kubit ve Kutrit Durumlarin Orgiilerle Tanimlanmasi

-3
/
J

@)
ETKILESIM CizGisi 1 10>
= ETKILESIM cizgisiz | 1D
4 ETKILESIM cizeisiz | 2)

A 4

(b)

Sekil 4. 15. (a) Kutrit durumlar1 i¢in olusturulmus varsayimsal bir 6rgii cihazi (b)
Kutrit durumlari i¢in referans noktalarmin tanimlanmasi
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Kutrit durumlar1 farkli varsayimsal cihazlarla inceledik. Simdi Kutritleri incelemek
icin swrasiyla yesil, mavi, sari, kirmizi renklerle tanimlanmis dort sa¢ ipliginden
olusan bir 0rgl cihazimiz oldugunu varsayalim (Sekil 4.15). Kutrit bu cihazda
etkilesim ¢izgisi 1’de gergeklesen iki iplik etkilesimin |0)’nin fiziksel durumu, bu
cihazda etkilesim ¢izgisi 2°de gerceklesen iki iplik etkilesimin |1)’nin fiziksel
durumu, bu cihazda etkilesim ¢izgisi 3’de gergeklesen iki iplik etkilesimin |2)’nin
fiziksel durumu olarak tanimlanabilir. Sekil 4.15 (b)’de bu tanimlama ve tanimlama
referans noktasi gosterilmistir. Son olarak bir etkilesim noktasinda sadece iki ipligin
etkilesimi olabilecegi birden fazla iplik arasinda etkilesim olmayacagi bir simirlama

olarak konulmustur.

a, =0, a, =0, a, =

it

i

d) ©) ®

2

=
"
=)
—

-

&

Sekil 4. 16. Kutrit durumlarin pozitif veya negatifliginin tanimlanmasi

Al

(a)

Ik
HEE
qIE

|0), |1), |2) durumlarinin negatif degerleri Sekil 4.17°deki gibi verilebilir.
Sekil 4.16 (a)’da sar1 ve kirmuzi ipliklerin sabit oldugu, yesil ipligin mavinin
istiinden gegtigi durum |0) = g; olarak tanimlanirsa bunun tam tersi olan sar1 ve
kirmiz1 ipliklerin sabit oldugu, bu sefer mavi ipligin yesilin iistiinden gectigi durum
—|0) = —0; olarak tanimlanir (Sekil 4.16 (d)). Benzer sekilde yesil ve kirmizi
ipliklerin sabit oldugu, mavi ipligin sarinin Gstiinden gectigi durum |1) = o, olarak
tanimlanirsa (Sekil 4.16 (b)) bunun tam tersi olan yesil ve kirmizi ipliklerin sabit
oldugu, bu sefer sar1 ipligin mavinin tstiinden gegtigi durum —|1) = —o, olarak
tanimlanir (Sekil 4.16(e)). Son olarak yesil ve mavi ipliklerin sabit oldugu, sari
ipligin kirmizmm ustiinden gegtigi durum |2) = g3 olarak tanimlanirsa (Sekil

4.16(c)) bunun tam tersi olan yesil ve kirmizi ipliklerin sabit oldugu, bu sefer sar1
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ipligin mavinin tstiinden gegtigi durum —|2) = —o3 olarak tamimlanir (Sekil 4.16
(f). Bu noktada orgiilerle ¢esitli sifir durumlar1 tanimlanabilir. Sekil 4.16’da verilen

renk iplikleri arasindaki pozitiflik negatiflik iligkisi su sekilde tanimlanabilir.

P A
y g | © o A
\ v 9] L £ 4 / 0 0
X () x5
. v 0 -1 \ AT = +i 0 0
A A= lim=n1 , ¢ © T
Zaman (t) $ : $ U Zaman (1)
" /; ) e A
v 0 A
| - \ \ - 0 0
- o><o A A = X
W o= . WO " ="
A Zaman() ; Zaman ()

Sekil 4. 17. Kutrit durumlarin pozitif veya negatifligi kurali (Dalvit, 2011; Collins,n
2006)

Bu noktada kutrit durumlarin analizinde baska bir kuraldan bahsedebiliriz. Herhangi
bir renk iplik giftinden iist kisimda olan diigiim alttakinin Gstiinden gegerse kutrit +
deger alir; eger Ustteki iplik alttaki ipligin altindan gecerse negatif deger alir (Sekil
4.17). Sekil 4.17 (a)’min Sekil 4.17 (b)’nin saat yOniinde tersi oldugunu
gorebilmekteyiz. Ayn1 durum Sekil 4.17 (c) ve Sekil 4.17 (d) arasinda da gecerlidir.
Bu kural birlestirme ¢arpimiyla A birlestirme carpimu U iist ip, A alt ip olmak {izere

Ust ve Alt ipliklerin konumlar1 degismemek sartiyla kural su sekilde verilebilir:
YUAA = +1 ve JAAU = —1, {AAU = +1 40AA = —i
0, JUNA = 8UA = —i veya 0, JUAA = JUAA = +1
0, JAAD = BAAD = +iveya 0, 8AAD = JAAU = —1 (4.41)

Sekil 4.18 (a)’da ve Sekil 4.18 (b)’de U-A ikilisini norm aldik ve bunlarin
birlesmesini reel pozitif veya negatif degerler olarak niteledik. Bu norma gére A-U
ikilisi ise sanal degerler veren bir sonug¢ olusturdu (Sekil 4.18 (c)’da ve Sekil 4.18

(d)). Ilerleyen analizlerde bu mantikla kubit ve kutritleri 6rgiler cinsinden ifade
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edecegiz. Sekil 4.18 (a) ile Sekil 4.18 (b)’nin yatay (0, = 0yy, 0, = 0y,;) Ve dikey

eksenlerde ayna simetrisine sahip olarak denk olduklarimi ifade edebiliriz.

AYNA GORUNTUSU

A

>
~ e
.

—
Zaman (1)

Zaman (t)

)

AYNA GORUNTUSU

A

o — o ‘
. -1
S @

e

17

Zamnan (L)

U
(=)

o
A

AYMA 0.\‘)‘

)
>
- O

—_— +1

Zaman (1)

(b)

Sekil 4. 18. (a) HUAA ‘nin gy, olarak ayna simetrisi (b) ve a,,, olarak ayna simetrisi

Burada pseudo (sahte) durumun aslinda oOrgiilerin ayna simetrisi olarak

yansimasi oldugunu Sekil 4.18 ve denklem 4.41’le tanimlayabiliriz. Ayrica

YUAA = +1ve YAAU = —1 olarak tanimladigmmizi veya AAU = +i, §UAA = —i

tammladigimizi su sekilde anlayabiliriz: Sekil 4.18 (a)’ nin Oniine bir ayna

yerlestirirsek  Sekil 4.18’deki bir durumu elde ederiz. Baska bir ifadeyle

ahHUAA = ﬁUAA’dlr. Bununla beraber burada simetri uyguladigimiz sistemin iki

iplikli bir sistem oldugunu ii¢ ve daha fazla ipligin oldugu durumda simetrinin biitiin

ipliklere gore alinmasi durumunda c¢ok daha farkli sonuglar elde edilebilecegi

sOylenebilir. Simdi bir kuantum durumunu bu kural ve birlestirme islemcisiyle ifade

edelim: |¥) etkilesim noktalariyla ifade edilen bir kuantum durumu olmak iizere,
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YAM
|®) = |MAS
SAK
1
10y = |0| YAM = 1, MAS = 0,SAK = 0
0

-1
—|0) = [ 0 ] MAY = -1, MAS = 0,SAK =0
0

0
1] YAM = 0; MAS = 1,SAK =0
0

11) =

[ 0

—|1) = —1] YAM = 0; SAM = —-1,SAK =0
L 0

[0

|2) = (0| YAM = 0; MAS = 0,SAK =1

|1

0
0] YAM = 0; MAS = 0,KAS = —1
1

(4.42)

Tamim 4: Renk siras1 disindaki renkli sicimlerin etkilesim ¢izgisindeki diger

YAM MAY
durumlari sahte kutrit durum yani pseido kutrit durum i|¥) =i |[MAS|= |YAS | =
SAK SAK
YAM YAM
SAM |= | SAK |... ..... Kkosulunu saglamak iizere tanimlanabilir ve bu |) =i |)
MAK1 LKAM

olarak gosterilir. Kime cinsinden |¥) = i|¥)= {{|¥)}/ |¥)} olarak da ifade
edilebilir. Ornegin etkilesim ¢izgisi iizerindeki sar1 ve mavi iplik etkilesimi |0~)
olarak diigiimlerin atilma bicimine gore + veya — alacak sekilde ifade edilebilir.

Sahte kutrit durumlar1 arasindaki ayrigmalar enerji durumlarina gére yapilabilir.

4.3.2 Orgiilerle Tammlanmis Kuantum Durumlarinda Enerji Yarilmalarimin

Incelenmesi

Bu bolimde orgiiler teorisi kullanilarak kutrit durumlarina izafe edilen enerji
durumlarini dagilim incelenecektir. Bagka bir deyisle yapilmak istenen sey Galton

makinesinin orgiilerle kuantum durumlarma uyarlanmasidir. Bunun i¢in 6ncelikle
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kubit durumlarm yarilmalar1 incelencektir ¢iinkii daha az konfigiirasyona sahiptirler
bu ylizden normal dagilim daha rahat goriilebilir. Daha sonra ise kutrit durumlarinin

ilk ti¢ seviye normallik dagilim incelencektir.

4.3.2.1 Orgiilerle Tammlanmig Kuantum Kubit Durumlarinda Enerji Yarimalarinin

Incelenmesi

Orgiilerin renkli veya renksiz olmasi, temsil edilen durumlar arasindaki
matematiksel iglemlerin tanimimi etkileyecektir. Bu renk siniflamasi analojiktir. Bu
renk belki enerjiyi, belki kiitleyi, belki alant veya yogunlugu temsil edecek sekilde
smiflandirilabilir veya tanimlanabilir. Ek olarak renksiz iplikli durumlarda 6rnegin
uc iplikli bir orgude pozitif ve negatif degerlerle beraber dort durum ortaya
cikmaktadir. Bu yilizden sanal durumlarin matematiksel temsilleri renksiz iplikli
durumlarda mimkin gorilmemektedir. Bu nedenle renkli 6rgllerle yapilan

matematiksel hesaplamalar renksiz 6rgiilerden farklilik gostermektedir.

Y ETKILESIM ClzGIsi |0>
M S— ETKILESIM ClzGis] 2 I l )
S '

Sekil 4. 19. Kubit durumlarin orgiilerle ifade edilmesi

Denklem 4.42°de kutritlerin birlestirme ¢arpimiyla 6rgiiler cinsinden ifade edilmesi

kubitlere de asagidaki gibi uyarlanabilir.

@) = [1AM]

MAS

0) = [(1)] 'YAM = 1 ve MAS = 0, |0) = [_01] MAY = —1ve MAS = 0

11) = [(1)] L YAM = 0 ve MAS = 1,—|1) = [_01] YAM = 0 ve SAM = —1

(4.43)

i@y = ([(AM] _ [MAY) _Y4S] }%};1] mAS) _ [SaM

masl T Llyas] T lsaml T sayl = lmay
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Sekil 4.19°daki E, seviyesine tekabul eden durum bu sefer Uc renkle ve Y, M, S
harfleriyle ifade edilmis ve taban enerji seviyesi olarak ele alimmistir. Sekil 4.19°da
verilen ve her bir temel 6rgii o; durumuda bir enerji seviyesini temsil etsin. Temel
durumdaki ipliklerin sadece bir ¢iftinin olusturdugu yeni temel duruma bir bitlik
gecis ise enerji yarilmalarindaki temel 6l¢it olsun O halde E, durumu ti¢ farkli temel

orgli enerjisine yarilabilir:

Y M Y
Eyy = M| —{E;; =|Y | Ex=|S|} (4.44)
S S M
Benzer islem alt durumlar i¢inde yapilabilir:
M M Y
Ey1 =Y |>{Ex =|S|,Es2 = Eo1 = [M| }
S Y S
[Y ] Y S
E, =S {E;3s =Eog1 = |M|,Ezs=|Y |}
| M S M
[M] S M
Eyy =S| 2{E31 = M|, Es; =E;u =Y}
[ Y | Y S
S [Y] S
Eyy=|Y| —{E3; =E;;=|S| Ess=|M|}
M | M ] Y
[S] [S ] M
E3 =M —’{54,1 =E;=|Y|,E42=Ex;=|S|}
LY | M | Y
[S] M S
Ezg = (M —’{54,15 =E;1 =|S|,Es16 =Eza=|Y |} (4.45)
| Y | Y M

Simdi orgiilerle tanimlanmis kubit durumlar ve enerji seviyeleri i¢in birka¢ 6rnek

verelim. |0} kubitine sirasiyla X Pauli gecitini uygulayalim.
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Ornek 1:

|O) [0} 1)
n Vv
Eu:{,,] Esy — Exa — | 5 |-
5
¥ ¥
Egr = [f;f] Ezz = Epa = [:-.;] 1 bitlik degisim

Sekil 4. 20. |0) ‘dan |1)’e degil islemcisiyle gegisin orgiilerle gosterilmesi

X |0) =[2 (1)] [(1)] = [(1’] icin  oreiiler  Sekil 4.26°deki gibi enerji

—_—~

seviyeleriyle gosterilebilir. Burada |0) =i |0)’dur.

Kubit durumlarm orgiilerle gosterilmesi farkli bigimlerde de ifade edilebilir. Ornegin
Sekil 4.21 (a)’da yesil, mavi ve sar1 iplikler bir ¢emberi lice bolmiis sekilde ele
alnirsa |0) ve — |1) durumlar1 Grgilerle bu sekilde ifade edilebilir. Ornegin |0)
islemcisinin orgiilerle elde edilmesi ¢emberin sar1 ekseni etrafinda ayna simetrisi
uygulanmasi veya n kadar dondiiriilmesini ifade etmektedir. Benzer sekilde — |1)
islemcisinin oOrgiilerle elde edilmesi ¢emberin yesil ekseni etrafinda ayna simetrisi

uygulanmasi veya n kadar dondiiriilmesini ifade etmektedir.
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Sekil 4. 21 |0) ve — |1) durumlarmin orgiiler ve ¢emberlerle gosterilmesi
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Son olarak ug iplikle temsil edilen kubitlerin enerji durumlar1 Sekil 4.22°deki
gibi verilebilir. Tek bitlik enerji degisim seviyeleri E(1), iki, bitlik enerji degisim
seviyeleri E(2) ile gosterilirse bu seviyeler bir altigen lizerinde Sekil 4.22°deki gibi
yerlestirilebilir. Sekil 4.22°de goriildiigii gibi burada ii¢ adet eksen vardir ve bu
eksenler iplik kiimelerinin alt iki ipliginin donmesini temsil etmektedir. Bu nedenle
bu eksenler kismi dondiirme ekseni olarak ifade edilebilir. Son olarak ise kismi

dondiirme ekseni 3 {izerinden bu eksenin iistiindeki ve altindaki renk oriintiileri Sekil

4.22°deki gibi ifade edilebilir.

KISMi — KISMI
DONDURME ——— DONDURME
EKSENI 2 EKSENI 1
E
Y
LM
LS
E(1 - I : : I -
) LU, KISMI
DONDURME
i EKSENI 3
o i ]
E@2) e

E(2)

M

Ed)

Sekil 4. 22. Kubitlerle enerji durumlarinin smiflandiriimasi



4.3.2.2 Orgiilerle Tamimlanmis Kuantum Kutrit Durumlarinda Enerji Yarimalarinin
Incelenmesi

Bu bolimde orgiiler teorisi kullanilarak kutrit durumlarina izafe edilen enerji
durumlariin dagilimi incelenecektir. Bagka bir deyisle yapilmak istenen sey Galton
makinesinin orgiilerle kuantum durumlarina uyarlanmasidir. Bunun igin dncelikle ilk
i¢ seviyedeki yarilmalar incelecektir. Sekil 4,30°daki E, seviyesine tekabul eden ve
durumu taban enerji seviyesi olarak ele alalim. Sekil 4.20’de verilen ve Sekil 3.9’da
betimlenen her bir temel 6rgii o;durumu da bir enerji seviyesini temsil etsin. Temel
durumdaki ipliklerin olusturdugu bir bitlik geg¢is enerji yarilmalarindaki temel 6lgiit

olsun. O halde E, durumu ii¢ farkli temel 6rgii enerjisine yarilabilir:

Y M Y Y
M Y S M
Ey, = S —{E;, = N Ey, = M B3 = K } (4.46)
K K K S
Bu durumlarda kendi i¢lerinde alt durumlara yarilabilir:
[M] [Y ] [ M| [M]
Y M S Y
El = S _>{E0 = S ’E5 = Y ! E6 = K } (4'47a)
e | K | | K | L S |
[V ] [ S ] (Y] (Y]
S Y M S
EZ = M _){E7 = M !EO = S y E8 = K } (447b)
| K | | K | | K | | M |
Y] [M] Y Y
M Y K M
E; = K —{Eq = K , Eyp = M VEy = S } (4.47c)
S| | S ] S K

Uclincti seviyeden sonrada bircok yarilma n’inci seviye ya da sonsuza kadar
strddrulebilir. Fakat sadece ilk U¢ seviyeyi incelersek Sekil 4.23’de yarilmalari
enerji tarlnden gorebiliriz. Sekil 4.23 incelenecek olursa aslinda kuantum
diizeyindeki yarilmalarin, c¢ok elektronlu atomlarin spaktrumlarmdaki c¢izgilerin
elektrik alani, magnetik alan ve yonli magnetik alandaki kayma ya da yarilmasini

aciklamada i¢goriisel bir model olusturdugu sdylenebilir.
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Sekil 4. 23. Temel durumdaki enerji seviyesinin temel 6rgil o; enerji seviyelerine
yarilmasi
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Ornek 2: Simdi 6rgiilerle ifade edilmis bir kutrite S islemcisi uygulayarak

orguler cinsinden ifade edelim:

10) i

—

e

J1}

|

||
!
|
K

TEE
N~

|
|
|

SR

Sekil 4. 24. |0) 'dan |1)'e Y islemcisiyle gecisin orgiilerle gosterilmesi

00 11 [1 0
5|0)=[1 0 0] H = [1
o 1 ollo 0

seviyeleriyle gosterilebilir. Burada [0) =i |0)’dir. Sonug olarak orgulerin

icin  orgiiler Sekil 4.31°deki gibi enerji

etkilesimleri kutritler tiiriinden ifade edilebilir. Orgiler icin temel durum veya birim
islemci olarak kabul edilirse herhangi bir 6rgii B’nin tersi ile isleme girmesi birim
islemci D’y1 verir. Matematiksel olarak bu durum I=BoB~1="1op olarak ifade

edilebilir.

4.3.3.3 Bazi Atomalti Parcaciklarin Orgiilerle Hiperkiire Uzerinde Ifade Edilmesi

Tezde gelistirilen hiperkiire ve diigiim tiirleri, bircok farkli kuramsal alana
uyarlanabilir. Bunlardan birisi de Rishon modelidir. Her ne kadar bircok Preon
modeli gibi deneysel olarak bu modeli destekleyecek cok fazla veri olmasa da,
kuantum mekanigini anlamak ve bazi problemlere ¢6ziim aramak agisindan bu tir
teorilerin dnemli bir yeri vardir. Rishon modeli (RM), pargacik fiziginin Standart
Modelinde (SM) gériilen fenomenleri agiklamak icin gelistirilmis ilk ¢abadir. 1lk
olarak Haim Harari ve Michael A. Shupe (birbirlerinden bagimsiz olarak)
gelistirilmistir. Model iki temel ¢esidi olan Rishon parcaciklarini igerir. Bunlar
elektrik yiikii olan T ve elektrik yiiksiiz V’dir. Biitiin leptonlar ve her ¢esit kuark, iic

Rishon tarafindan diizenlenmis tiglemelerdir. Bu gruptaki Rishonlarin spinleri spin -
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Y. ‘dir. T’lerin negatif yiik tastyan anti-T’leri, benzer sekilde V’lerinde ndtral anti

V’leri bulunmaktadir.

TIrT = e (TrIv, TVr,VIVv) = ®u
V¥V = v, (TYV.VIV.VVT) = d
i 4 = e (EV,.EVE, VEN) = u
VVV = v, (EVV . VTV, VVI) = 4

et u@) d@) v d@3) u@®) et
Alalal ([ EE
e~ a3 d@3) v d@) T(3) e~
(b) (©)

Sekil 4. 25. Rishon modeline goére bazi pargaciklar ve diiglimler tiirlinden ifade
edilmesi (Bilson-Thompson, 2008)

Sekil 4.25 (a) incelendiginde T ve V’lerin kombinasyonlariyla pozitron, yukar1
kuark, nétrino, anti yukar1 kuark, anti ndtrino gibi pargaciklar tanimlanabilir. Bunlar
diigiimlerle Sekil 4.25 (b) veya bunlar1 karsi durumdaki orgiileriyle Sekil 4.25
(c)’deki gibi ifade edilebilir. Negatif yiiklii fermiyonlar pozitif yiikli fermiyonlarin
yukaridan asagiya ayna goriintiisii alinarak ifade edilebilir. Pozitif yiiklii fermiyonlar
saglak bir orgliye pozitif yiikler eklenerek ve solak anti orgilisiinde negatif ylikler
eklenerek ise anti pargaciklari elde edilebilir. Sag veya sol el yonlii 6rgii se¢imi
tamamen istege bagli olarak rasgele secilebilir. Solak bir orgiiye yiikler ekleyerek ve
onun anti-orgiisii lizerinden anti pargaciklar1 da olusturulabilir. Boylece eger bunu
yaparsak biitiin yiik tasyan orgiileri iki farkli durumda aymi sekilde tek seferde elde
ederiz. Fakat ayni islemi yiiksiiz 6rgiiler i¢in (n6trino ve anti-ndtrino) uygulayarsak
bu onlarin tekrar kopyalanmasi anlamina gelecektir yani, ilk notron ¢ifti ikincisinin
+n donmiis olarak aynis1 olacaktir. Baska bir deyisle iki kere saymay1 Oonlemek
amaciyla sadece saglak bir anti-notrino olustururken, diger fermiyonlar1 hem saglak

hem solak olarak iiretecegiz. Bu Rishon modelinde nétral Rishonlarin
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kullanilmasiyla sadece v, ve V. tanimlanmasinin tersine aslinda nétrino ve anti-
ndtrinolar1 ayni alt parcaciklardan olugturmamizin dogal bir sonucudur. Herhangi bir
orguye (v, ve Vv, harig) C ve P islemcilerine uygularsak Sekil 4.25°deki gibi
kosegensel olarak zittin1 elde ederiz. Daha da ilerisi bir 6rglyi saat yoninde ve saat
yonunin tersi m derecesinde dondiirme ve yiikleri tersine g¢evirme islemcileri

tanimlayabiliriz (Bilson-Thompson, 2008).

Aslinda orgiiler disinda da farkli gdsterimlerle temel parcaciklarin ifade
edilmesi literatiirde farkli bigcimlerde yapilmistir. Darvas ve Farkas (2011)
gelistirdikleri Rishon modelinde koku alani denilen bir hipotetik alana iki adet
pozisyon alabilecek bicimde Sekil 4.26°da verildigi gibi eril ve disil iki durum
tamimlamiglardir. Rishonlar erkeksi kokusu igin + (5/9) ve kadms1 koku i¢in - (4/9)
elektrikli yiikleri oldugu varsaymigslardir. Hem eril hem de kadinsi koku rishons ii¢
renkte gorunebilir. Anti-pargaciklarinin tamamlayic1 renkleri vardir bu nedenle

rishonantirishon ¢ifti renksizdir, ayni sekilde ti¢ farkli rishons ti¢liistidiir.

(a) (b)

Sekil 4. 26. (a) Sol egilimli Rishon (b) Sag egilimli Rishon (Darvas ve Farkas, 2011)

Leptonlar: Hafif kiitleli par¢aciklara elektronlar, pozitronlar ve ndtrinolar denilen
gibi leptonlar denir. Bir elektron (Sekil 3 solda), disil ve anti-eril koku reginesi (LR)
olabilir (Sekil 4.27 (a)). YUkl -1 [= (- 5/9) + (-4/9)] 'dir. Bir positron (Sekil 3 sag),
eril ve anti-kadins1 bir koku reginesi (RL) yapilabilir (Sekil 4.27 (b)). Yk +1 [= 4/9
+ 5/9]"dir. Bir nétrino disil ve anti-disil koku recinesi ¢iftinden (RR) olusabilir. Yk
0'dir (Sekil 4.27 (¢)). Benzer sekilde, bir anti-notrino (Sekil 8 sag) eril ve eril-eril
rishon ¢ifti (LL)) olabilir. YUks 0'dir (Sekil 4.27 (d)). Sekil 4.27°de gériildiigii gibi
Sekil 4.26’da verilen iki temel birim sekile gore temel parcaciklar sekilsel olarak

ifade edilebilmektedir.
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Sekil 4. 27. Cesitli parcaciklarin Rishonlarla temsili Darvas ve Farkas (2011)

Son olarak Sekil 4.26°da verilen temel bilgi birimiyle u, ¢, t (LRL) kuarklart ile
d, s, b kuarklar1 (RLR) ve bunlarin iizerine ise proton (udu) ve meson insa edilebilir.
Sekil 4.27°de bunun farkli kombinasyonlar1 verilmistir. Bu baglamda farkli sunum

turleriyle atomalt1 pargaciklarin insa edilecegi s6ylenebilir.

" B
() @
d(3)
(@) (b)

Sekil 4. 28. Elektron, yukar1 kuark, asag1 kuark ve bunlarin anti pargacik
versiyonlarmin hiperkiire iizerinde ifadesi

u(3)

i

o

Simdi elimizde bir elektron, bir anti-yukar1 kuark, bir asag1 kuark oldugunu ve
bunun Orgiilerle ifade edildigini diisiinelim. Aslinda bu {li¢ kuark durumu ayni
orgiiyle sadece ytikleri farkli olarak ifade edilebilir. Elektron ii¢ adet T den olustugu
icin Uc adet pozitif yike ve pozitron ise ¢ adet anti-T’den olustugu igin ii¢ adet
negatif ylike sahiptir. Benzer sekilde yukari kuark iki adet T ve bir adet V’den
olustugu icin (TTV, TVT, VTT) iki adet pozitif yiike sahiptir. Benzer sekilde asagi
kuark iki adet V ve bir adet T den olustugu i¢in (TVV, VVT, VTT) iki adet pozitif
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yiike sahiptir (Sekil 4.28 a). Sekil 4.28 (a)’da bir pozitron, yukar1 kuark ve anti-asag1
kuarkm aslinda kubitler turtinden [1)-1]0) olarak ifade edilebilecegi bu
pargaciklarin anti durumu olan elektron, anti yukar1 kuark, asagi kuarkin ise genel
olarak |0)-i |1) ifade edilebilecegi goriilebilir. Baska bir deyisle |1)-i]0)
durumunda X degil islemcisini |1) X islemcisini -i|0) uygularsak |0)-i|1)
durumunu elde ederiz. Bunu, X sanal uzaydaki dondiirme islemcisi olmak iizere
(X+X) Q (]1)-i|0)) = X |1)-iX|0)=|0)-i |1) olarak ifade edilebilir. Aslinda bu
normal ¢arpimla X (]1)-i|0)) olarak ifade edilebilir. Fakat birazdan kutrit olarak
ifade edilirse yapistirma ¢arpiminin farki gosterilecegi icin bu sekilde yazildi. Bu
noktada kubitler biri gercek digeri sanal i¢ ice gecmis iki yapisik ¢ember iizerinde
ifade edilirse parcacik, anti pargacik ¢iftleri vektorel olarak bir hiper gemberde Sekil
4.28’deki gibi gosterilebilir. Bir hipercember aslinda Bloch kiiresinin diizlemde
yansimasi seklinde de yorumlanabilir. Cilinkii Bloch kiiresinde de sanal sayilar temsil
edilebilmektedir. Bununla beraber Bloch kiresi kutrit ve daha (st durumlar igin
yeterli olmamaktadir. Bu nedenle hiper kiire ve daha farkli geometrik temsiller
kullanilabilecegi diisiiniilmektedir. Sekil 4.28 incelendiginde her iki durumlarda
girdi durumu {Y, M, S} olarak bir cember Uzerinde gosterilirse Sekil 4.28 (a)’da
2n/3 kadar saat yoninde donmeyle {S,Y,M}, 4.28 (b)’de 2n/3 kadar saat yoniniin
tersi yonde donmeyle {M, S, Y} olarak gosterecegimiz soylenebilir. Bu baska

sekillerde de uygulanabilir.

i KITRE Bz IC KURE

nl KIORE D% KURE

Sekil 4. 29. Kubit turtinden ifade edilen durumlarin hiperkiirede temsil edilmesi

Sekil 4.28 (a)’da verilen orgiileri bir fazla orgiiyle yesil, mavi, sar1, kirmizi
olarak dort orgiilii bir yapida fakat dordiincti 6rgli olan kirmizi 6rgiiniin sabit yani
etkilesimsiz oldugu sekilde de diisiinebiliriz. Bagka bir deyisle kutrit formunu
siirlandirilmig bir halde kubite ¢evrilmis olarak veya kubit orglisiinii genisletilmis

olarak kutrit olarak ifade edebiliriz. Bu durumda kutritleri hiperkire (zerinde ve S,
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ile D islemcileri kullanarak ifade edebiliriz. Boylece |1)-i|0) durumunda D
islemcisini |1) S islemcisini -i |0) uygularsak |0)-i |1) durumunu elde ederiz. Bunu
yapistirma islemcisi tiirlinden S sanal uzaydaki dondiirme islemcisi D sanal uzaydaki
dondiirme islemcisi olmak tizere (D+S)Q( |1)-i |0)) = D |1)-iS |0)=|0)-i |1) olarak
ifade edilebilir (Sekil 4.29).

4.3.3 Kubit ve Kutrit Temelli Dolanik Durumlarin Orgiilerle ifade Edilmesi

Kubit ve kutrit durumlarin renkli 6rgiilerle ifade edilmesinden bir 6nceki boliimde
bahsettik. Bu boliimde ise kubit ve kutrit durumlara dayali dolanik durumlarin renkli

orgililerle nasil ifade edilebilecegini inceleyecegiz.

1)

(a) (b)

Sekil 4. 30. Borromean halkas1 ve kubit durumlarin halka iizerinde ifade edilmesi
(Kauffman, Lomonaco, 2002)

Sekil 30 (a)’da verilen Borromean halkas1 kubit temelli dolanik durumlarin
ifade edilmesinde kullanilabilir. Borromean halkalar1 birbirine kenetlenmis, tek bir
halkayr bozmanin, aywrmanm diger ikisini de serbest hale getirdigi iic halkanin
oldugu bir sistem gibi diisiinebilir. Borromean halkalar, bilesenlerin iicliisiiniin
gercekten topolojik olarak baglantili oldugu ozellikli, ii¢ bilesenli bir baglantidir,
ancak herhangi bir bilesenin ¢ikarilmasi, bir ¢ift baglantisiz halka birakir. Aslinda
Borromean halkasi fizikte bir ¢ok alanda kullanilmaktadir. Ornegin iki nétron halo

cekirdegi li¢ pargaya ayrilabilir, asla ikiye ayrilmaz. Bu parcalara bu davranisimdan
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dolay1r Borromean ¢ekirdek denir. Kubit dolanik durumlarda Sekil 4.16 ve Sekil
4.17°de verilen etkilesim kurallarma gore Sekil 4.30 (b)’deki gibi Borromean halkas1
renklendirilerek tanimlanabilir. Dikkat edilirse sadece kubit durumlar degil, sanal
durumlarda bu halkalarda olusmaktadir ve bu sanal durumlar1 gerektigi yerde
halkalarda kopma olmamasi icin art1 veya eksi olarak kullanabilir. Ayrica sanal
durumlari tespit eden diiglimler kubitlerin ¢arpim1 ve dolaniklik yoniinii de gosterme

acisindan kullanilmaktadir.

UIURIE 010 & [0+ 0) 11

1) I ’) ih_ 1)T

\ || A Simetri ' Sl?;:eentlr ! ‘ Y
ekseni + -l |

e | s 0), ) i

10) I—(——

— = _ ') ¢ o ')

Simetri ekseni Simetri ekseni

) () ©

A

Sekil 4. 31. Bazi dolanik durumlarin Borromean halkasi tizerinde ifade edilmesi

Sekil 4.31°de halkada ¢arpim isleminin tanimlanmasi i¢in saat yoniinii ve sanal
saytyla temsil edilen diiglim noktasimi kullanacagiz. Biitiin halkalarin yoniiniin ise
saat yOniiniin tersinde aktigini varsayarak, farkli renk ipliklerinde farkli yon ve
etkilesimleri hesaba katmadan basit bir sekilde dolanik durumlar1 tanimlamaya
calisacagiz. Sekil 31 (a)’da |0)|0) + |1)]1) durumunu inceleyelim. Halkanin
ortasindaki sanal sayr ile temsil edilen diigiimden iki ayr1 referans noktasi
¢ikmaktadir. Bu referans ¢izgisine karsi gelen durumlari disardan igeriye dogru saat
yonunde carpar ve toplarsak |0)]0) + |1)|1) dolanik durumunu elde ederiz. Benzer
sekilde Sekil 31(b)’de |0)|1) + |1)|0) durumunu yesil ve mavi ipligin yerini
degistirerek ve referans ¢izginin istii ve altindaki durumlar1 disardan igeriye dogru
carpip toplayarak elde edebiliriz. Benzer sekilde Sekil 31 (c)’de [1)|0) + |0)|1)
durumunu sar1 ve mavi ipligin yerini degistirerek ve referans ¢izginin sol ve

sagindaki durumlar1 garpip toplayarak elde edebiliriz. Bu baglamda kutrit temelli
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dolanik durumlar Borromean halkasi iizerinde farkli renk kombinasyonlar: ile
smiflandirilarak analiz edilebilir. Sekil 32 (a)’daki dolanik durumda sar1 halka sabit
tutularak mavi ve yesil halkanm yeri degistirilerek |0)|1) + |1)|0), |0)|1) — [1)|0)
durumlar1 elde edilebilir. Benzer sekilde, yesil halka sabit tutularak sar1 ve mavi
halkanin yeri degistirilerek |1)]0) + |0)|1), [1)|0) — |0)|1) durumlarmi ifade
edebiliriz.

10 [0}+{D)[1) 103 [1)+]1)[0) [1)10)+10) 1)
10) il
10) In)
1) v £ p 3
N
) A
-)'_ i [N
10) 7
- |0)
[ 4
10) [0} 1)1} 10) [1)- [1)]0) 110} —10} |1}
‘0) f ‘0) I rd i#
1) A\ 4 -1, I i 1) i 1) |0} -1
) ' — I 4 —_— T <
N
.
— o i
‘0) _9_ — ——— ,\
2 s |0)
@ (b) ©

Sekil 4. 32. Dolanik durumlarin Borromean halkasi {izerinde ifade edilmesi

Sonug olarak Sekil 32°de |0)|0) + |1)|1), |0)|0) — [1)|1),]0)|1) + |1)]|0), |0)|1) —
[1)]0), |1)]0) + |0)|1), |1)|0) — |0)|1) durumlarmi ifade edebiliriz. Daha ileriki
asamalarda bu durumlar belki temel Rishonlarin, kuarklarin ve pargaciklarin ifade
edilmesinde kullanilabilir. Belkide evrende mevcut atomalt1 pargaciklar ¢ok daha alt
diizeyde dolanik Rishonlarin ¢ok boyutlu uzayda yigilmasiyla ortaya ¢ikan
yapilardir. Bununla beraber hem deneysel hem de teorik ¢alismalarin yetersizligi
nedeniyle bu sonucglar1 bu konuda birer matematiksel i¢cgdriisel oyunlar olarak

nitelemek daha dogru bir yaklagim olacaktir.
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Sekil 4. 33. Bir Brunnian baglantis1 ve kutritlerin bu baglanti tizerinde ifade edilmesi
(Kauffman, Lomonaco, 2002)

Sekil 4.33 (a)’de verilen Brunnian baglantisi kutrit temelli dolanik durumlarin
ifade edilmesinde kullanilabilir. Bir topolojinin bir dali olan bir diigiim teorisinde,
bir Brunnce baglantisi, eger herhangi bir bilesen kaldirilirsa, 6nemsiz, baglantisiz
daireler kiimesi haline gelen ¢6zllmesi zor olan bir baglantidir. Diger bir deyisle,
herhangi bir dongii kesildiginde tiim dongiiler serbest kalir (bdylece hic¢bir iki dongii
dogrudan baglantili olamaz). En tanmmmis ve miimkiin olan en basit Brunniyen
baglantisi, li¢ parganin bir baglantis1 olan Borromean halkalaridir. Bununla birlikte,
her say1 li¢ veya daha fazla icin, bu sayidaki dongiileri igeren Brunnian miilkiiyle
sonsuz sayida baglant1 vardir. Kutrit dolanik durumlarda Sekil 4.16 ve Sekil 4.17°de
verilen etkilesim kurallarma gore Sekil 34’deki gibi Brunnian baglantisi
renklendirilerek tanimlanabilir. Goriildiigli gibi sanal saymnin oldugu eksenin

etrafinda dolanik durumlar kiimelenerek dolaniklik gosterilebilmektedir.
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Sekil 4. 34. |0)|0) + |1)|1)+|2)|2) dolanik durumunun sanal simetri eksenine gore
kiimelenmesi

[0)]0) + |1)|1)+|2)|2) dolanik durumunun sanal simetri eksenine gore

kiimelenmesi Seki4.34’deki gibi gosterilebilir.
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5. SONUCLAR VE ONERILER

Bu boliimde bulgular ve tartisma boliimiinde elde edilen sonuglar 6zetlenecek ve
tartistlacaktir. Boliim iki kisimdan olusmaktadir. 11k bdliimde hiperkiire, yapistirma
carpimi ve dolaniklik agisindan sonuglar incelenecek ikinci bdliimde ise kuantum
oyunundaki dallanmalar c¢esitli degiskenler agisindan incelencek ve gelecek

calismalar i¢in Oneriler yapilacaktur.

Cevremizdeki diinyayr matematiksel olarak kavramaya calisan uzun bir
gelenek vardir. Tlk insanlar, gok cisimlerinin, giinesin, aym ve yildizlarmn hareketini
algilamigti. Dongiilerinde diizenlilik tespit eden insanlar ve dinyayir bu olgularla
kismende olsa agiklamaya basladi. Daha sonra, Antik Yunan'da Pisagoras, mizik
armonisi teorisini, seslerin tonlar1 arasindaki sayisal oranlara dayanarak gelistirdi. Bu
noktada, Johannes Kepler'in gezegen hareketinin kesin yasalarini matematiksel
olarak formule etti ve Isaac Newton'un evrensel hareket kanunlari bir avug
matematik formiline indirgemenin yollarin1 saglamistir. Albert Einstein'm Gorelilik
Teorisi ve hatta daha fazla kuantum fizigi durumu karmasiklastirdi, ancak yine de
gorelilik ve belirsizlik dahil olsa bile, istatistikler temel parcaciklar diinyasindaki
surecleri anlamaya yonelik bir model saglamistir. Ozellikle kuantum fiziginin
gelistirilmesi, bilim insanlarinin kullandigr modellerin bugiine kadar elde edilen
deneyimlerden uzak, ¢cogu durumda insanlar i¢cin karsi-sezgisel ve diisiiniilemez
matematiksel formiiller referans noktasi haline gelen kendine has bir kendi gerceklik
tird olusturmustur. Kaginilmaz olarak, bilgi islem makinelerinin veriyi kuantum
diinyasinda neler olduguna dair en yakin tahmin olusturdugu simulasyonlar,
bilgisayarlar tarafindan yapilan hesaplamalarin sadece evrenin modellenmesi degil,
taklit edilmesi fikrine yol agmistir. Tim kainatin biiyiik bir bilgisayar oldugunu iddia
etmesi fikrine Stephen Wolfram'in diinyay:1 hiicresel otomat1 John H. Conway'nin
Hayat Oyunu olarak ornek verilebilir. Son zamanlarda ise evrenin bir bilgisayar
simiilasyonu veya bir hologram olup olmadig:1 tartigmalar1 ortaya ¢ikmustir.
1960'lardan itibaren, bilim kurgu yazarlari, bilgisayarlarn insanlar i¢in siiriikkleyici
ve aldatic1 ortamlar olusturmak icin kullanilabilecegi fikrini gelistirmeye basladi.
Sanal gerceklikte gercek deneylerin gelistirilmesiyle eszamanli olarak veya Oculus
Rift, Samsung Gear ve Sony PS VR ve VR gozlukleri artik ¢ok boyutlu sanal
gerceklikleri diinyamiza getirmektedir (Koskimaa, 2016). Bu baglamda ¢ok boyutlu

durumlarla ilgili teorik fiziksel ¢aligmalar evrenimiz ii¢ boyutlu bile olsa gelecekte
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bizim kuracagimiz sanal evrenlerin fizigi a¢isindan 6nemlidir. Bu ylizden, bu tezde
de en temel seviyede farkli fiziksel durumlar kavrama diizeyinde teorik olarak

orgililerle incelenmeye ¢aligilmistir.

Bu ¢aligmanin ilk sonucu dolanik vektorlerin normal ¢arpimla ayrilamasa bile
skaler carpim yoluyla ayrilabilecegi ve bu carpimdaki vektorlerin tensor olmasi
nedeniyle bu skaler ¢arpimin iki kiireyi es merkezli yapisik olarak da tanimlamak
amaciyla yapistirma carpim kullanilarak tanimlanabilecegi sOylenebilir. Birbirine
yapisik iki es merkezli kiire ¢ok boyutlu uzayda ayni bir pusula veya saat gibi
diisiiniilebilir. Iki veya daha ¢ok vektdr saatin kadranlar1 gibi kuantum durumunu gok
boyutlu uzayda temsil etmektedir. Denklem 4.2°1 hatirlarsak bir kuantum durumu

dolaniksa bu durum yapistirma islemcisiyle

|¥) = [P)AUX= [¥)Q|¥)) = W) )61 (5.1)

olarak ifade edilebilecek sekilde tanimlanir. Ayrica |H) dolaniklik vektor olmak

iizere hiperkiire lizerinde yapistirma igslemcisiyle asagidaki gibi tanimlanabilir :

|H) = NJL'(; kure)ﬂlqjdls kﬁre)KCOSG cos© (5.2)

Birlestirme islemcisinin bir ¢ok Oriintii analizinde faydali bir ¢arpim oldugu
sOylenebilir. Belirli islemciler arasi sikistirilan oyunlardaki yeni ve farkli Oriintii

analizinde birlestirme islemcisi kullanilabilir.

Renk Cemberi pusulasinin analiz i¢in kullanildigi,  sikistirilmis oyunlar
incelediginde |0), |1),|2) baslayan veaym islemcilerle sikistirilan oyunlarin
yOniiniin her bir baslangi¢ kutriti i¢in ayn1 yon oldugu sdylenebilir. Buda, kuantum
durumlar1 sikistirmayla veya farkli islemci uygulamalarinin analizinde renk gemberi
pusulasinin kullanilabileccegini gostermektedir. Ayrica renk c¢emberi pusulasi
iizerindeki sabit durumlar yapistirma islemcisiyle dolanik durumlar elde edilmesinde

ve bir tiir oyun yapisinin temel dolanik iskeleti belirlenmesinde kullanilabilir.

Orgiilerin ~ komutatif  (degisim  ozelligi)  gostermemesi,  matrislerle
gosterilebilecek matematiksel bir yapiya sahip olmasi bir¢ok acidan dolaniklik ve
kuantum durumlarint agiklamada giiglii bir ara¢ olarak kullanilabileceklerini
gostermektedir. Ek olarak doganin en kiiglik biriminin sicim kuraminca atomlar
degil sicimsi yapilar oldugu diisiiniiliirse 6rgii teorisinin kuantum mekanigi alaninda

cok kullanigl oldugu sdylenebilir. Bu baglamda o6rgii teorisi bu ¢aligmada kutrit
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durumlarin enerji seviyelerindeki degisimlerin dagilimlarinin normalizasyonunda
kullanilmis ve 6rgii teorisinin kuantum teorisi agisindan kullanigh bir matematiksel
yap1 oldugu gosterilmistir. Orgii teorisi ayrica zeeman etkisi gibi yarilmalarin
matematiksel olarak aciklanmasinda kullanilabilecegi soylenebilir.Son olarak,
orglilerin tanimindaki sahte (pseudo) kuantum durumlar fiziksel olarak sanal (virtuel)
parcaciklara karsilik geliyor olabilir. Geliyorsa gelecek calismalarda bu incelenebilir.
Ayrica dolanik durumlarda hiperkiire {izerinde ve ¢esitli halkalar (zerinde
matematiksel iplikler ve halkalar U(zerindeki farkli matematiksel islemlerle
gosterilebilir. Sanal sayilar bu durumlarin analizinde birer simetri araci olarak
kullanilabilir. Son olarak, bu tezin egitim bilimleri ve kuantum teorisinin egitim
bilimleri agisindan 6gretimi i¢in de yeni ve farkli kavrama semalar1 getirdigi
sOylenebilir. Bloom taksonomisinin kavrama basamagi bir bilginin bagka bir bilgi
tirtiyle temsil edilmesini, bu temsil edilen seyin Orneklendirilebilmesini,
smiflandirilabilmesini, 6zetlenmesini, ¢ikarimda bulunulup, karsilagtirilabilmesini ve
en nihayetinde temsil edilen olgunun agiklanmasini igerir (Demirel, 2015). Bu tezde
kuantum durumlari i) hiperkiire {izerinde temsil edilerek, ii) kuantum hareketleri bir
pusula Uzerinde temsil edilerek, iii) kuantum durumlar1 Orgiiler tiiriinden ifade
edilerek kavrama seviyesinde yeni kavramsal semalar sunmustur. Fakat bundan
sonraki caligmalarda kullanacaklar i¢in kuantum bilgi teorisinin kavrama
basamagmda semalar oldugu soylenebilir. Ozetle bu tezde dolaniklik kavramma
farkli bir bakis acisiyla incelenmistir. Kuantum yazi tura oyunlar1 farkli bir sekilde
analiz edilmistir son olarak kutrit ve kubit sistemler 6rgulerle ifade edilmeye

calisilmistir. Gelecek calismalar igin Oneriler su sekilde verilebilir:

-Hiperkiire iizerinde yogunluk islemcisinin nasil tanimlanacagi incelenebilir.
Hiperkiire {i¢ boyutlu uzayda zamana gore degisen bir yapi olarak ele alinarak

zamana bagli kuantum durumlar1 ve dolanik durumlar incelenebilir.

-Kutrit temelli pusula bir simiilasyon haline getirilerek farkli durumlar
incelenebilir. Ornegin, kutrit temelli pusula karadeliklerdeki entropi durumlarinin ve
kuantize durumlarin incelenmesinde kullanilabilir. Kutrit temelli pusula kuarklarin
smiflandirilmasinda  veya kuark deniznde parcaciklarin nasil davranacagmnin

incelenmesinde kullanilabilir.

-Yapistrma islemcisiyle tanimlanan dolaniklik denklemiyle dolaniklik

kavramiyla iliskili konular yenide analiz edilebilir.
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