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OZET
Doktora Tezi

FUZZY SAYI DIZILERININ m. FARKLARI
VE ISTATISTIKSEL YAKINSAKLIK

Yavuz ALTIN

Firat Universitesi
Fen Bilimleri Enstitiisii
2005, Sayfa: 53-+VIII

Ug boliim olarak hazirlanan bu ¢alismanin birinci boltimtinde daha sonraki boliimlerde
kullanilacak olan baz1 temel tanim ve teoremler verildi.

Ikinci boliimde; fuzzy kiime kavram, fuzzy say: dizileri ve fuzzy say1 dizilerinin istatis-
tiksel yakinsaklhig incelendi.

Uctincii boliimde; fark oparatorii ve lacunary dizisi kullanarak fuzzy say: dizilerinin
kuvvetli lacunary yakinsaklig1 ve lacunary istatistiksel yakinsakligi kavramlar: tanimlandi,
bu kavramlar arasinda bir kag baginti verildi. Lacunary A™— istatistiksel yakinsaklik
ve lacunary kuvvetli AZ'— yakinsakhfin A™— siirh fuzzy say: dizileri igin denk oldugu
gosterildi.

Ayrica m (¢, p, A™, F) fuzzy dizi uzaylanmn bazi topolojik 6zellikleri incelendi.

Anahtar Kelimeler: Fuzzy sayisi, fuzzy say1 dizisi, fark dizisi, istatistiksel yakinsaklik,

lacunary dizisi.
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ABSTRACT

Ph D. Thesis

DIFFERENCE SEQUENCES OF ORDER m OF FUZZY NUMBERS
AND STATISTICAL CONVERGENCE

Yavuz ALTIN

Firat University
Graduate School of Natural and Applied Sciences
Department of Mathematics
2005, Sayfa: 53+ VIII

This thesis consists of three chapters. In the first chapter, some fundamental definitions
and theorems which will be used in the later chapters are given.

In the second chapter the concept of fuzzy sets, sequences of fuzzy numbers and sta-
tistical convergence of fuzzy numbers are given.

In the three chapter, using the difference operator and the lacunary sequence the con-
cepts of lacunary statistical convergence and strongly lacunary convergence of sequences of
fuzzy numbers are introduced and several relations related to these concepts are given. It is
shown that lacunary A™—statistical convergence and lacunary strongly AZ'—convergence
are equivalent for A™— bounded sequences of fuzzy numbers. Furthermore, some topo-

logical properties of the fuzzy sequences space m (¢, p, A™, F') are investigated.

Key Words: Fuzzy number, sequence of fuzzy number, difference sequence, statistical

convergence, lacunary sequence.
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SIMGELER LISTESi

N: Dogal Sayilar Kiimesi

R: Reel sayilar kiimesi

C: Kompleks sayilar kiimesi

L(R): Ttim fuzzy sayilar kiimesi

L(R"™): n—boyutlu ttim fuzzy sayilar kiimesi

S(F): Istatistiksel yakinsak fuzzy sayilarinin kiimesi

S(A™ F): A™Istatistiksel yakinsak fuzzy sayilarinin kiimesi
w(F): Kuvvetli Cesédro yakinsak fuzzy dizilerinin kiimesi
w(A™, F) : Kuvvetli A™—Ceséro yakinsak fuzzy dizilerinin kiimesi
Ny (F): Kuvvetli lacunary yakinsak fuzzy dizilerinin uzay1

Ny ( '(Z), F) :  Kuvvetli Af*~lacunary yakinsak fuzzy dizilerinin uzay:

Lo (F): Sirl tiim fuzzy say1 dizilerinin kiimesi

oo (A™,F):  A™—smirh tiim fuzzy say: dizilerinin kiimesi

Sp (F): Lacunary istatistiksel yakinsak tiim fuzzy say: dizilerinin kiimes

Sy (A™, F) : A™—lacunary istatistiksel yakinsak tiim fuzzy say: dizilerinin kiimesi

c(F): Yakinsak tiim fuzzy say1 dizilerinin kiimesi

c(A™,F): A™—yakinsak tiim fuzzy say: dizilerinin kiimesi

s : N ’nin s tane elemandan fazlasini icermeyen tiim altkiimelerinin sinifi
A% A fuzzy kiimesinin a—kesiti

supp (4) : A fuzzy kiimesinin destegi
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GIRIS.

Fuzzy kiimeler, bog olmayan bir x kiimesinin ilgili elemanlarina gére goz dniine alinir.
Temel diistince, her bir x € x elemammmn [0,1] araliginda degerler alan bir u(z) iyelik
derecesine atanmasidir. Burada u(z) = 0, iiyeligin olmamasina; 0 < u(z) < 1 kismi
tiyelife ve u(z) = 1 de tam uyelige kargilik gelir. x 'in bir fuzzy alt kiimesi en az bir
u: x — [0,1] fonksiyonu igin x X [0, 1] kiimesinin bog olmayan bir {(z,% (z) : z € x)} alt

kiimesidir.
Ornegin
0, z < 1ise
u(@) =4 Hz-1), 1<z<100ise
1, 100 < z ise

ile tamimh w : R — [0, 1] fonksiyonu reel  >> 1 sayilarimn fuzzy kiimesine bir 6rnek olarak
verilebilir (Sekil 1). Siiphesiz tiyelik derece fonksiyonunun gok farklh secimleri vardir.

»
»
X

1 100

Sekil 1. Reel x >>1 sayilariin bir fuzzy kiimesi

x ’in klasik anlamda bir A alt kiimesi icin ilyelik ihtimalleri sadece tiyesizlik ve tam iiye-
liktir. Buna gére bdyle bir kiime, kendisinin X4 : x — [0, 1] karakteristik fonksiyonuyla x
kiimesi tizerinde verilen bir fuzzy kiimesiyle tammlanabilir, yani

1, ze€Aise

XA(a:)={ 0, z¢ Aise

ile tamimlanabilir.
Sekil 2, 0 < z < 2 araliinin karakteristik fonksiyonunu gostermektedir.
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Sekil 2.y, 5 fuzzy kiimesi

Fuzzy kiimeler bizim giinliik hayatimizda sik sik kullandigimiz belirsizlikle ilgilenmenin
daha zeki bir yoludur. Ornegin, araba kullanan birisine frene basma zaman: hakkinda, bir
tavsiyede bulunacaksimz. Tavsiyeniz: “Yaya gecidine 25 metre mesafe kala fren yapmaya
bagla” yoksa “Yaya gegidine yaklagirken frene basmaya basgla” geklinde mi olurdu? Elbette
ikincisi olurdu. Ciinki ilk talimat kolayca yerine getirilemeyecek kadar kesindir.

Veri yapilarinin fuzzy yorumlari, gegitli problemleri ¢6zmenin ve bunlan formiile dék-
menin dogal ve akla mantifa ¢ok uygun bir yoludur. Kesin kiimeler, iiyelik igin gereken
kesin ozellikleri saglayan nesneleri ihtiva eder. 6 dan 8 ’e kadar olan sayilardan olugan bir

H kitmesini H = {r € R: 6 < r < 8} geklinde yazariz. Bu yazim bicimine denk olarak H,

1, 6<r<8ise
Xy (r)=
0, diger hallerde

geklinde tammli Xy : R — {0,1} iiyelik (veya karakteristik) fonksiyonuyla tanmimlanir.
Her 7 reel sayis1 ya H ’a aittir yada defildir. Xy ttim r € R reel sayilarmu (0,1) gibi iki
noktaya dontisttidriigii igin kesin kiimeler iki degerli mantiga kargihk gelir: “aittir veya ait
degildir, agtk veya kapali, siyah veya beyaz, 1 veya 0 ”. Mantikta, Xz "in degerleri “r, H
'a ait midir?” sorusu icin iki degerlidir denilir. Cevabin evet olmas: igin gerek ve yeter

sart Xz (r) = 1 olmasidir. Aksi halde cevap hayirdir.
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1. GENEL KAVRAMLAR
1.1. Temel Tanim ve Teoremler

Tanim 1.1.1. X # ¢ bir cimle ve K kompleks sayilarin cismi olsun.

+: X xX—X,

G KxX > X

fonksiyonlar: agagidaki 6zellikleri saghiyorsa, X climlesine K cismi iizerinde bir vektor
uzay1 (lineer uzay) ads verilir. Her z,y,z € X ve her A, u € K igin

L) z+y=y+z

L2) (zty)+z=z+(y+2)

L3) z + 6 = z olacak gekilde bir # € X vardir.

L4) Herbir z € X i¢in z + (—x) = 0 olacak gekilde bir (—z) € X vardir.

L5)lz==x

L6) AM(z+y)= Az + My

L7) A+ p)z = Az + px

L8) A (uz) = () [1].

Tamm 1.1.2. (X,d) bir metrik uzay ve z = (z,), X ’de bir dizi olsun. Eger her ¢ > 0
icin her n > ng oldugunda

d(zn,s) <e

olacak gekilde bir ng € N varsa (z,) dizisi X ’de yakmsaktir veya s € X ’e yakinsaktir

denir ve z, — s veya nlingo Zp, = § yaziir [1).
Tamm 1.1.3. X, K cismi lizerinde bir lineer uzay olsun.
I X > R*
z — ||z

doniisiimil agagidaki sartlan sagliyorsa bu dontiglime bir norm ve (X, |.|}) ikilisine de bir
normlu uzay denir. Vz,y € X icin



N1) flzl| 2 0

N2) |z] =0 z=0

N3) |loz|| = |a| ||| (a skaler)

N4) {lz +yll < {l=l + fiz]

(N3) gart1 p € RY igin |jaz|| = |a|? ||z|| (o skaler) geklinde olursa X bir p—normlu uzay

olur [2].

Tamm 1.1.4. Bir (X,d) metrik uzayindaki her Cauchy dizisi yakinsak ise bu metrik

uzaya tam metrik uzay denir [2].

Tamim 1.1.5. Bir (X, ||.||) normlu uzay1 tam ise; yani bu uzayda alinan her Cauchy dizisi

bu uzaymn bir noktasina yakinsiyorsa bu normlu uzaya Banach uzay1 denir [2].

Tamm 1.1.6. X bir dizi uzay: olsun. X bir Banach uzayi ve

Tg:z — C, Te(@) =z (k=1,2,3...)
dontigiimti stirekli ise X ’ e bir BK-uzay1 denir [3].
Tamim 1.1.7. Bir X vektor uzayimn bir Y alt kiimesi verilsin. Eger y1,y2 € Y oldugunda
M={yeY:y=:n+(1-Ny, 0<AL1}CY
oluyorsa Y alt kiimesi konvekstir denir.

Tamm 1.1.8. Kompleks terimli ttim z = (a), (k= 1,2, 3, ...) dizilerinin ctimlesini w ile

gosterecefiz. w, = (x), ¥ = (yx) ve a bir skaler olmak {izere

z+y = (zx) + (Y&)

az = (axg)

seklinde tanimlanan iglemler altinda bir lineer uzaydir. w’ min her alt lineer uzaymna dizi

uzay1 denir [4].

Tanmum 1.1.9. (Minkowski Egitsizligi) p > 1ve k=1,2,...,n igin

n i/p n i/p n 1/p
lZiak +bklp} < [Z\aklp} + [E [bklp]
k=1 k=1

k=1



egitsizligi vardir [5].

Tamm 1.1.10. (Hdlder Esitsizlii) 1 < p,g < cove 3+ 7 = 1 olsun. o;, f; € K
K=R,C) (¢ =1,2,3,...,n) olmak lizere

n n 19 / n 1/q
P (z: laz-lp) (z nzw)
=1 ~

3=1 i=1

esitsizligi vardir [5].

Tanim 1.1,11. (Hausdorff Metrigi) z, R® ’de bir nokta ve A, R™ ’nin bog olmayan
bir alt kiimesi olsun z ’in A ’ya olan uzakbfim d(z, A) ile gosterelim. Buna gore

d(z,A) =inf {||z —al : a € A}

seklinde tanimbidir.
Buna gore d (z, A) = d (z, A) > 0 ve d (z, A) = 0 olmas: i¢in gerek ve yeter gart x € A
olmasidir. (A : R® ’de A 'min kapanigi)

K. (A)={z€R":d(z,A) <¢e}

alt kiimesini A 'nin bir ¢ komgulugu olarak adlandiracagz. Bu kiimenin kapams: ise R”

nin

K. (A)={zcR":d(z,4A) <¢}

seklinde bir altkiimesidir.

Ozel olarak, R” ’de kapal birim yuvar K7 ile gosterecegiz, yani R™ 'nin kompakt bir
alt kitmesi olan K7 = K; ({0}) 'dir. -

Burada herhangi bir ¢ > 0 ve R” *nin herhangi bir bog olmayan alt kiimesi igin K, (A) =
A+eR? oldugunu belirtelim. K (A) ve K. (A) yerine zaman zaman K (4,¢) ve K (4,¢)
yazacaglz.

Simdi, A ve B, R" in bog olmayan alt kiimeleri olsunlar. B nin A dan Hausdorff
ayriimasin

dy (B, A) =sup{d(b,A): b e B}
ile veya buna denk olarak

dy (B,A)=inf{e >0: B < A+eKT}



ile tammlayalim.
Buna gore dy; (B, A) = 0 olmak iizere d}; (B, A) > 0 olmas: igin gerek ve yeter sartin

B C A oldugu sonucuna ulagiriz. Buna ilaveten
w (B, A) < dy (B,C) +dy (C, 4)
ficgen egitsizligi bog olmayan tiim A, B ve C C R" alt kiimeleri iqiﬁ saglanir. Genellikle
i (A, B) # dy (B, 4)

dir.
Bu durum Sekil 3 ’de sematik olarak gosterilmigtir.

di{A,B) di(B.A)

Sekil 3. A ve B nin Hausdorff aynlislan

R"™ nin bog olmayan A ve B kiimeleri arasindaki Hausdorff uzakhigim
dy (A, B) = max {dy (4, B) ,dy (B, A)} (1.1.1)

ile tanymlayalim. Buna gtre A ve B simetriktir.

Dolayisiyla A, B ve C C R™ igin

i) dg (4,B) >0

ii) dy (A, B) =dy (B, A)

iii) dg (A,B) < dy (A,C) +dy (C, B)
dir. Eger R ’in bog olmayan alt kiimelerine bunu kisitlarsak, (1.1.1) Hausdorff uzaklhiginin
bir metrik, yani Hausdorff metrigi oldugunu goéririiz. Buna gore (C",dy) bir metrik
uzaydir [6].

Teorem 1.1.12. (X,d) bir tam metrik uzay ve (F,) de herbir n igin Fj, D F,4; olacak
gekilde X in bog olmayan kapali alt kiimelerinin bir dizisi olsun. Ayrica, n — oo iken
diam Fy, = sup{d(z,y) : x,y € F} — 0 oldugunu kabul edelim. Bu taktirde N, F, bir

singletondur. Yani bir tek noktadan olugur [7].
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1.2. Istatistiksel Yakinsak Diziler

Istatistiksel yakinsakhik kavrami, en az 1913’den beri farkli gértiniigler altinda lite-
ratiirde yer almaktadir. O zamandan beri Fourier analiz teorisinde, ergodic teoride ve
sayilar teorisinde kullamlmigtir. Istatistiksel yakinsaklik tanum ilk olarak 1951 yalinda
Fast [8] tarafindan verildi. 1959 yiinda Schoenberg [9] istatistiksel yakinsaklifi topla-
nabilme metodu olarak inceledi ve istatistiksel yakinsak dizilerin bazi &zelliklerini verdi.
Her iki yazar da sinirh istatistiksel yakinsak bir dizinin Cesdro toplanabilir oldugunu ifade
ettiler. Daha sonra istatistiksel yakinsaklik, Salat (10], Fridy [11], Connor [12], Mursaleen
[13], Tripathy [14], Savag [15], Fridy ve Orhan [16] gibi bir ¢cok matematikci tarafindan
cahgildi.

Tanim 1.2.1. Pozitif tamsayilardan olusan bir K ciimlesinin dogal yogunlugu
.1
6(K)=nlgtf°1°;|{k§n.keK}|

seklinde tammlanir. Burada |{k < n:k € K}| ifadesi K 'min n ’den biiyiik olmayan ele-
manlarinn saysin gostermektedir [17].

Eger 6 (K) = 0 ise K climlesine sifir yogunluklu cimle denir.

Tamm 1.2.2. Eger bir z = (x3) dizisinin terimleri bir p 6zelligini sifir yogunluklu bir
climle diginda biitlin & ’lar igin saphyorsa, (x)) dizisi p zellifini hemen hemen her &
icin saghyor denir ve kisaca “h.h.k” ile gosterilir. Sifir yogunluklu ciimle tammindan
yararlanarak istatistiksel yakinsak dizi tanimi agagidaki gibi verilebilir [11].

Tanim 1.2.3. z = () kompleks terimli bir dizi olsun. Eger her € > 0 icin

lim }«[{kgn:lxk—LIZE}[:O

n—oo 1N

olacak gekilde bir L sayisi varsa yani h.h.k icin
lzx — L] < &

ise £ = (xi) dizisi L sayisina istatistiksel yakinsaktir denir ve S—limxx = L veya i 5L
seklinde gosterilir [11].

Istatistiksel yakinsak dizilerin uzay1 S ile gosterilir. Eger L = 0 ise z = (zi) dizisine
istatistiksel sifir dizisi denir ve Sy ile gosterilir.

Bilinen anlamda yakinsak olan diziler istatistiksel yakinsaktir. Fakat istatistiksel yakin-
sak diziler yakinsak olmak zorunda degildir.



Ornek 1.2.4. = = (xy) dizisini

1, k=m?, m=12,..
T =
0, k#m?

geklinde tanimlayalim. Bu taktirde

Hk<n:zp #0} <V
olup

lim ll{kSnxk#O}IS lim {220

n—oo N Nn—o0
dir.
limzy = L ise S—limxy = L dir.
Istatistiksel yakinsak bir dizi siirh olmak zorunda degildir.

Gergekten = = (x) dizisi

VE, k=m?, m=12,..
Tp =
0, k#m?

geklinde tanimlansin. Bu takdirde S—limz, = 0 'dir. Ancak bu dizi siurh degildir.
z = (zx) = (-1)*, (k=1,2,...) dizisi siurh bir dizidir. Ancak istatistiksel yakinsak
degildir.

Tanim 1.2.5. € > 0 olsun h.h.k icin
lzgp — N| <eg
olacak gekilde N = N (&) sayisi varsa yani;
lim = |{k <n: o~ an] 2 e} =0
nl_l’)l(’)l° n SN —ITN| ZEp =
ise x = (=) dizisine istatistiksel Cauchy dizisi denir [11].
Teorem 1.2.6. Asagidaki dnermeler denktir.
i) z dizisi istatistiksel yakinsaktir,

ii) x istatistiksel Cauchy dizisidir,



iii) h.h.k igin z = yi olacak gekilde yakinsak bir y dizisi vardir [11].

Teorem 1.2.7. S—lima, = a, S—limy, = b ve ¢ bir reel say1 olsun. Bu taktirde

iy S—lim(zx +yx) =a+0b
ii) S—limezy =ca

dir [8].

Buna gore istatistiksel yakinsak dizilerin ctimlesi lineer uzaydir.
1.3. Lacunary Dizileri ve Lacunary Istatistiksel Yakinsakhik

Tanim 1.3.1. Pozitif tamsayilarin artan bir dizisi 8 = (k) olsun. Eger ky = 0 olmak

tizere r — oo igin A, = kp — kp—1 — 00 ise 0 = (k,) dizisine lacunary dizisi denir [18].

6 = (k,) tarafindan belirlenen araliklar I, = (k-—1, k] ile gosterilecektir. Bu galigmada
kr

> lwl=Y |l

tr=kp_1+1 i€l

olarak alinacak ve uygunluk icin kisaca ), |x;| ile gosterilecek ve g, = E"“ﬁ—l— olacaktir.

Tamm 1.3.2. z = (x3) kompleks terimli bir dizi olsun. Eger
lim ] i |ze — L]} =0
"o
olacak gekilde bir L sayisi varsa z dizisi L ’ye kuvvetli Cesdro yakinsaktir denir.
Kuvvetli Cesdro yakinsak dizilerin ctimlesi

s o
lo1] = {x = (zx) hrlln—ﬁkz_:l]a:k — L] =0,en az bir L 1§1n}

n
ile gosterilir. |oq| uzay ||z|| = sup (717 > Iwkl) normu ile bir BK - uzayidir [1).
Tamm 1.3.3. Herhangi bir 8 = (k) lacunary dizisi igin

lim (% Z [a:k-—Ll) =0

kel

olacak sekilde bir L sayisi varsa x dizisi L sayisina kuvvetli lacunary yakinsaktir denir ve

kuvvetli lacunary yakinsak dizilerin ciimlesi



No=Qz=(zp): 7 = limﬁlr— Z |z — L] — 0,en az bir L igin
" ker,
ile gosterilir [18].
Np uzay ||z]|, = sup ('hl—, > lxkl) normu ile bir BK—uzayidir. § = (2") olmas1 halinde
T I

Ny = |oq]| 'dir.

Tamim 1.3.4. 6 = (k,) bir lacunary dizisi olsun. Her ¢ > 0 icin
.1
h,I,nE'{k €l :jzx— Ll >¢€}|=0

ise x = (=) dizisi L sayisina lacunary istatistiksel yakinsaktir denir.
Bir dizi L saysina lacunary istatistiksel yakinsak ise Sp — limz = L veya zx — L (S,)
ile gosterilir [16].

1.4. m(¢) Dizi Uzay:

@s, N ’nin s tane elemandan fazlasim igermeyen tiim altkiimelerinin simifimi gostersin.
(¢n) , her n € N igin ng,,; < (n+1)¢, olacak sekilde pozitif sayilarin azalmayan bir
dizisi olsun. Biittin (¢,,) dizilerinin simfi ® ile gosterilir.

m (¢) dizi uzay1 Sargent [19] tarafindan agagidaki gekilde tamimlands:

m(¢)={(mk)€:w: sup 1Z[a:k|<oo}.

821, o€, b et
Sargent bu uzaymn baz 6zelliklerini, m (¢) ve # uzay1 ile olan iligkisini inceledi. Daha
sonra Malkowsky ve Mursaleen [20], Tripathy ve Sen [21], Et, Altin ve Altinok [22] bu dizi
uzayim genellegtirdiler.

1.5. Fark Dizi Uzaylar1

Fark dizileri kavram ilk olarak Kizmaz [23] tarafindan tammlandi. 1981 yilinda Kiz-
maz Az = (T — Try1) olmak lzere
oo (A) ={z=(2) : Az € o},
c(A) = {z = (ax) : Az € ¢},
co (A) ={z = (z) : Az € oo}



dizi uzaylarim tanimladi ve bu uzaylarin
lzll; = l21] + 1Azl o

pormu ile birer BK uzay1 oldugunu gosterdi. Daha sonra Et ve Colak [24] m € N,
Az = (z), Az = (z — Txt1) , Az = (A™ag) = (A™ g — A" lpgy,), A™zy =

Z (1) (7) ks olmak fizere

=0
Loo (A™) = {z = (z1) : A™z € Lo},
c(A™)={z = (zx) : A™z € ¢},
co (A™) = {z = (=) : A™z € o}

dizi uzaylarim tanimladilar ve bu uzaylarin

lzlla = lz1l + A7z,

i=1

normu ile birer BK- uzay1 oldugunu gosterdiler. Daha sonra fark dizi uzaylar1 X herhangi
bir dizi uzay1 olmak tizere X (A™) dizi uzayma genellegtirildi ve X (A™) dizi uzaymn
birkag ozelligi Et ve Nuray [25] ve Et [26] tarafindan incelendi.

X (A™) ’'nin birkag 6zelligini agagida veriyoruz.
Teorem 1.5.1. X bir lineer uzay ise X (A™) de bir lineer uzaydir [25].
Teorem 1.5.2. X CY ise X (A™) CY (A™) dir [25].

Teorem 1.5.3. X bir vektor uzayr ve A C X olsun. A konveks ise A (A™), X (A™) de
konvekstir [26].

Teorem 1.5.4. X, ||-]| normu ile bir Banach uzay1 ise X (A™)

lzlla = Zn; |zi| + |A™ ]
normu ile bir Banach uzayidir [25]. "
Teorem 1.5.5. X ayrilabilir ise X (A™) de aynlabilirdir [25].
Sonug 1.5.6. ¢ (A™), c(A™) ve £, (A™), (1 < p < o0) ayrilabilirdir [25].
Tanim 1.5.7. z = (z1,) kompleks sayilarin bir dizisi olsun. Eger her & > 0 icin

lirrbn—}; Hk<n:|A™zp—L| >¢e}| =0,



yani h.hk. icin [A™zy, — L| < ¢ ise £ = () dizisi L sayisina A™—istatistiksel yakinsaktir.
A™—istatistiksel yakinsak dizilerin uzayr S(A™) ile gosterilir. L = 0 olmasi halinde
So (A™), yani sifira A™—yakinsak dizilerin uzay: elde edilir [25)].

Sonug 1.5.8. S (A™) lineer uzaydir [25].

Tanum 1.5.9. z = (zx) kompleks terimli bir dizi ve p > 0 reel bir say1 olsun. Eger

Lo Am p
h}ﬂ;%lA zx— L =0

olacak gekilde bir L sayis1 varsa z dizisi L ye kuvvetli A7'—Ceséro yakinsaktir denir.
Kuvvetli A7*—Cesdro yakinsak dizilerin ciimlesini

n

wp (A™) = {sc = (xx) : li1ILn~71; ZlAmmk —LPP=0,n—00, p>0, enazbir L igin}
k=1

ile gosterecegiz. & € wy, (A™) olmasi durumunda z; — L (w, (A™)) yazacagiz [25).

Teorem 1.5.10. p € R, 0 < p < oo olsun.
i) zx — L (wp (A™)) ise 2 — L (S (A™)) dir.
il) z € £oo (A™) ve zi, — L (S (A™)) ise z — L (wp (A™)) dir [25].

Sonug 1.5.11. i) SN4y C S(A™) N L (A™)
it} S (A™) Nl (A™) = wyp (A™) N Lo, (A™) [25].

Tamm 1.5.12. z = () € w olsun. Eger her £ > 0 igin
1
h,r,nﬁ {k <n:|A™z, — ATzn| > e} =0

olacak gekilde bir N = N (e) sayis1 varsa z = (zj) dizisine A™—istatistiksel Cauchy dizisi
denir [25].

Teorem 1.5.13. Eger x = (x;) dizisi A™—istatistiksel yakinsak ise z = (zi) dizisi
A™—istatistiksel Cauchy dizisidir [25].

Teorem 1.5.14. y = (yx), A™—istatistiksel yakimsak bir dizisi olsun. Efer z = (zy),
h.hk. igin A™z, = A™y, olacak gekilde bir dizi ise z, A™—istatistiksel yakinsak bir
dizidir [285].
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2. FUZZY KUMELER
2.1. Fuzzy Kiime Kavrami

Baz1 nesnelerin bazi kiimelere ajt olmas: kavramindan ortaya ¢ikan belirsizlikler nes-
nelerin kiimelere ait olmasi kavraminin derecelendirilmesi geregini ortaya koymustur. Or-
negin, bakteri gibi bazi varhklarn tzellikleri nedeniyle canh m1 yoksa cansiz varliklar kiime-
sine mi ait oldugu konusundaki belirsizlik gibi. Bu gibi belirsizliklerin derecelendirilmesi,
1965 de L. A. Zadeh ’i Fuzzy kiimesi kavraminin tanimina gottirmistiir.

X , genel bir elemam z ile gosterilmig bir noktalar (nesneler) uzay: olsun. x ’de bir A
fuzzy ktimesi (simfi), x *deki herbir noktay: [0, 1] arahgindaki bir reel sayiya karsihk getiren
bir X 4 (z) tyelik (karakteristik) fonksiyonu ile karakterize edilir [27]. Burada X4 (z) ’in
degeri, A ’daki = noktasimn iiyelik derecesini gstermektedir. Buna gore, X4 (z) ’'in 1 ’e
en yakin degeri, A 'da z ’in en yiiksek iiyelik derecesidir. A terimleri klasik anlamda kiime
oldugu zaman, tiyelik fonksiyonu sadece 0 ve 1 seklinde iki deger ahir. Burada X4 (z) =1
veya 0 olmasi z ’in A ’ya ait olmasi veya olmamas: demektir. Buna gore X4 (z), A

kiimesinin bilinen karakteristik fonksiyonuna indirgenir.

Ornek 2.1.1. ¥, R reel dogrusu olsun ve A da 1 ’den daha biiyiik sayilarin bir fuzzy kiimesi
olsun. Bu durumda, her ne kadar goreceli olsa da A ’nin dogru bir karakterizasyonu R 'de
bir X 4 () fonksiyonu ile verilebilir. Boyle bir fonksiyonun gosterdigi degerler X4 (0) = 0;
X4 (1) =0; X4 (5) =0.01; X4 (10) = 0.2; X4 (100) = 0.95; X 4 (500) = 1 olabilir.

Simdi fuzzy kiimeleri ile ilgili bazi kavramlarn tamimlayalim. Bu tanimlar genelde klasik
kiimede bildigimiz tanimlarin genellegtirilmesidir.

Bir fuzzy kiimesinin bog olmasi igin gerek ve yeter gart tiyelik fonksiyonun x tizerinde
dzdeg olarak sifir olmasidir.

A ve B fuzzy ktimelerinin egit olmasi icin gerek ve yeter sart her z € x icin X4 (z) =
Xp (z) olmasidir. Bundan sonra, her z € x icin X4 (x) = Xp () yazmak yerine kisaca
X = Xp yazacagz.

Bir A fuzzy kiimesinin ttimleyeni A’ ile gosterilir ve

Xa=1-Xy

geklinde tamimlanir.
Klasik kiimelerde oldugu gibi, kapsama kavram fuzzy kiimelerde merkezi bir rol oynar.
Asgapida fuzzy kiimelerinin kapsama, birlesim ve kesigimleri ile ilgili tammlarn verecegiz.
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Kapsama. A 'nin B ’de kapsanmasi (veya denk olarak, A kiimesinin B ’nin bir alt
kiimesi olmasi) i¢in gerek ve yeter sart X4 < Xp olmasidir. Bu durum sembollerle de

ACB&eX4<Xp
geklinde gosterilir [27].
Birlegim. Sirasiyla, X4 (z) ve Xp (z) tiyelik fonksiyonlarina sahip olan iki A ve B fuzzy
kiimesinin birlegimi, tiyelik fonksiyonu
Xc (z) = max [X4 (z), X5 ()], TEX (2.1.1)
olan bir C fuzzy kiimesidir. Bu iglem kisaca
Xe=XaVXp

geklinde ifade edilir ve C = AU B geklinde yazhr [27].

A ve B ’nin birlegimi, A ve B ’nin her ikisini de kapsayan en kiigiik fuzzy kiimedir.
Daha kesin bir ifadeyle, eger D, A ve B ’nin her ikisini de kapsayan herhangi bir fuzzy
kiime ise bu takdirde A ve B ’nin birlegimini de kapsar. Bu tamm (2.1.1) ’de verilen
tamima denktir.

Fuzzy kiimelerin kesigimi kavram: da benzer yéntemle tanimlanir.

Kesigim. Sirasiyla, X4 (z) ve Xp (x) tyelik fonksiyonlarina sahip olan iki A ve B fuzzy

kiimesinin kesigimi, iiyelik fonksiyonu
Xc (z) =min[X4 (z),XB (z)], TEX

olan bir C fuzzy kitmesidir. Bu iglem kisaca

Xc=XsNXp

seklinde ifade edilir ve C = AN B geklinde yazlir [27).

A ve B fuzzy kiimelerinin kesigimleri hem A 'da hem de B ’de kapsanan en biiytik
fuzzy kiimedir. Klasik kilmelerde oldugu gibi efer AN B bosg ise 4 ve B fuzzy kiimeleri
ayriktir.

R ’deki iki fuzzy ktimenin kesigimi ve birlegimi Sekil-4’de gosterilmigtir. Birlesim
ktimesinin {iyelik fonksiyonu 1 ve 2 egri pargalarindan; kegisim kiimesinin tiyelik fonksiyonu

da 3 ve 4 pargalarindan (koyu ¢izgiler) olugur.
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1 Xu(x), Xp(x)

Sekil 4, R de fuzzy ktimelerin birlegim ve kesigimlerinin gosterimi

2.2. Birlegim, Kesigim ve Tiimleyen islemlerinin Baz1 Ozellikleri

Klasik ktimelerde verilen bagintilarin birgogu fuzzy kiimeler i¢in de saglanir. Bunlardan

birkag tanesini siralayalim.
i) (AUB) =A'nB’
ii) (AnB) =A4A'UB
ili) CN(AUB)=(CNA)U(CNB)
iv) CU(ANB)=(CUA)N(CUB)

Uyelik fonksiyonu goz 6niine alimirsa bu bagintilarin saglandig kolayca gosterilebilir.
A = x olmas igin gerek ve yeter sart her z € x i¢in X4 (z) = 1 olmasidir. Klasik
kitmelerde saglanan AN A’ = ve AU A’ = x bzellikleri fuzzy kiimelerde saglanmaz.
Birlegim ve kesigim iglemlerine ilave olarak, fuzzy kiimelerinin toplama ve garpim iglem-

lerini tamimlayabiliriz:

Cebirsel Carpim. A ve B ’nin cebirsel carpimi AB seklinde gosterilir ve liyelik fonksiy-

onuna bagh olarak
Xap=XaXB
geklinde tamimlanir. Acikea,
ABCANB
dir [27].
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Cebirsel Toplam. A ve B ’nin cebirsel toplami A + B geklinde gosterilir ve
Xa+B=Xa+Xp

geklinde tarumlanir. Burada X4 + X g toplam 1 ’e egit veya daha kiictiktiir. Buna gore,
cebirsel ¢arpima benzememekle beraber cebirsel toplam sadece tim z ’ler icin X4 (z) +

Xp (z) €1 sarts saglandifs zaman anlamhdir [27].
Mutlak Fark. A ve B ’nin mutlak fark: |A — B| geklinde gosterilir ve
X|a-p) = X4 — XB|
geklinde tamimlanir [27].
Destek. A bir fuzzy kiimesi olsun. A ’nin destegi, supp (A), ityelik derecesi sifir olmayan
tiim noktalarin ktimesidir ve agagidaki gekilde gosterilir [27).

supp (A) = {z € x: X4 (z) > 0}

a—Kesiti. A bir fuzzy kiimesi olsun ve & € (0, 1] verilsin. A ’nin o— kesiti A* ile gosterilir

ve

A*={zex:Xa(z) 20}
geklinde tammlanir [27).
2.3. Konvekslik

Konvekslik diiglincesi, klasik kiimelerdeki pek gok ozelligini koruyacak sgekilde fuzzy
kiimelere kolaylikla genigletilebilir.

Konveks Fuzzy Kiime. ¥, n boyutlu Oklid uzay1 R” olsun. Bir A fuzzy kiimesinin
konveks olmas: igin gerek ve yeter gart (0, 1] arahgindaki tiim o ’lar igin

Fo={z:X4(x)>a}

seklinde tammbh T',, kiimelerinin konveks olmasidir [27].
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AXa®)
konveks fuzzy kiime

Xaldxi+{1-4) ;) konveks olmayan

\ / fuzzy kiime
X AlX2 \

Karr) / @)

\

\ 4

x; x2 x

Sekil 5. R' *de Konveks ve konveks olmayan fuzzy komeler

Konveksligin alternatif bir tanimi agagidaki sekilde verilebilir:
A ’nin konveks olmasi igin gerek yeter sart her A € [0, 1] ve her zy, z3 € x igin

Xa[Mx1+ (1= A)zg] > min (X4 (1), X4 (22)] (2.3.1)

olmasidir. Bu tamimdan X4 (z) ’in z ’e bagh bir konveks fonksiyon oldugu anlagilma-
maldir. Bu durum n = 1 icin Jekil-5 'de gosterilmistir.

Yukaridaki iki tanim denktir. Gergekten; A kitimesi ilk tamimdaki anlamda konveks
ve @ = X4 (21) £ X4 (z2) olsun. Bu taktirde 2z € I’y 'dir. T, konveks oldugundan
Az + (1 — A)zg € T, 'dir. Boylece

Xadzi+ (1 - XN xa] > a=X4(z1) =min[X4 (z1), X4 (z2)]

dur.

Tersine, A ikinci tamimdaki anlamda konveks ve & = X4 (z1) olsun. [, kiimesini
Xa(z2) 2 Xa (1) esitsizligini saglayan tiim x9 noktalarimin kiimesi olarak diisiinebiliriz.
(2.3.1) egitsizliginden dolay1, Az; + (1 — A) zg, (0 € A < 1) bigimindeki her nokta 'y 'nin
elemanidir. Bu nedenle T, konveks bir kiimedir. Konveks fuzzy kiimelerin temel bir
ozelligi agagidaki teoremde verilmigtir:

Teorem 2.3.1. Eger, A ve B konveks ise AN B de konvekstir [27).
Ispat. C = AN B olsun. Bu takdirde,

Xc [)\1171 + (1 - /\) xz] = min[XA [)\.’Bl + (1 - )\) :132] ,XB [Axl + (1 - )\)xz]]
olur. A ve B konveks fuzzy kiimeler oldugundan

X4 [Mz1+ (1= A)zg) > min[X4 (1) , X4 (x2)]
Xp Az + (1 — ) zg] > min[Xp (z1) , X5 (22)]
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dir. Buradan
Xc [Az1 + (1 — A) 22] > min [min [XA (x1),Xa (z9)] ,min [XB (.'1:1) ,XB (272)]]

veya buna denk olarak

Xo [z + (1= A) z9)
> min[min[X4 (21),Xp (z1)], min [X4 (22) , X (x2)]]

yazilabilir. Buna gore
Xo Az + (1 = A) 3] = min [X¢ (z1) , X (z2)]
olur.
2.4. Araliklar ve Fuzzy Sayilar:
Bir arahk soziiyle, reel sayilarda kapali sinirli bir
la,bl ={z:a <z <b}

ctimlesini kastederiz.

Eger A, bir araliksa bu aralifin ug noktalarim A ve A ile gosterecegiz. Buna gore
A= [A,m geklinde bir gosterim kullanabiliriz. Dejenere olmug bir [a,a] aralif ile a reel
sayisi arasinda bir ayrim yapmayacagiz.

Reel dogru tizerinde verilen “ < ” siralama bagintisin agagidaki gibi araliklara geniglete-
biliriz:

A<B&oeA<Bve A<B.

Ayrica “ < ” siralama bagintisini da agagidaki gibi tanimlayalim:

A<Be A<Bve A<B.

A ve B araliklarim birer say1 olarak diigiinebiliriz. Bu araliklarda toplamay: gu sekilde
tanimlayabiliriz.



olmak fizere A+ B = C ’dir.

[
+
It
IA
5]
1
o
IA
hN
i
o]

egitsizlifini elde etmek icin

&l

A<a<AveB<Lb<
egitsizliklerini kullanabiliriz. Buna gtire
A+B={a+b:ac A, be B}

ciimlesini hesaplayabiliriz. Bu sebepten dolay1 iki araligin toplami bir arahktir.
Yukandaki diiglinceyle —A aralifim

~A=-[47]=[-4 -4
geklinde tammlayabiliriz. Buna gore
B~A=B+(-A)={b—a:a€ A, be B}

dir.

Sonug olarak toplama ve gikarma kurallan

[4, 4] + (B, B] = [A+ B, A+ B]

(4 % - [, B] = [4-B, A~ 5]

olarak yazlabilir.

Bir araligin tersini
1 1
Eger A, sifir sayisim ihtiva etmeyen bir aralik ise, bu taktirde
1_Jr1
A A A
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dir.
1ki araligin carpim ise

AB={ab:a€c A, be B}

seklinde tanimlamr.
A.B ’'nin bir aralik oldugunu gérmek zor degildir. Bu garpimin ug noktalari

A.B =min (A.B, A.

&

_A.B

N
&

XTB:ma.x( )

N
o
N
o

.B,_A.

=
N
&

formiillerinden hesaplanabilir.

D, R reel dogru tizerindeki tiim kapal ve simrh [A, 4] araliklarmin kiimesini gostersin.
A,B e Digin

d(A,B) =max (JA~ B|,|A- B|)

geklinde tammlayalim [28]. d ’nin D tzerinde bir metrik tammladigim ve (D,d) 'nin de
bir tam metrik uzay oldugunu gostermek kolaydir {28]. Ayrica “ < ” D {izerinde kismi
siralama bafintisidir.

Tanim 2.4.1. Bir fuzzy sayis: agagidaki sartlar saglayan bir X : R — [0, 1] fonksiyonudur.

i) X normaldir, yani X (zg) = 1 olacak sekilde bir zg € R mevcut,

i) X fuzzy konvekstir, yani herhangi bir z,y € Rve 0 < A < 1 icin
X (Az+(1-A)y) 2 min{X (z),X ¥)},

iii) X tst-yari-siireklidir,

iv) X0 ile gosterilen {z € R: X (z) > 0} nin kapanis kompakttir.

L (R) tum fuzzy saylar kilmesini gostersin. Simdi d metrigini
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d:L(R)x L(R)—R

d(X,Y) = S d(X,Y")

seklinde tamimlayalim. (L (R),d) bir tam metrik uzaydir [29].

Simdi n—boyutlu fuzzy sayisini ve n—boyutlu fuzzy sayilarinin kiimesi {izerindeki

metrigi tanimlayalim.

R”, n— boyutlu Oklid uzayini gostersin. C (R™) uzaym R” ’nin kompakt ve konveks

alt uzaylariin olugturdugu kiime yani;
C(R™) = {A CR": A kompakt ve konveks}
olarak tammlayalim. C (R") uzay1 A, B € C(R") ve A € R olmak {izere
A+B={a+b:ac A, be B}
ve
M={X:a€ A}

islemlerine gore kapalhdir.
A, B € C (R") icin Hausdorff metrigi

6°°(A,B)=ma;x{ sup inflla—5||, sup inflla——b”}
b A

a€A, beB €B, a€

olarak tamimlayalim. (C(R™),dc) bir tam metrik uzaydir. Asagida n—boyutlu fuzzy

sayisim tanimhyoruz.

Tamm 2.4.2. n—boyutlu bir fuzzy sayis1 agagidaki gartlar saglayan bir X : R"— [0,1]

fonksiyonudur.
i) X normaldir, yani X (x) = 1 olacak gekilde bir zp € R™ mevcut,
ii) X fuzzy konvekstir, yani herhangi bir z,y € R® ve 0 < A < 1 i¢in
X (z+ (1= Ny) 2min{X (z),X (1)},
iii) X ust-yari-stireklidir,
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iv) X0 ile gosterilen {z € R" : X (x) > 0} nin kapanigi kompakttir [30].

Yukaridaki 6zelliklerden 0 < o € 1 igin X® = {z € R™: X (z) > o} seviye kiimesinin
R™ nin bog olmayan kompakt konveks bir alt kiimesi oldugunu s8yleyebiliriz. n—boyutlu
tiim fuzzy sayilarin kiimesi L (R™) olsun. Toplama ve skaler ile garpma iglemleri a—seviye

kiimeleri cinsinden, her bir 0 < a < 1 igin

X+Y*=X*+Y* (X,YeLR")
ve [AX]* =AX®, AXeR

olarak ifade edilir.
Simdi 1 <p<oove X,Y € L(R") icin

[

dy (X,Y) = (/01 boo (X“,Ya)?’da) °

ve

doo = sup fo0 (X*,Y?)
0<a<l1

metriklerini tamimlayalim. p < q igin d, < dg olmak tizere
oo (X,Y) = lim dy (X,Y)

oldugu agiktir. (C' (R"),d,) tam, ayrilabilir ve lokal kompakt metrik uzaydir [30].
Bundan sonraki kisimlarda d, (1 < p < c0) yerine d notasyonunu kullanacagiz. Agikga

n = 1 i¢in 1—boyutlu fuzzy sayilarnin kiimesi L (R) ve tizerinde taniml metrik elde edilir.
Bir fuzzy sayisinin tamm: Goetschel ve Voxman’a [31] gore agagidaki gekildedir.

Tamim 2.4.3. Bir X fuzzy sayist X : R —{0,1] bicimindeki tiyelik fonksiyonu olup
agagidaki sartlar saglar. € R igin

i) X tist-yar-siireklidir,
it) Bir [c,d] kapali araligh diginda X (z) = 0,

iii) ¢ < a < b < dkosuluyla X fonksiyonu [c, a] kapal arali tizerinde artan, {b,d] kapal
araliff) tizerinde azalan ve [a,b] kapalt arahig) tizerinde X (z) = 1 dir [31].

Tamm 2.4.1 ve Tamim 2.4.3 birbirine denktir.
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Sekil 6 ’da 10 fuzzy saysin bir kaba gtsterimi verilmigtir. Dogal olarak 10 fuzzy say1st
igin bir tek X fonksiyonu degil, kisiden kigiye defigen, birbirinden farkli X fonksiyonlar
vardir. Boylece her kigi icin hem a, b, ¢, d degerleri, hem de grafigi [c,a] ve [b,d] araliklar
tizerindeki farkli olmaktadir.

YA

Ll ‘___~__~_,_-_-___J

(=4

O [rrmmmecmec e ———

c a
Sekil 6. 10 Fuzzy sayrsiin gdsterimi

2.5. Fuzzy Say1 Dizileri
Tamm 2.5.1. Bir X = (X)) fuzzy say dizisi,
X :N—-L(R)

seklinde tammlanan bir X fonksiyonudur. X} fuzzy sayis: fonksiyonun & € N deki degerini
gosterir ve dizinin % -yinci terimi olarak adlandinlir [32]. Bu tanima gore her bir £ dogal

sayisina bir fuzzy sayis: karsihik getirilmis olur.

Tamm 2.5.2. € > 0 verilsin k£ > N oldugunda d (X}, Xp) < € olacak gekilde bir N sayisi
mevcut ise (Xi) dizisinin limiti Xo ’dir ve Iilin X, = Xp geklinde gosterilir [32].
lim X}, mevcut ise (X}) dizisi yakmsaktir, aksi halde iraksaktir denir. ¢ (F) ile ttim yakn-
sak fuzzy say1 dizilerinin kiimesini gosterecegiz.

Asaffida bir fuzzy dizisi drnegi verilmigtir.

Ornek 2.5.3. X = (X) dizisi

’

weit te (0,24,
1, t e [2k=Ll 26417

wo=1 SR
—meg (E-4),  te (554

{ 0, diger hallerde
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olarak tamimlansin. Bu dizinin limiti
%t,_ te[0,2] ise
Xo(t)=< FL(t-4), te2,4 ise
0, diger hallerde
dir.

Tanim 2.5.4. ¢ > 0 verilsin. Bir X fuzzy sayisinin e— komgulugu L (R) ’de d (X, Xp) < &
olacak gekilde ttim X fuzzy sayilarinin ktimesidir. Bir Xy fuzzy sayisinin € —komgulugunu
K (Xo,¢) ile gosterecegiz [32].

Teorem 2.5.5. Bir X fuzzy sayisimin bir (Xi) fuzzy say1 dizisinin limiti olmas i¢in gerek
ve yeter sart Xp ’1n her bir komsgulugunun dizinin sonsuz ¢oklukta terimlerini kapsamasidir
(32].

Teorem 2.5.6. Eger bir (X}) fuzzy say: dizisi yakinsak ise limiti tektir [32].

Teorem 2.5.7. Eger her & > kp sayilar icin X < Y < Z; olacak sekilde kg sayisi
mevcut ve lilgn Xpy=B= li}cn Zy, ise bu taktirde (Y) yakinsaktir ve lilf:nYIc = B ’dir [32].

Tamm 2.5.8. & > 0 ve her k,m > ko igin d(Xj, Xm) < € olacak sekilde pozitif bir ko
tamsayis1 meveutsa X = (X) fuzzy dizisine bir Cauchy dizisi denir [32].
Yakinsak her fuzzy say1 dizisi aym zamanda fuzzy Cauchy dizisidir.

Tanim 2.5.9. Efer {X : k € N} fuzzy sayilar climlesi sinirli, yani herhangi bir k sayisi
icin L £ X < U olacak gekilde herhangi L ve U fuzzy sayilari mevcut ise bir X =
(Xk) fuzzy sayr dizisine simrhidir denir [32]. £oo(F) ile tiim simrh fuzzy sayi dizilerini

gosterecegiz.
Teorem 2.5.10. Yakinsak herhangi bir fuzzy say1 dizisi stmrhdir [32].

Tanmim 2.5.11. (X;) bir fuzzy say: dizisi ve {k5,} de dogal sayilarin artan bir dizisi ise bu
takdirde (X, ) dizisine (Xj) nin bir alt dizisi denir [32].

Teorem 2.5.12. Eger (X) yakinsak ise, (Xj) nin herhangi bir alt dizisi de aym1 noktaya
yakinsar [32].

Asgagidaki teorem fuzzy say1 dizilerinin cebirsel tzelliklerini verir.

Teorem 2.5.13. liinXk = Xg ve li}lcnY;c =Yp olsun. Bu takdirde
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i) lim (Xg +Yx) = Xo+ Yo ,

if) lim (Xi — Yi) = Xo — Y5,

i) lim (Xe.Yi) = Xo.Yo,

iv) hin (%) = —)}%‘1, ( Eger ttim k ’lar igin 0 ¢suppY; ve 0 ¢suppYp ise) [32].

2.6. Istatistiksel Yakimnsak Fuzzy Say: Dizileri

Nanda [33] siurh ve yakinsak fuzzy say: dizilerin tam metrik uzay olduklarim gdsterdi.
Fuzzy say1 dizilerinin istatistiksel yakinsaklhigi ve fuzzy istatistiksel Cauchy dizisi tapimi ilk
olarak Nuray ve Savas [34] tarafindan verildi. Daha sonra Kwon [35] fuzzy say1 dizilerinin
istatistiksel yakinsakhig ile fuzzy say1 dizilerinin kuvvetli Ceséro yakinsaklig: arasindaki
iligkileri inceledi.

Tamm 2.7.1. Eger her £ > 0 igin,

fim < [{k <7 : d(Xe, Xo) > &}| = 0

n—oc 1),
ise, yani h.hk icin d (X, Xp) < € ise X = (Xj) fuzzy say1 dizisine X¢ fuzzy sayisina
istatistiksel yakinsaktir denir ve X — Xp (S (F)) olarak gosterilir. Istatistiksel yakin-
sak fuzzy say1 dizilerinin kiimesini S (F') ile gtsterecegiz. Xy = 0 olmas: halinde Sp (F)
yazacagiz [34].

Tamim 2.7.2. X = (X}) fuzzy sayilarimn bir dizisi olsun. Eger

n
> d (X, Xo) =0
k=1

.1
lim —
n—oo N

olacak gekilde bir Xy says1 varsa X = (Xj) fuzzy say1 dizisi X fuzzy sayisina kuvvetli
Ceséro yakinsaktir denir. Kuvvetli Cesdro yakinsak fuzzy dizilerinin ctimlesi

n
w(F)=<¢ X = (Xg): lim 1 Zd(Xk:,XO) =0, en azbir Xy fuzzy says: icin
e

ile gosterilecektir. X € w (F) olmas1 durumunda X — Xo (w (F)) yazacagiz [35].

Fuzzy say1 dizilerinin lacunary istatistiksel yakinsakligi ilk olarak Nuray [36] tarafindan
verildi. Daha sonra Kwon ve Sung [37] tarafindan caligildi. Fuzzy fark dizi uzaylan Bilgin
[38, 39], Bagarir ve Mursaleen [40, 41] tarafindan caligildi.
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3. GENELLESTIRILMIS FUZZY FARK DiZi UZAYLARI

Bu bélimde genellegtirilmis fuzzy fark dizi uzaylarinin baz tzelliklerini ve bu dizilerin
istatistiksel yakinsaklik ile iligkilerini inceleyecegiz. m ile pozitif bir tamsayiy: gbsterecegiz.

Burada A™ operatoriinii ve § = (k) lacunary dizisini kullanarak fuzzy say: dizilerini
genellegtireceffiz. Ilk olarak A™ operatériinii kullanarak fuzzy say1 dizilerinin kuvvetli lacu-
nary yakinsakligi tanimlayacak ve Ng (A’(;), F) dizi uzayinin tam metrik uzay oldugunu
gosterecegiz. Daha sonra A™ operatoriinit kullanarak fuzzy say1 dizilerinin lacunary is-
tatistiksel yakisakhigini tamimlayacagiz. Ny (A&,F) dizi uzay1 ile Sy (A™,F) uzayn
arasindaki iligkileri inceleyecegiz. Ayrica Sp(A™,F) ve S(A™,F) arasindaki iligkileri
ve Ny (A&),F) ile w (A%,F) dizi uzaylar arasindaki iligkileri de inceleyecegiz. Bu
bsliimde son olarak m (¢,p, A™, F) fuzzy dizi uzaym tanimlayacak ve baz 8zelliklerini

inceleyecefiz.
3.1. Kuvvetli AT(;) —Lacunary Yakinsak Diziler

Tanim 3.1.1. 8 = (k;) bir lacunary dizisi, X = (Xj) fuzzy sayilarinin bir dizisi, p = (pg)
kesin pozitif reel sayilarin bir dizisi olsun. Eger
i -1 m Pr —
Jim Ay % [d(A™ X}, Xo)[P* =0

olacak gekilde bir Xy sayisi varsa (Xj) dizisi Xp sayisina kuvvetli A(’;)—-la,cuna.ry yakin-
saktir denir. Kolaylik olmast igin [d (A™Xy, Xo)]P* yerine d(A™Xy, Xo)P* yazacagiz.
Kuvvetli A"(;)—la,cuna,ry yakinsak fuzzy say1 dizilerinin kiimesini Ny (Ag), F) ile gtsstere-
cegiz. m say1s), 0 ve p dizilerinin 6zel segilmeleri halinde agagidaki fuzzy say1 dizi kiimelerini
elde ederiz.

1) 8 = (2") segersek

L1 &
w (A"(;;),F) = {X = (X&) :hﬁnﬁkz_:ld(Aka,Xo)”" _ 0}
2) Vk € N igin py = p segersek

Np (A’(';),F) = {X = (Xp) : hqx_n-;—r- 3 d(A™ X, Xo)? = 0}

kel

3) 8 = (2") ve Vk € N igin pg, = p secersek

w (A;,n,F) = {X = (Xk) hgl%Zd(Aka,Xo)p = 0}
k=1
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4) § = (27) ve Vk € N i¢in py, = 1 secersek
1 n
T R S

5) Vk € N igin pr = 1 segersek

Ny (A™, F) = { X = (X}) : lim L > d(A™Xy, Xo) =0
b i

W (F) ile tiim fuzzy say: dizilerinin kiimesini gosterelim. A™ operatoriiniin spektral
ozellikleri Malofesse [42] ile Altay ve Bagar [43] tarafindan galsildi. X = (X}) bir fuzzy
say1 dizisi olsun. A™ operatériinit m > 1 olmak tizere

A™ W (F) > W (F)
(A'X), = AXp = Xj, — Xp41
(Am‘X),c =A"X, = N (Xk = Xk+1)

olarak tammlayalim.

Teorem 3.1.2. Np (AZ;), F) fuzzy dizi uzay: skaler ile carpma ve toplama iglemine gére
kapahdar.

ispat. Ispat1 1 < p < oo icin yapacagiz. 0 < p < 1 igin benzer yolla ispat yapilabilir.
X eNg (A’(';),F) ve ¢ € R olsun. ¢ = 0 iken ispat agikardir. ¢ # 0 olsun. « € [0, 1] olmak
tizere A™ X}, A™Yy, Xo, Yp 'in a—seviye ktimeleri sirasiyla A™ X7, A™Y,&, X§, Yy* olsun.
Bu takdirde

boo (cXF, cX§) = |c| o0 (XE, X7')
oldugundan
d(cXg,cYs) = || d (Xk, Yi) (3.1.1)
dir. A™ operatérii lineer oldugundan

1 1 o
lim kezl d(A™ (¢X, cXo))* = |of lim 7 k%j d(A™ X5, Xo)f < 0

elde edilir. Buradan cX € Ny ( vy F) 'dir.

25



Simdi X,Y € Ny ( g),F) olsun.
800 (A™XE + ATYY, X§ + YY) € 600 (ATXE + A™YE, A™YE + X§)
+ o0 (A™YS + X5, XG + Y5)
= 000 (AT XF, X§) + 000 (A™YE,YSY)
oldugundan Minkowski egitsizlii kullanilirsa
d(A™ X, + A"V, Xo + Yo) < d(A™ X, Xo) + d(A™Y, Vo) (3.1.2)

elde edilir. Buradan

1 1
¥4 P
(Z d(A™ Xy + A™Yy, Xo + Yo)p) < (2 d(A™ Xy, Xo)? +d (AmYk,Yo)p)
kel,. kel

< (Z d(Aka,Xo)p) " + (Z d(NYk,Yb)p) "

kel, kel
elde edilir. Son egitsizlifinin her iki yam % ile carpiir ve 7 — oo iken limit ahmirsa
X+Y €eNg (A’(Z),F) elde edilir. Bu cahigmada sifir fuzzy sayisini

y 1, t=(0,0,...0) ise
0, diger hallerde

geklinde tammbhiyoruz.

Tanmim 3.1.3. X = (Xj) herhangi bir fuzzy say1 dizisi olsun. Eger {A™X}, k € N}
ctimlesi smirh ise X = (Xj) dizisine A™— simrh dizi diyecegiz. A™— simrh tiim fuzzy
say1 dizilerinin kiimesini £, (A™, F) ile gosterecegiz.

Teorem 3.1.4. Ny (A’&,F)

g =

m
6a(X,Y) = d(Xg,Yx) +sup (hr'l > d(Aka,AmYk)p) , 1<p<oo
k=1 T kel,

metrigi ile bir tam metrik uzaydir.

ispat. X° = (X7), = (X$,X3,...) olmak tizere (X®), Ny ( g),F) ’de bir Cauchy

dizisi olsun. Bu takdirde s, — oo icin

1
m »
ba (X°,X*) = " d (X5, XE) +sup (h;l > d (AMXg,AmX,i)p) —0
k=1 4 kel,
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dir. Buradan s,t — oo igin

ve her bir 7,k € N ve 8,1 — oo igin

1
4
sup (h;l > d (Amx,:,Amx,g)P) -0

T kel

elde edilir. Buradan da & < m ve s, — oo icin
d(X3,X;)—0
ve her k € N ve s,t — o0 igin
d(A™XE,A™XE) — 0

elde edilir. d ’nin tammi ve

m
leg+m - Xlﬁ+ml = Z (_1)1: (7:) (Xg+v r le:+'v)
v=0
m
+ () e =t ot ()7 ) iR imes = X

egitsizlifi gz tniine alinirsa
d (X}:-Fma le:+m) < d (Akas;a AmX}s':)
m m
+ (5 )aenx -t (7 )d Kt Kim)

elde edilir. Buradan da Vk € N ve s, — o0 i¢in

d (X3, XE) — 0

bulunur. O halde (X3), = (X}, X2,...) her sabit k i¢in L (R) ’de bir Cauchy dizisidir.
L (R) tam oldugundan (X3), , L (R) ’de yakinsaktir. lim, X7 = Xz (k= 1,2,...) diyelim.
(X*), Ne ( ’(Z),F) de bir Cauchy dizisi oldugundan her € > 0 igin s, > ng oldugunda
6a (X®,X*) < € olacak gekilde bir ng = ng (¢) dogal sayis1 vardir. O halde s,t > ng igin

m
> d(XEXE) <e

=1
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ve her r € N ve s,t > ng igin

htY d(AmXE ATXE < P
kel,
dir. Buradan ¢ — oo igin limit alinirsa s > nyg icin
m m
: 8 £y __ 8
hin;d (X3, X%) = ;d(Xk,Xk) <e

ve her r € N ve s > ng igin

lim (h,;l > d (AmX,g,AmX,ﬁ)”) =h1) d(A™XE, ATXE)P < €P.
kel kel,

bulunur. Béylece Ve > 0 ve s > ng igin

3=

m
Sa(X®,X) =) d(X},Xi)+sup | b7t ) d(A™XELATX ) | <2
i=1 T kel,

olur. Bu ise X = (X}) olmak iizere s — 00 igin X* — X demektir.

RS d(A™X, Xo)P < 2P {h:l 3 d(A™X, X0 + bt Y d(ATXD, Asz-)”}
kel, kel kel

oldugundan r — oo igin

ht Y d(A™ X, Xo)? — 0
kel,.

elde edilir. Bu ise X € Ny (Am

(5)? F) demektir.

Teorem 3.1.5. Ny (A%,F)

m
S (X,Y) =) d(Xp, Ya)lP +suphy ' D d(A™Xp, A™Y)P, (0<p<1)
k=1 T kel

metrigi ile bir tam metrik uzaydir.

Ispat. X* = (X2); = (X1,X3,..) € No (A7, F) olmak tzere (X*), No (AF), F)

’de bir Cauchy dizisi olsun. Bu takdirde s,t — oo icin

m
bar (X5, XY = "d (X5, XE)P +suph;t Y d(A™XE,A™XE) -0
k=1 T kel,
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dir. Béylece her 7,k € N ve s, — 00 igin
m
> d (X2, X" —0ve suphyt Y d(A™XE, A™XE) — 0
k=1 T kel

elde edilir. Buradan her k € N ve 3,{ — oo i¢in
d (X,:, X}é) —0

elde edilir. O halde (X§) = (X1,X2,..) dizisi her sabit k icin L (R) ’de bir Cauchy
dizisidir. L (R) tam oldugundan (X}), , L (R) ’de yakinsaktr. lian r=Xr (k=12,..)
diyelim.
(X*), Ng ( ’(;), ) ’de bir Cauchy dizisi oldugundan her € > 0 icin s, > ng oldugunda
oA (X 8. X t) < ¢ olacak gekilde bir ny = ng (€) dogal sayist vardir. O halde s,t > ng i¢in
m
> d(x5,XE) <e
k=1
ve her r € N igin
h Y d(AmXE, AXEY <
kel
dir. Boylece s > ngp igin
m m
li%nkzld (x5, X1)* = kzld(x,g,x,g)f’ <e

ve her r € N icin

iz (h:l ’; d (Amxz,AmX;ﬁ)P) =h kz{: d(A™XE AT X < e.
el el

Boylece Ve > 0 ve s > ng igin §ar (X*,X) < 2¢ ’dur. Bu X = (X}) olmak lizere s — oo
icin X® — X demektir. Diger taraftan (X*) € No( . ) ve (X°), Np (Ag),F) 'de

bir Cauchy dizisi ve

WYY d(A™ Xy, Xo)lf < QB Y d (AKX, Xo)T + Bt Y d (AKX, A X
kel kel kel
oldugundan X € Ny (Ag), F) 'dir.

Teorem 3.1.6. 0 = (k,) bir lacunary dizisi, m pozitif bir tamsay1 ve p = (pg) pozitif

tamsayilarn sinirh bir dizisi olsun. Bu takdirde
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i) liminfg, > 1 ise w ( g),F) C N (A;g),F) :
i) limsup g, < oo ise Np (Aﬂ(;), F) Cw (Ag;),F) ,

iii) 1 <liminf¢- <limsupg, < oo ise Np (A’(;}),F) =w (A’g),F) :

Ispat. i) X e w (A’(’;),F) ve liminf g, > 1 olsun. Bu takdirde her » > 1igin g, > 146
olacak sekilde bir § > 0 sayis1 vardir. X € w (A’(;),F) icin

k’r—-l
hyt > d(A™ X, Xo)P* = h—lzd(mmc Xo)* —hy1 > d(A™ X, Xo)™
kel, k=1 k=1
b (15, om -
= Ekzd(A Xk, Xo)
kr_y kr—1
= d(A™ P 1.
» kr—1 kz_1 (A™ X4, Xo) (3.1.3)

yazabiliriz. h, = k. — kr—3 ve 1 + 6 < g, oldugundan % < %ﬁ ve %:—1 < % "dir. (3.1.3)
egitliginde sag taraftaki her iki ifade r — oo icin sifira gider. Buradan X € Ny (A%, F)
elde edilir.

ii) Simdi kabul edelim ki limsup ¢, < co olsun. Her r > 1 igin ¢, < B olacak gekilde
bir B > 0 sayisi vardir. X € Ny (A%,F) ve £ > 0 verilsin. Bu takdirde her bir j > R
i¢in

j = Zd(Aka Xo)* <e
h kel;
olacak gekilde bir R > 0 sayis1 bulabiliriz.

Bundan bagka j = 1,2, ... icin sup A; < € ve A; < K olacak gekilde bir K > 0 says1 da
j2R

bulabiliriz. Simdi » > R olmak tizere k._1 < n < k, olacak gekilde bir n pozitif tamsayisi
alalim. Bu takdirde

kr
—-Zd(Aka Xof < k1) d(A™ Xy, Xo)P
k=1 k=1

= k5 {Z d(A™ Xk, X0+ d(A™ Xy, Xo)P* + ...+ » | d(A™X, Xo)Pk}

kely kelz kel

k
= Lt > d(A™ X, Xo)* + (k — k)7 d(A™ X, Xo)P
- kel kel

k kr_
+o -R—k-r—-ﬁ—— (kr — kgr-1)~ -1 Z d(A™ X}, Xo)P*
-1 k€lr

kg —
ko1
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k’rk'rl

b T (kr — kra) ™Y d(A™ X, Xo)P*
kel,
kl kz kl kR kR—l
= A + As ——A
ke 27 ke tet TR kr_1 r
kry1 — kg kr kr1
+it+———=Ap1+..+————Ap
krq ke
kr — kg
< (supay) 2 + [ sup 4 ( )
(sup ) 2 (:f;g ) (5
<K kR +eB
k’r——l

yazabiliriz. kr_1 — oo oldugunda n — oo olacagindan %Ez‘:l d (A™ X}, Xo)P* — 0 dur.
Buradan X € w (Ag;),F) elde edilir.
iii) (i) ve (ii)’den elde edilir.

Teorem 3.1.7. w(A™,F) C Ng(A™, F) olmas: igin gerek ve yeter sart liminf, g, > 1
olmasidir.

ispat (Yeterlilik). Teorem 3.1.6 (i)’de her k € N igin py = 1 alimrsa yeterlilik ispat-
lanir.

(Gereklilik). Kabul edelimki liminf, ¢, = 1 olsun. & = (k) lacunary oldugundan
r; > 7j—1 + 2 olmak fizere ng—)’% <1 + ve 'S:ll > j olacak sekilde 8 = (k,) lacunary
dizisinin bir (k,(;)) alt dizisini segeblhnz A ve B farkh iki fuzzy sayisi olsun. X = (Xk)

dizisini

A™X; = A, iEIr(j),j=1,2,. .
B, diger durumlarda

olacak gekilde tamimlayalim. Bu taktirde herhangi bir T fuzzy sayis: igin

Zd(Asz,T) d(A,T), j=1,2,...

h r(@) Ir(j)

ve
1
EEI “d(A™X;, T)=d(B,T) ,r #1;

olur. Buradan (X;) ¢ Np(A™ F) dir. Fakat X, A™— kuvvetli Cesdro yakinsaktir.
Gergekten ¢ yeteri kadar biiylik bir tamsay1 olmak Uzere kp(j)—1 < ¢ < Kp(j41)-1 olacak
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gekilde bir tek j bulabiliriz. Buradan

kriy-1+h
, Zd(AmXe,,,B) < ()1 T(J)
i=1 r(7)—-1

1 1 2
—+=-=-.
~J J J
yazabiliriz. ¢ — oo iken j — oo olur. Boylece (X;) € w(A™,F) ’dir. Buna gore
A™—simrl, w (A™, F) uzayinda fakat Ny (A™, F') uzayinda olmayan bir dizi elde ettik.

Bu bir geligkidir. O halde liminf, g, > 1 dir.

Teorem 3.1.8. Ny (A™, F) C w(A™, F) olmasi icin gerek ve yeter gart limsup, ¢, < oo

olmasidir.

Ispat. (Yeterlilik). Teorem 3.1.6 (ii)’de her k € N igin py = 1 alinirsa ispat elde edilir.

(Gereklilik). Kabul edelim ki lim sup,. ¢, = oo olsun. Bunun i¢in A™—simurli, lacunary
kuvvetli A™—yakinsak fakat kuvvetli A™—Cesdro yakinsak olmayan bir dizi bulmahyiz.
Ik olarak g,(j) > j olacak sekilde 8 = (k) lacunary dizisinin bir (k,(;)) alt dizisini segelim.
A ve B farkh iki fuzzy sayisi olsun. Simdi X = (X}) dizisini

Amx, = | A B <ES gy, G=12,.
B, diger durumlarda

geklinde tamimlayalim. Bu taktirde r = r (j) i¢in

ko)
Zd(Aka,B) d(4,8) - Lo
o KOO B A

Trig) = N )

ve r # r; igin 7, = 0 ’dir. Boylece limri—zlrd(Aka,B) = 0 dir. Yani (Xj) €
Ny (A™, F).
Diger yandan, yukaridaki (X}) dizisi herhangi bir T fuzzy sayis icin

1 kr(3) 2k ()1 2kr(j)
> d(A™X;,T) > = Y dAT+ Y d(B,T)
kei) = i=ko(yo1 i=2k, ()1
>d(4,T) 222 "(” L 4 q(B,1) F0) ~ 21
kr(s) Kr(s)
>d(A,T) == ’"‘” =1 +d(B,T) (1 - ?.) — d(B,T) (3.1.4)
kr(s) J
ve
2kr(5)-1
1 r(a) -1 d(B,T)
d(A™X;,T) > o —d(B,T) — — 5. (3.1.5
2kr ()1 ; Kr(i)-1 2 )
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yazabiliriz. (3.1.4) ve (3.1.5) esitsizliklerinin her iki yam sirasiyla d(B,T) ve ﬂ% ye
yakinsar. Sonug olarak herhangi bir T fuzzy sayisi icin

o

1 kr(s) d(B T) 1 2kr(j)-1
d(A™X;, T B,T = lim d(A™X;,T).
J_m ) ;-1: ( )=d(B,T) # ——* B ;_-.1: ( )

elde ederiz. Boylece (X;) ¢ w (A™, F). Bu ispat1 tamamlar.

~ Teorem 3.1.9. Ng (A™, F) = w (A™, F) olmas: icin gerek ve yeter sart 1 < liminf, ¢, <
lim sup, g, < oo olmasidir.

ispat. Teorem 3.1.7 ve Teorem 3.1.8 ’den elde edilir.

Teorem 3.1.10. Eger X = (Xi) € Ng(A™, F) Nw(A™,F) ise bu taktirde X, —
Xo (Na (Am,F)) = Xk — Xo (w (Am, F)) .

Ispat. X — Xo(w(A™, F)) , Xy — X} (Ng (A™, F)) olsun ve Xo # X} oldugunu
kabul edelim. Bu taktirde

1 1 B 1
Tr 4T, = -ﬁr—;d(AmXi,Xo) +E§I;d(A X, X}) > -};;d(xo,xg) = d (Xo, X))

dir. X € Np(A™,F) oldugundan 7, — 0 olur. B&ylece yeteri kadar biiyitk = ’ler icin
7r > $d(Xo, X}) *dir. Yeteri kadar biiyiik = ’ler icin

— ko
Zd(AmX,,XO) > EZ > d(A™X;, Xo) = %-in

z=1 kel,

1 1 1
=(1-=)7m>=(1-2)d (X, X!
( QT)TT 2( q,») (0 0)

dir. X = (X;) € w(A™,F) oldugundan sol taraf sifira yakinsar, buradan ¢q. — 1 elde
ederiz. Yani, limsup, ¢» < co. Buna gtre Teorem 3.1.8 ’den Ng (A™, F) C w (A™, F) olur.
Np (F) — limy A™ X}, = Xy oldugundan w (F) — limy A™X), = X}, elde edilir. Bu nedenle,

—Zd (A™X;, X§) — 0.
=1

olur. Fakat,

—Zd(Asz,XO zd(A Xi,Xo) > d (Xo, Xp) >0
=1 z—l
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olur ki bu da bir celigkidir. Ciinkii soldaki her iki terim de sifira yakinsar.

3.2. Genellestirilmis Fuzzy Istatistiksel Yakinsaklik

Tanim 3.2.1. 8 = (k,) bir lacunary dizisi, X = (X}) fuzzy dizisi olsun. Her £ > 0 igin
Tl_‘ggoh;l Hk € I, : d(A™Xy, Xo) > €} =0

olacak gekilde bir Xy fuzzy sayisi varsa X = (X} ) fuzzy say1 dizisi Xp sayisina A™—lacunary
istatistiksel yakinsaktir denir. Bu durumda Xj — Xp (Sp (A™, F)) yazariz. A™—lacunary
istatistiksel yakinsak ttim fuzzy say1 dizilerinin kiimesini Sy (A™, F)) ile gtsterecegiz. Eger
6 = (27) ise Sy (A™, F) yerine S (A™, F') yazacagiz.

Teorem 3.2.2. (Xj) ve (Yx) fuzzy sayilarimn herhangi iki dizisi olsun.
i) Eger Sp (F) — im A™X}, = X ve ¢ € R ise Sp (F)) — im cA™ X = ¢ Xp *dur.
ii) Eger S (F)—lim A™X), = Xo ve Sy (F) — lim A™Y;, = ¥, ise Sp (F)—lim (A™Xp, + A™Y;) =

Xo + Y ’dir.

Ispat. i) (8.1.1) esitligi kullanihrsa her £ > 0 igin

L 1
Mk € s d(eam X co) 2 o)l < - ({k e 1 dam X X0 = 5 .

yazabiliriz. Boylece Sy (F) — lim cA™ X}, = ¢ Xg elde edilir.
ii) (3.1.2) egitsizligi kullanilirsa her ¢ > 0 igin

€ I+ d (A™Xi o+ AT, Xo +Y5) 2 e}

< o Hk € I d (A™Xe, Xo) + (AT, Yo) 2 €}

1 € 1 €
< — 1 d(A™ >+ : d(A™ =
<u {keIr d(A™ X}, Xo) > 2}[ , ’{k € I : d(A™Y, o) > 2}]
yazilabilir. Boylece Sg (F') — lim (A™ X}, + A™Y}) = X + Yo olur.

Teorem 3.2.3. § = (k) bir lacunary dizisi, X = (Xj) fuzzy dizisi ve 0 < h = infp, <
pr < suppr = H olsun.

) N (Ag),F) C So (A™, F),
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i) X € Lo (A™, F) ve Xj, — Xo (S (A™) ise X € Np (A, F),

i) Lo (A™, F) N Sy (A™, F) = Loy (A™, F) N Ny (%’F )

ispat. i) € > 0 verilsin ve X € Ny (A’(Z),F) olsun. Bu takdirde

ht N d(A™ X, Xo)P =

1
d(A™ X, Xo)P* + — d(A™ Xy, Xo)P*
2 > (A™ X}, Xo) e M (A™ X, Xo)

kel, kel,
d(A™ X, Xo)>e d(A™ X, Xo)<E

> d(A™Xy, Xo)P
kel
d(A™ X}, Xo)2e

Zi_zepk

kel

> 7:;— Z min (ah,sH)

kel,

|-

v
|-

2 % [{k € I, : d(A™ X}, Xp) > €}{ min [eh,sH] .

Buradan X € Sy (A™, F) olur.

i) X € £oo(A™,F) ve X — Xo(Sp(A™)) olsun. X € £y (A™,F) oldugundan
d(A™X}, Xo) < T olacak gekilde bir T > 0 say1s1 vardir. € > 0 verilsin.
1

1 Pe 1 D m D
Ekezz d (AT Xy, Xo)'* = i g;r d (A™ Xk, Xo)'* +7Lr— % d(A™ Xy, Xo)*
d(A™ X}, X0)>e d(A™ X, Xo)<e
1 1
< -— Z max (T",TH) + — Z gPe
he kel ( ) hr kel,
d(A™X,;,,Xo) e d(A™ X, Xo)<e

< max (Th,TH) El; & € I : d(A™ X, Xo) > }| + max (6h,5H) :

Buradan X € Ny (Ag), F) 'dir.

iii) tin ispat1 i) ve ii) ’den elde edilir.

Teorem 3.2.4. Eger X € S(A™,F) N Sy (A™,F) ise S (F) — im A™X), = S(F) —
lim A™ X}, 'dir.

Ispat. Kabul edelim ki S(F) —limA™Xy = Xy ve Sp(F) — imA™X;, = X} ve
Xg # X{ olsun. Bu taktirde d (X, X)) > 0 ’dir. (d(Xo, X)) /2> e > 0igin

117131% [{k <n:d(A™Xe, Xo) > €}| = 1
elde edilir.
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Simdi %l{k <n:d(A™Xy,Xp) > ¢}| ifadesinin k;—yinci terimini diigtinelim. Buna

gore

{k € U I :d(A™X,, X) > z—:}

r=1

= =7j—i|{kef : d(A™ X, XE) 2 ¢}
8 = (321)
h,t
s S
dir. Burada t, = ﬁlr- k€ I, : d(A™X, X() = €} — 0 ’dur. Ciinktl Sp — lim A™X}, = X,
dir. @ bir lacunary dizisi oldugundan ve fﬁ Y 1 Prty de t 'nin regiiler agirhikli orta-
8
= {k e U I : d(A™Xy, X}) Ze}
k=1
0 dizisi {1 |{k < n:d(A™X}, X7) > 6}[}:;1 nin bir alt dizisi oldugundan (3.2.1) den

lama doniigiimii oldugundan s — oo iken sifira gider. {

;11.1{1,1 <n:d(A™Xp, Xp) > e}| » 1

olur. Bu da Xy # X)) olmas: ile celigir.

Teorem 3.2.5. 6 = (k;) herhangi bir lacunary dizisi olsun. Bu durumda S (A™, F) C
S (A™, F) olmas: icin gerek ve yeter kogul limsup, ¢, < co olmasidir.

ispat. (Yeterlilik) limsup, g- < oo olsun. Bu durumda her r € N icin ¢, < K olacak
gekilde bir K > 0 sayis1 vardir. §imdi X, — X (Sp (A™, F)) ve N = {k € I, : d(A™ X}, Xo) > €}
olsun. Xz — Xp (Sp (A™, F)) oldugundan,

1@% Hk € I : d(A™ Xy, Xo) > €} =

olup her £ > 0 ve her » > 7 igin ‘%Vrt < € olacak sekilde bir 79 € N vardir. M =
max {N,:1 <r <rp} diyelim ve k.1 < n < k, olacak sekilde bir n tamsays1 secelim.

Bu durumda,
1 < s d(AT X Xo) 2 e} < T k< br s d(A™ X, Xo) 2 €}
~1

1
= {N1 + N2 + ...+ Ny + Npgy1 + .. + Np }

M 'ro+1 }

< —r + ...+
P {h"’* o T R
M 1

= kr—1 rot kr_y (f;l'fl'c)n ) {roa .+ hr}
M k'r - k’r

< ro+¢& 2

- kr~1 0 kr—l
M

<

=% rg +egr < kr_17'0+8K
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elde edilir. £ > 0 keyfi oldugundan ve r — oo igin k.—7 — oo oldugundan X —
Xo (Sg (A™, F)) elde ederiz. Boylece Sy (A™,F) C S (A™, F) bulunur.

(Gereklilik) lim sup, g» = oo oldugunu kabul edelim. Ispat igin A™—simrh, A™—lacunary
istatistiksel yakinsak fakat A™—istatistiksel yakinsak olmayan bir fuzzy say1 dizisi bulun-
dufunu gosterecegiz. 6 lacunary dizisi oldufundan g,(;y < j sartim saflayan 6 'mn bir
(kr(j)) alt dizisini segebiliriz. (d > 1) olmak tizere 1 ve 0 sirasiyla 1 ve O merkezli 1
genigliginde n— boyutlu tiggensel fuzzy sayilariu gostersin. X = (Xj) dizisini

ATX; = i’ k"(j)“l <is Zkr(j)”l’ J=12,.,
0, diger durumlarda

olarak tanmimlayalim. Bu takdirde € € (0,1} ve r = r (§) icin
—}——- I{k’ € L d(A™X,0) > E:}l
he (i)

kr(j)—1 1
< -
ko) = key-1 31

ve r # 1(;) ise

|{k S I,.(j) 2 d(Aka,(_)) > E}I =0

dir. Boylece,

ugl—hl; {k € I : d(A™ X, 0) > e}| = 0

dir. Dolayisiyla (X) € Sg (A™, F) elde ederiz.

Simdi herhangi bir T fuzzy sayisinin yukarida tammlanan dizinin A™—istatistiksel
limiti olmadigim gosterecegiz.

Eger T =0 ve 1 > ¢ > 0 ise bu durumda

l{k < 2.’1:,,(]) 1 d(Aka, >6}| T(J) e —‘-1;

2er(g)-1 %1 2

dir. Eger T =1 ve 1 > ¢ > 0 ise bu durumda

1 - ke(i) = 2k (j)-1
k< kg s d(A™ X, T) > )| >
kr(j) l{ r(3) }I kr(j)
>1-2
]
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yazilabilir. Son olarak eger T # 0, 1 ve min {d(T,0),d(T,1)} > & > 0 ise bu taktirde her
n € N igin

fk% {k <k : d(A™X,,,T) > e} = 1

dir. Boylece yukaridaki ti¢ halden, (Xj) nin bir A™~ istatistiksel yakinsak dizi olmadig

sonucuna ulasiriz.

gerek ve yeter sart liminf, g, > 1 dir.

Ispat. (Yeterlilik). Kabul edelim ki liminf, g, > 1 olsun. Bu taktirde yeterince biiyiik
r 'ler igin g, > 1+ § olacak gekilde bir § > 0 sayist vardir. h, = k, — kr—3 oldugundan
—’,:—:— > —d—s dar.
X — Xo (S (A™, F)) olsun. Bu taktirde € > 0 olmak tizere yeterince biiyiik 7 ’ler icin

']j— I{k <ke: d(Aka,XO) 2> 5}] > 7:: l{k €l : d(Aka,Xo) > s}l

> %g-hl: [k € I, : d(A™ Xk, Xo) = )]
elde ederiz.

(Gereklilik). Kabul edelim ki liminf, g = 1 olsun. Bunun igin A™—smirh, A™—ista-
tistiksel yakinsak fakat A™—lacunary istatistiksel yakinsak olmayan bir fuzzy say1 dizisinin
varoldugunu gosterecegiz. @ bir lacunary dizisi oldugundan 8 'mn »(j) > r(j —1) + 2
olmak tizere

L.ONPEIRE I 53
kr(5)—1 J kGg-y
gartlarini saglayan bir (kr(j)) alt dizisi mevcuttur.

1 ve 0 Teorem 3.2.5 'in ispatinda verilen fuzzy sayilar olsunlar. X = (X)) dizisini

amgo | T i€y i=12e,
0, diger durumlarda

seklinde tanumlayalim. Bu taktirde, herhangi bir T fuzzy sayisi igin ¢ < min{d (1,7),d (0, T)}

olmak tizere r = r (j) igin

1, effer T #1 ise

hm—l—l{k €l : d(A™Xy,T) 2 e} = _
i By 0, egerT=1
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ve r £ r(j) igin

0, eger T =0 ise,
1, eger T # 0 ise.

Jim L
3 hegj)

l{k € I, : d(A™X},, T) > e} = {

yazabiliriz. Bu nedenle (X;) ¢ Sp (A™, F).
n, yeterince biiyitk herhangi bir tamsay1 ve j de ky(j)—1 < n < kp(ji1)-; sartim saglayan

bir tek say1 olsun. Bu taktirde n — oo olmasi j — oo olmasim gerektirdiginden

bun i) 52 g

1 ~
im — <n: m > <l
hrllnn]{k_n d(A Xk,O)_e}[_hjm R m

elde ederiz. Boylece (X;) € S (A™, F) *dir.

Asgaphdaki sonug Teorem 3.2.5 ve Teorem 3.2.6 'min bir sonucudur.

Teorem 3.2.7. § = (k,) lacunary dizisi olsun. Bu durumda Sp (A™,F) = S(A™,F)

olmas igin gerek ve yeter kogul 1 < liminf, g, < limsup, ¢, < oo olmasidir.

Teorem 3.2.8. 0 < pr < gk ve (qr/px) smrl ise Ny (A’(’;),F) C Np (A%,F) "dir.

ispat. X € Ny (Ag;),F) olsun wy, = d (Xx, Xo)™ ve her k € N igin X = 2= diyelim.
Bu taktirde her & € N icin 0 < A\ <1 ’dir. Her k£ € N igin 0 < A < A < 1 olacak gekilde
bir A sayis1 alahm. (ug) ve (vg) dizilerini agagidaki gibi tammlayalim.

wg, wWp>1, ise
U =

0, wr<1l ise
ve
0, wp=>1, ise
Vp =
wg, wp<1 ise
Buna gore wg = ug +v M — M M odir, Buradan w* < uy < wy ve v2* < v
g k= Uk ks W = Uy U . U™ S Up = Wi r =V

yazabiliriz. Boylece

REES gk =Y (e o) BTy we+ RN Y R

kel, kel, kel kel,
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dir. Buradan her r € N igin Holder esitsizliginden

ht Z vp = Z (h,?lvk)'\ (h,?l)l—'\

kel kel,

< (kez; (7)) )A (Z ((h:l)l“)ﬁ_*) B

kel
A
= (A 2w
kel,

yazabiliriz. Buradan da

M

kel kel kel

A
RS g <A we+ (h;l > 'vk)

olur. Bu ise X € N, (Ag), F) demektir.

Teorem 3.2.9. X = (X}) fuzzy say1 dizisinin lacunary A™— istatistiksel yakinsak olmas:
icin gerek ve yeter sart X = (Xj) dizisinin lacunary A™— istatistiksel Cauchy dizisi
olmasidur.

Ispat. X = (X}) lacunary A™—istatistiksel yakinsak ve her bir j € N icin

KO = {k eN: d(A™X, Xo) < %}

olsun. Her bir § igin X&) > KU+ ve r — 0o olmas: halinde E{%de — lolur. r > m(1)
olmasi Jﬁ‘;’r_ﬂf_rl > 0 olmasim gerektirecek gekilde m (1) segelim; yani 7 > m (1) olmasi
KW NI # ¢ olmasim gerektirecek sekilde bir m (1) secgelim. Simdi de r > m (2) olmasi
K® NI, # ¢ esitsizligini gerektirecek gekilde m (2) > m (1) segelim. Daha sonra m (1) <
r < m(2) esitsizligini saglayan her bir  igin k' (r) € KON I,, yani d (Aka/ (,),Xo) <1
olacak gekilde k' (r) € I, secelim. Bunu genellestirirsek r > m (p + 1) olmas1 K@+ N1,
¢ olmasim gerektirecek gekilde m (p+1) > m (p) segelim. Simdi m(p) <7 < m(p+1)
esitsizligini saglayan tim r ler icin k' () € K® N I, segelim. Bu

4 (A" Xy ), Xo) < % (3.2.2)
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demektir. k' (r) € I, ve (3.2.2) egitsizligi lim, A™X (r) = Xo olmasim gerektirir. Ustelik,

her £ > 0 i¢in

ht

{ke L d(amx,amx, ) > e} <h;

{k € I, : d (A™ Xy, Xo) > g}[

+ hot {k eI,:d(Aka:(r),Xo) > g}[

elde ederiz. Boylece X, lacunary A™~— istatistiksel Cauchy dizisidir.
Tersine kabul edelim ki X, lacunary A™— istatistiksel Cauchy dizisi olsun. Bu takdirde

her € > 0 igin

ht|{k € I : d(A™ Xy, Xo) > €}| < bt

{Ic €l,:d (AkavAka’(r)) = g'} ’

+ A1 {k: €L :d (Amxk,(r),xo) > g}‘

elde edilir. Buradan Sy — lim A™ X}, = Xg ¢ikar.

Teorem 3.2.10. Y = (Y3) fuzzy dizisi A™~yakinsak bir dizi olsun. Eger X = (Xj)
fuzzy dizisi h.h.k icin A™X) = A™Y}, olacak gekilde bir fuzzy dizisi ise X = (Xj), A™—
istatistiksel yakinsak bir fuzzy dizisidir.

Ispat. hhk igin A™X, = A™Y;, lim A™Y;, = Xp olsun ve £ > 0 verilsin. Bu
taktirde her n i¢in,

{k<n:d(A™Xg, Xo) > €} C {k < n: A™X) £ A"V} U {k < n: d(A™Y, Xo) > €}

yazabiliriz. klim A™Y, = Xg oldugundan egitsizligin ikinci yammndaki son ctimle sabit
—00

sayida elemanlar icerir. Bunu g = g (¢) ile gosterelim. Her iki tarafinda n — oo igin limiti

alimirsa h.h.k icin A™X}, = A™Y} oldugundan

1 . m L1 CAm m . g
lim —{k<n:d(A kaXO)ZEHS?}LHgOEI{kSn-A X # A Yk}]-l—nh_{go

n—oo 11 n

yazabiliriz. Bu da X — X (S (A™, F)) oldugunu gosterir.

Teorem 3.2.11. X = (X) dizisi A7'—Cesdro toplanabilir veya X fuzzy sayisma A™—
istatistiksel yakimsak ise lim Yy = X ve S (F) —lim A™Z;, = 0 olacak sekilde yakinsak bir
Y dizisi ve sifira A™— istatistiksel yakinsak bir Z dizisi vardur.

ispat. X = (Xi) dizisi X, sayisina kuvvetli A~ Cesdro toplanabilir ise o zaman
X = (X) dizisi X sayisina A™— istatistiksel yakinsaktir. Simdi Np = 0 olmak tizere
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n>Nj, (j=1,2,3...) igin

1 {k <n: d(Aka,Xo) > %}I < :;-

n

olacak sekilde pozitif tamsayilarin Ny < Np < ... < Nj < ... artan bir (V;) dizisini segelim.
Y ve Z dizilerini agaghidaki gekilde tamimlayalim:
Ng < k < Ny oldugunda Zp = 0 ve Y = A™X}, alahm. j > 1 olmak tizere N; < k <
Njy1 igin
voo { A™Xy, d(A™Xj, Xo) < L ise

Xo, diger durumlarda

1 .
AmZ, = 0, d(Aka,Xo) < 7 1se
A™X,  diger durumlarda

olsun. limY; = Xy oldugunu iddia ediyoruz. & > 0 verilsin ve j sayisim ¢ > % olacak

sekilde secelim. k& > N; oldugunda d (A™X}, Xo) < _% icin d (Y, Xo) = d (A™ X, Xo) < €

oldugundan d (Y, Xo) < & ve d(A™X}, Xo) > % icin d (Y%, Xo) = d (Xo, Xo) = 0 dur.
Simdi Z ’nin bir A™— istatistiksel sifir dizisi oldugunu gosterelim. Bunu gostermek

igin
Lk <n: AZ, £ 0} =0

oldugunu gostermek yeterlidir. Her j € N igin % < 6 olacak gekilde 6 > 0 sayisim alalim.
Bu takdirde n > Nj igin

ik <n:AmZ £ 0} <5

olur. Nj nin yapisindan N; < k < Njy; oldufunda A™Z # 0 olmasi ancak d (A™ Xy, Xo) >
% olmasiyla miimkiindiir. O halde Ny < k < Npy, ise

{k<n:A™Z, #0} C {k <n:d(A™Xg, Xp) < %}
dir. Sonug olarak, eger Ny < k < Ny 1 ve £ > j ise

%Wc <n:A™Z, £0} < % Hk <n:d(A™Xy, Xo) > %}‘

1 1
<=< =<
L " j
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olacaktir. Bu da ispati tamamlar.

Sonug 3.2.12. X = (Xj) dizisi Xp sayisina kuvvetli A7*— Cesdro toplanabilir veya X
sayisina A™— istatistiksel yakinsak ise X = (X)) dizisi X sayisina yakinsayan bir alt
diziye sahiptir.

X = (Xj) fuzzy say1 dizisi bir Xy fuzzy sayisina A™— yakinsak ise A™— istatistiksel
yakinsak oldugu agiktir. Ancak tersi dogru degildir. Gergekten X = (Xj) fuzzy say1

dizisini

AT I, effer k=n?ise
k=9
0, diger durumlarda

geklinde tamimlayalim. Bu durumda X dizisi A™~ istatistiksel yakinsak fakat A™—yakinsak
degildir.

Teorem 3.2.13.

i) S(A™, F) ve lx (A™, F) uzaylarimn ortak elemanlar: vardir, ancak bu uzaylar bir-

birlerini kapsamazlar.

i) S(A™,F) ve £y (F) uzaylarmmin ortak elemanlar vardir, ancak bu uzaylar birbir-

lerini kapsamazlar.

ili) S (F) ve c(A™, F) uzaylarinin ortak elemanlan vardir, ancak bu uzaylar birbirlerini

kapsamazlar.

iv) §(F) ve Lo (A™, F) uzaylarinin ortak elemanlar1 vardir, ancak bu uzaylar birbir-

lerini kapsamazlar.

Ispat.i) 0 dizisi her iki uzaya da ait oldugundan S (A™,F) N fo (A™,F) # @ dir.
X = (Xp) dizisini

VE, k=n?i
Amx,g={ vk, efter k=n? ise (3.2.3)

0, diger durumlarda

olarak tanimlayalim. Bu taktirde

lim l]{kgn:d(Aka,(—)) > e} < lim ﬂ=0

n—o0 N n—oo N
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dir. Yani S (F) — lim A™X}, = 0 fakat X ¢ foo (A™, F) dur.

ii) S(A™ F) Nl (F) # @ olmakla beraber bu kiimeler birbirlerini kapsamazlar.
Ciinkii 0 dizisi her iki uzaya da aittir. (3.2.3) ’de tamimlanan dizi A™— fuzzy istatistik-
tammlanan dizi igin A™Xj = (1) 2m~1 oldugundan X = (X}) fuzzy smurhdir. Fakat
X ¢ S(A™, F) dir.

iii) O dizisi her iki uzaya ait oldugundan S (F) Nc(A™, F) # & olur. Simdi

{ I, efer k=n?ise
Xp =

0, diger durumlarda

geklinde tanumlanan diziyi goz oniine alalim. X € S (F) fakat X ¢ ¢(A™, F) dir. Tersine
X = (X&) = (k) olarak alirsak X € ¢(A™, F) fakat X ¢ S (F) dur.
iv) 0 € S (F) N oo (A™, F) dir. Simdi de

VE, k=n? ise
X, = _
0, diger durumlarda

dizisini g6z oniine alahm. X ¢ {o (A™, F) fakat X € S (F) dir. Tersine X = (X;) = (k)
olarak alirsak X € £ (A™, F') fakat X ¢ S (F) dir.

3.3. m(¢,p, A™, F) Fuzzy Dizi Uzaymin Baz1 Topolojik Ozellikleri

Bu béliimde m (¢, p, A™, F) fuzzy say1 dizi uzayim tamimlanacak ve bu uzayn bazi

tzellikleri verilecektir.

Tamim 3.3.1. ¢,, N ’nin s tane elemandan fazlasini igermeyen tiim altkiimelerinin stmfi
olsun. (¢,), her n € Nicin n¢,; < (n+ 1) ¢, 6zelligini saglayan bir dizi ve 0 < p < 00
olsun. m (¢, p, A™, F') fuzzy dizi uzaym

m (¢,p, A", F) = {X =(X): s =Y d(A™X,0) < oo}

s21, 0€p, ¢s kEo

seklinde tanimlayalim.

Teorem 3.3.2. m (¢,p, A™, F') toplama ve skaler ile carpma islemlerine gire kapalidur.

Ispat. Ispat1 1 < p < oo igin yapacagiz. X € m (6,0, A™,F) ve c€ Rolsun. ¢ =0
icin ispat agikardir. ¢ # 0 igin (3.1.1) egitligi kullamlirsa
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sup d(A™ (cX1), 0P =|cff su d(A™X}, 0 < 0o
5B G AT 0P < s (A" 0)

elde edilir. Béylece ¢X € m (¢, p, A™, F') olur.
ii) Kabul edelim ki, X,Y € m (¢,p, A™, F) olsun. (3.1.2) egitsizligi kullanihirsa

1

(Z [d(A™ X}, + A™Ys, 6)]?) ’ < (Z [d(A™ X}, 0) + d(A™Y, ("))]”)

keo keo

=

1
P
< (Zdka,mp) +
keo

elde edilir. Boylece X +Y € m(¢,p, A™, F) dir.

1

(demyk,mp)
kEo

Teorem 3.3.3. m(¢,p, A™, F) uzay1

3=

Sar (X,Y) = Zd(xk,n)+ sip — (S d(AmXe, AmYP | 1< p < oo
. 821, 0€p, b, —

metrigi ile bir tam metrik uzaydir.

Ispat. (X*), m(¢,p,A™, F)’ de bir Cauchy dizisi olsun. Burada her bir i € N igin
Xt = (Xi), = (Xi,X,...) € m($,p,A™, F) dir.

10

RPN i o 1 ; AP .
dAn (XZ,XJ) = I;d( k’Xi) +321S,11rpe<pa a;’ (gd(AkaaAmX}:) ) =0, i,j — oo.

elde edilir. Boylece her bir k& € N igin 4,7 — oo iken d ( };,X,f;) — 0, elde edilir.

Bu nedenle (X}), = (X}, X2,...), L(R) ’ de bir Cauchy dizisidir. L (R) tam oldugun-
dan bu dizi yakimsaktir ve her bir k € N igin lim; X} = X, diyelim. (X?) bir Cauchy dizisi
oldugundan her € > 0 ve 4,5 > ng icin

LI\ (Xi,Xj) <e

olacak gekilde bir ng = ng () sayist mevcuttur. Boylece her k € N ve her 4,j > ng i¢in

d(X;,Y]) <eve sup (dAmXi,Aijp) <
24k w g (e(rbam) )<

-1
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olur. Bu ytizden

lij;nid (xi.7) = id (Xi.Yi) <e
k=1 k=1
ve

o=
3

ik (o (amat amr2)’)

k€o

- .(;51_ (Zd (Amxg,Amsz)")

kco

ve dolayisiyla her k € N ve ¢ > ng icin

1
P
sup al- (Zd(AmX};,AmY}c)p) <e

s21,0€p, kco

elde edilir. Bu her ¢ > ng icin 6a~ (X*,X) < 2 olmasim gerektirir. Yani, X = (Xj)
olmak tizere ¢ — oo igin X* — X dir. Ayrica,

D d(A™X,, ) = 2P {Zd (AamXp,0)7 + ) d(AmXpe, Aka)"}

keo keo keo
oldugundan dolay1 X € m(¢,p, A™, F') elde ederiz. Bu nedenle m (¢, p, A™, F') bir tam
metrik uzaydir.
m (¢, p, A™, F) uzaymmn 0 < p < 1 igin

m
bam (X,Y) =Zd (Xk, Y&)?+ sup

1
=S d(A™X;, A™Y;)P,
k=1 s21,0€p, Ps Z ( * R

k<o

metrigiyle bir tam metrik uzay oldugu gosterilebilir.
Teorem 3.3.4. Herhangi bir ¢ € ® i¢cin m (¢, A™, F) C m (¢, p, A™, F) dir.
Ispat. X € m(¢,A™, F) olsun. Bu takdirde her bir sabit s ve o € ¢, igin

> d(A™X},0) < K¢,

keo
olacak sekilde pozitif bir K saysi vardir. Béylece her birp > 0veo € @, igin Y d (A™X,0)F <
nes
K¢, dir. Buradan X € m (¢, p, A™, F) dir.

Teorem 3.3.5. m (¢,p, A™, F) C m (¢, p, A™, F) olmas icin gerek ve yeter gart sup (%) <
s>1 s
oo olmasidir.
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ispat. X € m(¢,p, A™, F) olsun. Bu takdirde

1 _
sup — Y d(A™X,0° <00
s>1, GPG(,OS ¢s g ( k )

dir. Kabul edelim ki sup (¢ ) < oo olsun. Bu takdirde her bir s ve en az bir K pozitif
5>1 8

sayis1 icin ¢, < K1, dir. Boylece her bir s i¢in ¢L < éﬁ dir. Bu nedenle her bir s igin

Zd(Aka,O)p < — Z d (A™ Xy, 0)?
¢3 k€o s keo

dir. Bu egitsizlikte s > 1 i¢in her iki tarafin supremumu alinirsa

1 ~
s d(A™X;, 0 < K su d(A™X,0)?
21, 0%303 ¢s kEG; ( k ) s>1 0’12903 ¢s keza ( . )
elde edilir. Bu nedenle
1 ~
sup — Y d(A™X;, 0 < 0
s>1, opecps %bsge; ( &0)

dir. Boylece X € m (v, p, A™, F) olur.
Tersine m (¢,p, A™, F) C m (¥, p, A™, F) ve kabul edelim ki sup,>4 (—%) = oo olsun.
Bu takdirde hm ( o ) = oo olacak gekilde dogal sayilarin artan bir (s;) dizisi mevcuttur.

Bu durumda B € Rt ve her s; > 4 icin z > B olacak sekilde i9p € N mevcuttur.

Boylece - b ¢ ve dolayisiyla her s; > g igin

Zd (A™ Xy, 0)?

kco

Zd(Aka,O)P
kco

/llbs,, ¢si

bulunur. s; > iy ve 0 € @, ’ ler lizerinden supremum alimirsa

sup L Zd (A™X, 0 > B sup L Zd (A™ Xy, 0)? (3.3.1)
5; 240, 0€Q, ¢si keo 8: 20, o€, Ps; el

elde edilir. (3.3.1) esitsizligi saglandigindan her B € Rt igin (B saysum yeterince bityitk
secebiliriz)

0< sup 1 Zd(Aka,(_))p < 00
s>1, OEP, ¢3 kco
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egitsizligini saglayan X € m(¢,p, A™, F) ler igin

1 -
sup -— Y d(A™X;, 0 =
8; 210, aCyp, wsi g’ ( )

elde edilir. ,
Bu nedenle X ¢ m (¢, p, A™, F) dir. Bu m (¢,p, A™, F) C m (¢,p, A™, F') olmasiyla
celigir. Boylece sup;>; (¢ ) < oo dir.

Teorem 3.3.5° den agagidaki sonuca ulagirz.

Sonug 3.3.6. m (¢, p, A™, F) = m (¢, p, A™, F) olmasi igin gerek ve yeter sart

o<igt (%) < (%) <o0

olmasidir.

Teorem 3.3.7. £, (A™, F) = {X = (Xi) : >0, d(A™X},0)P < 0o} olmak tizere £, (A™, F) C
m (¢,p, A™,F) C s (A™, F) dir.
Ispat. X € £,(A™, F) olsun. Bu taktirde

o0

Zd(Aka,(—))p < 00.

k=1
elde edilir. (¢,) monoton artan oldugundan

d(A™X;, 0P < — d(A™X;, 0P < — d(A™ X}, 0 < oo
5 A0 5 307 < 5 Saan
elde edilir. Boylece
1 ~
sup — > d(A™X;,0)? < .
s>1, apeps ¢.9 keza ( k )

olur.
Bu gosterir ki £, (A™,F) C m(¢,p, A™, F) dir. $imdi X € m(¢,p,A™, F) oldugunu
farzedelim. Bu taktirde

sup L Zd(Aka,ﬁ)p < oo,
s21, o€p, ¢s keo

olur. Boylece her k € o ve en az bir pozitif K sayisi icin [d (A™X},0)] < K¢, ’dir. Buna
gore = € {oo (A™, F) dir.
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Sonug 3.3.8. Eger 0 < p < q ise m (¢, p, A™, F) C m(¢,q, A™, F) dir.

ispat.
(Z [d (Aka,())]q) < (z [d (Aka,ﬁ)]p) , (0<p<q).
k=1 k=1
egitsizliginden cikar.
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