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BIRLESIK POISSON SURECI UZERINE BIR GALISMA
Gamze Ozel
0z
Ny
Bu galismanin amaci, {N,,t>0} homojen Poisson stireci olmak tzere, X, =),
i=1

bigiminde tanimlanan {X,,t >0} birlesik Poisson siirecinde Y,, i=12,..., raslanti

i

degigkenlerinin kesikli oldugu, sonlu degerler aldi§i durum igin X,’nin olasilik

fonksiyonunu ve énceden belirlenen bir dederi ilk agma zamani olan T'nin dagilim
fonksiyonunu elde etmektir.

Ikinci Bolim’de homojen Poisson slireci, homojen olmayan Poisson slreci, birlegik
Poisson sireci tanitilmig; ilk agsma zamanlannin dagihmlanna iligkin galismalar

verilmistir.

Ugtincii Bélim'de X,'nin olasilik fonksiyonunun ve ilk asma zamaninin dagiim

fonksiyonun nasil elde edildigi agiklanmisg; sayisal érnekler verilmigtir.
Dordunct Bélum’tnde galigmanin sonuglar sunulmus ve tartigilmistir.
Anahtar Kelimeler: Poisson Siiregleri, Birlegik Poisson Sireci, [lk Asma Zamani.

Danigman: Prof. Dr. Ceyhan Inal, Hacettepe Universitesi, Istatistik Bolumii, Olasilik
Teorisi ve Olasilik Stiregleri Anabilim Dal.



A STUDY ON COMPOUND POISSON PROCESS
Gamze Ozel

ABSTRACT

Let {N,,t>0} denote a homogeneous Poisson process and {X,,t=0} be a

Ny
compound Poisson process, i.e., Xt=ZY,. Y,, i=12,..., are iid., discrete,

i=1
positive random variables with finite values. The aim of this study is to obtain
probability function of the compound Poisson process consisting of discrete random
variables with finite values and investigate distribution function of the first exit time
of compound Poisson process.

In Second Chapter, homogeneous Poisson process, nonhomogeneous Poisson
process, compound Poisson process are introduced and related studies about the
first exit time are given.

In Third Chapter, the probability function of X, and distribution function of the first

exit time for compound Poisson process are explained and some examples are

given.
In Fourth Chapter, the results of this study are presented and discussed.
Keywords: Poisson Processes, Compound Poisson Process, First Exit Time.

Advisor: Prof. Dr. Ceyhan Inal, Hacettepe University, Department of Statistics,
Probability Theory and Stochastic Processes Division.
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1. GIRI$

Poisson strecleri, olasiliksal (stochastic) streglerde 6nemli bir yer tutar ve tip,
jeoloji, endustri, finans, sigortacilik gibi birgok alanda uygulanir. Poisson stregleri
tasidiklari ozelliklere gére, homojen (homogeneous) Poisson slireci, homojen

olmayan Poisson siireci ve birlegik (compound) Poisson stireci adini alirlar.

{N,,t =0} homojen ya da homojen olmayan Poisson sireci ve Y,, i=12,..., ortaya

N,
gikan her olaya baglanan raslanti degiskenleri olmak lzere, X, =ZYi bigiminde

i=1

tanimlanan {X,,t =0} sirecine birlesik Poisson sireci adi verilir. Y,

Lo i=12,...,
raslanti degigkenleri kesikli ise, X, raslanti degiskeni kesiklidir; surekii ise, X,
raslant! degiskeni de sireklidir. X, kesikli oldujunda olasilik fonksiyonunu, strekli

oldugunda olasilik yogunluk fonksiyonunu bulmakta gtgliklerle karsilagiimaktadir.

Bu nedenle X,'nin 6nceden belirlenen bir degeri ilk agsma zamani olan T’nin

dagihim fonksiyonunu da elde etmek giiclesmektedir.

Bu galismada, Y;, i=12,..., raslanti degiskenlerinin kesikli oldugu ve j=0,12,...,m
(m < c) gibi sonlu deger aldigi durum igin X, 'nin olasilik fonksiyonunun ve ayrica

onceden belirlenen bir dederi ilk agma zamani olan T’nin dadihm fonksiyonunun

elde edilmesi amaglanmigtir.

Calismanin lkinci Bolumi’'nde, homojen Poisson siireci, homojen olmayan Poisson
streci, birlegik Poisson sireci tanitiimig; sirece iligkin raslanti degiskeninin
Onceden belirlenen bir dederi ilk agma zamani olan T’nin dagiim fonksiyonuna
fliskin calismalar agiklanmugtir.

Uglini Béliim'de X, 'nin kesikli oldugu durum igin X, 'nin olasilik fonksiyonunun ve

T’nin dagihim fonksiyonunun nasil elde edildi§i agiklanmig ve sayisal &rnekler
verilmigtir.

Dorduincl Bolim'de, elde edilen sonuglar tartigiimigtir.



2. POISSON SUREGLERI

2.1. Girig

Bu bélimde, homojen Poisson siireci, homojen olmayan Poisson sireci, birlegik
Poisson sireci ve sagladiklarn bazi temel 6zellikler agiklanacak; homojen Poisson
slireci ve birlesik Poisson silirecinin 6nceden belifenen bir degeri ilk asma
zamanlarinin dagihmlarina iligkin galigmalar tanitilacaktir.

2.2. Homojen Poisson Siireci

Poisson sureglerinin temeli olan homojen Poisson slrecinde olaylar, bazi
aksiyomlar altinda, bagimsiz olarak ortaya ¢ikarlar ve birim zamanda ortaya
gikmasi beklenen olay sayisi zaman iginde degismez.

N,, (0,t] zaman aralifinda ortaya gtkan olay sayisini gostermek tizere {N,,t=0}

Poisson siireci agagdida verilen aksiyomlari saglar:

Aksiyom 1: Herhangi t uzunlugundaki bir zaman aralijinda N,’deki her deJisme
bir birim biyukliglindedir;

Aksiyom 2: t,s >0 igin, N,,; —N,, N, 'den bagimsizdr;

Aksiyom 3: t,s 20 igin, N, —N,’'nin dagihimi tden bagimsizdir, s'ye baghdir,

Aksiyom 4: N, =0'dur.

Yukarida verilen aksiyomlari saglayan homojen bir Poisson sirecinde asagida
verilen 6zellikler gézlenir.

1) N,, durum uzayi S ={0,1,2,...} olan kesikli bir raslanti degigkenidir. t zamanina

dek i tane olayin ortaya ¢gikmasi olasili§l,

PN, =i)=p,(t),  i=0,12,..igin (2.1)

bigiminde tanimlanir.

2) p,(t), t'ye gore turevienebilir.



3) Surecin baglangi¢ kosullar p,(0) =1 ve i=1,2,... igin p,(0)=0'drr.

4) Birbirini izleyen ve ortak noktalari olmayan iki zaman araliginin uzunluklari t ve s

olsun. t + s uzunlugundaki zaman araliginda i tane olayin ortaya ¢ikmasi olasili§,
i
pi(t+s)=> p (tpii(s), k<iigin (2.2)
k=0

olur.

5) Cok kiguk bir At igin, (t,t+At] zaman araliginda bir olayin ortaya gikmasi

olasiligi yaklasik olarak At ile orantilidir:

pi( At )= AAt,

p1( At ) =AAt+ O(At). (2.3)
(t, t+ At] zaman arali§inda O (sifir) olayin ortaya gikmasi olasiligl,

po(At)= 1- AAt,

po( At )= 1— AAt + O(At) (2.4)
ve en az iki olayin ortaya gikmasi olasili§i,

P(N,, >2)=0(aAt)

olur. Burada 0(At) fonksiyonu asagidaki 6zeliikleri saglar:

0(At)+ ... + 0(At) = 0(at),



jim A _ o
A0 At

(Haight, 1967; Inal, 1988)

2.2.1. N¢'nin olasilik fonksiyonu

Yukarida verilen esitliklerden yararlanarak N,’nin olasilik fonksiyonu buiunacaktir.
Bu amagla (0,t] zaman araliginda ortaya gikan olay sayisi N, olmak lizere Esitlik

(2.3) ve Esitlik (2.4)'ten yararlanarak 6ncelikle p,(t+At) olasiligi hesaplanacaktir.

Bu olasilik,

p;(t+At)=P(N,,, =i)
=P(N, =i)P(Ny, 5 —N; =0)+P(N, =i-1)P(N,,, - N, =1)+
PN, =i—=2)P(Ny,» —N; =2)+...+ P(N, = 0)P(N,,, — N, =1)
=P(N, =i)p,(At)+P(N, = i—1)p1(At)+ZP(N, =i-K)p,(At)

k22
=P(N, =0)[1- 1At + 0(At)]+ P(N, =i— D[AAt + 0(At)] + O(AL)
=p,(t)(1—-AAt) +p,, ()(RAL) + O(At)
bigiminde yazilip tekrar diizenlenir ve At — 0 igin limit alinirsa,
pi(t) = —Ap;(t) + Ap,_(t) (2.5)

diferansiyel denklemine ulagilir. Esitlik (2.5)'ten i =0 igin,

P, (t) = —Apo (t) +Ap(t)
= 'Xpo(t)

elde edilir ve bu diferansiyel denklemden,

po(t) = e—M



bulunur. i=1,2,... igin ayni yol izlenirse,

p,(t) = e MAt,

“a (M)

pz(t)ze o1

elde edilir ve genel olarak,

pi(t)=P(N, =i)=e™ (—7‘;)— i=0,12,... igin (2.6)

=0, 8.d. igin

yazilabilir. Yukanda elde edilen fonksiyon, Poisson olasilik fonksiyonudur. Bu

nedenle, {N,,t>0} olasiliksal slrecine homojen Poisson siireci ya da basit

(ordinary) Poisson slreci adi verilir. Poisson dagilimindan yararlanarak N,’nin

beklenen deger ve varyansi asagidaki gibi bulunur:

E(N)=2at,  V(N,)=At.

Burada A, birim zamanda ortaya gikmas! beklenen olay sayisidir ve ortalama oran

adini alir. p,(t) olasiligt,
p;(t) =P(N, =i)=p(i;At), i=0,12,... igin (2.7)
bigiminde de gdsterilir.

Aksiyom 2’ye gore, {N,,t>0} homojen Poisson siireci, duragan badimsiz artmalara
sahiptir. Herhangi iki t, ve t, zamani igin N, -N,, t, -1, uzunlugundaki zaman
araliinda ortaya c¢ikan olay sayisidir ve i(t,—-t,) parametresi ile Poisson

dagiimina sahiptir. Buna gore,
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P(Ntz - Nt‘ = k) = e““l(tz—h) [l(t_zi_;_'_‘ﬂ , k = 0' 1’ 2, . lan

=0, 6.d. igin
olur; beklenen deder ve varyans asagidaki gibidir:
E(N, -N,)=A(t;—1,),  V(N, =N, )=2t, -1,).
(Inal, 1988; Grimmett, 2001)

2.2.2. Olaylar arasinda gegen zamanin dagilimi
Homojen bir Poisson slrecinde birinci olay ortaya gikincaya dek gegen zaman T,,
birinci olaydan sonra ikinci olay ortaya gikincaya dek gegen zaman T,, ... olsun.

T,,T,, ... bagimsiz ve ayni dagilima sahip surekii raslant degiskenleridir.

Aksiyom 2'ye gére, homojen bir Poisson silirecinde (s, S+ t] zaman araliginda ortaya
¢tkan olay sayist, (O, s] zaman araliinda ortaya ¢ikan olay sayisindan bagimsizdir.
n’inci olay ortaya gikincaya dek gegen zaman S_, (n+1)’inci olay ortaya gikincaya

dek gecen zaman S, , ve iki olay arasinda gegen zaman T =S S, ile

n+1 T~

gosterilsin. T'nin bir t dederinden buyilik olmasi, bu zaman araliinda higbir olayin
ortaya gtkmamasi demektir:

P(T > t)=P(S,,,-S, >t)=P(N,,, -N, =0)=e™,

s+t
Buna gore, T'nin dagilim fonksiyonu agagidaki gibi olur:

F.(t)=P(T <)
=1-P(T > )

t slrekli oldugundan T'nin olasilik yogunluk fonksiyonu,



fr(®)=2e™, t>0igin
=0, t <0 igin

elde edilir. Yukarida elde edilen fonsiyon, Ustel olasilik yogunluk fonsiyonudur. Buna
gore, homojen Poisson slreci igin iki olay arasinda gegen zamaninin beklenen

degeri ve varyansi,

ET)=1

olur.
S, =T,+T, +..+T,, baglangigtan itibaren n tane olay ortaya gikincaya dek gegen

zamani gostersin. S, raslanti degigkeninin olasilik yogunluk fonksiyonu, gama

olasilik fonksiyonudur:

)\'n
(n = 1)
=0, t<0 igin.

t" e *,  t>0 igin

fsn(t) =

(O,t] zaman aralijinda ortaya gikan olay sayisinin herhangi bir n degerinden kiglk

olmasi olasilidi ile n tane olay ortaya ¢ikana dek gegen zamanin t'den blyik olmasi

olasilidi birbirine esittir:
P(N, <n)=P(S, > 1t). (2.8)
(Cox and Miller, 1965; Inal, 1988; Papoulis and Pillai, 2002)

2.2.3. Rasgele se¢im altinda homojen Poisson siireci
Ortalama orani A olan {N,,t >0} homojen Poisson siirecinde ortaya ¢ikan olaylarin
tumintn kayit edilemedidi varsayilsin. Her ortaya ¢ikan olayin kayit edilebilmesi

olasiig p olsun. M, t zamanina dek kayit edilebilen olay sayisini ve M;, t



zamanina dek kayit edilemeyen olay sayisini géstersin. MY ve M asagidaki gibi

tanimlanir:

M = ZYk . (2.9)

Ny
MO =3 (1-Y,) =N, - M.

k=1

Burada bir olayin kayit edilmesini sadlayan Y,, k=12,..., raslanti degigkeni

P(Y, =1 =p, P(Y, =0)=1-p ile Bernoulli dagilimina sahiptir.

t zamanina dek n tane olayin ortaya ¢iktigi bilindiginde, kayit edilen olay sayisi
asagida verilen ikiterimli (binom) dagilima sahip olur:

n
P(M; =k/N, =n) = (k)pkﬁ -p)"*,  k=0,12..,n igin
=0, 6.d. igin.

Yukarida verilen kosullu olasilik fonksiyonu yardimi ile M ve N,’nin bilesik olasilik

fonksiyonu,

P(M! =k,N, =n)=PM! =k/N, =n)P(N, =n)

( ]p (1 p)n—k ~At (A't)n
n!

olarak elde edilir. Elde edilen bilesik olasilik fonksiyonundan yararlanarak M;

raslanti dediskeninin olasilik fonksiyonu asagidaki gibi bulunur:

PM; =k)=i@p"m pyres B

n=k



k
e —Lif) . k=0,12,... igin (2.10)

=0, 6.d. igin.

Gorildagu gibi, M], Apt parametresi ile Poisson dagilimina sahip raslanti

degiskenidir. Yine ayni yolla kayit edilemeyen olaylarin sayisini veren M{ raslant:

degiskeninin olasilik fonksiyonu,

i
PV =j)=e‘*‘qﬁ'},ﬂ’—, i=0,1,2.... igin

=0, 0.d. icin
olarak elde edilir. M] ve M{'in bilegik olasilik fonksiyonu,

PM; =kM; =)= P(M{ =k\N, = j+k)
=P(M! =k /N, = j+K)P(N, = j+K)

_ j+ky) JIPRYE Y (L)
“K K )p d p)}[e (J’+k)!]

~ g (AMp)* - (Ma)
K T

ik=0,1,2,... icin

=0, 8.d. igin

olur. Bu ifade, M] ve M} raslanti degiskenlerinin bagimsiz olduklarini
gostermektedir. {M},t >0} surekli zamanl olasiliksal slireci Ap ortalama orani ile,

{M?,t>0} surekli zamanli olasiliksal stireci de A(1-p) ortalama orant ile bir

Poisson strecidir.

(Falmagne, 2002)



2.3. Homojen Olmayan Poisson Siireci
Homojen olmayan Poisson silirecinde ortalama oran zamanin slrekli bir

fonksiyonudur. N, (0, t] zaman aralifinda ortaya g¢ikan olay sayisini gdstermek
tzere, {N,t2>0} ile gosterilen homojen olmayan Poisson sureci agagidaki

aksiyomlar! saglar:

Aksiyom 1: N, =0'dir;

Aksiyom 2: Ortalama oran, t'nin diferansiyellenebilir bir fonksiyonudur ve A(t) ile
gosterilir;

Aksiyom 3: N, —N,,, N, ‘den bagimsizdir.

N, ’nin olasilik fonksiyonu asagidaki gibidir:

p(=PN, ==e> L i=042. igin
=0, 6.d. igin.
Burada A,
t
A, = [ru)du

0
bigiminde tanimlanir.
Homojen olmayan Poisson siireci igin beklenen deder ve varyans agagidaki gibidir:

E(Nt):‘Ats V(Nt)=At'

N, ~ N, 'in olasiiik fonksiyonu,

10



‘(Atz "Au) (Atz - Ah )i

P(N, -N, =i)=e :

, i=0,12,... icgin

=0, 6.d. igin

bigimindedir. Burada A, —A,,

olarak tanimlidir.

Homojen olmayan Poisson sirecinde n tane olay ortaya gikincaya dek gegen sire
olan S, igin Esitlik (2.8)'den,

P(S, <t)=1-P(S, >1)
=1-P(N, <n-1)

yazilabilir. Buradan S, ’nin dagdilim fonksiyonu,

n-1 i
F (D=1-> e™ -.“-(Ai;)
i=0 J
=1-|e™ +e™ (a,) +e™ (A" . re™ (A
1 2 (n-1

bulunur. Yukaridaki dagiim fonksiyonundan S, 'nin olasilik yo§unluk fonksiyonu,

-A, (A )M
(n-1"

=0, t<0 igin

fs ()=Ae t>0 igin

11



bigiminde elde edilir. Burada A}, A,’'nin tye gore tlrevini gdstermektedir.
(n-1)’inci olaydan sonra n'inci olay ortaya gikincaya dek gegen zamanin (T, 'nin)

olasilik fonksiyonu, n = 2,3,4,... igin,

oldugu dustintlerek S, 'nin olasilik yogunluk fonksiyonundan elde edilebilir.
(Synder and Miller, 1991; Ross, 2000)

2.4, Birlesik Poisson Siireci
Birlesik Poisson sirecine iligkin ilk galisma Feller (1957) tarafindan yapiimistir.

{N,,t > 0}, homojen ya da homojen olmayan Poisson streci olsun. t zaman dogrusu
boyunca ortaya ¢ikan her olaya Y,,Y,,... ile gbsterilen ayni dagilimh, bagimsiz
raslanti degiskenleri baglansin. Bu raslanti degigkenleri {N,,t >0} surecinden de

bagimsiz olsunlar. Buna gdre,

X, =3, (2.11)

biciminde tanimlanan {X,,t>0} siirecine birlesik Poisson sureci adi verilir.
{N,,t = 0} strecinin homojen olmayan Poisson stireci olmas! durumunda {X,,t >0}

slirecine birlesik Cox slireci (compound Cox process) ya da birlesik yenileme slreci
(compound renewal process) adi verilir.

{N,,t>0} sdreci ile {X,t=0} sdreci birbirinden {X,t=0} slrecinin artma
blyukltklerinin 1’e esit olmasi yerine raslanti degiskeni olmast ile ayrilirlar. Y,
i=12,..., raslanti degiskenleri kesikli ise, X, raslanti dedigkeni kesikli; sirekli ise,

X, raslanti degiskeni de sireklidir.
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Y., i=12,.., raslanti degiskenleri 0,1,...m degerlerini alan kesikli raslanti

degiskenleri ve Y; raslanti degiskeninin j dederini almasi olasilidt,
P(Yi =j)=pj' ij =1
j=0

ise, Esitlik (2.11)'de verilen birlesik Poisson slireci asagidaki gibi de tanimlanabilir:

X, =3 X, (tA,). (2.12)

=

Burada j=12,...,m igin X,(t1;) bagimsiz sireglerdir ve X,(tA) = ON® = 0°dur.
j=12..m igin X;(tA;) =N ve {N{,t>0} streci A, =Ap, ortalama orani ile
Poisson surecidir. Esitlik (2.12)de verilen {X,,t=0} sureci, m'inci dereceden

birlesik Poisson stireci adint alir. Esitlik (2.12)'nin yazilabilecedi Kesim (2.4.2)de

X, 'nin karakteristik fonksiyonu verildikten sonra gdsterilecektir.

{X,,t=0} slirecinin birlegsik Poisson slreci olabiimesi igin agadida verilen

aksiyomlarin saglanmast gerekir:

Aksiyom 1: t,s>0 igin, X, — X,, X,'den bagimsizdir;
Aksiyom 2: t,s>0 igin, X, —X,’'nin dagilim yalnizca s'ye baglidir, tye bagl
degildir.

Bu calismada incelenen birlesik Poisson stirecinde, {N,,t >0}’in homojen Poisson

slireci oldugu varsayimistir. Poisson siirecinde beklenen olay sayisi zamanin
uzunlugu ile dogru orantili oldugundan birlesik Poisson siireci duragan bagimsiz
artmalara sahip olur. Bu o&zellidi gostermek igin, birbiri ile gakigmayan zaman
araliklarinda, ortaya gikan olaylarin birbirinden bagimsiz olmalarindan yararlanilir.
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0 <t <t, <...<t, verilsin. t, zamanina dek N, olay, t, zamanina dek N, olay,
..., tn zamanina dek N, olay ortaya giksin. Bu olaylarin her birine karsilik gelen Y;

raslanti degiskenleri igin tanimlanan,

Ot]igin : {Y.... Yy N}

(tuto]igin o {Yy oo Yo, Ny =Ny 3
(toota]igin : Yy nYy N, =N, }
raslant! degiskenleri bagimsizdir. X, 'deki,

Xy, = Xo =Yy +ot Yy

Xy =Xy =Yy, Font Yy,

ti+1

X, —X

) T (I Yan
artmalar zaman araliginin uzunlugu ile dogru orantili olduklarindan duragandirlar.

(Cinlar, 1975; Snyder and Miller, 1991; Reiss, 1993)

2.4.1. Birlesik Poisson siirecinde X;'nin dagilim fonksiyonu

X, 'nin dagilim fonksiyonu agagidaki gibi bulunabilir:

Fy, (X) =P(X, £ %)= P[}Nf Yi< XJ

i=1

_ i in <x/N, = n) (M)"e-?.t

n=0 i=1 n!

_ 3 O pogy,

n=0 n



Burada F™(x) = P(Y, +Y, +..+ Y, <x)'dir. n=0 igin F™(x),

FO(x)=1, x=0 igin
=0, x<0 igin

olur.
(Parzen,1962)

2.4.2. Birlesik Poisson siirecinde yaratici fonksiyonlar
Birlesik Poisson sureci igin karakteristik fonksiyon,

Nt

2y Y,
9 (2)=E(e™)=E(e ™ )
w0 izzn:Yl
=>P(N, =n)E(e ¥ /N, =n)
n=0
® |zn~Y,
=P(N, =0)+ > PN, =n)E(e ® /N, =n)

n=1

(2.13)

olur. Ayni dagihmh Y,,Y,,... raslanti degiskenlerinin ortak karakteristik fonksiyonu

oy (2) ise,

E[exp(izi Y;)/N, = H)J =loy (@)

biciminde yazilabilir. Bu beklenen deger Esitlik (2.13)'teki ifadede yerine yazilir ve

dizenlenirse, birlegik Poisson siireci igin elde edilen karakteristik fonksiyon

asagidaki gibi olur:

0 (2) = 4 e o)
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_ e—nl:1 + Moy (2) + [7"t(I’Y(Z)]2 _l_:l
1 2l

— e“[‘l’y(z)-ﬂ ) (2.14)

{X,,t =0} birlegik Poisson siireci igin elde edilen karakteristik fonksiyon kullanilarak

beklenen deger ve varyans,

E(X,)=pr,  V(X\)=(c® +p?)t

olarak bulunur. Burada p ve o?, Y,,Y,,... raslanti dediskenlerinin ortak beklenen

deder ve varyansidir.

Y., i=12,..., kesikli raslanti degigkenleri ve ortak olasilik yaratici fonksiyon g(s)

ise, X,'nin olasilik yaratici fonksiyonu da
gy, (5) = el (2.15)

bigiminde elde edilir.

Y,, i=1,2,..., raslanti degigkenleri kesikli ve j=0,1,...,m gibi sonlu degerler aliyorsa

ortak olasilik yaratici fonksiyon,

gv(s)=ps

j=0

=P, +PS+P,8° +...+p,S"

bigimindedir. Buna goére, {X,,t =0} slreci igin olasilik yaratici fonksiyon j=0,1,....m

igin A; = Ap; olmak tzere Esitlik (2.15)'ten agagidaki gibi elde edilir:
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Ix (S) = el’t[(po+P18+...+pmsm )__1]
t

=e Mpg +AtpS+..+Mp 8™ e-—ht

_ . 2 m
=e (1 po)el1ts+x2t$ +...+lmt3 . (2.16)

(Parzen, 1962; Gallot, 1993)

Esitlik (2.12)nin yazilabilecegini Esitlik (2.14)'te verilen karakteristik fonksiyondan
yararlanarak gosterebiliriz. CUnkd, Esitlik (2.12)ye goére X,’nin karakteristik

fonksiyonu,

2 izi X;(tag)
¢x (z)=E(e™')=E(e ™ )

eiz(1Ng1)+2N£2)+...+mN$m)

iz iz2N{2) izmnim)
=E@E™™ YE(E™Y )...E(e"™ )

_ expg(e“—n expzt(e“-nmexpmt(e‘z—n

i2z

Apte” +Ap te'?% . + APt ™E ~(ADt+ APyt +... +APM)

=e
—e Apte® +ap,te'?? +. +apte!™ ~At(1-pg )

A M(Po+pieZ+po€'2Z +...4ppe ™ )-at

=€

elde edilir. Burada p, +p, +...+p, =1 oldugu ve X,(t4;}, j=0,1,....m, streglerinin

bagimsiz oldukian dikkate alinmigtir. Y,

, i=12,..., raslanti degiskenlerinin ortak

karakteristik fonkisyonu,

2 .+pe™

¢y(2)=p, +p,e” +p,e
oldugundan ¢y (z),

0y (2)= gMlov(2-1]

biciminde de yazilabilir. Bu karakteristik fonksiyon, X, igin Esitlik (2.14)'te verilen
karakteristik fonksiyona esittir. Buna gore, Esitlik (2.12) yazilabilir.
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2.4.3. Birlegik Poisson siirecinde X¢nin olasilik dagilimi

Y,, i=12,... raslanti degigkenleri kesikli ise, X, nin olasilik fonksiyonu,

by ()= SP(Y, +Y, +..+Y, =k/N, =n)P(N, =n), k=0,42,. (2.17)
n=0
=0, 6.d. i¢in

olur. Esitlik (2.17)den X, 'nin olasilik fonksiyonunun fonksiyonel bigimine ulagmak

¢ogu kez glgtur.

Y,,Y,,... raslanti degigkenlerinin ortak dagilimi u parametresi ile Poisson dagilimi
olsun. Buna gore, {X,,t>0} sirecinin karakteristik fonksiyonu ve olasilik yaratici

fonksiyonu,

¢ (2) = exp[M(exp(u(e® = 1))-1],

g, (s) = exp[t(exp(u(s — 1))-1] (2.18)
elde edilir. Buradan beklenen deger ve varyans,
E(X,)=pAt, V(X,)=pit(n+1)

bulunur. Y, +Y, +...+Y,, nup parametresi ile Poisson dadilimina sahip oldugundan,

X, 'nin olasilik fonksiyonu Esitlik (2.17)'den,

o 13 n
O e (2.19)
n=0 . .
-0, 6.d. igin
yazilabilir.
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Y,.Y, raslanti degigkenlerinin ortak dagilimi m ve p parametreleri ile ikiterimli
dagiim ise, {X,t=0} slrecinin karakteristik fonksiyonu ve olasilik yaratici

fonksiyonu asagidaki gibi olur:

oy (2)= exp[ M((1-p) +pe”)" - M] :

gy, (5) = exp[ M((1-p) +ps)™ — ] . (2.20)

Bu fonksiyonlar yardimiyla {X,t>0} sireci icin beklenen deger ve varyans

asagidaki gibi elde edilir:
E(X,)=mpAt, V(X,)=(mitp)+mitp*(m-1).

Y,+Y,+..+Y,, nm ve p parametreleri ile ikiterimli dagilimina sahip oldugundan,

X, 'nin olasilik fonksiyonu Esitlik (2.17)den,

2. nm nmok - Aty
px‘(k)=}:[ ‘ ]p"ﬁ—p) ‘e “in—l)—, k=0,12,... (2.21)
n=0 y
=0, 0.d. igin

biciminde yazilabilir.

Esitlik (2.18), (2.19) ve Esitlik (2.20), (2.21)yden X, ’'nin olasiiik fonksiyonunun

fonksiyonel bigimine ulagilamamaktadir.

Y,,Y,,... raslanti degiskenlerinin ortak dagilimi agagida verilen p parametreli kesikli

logaritmik dagiim olsun:

qy
yin(1/p)’
=0, 6.d. igin.

p(y)= y=12,... i¢in
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Burada, O<p<1 ve p+q=1dir. Kesikli logaritmik dagilim igin karakteristik

fonksiyon,

_ In(1-qiz)

0,(z) (D)

bigimindedir. {X,,t >0} siirecinin karakteristik fonksiyonu, r = (M) olmak Uzere,

In(1/p)
ox (2)= (1 —pqiz)

elde edilir. Bu karakteristik fonksiyon kullanilarak birlegik Poisson siireci igin olasilik

fonksiyonunun r>0 ve O<p<1 parametreleri ile eksi ikiterimli dagilim oldugu

goralar:

B r+k-1

Px(k)=\" Jp'q“, k=0,12,... igin

Il
o

6.d. igin.

Buradan beklenen deger ve varyans agagidaki gibi elde edilir:

. V(X)=r-.

p

E(X,)=r

o |l.a

(Girault, 1966; Thomasiam, 1969; Wang and Lu, 1990)

Y,, i=12,..., raslant: degigkenleri stirekli ise X, 'nin olasilik yogunluk fonksiyonu, .

f ()= 3 Frovneey, 0N, =N)P(N, =n), x>0 igin (2.22)
n=0
=0, x <0 igin
olur.
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Y, Y,,... raslanti dedigkenlerinin ortak dagilimi parametresi a olan tistel dagilim ise

olasilik yogunluk fonksiyonu,

y

fly) = %e_a . y>0igin
=0, y <0 igin
ve karakteristik fonksiyonu,

¢ (2) = (1-aiz)™

bicimindedir. {X,,t >0} sirecinin karakteristik fonksiyonu ise agagidaki gibidir:

0y (2) = exp[At((1—aiz)™ - 1)] . (2.23)

Y, +Y,+..+Y,, gama dadiimina sahip oldujundan, X,'nin olasiik yogunluk

fonksiyonu Esitlik (2.22)'den,

= A t-1g~M (}Mt) oM =
x (X) = ;(n 1)' 5 , X0 igin (2.24)
=0, x <0 igin

biciminde yazilabilir. Esitik (2.23) ve (2.24)ten X,'nin olasihk yogunluk

fonksiyonunun fonksiyonel bigimine ulagilamamaktadir.

2.4.4. Birlesik Poisson siirecine iligkin bazi 6rnekler

Ornek (2-1): 0<t, <t, <... zamanlarinda bir magazaya gelen alicilarin magazaya
geligleri, A ortalama orani ile Poisson slrecine uysun. Magaza sahibi, belirli bir stire
sonra gelen alicilarin yaptigi alisveris sonucunda elde edilen kazangla ilgilenir.
Burada i’inci alicinin harcadi§i para miktari 6teki alicllarin magazaya geliglerinden

ve harcadiklar para miktarindan bagimsizdir. X,, t zamanina dek magazanin elde
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ettigi toplam kazanci gdstermek tzere, {X,,t =0} sireci birlesik Poisson strecidir.

(Cinlar, 1975)

Ornek (2-2): Bir sigorta girketinde polige sahiplerinin, 0 <t, <t, <... zamanlarinda
oldlkleri varsayilsin ve o6lumler A ortalama orani ile Poisson stirecine uysun,
i=12,... igin t, zamaninda &len Kisi igin sigorta sirketi polige sahibinin yakinlarina
police degeri olan Y, miktarini 6demek zorundadir. Bu nedenle sigorta sirketleri
talepleri kargilamak igin, (O, t] zaman aralijinda 6demek zorunda olacag: talep
miktarlarinin toplamini gésteren X, 'nin bilinmesi ile ilgilenir. {X,,t >0} sireci birlesik

Poisson slirecidir.
(Pitman, 1993)

Ornek (2-3): Bir nehir yatagindaki taglarin striiklenmesi olayinda, bir tagin nehir

yataginda 0O<t, <t, <... zamanlarinda yer degistirmesi A ortalama orani ile
Poisson siirecine uysun. Tagin t; zamanindaki yerinin, t,_, zamanindaki yerine
uzakhdi Y, raslanti degigkeni ile gésterilsin. X,, t zamanina dek striklenmis olan
tasin toplam uzakhgini veren raslant degiskenidir. {X,,t > 0} slreci birlesik Poisson

strecidir.
(Parzen, 1962)

Ornek (2-4): Kisilerin bir gin boyunca bir ATM makinasindan para gekmeleri A

ortalama orani ile {N,,t >0} Poisson slirecine uysun. Kisilerin gektikleri para miktar
birbirinden bagimsizdir. i=1,2,... i¢in 'inci Kiginin ¢ektidi para miktar Y, ile
gosterilsin. X,, t zamanina dek bu ATM'den gekilen toplam para miktarini géstersin.
{X,,t 20} sureci birlesik Poisson stirecidir.

(Grimmett, 2001)

Ornek (2-6): Bir sistemde 0<t, <t, <... zamanlarinda ortaya gikan sarsintilar, A
ortalama orani ile Poisson slrecine uysun. i=12,... igin i'inci sarsintinin neden

oldugu zararin buyUklugt Y, ile gdsterilsin. X,, sistemde t zamanina dek ortaya
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¢tkan toplam hasar miktarini gostersin. {X,,t >0} streci birlesik Poisson siirecidir.
Bu toplam hasar miktarinin a gibi bir deJere esit ya da kigtk olmasi durumunda
sistem devam etsin, aksi durumda sistem dursun ve T, sistem basarisiz oluncaya

dek gegen zaman olsun. (T >t) olmasi olasihdi (X, <a) olmasi olasilifina esgittir.

Kesim (2.4.1)'e gore,

2 () e™

P(X, sa)=P(T>t)=Y 22— F(a)

yazilabilir. Sistem bagarisiz oluncaya dek gegmesi beklenen zaman ise asagidaki
gibi elde edilir:

E(T) = j (T > t)dt = Zﬁ(“)"e'” dt]F(n)(a)

=23 FO(a).
n=0

Ozel ofarak, Y,,Y,,... Ustel dadilima sahip raslanti degigkenleriise Y, +Y, +...+Y,

toplami gama dagilimina sahiptir. Buna gore,

n'ﬁx

F(n)(x) 1 Z(l“lx)

olur ve
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1+pa

B(T) = !

bulunur.

(Karlin and Taylor, 1974, 1984)

2.4.5. Birlesik Poisson siirecinin gesitli alanlardaki uygulamalar
Birlesik Poisson sureci jeoloji, genetik, muhasebe, finans, sigortacilik gibi pek gok
uygulama alaninda kullanilmaktadir. Bu alanlarda nasil kullanildigini agiklayabilmek

icin birkag 6rnek verilebilir.

Deprem serisi olasiliksal bir stire¢ olmas! nedeniyle depremle ilgili aragtirmalarda
cesitli hesaplamalar yapabilmek igin birlegik Poisson siireci kullaniimaktadir.
Depremlerin incelenmesinde kullanilan parametrelerden biri blytkliktir. Depremin
buytklugunla hesaplamak igin en uygun yol elastik dalgalarin enerjilerini 6lgmektir.
Olgiilen enerjilerin dénligtimleri ise agagidaki gibi hesaplanir:

EF =-——————(éEi"Eg")), 0<E! <1.

Burada E,, i'inci olayda ortaya gikan enerji miktarini; E_,, , gbzlenen en biiyiik enerji
miktarini; E_,, , gbzlenen en kiglk enerji miktarini gdstermektedir. Birlesik Poisson

slireci, Gospodinov ve Rotondi (2001) tarafindan Balkanlardaki ana sarsintilardan
sonra agiga gikan enerji toplamini modellemek igin kullanilmig ve bu galigmada

serbest kalan enerji toplami,

Ny N(E -E,_ )
X =SNSE' = _('__r."m_,, t>0
t ; l Z(E Emin)

i=1 max

olarak tanimlanmigtir. Burada E; raslanti degigkenlerinin dagiimi N,’den

bagimsizdir.
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2002 yihinda Katz, Amerika’nin Kuzey Atlantik Bolgesi'nde ortaya ¢ikan kasirgalarin

neden oldudu toplam ekonomik zarari incelemigtir. Zararla sonuglanan kasirgalari

N

modelieyebilmek igin olasiliksal model olarak, X, =2Y, bigiminde tanimiadig
f=1

birlegik Poisson stirecini kullanmigtir. Burada (0, t] zaman aralijinda kasirgalarin
ortaya ¢ikigt A ortalama orani ile Poisson silirecine uymaktadir ve Y, i=12,...,

i'inci kasirga ilgili parasal zarari gostermektedir.

Birlesik Poisson slreci radyobiyolojik olaylari tanimlamak igin de kullanilabilir.
Aminoasitten yapilmis birbirini tamamlayici iki iplikten olugan bir DNA molekilinde
tek ipligin zarar gdérmesi durumunda ikinci iplik timler bilgiyi tagididi icin DNA
kendini tamir edebilir. lyonlasan radyasyon iki iplikte ayni anda doku bozuklugu
olugturursa, DNA tamamen kopar ve kendini onaramaz. Bu duruma gift iplik hasari
ya da DSB (Double Strand Breaks) denir. DSB, radyasyon ile kromozomlarda
olusan en onemli doku bozuklugudur. DSB'ler arasindaki etkilesim hicre
olumlerine, mutasyona, kétli ur yapan genlere neden olmaktadir. Nowak ve
arkadaslan 2002 yilinda yaptiklari c¢aligmada birlesik Poisson sirecinden

yararlanarak kiimelenmig DSB modelini incelemiglerdir.

2.5. Homojen Poisson Siireci ve Birlesik Poisson Siireci igin ilk Asma
Zamanlarinin Dagilimlan

Bir {N,,t >0} olasiliksal siirecinde N, ’nin belirlenen bir de§eri (siniri) agincaya dek

gegen en kiiglk zamana ilk agma zaman (first exit time) adi verilir. Bu kesimde
homojen Poisson siireci ve birlesik Poisson siireci igin ilk agma zamanlarinin

dagilimiari incelenecektir.

2.5.1. Homojen Poisson siireci i¢in ilk agma zamaninin dagilimi

Dvoretzky, Kiefer ve Wolfowitz (1953) homojen bir Poisson sireci igin ik agsma
zamani olan T’nin dadilimini incelemis, diferansiyel bir fark denklemini ¢dzerek
T 'nin moment ¢ikaran fonksiyonunu elde etmiglerdir. Ancak T'nin moment gikaran
fonksiyonu T 'nin dagilimi hakkinda yeterli bilgi saglamamigtir.
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Zacks 1991 ve 1997°de yapti§) calismalarda, homojen Poisson sureci igin ilk agsma
zamanlarinin dagiimlarini incelemigtir. Zacks'in elde ettigi sonuglar Gallot (1993),
Stadje (1993) ve ozellikle Picard ve Lefevre (1996) tarafindan gelistiriimistir. Bu
kesimde bu caligmalardan vyararlanarak T’nin dagilimina nasil ulasilacagi

acgiklanacaktir.

{N,,t>0} streci, A ortalama orani ile homojen bir Poisson stireci olsun ve
i=0,12,.. igin olasihik fonksiyonu p(i;At), dagiim fonksiyonu F(i;At) ile

gosterilsin. a pozitif tamsayi olmak Gzere N, 'nin agsmasi igin belirlenen deger,
B(t)=a+t (2.25)
bigiminde tanimlanabilir.

{N,,t =0} silrecinde N,’nin agmasi igin belirlenen deger a bir degismez olmak

lzere,

B=a

olsun. Buna gore, itk agma zamani agagdida verildigi gibi tanimlanir:
T=inf{t:N, > a}.

Buradan T ’nin dagilim fonksiyonu,

F.()=P(T<t)=P(N, >a)
=1-P(N, <a-1)

a-1
=1->p(iAt), t20 icin

i=0

=0, t<0 igin

esitliginden elde edilir.
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N,'nin B(t)=a+t degerini ilk kez agma zamanini gosteren siirekli T raslant

degiskeni agagdidaki gibi tanimlanir:
T=inf{t:N, >2a+t}.

A <1 ise birim zamanda en gok bir olay ortaya gikmasi beklendiginden N, istenen

degeri agamayabilir. A >1 ise, birim zamanda birden ¢ok olayin ortaya glkmaSI

beklendiginden N, istenen degeri agar ve ilk agma zamaninin sonlu olmasi olasiligi
P(T<w)=1 olur. (0,1 zaman aralijinda ortaya g¢ikan olay sayisi olan Nj,
a+1'den buiyiikse T =1 olur; (0,2) zaman aralijinda N, <a+1 ve N, 2a+2 ise
T=2 olur; ... Buna gbre, T>t olmasi i¢cin (a+t)'inci olayin t'den dnce ortaya

¢itkmamasi gerekir.

Zacks'in 1991 ve 1997 yilllarinda yapti§i ¢alismalar sonunda, T'nin dagiim

fonksiyonu,

F.(t)=P(T<t)=1-P(T > 1)

a+t

=1- z[pa; M)~ {Z p(a-+ FAPh(i-a - it~ j)ﬂ

i=0

bigiminde elde edilmistir.

Burada, 0 <u <t olmak Gizere h(j;t),

h(i;t)=P(N, <u,N, =i)

bicimindedir.

2.5.2. Birlesik Poisson siireci igin ilk agma zamaninin dagilimi

Birlesik Poisson slreci igin elde edilen ilk agma zamaninin dagilim: givenilirlik

kurami, ardisik ¢éziimleme, kuyruk kurami, risk analizi, hidrojeoloji vb. alanlarda
uygulanabilir. Risk analizinde ilk agma zamaninin dagilimi, birikimli toplam hasarin
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bir sigorta sirketinin anaparasini agtigi itk zamanin dagihimidir. Hidrojelojide ilk
asma zamaninin dagihmi, bir barajda biriken su miktarinin belirlenen seviyeye
ulastigi ilk zamanin dagilimidir.

Birlesik Poisson sirecinde ilk agma zamanlarinin dagilimlarinin hesaplanmasi igin

kesin bir algoritma literatirde mevcut degildir. ;, i=1,2,..., raslanti degiskenlerinin

strekli olmas! durumunda ilk agma zamaninin yakiagik dagilimilari ilk kez Zacks ve
arkadaglar (1999) tarafindan elde edilmistir. Bu yaklagim Zacks (1991) tarafindan
kullanilan ydntemin bir genellemesidir.

Zacks ve arkadaglan 1999 yilinda yaptiklan galismada, Y, i=12, ..., raslant
degiskenlerinin slrekli oldugu birlesik Poisson strecinde X, ’nin agmasi igin

belirlenen deger,
B(t)=a+t (2.26)
bigiminde alinmig ve ilk agma zamani,

T=inflt: X, za+t}
olarak tanimlanmusgtir. Buna gére, T 'nin dagilim fonksiyonu,

a+t

Fr(t)=1-P(T<t)=F, (@+t)- [fy  (y)P(T>t-y+a)dy

biciminde elde edilmigtir; ancak fonksiyonel bigimine ulagilamamigtir. Zacks ve
arkadaslari, 2002 yilinda yaptiklan caligmada, 1999'da yapilan galismadan elde
edilen sonuglardan yararlanarak bazi olasilik dederleri hesaplamiglardir.

Kesim 2.4.1.'de belirtildigi gibi, birlegik Poisson strecinde Y;, i=12,..., raslanti
degiskenleri kesikli ise, X,’'nin olasilik fonksiyonuna; strekli ise, X,’nin olasilik
yoguniuk fonksiyonuna ulagmak godu kez guigtiir. Ayrica X, 'nin belirlenen bir degderi

ilk agma zamani olan T 'nin dadilimina iligkin bugiline dek yapilan ¢alismalarda Y;,
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i=1,2,..., raslanti degiskenlerinin strekli oldugu durum ele alinmigtir. Ugiincii
Bolum'de Esitlik (2.11)de tanimlanan {X,,t>0} birlesik Poisson sirecinde, Y,
i=12,..., raslanti dedigkenlerinin dagihimlan ne olursa olsun kesikli olduklari ve
j=0,1...,m, (m <) degerlerini aldigi durum igin X, nin olasilik fonksiyonunun ve
ayrica X, 'nin bir a degerini ilk agma zamani olan T ’nin dagilim fonksiyonunun nasi|

elde edildikleri agiklanacaktir.
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3. BIRLESIK POISSON SURECINDE X/NIN VE iLK ASMA ZAMANININ
DAGILIMI
3.1. Girig
Bu bolumde, Esitlik (2.11)de tanimlanan birlegik Poisson stirecinde Y,, i=12,...,
raslanti degiskenlerinin kesikli ve j=0,1,...,m, (m <) bigciminde sonlu deger

almast durumunda X,’nin olasifik fonksiyonunun, a'yi ilk kez agsma zamanini

gbsteren T’nin dagilim fonksiyonunun nasil elde edildikleri agiklanacak; Grnekler
verilecektir.

3.2. X,’nin Olasilik Fonksiyonu

3.2.1. m=1igin X, ’nin olasilik fonksiyonu

m=1oldugunda y =0,1 ve i=12,... igin P(Y, =1)=p, =1-p,, P(Y; =0)=p, olur.
Bu durumda X,'nin olasilik fonksiyonu, Esitlik (2.9)da tanimlanan M;'in Esitlik

(2.10)'da verilen olasilik fonksiyonuna esit olur.

3.2.2. m =2 igin X, ’nin olasilik fonksiyonu
Esitlik (2.12)de m=2 olarak alinirsa X,’nin olasilik yaratici fonksiyonu Esgitlik
(2.16)dan,

~At(1-pg) ek1ts+).ztsz

Jx, (S) =€
biciminde yazilabilir. Bu olasilik yaratict fonksiyonun s'ye gére turevleri alinip

P(X; =0)=gx,(0),

ak
gk—gx‘ (s)

P(X, =k)=———2,  k=12.. (3.1)

esitliklerinde yerine konularak X,'nin 0,1,2,... dederlerini almast olasiliklari, baz

dlzenlemelerden sonra,
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P(X, = 0) = g™,

—At(1-pg) (7"11:)1

P(X, =1T)=e .

oy atine)] (A1) (Rpt)'
P(X,=2)=e 2! + 7|

B 3 1 1
Cay o a-ntiepgy| (A1) (A4t) (A51)
PX,=3)=e TR

p(x 4 —M(1—po) (7‘ t)4 ()‘11:)2(}"2/()1 +(7"2t)2}

211 2!

31 12

P(X;=6)=

p( — 5) e—lt(1 po)[ 7" t)s (7"1'[)3(7”21:)1 + (7‘-1t)1(7vzt)2j|

ool (" (00" GV 0l (ot
411 212 3 |

bigciminde elde edilmistir. Buradan genelleme yapilarak m =2 igin X,’nin olasilik

fonksiyonu agagidaki gibi bulunmusgtur:

Py, (k) =™, k=0 igin

= g-M(1-po) Z]M k=123

) THE reen iGN (3.2)

=0, 6.d. igin.
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3.2.3. m> 2 igin X, 'nin olasilik fonksiyonu

Esitlik (2.16)da verilen olasiik yaratici fonksiyonunun s’ye gore tlirevleri alinip,

Esitlik (3.1)de yerine konularak m>2 igin X, 'nin 0,12,... degerlerini almasi

olasiliklari, bazi diizenlemelerden sonra,

P(X, = 0) = e P,

AN _ A —M({1-pg) (7"1t)1
P(X,=7)=¢e e

P(Xt = 2) = e_}"(1"po)’:()\'12t')2 + ()\:lty ] ,

P(X, = 3) = e*““-po’{(’”t)s RGP )] }
3 11 1

P(X. = 4) = e-m_po)[wr L0t ) Cat) | (at) (u)’} |
4 21 1 2 1

_gopg| ) AP (A () (AL (A1) (ht)
P(X‘=5)‘e(p){ 5 a1 21 21 11

00020 w}

11 1

6! 41 311 22 21
R L R L A L L 2 )

P(Xt - 6) = e-lt(1~po)|:(7‘1t)6 + (7‘104 (th)1 + (7‘1’()3 (7~3t) + (7¥1t)2 (7\'215)2 + (7‘1’()2 (7"4t)1

111 1 3! 111! 2! 1

|
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p(x, = 7)= g itsn| Gl | Gt) (o) | A1) (st) | (Rat) o) | (ot (at)
‘ 7! 511 411 312 31
L0 0t) 0st) (At Ost) | (At)' (58 | (1) () (1)
2111 211 13! 111
L0 05 ) 0t) | Aot (at) | () (st) | (st) (1)
12! 1 211 11 1

bigciminde elde edilmigtir.

Yukarida k=12,.. igin elde edilen P(X,=1), P(X,=2), ... olasiikian
incelendiginde sad yandaki terimlerin k'nin 1,2,...,m tamsayilan cinsinden kag farkli
bigimde pargalanabilecegine bagh oldugu goriilir. Ornegin 1, (1) bigiminde; 2, (1,1),
(2) bigiminde; 3, (1,11), (1.2), (3) bigiminde; 4, (1,111), (11.2), (13), (2.2), (4)
bigiminde; ... pargalanabilir. Sag yandaki terimlerin paydalarindaki faktériyeller de

bu pargalanmaya uyumludur. Bu sonuca gére, sonlu 0,1,2,...,m degerlerini alan Y;,
i=12,..., raslanti degiskenlerinin ortak olasilik dagiimiar fonksiyonel bigimi ne
olursa olsun p, =P(Y; =0), p, =P(Y, =1)...., p, =P(Y, =m) olasiliklan biliniyorsa,
k=0,1... igin P(X, =k) olasiliklari hesaplanabilir. Ornegin Y;, i=12,..., raslant

degiskenleri m ve p parametreleri ile ikiterimli dagihma sahip olduklarinda, Esitlik
(2.21)'e gore,

P(X, =1)= i(”;“]w ~pyie &L

n=0

iken yukarida elde edilen sonuglara gore, bu olasilik,

4\ — o -A(1-pg) (?"1‘[)1
P(X, =1)=¢ -
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bigimindedir. k=12,... i¢gin P(X, =k) olasiliklarini hesaplayan bir bilgisayar

programi yazilmig, yazilan bu program Ek 1'de sunulmustur.

3.3. ilk Asma Zamaninin Olasilik Dagilimi

3.3.1. m =2 igin ilk agma zamaninin olasilik dagilimi

Esitik (2.11)de tanimlanan birlegik Poisson slrecinde Y;, i=12,... raslanti
degiskenlerinin kesikli ve m =2 olmasi durumunda Esitlik (2.26)dan t=0 igin
B=a olsun. X,'nin a degerini ilk asma zamanini gosteren T agagidaki gibi

tanimlansin:
T =inf{t: X, = a}.
Buradan ilk agma zamani olan T 'nin dagilim fonksiyonu,

F.()=P(T<t)=1-P(X, <a-1)

-1-5'P(X, =k)

k

a-1

= ']—prt (k) (33)

k=0

bigiminde yazilabilir. Burada Esitlik (3.2)de elde edilen olasilik fonksiyonu Esitlik
(3.3)'te yerine konulursa,

a-1 [k.'z](;V t)k-ZI(l t)i
t)=1- e Po)i 4 Al 27 1 t>0 g
Fr(t)=1-e {+;ZO’, PR >0 igin
=0, t<0 igin (3.4)
=1, t — o igin

yazilabilir. Bu fonksiyonun tirevi alinarak T ’nin olastlik yogunluk fonksiyonu,

34



a-1 [klz]()b t)k—Zi(}\‘ t)I a-z[k/z](k —I)K k-Zi)‘ i i1
f (t)=e™P) A(1-p, )+ A1(1- AT 2 12 , t>0 ici
0 { =P+ 1P 2 20 o Y& -2 il

=0, 6.d. igin
biciminde elde edilir.

3.3.2. m> 2 igin ilk agma zamaninin olasilik dagilimi

m > 2 oldugunda ilk agma zamani olan T 'nin dagilim fonksiyonu yine,

F(t)=P(T<t)=1-P(X, <a-1)

=1-Y P(X, =k) (3.5)

yazilabilir. Esitlik (3.5)teki P(X,=k), k=0,12,...,a-1 olasiliklan Kesim 3.2.3'te
acgiklandidi gibi hesaplanir.

3.4. Ornekler
Kesim 3.2.2, Kesim 3.2.3."te agiklanan P(X, =k), k=0,1,2,..., olasiliklarinin ve

Kesim 3.3.1'de agiklanan P(T <t) olasiliklarinin Ek 1.de sunuian bilgisayar

programi yardimiyla hesaplanabilecegini gdstermek amaciyla érnekler verilecektir.

Ornek 3.1. {N,,t > 0}'in ortalama oranmi A=0.5, A=2 ve Y,'nin, i=12,..., m=2,
p=0.2; m=2, p=0.7 ile ikiterimli dagihma sahip oldugu durumlar igin X,, ve
Xs, 'nin k=0,1,2,... degerlerini almasi olasiliklan Esitlik (3.2)'den hesaplanmig ve

sirastyla Cizelge 3.1'de verilmigtir.

Ornek 3.2. {N,,t = 0}'in ortalama orani A=0.5, A=2 ve Y,'nin, i=12,..., m=5,
p=0.2; m=5, p=0.7 ile ikiterimli dagilima sahip oldugu durumlar igin X,, ve
X5 'nin k=0,1,2,... degerlerini almasi olasiliklari Kesim (3.2.3)'te agiklandig gibi

hesaplanmig ve sirastyla Cizelge 3.2.'de verilmigtir.
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Ornek 3.3. {N,,t 20}'in ortalama orani A=0.5, A=5 ve Y/nin, i=12,.., m=2,
p=0.2 ile ikiterimli dagiima sahip oldugu durum igin a=3; m=2, p=0.7 ile
ikiterimli dagihma sahip oldugu durum igin a=150 alinmig ve Esitlik (3.4)ten
hesaplanan P(T < t) olasiliklari sirasiyla Cizelge 3.3'te verilmistir.

Ornek 3.4. {N,,t >0}'in ortalama orani A=0.5, A=5 ve Y,'nin, i=12,...,, m=5,
p=0.2 ile ikiterimli dagilima sahip oldugu durum igin a=3; m=5, p=0.7 ile

ikiterimli dagihma sahip olduju durum igin a=3 alinmig ve Esitlik (3.5)ten
hesaplanan P(T < t) olasiliklart sirasiyla Gizelge 3.4'te verilmigtir.
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Cizelge 3.1. m=2, Y, ~ikiterimli (p, 2), t =10 ve t="50 igin P(X, =k) olasiliklar

t=10 t =50
p=02 p=07 p =02 p=07

A=05 A=2 A=05 A=2 A=05 A=2 A=05 A=2
kK | PX =k) | P(X;=Kk) | P(X,=K) | P(X;=k)| P(X,=k) | P(X,=K) | P(X,=k) | P(X,=k)
0 | 0,165299 | 0,000747 | 0,010567 | 1,25x10° | 0,000123 | 2,32x107 | 1,32x10™ | 3,01x10%
1 1 0,264478 | 0,004778 | 0,022191 | 1,05x107 | 0,000987 | 7,42x107"% | 1,38x10° | 1,27x10°%®
2 | 0,244642 | 0,015887 | 0,04919 | 5,62x107 | 0,004073 | 1,20x10"° | 8,88x10° | 2,75x10°
3 | 0,16574 | 0,036441 | 0,070679 | 2,26x10° | 0,011518 | 1,30x10°"? | 4,24x10® | 4,34x10°%
4 | 0,09076 | 0,064661 | 0,097365 | 7,50x10° | 0,025073 | 1,06x10°"" | 1,66x107 | 4,70x10°%
5 | 0,042302 | 0,094427 | 0,110158 | 2,14x10° | 0,044724 | 7,00x10"" | 5,55x107 | 5,26x10°*
6 | 0,017331 | 0,117966 | 0,11807 | 545x10° | 0,067989 | 3,87x10™ | 1,65x10° | 3,56x10
7 1 0,006379 | 0,129438 | 0,112532 | 0,000125 | 0,09048 | 1,85x10° | 4,42x10° | 3,46x10°*
8 | 0,002142 | 0,127143 | 0,101857 | 0,000265 | 0,107477 | 7,79x10° | 1,08x10° | 1,58x10™
9 | 0,000664 | 0,113424 | 0,085034 | 0,000521 | 0,115642 | 2,93x10° | 2,47x10° | 1,48x10°*°
10 | 0,000192 | 0,092934 | 0,067767 | 0,000958 |{ 0,114008 | 1,00x107 | 5,25x10° | 4,71x10™®
11| 5,21x10° | 0,070569 | 0,050816 | 0,001659 | 0,103942 | 3,13x107 | 0,000105 | 4,59x10%
12| 1,33x10° | 0,050028 | 0,036564 | 0,002725 | 0,088296 | 9,01x107 | 0,000199 | 1,03x102%®
13 | 3,24x10° | 0,033315 | 0,02506 | 0,004263 | 0,070327 | 2,41x10° | 0,000359 | 1,09x10%
141 7,52x107 | 0,020947 | 0,016557 | 0,006373 | 0,052801 | 6,02x10° | 0,000617 | 1,74x10%
15| 1,67x107 | 0,012491 | 0,010504 | 0,009139 | 0,037537 | 1.41x10° | 0,001018 | 2,08x10%
16 | 3,55x10° | 0,007091 | 0,006449 | 0,012605 | 0,025369 | 3,13x10° | 0,001613 | 2,37x10%
17| 7,26x10° | 0,003845 | 0,003824 | 0,016765 | 0,016354 | 6,55x10° | 0,002464 | 3,20x10%
18 | 1,43x10° | 0,001998 | 0,002202 | 0,021549 | 0,010087 | 0,00013 | 0,003633 | 2,67x10%
191 2,74x10"° | 0,000997 | 0,00123 | 0,026821 | 0,005969 | 0,000247 | 0,005185 | 4,39x10°%
20 { 5,06x10™" | 0,000479 | 0,000669 | 0,032383 | 0,003396 | 0,000448 | 0,007173 | 2,11x10%
21| 9,07x10™ | 0,000222 | 0,000354 | 0,037987 | 0,001862 | 0,000776 | 0,009635 | 5,11x10%
22 | 1,58x10"? | 9,93x10° | 0,000183 | 0,043354 | 0,000986 | 0,001292 | 0,012586 | 2,11x10%
23 | 2,67x10™ | 4,31x10° | 9,20x10° | 0,048205 | 0,000505 | 0,002067 | 0,016009 | 5,20x10%
24 | 4,41x10™ | 1,81x10° | 4,53x10° | 0,052278 | 0,00025 | 0,003187 | 0,019853 | 1,52x10%
25| 7,11x10™ | 7,39x10¢ | 2,19x10° | 0,055358 | 0,000121 | 0,004741 | 0,024027 | 4,70x10*'
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Cizelge 3.2. m=5, Y, ~ikiterimli (p,5), t =10 ve t=50 igin P(X, =k) olasiliklari

t=10 t =50
p=02 p=07 p=02 p=07
A=05 A=2 A=05 A=2 A=05 A=2 A=05 A=2

K| PX=k) |} P(Xy=K) | PX=k) | P(X,=k) | P(X,=k) | P(X,=k) | P(X;=K) | P(X,=kK)
O | 0,034680 | 0,000001 | 0,006820 2,16x10° | 5,02x10® | 6,33x10™*° | 1,48x10™"" | 4,74x10*
1 | 0,071000 | 0,000012 | 0,000067 | 1,23x10° | 5.14x107 | 2.50x10% | 1,05x10™" 1,36x10™*
2 | 0,108000 | 0,000055 | 0,004580 | 6,07x10° 0,000003 | 5,44x10% | 5.25x10" | 8,22x10*
3 | 0131000 | 0,000183 | 0,011200 | 1,67x10° 0,000012 | 7,79x10% | 1,49x107™° | 3,44x10*
4 | 0137000 | 0,000495 | 0,015300 | 3,17x10° | 0,000038 | 854x10% | 3,07x10™ | 1,.27x10%
5 | 0,120000 | 0,001140 | 0,014800 | 5,81x10° 0,000104 | 7,65x10% | 6,22x10™ | 4,53x10™*
® | 0110000 | 0,002340 0,018500 | 1,17x107 | 0,000249 | 5,83x10% | 1,34x10° | 1,52x10*°
" | 0,087400 | 0,004300 | 0,027500 | 2,20x107 0,000537 | 3,88x10% | 2,66x10° | 4,82x10*%
8 | 0,065200 | 0,007270 | 0,031700 3,77x107 | 0,001060 | 2,30x10*' | 4,92x10° | 1,46x10™
9 | 0,046100 0,011400 | 0,033000 | 6,40x107 | 0,001930 | 1,23x10% | 9,00x10° | 4,29x10°°
101 0,031000 | 0,016700 | 0,037000 | 0,000001 | 0,003280 | 6,05x10% | 1,62x10° | 1.21x10%®
1 0,020000 0,023200 | 0,042900 | 0,000002 | 0,005260 | 2,74x10™"° | 2,81x10®° | 3,32x10°%®
2 | 0012400 | 0,030500 | 0,046000 | 0,000003 0,007960 | 1,16x10™ | 4,74x10° | 8,86x10°%®
13| 0,007430 | 0,038300 | 0,046600 | 0,000004 | 0,011500 | 4,59x107™ | 7.86x10° | 2,30x10%¥
4| 0,004310 | 0,046000 | 0,048000 0,000007 | 0,015800 | 1,71x10"7 | 1,28x107 | 5,85x10™
15| 0,002430 | 0,053100 | 0,049700 | 0,000010 | 0,020900 | 6,08x10™" | 2,04x107 | 1,45x10%
8 | 0,001330 | 0,059100 | 0,049900 | 0,000014 | 0,026600 | 2,04x10" | 3,19x107 | 3,53x10°
7 | 0,000708 | 0,063600 | 0,048400 | 0,000021 | 0,032600 | 6,53x107 | 5,01x107 | 858x10°
18 | 0,000369 | 0,066200 | 0,046800 | 0,000029 | 0,038800 | 2,00x10™ | 7,50x107 | 2,00x10%
19 | 0000188 | 0,067000 | 0,045200 | 0,000041 | 0,044600 | 5,90x10" | 0,000001 | 4,47x10°
20 | 0,000093 | 0,065900 | 0,036300 | 0,000053 | 0,049800 | 1,67x10™ | 0,000002 | 9,79x10°
21 | 0,000045 | 0,063200 | 0,037700 | 0,000074 | 0,054200 | 4,56x10™ | 0,000002 | 2,18x10%
22 | 0,000021 | 0,059000 | 0,036700 | 0,000103 | 0,057400 | 1,20x10™ | 0,000003 | 4,89x10°*
23 | 0,000010 | 0,053800 | 0,033953 | 0,000138 | 0,059200 | 3,08x10" | 0,000005 | 1,08x10%
24 | 0,000004 | 0,047900 | 0,030580 | 0,000183 | 0,059700 | 7,61x10" | 0,000007 | 2,34x10%
25 | 0,000002 | 0,041700 | 0,029043 0,00024 | 0,058800 | 1,83x10" | 0,000010 | 4,97x10™%
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Cizelge 3.3. m=2, Y, ~ ikiterimli(p, 2) igin P(T < t) olasiliklan

p=02 p=07
a=3 a=150
A=05 A=5 A=05 A=5
t P(T <t) P(T<t) P(T < t) P(T<t)
10 0,3255 0,999998 0,0106 6,70x10™
20 0,7344 1,000000 0,0006 0,6174
50 0,9948 1,000000 1,52x10° 1,0000

Cizelge 3.4. m=5, Y, ~ ikiterimli (p, 5) i¢in P(T < t) olasiliklari

p=02 p=07
A=05 A=5 A=05 A=5
t P(T<t) P(T <t) P(T <1) P(T <t)
10 0,2139 6,08x10™"? 0,0124 2,19x10%
20 0,0187 ' 5,71x10%7 0,0001 1,00x10™2
50 3,45x10° 5,44x107° 7,77x10™" 3,25x107"""




4. SONUG VE TARTISMA

Birlegik Poisson siirecinde, X,'nin kesikli oldugu durum igin Esitlik (2.17)den

olasilik fonksiyonunun ve strekli oldugu durum igin Esitlik (2.22)'den olasilik
yogunluk fonksiyonunun fonksiyonel bigimine ulagmanin giic oldudu belirtilmigti.

Simdiye dek yapilan ¢alismalarda yalnizca Y,,Y,,... raslanti degigkenlerinin ortak
dagiliminin kesikli logaritmik dagilim olmasi durumunda X,’nin olasilik fonksiyonu

belirlenebilmigtir.

Bu galigmada, Kesim 3.2.2 ve Kesim 3.2.3’te verilen sonuglara gore, Y], i=12,...,
raslanti degiskenleri dagilimlari ne olursa olsun j=0,1,...,m gibi sonlu deder alan
kesikli raslanti degiskenleri ise P(X, =k), k =0,1,..., olasiliklaninin hesaplanabildigi
gérilmustlr. X,’nin kesikli oldugu durumda da &nceden belirlenen bir dederi ilk

asma zamani olan T igin P(T < t) olasifiklarinin da hesaplanabilecegi g6sterilmigtir.
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EK 1. P(X, =k) OLASILIKLARINI HESAPLAYAN EXCEL MAKROSU
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EK 1. P(X, =k) OLASILIKLARINI HESAPLAYAN EXCEL MAKROSU

Dim N() As Integer
Dim m As Integer, t As Integer, Secenek_sayisi As Integer, k As Integer
Dim Sayfa As Worksheet

Sub Veri_Al()
Dim L(6) As Single, g0 As Single, i As Integer, j As Integer
Dim satir As Integer, kolon As Integer

'‘Calisma sayfasi degigebilir.
Set Sayfa = Sheet1

k = Sayfa.Cells(6, 3)

m = Sayfa.Cells(5, 3)

t = Sayfa.Cells(4, 3)

g0 = Sayfa.Cells(15, 30)

'N : katsayinin kag kez tekrarlandigi

satir=8

i=0

Do Until Sayfa.Cells(satir, 3) ="
i=i+1
satir = satir + 1

Loop

Secenek_sayisi = i

ReDim N(Secenek_sayisi, k)

Fori= 1 To Secenek_sayisi

Forj=1Tok
N(G, j)=0
Next j
Next

Fori=1 To 6 lambda degerleri
L(i) = Sayfa.Cells(i + 6, 30)
Next i

satir = 8 'katsayilar 8. satirdan basliyor
i = 0 'katsayi tekrar dizi indisi
Do Until Sayfa.Cells(satir, 3) =™
i=i+1 '
kolon = 3 'katsayilar 3. kolondan baglhyor
Do Until Sayfa.Cells(satir, kolon) = "™
j = Sayfa.Cells(satir, kolon)
'ji<=m olmall
N, j) = N@, j) +1
kolon = kolon + 1
Loop
satir = satir + 1
Loop



Kesikli_Fonk Hesap g0, L, N
End Sub

Sub Kesikii_Fonk_Hesap(g0 As Single, L() As Single, N() As Integer)
Dim Toplam As Double, Terim As Double, i As Integer, j As Integer
Dim pay As Double, payda As Double
Toplam =0 ‘

Fori=1 To Secenek_sayisi
Terim=20
pay = 1
payda = 1
Forj=1Tok
If N(i, j) <> 0 Then
If j <=7 Then
pay = pay * (L) * t) * N(i, j)
payda = payda * Application.WorksheetFunction.Fact(N(i, j})
Eise
pay =0
End If
End If
Next j
Terim = pay / payda
Toplam = Toplam + Terim
Next i
Toplam = Toplam * g0
End Sub
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