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OZET

Yiiksek Lisans Tezi

FONKSIYON SERILERININ ISTATISTIKSEL YAKINSAKLIGI

Barig OREN

Firat Universitesi
Fen Bilimleri Enstitiisii
Matematik Anabilim Dal1

2005, Sayfa : 22

Bu ¢aligma dort boliim halinde hazirlanmugtir.

Birinci bsliimde; istatistiksel yakinsakliin tarihi ile ilgili bilgi verilmistir.

Ikinci boliimde; temel tanim ve teoremler verilmistir.

Ugiincii boliimde; asimptotik yogunluk, dogal yogunluk, istatistiksel yakmsaklik ve
noktasal istatistiksel yakinsaklik tanimlar1 verilmistir.

Dérdiincii boliimde; serilerin istatistiksel yakisaklidy, istatistiksel yakimsak fonksiyonlar
dizisi ve fonksiyon serilerinin diizgiin istatistiksel yakinsaklig1 incelenmigtir.

Anahtar Kelimeler : Istatistiksel yakinsaklik, sinirli seriler, sarth yakinsaklik, Cauchy
kriteri, noktasal yakinsaklik, fonksiyon dizileri ve fonksiyon serileri.
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THE STATISTICAL CONVERGENCE OF FUNCTIONS SERIES
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Frrat University
Graduate School of Natural and Applied Sciences
Department of Mathematics

2005, Page : 22

This thesis consists of four chapters.

In the introduction; the history of statistical convergence is presented.

In the second chapter; the fundemental definitions and theorems are given.

In the third chapter; the definitions of asymtotic density, natural density statistical
convergence and pointwise statistical convergence are given.

Finally, we have examined the statistical convergence of series, statistical convergent
functions sequence and uniformly statistical convergent of functions series.

Keywords: Statistical convergent, bounded series, conditional convergence, Cauchy

criteria, functional sequence, pointwise convergence.
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1. GIRiS

Istatistiksel yakmsaklik kavramm 1913°den beri farkli goriiniisler altinda literatiirde yer almaktadr.
O zamandan beri Fourier analiz teorisinde, ergodic teoride ve sayilar teorisinde kullamlmustrr, Istatistiksel
yakmsaklik tanimu ilk olarak 1951 yilinda Fast [1] tarafindan verildi. 1953 yilinda Buck [2] tarafindan
bagimsiz olarak ¢ahisildi. 1959 yilinda Schoenberg [3] istatistiksel yakmsakligi toplanabilme metodu olarak
inceledi ve istatistiksel yakmsak dizilerin bazi 6zelliklerini verdi. Fast [1] ve Schoenberg [3] smurh
istatistiksel yakinsak bir dizinin Ceséro toplanabilir oldugunu ifade ettiler. Daha sonra istatistiksel
yakmsaklik Fridy [4], [5], Salat [6], Rath ve Tripaty [7], Tripaty [8], Connor [9], Maddox [10] gibi bir ¢ok
bilim adam tarafindan ¢abigilmigtir, Noktasal istatistiksel yakinsaklik ise ilk defa Gékhan ve Giingor
[11] tarafindan ¢aligilmistir.

Serilerin istatistiksel yakmsaklig1 dizilerin istatistiksel yakinsakligma benzer bir
diisiincedir. Bu baglamda fonksiyon serilerinin istatistiksel yakinsakligt da fonksiyon dizilerinin
istatistiksel yakinsakligina benzerdir.



2. TEMEL TANIMLAR ve TEOREMLER

Bu bsliimde, calismamiza temel olusturan bazi temel tanimlar ve teoremler verilmigtir,
2.1. Temel Tammlar

Tamm 2.1.1. X #¢ bir ciimle ve X reel veya kompleks sayilar cismi olsun.

+: XxX—>X ve XxK—>X
fonksiyonlar1 asagidaki 6zellikleri sagliyorsa, X ciimlesine K cismi iizerinde bir vektér (lineer)

uzay1 ad1 verilir [12].

L) x+y=y+x
L2)x+ytz=x+({+2z
L3)x+60 =xolacak sekilde 8 € X vardir.
L 4) Her x €Xigin x+(—x) = 6 olacak sekilde bir (~ x)e X vardur.
L5)lL.x=x
L6) A(x+y =Ax + 1y
L7) A(ux)y=(Au)x
L8) (A+u)x=Ax+ux
Tanm 2.1.2. (a,) dizisi verilmis olsun. Genel terimi
s, =a;+a,+a; +...+a,
seklinde tanimlanan (s, ) dizisini g6z oniine alalm. ((a, ),(s, ) ikilisine seri ad1 verilir. @, terimine
serinin genel terimi, (s, ) dizisine de serinin kismi toplamlar dizisi denir.
Eger (s,) kismi toplamlar dizisi bir s sayisina yakinsak ise, yani
lims, =s
ise ((a, ), (s, )) serisi yaknsak ve serinin toplam1 s *dir denir.
Yakinsak olmayan seriye de wraksak seri adi verilir [13].

@D [
Tamm 2.13. R, = ) @, =a,, +a,,, +... ifadesine, D a, serisinin kalan terimi denir
k=n+1 k=1

[13].



Tamm 2.1.4. Her % dogal sayisi i¢in a, >0 ise Zak serisine bir pozitif terimli seri adi
=1

verilir [13].
Tamm 2.1.5. (X ,"”) normlu uzaymda her Cauchy dizisi yakinsak ise bu normlu uzaya

tam normlu uzay veya Banach uzay1 denir.

Tanm 2.1.6. Terimleri Y a, serisinin terimlerinin mutlak degerinden olusan » |a, | serisi
k=1 k=1

yakinsak ise Z a, serisi mutlak yakmsaktir denir.

k=1
D @, serisi yakinsak fakat » |a,| serisi waksak ise bu takdirde ) a, serisi sarth
k=1 k=1 k=1
yakmsaktir denir [13].

2.2. Temel Teoremler

Teorem 2.2.1. Mutlak yakmsak her seri yakinsaktir [13].
Teorem 2.2.2. Yakmsak bir serinin genel teriminin limiti sifirdir. Eger bir serinin genel terimi
sifira gitmiyorsa (limiti sifir degilse) bu seri waksaktir denir [13].
Teorem 2.2.3. Yakinsak bir seride kalan terimin limiti sifirdir [13].
Teorem 2.2.4. (Seriler icin genel yakinsakhk prensibi)
Zak yakmsaktir <> V)0 igin 3ny € N vardir 8yle ki, Vi = n, ve Vp >0 igin
k=l
n+p

Sha

k=n

(e

olmasidir [13].



3. ISTATISTIKSEL YAKINSAKLIK, NOKTASAL ISTATISTIKSEL YAKINSAKLIK
3.1. Asimptotik Yogunluk, Dogal Yogunluk, Istatistiksel Yakinsakhk

Tanmm 3.1.1. Bir K < N ciimlesinin asimptotik yogunlugu

5(K)= lim—]—<~(”—)

n>o
dir.

K(n)/n dizisinin bir limite sahip olmasi durumunda K ciimlesi &(K) dogal
yogunluguna sahiptir denir [14].

Bir KX ciimlesindeki x’e esit olan yada x’den daha kiigiik olan pozitif tamsayilarin ciimle
sayist K (x) ile gosterilsin. Ornegin; bir K ciimlesi, 2, 4, 6, ... ¢ift tamsayilardan olusuyorsa
k(1)=0,k(2)=1,k(6)=3,k(7)=3, k(15/2) =3 ... dir. Gergekten x> 0 ise K(x) = (x/2)
dir. Diger bir deyisle herhangi bir K= (a,.) ctimlesi i¢in X (a f ) = j ifadesini elde ederiz.

Tanmm 3.1.2. Dogal sayilarin biitiin ciimleleri i¢in tanimli ve [0,1] kapali aralif

tizerinde tanimlanan bir & fonksiyonuna, asagidaki aksiyomlar: sagliyorsa bir alt asimptotik

(veya tam bir yogunluk ) denir [15].

D1) Eger A~ B(yani 4 ile B ’nin simetrik farki sonlu ) ise 5(4)= 5(B)
D2) Eger AN B= ¢ ise 5(4)+8(B)<5(4U B)
D3) Her 4, B igin 6(4)+5(B)< 1+5(4n B)
D4) 5(N) =1
Ornegsin; K, = {2k :k € N} ciimlesiigin 6(K,)= %
ve
K,={k+1:ke N} ciimlesiigin 6(K,)= %
dir.
K, NK, =6 ve §(K, VK,)258(K,)+5(K,) olup 5 (N) =1 dir.
N dogal sayilar ciimlesinin bir X alt ciimlesinin kardinal sayist K] ile gdsterilsin, yani

lKl =CardK olsun. Pozitif tamsayilardan olugsan bir K ciimlesinin dogal yogunlugu,



I{k <n:ke K}l notasyonu K'nmn 7°den bilyiik olmayan elemanlarmin sayisim gostermek
iizere,
5(K)=3i_r>£10%]{k5n:keK}[
seklinde tanimlanir.
Eger & (K ) =0 ise K ciimlesine sifir yogunluklu ciimle denir [14].
Tanmm 3.1.3. Eer x= (xk) dizisinin terimleri sifir yogunluklu bir climle hari¢ diger
biitiin £ “lar igin bir P 6zelligini sagliyorsa bu taktirde ( x, ) dizisine, hemen hemen her % i¢in

P ozelligini sagliyor denir [4]. Biz bunu kisaca h.h.h .k ile gosterecegiz.
Sifir yogunluklu ciimle tanimindan esinlenerek istatistiksel yakinsaklik tanimi1 agagidaki
sekilde verilmistir.

Tamm 3.14. x = (xk) kompleks sayilarin bir dizisi olsun. Eger her £ > 0 i¢in,
.1
3gnm;|{k3n:|xk —L] Za}l =0

oluyorsa yani Ve>0 ve h.h.h.k igin lxk -Ll < & oluyor ise, x=(xk) dizisine, L sayisina
istatistiksel yakinsaktir denir.
Bulimit S ~limx =1L, st-limx, =L veya x, - L(S ) bi¢iminde gosterilir [4].
Istatistiksel yakinsak dizilerin uzay1 S ile &zel olarak L =0 olmasi halinde de S, ile

gosterilir. Yani;

S={x=(xk):£i_52%{{k5n:|xk —L[23}|=0}

Sy ={x=(xk):liml|{kﬁn:|xk|2£}l=0}

n—>® n

dir. Burada ciimle sembolii digindaki dikey ¢izgiler ciimlenin eleman sayisin1 gostermektedir.
Yakimnsak bir dizi istatistiksel yakinsaktir. Fakat bu ifadenin tersi dogru degildir. Yani

istatistiksel yakinsak bir dizi yakinsak olmak zorunda degildir. Bunun i¢in asagidaki 6rnegi

verebiliriz.
Ornek 3.1.1.
1, k=m?(m=123,.)
x =
, 0, k=m?

seklinde tanimlanan x = (x, ) dizisini goz 6niine alalim. Her £> 0 igin,

|{k$n:[xk|2£}\sl{kSn:xk ¢0}|£\/;1—



oldugundan

llm—l—l fk<n:x, ¢0}|Slim—=0

n—>wo n

elde edilir. Demek ki {keN:lxk —0[25} ciimlesinin elemanlar1 harig diger biitiin £'lar igin,

lx, —0| < £ oldugundan S —limx =0 dur. Fakat bu dizi yakisak degildir.

Ayrica istatistiksel yakinsak bir dizi sinirlt olmak zorunda degildir. Bunu da asagidaki
ornekle gsterebiliriz.
Ornek 3.1.2.

. Vi, k=m*(m=1,23,.)
U, kem?
olmasina ragmen sintrh degildir.

Tamim 3.1.5. Her £>0 igin bir N = N (8) sayist mevcut ve h.h.h.k. igin |xk - xNI <&

ise yani her £>0 igin,

3'_1{2%[{k$n:|xk—xh,|28}|=0

olacak sekilde bir N = N (8) sayisi meveut ise x = (x, ) dizisine istatistiksel Cauchy dizisi
denir [4].

3.2. Noktasal Istatistiksel Yakinsaklik

Bu kisimda, terimleri reel degerli fonksiyonlar olan ve R reel dogrusu iizerinde

tanimlanan { k} dizileri ile ilgilenecegiz. Tanmim ciimlesindeki her bir x igin, terimleri
fonksiyon degerlerine kargilik gelen diger bir (f, (x)) dizisi olusturulabilir. D, bu ikinci dizinin
yakinsak oldugu ciimleyi gostersin. x € D olmak iizere

f(x)“—‘,li_{gfk(x)
esitligiyle tammlanan f fonksiyonuna, {f,} dizisinin limit fonksiyonu denir ve {f,}’a D
climlesi iizerinde f ’e noktasal yakinsar. Bu demektir ki D climlesindeki her bir x noktas1 ve
her bir £ >0 i¢in,

k> K= f(x)- fx)|<e
olacak sekilde hem x’e , hem de &’a bagli bir K vardir.

Tanmim 3.2.1. Bir {f,} fonksiyonlar dizisine, eger her £> 0 igin,



11m—|{k$n Vx e Digin|f, (x)- f(x)]28}|=0

n->o p
ise yani her xe D ve h.h.h.k i¢in,
()7 ()| < £ ¢y
oluyorsa D ciimlesi iizerinde f ’e noktasal istatistiksel yakinsaktir denir [11].
Bu durum da D ciimlesi iizerinde
st —lim £, (x)= f(x) veya fi—2of
yazilir.

Bu demektirki 6 >0, n> N(=¢,8,x) ve her bir £>0 igin
l]{k_<_n:\7’xeDi<;,inlfk(x)~f(x)|23}]<5
n

olacak sekilde bir N tam say1si vardir.

Asikar olarak (1) nolu esitsizlik tiim sonlu sayidaki k ’lar i¢in saflanirsa, D ciimlesi
iizerinde lim £, (x)= f(x) olur. Buradan kolaylikla gosterilebilir ki D ciimlesi iizerinde
lim £, (x)= f(x) olmasi st —lim f,(x)= f(x) olmasmi gerektirir. Fakat bu ifadenin tersi her
zaman dogru degildir.

Bunun i¢in agagidaki 6rnegi verebiliriz.

Ornek 3.2.1. xeR/[-11], £=1,23,.. ise

£ {( xf.kel3?, 37+ p)p=123,..
, diger durumlarda

dizisini tanimlayalim. Bu durumda

—| k<n: f,(x)#0,vxe R/[-11]}| < =~ p(f’“)
olur. Boylece R/[-11] tizerinde s —lim f; (x)= 0 olur. Fakat ;im . (x) mevcut degildir.

Teorem 3.2.1. { fi} ve {g,} bir D ciimlesi iizerinde tamml: iki fonksiyon dizisi olsun.
Eger D cimlesi iizerinde st—limf,(x)=f(x) ve st—limg,(x)=g(x) ise bu takdirde
a, € R olmak lizere D climlesi iizerinde
st —lim(of, () + B, (x)) = of () + B2 (x)
dr.
ispat: @ =0 ve S =0 icin ispat agiktr.

a#0 ve 8#0 oldugunu kabul edelim. £ > 0 verilsin.

o, (x)+ i (x) - (of (x)+ o)) | <o (&)~ £ ()| +| ]| (x) - g )|



oldugundan
{k <n:Vxe Digin lcy”k (x)+ B2, (x)-(af (x)+ B2(x) | > 8}

g{kSn:VxeDigin|fk(x)—f(x)|2—2-r;|}

u{k <n:VxeDigin |gk (x)-g(x) |2 E’E—}
yazilabilir.
Buradan D ciimlesi iizerinde st — lim{af, (x)+ B, (x)) = af (x) + Be(x)
drr.

Tamim 3.2.2. {f,}, D ciimlesi iizerinde taniml bir fonksiyon dizisi olsun. Her £>0
ve h.h.h.k igin,
)~ S ()| <&

olacak sekilde bir N(= N(g,x)) sayist meveut ise yani her £> 0 igin,

limll{kSn:VxeDig:inlfk(x)—fN(x)]28}‘:0

h—>o
oluyorsa { k} dizisine istatistiksel Cauchy dizisi denir [11].
Teorem 3.2.2. {f,}, D ciimlesi iizerinde tanimh bir fonksiyon dizisi olsun. Bu durum

da asagidaki 6nermeler birbirine denktir.

i) {f,}, D ciimlesi iizerinde noktasal istatistiksel yakinsak bir dizidir.

ii){f,}, D ciimlesi {izerinde bir istatistiksel Cauchy dizisidir.

iii){f,}, D ciimlesi iizerinde bir fonksiyon dizisi olmak iizere, her xe D ve hh.hk.
icin f,(x)=g, (x) olacak sekilde bir noktasal yakinsak bir {gk} fonksiyon dizisi vardir.

Ispat : (i)’nin (ii)’yi gerektirdigini ispatlamak igin “yakinsak bir dizi Cauchy dizisidir.”
Teoreminin ispatindaki yontemi kullanacagiz.

Kabul edelim ki D ciimlesi tizerinde sz —lim £, (x)= f(x) olsun ve £>0 verilsin. Bu
takdirde h.hhk. igin |f, (x)- f(x);<§’dir ve efier N sayist |fy — f(x)|<§ saglanacak
sekilde segilirse her xe D ve h.h.hk igin

@)= A @) <1 @7 @) [+ Ay () - @) | < S+ 2=

elde edilir. Boylece {f;}, D ciimlesi iizerinde bir istatistiksel Cauchy dizisi olur.



Simdi (ii)’in dogru oldugunu farzedelim ve N ’yi de, I=[fy (x)-1,fy(x)+1] araligm:
her xe D ve h.h.h.k. igin fk(x) i ihtiva edecek sekilde segelim. (ii)’yi uygulayarak her xe D

ve hhhk. igin I'=| f,x —l, fi Jc)+l arah@ f,(x)’i ihtiva edecek sekilde M ’yi
27 MY

segelim. Bu durumda

{kSn:VxeDiginfk(x)eIr\I’}:{kSn:VxeDiginfk(x)e 1}

u{kSn:VxeDiginfk(x)el’}
icin veher x € D vehhhkigin [, =InT’, fk(x)’i ihtiva eder.

Boylece;
lim —[{c <n:Vx e Digin £, (t)e I 1"}

n—>o

< limll{kSn:‘v’xeDiginfk(x)el}|

n—-ao n

+ lim—l—‘{kSn:VxeDiginfk(x)eél’}l=0

n—-o n

olur. Bu nedenle I;, her xe D ve h.h.hk. igin f.(x)’i ihtiva eder ve uzunlugu <1 olan bir
serittir. Simdi de hhhk. igin I” =[ fN(z)(x)—%, fN(z)(x)+ﬂ aralin 7, (x)’i ihtiva edecek
sekilde N(2)’yi segelim. Onceki yolla her xe D ve hhhk. igin I, =1, nI" aralifs fox)%i
ihtiva eder ve uzunlugu S—;— ’dir.

Bu sekilde devam ederek her bir m igin I, o1, olacak sekilde kapal1 araliklarm bir

{l,,, }°° dizisini olugturalim. 1, ’in uzunlugu 2" *den biiyiik olamaz ve her xe D ve h.h.hk.

m=1

igin f£,(x)e1, olur.
Buna gore D ciimlesi iizerinde Syle bir f(x) fonksiyonu vardir ki {fx)= ”él I, dir.
Her xe D vehhhk. igin f,(x)e?, oldugundan n>T . igin
%I{kSn:VxeDiginfk(x)elm}l<—;; )

olacak sekilde artan bir {Tm =, pozitif tam say1 dizisi segebiliriz.



simdi (f,(x))’in dyle bir(z,(x)) alt dizisini tanimlayalim ki bu alt dizi £>7; igin
£, (x)’in terimlerinden olugsun ve her xe D igin T,, <k <T,,, iken f,(x)e I, olsun.

Daha sonra (g, (x)) fonksiyon dizisini her xe D igin

( )__ f (x) > S (x),(z,c (x))'in bir terimi ise
8= fk(x) R diger durumlarda

seklinde tantmlayalim. Bu takdirde D ciimlesi iizerinde llim .8 (x) =f (x) *dir. Ciinkii &> 1 >0
>0 m

ve k>T, ise ya fi(x), (z,(x))’in bir terimidir ve bu D ciimlesi iizerinde g, (x)= f(x)
anlamma gelir ya da D ciimlesi iizerinde g, (x)= f;(x)el,, ’dir ve her xe D ve h.h.hk igin
g, (x)- f(x) <1, *nin uzunlugu <2 *dir.
Ayrica her xeD ve hhhk. igin f,(x)=g,(x) oldugunu iddia ediyoruz. Bunun
dogrulugunu gostermek i¢in 6ncelikli olarak 7,, <n<7T,,,; alalim. Bu durumda
{k<n:VxeDigin g,(x)= f,(x)}c{k <n:Vxe Digin f,(x)er,}

olur dolayisiyla (2) numarali esitsizlikten

%l{kSn :Vx € Digin gk(x)¢ fk(x)}|

sl|{k3n:‘v’xeDic;infk(x)eIm}|<—l—’dir.
n m
Boylece; n~>w igin limit 0°dir ve her xe D ve hhhk. igin £, (x)= g, (x) dr.

Son olarak, kabul edelim ki (iii) saglansin. Her xe D ve hhhk. igin £,(x)=g, (x) ve

D ciimlesi iizerinde ]lim g, (x)= f(x) olsun. £>0 alalm. Bu durum da her bir # igin
—500

{kSn:VxeDigin|f,,(x)—f(x)|28}
g{kSn:VxeDiqinfk(x);ﬁgk(x}
u{kSn:‘v’xeDigin[gk(x)—f(x)lz.e}

olur. Ciinkii D ciimlesi iizerinde Ilun g, (x)= f(x) dir. Yukarida yazilan ikinci ciimle sabit

sayida tam say1 igerir. Buna /= K(g, x) diyelim. Bu nedenle
liml|{k <n:Vxe Digin|f, (x)- f(x)|2 e}‘

n—o 7

<lim[ff <n:Vxe Digin ()% g, ()} |+ lim & =0
n n-—>wo

n—>w n

10



olur. Ciinkii her xe D ve h.h.hk. igin £, (x)= g (x) olur. Béylece her xe D ve h.hhk. icin
|/, ()~ f(x)| < & olur ve (i) saglanir.

Boylece teoremin ispati tamamlanmisg olur.
Teorem 3.2.2°in bir sonucu olarak agagidaki ifade verilebilir.

Sonug 3.2.1. Eger {f,}, D cumlesi iizerinde st —1lim £,(x)= f(x) olacak sekilde bir
fonksiyon dizisi ise bu takdirde {f,}’nmn D ciimlesi iizerinde lim fk(,.)(x)z F(x) olacak sekilde
>0

bir (f,(x)) alt dizisi vardr.
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4. FONKSIYON SERILERININ ISTATISTIKSEL YAKINSAKLIGI
4.1, Istatistiksel Yakinsak Seriler

Tamm 4.1.1. (s,)= X +x, +x; +...+x, olmak iizere (s,,) kismi toplamlar dizisi

istatistiksel yakinsak olan bir Z x, serisine istatistiksel yakinsaktir denir [8].
=1

0
Eger kismi toplamlar dizisi sinirli ise z x, serisine smirhidir denir.
k=1

En az bir £ € N igin her bir b, = q, ise an serisine, Z a, 'nin yeniden diizenlenmis
n=l n=l
serisi denir.
Tanim 4.1.2. Bir seri efer istatistiksel yakinsak fakat mutlak yakinsak degilse sarth
istatistiksel yakinsaktir denir [8].

Tanmm 4.1.3. Bir }:an serisine, eger O [{ keN :a, <0}]=0 ise istatistiksel olarak

=l
negatif terimli olmayan seri denir.

Tamm 4.1.4. 6 [{keN : |xk |)A }]=0 olacak sekilde bir 4 > 0 mevcut ise (x, ) dizisine
istatistiksel sinirlidir denir [8].

Asikar olarak istatistiksel yakinsak bir seri istatistiksel sinirlidir. Fakat bu ifadenin tersi
dogru degildir.

Lemma 4.1.1. Bir x= (x,) dizisinin & ’ya istatistiksel yakimsak olmas1 igin gerek ve
yeter gart n—>co igin limx, =« olmak fizere K = {k1 <k, <ky<..}cN, §(K) =1 olacak

sekilde bir K ciimlesinin var olmasidir [6].
Ozellik 4.1.1. Bir x= (x,) say1 dizisinin istatistiksel yakinsak olmas: igin gerek ve

yeter sart istatistiksel Cauchy dizisi olmasidir [4].
Istatistiksel yakinsak bir seri smirsiz olabilir. Bunun igin asagidaki drnegi g6z oniine

alalim.

Ornek 4.1.1. )" a, , serisinin genel terimi
n=1

D"k n=k*ise
a,=4(-1)"k nl=k*ke Nise

n? diger durumlarda
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olmak iizere Z a, serisi istatistiksel yakinsak oldugu halde smirh degildir.

n=1

Ozellik 4.1.2. Siirh biitiin seriler istatistiksel yakinsak degildir.

Gergekten Z (—1)" serisini gdz Oniine alirsak bu seri smirh fakat istatistiksel yakmsak degildir.

n=l
Ozellik 4.1.3. Siurh istatistiksel yakinsak bir seri, yakmsak olmak zorunda degildir.
Bunu Ornek 4.1.2°dan gorebiliriz.
Ornek 4.1.2.
(-1)", n=kise
a,={(-1)", nl =k* ke Nise

n? ,  diger durumlarda

olmak {izere, Z a, serisini géz 6niine alalim bu seri siirls istatistiksel yakinsak oldugu halde

n=1

yakinsak degildir.

Tammdan ve Ornek 4.1.2°den “yakimsak her serinin istatistiksel yakinsak oldugu fakat
tersinin dogru olmadig1 agiktir.”

Weierstrass tamlik prensibini kullanarak asagidaki ifadeyi elde edebiliriz

Onerme 4.1.1. Negatif terimli olmayan bir serinin istatistiksel yakinsak olmasi igin
gerek ve yeter sart yakinsak olmasidir.

Ozellik 4.1.4. Eger bir seri istatistiksel yakinsak ise bu takdirde onun her hangi bir
diizenlenmisi istatistiksel yakinsak olmak zorunda degildir.

Bunun igin Ornek 4.1.2°yi gbz oniine alalm ve agafidaki sekilde bir diizenleme

yapalim.

3b, =1-1+47 +1-1497 +1-1+(16)" +1-1+(25)" +...

n=l
Zb,, serisi, Ornek 4.1.2°de tanimlanan ve istatistiksel yakinsak olan Za,, serisinin bir
n=1 n=1
diizenlenmis hali oldugu halde istatistiksel yakinsak degildir.

Tanimdan ve yukaridaki 6rneklerden asagidaki ifadeyi elde ederiz.

Onerme 4.1.2. Egerz a, istatistiksel yakinsak bir seri ise bu takdirde st-lim a, = 0’dur.

n=l1

Fakat bu ifadenin tersi dogru degildir.

13



Onerme 4.1.3. Eger Zan ve an istatistiksel yakinsak iki seri ise bu takdirde

n=1 n=l
a, kompleks sayilar olmak iizere Z(aan + fb,) serisi az a,+ ﬂz b, toplamina
n=1 n=l1 n=1

istatistiksel yakisaktir.

4.2. Temel Sonuglar

Teorem 4.2.1. Eger bir Zan serisi istatistiksel yakinsak ise bu takdirde &(K)=1

n=1

olacak gekilde N°nin bir K = {k, <k, <k, <...} alt ciimlesi mevcuttur ve Z a, yakmsakir.

Ispat : Zan istatistiksel yakinsak olsun, bu takdirde Lemma 4.1.1’den 6 (P) =1 ve

n=1

(S ,, ) yakmnsak olacak gekilde P = {p1 <p,<p;< } c N ciimlesi mevcuttur.
g, € P¢ olmak tizere M = {m,,m,,m,,...} alt ciimlesini olugturalim. Eger en az bir i

icin m, = m, ; tekrari mevcut ise bu takdirde m; sayilip ve m,,; ihmal edilecektir. Bu takdirde

O (My=0=> & (M° )=1"dir. K=M* olarak alirsak Zak ’y1 yakinsak elde ederiz.

keX

Yukaridaki sonucun tersi dogru degildir, Z a, smirlidir. Ornek 4.2.1°den bu agiktir.

n=1

Ornek 42.1. keN , n=k* iken a,= (-1)", aksi takdirde @,= 0 seklinde ) a,

n=1

tanmimlansin. Bu takdir de z a, sinrhdir.

n=l
Teorem 4.2.2. Istatistiksel yakmsak bir ian serisinin oo’a 1raksayan zayif
n=l
(inceltilmis) bir alterne serisine sahip olmas: igin gerek ve sart onun -0 ’a raksayan inceltilmis
bir alt seriye sahip olmasidir.
ispat : ian istatistiksel yakinsak olsun ve oo’a iraksayan inceltilmis bir alterne
n=1
seriye sahip olsun. Bu takdirde Onerme 4.1.1°den, onun pozitif terimlerinin oldugu kadar

negatif terimlerinin de oldugu goriiliir. Ozellik 4.1.1°dan (S,) K ’da yakmnsak ve & (K )=1

14



olacak sekilde XV ciimlesi mevcuttur. M , Zak = oo olacak sekilde N nin inceltilmis bir
keM

alt ctimlesi olsun.
Bu takdirde istatistiksel yakimnsak serilerinin tanimmdan B =K — M N K° olmak

lizere Zak = .o oldugu gériiliir. Agikar olarak & (B) = 0°dir. Benzer olarak tersi

gosterilebilir.

Onerme 4.2.1. Kompleks terimli bir Zan serisinin istatistiksel yakisak olmasi igin

n=1
gerek ve yeter sart her £>0 igin
liml keN: zn:ak 2gy=0
n—wo pn o

olacak sekilde m = m(g) olmasdr.

Onerme 4.2.2. Asagidaki ifadeler birbirine denktir.

) Zan istatistiksel yakinsaktir.

n=1

(ii) 6[{k €N: g, # b,}] = 0 olacak gekilde yakinsak bir Z b, serisi mevcuttur.

n=]

(iii) 6(K) =1 olacak sekilde bir X < N alt ciimlesi mevcuttur ve Zak yakinsaktr,
keK

(iv) Her n €N igin an yakinsak ve Z y, 'de sifira istatistiksel yakinsak olmak
n=1 n=1

lizere a, = x, +y, olacak sekilde an ve Z y, serileri mevcuttur.

n=1 n=1
Ozellik 4.2.1. Istatistiksel yakmsak dizilerde kalan terimin limiti ayristirma teoremi igin
aynidir fakat seriler i¢in limit farkli olabilir.

4.3, istatistiksel Yakinsak Fonksiyonlar Dizisi

DcR ve {f,}’da D ciimlesinde bir reel fonksiyonlar dizisi olsun.
Tamm 4.3.1. Bir { fi (x)} dizisinin istatistiksel monoton fonksiyon olmasi igin gerek ve
yeter sart 5(K )=1 ve { Jx, (x)} monoton olacak sekilde bir X = {k, :ie N } C N alt climlesinin

var olmasidir [16].

Lemma 4.1.1°ten agagidaki sonug elde edilir.
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Sonug 4.3.1. Eger reel degerli bir {f,(x)} dizisi D ciimlesi lizerinde noktasal
istatistiksel yakmsak ise bu takdirde §(K(x))=1 ve lim f, = yakimsak olacak gekilde bir
n—o 7

K(x)= {k, (x)<k, (x) < } cN
alt ciimlesi vardir [16].

Bu durumda D ciimlesi iizerinde
st —lim £, (x)= £(x)

yazacagiz. Burada, D ciimlesi tizerinde st —lim £, (x)= f (x) olmasi igin gerek ve yeter sart

st~ 1im(i:g| . (x)- f(x)]) =0

olmasidur.

Sonu¢ 4.3.2. Eger { k} fonksiyon dizisi D climlesi iizerinde bir f fonksiyonuna
diizgiin istatistiksel yakinsak ise bu takdirde {f,}, D ciimlesi iizerinde f ’e noktasal
istatistiksel yakinsar [16].

Teorem 3.3.1. Eger {f,} ve {g,} bir D ciimlesi iizerinde diizgiin istatistiksel yakimsak
iki fonksiyon dizisi ise bu takdirde {f; g,}’da D ciimlesi iizerinde diizgiin istatistiksel

yakinsaktir.

Asagidaki teorem diizgiin istatistiksel yakinsaklik i¢in Cauchy kriteridir.

Lemma 4.3.1. ( f,) dizisinin D ciimlesi tizerinde diizgiin istatistiksel yakinsak olmas1
icin gerek ve yeter sart bu dizinin D ciimlesi iizerinde diizglin istatistiksel Cauchy dizisi
olmasidir.

Simdi fonksiyon serilerinin diizgiin istatistiksel yakinsaklifin1 ve bazi temel sonuglart

verecegiz.
4.4. Fonksiyon Serilerinin Diizgiin Istatistiksel Yakinsakhg

DcR ve {f,}’da D ciimlesinde reel bir fonksiyon dizisi olsun.

Tamm 4.4.1. z £, (x) serisi verilsin. Eger bu serinin
k=1

k
fo (x) =8, ()
i=l

seklinde tanimlanan kismi toplamlar dizisi D climlesi iizerinde diizgiin istatistiksel yakinsak ise

yani herg >0 igin,
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liml\{k <n:Vxe Digin |s, (x)-s(x)| 2 s}l =0

n—w p

oluyorsa Z i (x) serisi D climlesi tizerinde diizgiin istatistiksel yakinsaktir denir [16].
k=1

Ornek 4.4.1. Z f.(x) , D =[0,1) tizerinde reel degerli fonksiyonlar serisi olsun ve

x* , k=n%ise
file)=1-2*" , kl=n?
0 , diger durumlarda

seklinde tanimlansin.

limll{kSn:VxeDiginbk(x}28}[=0

n—o g
oldugundan {f,(x)}, D ciimlesi iizerinde diizgiin istatistiksel yakimsaktir. Boylece i fox)
k=1
serisi, D climlesi tizerinde diizgiin istatistiksel yakisaktr.
Teorem 4.4.1. Eger i f, serisi diizgiin istatistiksel yakinsak ise bu takdirde
k=1

st —lim f, =0 ’dir. Fakat bu ifadenin tersi saglanmayabilir.
Ispat : s, —s,, = f, ve tiim istatistiksel yakimnsak dizilerin ciimlesi bir lineer uzay
oldugundan st —lim f, = 0 dur.

Asagidaki teoremin ispat: Teorem 3.2.1’in bir sonucudur.

Teorem 4.4.2. {f,} ve {g,} bir D ciimlesi iizerinde taniml1 iki fonksiyon dizisi olsun.

Eger D ciimlesi tizerinde 2 Jr serisi f'e ve Egk serisi de g’e diizgiin istatistiksel yakinsak
k=1 k=1

ise bu takdirde D climlesi iizerinde Z(fk + gk) serisi f+g toplamma diizgiin istatistiksel
k=1

yakinsaktir.
Cauchy kriteri, diizgiin istatistiksel yakinsak seriler i¢in de ifade edilebilir.

Teorem 4.43. D ciimlesi iizerinde tanimh reel degerli Z f, fonksiyon serisinin

diizgiin istatistiksel yakinsak olmasi igin gerek ve yeter sart her £ >0 igin,

iﬁ@z%

lim—l— =0

n—wo g

k=m

{keN:VxeDigin

olacak sekilde m =m(g) olmasidir,
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Ispat : {s,(x)} , i f.(x) serisinin kismi toplamlar dizisi olsun. {s,(x)} dizisinin D
k=1

climlesi iizerinde diizgiin istatistiksel yakinsak olmasi bu dizinin diizgiin istatistiksel Cauchy
dizisi olmasin1 gerektirir.

Bu durumda her £ >0 igin,

limll{k <n:VxeDigin |sk(x)—sm(x)|2 8}[ =0

n—>0 B

yani
lim—l—{keN:VxeDigin > £k 23} =0
n—wo p iom

olacak sekilde m =m(g) mevcuttur.
Teorem 4.4.4. D cuimlesi iizerinde reel degerli Z f. fonksiyon serisinin diizgiin

k=1

istatistiksel yakinsak olmas i¢in gerek ve yeter sart her £ >0 igin,

i filx)|z & }
olmasidir.

k=n+]
Ispat : Teoremin ispat1 asagidaki esitlikten kolayca elde edilir.

.1
lim —
n-»0

=0

{keN:‘v’xeDigin[Rn(x)lz

D fo=5.(x)+ R, (%)
k=1

Asagidaki ifade diizgiin yakmsak seriler igin Abel testinin bir genellestirilmisidir.
Teorem 4.4.5. {f,} ve {g,} bir D cR ciimlesi iizerinde fonksiyon dizileri olsunlar.

Kabul edelim ki her x€ D ve her n e N igin,

liml|{keN:VxeDiginlsk(x)l2M}’=0

n->® p
olacak sekilde bir M sayis1 mevcut olsun. Ayrica her bir noktada monoton olan {gk}
fonksiyon dizisinin D ciimlesi iizerinde (’a diizgiin istatistiksel yakmsak oldugunu kabul
edelim. Bu takdirde z 1 g, serisi D cilimlesi iizerinde diizgiin istatistiksel yakinsaktir.

Ispat : Cauchy kriterini, diizgiin istatistiksel yakinsaklig1 elde etmek igin seriye
uygulayacagiz. Farzedelim ki g, (x) negatif olmasin ve sifira dogru azalsm. £ >0 olsun. Cok

biiyitk # ve m ’ler ve her x€ D igin,
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3 £ ()8, ()
k=m

toplamin1 hesaplamamiz gerekmektedir. g, (x) fonksiyon dizisi D ciimlesi iizerinde 0’a

istatistiksel yakinsak oldugu i¢in her x € D i¢in,

1
lim—
n—>w0 n

{keN:VxeDiginlgk(x)IZEi—leo

bulabiliriz.
Elemanter islemler yapilarak

kagk = Z(Sk ~54-1)8%

k=m =M
=8y (gm - gm+l)+ Sm (gm+l_gm+2) tot s, (gn—l - gn)+ S5p8n
yazilabilir. Bu da her x € D ve h.h.h.k i¢in tam olarak seriler i¢in Cauchy kriteri olan

sup
xeD

ka (x)g (%)

k=m

<2Msuplg,(x)| <&
xeD

ifadesini verir ki bu da ispat1 tamamlar.
4.5. Uygulamalar

Diizgiin istatistiksel yakmsaklig1 kullanarak bazi uygulamalar elde edebiliriz. Burada

Lemma 4.5.1ten yararlanarak sadece bazi teoremler verecegiz.

Lemma 4.5.1. D ciimlesi iizerinde siirekli biitiin f, fonksiyonlarini goz &niine alalim.
Eger D ciimlesi tizerinde st—limf, (x): f (x) ise bu takdirde f ,D ciimlesi iizerinde
stireklidir [16].

Teorem 4.5.1. D ciimlesi iizerinde ki her bir f, fonksiyonlar: stirekli bir fonksiyon ve
> f. diizgiin istatistiksel yakmsak ise bu takdirde ) f, *da D ciimlesi tizerinde siireklidir
[16].

Teorem 4.5.2. Eger [a,b] iizerinde her bir f, integrallenebilir bir fonksiyon ve
Z [, *da diizgiin istatistiksel yakinsak ise z fr s [a,b] aralig1 iizerinde integrallenebilirdir ve

b

@ o [ b
J(st—limZﬁj=st—-lim [jf,{]
a k=1 k=1\ g

dir [16].
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Teorem 4.5.3. Kabul edelim ki [a,b] tizerinde her bir £, siirekli bir tiireve sahip olsun.

i JAGR [a,b]’de bazi c’ler igin istatistiksel yakinsak olsun ve Z fi, [a,b] tzerinde
k=1

diizglin istatistiksel yakinsak olsun. Bu takdirde Z f. serisi [a,b] iizerinde Z fr

k=1 k=1

diferensiyellenebilir fonksiyonuna diizgiin istatistiksel yakinsaktir ve

(st—limifk] =st—1imifk‘
P =1

dir [16].
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