T.C
SELCUK UNIVERSITESI
FEN BILIMLERI ENSTITUSU

CAUCHY - TOEPLITZ VE CAUCHY — HANKEL MATRISLERININ KHATRI -
RAO VE TRACY - SINGH CARPIMLARININ NORMLARI UZERINE

Haci CIVCIV

YUKSEK LISANS TEZI

MATEMATIK ANABILIM DALI

Bu tez 10/ 01 / 2005 tarihinde agagidaki jiiri tarafindan oybirligi / eygelces

ile kabul edilmigtir.

Yrd. Dog. Dr. Necati TASKARA  Yrd. Ddg. Dr. Ram
(Uye) (Damsgman )



OZET
Yiiksek Lisans Tezi

CAUCHY - TOEPLITZ VE CAUCHY — HANKEL MATRISLERININ KHATRI -
RAO VE TRACY - SINGH CARPIMLARININ NORMLARI UZERINE

Haci CIVCIV

Selguk Universitesi
Fen Bilimleri Enstitiisii

Matematik Anabilim Dal1
Damsman : Yrd. Dog. Dr. Ramazan TURKMEN
2005, 72 sayfa

Jiiri :
. Prof. Dr. Durmus BOZKURT
Yrd. Dog. Dr. Necati TASKARA
Yrd. Dog. Dr. Ramazan TUORKMEN

Cauchy — Toeplitz matrislerinin singiiler degerleriyle G. Szeg¢ ilgilenmis ve
bununla ilgili bir problem ortaya koymustur. Daha sonra bu matisler, C. Méler ’in
dikkatini ¢ekmis ve C. Moler deneysel olarak bu matrislerin singiiler degerlerinin
¢ogunun 7 ’ye yaklagtigim tespit etmis ama bu analitik olarak S. V. Parter tarafindan
¢Oziilmiistiir. E. E. Tyrtyshnikov g=1/2 ve h = 1 6zel durumu igin, bu matrisin
singliler degerleri icin bir alt ve iist sinir bulmustur. Durmus Bozkurt bu matrisin
genel halinin Euclide normu igin bir alt ve tist sinir bulmustur. '

Biz bu ¢alismada, g < & ve g,h e R* olmak iizere, genel Cauchy —Toeplitz

matrislerinin Khatri — Rao ve Tracy — Singh ¢arpimlarinin ¢ , normu igin bir alt ve

{ist sinir bulduk ve yine aym sartlar altinda Cauchy —Hankel matrislerinin Khatri —
Rao ve Tracy — Singh ¢arpimlarinin £, normu igin bir alt ve list sinur tespit ettik.

ANAHTAR KELIMELER : Matris Normu, Cauchy — Toeplitz Matrisleri,
Cauchy — Hankel Matrisleri, Khatri — Rao Carpimi, Tracy — Singh Carpimi.
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G. Szegd interested in the singuler values of Cauchy — Toeplitz matrix and
put forward a problem. Later, these matrices attracted the attention of C. Moler, who
had experimentaly discovered that most of their singular values are clustered near 7.
Recently, S. V. Parter gave an explanation of this phenomenon E. E. Tyrtyshnikov
obtained a lower and upper bound for spectral norm of Cauchy — Toeplitz matrix
such that # = 1 and g =1/2 . D. Bozkurt, found a lower and upper bound for the
general condition of Euclidian norm of Cauchy — Toeplitz matrices.

In this study, we have established a lower and an upper for the £, norms of

Khatri — Rao and Tracy — Singh Products of the Cauchy — Toeplitz matrix such that
g<h and g,h e R* . Moreover, we have obtained an upper bound for the £, norms

of Cauchy — Hankel matrix such that g <k and g,heR" .

KEYWORDS : Matrix Norm, Cauchy — Toeplitz matrices, Cauchy — Hankel
matrices, Khatri — Rao Product, Tracy — Singh Product.

iv



ONSOZ

Bu tez ¢alismasi, Selguk Universitesi Fen — Edebiyat Fakiiltesi Matematik
Boliimii Ogretim Uyesi, Yrd. Dog. Dr. Ramazan TURKMEN danismanhiginda
yapilarak, Selguk Universitesi Fen Bilimleri Enstitiisti *ne yiiksek lisans tezi olarak
sunulmustur.

Bu ¢aligma, matris teorisinde 6nemli bir yere sahip olan vektér ve matris
normlar1 {izerine hazirlanmigtir. Caligmanin birinci boliimii ¢ Giris * e ayrilmis, ikinci
boliimde ise, bazi 6zel matris ¢arpim tanimlart ve ayrica vektdr ve matris normlartyla
ilgili temel tammlar verilmistir. Uclincii boliimde, Cauchy —Toeplitz matris tanimlart

verilerek, bu matrislerin Khatri — Rao ve Tracy — Singh ¢arpimlarinin £, normlari

i¢in alt ve st sinirlar bulunmugtur. Dérdiincii boliimde ise, Cauchy —Hankel matris
tanimlart verilerek, bu matrislerin Khatri — Rao ve Tracy — Singh ¢arpimlarinin £,
normlari icin alt ve {ist sinirlar bulunmugtur. Besinci bdltimde, bu ¢aligma boyunca

elde edilen sonuglar agiklanmis ve bu ¢aligmanin olusumu esnasinda tretilen

diistince dogrultusunda daha neler elde edilebilecegi hakkinda Onerilerde

bulunulmustur.
Bu c¢aligma konusunu bana veren ve c¢alismam siiresince her tiirlii

yardimlarim esirgemeyen degerli hocam Yrd. Dog. Dr. Ramazan TURKMEN ‘e

tesekkiir ederim.

Hac1 CIVCIV
Konya, 2005
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1. GIRIiS

Bu ¢aligmada, g ve A; sifirdan farkli ve g/h ¢ Z olacak sekildeki herhangi iki

sayl olmak {izere, T, =l:—————l—:l formunda belirtilen Cauchy — Toeplitz
g+(E-Nh], .,

i,j=1

matrisi ile yine aym sartlarda, H, =[~—1——] formunda belirtilen Cauchy —
g—(+)h

Hankel matrislerinin Khatri ~ Rao ve Tracy — Singh ¢arpimlarimin £, normlan

tizerinde durulacaktir.

Bu matrislerde ilk olarak C. Moler ¢alismigtir. C. Moler, g=1/2 ve h =1
icin bu matrislerin singiiler degerlerinin 7 ’ye yaklastigint deneysel olarak
gOstermigtir. Ancak, bunun dogrulugunu S. V. Parter ispatlamigtir.

S. Roch ve B. Silberman ( 1998 ), g ve 4 lizerinde baz1 kisitlamalar yaparak,
Cauchy — Toeplitz matrislerinin singiiler degerleri i¢in bazi alt simrlar tegkil

etmiglerdir.
E. E. Tyrtyshnikov ( 1991 ), T, =[2/(1+2(i - j))];'j=I olarak tammladig:

Cauchy — Toeplitz matrisinin spektral normu ig¢in bir alt simr bulmustur. E. E.
Tyrtyshnikov, aym ¢aligmasinda n = 40, 60, 100 igin £=10" olmak tizere, T, ’in
P 2 Py 2.2 P, ve p, >m—¢ olacak sekildeki singiiler degerlerinin sayisinin

sirayla 6, 7, 8 olduunu gostermistir.
D. Bozkurt ( 1996 ), E. E. Tyrtyshnikov "un, T, =[2/(1+2(i- j))]:j=l
seklinde tamimlanan Cauchy — Toeplitz matrisi igin buldugu alt sinir1, g ve 4 sifirdan

farkhh ve g/he7Z olacak sekildeki herhangi iki say1, s, >0 ve s, =0(1/n) olmak

iizere, I, =| —————| i¢in
g+({-jh

i,j=1

@—s,. 7, |Is e
4] 4]




olarak genellegtirmigtir.

" "

ve H, =[2/(1-2(i +j))]

olarak tanimladigz Cauchy — Toeplitz ve Cauchy — Hankel matrislerinin Hadamard

D. Bozkurt ( 1997), 7, =[2/(1+2(i - j))]

i, j=1 1.J=1
¢arpimi i¢in alt ve Uist sinirlar tespit etmistir.

S. Liu ( 1999 ), sirastyla genellestirilmis Hadamard ve genellestirilmis
Kronecker ¢arpimlar1 olarak bilinen, Khatri — Rao ve Tracy — Singh carpimlarim
tammlamig ve bu iki ¢arpimi igeren esitsizlikler elde etmistir. Ayrica, bu esitsizlikler
i¢in de iki istatistik uygulamas: verilmistir.

Biz bu ¢alismada, g ve A; sifirdan farkli ve g/h¢Z olacak sekilde tayin

edilen baz1 g ve h i¢in, herhangi iki say1 olmak tizere, T = [;} formunda
g+i-ph] .,

belirtilen  Cauchy -~  Toeplitz matrisi ile yine aym  sartlarda,

H, =[—L-] formunda belirtilen Cauchy —Hankel matrislerinin Khatri —
g=@+h

i,j=1

Rao ve Tracy - Singh ¢arpimlarinin £, normlart igin alt ve iist sinirlar verdik.



2. GENEL BILGILER

Bu béliim, sonraki béliimler igin gerekli olan temel tanimlardan olugsmaktadir,
Oncelikle, cahsma boyunca kullamlacak olan polygamma fonksiyonu ve onun

ozellikleri hakkinda kisaca bilgi verelim.

Tanmm 2.1. Gamma fonksiyonu,

T(x) = (et

0

olmak lizere,

¥(x) = Psi(x) = %{ln[l"(x)]}

seklinde tamimli fonksiyona psi ( veya digamma ) fonksiyonu denir. Psi

fonksiyonunun ». mertebeden tiirevine de polygamma fonksiyonu denir ve

Y(n,x) = %Psz‘(x) = ;'i:" [%ln [T (x)]]

seklinde gosterilir. Burada n > 0 dir. Eger, n =0 ise
. d
W(0,x) = Psi(x) = :{—{ln [T)]}
x

olur ( Kdlbig 1972 ).
Ozellik 2.1 g € Z*, b herhangi bir say1 ve n € Z* olmak tizere,

limY¥(a,n+b)=0

dir ( Bozkurt 1998 ).



2.1. Baza Ozel Matris Carpimlan

Tanm 2.1.1. A4 ve B swasiyla, A = (ay);, B = ( by )u seklinde mxn ve pxq

mertebeli herhangi iki kompleks matris olmak iizere,

= ((ay bu du )y

seklinde tamimlanan, mpxng mertebeli A®B matrisine, 4 ve B matrislerinin
Kronecker garpimi denir.
Kronecker ¢arpima aym zamanda, tensor ¢arpim ya da direkt ¢arpim da denir.

Tamm 2.1.2. A4 ve B sirasiyla, A = ( a;);, B = ( by )u seklinde mxn mertebeli

herhangi iki kompleks matris olmak iizere,
AoB = ( a,,b,, )‘J

seklinde tanimlanan mxn mertebeli AoB matrisine 4 ve B matrislerinin Hadamard

¢arpimi denir.

Tanm 2.1.3 A4 ve B sirasiyla, 4 = (a;);, B = ( by )u seklinde mxn, pxq mertebeli

herhangi iki kompleks matris ve 4;; , By de sirasiyla 4 ve B matrislerinin m;xn;
( Zm,. =m,an. =n ), pxq ( Zpk =p,2q, =¢q ) mertebeli ( i, j )-inci ve

( &, 1)-inci blok alt matrisleri olmak iizere;
A®B = ((Ay;®By)u )y

seklinde tanimlanan mpxng mertebeli A@B matrisine, 4 ve B matrislerinin Tracy-

Singh ¢arpinu denir ( Shuangzhe 1999 ).



Tanim 2.1.4 4 ve B sirasiyla, 4 = (a; )y, B = ( bu Yu seklinde mxn, pxg mertebeli

herhangi iki kompleks matris ve A;, By de sirasiyla 4 ve B matrislerinin, mxn;
s ¢ S {

( Zm,. =m,an =n ), pxq ( Zpk =p,Zq, =g ) mertebeli, ayn1 sayidaki
i=l j=l k=1 i=1

(i, j)-inci ve (k [)-inci blok alt matrisleri olmak iizere;

A%B=(Ay® By );

s ¢
seklinde tamimlanan (Zm,. p,.)x(anqj) mertebeli A%B matrisine, 4 ve B

i=l Jj=

matrislerinin Khatri-Rao ¢arpimi denir ( Shuangzhe 1999 ).

2.2. Vektor Normlan

Tanmm 2.2.1 F, reel ya da kompleks sayilar cismi ve V, F cismi lizerinde

tamimlanmig vektor uzayr olmak lizere;

I : V>R {0}

v v
seklinde ifade edilen ve
i )Herv € Vigin,
ia) v=0ise, | v| >0 dur,
ib) v = 0olmasi igin gerek ve yeter sart || v || = 0 olmasidir,
ii)aeF veveVigin||av| =]|a|lv]dir,
iii yuv e Vigin, || u+v || < Jlu ]| +] v || dir,

aksiyomlarini saglayan ||. || doniisiime, vektdr normu denir.

Bu tanim dikkate alinarak, bir ¢ok vektér normu tanimlanabilir.



Bilesenleri kompleks sayilar olan » — mertebeli vektérlerden olugan C"

ciimlesi, kompleks sayilar cismi iizerinde bir vektor uzaydir.
Tanim 2.2.2 l.h:C"> R U{0}

ile ifade edilen ve v=(v,) e C* (1<i<n) i¢in,

vl= v, |

i=l
seklinde tantmlanan || . ||; déniigiimiine, v vektoriiniin foplam normu denir.
Tanmm 2.2.3 . l:C"> R U{0}

ile ifade edilen ve v=(v,) e C* (1 <i<n) igin,

Iv]a= (il v, 12)

i=l

seklinde tamimlanan || . |p doniiglimiine, v vektSriiniin Euclidean (veya Frobenius )

normu denir.
Tamm 2.2.4 ]].H,,:(C“—) ]R*u{O}

ile ifade edilen ve v=(v,) e C" (1<i<n) igin,

nvn,,=(i|v,.v) <p<w

i=l

seklinde tammlanan | . ||, doniisiimiine v vektoriiniin p — normu ( veya Holder )

normu denir.



2.3 Matris Normlan

Tamm 2.3.1 F, reel ya da kompleks sayilar cismi, M,(F); bilesenleri F cisminin

elemanlari olan » - mertebeli karesel matrislerin ciimlesi olmak iizere;

Il Ma(F) > RYU {0}
A4

seklinde ifade edilen ve

i )4 € M, (F) i¢in,
ia) A#0ise,||4||> 0 dir,
ib) 4 = 0 olmas: igin gerek ve yeter gart || 4 || = 0 olmasidur,
il )xeF ved e My(F) igin, || a4 || = | x| || 4 || dur,
iii )4, B € M, (F) igin, || A+B || < || 4 || + || B]| dir,
iv) A4, B € My(F) igin, || AB || < || 4]lll B|| dir,

aksiyomlarini saglayan ||. || doniisiime, matris normu denir.

Tanim 2.3.2 F, reel ya da kompleks sayilar cismi, M, »(F); bilesenleri F cisminin

elemanlari olan nxm mertebeli matrislerin ciimlesi olmak {izere;

I 1l: Mam®) = RT O {0}
4> 4]

seklinde ifade edilen ve

i YA € My, (F) igin,

ia) A#0ise, || 4> 0 dur,

ib) A = 0 olmasi igin gerek ve yeter sart || 4 || = 0 olmasidir,
il )axeF ved € Myu(F) igin, || a4 || = | ||| 4 || dur,



iii)A4, B € Myu(F) igin, || A+B || £ || 4 || + || B|| dir,
aksiyomlarini saglayan ||. || doniistime, genellestirilmiy matris normudenir.
Tanim 2.3.3 F, reel ya da kompleks sayilar cismi olmak {izere;

[ 1l2: MuF) > RTU {0

ile ifade edilen ve 4=(g;) e M, (F) (1<i,j<n) igin,

1A= (la, )"

i,j=1
seklinde tammlanan || . ||, doniistimiine, Fuclide normu denir.

Bazen, bu sekilde tanimlanan norm ig¢in, Euclide normu yerine Frobenius

norm, Schur norm, Hilbert-Schmidt norm veya ¢, norm ifadeleri de kullanilir.
Tanim 2.3.4 F, reel ya da kompleks sayilar cismi olmak {izere;
|- Nz : Mum(F) — RTU{0}

ile ifade edilen ve 4=(a;)e M, ,(F)(1<i<n ,1<j<m) i¢in,

A b= (O )la, )"

i,j=1
seklinde tanimlanan doniisime genellestirilmis - Euclide normu denir.
Tamim 2.3.5 F, reel ya da kompleks sayilar cismi olmak tizere;

I llp: Ma(F) > RT U {0}



ile ifade edilen ve 4=(a;) e M, (F) (1<i,j<n) i¢in,

LA T= (Y la, )"

ij=1

seklinde tanimlanan ||. ||, déniisiimiine, £, matris normu denir.

Tanmm 2.3.6 F, reel ya da kompleks sayilar cismi olmak iizere;
I Ml : Mam®) = RTU {0}

ile ifade edilen ve A=(a,)eM, ,(F) (1<i<n ,1<j<m) igin,

A= la; ")

ij=1

seklinde tanimlanan doniistime genellestirilmis - £, matris normu denir.
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3. CAUCHY - TOEPLITZ MATRISLERI

Tamm 3.1. x; # y, (x,,y; €C) ve 1<, j <n olmak lizere elemanlan,

¢y = ! (3.1)
X =Y

ile tanimh C=(c,.j )" matrisine Cauchy matrisi denir ( Horn ve Kittaneh 1998,

i,j=1

Tyrtyshnikov 1991, Calvetti ve Reichel 1997 ).

Tamm 3.2. n21 ve ¢,_; ’ler kompleks sayilar olmak tizere,

seklindeki matrise Toeplitz matrisi denir ( Iohvidov 1982).

Tanmm 3.3 ( 3.1 ) ile verilen Cauchy matrisinde, a ve b keyfi sayilar olmak lizere,

b+ o,% ¢Z) x,=a+bi ve y,=b alnarak elde edilen

1 n
I, =|——F=7
[a+(i—j)bl,j=1

matrisine Cauchy — Toeplitz matrisi denir ( Tyrtyshnikov 1991, Trench 1999 ).
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3.1. Cauchy - Toeplitz Matrislerinin Khatri — Rao Carpimlarmm /¢ , Normlari

I¢in Smirlar

Teorem 3.1.1 7, ; ( 3.1 ) ile tamimlanan Cauchy matrisinde x; = % +i,y=j
alinmasi ile elde edilen,
1
I, ={—— (3.1.1)
Z+G-J)
2

i,j=1

seklinde bir Cauchy-Toeplitz matrisi ve {(p), Riemann — Zeta fonksiyonu olmak

lizere, 7, matrisinin £, ( p22 ) normu igin,

[27 1k )]'? <n 21, <2v 727 -1k (m)]” (3.12)

seklinde bir alt ve tist simir vardir ( Bozkurt 1996 ).

Teorem 3.1.2 T, ( 3.1.1 ) ile verilen n- mertebeli ( # =2 ) Cauchy-Toeplitz matrisi
olmak lizere, bu gekilde tanimlanan iki 7, Cauchy-Toeplitz matrisinin, 7,,%7, ile

gosterilen Khatri-Rao garpimunin £, (p > 2) matris normu igin,
IT Tz <[ (n-1)(2 ~2)¢ (2)] +[(2° ~1)¢ ()]

+|:(2,, _l);(p)_zp]2+4?’ (3.1.3)

seklinde bir st sinr,
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1T, 12 2[ (22 ~1)¢ (p)] +2[(2” ~2)¢(p-1) (2 -1)¢ (p)] +4*  (3.1.4)

seklinde bir alt sinur vardir.

Ispat : ( 3.1.1 ) ile verilen n- mertebeli ( # = 2 ) Cauchy-Toeplitz matrisini,

1 12).
T;;( =T, Tn( )9

n-1

. (3.1.5)

—+i—n
2 i=1

seklinde ( n-1 ) — mertebeli reel siitun vektor, 7.°V;

n-1

i p— (3.1.6)
> +n—j .
seklinde (1-1)- mertebeli reel satir vektor, 7.7
T =(2),4 (3.1.7)
seklinde bir matris olmak {izere,
]

seklinde blok matrislere ayiralim.
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Bu sekilde bloklara ayrilmig »- mertebeli ( # > 2 ) iki Cauchy-Toeplitz

matrisinin Khatri-Rao ¢arpim,

T(ll) ® T(ll) T(12) Tv(lZ)
Tn‘*Tn — [ n n n ® n

(21) (21) 22) 22)
e T eI

seklinde 2((n —1)? +1)- mertebeli karesel reel 7T, % T}, matrisidir.
( n-1) - mertebeli ( n =22 ) iki T, ; Cauchy-Toeplitz matrisinin Kronecker

garpim,

P L

1 1

[-1—+i—jj (l+k—lJ
2 2 k=1

seklinde tammlanan, (n—1)? - mertebeli karesel reel matris; ( #-1 ) - mertebeli iki

T ,®T,, =

n-1 n

i,j=1

T vektoriiniin Kronecker ¢arpimi,

n-17]

T @ 702 _ 1 1

' n G+i—n)(%+k—n) |

seklinde ( n-1 )° — mertebeli reel stitun vektor; ( #-1) - mertebeli iki 7" vektoriiniin

i=l

Kronecker ¢arpimu;
[ 171

1 1

(3] )
—+n—j|| =+n-1
2 2 1t

21 @2n _
T @I =
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seklinde ( -1 )? — mertebeli reel satir vektor; 1 — mertebeli reel iki 7.*” matrisinin
Kronecker carpimi, T @ T® = (4),,, seklinde 1 — mertebeli reel matristir.
Béylece, matrisler i¢in tanimlanan £ , (p 2 2) matris normu ve vektdrler igin

tamimlanan p - normu tanimlarindan,

2
I T,% T, |l; = 2NTY TP |17 (3.1.9)
ij=1
esitligi yazilir. Yukanda tammlanan, 7' @ 7'V, T ® T karesel matrislerin
¢,(p22) normlarnm ve T,” @ 7Y , " @ T*" vektbrlerinin p — normlarmin

p. kuvvetlerinin ve de ( 3.1.9) esitliginin dikkate alinmasi ile;

“T %T ” n=1 1 . n=1 1 . n-{ 1 +4p

f)
"I=I%+i-—j = %+i—n %+n—j
2
n-l ‘ : n-l 1 : 21 1
| 2| U ) |
Ij=ll 2]+1| i=l I i—2n+ l J=l j—n—l+l—%

2 2
o -2k -1 N S 1
+12Py — = | 4+|2? +4°
[ Z (2k - 1)"} ( = |2i—2n+1|p} ( ;lzj—z(n+l)+ll”J

2
Tn%Tn P_|opr 2n—2k - 1 (2/’”—2___1__]
I I [ Z (2k-1)? (2 +1)”

2
+[2" I .1 —2"] +4° (3.1.10)
T Qi+”
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2n-3 1 14 1 ?
Y A Y g (2( w k)]
k=1

w1 o1g i
. 2,,[ 11 _J_zl’ rar (3.1.11)
= k=1

esitligi elde edilir. Boylece; (3.1.11 ) esitligi ve Teorem 3.1.1 de verilen (3.1.2)

esitsizliginden,

" 2 R 2n-3 n=2 1 2
imenty (-0 -2 (o)) (2 (E -2 5 )

2n-1 1 1 n-1 1 2
+H22| Y —-— —27 | +4°
k=| lkp 2[1 k= lkp

" » 2n-3 1 =2 2
Ty <[(n-1)(2 ~2)¢ (p)] +s:r2[2 e ]]

2n-1 1 1 n—1 1 g
+lim| 22| Y ——— S — |-27 | +47 (3.1.12)

n=3e0 o kT 2P Sk

esitsizligi elde edilir. (3.1.12) esitsizligi ve

esitligi ile, (3.1.1 ) * deki gibi tammlanan » — mertebeli iki 7, Cauchy- Toeplitz
matrisinin Khatri — Rao ¢arpimu olan, 2((n—1)* +1)- mertebeli karesel reel 7,%7,

matrisinin £, (p 2 2) normu igin,
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ImA T <[(n-1)(2 ~2)¢ (o) +[(22 -1)¢(p)] +[(2° -1)¢(p)-27] +4°

seklinde bir tist sinir bulunmus olunur ve boylece ( 3.1.3 ) esitsizligi ispat edilmis
olur.

T,%T, matrisinin £, (p 22) normunun bir alt sinirim bulmak i¢in, (3.1.10 )

esitligi olarak bilinen,

n- 2 n- 2
(T, %, |5 = 2"22-—25‘——1 NPTy P SR BEPYY P
(2k -1y S Qi+1)? SQi+1?

esitligini g6z Oniine alalim. Buesitsizlik ile,

w2 2 n-1 1 2
BT, |2 =|| T, 22 +2 S| 42 V.
T8 T 12 =] T,., |27 +2 (Z(ziu)"] r (Z(zm)") *

i=0 i=1

i=l

n-1 z
= 22y 4 (Z @i Jlrl)" J V.

n n-1

2
T % T, 1152 (7' 17,001, 7 4277 (ZQHDP_wZ(ZHD,,) #  (.L13)

i=1 i=

esitsizligi elde edilir. Boylece elde edilen ( 3.1.13 ) esitsizligi ve Teorem 3.1.1 de
verilen ( 3.1.2) esitsizligi ile,

-1 2
”Tﬂ‘*’Tn ”Z 2 [(zp "'l)g(p)] +22p+1 I:Z((Zl _'_ll)P-l - (21_::_1)1’ Jil +4p (3'1.14)

i=1

esitsizligi  yazilir.  Boylece, ( 3.1.14 ) esitsizlifinde yer alan

n-1
Z ! — = ! teriminin Polygamma fonksiyonu cinsinden degeri,
@i+ (2i+1)
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2((2:‘ +11)p—1 - (21-_:_1)11) = zp_(l_(giz)! ‘I’(p—2,n+%J +(1—- 2:{—1 )g(p.-l)

seklinde yazilir ve ayrica,

n—1

}1122[ (2i +1) (2ii1)”) =(1'_2”L“‘)‘:(p_l) _(1_2%)5(1’) B

oldugundan, boéylece, ( 3.1.14 ) esitsizligi ve ( 3.1.15 ) esitligi dikkate alinarak,

T,%T, matrisinin ¢, (p > 2) normu igin,

i1, 122 )¢ ()] <2[(22 ~2)¢ (o) (2 )] +#

seklinde bir alt sinir bulunmusg olunur ve bdylece ( 3.1.4 ) esitsizligi ispat edilmis

olur.

Teorem 3.1.3 g ve /1; 0 < g/ h <1 olacak sekilde herhangi iki reel say1 olmak tizere,

1 n
[iu—m] (3116

seklinde tanimlanan 7, Cauchy-Toeplitz matrisinin {, ( 1 < p < o ) matris normu

igin,
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[ 1/p

{—(ﬁ)p +C(p,—§ﬂ » ptek
1 g h
n pZ lhl P l/p
l(ﬁj +§(p,~§)J , D ¢ift
g h

» 1/p
z) +g(p’_%)+§(pa'§_)} ’ ptek
Ihl » 1/p
{(ﬁ) +¢ (p,—§)+§ (p,‘—g-)J » Pcift
g h h

seklinde alt ve iist sinirlar vardir ( Tekin 1996 ).

(3.1.17)

an—-
)
~
L
l

(3.1.18)

Teorem 3.1.4 T, ( 3.1.16 ) ile verilen n- mertebeli ( » =2 ) Cauchy-Toeplitz matrisi
olmak {izere, bu sekilde tanimlanan iki 7, Cauchy-Toeplitz matrisinin, 7,,%7, ile

gosterilen Khatri-Rao ¢arpiminin £, (1< p < o) matris normu igin, p tek ise;

na S ot
”Tn%Tn ”p < Ihlzp g +4 b h +§ p,-;l-

1 2f 8 o & 1
+|h|”[¢ (p5)< (p’h)]+(g)2p (3119

p sift ise,

ST 4ot
| T, % T, ”p < Ihlzp 2 +&1 ps h +4] Psh

el oo

+
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seklinde bir iist stnir vardir. p tek ise,

b 1 nY g) 2 1 1 1
T, %T, |2 2——| | = ,—= - - 3.1.21
W31l Ihl”{ U ”(” h } ey e e O

p ¢ift ise,

s 1 ((RY g) 2 1 1 1
Tn%Tn 2 2 - s 2 2 2 3.1.22
| I7 Ihl”[(gJ +§(” h } an (geny @ (3:1.2)

seklinde bir alt simir vardir.

Ispat : ( 3.1.16 )ile verilen n- mertebeli ( # 22 ) T, Cauchy-Toeplitz matrisini;

an _ 12,
I, =T, 1,75

a2) _

i n-1
T_” [m] (3.1.23)

i=1

seklinde ( #-1 ) — mertebeli reel stitun vektor, T2;

n-1
T = . (3.1.24)
" g+(m—jh

j=

seklinde (#-1)- mertebeli reel satir vektor, 7,%7;

1

T {E} (3.1.25)
1x1

seklinde bir matris olmak lizere,
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Tn(”) Tn(m
T, = [T‘z" e (3.1.26)

seklinde blok matrislere ayiralim.
Bu sekilde bloklara ayrilmis n- mertebeli ( » = 2 ) iki Cauchy-Toeplitz

matrisinin Khatri-Rao ¢arpimu,

. Tn—l ® T;t—-l Tn(u) ® ]';1(,2)
T,%T, = [thl) QT T g 7@

seklinde 2((n —1)* +1)- mertebeli karesel reel 7, 3% T, matrisidir.

(n-1)-mertebeli (n2>2)iki T, , , Cauchy-Toeplitz matrisinin Kronecker

carpimi,

1 l nl n-1
T,,®T, = =
n~ H(g +(i— j)h) (g + (k- l)k):lk,1=1:|

i,j=1

seklinde tanimlanan, (n—1)* - mertebeli karesel reel matris; ( n-1 ) — mertebeli iki

T reel siitun vektdriiniin Kronecker ¢arpimu,

l 1 n-1 -l
T @ 702
' ' |:[:(g +(~m)h) (g + Kk~ m)h )lﬂ LI

seklinde ( n-1 )* — mertebeli reel siitun vektor; ( #-1 ) — mertebeli iki 7,*"reel satir

vektoriiniin Kronecker ¢arpimi;

1 | il -l
T(zl) ®T(2l) =
n n “:(g + (n - j)h) (g + (n - l)h):l1=l J

j=t
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seklinde ( -1 )* — mertebeli reel satir vektor; 1 — mertebeli iki T2 reel matrisin

Kronecker ¢arpimy,

T(22) ®T(22) =[ 1 J
’ ’ (g)2 1xl

seklinde 1 — mertebeli reel matristir.

Béylece, matrisler igin tanimlanan £, (1< p < ) matris normu ve vektorler
igin tammlanan p - normu tammlarindan,

2
I T.#T, 5 = 2T ST |, (3.1.27)

»
i,j=1

esitligi yazilir. Yukanda tanimlanan, 7' @ T"" | 7% ® T karesel matrislerin
¢, normlannm ve T2 @71 | TP @T? vektorlerinin p — normlarninm p.

kuvvetlerinin ve de ( 3.1.27 ) esitliginin dikkate alinmasi ile;

o 2 2
| = $_ 1
Tn*Tn P _ | + e G
4% s [.-;ﬂlgw—j)hl”} {Zk +("‘”)”|p}

2
n-1 1 1
+{:Zr:|g+(n—i)h|pJ "7

2 2
n-l1 n—i n-1 n—i n-1 1
= + Yy —
|:§|g-—ih|p ;Z=1:|g+ih|p] {izﬂ:lg+(i—n)h|pjl ’

Hlg+m-dn | (@
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IT:#T, 12 41 . ui”{i : ]{Z 1 }+(g1)2p

i=1 |g—ih|p i=1 Ig+l'hlp

2 2
1 n-1 1 1 n-1 1 1
T % T2 | T, 7 + + +
A i ,;'g_." |h[* §|§+l," (8"
h h
f 2 2)
’ 2p 1 J n—1 1 n-1 1 1
“Tn%T"”P =” 7:'-1 ”I’ + 2p p + 7l + 2p (3.1.28)
] =l |g =g (2)
=i S 4
\ h h
J

esitligi elde edilir. Simdi ( 3.1.28 ) esitligini, p *nin tek veya ¢ift olma durumlarina
gOre inceleyelim.

Béylece; ( 3.1.28 ) esitligi ve Teorem 3.1.3 de verilen ( 3.1.18 )
esitsizliginden, p tek ise;

, =1p[ (nY (5-5) (_g_f
”Tn‘%’Tn”pS |h[2p s +4| p, b +& pah

2 ) 2)

1 n-1 1 n-1 1 1
+|hl2”4~z |+ Y/ MET (3.1.29)

esitsizligi elde edilir. Ayrica, Riemann — Zeta ( veya Hurwitz — Zeta ) fonksiyonu
tamimindan ve 0 < g/ <1 kabuliinden hareketle;

i » =i 1 p =i;S§(p,—g/h) (3.1.30)
i=1 i i=t [

1
p
g_; '=|,-_.& ( 5]
h h h
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© 1 © 1
2= —~<{(p,g/h) (3.131)
(I (i+§

h h

esitsizlikleri yazilir. Béylece, (3.1.29), ( 3.1.30 ), ( 3.1.31 ) esitsizlikleri ile birlikte

p ’'nin tek olmasi durumunda, » — mertebeli iki 7, Cauchy- Toeplitz matrisinin

Khatri — Rao ¢arpimi olan, 2((z —1)? +1)- mertebeli karesel reel 7,,3% T, matrisinin

£, normu igin,

A et
I74%T, ”p < lhlzp 2 +¢| p, h +g p,h

1 of 8 2 & 1
P’ [‘{ [’” h)“ (”’h)}r(g)z"

seklinde bir iist sinir elde edilir ki, (3.1.19 ) esitsizligi ispat edilmis olur.
Benzer sekilde, ( 3.1.28 ) esitligi ve Teorem 3.1.3 de verilen ( 3.1.18 )

+

esitsizliginden, p ¢ift ise;

mte[(aY (_g ( |
ITn3%Tn ||, < Tl +¢| ps Z)""é' P,;)

2 2)

L% 1 § 1 1 3.1.32
|2 7| R | [T O

esitsizligi elde edilir. Boylece, ( 31.30 ), ( 3.1.31 ), ( 3.1.32 ) esitsizlikleri ile

birlikte p *nin ¢ift olmast durumunda, 7,,% 7, matrisinin £, normu i¢in,
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EEORE S
L R L

1 of 8 2 & 1
T [C (”’ hJ“ (“hﬂ?gﬁ"

seklinde bir list sinir elde edilir ki, béylece ( 3.1.20 ) esitsizligi ispat edilmis olur.

Simdi de, 7,,%7, matrisinin ¢, normu igin bir alt simir bulalim. Bunun igin,

( 3.1.28 ) esitligini p *nin tek veya ¢ift olmas1 durumlarina gére ayri ayn ele alalim,
Boylece ( 3.1.28 ) esitligi ve Teorem 3.1.3 de verilen (3.1.19 ) esitsizliginden, p tek

ise;

s L [k ’ -4 2
|7, % T, ”pzlhlZPI: (g) +§(p’ h]jl

RSN = 1
+ 3 + >+
I h |2 P Z p Z 14 ( g)2 p

2
1 hY g) L I 1
Tn%Tn P> ! ol e LY + + *
I, m{ 2]+ h} PP

seklinde 7,%7, matrisinin ¢, normu igin bir alt simr elde edilir ki, ( 3.1.21 )

esitsizligi ispat edilmis olur.
Benzer sekilde, ( 3.1.28 ) esitligi ve Teorem 3.1.3 de verilen ( 3.1.19 )

esitsizliginden, p ¢ift ise;
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PP ’ _g
AT, 172 KJ +§(p, h]

1 2~1 1 2-1 1 1
+‘M2p1 Z .p +Z 4 >_'_(g)n

, 1 ﬁp __,g, i 1 1 1
T, 3% T, ,,pzlh{”{[g) +§(Pa h)J +(g_hl2p +lg+hl2p +(g)2p

seklinde 7,%7, matrisinin ¢, normu igin bir alt smir elde edilir ki, ( 3.1.22 )

esitsizligi ispat edilmis olunur.

Teorem 3.1.5 a ve b; a < b olacak sekilde herhangi iki pozitif reel say1 olmak {izere,

1 n
T, =~ (3.133)
[a+(z - J)b:L=1

seklinde tanimlanan 7, , Cauchy-Toeplitz matrisinin £ , matris normu igin,

a a
YIp-Ll1-=|+¥| p~L1+—
(” b) (" b]

1 1

/p
-Yp o
n T, H,SL,, =T ] (3.1.34)

1/p
1 1 1
VPNT 2 —+ + 3.1.35
L, LP 2Ab-a) 2(b+a)”] ( )

geklinde alt ve iist sinir vardir ( Catak 2001 ).
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Teorem 3.1.6 T,, ( 3.1.33 ) ile verilen n- mertebeli ( n =2 ) Cauchy-Toeplitz matrisi

olmak iizere, bu sekilde tamimlanan iki T, Cauchy-Toeplitz matrisinin, 7,%7, ile

gosterilen Khatri-Rao ¢arpimimin £, matris normu igin,

2

a a

Y p-1L1-—|+¥ p-11+—
(” b) (p bH

[y ((_ 2Jox(s- EDZ 1
+[——_(p-1)!b" ¥l p-Li- |+ ¥ p-L1+s ]+ (3.136)

seklinde bir iist sinir ve

? —1¥ i _____1
(1T,%T, |7 < (n—1) [a” + TG

R R 1 1
IT,%T, ”pz[[ap T +z(b+a)"ﬂ ome e T (13D

seklinde bir alt sinir vardir.

Ispat : ( 3.1.33 ) ile verilen n- mertebeli ( n > 2 ) T, Cauchy-Toeplitz matrisini;

T”(U) ~T . TW.

n-1° *n 4

n-1
roo |1 (3.1.38)
! a+({i—-n)b

i=1

seklinde ( n-1 ) — mertebeli reel siitun vektdr, 7,2”;

n-1
peo |1 (3.1.39)
" a+(n-jb

Jj=1

seklinde (n-1)- mertebeli reel satir vektor, 7,07 ;
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T = (1] (3.1.40)
1x1

seklinde bir matris olmak tizere,

]vn(ll) T”(IZ)
T, {T“” e (3.1.41)

seklinde blok matrislere ayiralim.
Bu sekilde bloklara ayrilmig n- mertebeli ( » = 2 ) iki Cauchy-Toeplitz

matrisinin Khatri-Rao ¢arpima,

T ®T T @r!»
Tn%Tn . { n-1 n-1 n n

21 21 (22) (22)
IO @I 1% O,

seklinde 2((n —1)* +1) - mertebeli karesel reel T, 7, matrisidir.

( n-1) - mertebeli (#n >2 ) iki 7, , Cauchy-Toeplitz matrisinin Kronecker

garptmi,

: 1 n1 Pt
T 1 ® I:z—-l = . *
n- [[(a +(- J)b) (a + (k- l)b)lu:l}

i,j=1

seklinde tanimlanan, (n—1)> - mertebeli karesel reel matris; ( n-1 ) - mertebeli iki

T"? yektoriintin Kronecker garpim,

‘ -1 n-1
1 1
7:'(12) ®T;1(]2) = |: :|
{ (a+(@—n)b)(a+(k—n)b) Hl 1
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seklinde ( n-1 )° — mertebeli reel siitun vektor; ( #-1 ) - mertebeli iki 7,V vektoriiniin

Kronecker garpimi;

| 1 -1
T @ 72D
n n H(a+(n—j)b) (a+(n-—l)b)i|,=,}

seklinde ( n-1 ) — mertebeli reel satir vektor; 1 — mertebeli iki 7.°? reel matrisinin

Kronecker ¢arpimu,

1
];(22) ® ];(22) _ (__2)
a J1a

seklinde 1 — mertebeli reel matristir.

Boylece, matrisler igin tammlanan ¢, matris normu ve vektorler igin

tanimlanan p - normu tanimlarindan,

2
N T%T, |12 =D NTP T || (3.1.42)

ij=t

- esitligi yazilir. Yukanda tamimlanan, 77 @ 77, 7% ® T karesel matrislerin
¢, normlarmmn ve T2 @7 , TV @I vektorlerinin p — normlarmin p.

kuvvetlerinin ve de ( 3.1.42 ) esitliginin dikkate alinmasi ile;

_,,_1 1 2 -1 1 T n-l 1 i 1
T,%T, ||> = —_— _—
| I7 _f;|a+(i— j)b[”] +[§la+(i—n)b|p_ +[g‘la+(n-i)b["J T
n-1 1 2
+{:Z=t:|a+(i—n)b|pJ

2
n-1 1 1
+ +
|izl |a+(n —i)b]"} a’*

— \ 2
n—1 12 ) 1 1
T, %7, |2 = +Z(n—1—z)[ }

a® - . » p
i=1 |zb-—a[ [zb+al )
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T T, 12 <17, niu[i ! }{Z ‘ }+al,, (3.143)

i=1 |a —ib|p i=] la +ib|p

esitligi elde edilir. (3.1.43 ) esitligi ve Teorem 3.1.5 de verilen ( 3.1.34 ) esitsizligi

ile,

1

a a
— ¥ p-11-2 |+ p-11+ =
(p-1)5? [” b] (” )

2
)
1 l 2 1 2 1
n~ n— 1
+ + +
[gla—ibl”} {,Z:l:|a+ib|”} a’
2
‘P(p—l,l——z-)+‘l’(p—l,l+%)]

2
n-1 n-~1
+[Z L ! ]+1p (3.1.44)
] a

im] la - ib]p i=1 ]a +lb|’J

1
ITu3% T, || < (n —l)z[a—ﬁ

1 1
T,%T, > <(n-1f| =+ ———
I 12 < (n )L,,Jr(p_l)!b,,

n-=l1
esitsizligi elde edilir. ( 3.1.44 ) esitsizligindeki Z ! -+ ! — | ifadesinin
inl la - ib, la +ib,

Polygamma fonksiyonu cinsinden degeri,

N G s
* = —¥| p-1n-2 |-l p-1n+2
;La—ib[” |a+ib]”] P2 7 B G B G

a a
+¥| p-11-2 |+ p-11+2
)]

olup,
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Ll 1 (-1)” [ ( a) ( a)]
lim + N Y p-1,1-— [+¥| p-L1+—|]|(3.1.45)
”‘*”E{]a—ibv |a+ib|p} (p-1)15 b b
dir. Boylece ( 3.1.44 ) esitsizligi ve ( 3.1.45 ) esitliginden, 7,%7, matrisinin
2
a a
Y p-L1-—|+¥| p—-11+—
(p b) (p b)]

{(p(:g:b" (T(p —1’1—%) w(p_l’H%mz o

seklinde bir iist sinir elde edilir ki; (3.1.36 ) esitsizligi ispat edilmis olunur.

¢, normu igin,

o 1 1

Simdi de, 7,%T, matrisinin £, normu i¢in bir alt sinir bulalim. Bunun igin,

Teorem 3.1.5 ile verilen ( 3.1.35 ) esitsizligini ve ( 3.1.43 ) esitligini g6z Oniine
alirsak,

2 2
n-1 1 n-1 1 1
nn*nm=mpﬁt{z ]-12 }+¢u

Sla-itf | | Sla+itf

z [(aip * 2(b 1 a)f * 2(b :-'a)” Hz ¥ [gp——ibl_”}z ¥ {2 |a +lib]" }2 ¥ ai”

1 1 1 1 1 1
T.%T, | 2|| — +
: ”P[@ﬂdwwy+mH@J}+wmw+@+ﬁptw

seklinde bir alt sinir elde edilir ki; ( 3.1.37 ) esitsizligi ispat edilmis olunur.
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3.2. Cauchy — Toeplitz Matrislerinin Tracy ~ Singh Carpimlarmm ¢ , Normlan

icin Simirlar

Teorem 3.2.1 T,, ( 3.1.1) ile verilen n- mertebeli ( n 2 2 ) Cauchy-Toeplitz matrisi
olmak {izere, bu sekilde tanimlanan iki T, Cauchy-Toeplitz matrisinin, 7, @ T, ile

gosterilen Tracy - Singh ¢arpimunin £, (p 2 2) matris normu igin,

| 7,07, 1 <[22 -2 (o)} (3.2.1)
séklinde bir {ist sinur ve
1 7,071, 12 2[(2 -2)¢(p-1)] (322)

seklinde bir alt sinir vardir.

Ispat : ( 3.1.1 ) ile verilen n- mertebeli ( # > 2 ) T, Cauchy-Toeplitz matrisini,
T =T, ve T, T® | T® sirasiyla; (3.1.5), (3.1.6 ), (3.1.7) *deki gibi

tammlamak tizere,
an 02
T = Tn Tn
"lren e
seklinde blok matrislere aymwrahm. Boylece; T (1<i,j<2) matrisleri ile
n- mertebeli (n2 2 ) T, Cauchy-Toeplitz matrisinin Tracy — Singh ¢arpimi,

" TH T T @ TUD
T"(u)Tnz[n n n n L ij=1,2

()] (21) (U)] (22)
TP @1 TP @I,
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seklinde tanimlanmak tizere, ( 3.1.1 ) deki gibi bloklara ayrlmis n — mertebeli iki 7,

Cauchy-Toeplitz matrisinin, 7, @ T, ile gosterilen Tracy-Singh ¢arpim;
1,07, =(I,”®T,),

seklinde tammlanan »’ - mertebeli reel karesel bir matristir.

Herhangi iki matrisin Kronecker ¢arpimi goz Sniine alinirsa, 7, @ 7, matrisini

olusturan bloklar, karesel matrisler veya vektorlerin yanisira, karesel olmayan

matrislerden de ibarettir. Bu sebeptendir ki; ||.[|,, , Tamm 2.3.6 ile tammlanan
genellestirilmig -£ , matris normu olmak iizere, 7, @ 7, matrisinin £, (p 22)

normu igin;
Q7. ) = TP @TX |2, (1<i,j,k,1<2)

olmak iizere,

2 2
NT,0T,1 =Y Y QM) (323)

i, j=lk,i=1

seklinde esitlik yazilir. Herhangi iki matrisin Kronecker garpimi ve bu ¢arpimin '

genellestirilmis - £ , matris normu tamimlan g6z 6niine alinirsa,

2
ZQ(I l,kl)= n-1 1 n-1 1 N n-1 1
k1=t U=|l+i__1[p I'1=ll+i_jp =1 ~+i—nﬁ
2 2
AS 1 |0 (3.24)
~ i+n—1p
2
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iﬂ(lz,kl)= Z !

» 7|t )
k=l = =l =1
—+i-n —+i— —+i—n
2 2
n=l
N I (3.2.5)
j='l+n—'
2 J
2 = | 1 -1
D> QLK) = ! 3 LN !
’ r I
ki<l /=‘ll+n—j "/='—l—+i— e tion
2 27
n-t
i I (3.2.6)
J=1 |
_.+ -
2t
2 1 i
fLind 8- n-1
2. Q0L =2 |5 ! |+ S N S B P (3.2.7)
k=1 =1 B =l =il hig
— +i- —+i—n —4+n—j
2 2 2

esitlikleri elde edilir. Boylece , (3.2.4),(3.2.5),(3.2.6), (3.2.7) esitliklerinden,

T, ®© T, matrisinin £, (p > 2) normu igin;

r 2

Inerp_{|$_L 1§ L 1§ 1 |

n-1 n-| 1

1
=Tl H B |+ S [+
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n-1 1 )
N LOT, 0 =37, |12 + 2 +| 27 +27
7ol + §|2z 2n+1° ;|2j—2(n+1)+1|p

{ur-lnuz"z Gyt S 2,+1}

I=0 i=l

2

I'T,©T,|2 = { o +2pK°"2"’___” ) ("‘Z"____l_" 'LPH} (32.8)
i=1 1 i i=] 1 i=1 1

esitligi elde edilir. Boylece; ( 3.2.8 ) esitligi ve Teorem 3.1.1 de verilen ( 3.1.2 )

esitsizliinden,

-

I T,,T,,llzs{[(zp“—z)(n-l)g(p)]+2»[(iz‘:; zlp lepj (HT“E?: )]} (329

i=1 i=1

esitsizligi elde edilir. ( 3.2.9 ) esitsizligi ve

— 1
Z',;; =¢(p)
k=]

esitligi ile ( 3.1.1 ) ile verilen » — mertebeli iki 7, Cauchy- Toeplitz matrisinin
Tracy - Singh ¢arpimi olan, #” - mertebeli karesel reel 7, @ T, matrisinin £ ,(p22)

normu igin,

I 7,07, |2 <[nl2 -2 (p)}

seklinde bir iist sinir bulunmus olunur ki; ( 3.2.1 ) esitsizligi ispat edilmis olur.

Simdi de 7,®7, matrisinin £, (p 22) normu igin bir alt simr bulalim.

Bunun i¢in,
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I T,0T, | = {T b o0 }
IT P + Z ,=o(21+1)"

esitliinden ve Teorem 3.1.1 de verilen ( 3.1.2 ) esitsizliginden yazilan,

| 1,07, 1> {(2" -1k () *2”2(2”1)”}7

IIToTuP_{(zp 1%(p) +zp["' ! Zl 1)]}" (3.2.10)

i=1 (21"'1),’ - i= (2l+1

esitsizligini goz Oniine alahm. ( 3.2.10 ) egitsizlifinde yer alan

n-1
L — = : teriminin Polygamma fonksiyonu cinsinden degeri,
i+1)"" (i+1)

i=1

2[(21‘ +11)”“ B (2i i 1) ) 4 21'"‘(6))i 2)!\11(‘0 —2n J%) +(l - 2,{_1 )C (p-1)

woe (7))

seklindedir ve

1

m’g((zi +11)”“ - (2i-|1-l)”] =(l pr )g(p -1) -(1-2%);(;, ) (3:2.11)

olup, boylece, ( 3.2.10 ) esitsizligi ve ( 3.2.11 ) esitligi dikkate alinarak, 7, @7,

matrisinin £, (p 2 2) normu igin,
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seklinde bir alt simir bulunmus olunur ve boylece ( 3.2.2 ) esitsizligi ispat edilmis

olur.

Teorem 3.2.2 T,, ( 3.1.16 ) ile verilen #- mertebeli ( # =2 ) Cauchy-Toeplitz matrisi
" olmak iizere, bu sekilde tammlanan iki 7, Cauchy-Toeplitz matrisinin, 7, ® T, ile

gosterilen Tracy - Singh ¢arpiminin £ , (1 < p < oo ) matris normu igin, p tek ise;

e - )]
| hll” { ‘("’“ZJ g(p, %ﬂ +|}l|7}2 (3.2.12)

p ¢ift ise,

I TT||5{%%2[@ 4(1), ,,)*4(”’th
CRGIRE I

seklinde bir {ist siir vardir. p tek ise,

2
ool 1| (Y g 1 1 1
"T"T"”"Z{lhv[ (g) +f;(p, ﬂ PR |g+hl”+lgl"} (32.14)

p ¢ift ise,
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t|(nY g) 1 1 1 i
TOT |2 = ,—2 3.2.15
IO 1 {Ihl”{(gJ +C(p h }+lg—h|"+|g+hl”+lgl”} ( )

seklinde bir alt sinir vardur.

Ispat : ( 3.1.16 ) ile verilen #- mertebeli ( » = 2 ) Cauchy-Toeplitz matrisini,
T =T _ ve T, T | T sirasiyla; (3.1.23 ), (3.1.24 ), (3.1.25) "deki gibi
tanimlamak iizere, ( 3.1.26 ) "daki gibi blok matrislere ayiralim. .

Boylece; TV (1<, j<2) matrisleri ile ( 3.1.26 ) *daki gibi blok matrislere

ayrilan n- mertebeli (# 2> 2) 7, Cauchy-Toeplitz matrisinin Tracy — Singh ¢arpimi,

Tn(ii) ®Tn(11) Tn(ij) ®T"(12)

TVOT, = [
(i) @1n (U] (22)
TH @T® TH QT

] , =12

seklinde tammlanmak iizere, ( 3.1.26 ) *daki gibi bloklara ayrilmis # — mertebeli iki
T, Cauchy-Toeplitz matrisinin, 7, ®T, ile gosterilen Tracy-Singh ¢arpimy;

T,07, =(I,”®T,);

seklinde tanimlanan »” - mertebeli reel karesel bir matristir.

Buradan, 7, ® T, matrisinin £, (1 <p <o) normu igin;
Qi k)= TP T |2, (1<, ),k 1<2)
olmak iizere,

| 07,1z = Y Y k) (32.16)

i, j=lk,l=1
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seklinde esitlik yazilir. Herhangi iki matrisin Kronecker ¢arpimi ve bu garpimin

genellestirilmig - £ , matris normu tanimlari g6z Sniine alinursa,

2 1 n-1 n-1
ouLy=|S 1 S S __I_J
’;:1 [:§||g+(i—j)h|’J {(;;|g+(i—j)h]”}+ (; |g+G—mh]

S 1
¥ 1 L1l (3217)
(‘;lgun—nhr’] lgI”}

2 1 -1 =l
Quky={§___ 1 - _._1_]
g:‘l (Z |g+(i—n)h|”J{(,;:.Lgﬂr(i—j)h|”}r (Zl: g+ —nm)h®

o1 1
U il (3218)
{;Igﬂn-ﬁhl”}lgl"}

2 1 n~1 n-1
oeLy=|%___ 1 __I_J + ( __1___}
k,zl=:1 (Z‘T lg+(n 7j)h|p] {[2‘; lg+G—HH’ ; lg+ G —n)hH*

21 1
A5 1,1l (3219)
(§|g+(,,_,-)h|»J |g|"}

2 1 n=1
o, kiy=_L})|§_ 1 +( __l_]
/; lg” {(ig‘l]gw- j)h]”J Zl: |g + (i —n)hf®

S 1
b L (3220)
+[§|g+<n—f>h|”]+lg|"}

esitlikleri elde edilir. Boylece , (3.2.17 ), ( 3.2.18 ), ( 3.2.19 ), ( 3.2.20 )

esitliklerinden, 7, ® T, matrisinin £, (1 <p <o) normu i¢in;
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IT,®7T,1; = [n )+(H —1——————]{"-]————1—————}%—1—- ~
{u=1|g+(l - DA’ §|g+(i—n)'h|p ,Z=:‘~|g+(n-—j)hlp et

I 7,7, ={u Ll {Z lg_lih|p} {glg:jhl”}é”-}

2

n-1

I LOT, I =dy7_ 2+ $_1 |, 1 1 (3.2.21)
w ekl rwanr

h h
esitligi elde edilir. Simdi ( 3.2.21 ) esitligini, p *nin tek veya ¢ift olma durumlarina
gore inceleyelim.

Boylece; ( 3.2.21 ) esitligi ve Teorem 3.1.3 de wverilen ( 3.1.18 )

esitsizliginden, p tek ise;

| T,®T,I; < w —(ﬁjp +§(p,—§)+§(p,ig—) + NS !
W | \e h INTRE lg I’

1|1 +i,, (3.2.22)
|4 X

+J

h

esitsizligi elde edilir. Ayrica, Riemann — Zeta ( Hurwitz — Zeta ) fonksiyonu

tammindan ve 0< g/ k<1 kabuliinden hareketle;

2 S =Y <t (3223)
i=1 i=1 |, g i=1 . g

——1 ] — — i—=

Ih h ( h
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0

7=

= (i+§
h

esitsizlikleri yazalir. (3.2.22 ), ( 3.2.23 ), ( 3.2.24) esitsizlikleri ile birlikte p *nin

tek olmast durumunda, ( 3.1.16 ) da tammlanan » — mertebeli iki 7, Cauchy-

>

i=1

! _<¢(p.glh) (3.2.24)
g
h

i+

Toeplitz matrisinin Tracy — Singh ¢arpim olan, »*- mertebeli karesel reel 7,®© T,

matrisinin £, (1 £p <o0 ) normu igin;

[EACKA s{(ﬂ‘—l)[{g *e (1”“%)”’4[”’%)]
el D)) ]

seklinde bir iist sinir elde edilir ki, bdylece ( 3.1.12) esitsizligi ispat edilmis olunur.
Benzer sekilde, ( 3.2.21 ) esitligi ve Teorem 3.1.3 de verilen ( 3.1.18 )

esitsizliginden, p cift ise; -

| 7,®7T, 1) < M[{—Z—Jp +§(p,—%)+4’(p,-§—ﬂ+lh% nz—i——l—p

i e
11& 1 1 3.2.25
+;; : 7 +’——7 ( )
7| e, | le
h

esitsizlifi elde edilir. Boylece, ( 3.2.23 ), ( 3.2.24 ), ( 3.2.25 ) esitsizlikleri ile

birlikte p ’nin ¢ift olmas1 durumunda, ( 3.1.16 ) da tammlanan » — mertebeli iki 7,
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Cauchy- Toeplitz matrisinin Tracy — Singh ¢arpimi olan, n’- mertebeli karesel reel

T,® T, matrisinin £, (1 < p <o) normu igin;

I 7,07, 2 < {(—Tﬁ)[[g +§(p,— %) +¢[p’ %ﬂ
o)

seklinde bir iist sinir elde edilir ki, ( 3.1.13 ) esitsizligi ispat edilmis olunur.

Simdi de, 7, ® T,, matrisinin £, (1 < p <o) normu igin bir alt simr bulahim.
Bunun i¢in, ( 3.2.21 ) esitligini p ’nin tek veya ¢ift olmasina gére ayn ayn ele
alalim. Boylece ( 3.2.21 ) esitlifi ve Teorem 3.1.3 de verilen ( 3.1.19 )

esitsizliginden, p tek ise;

1 nY g) 1 (& 1 1 1
TOT |r2> - —. ,—=
IO {w[ (g) “(" h }*w §‘§+ilp+§‘g 7| Ter

h e

14
I7,@7, Iz = lp _(ﬁj +§(p,“§) * : Fa l i lp
2] g h)| lg=h” |g+h)P |gl

seklinde bir alt sinir elde edilir ki, boylece ( 3.1.14 ) esitsizligi ispat edilmis olunur.
Benzer sekilde, ( 3.2.21 ) esitlii ve Teorem 3.1.3 de verilen ( 3.1.19 )

esitsizliginden, p ¢ift ise;

1 {(nY g] 1 ! 1
TO®T, "= - T
" "“">{|hl" [[g) “(” h ]+lg—hl”+lg+hl”+'g'”}
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seklinde bir alt sinur elde edilir ki, ( 3.1.15 ) esitsizligi ispat edilmig olunur.

Teorem 3.2.3 7,, ( 3.1.33 ) ile verilen n- mertebeli ( # =2 ) Cauchy-Toeplitz matrisi
olmak {izere, bu gekilde tanimlanan iki 7, Cauchy-Toeplitz matrisinin, 7, ® T, ile

gosterilen Tracy - Singh ¢arpiminin £ , matris normu igin,

a a
¥ p-11-2 |+ p-11+2
(p-sa-)ex(o-ueg)]

) [q,(p_l,l_ﬁj+\p(p_1,1+3)} +L} (3226)
b b a’f

(p—l)!b”

1 1
TOT, |P<{n-1)) —++—~—

seklinde bir iist sinir ve

2
1 1 1 1 1 1
T OT )r 24| —+ + + + +—3 (3.2.27
I 7, OL,1; {Ha" 2(b-a) 2(b+a) H (b-a) (b+a) a’ }(

seklinde bir alt sinir vardir.

Ispat : ( 3.1.33 )’ deki gibi tammlanan »- mertebeli ( #n > 2 ) T, Cauchy-Toeplitz

L ve T2 7O 70D gragyla; (3.1.38),(3.1.39), (3.1.40)

n > n

matrisini, 7' =T,
’daki gibi tanimlamak {izere, ( 3.1.41 ) *deki gibi blok matrislere ayiralim.

Boylece; TP (1<i, j<2) matrisleri ile ( 3.1.33 ) *deki gibi tammlanan ve
(3.1.41) *deki gibi blok matrislere ayrilan »- mertebeli (n 22 ) T,, Cauchy-Toeplitz

matrisinin Tracy — Singh ¢arpimy,

() (11 N (12)
T QT 19 QT

T9@T, = [
O @ 72H (i ® (22)
Tn 7-;1 7:1” 7:!

:! , B =1,2
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seklinde tanimlanmak {izere, ( 3.1.47 ) deki gibi bloklara ayrilmig » — mertebeli iki
T, Cauchy-Toeplitz matrisinin, 7, ® T, ile gosterilen Tracy-Singh ¢arpimu;

T,07, =(1P®T,),

seklinde tanimlanan »?- mertebeli reel karesel bir matristir.

Buradan, 7, @ T, matrisinin £ , normu i¢in;
Qi k)< TP T |IP, (1<i, j,k,1<2)

olmak iizere,

2 2
17,071 = Q,k) (32.28)

i, j=lk,l=1

seklinde esitlik yazilir. Herhangi iki matrisin Kronecker ¢arpimi ve bu ¢arpimin

genellestirilmis - £ , matris normu tanimlar1 g6z 6niine alinursa,

2 1 A n-| n-1
SNouLe) =S 1 _ _ W
k,% ) [; la+@- j)b]”J {[f; |la+G - j)bl”]+ [Z:ll |a +(i—n)b|"] :

w1 1
b o1l (3229)
+[§Ia+<n—f>b|”]+a”}

2 1 n-1 n-i
o2,y =|§__1 - N S
k.;l ' (; |a+(-n)b|” J {[i§1|a+(i—j)b|p]+ [; |a+(i—n)b|p

1 1 11 (3230
+[§la+(n—f>bl")+a”}( )
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ig(zl kl) _ n-l 1 a-] 1 n-1 l
k=1 ’ jz=|: |a+(n— j)blp (:; |a+(i— j)b]p * ; |a+(i —n)b,p
N Zf___L__ + U (3.231)
iAa+(n- Y’ ) @
2
oeLiy=L]/§%__ 1 | |§__ 1
k,%l ( ) a’ {(1§~="I|a+(i—j)blp}+ [§Ia+(i—n)b]pJ

o 1
11 (3232)
{;laﬂn—ﬁbl”}a”}

esitlikleri elde edilir. Bdylece , (3.2.29 ), ( 3230 ), ( 32.31 ), ( 32.32)

esitliklerinden, 7, ® 7, matrisinin £ , normu igin;

Terp-d(¥ L | [§ L (st 1l
| {[1;=1|a+(i—‘j)blp]+ (; |a+(i—n)b["J J{,Zl: la+(@n- b’ %

IIT,,YZ,IIZ={||1;_,||z+[§ ! J{z’ ! J+—1-} (3.233)

i=l |a—ib|p =1 la+jb,'7 a®

esitligi elde edilir. ( 3.2.33 ) esitligi ve Teorem 3.1.5 de verilen ( 3.1.34 ) esitsizligi

ile,

; 1 1
f TZ.T,,HZS{(”—DL—,,*'W

. a a
Y p-11-2 |+ p-11+2
(” b) (” b)”

2

S 1 S 1 1| 3234
[gla—ibl”H;lﬁfbl"}“”} )




45

i=1

. n—l
( 3.2.34 ) esitsizligindeki Z[‘ lbl” +| lbl”] ifadesinin Polygamma
a—i a+i

fonksiyonu cinsinden degeri,

g:(p —libl” * |a +1ib|” J - (p(-——i))'pb” [— ‘P(p bn- %) _T(p hnt %)

+‘P(p—l,l—%)+‘l’(p—1,l+—:-ﬂ

dir ve

! 1 (-1)° |: ( a) ( a):|
lim + = Y p-1,1-——|+¥ p-1,1+— 3.2.35
nizip_wr p+wf](p—nw” prblg ey ¢

oldugu bilindigine gore, bdylece ( 3.2.34 ) esitsizligi ve ( 3.2.35 ) esitliginden,

a a
¥ p-11-2 |+¥ p-11+2
(p b) (p b)]

el o) 2]

seklinde bir {ist sinir elde edilir ki, ( 3.2.26 ) esitsizligi ispat edilmis olunur.

T, ® T, matrisinin £ , normu igin;

1 1
T.®T, |~} —+——

$imdi de, T, © T, matrisinin* , normu igin bir alt sinir bulalim. Bunun igin,

Teorem 3.1.5 ile verilen ( 3.1.35 ) esitsizliini ve ( 3.2.33 ) esitligini géz Oniine
alirsak,
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2_;.7;’ “2= r l , n-1 1 "—l___l__ _1— 2
” {” o +[§'|a—ib[”]+[jz=l:|a+jb|”J+a”}
1 1 1 = & 1 12
24—+ + S ) U S OS5
{H 2o—ay z(b+a)"ﬂ+[§|a+jbr’}[§|a+fbr}a"}

1 , | i 1 1)’
I Tnnlliz{ﬂa_p*z(b_a)f’ +z(z»w)"ﬂ "b-ay oray +37}

seklinde bir alt sinir elde edilir ki, ( 3.2.27 ) esitsizligi ispat edilmis olunur.
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4. CAUCHY - HANKEL MATRISLERi

Tanmm 4.1. ( 3.1) ile verilen Cauchy matrisinde, a ve b keyfi sayilar olmak iizere,

(_b¢0,%¢Z) x, =a+bk ve y,=-—jb alinarak elde edilen
H = 1 " (4.1)
" La+(k+))b], '

matrisine Cauchy — Hankel matrisi denir.

4.1. Cauchy — Hankel Matrislerinin Khatri — Rao Carpimlarmmm { , Normlar

Icin Siirlar
Teorem 4.1.1 H,, (4.1 ) matrisinde a =1/2 ve b =1 alinmas: ile elde edilen,

n

H=l—1 (4.1.1)

1
1 i
S A+

i, j=1

seklindeki Cauchy-Hankel matrisi olmak lizere, bu sekilde tanimlanan H, matrisinin

¢, normu igin,

1/p
I, ups[l+(2”“‘ ~1)¢(p-1) —(2"-‘ —%)g(p) ~In 2} (412)

|2, 1, [(2 —%] (p-1) —(z"* —i)ap)} (413)



seklinde bir alt ve {ist sinir vardir ( Bozkurt 1996 ).

Teorem 4.1.2 H, , ( 4.1.1) ile verilen n- mertebeli ( # > 2 ) bir

n?
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Cauchy-Hankel

matrisi olmak {izere, bu sekilde tanimlanan iki Cauchy-Hankel matrisinin Khatri-Rao

¢arpimnin £ (2 < p < o) matris normu igin,

|| H 3 H, || S[l—ln2+(2”“ -1)¢(p-1) ;(2"" —%)C (p)]

seklinde bir {ist sir ve

|\H, 3% H, ||5 > [(2”‘2 —%)C (p-1) —(2"'2 —%)4 (p)} +

seklinde bir alt sinir vardir.

(4.1.4)

(4.1.5)

Ispat : ( 4.1.1 ) ile verilen n- mertebeli ( » > 2 ) H, Cauchy-Hankel matrisini,

an _ (12),
Hn _Hn—l’ Hu s

n-1

seklinde ( #-1 ) — mertebeli reel siitun vektor, H";

(4.1.6)
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n—1

HP =| —— (4.1.7)

H® = T (4.1.8)
—+2n
2 Ix?
seklinde reel matris olmak iizere,
H,(,”) H,EIZ)
H, = |:H,£2" o (4.1.9)

seklinde blok matrislere ayiralim.
Bu sekilde bloklara ayrilmis n- mertebeli ( # > 2 ) iki Cauchy-Hankel

matrisinin Khatri-Rao ¢arpimi,

— Hn—l ® Hn—l H:SIZ) ® Hl(l]2)
H,%H, = [H(zn QH® g™ @ g

seklinde 2((n —1)? +1)- mertebeli karesel reel H,# H, matrisidir.

(n-1) - mertebeli (n=2)iki H, , , Cauchy-Toeplitz matrisinin Kronecker

garpumi,

-1 ] n-1

QH 1 1

n-1 = 1 . . 1
—+i+j||=+k+]
2 2 kyI=1

B dij=1

n-1
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seklinde tanimlanan, (z —1)? - mertebeli karesél reel matris; ( n-1 ) - mertebeli iki

H" vektbriintin Kronecker garpimi,

n—1"]

1 1

(3]
—+i+n||—+k+n
2 2 k=1 |

seklinde ( n-1 )° — mertebeli reel siitun vektor; ( n-1) - mertebeli iki A" vektoriiniin

H'('IZ) ®H,(112) -

Kronecker garpima;

n-1"]
H(Zl) ®H(21) _ 1 1

GG
—+j+n|{=+l+n
2 2 -1 ]

seklinde ( n-1 )° — mertebeli yatay reel vektor; 1 — mertebeli reel iki H® matrisinin

Kronecker garpimy,

n o 1, <2
(—1—+2n)
2 1x1

seklinde 1 — mertebeli reel matristir.

Baylece, matrisler i¢in tammlanan { , (p 2 2) matris normu ve vektorler igin

tanimlanan p - normu tanimlarindan,

2 .
| Ho#%H, |2 = DN HP @ HP |7 (4.1.10)

ij=1
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esitligi yazilir, Yukarida tammlanan, H'? @ H'", H® @ H® karesel matrislerin
¢,(p22) normlarmin ve H{? ® H® , H®" @ H?®" vektbrlerinin p — normlarinmn

p. kuvvetlerinin ve de (4.1.10 ) esitliginin dikkate alinmasi ile;

(1A% S | oSSR W, [ SN . z_._.lT +(T—;;
—+2nJ

i,j=l(l . ,)p i=1 (1 ) )p 7= (l .
— it —+i+n —+j+n
2 2 2

P LA YN S

TP\ &ty TSty *2?;1(1 - ),
—+i+n
2

n~1 i 1

<||H,, “p +2 Z

. TV 1 2r
" (l”“’) (””)
2 2

2 2p
i 2
-] H- 2p 2p+l +(_)
"+ (Z,=1(2n+21+1)”]

2 2p
2
|H % H, |2 <||H,_, |2 +2%+ +(—)
Iy <l H,.,Il, ,Zg.:(zm 7

|, % H, || <|| H, , |7 22 [2[(% +11)"“ - (2i11)" H +(§) (4.1.11)

esitligi elde edilir. BSylece, elde edilen ( 4.1.11 ) esitsizligi ve Teorem 4.1.1 de
verilen (4.1.2) esitsizlii ile,
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|| H % H, |2 < [1 ~in2+(27" -1k (-1 - (2"“‘ - %]4 (p)]

-1 1 1 : ) 2p
22! ~ £ 4.1.12
" [é((ZHl)M (2i+1) H +(9) ( )

esitsizligi yazilir. ( 4.1.12 )

esitsizliinin saf tarafinda yer

n-1 1 1 )
- ifadesinin Polygamma fonksiyonu cinsinden degeri
é[(zmy-* (2i+1)”J 8 g ‘

alan

277!

S )i e

+%‘P(p—la"+%) —(1“2%]5(1’)

seklinde yazilir ve

},1522( (2i +1)° (2iﬂlhl.)”j=(l_2‘1’"‘jg(p h- (1--);(,7) &)

oldugu bilindigine gore, bdylece ( 4.1.13 ) esitligi ve ( 4.1.12 ) esitsizliginden
H,% H, matrisinin {, normu igin,

|H, % H, |5 < [1 ~1n2 +(2"“ —l)§(p -1) —'(2”“ —%)4 (p)]

seklinde bir iist simir elde edilmis olunur ki, (4.1.4) esitsizligi ispat edilmis olur

Simdi de, H, % H,, matrisinin { , normu i¢in bir alt sintr bulalim. Bunun i¢in
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~

RS AR (0 S S - (4.1.14)

—_ o
= (l+i+n] (l+2n)
2 2

esitligini tekrar goz Oniine alalim. Boylece, ( 4.1.14 ) esitligi ve Teorem 4.1.1 de

verilen (4.1.3 ) esitsizligi ile, H,% H, matrisinin £, normu i¢in;

s (o 1 s 1 S
1Hy % H, ||,,z[(2 —EJC(P—I)-(Z -—ch(p)} ) pm——

1

e Gy <00 e
1

, ,,_z__l_ y 4 p—2_l 2 92p+l
\|H, 3 H, upz[[z 2)5(11 1) (2 4)4(1))] e

seklinde bir alt sinir elde edilmis olunur ki, boylece (4.1.5 ) esitsizligi ispat edilmis

olur.

Teorem 4.1.3 ¢ ve d, ¢ < d olacak gekildeki herhangi iki pozitif reel say1 olmak

iizere,

1 n
Hn——[:(i__'_:-"—.)—d-] (4.1.15)

i,j=1
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seklinde tammlanan H, Cauchy-Hankel matrisinin £ ,(3 < p <) normu igin,

1/p
|H, ||,,s%[( 1| c_dd“P[p—lﬂ-%)—‘P(p—Z,Z—%)] (4.1.16)
p—2)!

1 2 R |
I, H,,Z[(zd_c)p +(3d_c),, +(4d—c)”:, (4.1.17)

seklinde iist ve alt simir vardir ( Catak 2001 ).

Teorem 4.1.4 H,, ( 4.1.15 ) ile verilen » - mertebeli ( #» > 2 ) bir Cauchy-Hankel

matrisi olmak tizere, bu sekilde tamimlanan iki Cauchy-Hankel matrisinin Khatri-Rao

garpiminin £ ,(3 < p <o) matris normu igin,

1 1 ! c—d c c
H,%H, |2 < v -,2——|-Y¥ -2,2 ——
\H, 3 H, | [ T [p dj [p d]

+2{( 1’ [ c=d ‘I’(p—l,l+d—cj

p=2Md*? [ (p-1d d

2
d—c 1

seklinde bir {ist sinir ve

2
1 2 1 2
H,%H, || 2 + + + 4.1.19
(Ho e 1 [(Zd—c)” Gd—o (4d—c)"} (Gd—o” (4119

seklinde bir alt sinir vardir.
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Ispat : ( 4.1.15 ) ile verilen n- mertebeli ( # > 2 ) H, Cauchy-Hankel matrisini,

an _ (12),
Hn _Hn—l’Hn s

n-1
HW© 1
" c—(i+n)d

i=1

seklinde (#-1 ) — mertebeli reel stitun vektor, H®";

n-1
" c—(n+d -

seklinde (n-1)- mertebeli reel satir vektsr, H*;

ks
" c—2nd ),

seklinde reel matris olmak tizere,

" H,f”) H'(‘IZ)
"y '(‘21) H ,(.22)

seklinde blok matrislere ayiralim.

(4.120)

(4.121)

(4.122)

(4.1.23)

Bu sekilde bloklara ayrilmig n- mertebeli ( » 2 2 ) iki Cauchy-Hankel

matrisinin Khatri-Rao ¢arpimi,

H n-1

H,s%H, = [

seklinde 2((n —1)* +1)- mertebeli karesel reel H,%¥ H, matrisidir.

®H,, HPQH®P
H® g g ®H(22)
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(n-1) - mertebeli ( » > 2 ) iki H,, Cauchy-Toeplitz matrisinin Kronecker

garpim,

a1 -1
1 1
H_ ®H, = —
" [[(c —(i+)d) (c—(k+ l)d)L=1]

i,j=1

seklinde tanmimlanan, (n—1)* - mertebeli karesel reel matris; ( #-1 ) - mertebeli iki

H''? vektoriintin Kronecker ¢arpimu,

a2) a2) _ I 1 T
e O _H(c—mn)d)(c—<k+">d)Jk=J~

=1

seklinde ( n-1 ) — mertebeli reel siitun vektdr; ( n-1) - mertebeli iki H®" vektriintin

Kronecker ¢arpimyi;

1 1 n-1 .
H® @ g -
n Z I:[(c—(n+j)d) (C—(”"'l)d)}z:x :I

seklinde ( #-1 )* — mertebeli reel satir vektor; 1 — mertebeli reel iki H® matrisinin

Kronecker ¢arpimi,

H(22) ®H(22) — ]
" " (c —2nd )2 -

seklinde 1 — mertebeli reel matristir.

Boylece, matrisler i¢in tammlanan £, matris normu ve vektdrler i¢in

tanimlanan p - normu tamimlarindan,
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) .
| o H, |17 = DN B, @ HP | (4.1.24)

i,j=1
esitligi yazilir. Yukarida tanimlanan, H*" @ H'Y, H® ® H? karesel matrislerin
¢ normlarinin ve H? @ H" | H* ® H®Y vektérlerinin p — normlarinin p.

14

kuvvetlerinin ve de ( 4.1.24 ) esitliginin dikkate alinmas: ile;

(7% L NS SN N I S | S S
’ (.’Zﬂ:lc—(Hn)dlpJ +[:z=|:|c—(i+n)d|pJ 4{;:1 e~ +md|’

1
+
(c—2nd)**
) n-1 1 2 1
=|H, , |.f +2 +
NG (,Zl:((i-m)d-c)"] (2nd — )
2
n—l1 9 1
HyH, |2 < H,, |22 +2 . + 4.1.25

[ Iy <A, 1 (;WB d_c),,] (2nd )" (4.125)

esitsizligi elde edilir. Boylece ( 4.1.25 ) esitsizligi ve Teorem 4.1.3 ile verilen

(4.1.16) esitsizligi ile,

. | 1 | c—d s C) hh C
”Hn%Hn”psdzpl:(p_z)!l(p_l)d\y(p 1,2 d) \P(P 2,2 d)

2t i 2 1
2 4.1.26
" [;((Hl)d—c)"] +(2d—c)2p ( )
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n-1 4
esitsizligi elde edilir. ( 4.1.26) esitsizliginin sag tarafinda yer alan, Z—-l——
i=1 ((l +1)d —-c)p

ifadesinin Polygamma fonksiyonu cinsinden degeri,

g((i+1);_c)p ={((;12”1()!c;pﬁ)[_ ‘P(p—l,n + d;c)+‘P(p—1,l + d;c)]

olup,

n-1 : P
i i ), [""d \11( ~11 d_cj
»%g((m)d—c)” -2 [p-nd """

—\P(p—z,n%ﬂ (4.127)

dir. Bdylece ( 4.1.27 ) esitligi ve ( 4.1.26 ) esitsizliginden, H,%H, matrisinin £,

normu igin,

' 1 1 l c—d c c
P _12_C|_ 997 %
|| 3% H, ||p < 777 |:(p—2)! (p—l)d \P(p 1,2 d) ‘P(p 2,2 d)

+2{( (1) [ c-d \P(p_l,“_d—c)

p-2)d" [ (p-1)d

2
d-c 1
_‘I’(p—-2,1+ 7 ):|} +——(2d—-c)2”
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seklinde bir iist siuir elde edilir ki, (4.1.18 ) esitsizligi ispat edilmig olunur.

Simdi de, H,% H, matrisinin £, normu i¢in bir alt siur bulalim. Bunun i¢in,

2
n-1 1 1
H,%H, |2 =|H,_, |[37 +2 + 4.1.28
| o =l 2, I (,z:,:((im)d—c)”J (2nd — o) ( )

esitligini tekrar g6z Oniine alalim. Buradan, ( 4.1.28 ) esitligi ve Teorem 4.1.3 ile -

verilen ( 4.1.17 ) esitsizligi ile, H, % H, matrisinin £, normu igin

L _, 2 . 1 T+ 2
(Zd—c)p (3d—c)p (4d_c)P (3d—c)2p

|\ Hu#%H, || 2[

seklinde bir alt sinir bulunur ki, ( 4.1.19 ) esitsizligi ispat edilmis olur.

4.2. Cauchy — Hankel Matrislerinin Tracy — Singh Carpimlarmm ¢ , Normlan

Icin Smirlar

Teorem 4.2.1 H,, ( 4.1.1) ile verilen n- mertebeli ( » > 2 ) Cauchy-Hankel .matrisi
olmak tizere, bu gekilde tanimlanan iki H, Cauchy-Hankel matrisinin, H, @ H, ile

gosterilen Tracy - Singh carpimmin £, (p 2 2) matris normu i¢in,

| H,© H, || < {1 —n2+(27 +27" =3)¢(p -1) +(2F —277 —%)C(p)

2y’
+(§j} (42.1)

seklinde bir {ist sinir ve
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p+l 2
10 2 {(2 - Lo-n-(272 - L) 2 (422)

seklinde bir alt sinir vardir.

Ispat : ( 4.1.1 ) ile verilen n- mertebeli ( # > 2 ) Cauchy-Hankel matrisini,
HY =H  ve HY, H® | H®™ sirasiyla; (4.1.6), (4.1.7), (4.1.8) * deki
gibi tanimlamak tizere, ( 4.1.9) *daki gibi blok matrislere ayiralim.

Boylece; HY (1<1i,j<2) matrisleri ile (4.1.9) *daki gibi bloklara ayrilan

n- mertebeli (n>2) H,, Cauchy-Hankel matrisinin Tracy — Singh ¢arpimu,

HP?@H!" HP @H™

HY@OH = . )
" " |HP@H® H® @H®

},z:j%l,z

seklinde tammlanmak iizere, ( 4.1.9 ) deki gibi bloklara ayrilmis » — mertebeli iki
H, Cauchy-Hankel matrisinin, H, ® H, ile gosterilen Tracy-Singh ¢arpimi;

H,®H,=(HP®H,);

seklinde tanimlanan »’ - mertebeli reel karesel bir matristir.

llll,, » Tanim 2.3.6 ’da verilen genellestirilmis -£, matris normu olmak

iizere, H, © H, matrisinin £, (p 2 2) normu i¢in;

Qi k)=| H? @ H® |2, (1<i, j,k,1<2)

olmak iizere,

2 2

i, j=lk,t=1
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seklinde esitlik yazilir. Herhangi iki matrisin Kronecker ¢arpimi ve bu ¢arpimin

genellestirilmig - £ , matris normu tanimlari gbz Sniine alinursa,

ZZ:Q(ll,kl)= §_ 1 iy _ 1 _LI§ 1!

A= P P = g i= ?
k=1 i l(l+i+j) ij '[l+i+j | (l+i+n)
2 2 \2

2
Youzry=|%_ L & 1| % ]

k=1 iml ( 1 . )p I.j=l(1 , .)p i=1 ( 1 . )p
—+i+n it —+itn
2 2 2

n-

2
Y'Q(21,k) = ‘__1_1_7 1 | 21_1__
1 i=l

k=l = ( it j 1,j=l(1+.+ .)p
/ | —=+1+n —+1
2 2
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{ \
2
OQLHy=_1 1§ 1 |1
k.z1=:l (1 )" i;l(l ] ,)” ;(1 . )”
—+2n —+i+j —~+i+n
( \
+"" 1 + 1 (4.2.7)
o)) G
—+n+J —+2n
v \2 J \2

esitlikleri yazilir.
Boylece, (4.24),(4.2.5),(4.2.6), (42.7) esitliklerinden, H,® H,

matrisinin £, (p 2 2) normu igin;

IH,0H, |5 1 |,

n-1 1 1
=1 H, 0 +2 +

"] ) (3]
—+i+n —~+2n
2 2

(3]

n-1 l

=3 H,_ I’ +2P+'(Z J+
! = (2n+2i +1 4
= ( nr )p (%+2n)

n=l 4
I H,@H, I <\ H, | +zp+l(z ’ !

P (2i+l)”)+(%+2njp
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i=l

=1
I H,@H, L <5 ,||P+2PZ[ SN J+ ! (4238)
(2i+1)"" (2i+1) (é +2nj”

esitsizligi elde edilir. Bdylece, elde edilen ( 4.2.8 ) esitsizligi ve Teorem 4.1.1 de

verilen (4.1.2) esitsizligi ile,

|H,®H,|? S{I—ln2+(2”" —1)g(p-1)-(2p-' —-%){(p)

11 vl (429
+2 g‘[(znl)"" (2i+1)’]+(9)} ( )

esitsizligi yaziir. ( 429 ) esitsizlidinin  sag tarafinda yer alan
& 1 1 . . . . .

A ifadesinin Polygamma fonksiyonu cinsinden,
= (2i+1)77 (2i+1)

E((zf o (zz-ll)P] P (o 2ms) (g e

i=1

seklinde yazildig1 ve ayrica

1522( (2i +1) (2ii1)" J =(l_ 2'}‘l ]g(p_l) —(l_zip);(‘”) (4.2.10)
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oldugu bilindigine gore, boylece ( 4.2.10 ) esitligi ve ( 4.2.9 ) esitsizliginden,
H,® H, matrisinin £, (p 2 2) normu i¢in;

2
|H,®@H, | S{l—ln2+(2” +27 —3);(,)_1)+(2p et __;_)g(p)+(§)”}

seklinde bir {ist sinir bulunur ki, béylece (4.2.1) esitsizligi ispat edilmis olunur.
Simdi de, H,® H, matrisinin {, (p 22) normu igin bir alt sinir bulalim.

Bunun igin,

3 (2n+2t+1)”J (_ 12n]p (4.2.11)

2

|H,®H, |’ WH,., I +2p+l(

esitligini tekrar g6z Oniine alalim. Boylece, ( 4.2.11 ) esitligi ve Teorem 4.1.1 de

verilen (4.1.3 ) esitsizligiile, H,® H, matrisinin £, (p 2 2) normu igin;

|H,@H, |2 {(2 —%);(p —1)—(2"" —%J;( p)r2i$ __1__)_ }

w1 (20 +2n+1 P

p-2 _l N _| or2 _l p+l & 1 i
Z{[z z)“” ) (2 4)4(")” izﬂ:(zms)"}

17,04, |7 2{(2”" —%):(p -1) —(21’-2 _%’)c(ph 2}

7P

seklinde bir alt sinir elde edilir ki, boylece ( 4.2.2) esitsizligi ispat edilmis olur.
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Teorem 4.2.2 H,,(4.1.15 ) ile verilen n- mertebeli ( > 2 ) Cauchy-Hankel matrisi
olmak lizere, bu sekilde tanimlanan iki H, Cauchy-Hankel matrisinin, H, ® H, ile

gosterilen Tracy - Singh ¢arpiminin £ » (3< p <o) matris normu igin,

1 1 l c—d c c
HOH,|"<{— ¥ p-1,2-Z |-w| p-2,2-5%
: I7 {d"Lp—zﬁKp—nd (p d) (p )

(~1)* [c—d ( _ d—c]
+2((p—2)!dp (p—l)dlpp L1+ 7

d-c 1 i

seklinde bir tist simir ve

1 4 AP
H,®H | > 4.2.13
.8 "”">[(2d—c)”+(3d—c)”+(4d—c)”} (4219)

seklinde bir alt sinir vardir,

Ispat : ( 41.15 ) ile verilen n- mertebeli ( n 2 2 ) Cauchy-Hankel matrisini,
H" =H_ ve H", H? | H sirastyla; (4.1.20), (4.1.21 ), (4.1.22) " deki
gibi tammlamak tizere, ( 4.1.23 ) *deki gibi blok matrislere ayiralim.

Boylece; H\” (1<i,j<2) matrisleri ile (4.1.23 ) *de ki gibi bloklara ayrilan
n- mertebeli (n 22) H, Cauchy-Hankel matrisinin Tracy — Singh ¢arpimy,

H® @HYW HO® @ {2
H? @ H® HO® @ g

n

HP®H =[ ] s ij=1,2
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seklinde tammlanmak tizere, ( 4.1.23 ) deki gibi bloklara ayrilmig » — mertebeli iki
H, Cauchy-Hankel matrisinin, H, ® H, ile gosterilen Tracy-Singh ¢arpimi;

H,®H, =(HY®H,);

seklinde tanimlanan »’?- mertebeli reel karesel bir matristir.

llll;, » (2.3.6) da tamimlanan genellestirilmis - ¢, matris normu olmak tzere,

H,® H, matrisinin £, normu igin;

QLK) HP @ HY |15, (1<, j,k,1<2)
olmak {izere,
| H,®H, 2 =3 aG,k) (42.14)

=1k, I=1

seklinde esitlik yazilir. Herhangi iki matrisin Kronecker ¢arpimi ve bu g¢arpimin

genellestirilmis - £ , matris normu tanimlar1 g6z 6niine alhnirsa,

2 .
oaLiy=|$__t NI 1 s
k,% e (é]c-m j)d]”H(,%c-(w j)d]”}[glc-(mn)dr’j

¢! 1 1
(4.2.15)
+(?§|c—<n+na|”]+|c—2m1|"} |

2
owzk=%__1 ¥ __ 1 |1
k;l 125 [,Zﬂ: |c—(i+n)d|”]{[:§I|c—(i+j)d|”]+[§ |c—(i+n)d|”J

<! 1 1
(4.2.16)
T’-[glc—(n+j)d|p]+|c-2ndlp}
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2 1 -l -1
oeLy={%_ 1 S S _
k;l ) (; |c—(i+n)dlp] {(g::llc—(i+j)dlp }- (iz::l: |c—~(z'+n)d|p

3 1 1
(4.2.17)
J{,Z.: le—(n+ j)d|”]+ |c—2nd|p}

2 1 n-l 1 n-1 1
Q(22,0) = D S I b < NS S
[r= |le~2nd|” {(1,21 le—G+ )d|f J (; le— G +n)d|® J

A ] b1 (4.2.18)
te—m+d” ) |e—2nd|f

esitlikleri yazilir. Béylece , (4.2.15),(4.2.16),(4.2.17), (4.2.18) esitliklerinden,

.,
]

H,®© H, matrisinin {, normu igin;

n-1 n-l
HOH ¢p-l|$__ 1 Y AN
| {L% le—G+7d|” J+ (iznl: |c—(i+n)d|p)

n-| 1 1 ?
+ +
(; |c—(n+j)d|p] lc—2nd|p}

| H ®@H, | = {“ H,_ | +2{g |("+")Id—¢-’|p]+12ndl—c]”} (4.2.19)

esitligi elde edilir. Boylece ( 4.2.19) esitligi ve Teorem 4.1.3 ile verilen ( 4.1.16)
esitsizligi ile,

1 1 l c—-d ¢ ¢
H,®@H,|p<— Flp-l2-g =¥ P22,
| H, n llp dp[(p_z)!(p—l)d (p d) (p d)

-l i ? 1
A i) g 2
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n-1

esitsizligi elde edilir. ( 4.2.20 ) esitsizliginde yer alan, Z

' ifadesini
Z ((l+l)d c) 1Tragesinin

Polygamma fonksiyonu cinsinden degeri,

jz_:((lﬂ;‘d e) {((P o 1()'d"+')[— \P(p ~n+ds

dir. Ayrica

&l i (= c—d _,.d-c
552;((t+1)d—c)’(p~2)!d"[(p—l)dq'(” Mg )

—‘I’(p ~21+ d;"ﬂ (4221)

oldugu bilindigine goére, boylece ( 4.2.21 ) esitligi ve ( 4.2.20 ) esitsizlifinden,
H,© H, matrisinin ¢, normu igin,

il e A

- 1H,@H, |7 S{ [(p )= Id‘l’(p 1,2 d) ‘I’(p 2,2 d)
(—l)p c—d ( _ d—c)

+2[(1»—2)14" e-nd "M

—W(p—2,1+d_cm+ ! }
d 2d —c)”
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seklinde bir tist sinir bulunur ki, boylece (4.2.12) esitsizligi ispat edilmis olunur.

Simdi de, H, ® H, matrisinin £, normu igin bir alt sinir bulalm. (4.2.19)
esitligi ve Teorem 4.1.1 de verilen (4.1.3 ) esitsizligi ile, 7, @ H, matrisinin £,

normu igin;

1 2 1 2-1 1
H,®H |2
14,8 "”p>[(2d—c)” "Ba-oF (@d-oy ”Zf((m)d_ch

1 4 L]
®H, |72
| 5,0, >[(2d o " Ga-cy @ad —c)”}

seklinde bir alt sinir bulunur ki, béylece ( 4.2.13 ) esitsizligi ispat edilmig olunur.
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5. SONUC VE ONERILER

Bu ¢alismada, Cauchy — Toeplitz ve Cauchy — Hankel matrislerinin Khatri —

Rao ve Tracy — Singh ¢arpimlarmin £, normlarn igin alt ve iist sinirlar tespit ettik.

Bu matrislerin, Khatri — Rao ve Tracy — Singh carpimlarinin singiiler

degerleri aragtinlabilinir.
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