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Bu caligmada anizotropik bir tuzakta harmonik olarak tuzaklanmig alkali
atom gazlarinda g&zlenen Bose-Einstein yogusmasina ugramig bir sistemin
ozellikleri incelenmigtir. Bu amagla Gross-Pitaevskii yaklagim: ve Varyasyonel
Monte Carlo yéntemi kullamilmistir. Seyrek gaz limitinde her iki yéntem arasinda
¢ok iyi uyum gozlenirken seyrek gaz limitinden uzaklagildikga farkhiliklar
gézlenmigtir. Sistemin 6zelliklerinin Gross-Pitaevskii yaklagiminin 8ngdrdiigii gibi
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In this study, we have analyzed the properties of a Bose-Einstein condensate

which is observed in the harmonically trapped gases of alkali atoms in an anisotropic
trap. For this purposes we used Gross-Pitacvskii equations and Variational Monte
Carlo method. A perfect agreement was observed in the dilute gas limit between the
results of the two methods, however the difference between the results of the two
methods increased as we go away from the dilute gas limit. Also, we observed that
the properties of the system depend separately on the number of particles and on the
scattering length which contradicts with the predictions of Gross-Pitaevskii equation.

Key words: Bose-Einstein condensation, Variational Monte Carlo method, Gross-

Pitaevskii equation.

iv



ONSOZ

Bu ¢alisma Selguk Universitesi Fen Bilimleri Enstitlistine yiiksek lisans tezi
olarak sunulmustur.

Bu ¢aligmada bilgi ve tecriibeleriyle bana her konuda yardimer olan ve yon
gosteren, benden maddi ve manevi higbir yardimi esirgemeyen ve bana bliyiik bir
sabirla katlanan, kendisiyle caligmaktan biiylik onur duydugum ve kendisini her
. zaman Ornek aldifim danmisman hocam Sayin Dog. Dr. Ulfet ATAV’A en igten
tesekkiirlerimi sunmak isterim.

Ayrica bu ¢alisma boyunca benden yardimlarini esirgemeyen Sayin Ars. Gor.
Dr. Mehmet SAHIN’E, Saym Ars. Gor. Ahmet Emre KAVRUK’A ve Selguk
Universitesi Fen-Edebiyat Fakiiltesi Fizik bSliimii elemanlarina da tesekkiir etmek

isterim,

Teoman OZTURK

Konya, 2005



ICINDEKILER

2. BOSE-EINSTEIN YOGUSMASI, DENEYSEL TEKNIKLER ve
GROSS-PITAEVSKII DENKLEMI . ......cooiiviiiiiii e eeeeeeeeeneans
2.1. Bose-Einstein YOSUSIMASI. .. ...ccccurerrerrerreermmeereseesersensaesansaesnesesssassasarssass

2.1.1. Deneysel tekniKIer.......c..vuiverninrncnrnceeniceneeeneeerennnasssescssssssens
2.1.1.1. Atomlar: SOZUtMAK........cccceereeererrereereereesnerneessessessesssessssasees
2.1.1.2.Manyetik tuzaklamada gelistirilen teknikler...............cccevuuu.e

2.2. Bose-EinsteinYogusmasinin Teorik Temelleri....................

2.2.1. Etkilesmeyen bozonlarda BEC.........cccccvvveiinininienenieninnnnn..
2.2.1.1. Gegig S1CAKIIFI. .. ovieniiiiie e ee e aas
2.2.1.2. YOSUSIMNA OTANL. .. uininiieinenininiintitraesanrenaenessesaenencns

2.2.2. Etkilesen tuzaklanmis bozonlar.........cccoeeveeeenineiieennanannnns

2.3. Bogoliubov Yaklagimi ve Ortalama-Alan Teorileri........cccccvereereennnne.
2.3.1 Gross-Pitaevskii denklemi........ccovviinininiiinnienennnesessnenssssesennes
2.3.1.1. “Thomas-Fermi” yaklagimi.........cccceecererrerrerrrsnerereerereessensens

3. MONTE CARLO YONTEMLERI ve GROSS-PITAEVSKIT

DENKLEMININ COZUMUNDE KULLANILAN TEKNIKLER..............
3.1. Monte Carlo YONtEMIETL......ccccrerrrrerrnrerenrenereressensernsesseseessessrnsssssssessesnes
3.1.1. Metropolis algOTitmast........cccccceireerrrerrsesrsrereressesesenserssssesesssnssens

3.1.2. Varyasyonel Monte Carlo yOntemi.........cceevereeervevinensrnssereenesnens

3.2. Gross-Pitaevskii Denkleminin Céziimiinde Kullamlan Teknikler...........
3.2.1. Izotropik durumlar igin taban durum..........cccoeeeveeeemeemecreeerensnenn.

3.2.2. Anizotropik durumlar i¢in taban durum............cceerreeernnrrrnnnee

3.2.2.1.Etkilesmeyen model.............
3.2.2.2.Giiglii itici durum...

4. HESAPLAMALARIN AYRINTILARI ve SONUCLAR...................

vi

10
11
13
14
14
17
20
21
24
26
28

29
29
34
38
41
42
45
49
53



4.1. Gross-Pitaevskii Denkleminin COZUMU.....euvneiiereiireiiineniiriinenineen 55

4.2, VMC Uygulamasinin Ayrintilart .....cocveveevnininiiniininiieninneininee. 57
4.2.1. Deneme dalga fonKSiyOnU......cocviiieiiinmeneninneeenieneneeneneenenens 58

4.3, SONUGIAL. .. tvtiiiniieieriiiieirerteie ettt etienrrcaseeseseeeasnrnsensasananes 62
4.3.1. Uzaysal dagilim......ccocoeiiireniiiiiriiiirneiirneerenirecnsnenesnennn 62

5. SONUC ve ONERILER..............ouvirirtmececscerssesessssssssssessssssssssense 09
KAYNAKILAR .........cocerinreninercsrrscerssesssnssosaosssnsensassassesesssssssesssassesssssssssssssssssasesens 70

vii



1. GIRIS

Bozon, spini tamsay1 olan pargaciklara verilen ortak bir addir. Bose-Einstein
yogusmasi, ¢ok sayida bozonun bulundugu sistemlerde ¢ok diisiik sicakliklarda
olusan bir faz degisikligidir.

Bose-Einstein yogusmasi, Einstein tarafindan Ongoriildiigtinden beri (1924,
1925) temel bir ilgi konusu olmustur. Bose-Einstein yogusmasi bu 6ngériiden ancak
70 yil sonra 1995 yilinda alkali atomlarin zayif etkilesimli seyreltilmis buharlariyla
yapilan bir seri deney sonucunda gézlenmigtir. Bu yogusma ilk dnce JILA’da ( Joint
Institute for Laboratory Astrophysics) rubidyum atomlariyla (Anderson ve ark.
1995), daha sonra da MIT°de (Massachusetts Institute of Technology) sodyum
atomlariyla elde edilmigtir (Davis ve ark. 1995). Aym yilda lityum atomlarinda da
Bose-Einstein yogusmasimin gézlendigi rapor edilmistir (Bradley ve ark. 1995). Bu
deneylerde atomlar &nce manyetik tuzaklarla hapsedilmis ve son derece diisiik
sicakliklara sogutulmustur, bu sicakliklar mikrokelvinler mertebesindedir. Atomlar,
siirlayic: tuzagin kapatilmasimi takiben yayilmaya terkedilmis ve optiksel islemler
uygulanmugtir. Belli bir sicaklifin altinda hiz dagiliminda sifir hiz civarinda keskin
bir pikin gbzlenmesi, Bose-Einstein yogusmasinin agik bir kaniti olmustur.

1995 yilinda alkali atomlar {izerine yapilan deneyler Bose-Einstein yogugmasi
tarihinde bir kilometre tasi olarak diigiintiliir. 1924 yilinda bu fikrin ortaya
atilmasindan sonra London (1938) tarafindan helyumdaki siiperakigkanli agiklamak
icin Bose-Einstein yogugmasi bir kez daha giindeme gelmistir. Yogusmanin uzun bir
bekleyisten sonra 1995 yilinda deneysel olarak agik bir gekilde gézlenmesi Bose-
Einstein yogusmasina ve Bose sistemlerindeki g¢ok cisim 6zelliklerine olan ilginin

artmasina yol agmastir.

Bose sistemlerinin en 6nemli 6zelliklerinden birisi de bunlarin homojen
olmayan ve sonlu boyutlu sistemler olmasidir. Bu sistemlerin homojen olmamasi iki
cisim etkilesmelerinde 6nemli rol oynar. Etkilegimli bir Bose sisteminde bozonlar
aras1 ¢ok cisim korelasyon etkileri, yogusmanin diginda bulunan uyarilmis atomlarin
miktarini artirir. Etkilesimli bir gaz i¢in Bogoliubov (1947) bir pertiirbasyon agilim



gelistirmigtir. Bu yontem #na’ parametresinin kiigiik olmasi ( pargacik yogunlugu ve
a’da bozonlarin sert kiire yarigapidir) ve yogusmanin disindaki atomlarin sayisinin
¢ok az olmasi yani (N —-N,)/N <<1 durumundaki (N, yogusmadaki pargacik
sayisi olup, N, sistemdeki pargacik sayisini gosterir) etkilegimleri hesaba katar.

1995 yilinda manyetik tuzaklarla smirlanmis ¥Rb, *Na ve ’Lialkali
atomlarmin seyreltilmis zayif etkilegimli buharlariyla yapilan deneyler, termal olarak
dagiloig bir buluttan tek bir makroskobik duruma ge¢isin ispatin1 vermistir. Uzun bir
bekleyisten sonra Bose-Einstein yogusmasinin ispatlanmasi, bu konuya olan ilginin
artmasina yol agmustir. Deneylerde ulagilan diigtik yogunluklar nedeniyle, teorik
¢alismalarin ¢ofu, zayif etkilesimli gazlardaki yogusmaya ve Gross-Pitaevskii
denklemine odaklanmigtir. Gross-Pitaevskii (GP) denklemi, Gross (1961) ve
Pitaevskii (1961) tarafindan ayr1 ayn gelistirilmigtir. Bu denklem gergekte
stiperakigkan siv1 helyumdaki girdaplarin 8zelliklerini tanimlamak i¢in gelistirilmigtir
ve Bogoliubov agilimindaki sifirinci mertebeden terime dayanir. Gross-Pitaevskii
denklemi, yogusmanin bagarili sekilde agiklanmasini saglar. Ancak bu denklem
seyrek durumdaki Bose gazlan i¢in gegerlidir, etkilesimin fazla oldugu sistemleri
aciklamak i¢in uygun degildir.

Bir V_,(r,) dis potansiyeli ile sinirlanmig m kiitleli N tane bozonu diigtinelim,
herhangi iki pargacik arasindaki Vi, (r;,r;)etkilesme potansiyelini de katarak bu

sistemin Hamiltoniyeni

x( g2, N
H =Z[—%V, +Vm(r,))+iZ<J;Vm (r,r,)
seklinde yazabiliriz. Sistemin taban durum dalga fonksiyonu ortalama alan teorisi
kullamlarak Gross-Pitaevskii denkleminden hesaplanabilir. Bu hesaplamalara 6rnek
olarak izotropik tuzaklarda Edwards ve Burnett (1995), Ruprecht ve ark. (1995);
anizotropik tuzaklarda ise Dalfovo ve Stringari (1996) verilebilir. Bu ortalama alan
yaklagimi seyrek gaz durumunda iyi sonuglar verirken, yogunluk arttikga ortalama
alan teorisi gecerliligini kaybetmeye baslar.



Bu calismada, harmonik olarak tuzaklanmg bozonlarda gozlenen Bose-
Einstein yofusmasmin &zellikleri, Varyasyonel Monte Carlo (VMC) ydntemiyle
incelenmistir. Ayrica ortalama alan yaklagimi sonucunda elde edilen Gross-Pitaevskii
denkleminin de ¢oztimleri elde edilerek sonugclar birbirleriyle karsilagtirilmagtir.
Hesaplamalarimizi seyrek durumdan yani yogusmadaki parcacik sayisinin az ve
atomlarin sagilma uzunlugunun kiiglik oldugu degerden baglayarak yiksek
yogunluklara kadar genis bir bolgede yaptik. iki yontem diisiik parcacik sayilarinda
ve kiictik sagilma uzunluklarinda oldukga iyi uyusmaktadir, ancak pargacik sayist ve
sagllma uzunlugu arttikga GP sonuglar1 ile VMC simulasyonu arasindaki fark
artmaktadir.

Bu caligmanin ikinci boliimiinde harmonik potansiyellerle tuzaklanan
gazlarda Bose-Einstein yogusmasinin olusumu ve konunun teorisi anlatilmistir. Zayif
etkilesimli sistemleri agiklamak igin kullamlan ve bunun sonucunda elde edilen
Gross-Pitaevskii denklemlerine de deginilmistir.

Uglincti béliimde Varyasyonel Monte Carlo yontemi ve Gross-Pitaevskii
denkleminin ¢oziimiindeki teknikler tamtilarak bu yontemlerin Bose-Einstein
yogusmasina uygulanmas: igin gerekli olan teorik bilgiler veﬁlnﬁsﬁr. Dérdiincti
béliimde VMC ile elde edilen sonuglar sunulmus ve Gross-Pitacvskii denkleminin
¢Oziimiinden elde edilen sonuglarla kargilagtinilmigtir. Son boliimde ise ¢alisma genel
olarak degerlendirilmis ve bundan sonra yapilabilecek ¢alismalar hakkinda &neriler
getirilmigtir.



2. BOSE-EINSTEIN YOGUSMASI, DENEYSEL TEKNIKLER ve GROSS-
PITAEVSKII DENKLEMI

Birden fazla sayidaki pargacig1 ( bir ¢ekirdekteki niikleonlar, bir atomdaki
elektronlar, bir molektildeki atomlar ) bir araya getirerek daha biiyiik bir kuantum
sistemi meydana getirdigimizde, eger parcaciklar birbirlerinden ayirt edilemiyorsa,
yeni bir kuantum durumu ortaya gikar. Ornegin gok elektronlu bir atomdaki tim
elektronlar yiik, kiitle ve spin gibi ozellikler bakimindan aym olduklarindan,
herhangi bir koordinattaki elektronun hangi elektron oldufunun bir Snemi yoktur.
Yani ¢ok elektronlu bir atomun elektronlar1 birbirinden ayirt edilemeyen 6zdes
pargaciklardir.

Pauli, 1925 yilinda deneysel g6zlemlerden de yararlanarak “ Aym kuantum
sayilarina sahip iki fermiyon aym sistem iginde bulunamaz” ilkesini ortaya atti. Bu
ilke Pauli disarlama ilkesi olarak bilinir.

Konuyu kolay ve anlagilir vermek igin iki pargacikli bir durumu Srnegin bir
helyumdaki iki elektronu g6z Oniine alalim. Elektronlardan birinin 7
koordinatlartyla tamimlandifim ve y,durumunda bulundufunu, digerinin ise 7
koordinatlariyla tanmimlandigim ve y, durumunda bulundugunu varsayalim. Cok
parcacikli bir sistemde dalga fonksiyonu, her bir parcacigin dalga fonksiyonunun
carpimi oldugundan sistemi temsil edecek dalga fonksiyonu iki dalga fonksiyonunun
¢arpimina esittir yani y =y, (7)) (7, ) seklindedir. Simdi iki elektronun degis-
tokug edildigini varsayalim, bu durumda yeni dalga fonksiyonu ¥’ =y, (%), (%)
seklinde olacaktir. Bu degis-tokusun gergekligini saptayabilecek bir dlglim miimkiin
miidiir sorusunun cevabi, eger elektronlar gercekten ayirt edilemez iseler hayir
olacaktir. O halde olasilik yogunluklari, 6zdes pargaciklarin degis-tokusuna goére
degismez kalmalidir, yani degis-tokus edilmis dalga fonksiyonu ,, , orijinal dalga
fonksiyonu y,, *den en fazla isaretge fark edilebilir. Dolayisiyla iki farkli durum séz
konusudur. Eger pargaciklann degis-tokusu ile dalga fonksiyonu isaret degistiriyorsa
Wy = -y, dir ve dalga fonksiyonu antisimetriktir denir. Ozdes parcaciklari temsil



eden tiim dalga fonksiyonlar1 ya tamamen simetrik ya da tamamen antisimetrik
olmalidir. Karisik simetrili dalga fonksiyonlar: izinli degildir.

Bu iddialar1 dogrulamak i¢in laboratuar deneylerine bakildiginda bilinen
higbir istisnasi olmayan daha ileri bir siniflandirma bulunur: 0,1,2...gibi tamsay1

spinli tiim pargaciklar simetrik toplam dalga fonksiyonlari; —;,% ,% ...gibi buguklu
spine sahip tiim pargaciklar antisimetrik dalga fonksiyonlari ile temsil edilir.
Yukandaki ¥ ve w iki parcacik-fonksiyonlarindan toplam dalga

fonksiyonlarini elde edemeyiz. Clinki bunlar ne simetrik ne de antisimetriktirler.
Yani ¢ ne y’ ye ne de —y’ ye benzer. Bunun yerine asagidaki toplam dalga

fonksiyonunu goz 6niine alalim.
1 - - - .
Yy =E[‘)"A(rl)‘//,g(rz)il//z(rl)‘//,q(rz)] 2.1)

Eger art1 isaretini segersek toplam dalga fonksiyonu, pargaciklarm degis-

tokusuna gore simetriktir. Eger eksi isaretini secersek o zaman sonug bir antisimetrik

dalga fonksiyonudur. Buradaki 1/ V2 normalizasyon ¢arpanidir.

A ve B 6zdes kuantum durumlarina sahip olmamiz halinde 6zel bir durum
ortaya gikar. ( A ve B’nin kuantum sayilar1 takimim temsil ettigini diigiinebiliriz.)
A’min B ile aym1 olmas: durumunda antisimetrik toplam dalga fonksiyonu 6zdes
olarak sifirdir ve dolayisiyla olasihk yogunlugu sifir olur. Buguklu spine sahip iki
dzdes pargacifin aynm1 kuantum durumunda bulunma olasihif1 daimé stfir olmalidir.
Bu tabif ki Pauli disarlama ilkesinin kendisidir. Antisimetrik dalga fonksiyonunun
sifir olmast Pauli ilkesinin matematiksel temelidir. Fakat aym sartlar altinda Simetrik
dalga fonksiyonlarimn sifir olmasi zorunlu degildir. Bu ylizden tamsay: spinli 6zdes
pargaciklar aym kuantum durumunda bulunabilirler.

Pauli ilkesi ve sonuglar gu sekilde zetlenebilir:

i. Spin kuantum sayist buguklu (s=1/2,3/2,5/2...) olan ve fermiyon denilen

paraciklar Pauli disarlama ilkesine uyarlar. Elektronlar, protonlar ve ndtronlar



fermiyondur. Fermiyonlardan olusan bir sistemi tamimlayan dalga fonksiyonu
antisimetriktir.

Bir atomda her durum igin tek elektron bulunabildiginden periyodik tablonun
insas1 elektronlarin fermiyon olma gergegine dayanir. Elektronlarin fermiyon olmas:
metallerdeki elektronlarin davranisim da agiklar, diistik sicaklikta metallerdeki tlim
enerji durumlari belli bir seviyeye kadar doldurulur bu da Fermi enerjisi olarak
adlandirilir. Enerji durumlarindaki bu dolusu Fermi-Dirac istatistigi agiklar.

ii. Spin kuantum sayis1 tam (5=0,1,2,3,...) olan ve bozon denilen parcaciklar Pauli
disarlama ilkesine uymazlar. Bozonlarin enerji dagilim Bose-Einstein istatistigi ile
tanimlanir. Bozonlardan olusan bir sistemi tanmimlayan dalga fonksiyonu o&zdes
pargaciklarin degisimine gore simetrik olmalidir.

Diisiik sicakliklarda bozonlar, fermiyonlara goére daha farkli davramirlar,
¢linkli bdyle bir sistemdeki bozonlarin biiyikk bir kismi aymi enerji durumunda
toplanirlar. Tek bir durumda toplanma, yogusma veya Bose-Einstein yoZusmasi
olarak adlandirilir. Sivi helyumdaki siiperakiskanlik olgusu i¢in de benzer seyleri
sOylemek olasidir. Siiperiletkenlerde de ¢iftlenmis (coupled) parcaciklar etkin bir
bigcimde bozon gibi davramrlar ve sifir elektrik direnci g6steren bir durumda

toplanirlar.

Bozon kavrami fotonlar1 da igermektedir. Fotonlarin enerjisi Planck sabitiyle
frekansa baglanmigtir ve fotonlarin nitelendirilmesinde, siyah cisim 1s1masi

aciklanirken Bose-Einstein istatistiine bagvurulur.

2.1. Bose-Einstein Yogusmasi

Bozonik pargaciklardan olusan bir gaz bulutu kritik bir sicakliin altina
diigtirtildtigtinde Bose-Einstein yogusmasina ugrar. Yogusma aym taban durumunda
bulunan makroskopik sayidaki parcaciktan ibarettir. Bose-Einstein Yogusmasi
(Bose-Einstein Condensation (BEC)), pargaciklar arasi 6zel etkilesmelere bagh
olmayan bir faz degisikligidir.



1900 yilinda Max Planck’mn belli bir sicaklifa kadar isitilmig bir cisimden
yayilan 1gikla ilgili problemi ¢bzmesiyle yirminci yiizyll fizigi baslamistir. S8z
konusu 151mimin elektromanyetik bir kaynaktan yayildig: biliniyordu, ayrica sicaklik
ve sofukluk icin gecerli olan termodinamik yasalari da biliniyordu. Ancak s6z
konusu 1smumin giddeti termodinamik yasalariyla hesaplandifinda bir anlam
cikmiyordu. Planck, iginimin biiyiikliikleri belli olan paketler halinde yayildigini ileri
stirmiigti. B6yle bir paketteki enerji miktari, dalga boyuyla ters ve yayinlanan
1siumin frekansiyla dogru orantili olup

E=hv

bicimindedir. Burada v frekansi, #°’da Planck sabiti denilen yeni bir sabiti
gOstermektedir. Planck bu yeni formiilti uygulayarak 1s1ma siddetini hesapladiginda
sonucun gézlemlerle uyustugunu gordii. Daha sonra 1905 yilinda da Einstein bu
1sinimin Planck enerji paketinin tamsay: kat1 oldugunu g&stermistir.

1924 yilinda Hintli fizik¢i Satyendra Nath Bose, Einstein’a yolladigi bir
makalede fotonlar: 6zdes parcaciklardan olugan bir gaz gibi diiglinerek siyah cisim
1gtmast igin Planck yasasiu tiirettiini gOstermistir. Einstein makalenin Snemini
anlayarak caligmaya bagladi ve 1924 ve 1925 yillarinda iki makale yazdi, burada
bozonik parcaciklarin kuantum teorisini gelistirdi. Bose-Einstein istatistigi boylece
dogmus oldu ve bugiin spin degeri tamsay1 olan niceliklerin bu istatistife uyacagim
biliyoruz.

Einstein, Bose’un teorisini parcacik sayilarmin da korundugunu diigiinerek
Ozdes atomlardan ya da molekiillerden olugan ideal bir gaza genellemistir ve
yeterince diigiik sicakliklarda pargaciklarin sistemin en diigiik kuantum durumunda
toplanacagim s6ylemistir. Bu toplanma Bose-Einstein yogusmasi olarak adlandirilir.
Bose kiitlesiz fotonlarla ilgilendigi i¢in bu 6zelligi bulamamigtir. Fotonlar sistemin
enerjisi azaldifinda yok olacagi igin yogunlagsamazlar. Bu tuhaf olguya, sivi
helyumun disiik sicakliklardaki anormal davramgi gozleninceye kadar (London,
1938) fazla bir ilgi gosterilmemistir.



Helyum 2.17 K civarindaki bir kritik sicaklifa kadar sogutuldugunda 1s1
kapasitesinde dikkate deger bir stireksizlik olusur, sivi haldeki helyumda damlaciklar
gbzlenmeye baglanir ve sivinin bir miktar1 sifir viskoziteye sahip olur yani
stiperakiskana dontigiir. Stiperakigkanlik, olasi en diigiik enerjiye yogusmus helyum
atomlarindan kaynaklanir.

Yogusma etkisi stiperiletkenlikle de saglanabilir. Bardeen-Cooper-Schrieffer
(BCS) teorisinde elektron ciftleri 6rgii etkilesimleriyle ¢iftlenirler, giftler (Cooper
iftleri olarak adlandirilirlar) bozon gibi davranmirlar ve sifir direng gosteren
durumlara yogunlagirlar (Bardeen ve ark. 1957).

Sadelestirilmis bir gozle bakildiginda bir gaz bulutundaki pargaciklar
kuantum-mekaniksel ~ dalga  paketleri = olarak  gorilebili.  Bunlar
Ag =(2nh* Imk,T)"*termal deBroglie dalga boyu tarzinda bir biyiklige
sahiptirler, burada k, Boltzmann sabiti, m atomik kiitle ve T *de gazin sicakligaidur.
Yiksek sicaklikta (oda sicakliginda) A, °nin degeri oldukca kiiciiktir ve bu

mesafede iki pargacigin bulunmasi pek olas: degildir. Bu nedenle pargaciklarin ayirt
edilemezligi 6nemli degildir ve klasik tanimlama uygulamr (Boltzmann istatistigi).
A4 dalga boyunun pargaciklar arasi mesafe ile karsilagtirilabildigi noktasla kadar gaz
bulutu sogutuldugunda her bir dalga paketi {istliste binmeye baglar ve parcaciklarin
ayirt edilemezligi 6nemli hale gelir. Fermiyonlar igin Pauli digarilama ilkesi iki
par¢acifin aym kuantum durumunda bulunmasini 6nler oysaki bozonlar igin
kuantum istatistigi, aym kuantum durumunda birden ¢ok parcacik bulunma
olasiligim artirir ( Bose-Einstein istatistii). Makroskopik sayida pargacigin en diisiik
enerji durumunda toplanmas: bir faz degigikligi olarak gozlenir ve Bose-Einstein
yogusmas: olusur ($ek.2.1). Bose-Einstein yogusmasi su sekilde tamimlanabilir:
Bozonlardan olugan pargaciklarin, kuantum-mekaniksel dalga fonksiyonlar1 uzaysal
olarak {ist tiste bindikten sonra madde dalgalar1 birlikte titresmeye baglar ve koherent
bir madde dalgas1 olusur ki bu sistemin taban durumundaki biitin pargaciklan
kapsar.



«* 'S Yiiksek T sicakhg::
I v termal hizi
d* yogunluk
“Bilardo toplan™

Jre
1

ZZ Digiik T sicaklig:
Zz

de Broglie dalgaboyu
Agp=h/mv « T12
“Dalga paketleri”

T=Tg:
/ BEC
Agg=d

NGRS M
5;%
Z W

“Dev madde dalgas1”

Sekil 2.1 Bose-Einstein yogusmasi karsilastirmasi. Yilksek sicakliklarda zayif etkilegimli
bir gaz sistemi bilardo toplarma benzer. Yalin bir kuantum tanimlamasinda pargaciklar A,
agilimli dalga paketleri gibi diitiniilebilir. BEC gegisim sicakhfinda 4, pargaciklar arasi
d mesafesi ile kargilastirilabilir hale gelir ve bir Bose-Einstein yogusmasi olusur (pargaciklar
boson ise). Sicaklik sifira yaklasirken, termal bulut saf bir Bose yogusmasina ddniigerek
kaybolur (Ketterle 2002).

Bose-Einstein yogusmas: termal dengede olusur. Yogusmanin kendisi
entropiye katkida bulunmazken, yogusmanin varlifi daha yiiksek enerji durumlarn
arasma dagilmis olan diger pargaciklarin entropisini artirir (Dalfovo ve ark. 1999,
Krane 2001, Ketterle 2002, Cornell ve Wieman 2002, Hooft 2002, ).
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2.1.1. Deneysel teknikler

Bose-Einstein yogugmasi, 1995 yilinda alkali atomlarin buharlar1 {izerinde
yapilan bir seri deney sonucunda gdzlenmigtir. Bose-Einstein yogugmas: ilk dnce
JiLA’da (Joint Institute for Laboratory Astrophysics, Boulder, Colorado, ABD)
rubidyum atomlariyla, daha sonra da MIT’de (Massachusetts Institute of
Technology) sodyum atomlartyla elde edilmistir (Anderson ve ark. 1995, Davis ve
ark.1995). JILA’dan Wieman ve Cornell, MIT°den de Ketterle bu galismalar
nedeniyle 2001 yilinda Nobel fizik 6diiltinti paylagsmiglardir. Bu deneylerde atomlar
manyetik tuzaklarla hapsedilmiy ve son derece diigiik sicakliklara kadar
sogutulmustur, bu sicakliklar mikrokelvinler civarindadir. Alkali atomlar sinirlayici
tuzagin kapatilmasim takiben yayilmaya terk edilirler ve 6n sogutma olarak lazerli
sogutma kullamilir, daha sonra atomlar bir manyetik tuzakta tutulur ve buharlagma ile
sogutma kullanilarak daha da sogutulur. Belli bir sicaklifin altinda hiz dagiliminda
sifir hiz civarinda keskin bir pik g6zlenir, bu Bose-Einstein yogusmasi elde
edildiginin agik bir isaretidir. Sekil (2.2) Bose-Einstein yogusmasinin gézlenmesiyle
ilgili ilk resimlerden olup rubidyum atomik bulutunun hiz dagilimini gostermektedir.
Hiz dagiliminda keskin bir pik g&zlenmistir ki bu Bose-Einstein yogusmasinmin agik
bir kanitidir. Aym yilda lityum atomlarinda da Bose-Einstein yogusmasinin
g6zlendigi rapor edilmistir ( Bradley ve ark. 1995).

1995 yilinda alkali atomlar {izerine yapilan bu deneyler Bose-Einstein
yogusmas1 tarihinde bir kilometre tagi olarak disiiniilmektedir. Bose-Einstein
yogusmasinin deneysel olarak elde edilmesinden sonra bu sira dist olguya olan ilgide

diinya ¢apinda biiyiik bir artis gdzlenmistir.



Sekil 2.2 Burada rubidyum atomlarinin hiz dagilimi, yayilma metoduyla elde edilmistir. En
soldaki sekil yogusmanin oldugu sicakligin iistiindeki bir sicakliga denk gelir, ortadaki sekil
yogusmadan hemen sonraki duruma karsilik gelir, sagdaki sekil ise kritik sicakliktan oldukca
diisiik bir sicaklikta neredeyse saf yogusmaya denk gelir (Anderson ve ark.1995).

2.1.1.1. Atomlar: sogutmak

Bose-Einstein yogusmas: fizigin pek c¢ok alaninda 6nemli bir olgu olarak
gosterilmistir ancak yogusma igin ilk kanitlar siiperakigkan sivi helyum ve
yariiletkenlerdeki uyarilmalarla ilgili ¢alismalardan gelmistir. Ancak sivi helyum
olayinda bir sivida niteleyici olarak bulunan giiclii etkilesmeler gecisimin dogasini
degistirir. Bu nedenle seyrek bir atomik gazda BEC’yi elde etmek igin uzun bir siire
gecmistir. Deneysel calismalarda verilen miicadele, atomik gazlarin bir katiya ya da
bir siviya doniismesini onleyerek sicakliklarini mikrokelvinler mertebesine ya da

daha altina kadar sogutmak {izerine olmusgtur.

Bose yogusmasmna ugramis atomlart elde etme cabalari 1980’li yillarda
hidrojen ile baslamistir. Bu deneylerde hidrojen atomlari Gnce bir sogutucu ile

sogutulmus, sonra manyetik bir alanla tuzaklanmustir ve daha sonra buharlagma ile



12

sogutma kullanilarak daha da sogutulmustur, buharlasma ile sogutma Hess tarafindan
Onerilmigtir (1986). Bu yaklagim ile BEC’yi gézlemeye oldukg¢a yaklagilmigtir ancak
bu yaklagim ayrik atomlarin molekiillere doniismesi ve gliglii etkilesmelerin ortaya
¢ikmastyla sinirlanmigtir.

Bu siire¢ icinde atomlar1 tuzaklamak ve sogutmak i¢in daha sonra Doppler
sogutmasi gibi lazer-tabanli teknikler, polarizasyon-gradiyent sogutma ve manyeto-
optiksel tuzaklama gelistirilmigtir (Stwalley ve Nosanow 1976, Cohen-Tannoudji ve
Philips 1990, Chu 1991). Lazer 1s18mnin soguk serbest atomlarin elde edilmesinde
kullamilabilecegi 1975 yilinda T. W. Hansch ve A.L. Schawlow tarafindan
Onerilmistir. Burada bir fotonu soguran bir atom, fotonun momentumunu da alir.
Eger sartlar da uygunsa bu olay atomu yavaslatir. Bunun ardindan ani bir igima
atomu rasgele bir yone dogru sevk eder. Atomun sogurdugu ve yaydigi igmnlarin
frekanslar1 ve dolayistyla enerjileri arasinda kiictik bir fark vardir. Bu sogutma olarak
karsimiza ¢ikar. Doppler kaymasi kullanilarak atomlarin yeni dogrultularinda her
zaman lazer 1sm1 sofurmasi saglanabilir. Boylece uygun bir {i¢ boyutlu lazer
konfigiirasyonu biitlin serbestlik derecelerini sogutur. Bu teknikler atom fiziginin
dogasim Snemli dlgiide degigtirmistir ve oldukga diisiik sicakliklara varmak icin yeni
bir yol saglanmistir. Alkali atomlar lazer-tabanli yontemlere olduk¢a uygundurlar
¢linkii bunlarin optiksel gecisleri mevcut lazerlerle uyarilabilir ve diisiik sicakliklara
sogutmak i¢in uygun bir i¢ enerji seviye yapisina sahiptirler.

Ancak bu lazer sogutma teknikleriyle elde edilebilen diigiik sicaklik tek bir
fotonun enerjisiyle smirlidir. Sonug olarak ldBa hacmindeki atomlarin sayis1 (faz
uzay: yogunlugu) BEC i¢in gerekli olan degerden oldukea kiigiiktiir.

BEC’yi elde etmek igin gereken yol gelistirilen sogutma tekniklerinin
birlestirilmesinden gegmektedir. Boylece alkali atomlarin buhari &nce lazerle
sogutulur ve sonrada buharlagma ile sogutma uygulanir. Buharlagma ile sogutmada,
yiksek enerjili atomlarin 6rnekten kagmasina izin verilir, boylece geriye kalan
atomlarin ortalama enerjisi azalir. Elastik ¢arpigmalarla atomlar arasinda enerji daha
dustk bir sicaklikta yeniden dagitilir. Buharlasma ile sogutma giinliikk hayatta
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kargimiza ¢ikan bir olgudur, bir bardak ¢aydaki veya banyo kiivetindeki sicak suyun
sogumasi buna bir Srnektir.

2.1.1.2. Manyetik tuzaklamada gelistirilen teknikler

Buharlagsma ile sofutma i¢in atomlar cevrelerinden termal olarak izole
edilmelidir. Oldukga diistik sicakliklarda atomlar, tuzagin i¢ geperine yapisacagindan
bu islem elektromanyetik alanlarla yapilmalidir. Alkali atomlar igin en iyi yontem
manyetik sinirlamadir, bunun avantaji alkali atomlarin manyetik momentlerinden
gelir. Atomlarin lazerle sogutulmasi ve tuzaklanmasindan sonra biitlin 151k yok edilir
ve homojen olmayan bir alanla atomlarin etrafinda bir potansiyel olusturulur.
Boylece atomlar uzayin kiigtik bir bblgesine hapsedilir (Monroe ve ark. 1990).

Yeniden termalizasyon igin istenen zaman tuzaktaki bir atomun yari
Omriinden daha kisaysa atomlar sadece buharlagtirma ile de sogutulabilir. Bu yéntem
yiiksek yogunluklara ve yeniden termalizasyonun hizlanmasina miisaade
edeceginden siki korumali bir tuzak gerektirir.

Bu teknikler gergekte yiiksek yogunluklar ve hizli buharlagsma iiretir ama
onemli bir problem vardir: Tuzagin iginde merkezdeki manyetik alan sifirdir bu da
atomun yoniinii sagirmasina ve manyetik momentinin hizasin1 kaybetmesine neden
olur. Bir manyetik alan, atomlar1 alana dik olan manyetik momentlerle
siralayacagimdan bu spin doniisleri tuzaktaki atomlarin Snemli bir kisminin kaybina
yol agar. Atomlarin kaybini Onlemek icin merkezinde manyetik momenti sifir
olmayan yonca yapragl seklinde bir tuzak &nerilmistir. Tuzaktaki yenilik, yonca
yaprag seklindeki tuzagin manyetik halkalarindadir. Bu da 6rnege lazerli sogutmaya,
tuzaklamaya ve yogusmay1 incelemek icin optiksel girige izin verir. Bu dizayn, bu
tuzakla elde edilen deneysel sonuglarin giivenilir ve kullanigli olmasini salamigtir.

Manyetik bir alandaki buharlagma, elektron spin rezonansi kullanmilarak
kolayca halledilebilir. Tuzaklanmis atomlarin manyetik momentleri, spin-yukar1 ve
spin-asag1 durumlari arasindaki enerji fark: ile rezonanstaki bir radyo-frekans alam
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uygulamilarak dondiiriiliir. Alamin frekans1 Oyle ayarlanir ki sadece bulutun
kenarindaki atomlar: etkiler, harmonik salinici bir potansiyelde bu atomlar en yliksek
enerjiye sahiptirler. Bu atomlarin momentleri dondfirildiigtinde manyetik kuvvetler
anti tuzaklama haline gelir ve atomlar tuzaktan c¢ikarilir. Bulut sogurken tuzagin
merkezine dogru siser, bu ylizden RF alamin frekansi, bulutun kenarinda
buharlagtirmay1 korumak i¢in devamli bir gekilde azaltilmalidir (Petrich ve ark.
1995). Deneysel ¢aligmalar {izerine daha ayrintili bilgi icin Anderson ve ark.(1995),
Ketterle ve ark.(1996) ile Andrews ve ark.(1997)’nin ¢aligmalarina bagvurulmalidir.

2.2. Bose-Einstein Yogusmasimn Teorik Temelleri

2.2.1. Etkilesmeyen bozonlarda BEC

Alkali atomlar i¢in kullamlan manyetik tuzaklar1 karakterize eden Snemli bir
ozellik olan simirlayic: potansiyel, kuadratik form yaklagimiyla

V. (1) =L;-(a)xx2 +0,y? +0,2%) : @.1)

seklinde yazilabilir. Bu durumda sistemin Hamiltoniyeni

B=| drg&*(r)[—%vz +V,, (r)};/(r) 22)
seklindedir. Etkilesmeyen pargaciklar igin bu ¢ok-cisim Hamiltoniyeni tek pargacik
Hamiltoniyenlerinin toplamidir. Bu durumda toplam sistemin dalga fonksiyonu, tek
pargacik dalga fonksiyonlarimin garpimi geklinde gelir. Toplam Hamiltoniyenin
bzdegerleri ise tek pargactk Hamiltoniyenlerin 6zdegerlerinin toplamidir. Tek

pargactk Hamiltoniyenlerinin 6zdegerleri ise

1 1 1
Ennn, = (nx + E)hw’ + (ny + E)hm" + (nz + E)hm’ (2.3)
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formuna sahiptir, buradaki {nx,ny,nz} sayllar1 pozitif tamsayilardir. (2.1) deki
potansiyelle smirlandiriimig N tane etkilesmeyen bozonun taban durumu olan
#(r,,---,¥y), biitin pargaciklarin en diislik tek pargactk durumuna

(n, =n, =n, =0) koyulmasiyla elde edilir ve yukarida deginildigi gibi tek pargacik
dalga fonksiyonlarmm ¢arpimiyla

g(r;, -, Ty) =H¢0(ri) (2.4)

seklinde verilir, buradaki @, (r)

. 3/4
@, (r) = (m;’“’ ) exp[— ‘2’%(%"2 +o,y’ +o,z° ):l (2.5)
seklindedir ve
0, = (wxmywz & (2.6)

osilatdr frekanslanmin geometrik ortalamasidir. Yogunluk dagilimi n(r) =N |¢0 (r)[2

haline gelir ve N parcacik sayisi ile lineer olarak artar. Bulutun boyutu N°den
bagimsizdir ve sadece harmonik osilatSriin genisligi ile belirlenir:

[ 3 Juz
Ayo = @.7)

mam,,

Bu (2.5) denklemindeki Gaussyen ifadesinin ortalama genigligi ile uyusur. Bu
sistemin ilk siradaki &nemli karakteristik uzunlugudur. Deneylerden a,, = 1lum

kadar oldugu bilinmektedir. Sonlu sicakliklarda atomlarin sadece bir kismu en diigiik
enerji durumunu isgal eder, digerleri daha yiiksek enerjideki uyarilmus durumlara
dagilirlar. Termal bulutun yarigap: a,,’dan daha biiyiiktir. &,7 >>hw,, oldugu
‘varsayilarak ve ,,(r) o« exp[-V,_ (r)/ k,T] klasik Boltzmann dagilimli termal bulut

yogunlugu yaklagimiyla kabaca bir sonug elde edilir. Eger V., (r) = (1/2)ma. r* ise
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Gaussyen egrisinin genislizi R, =a,, (k,T/ho,, ) *dir ve bu a, ’dan daha
bliytiktiir. Bose dagilim fonksiyonunun kullanimi, bu sonugla fazla degigmez.

Swrlandirict alamn sekli de problemin simetrisini belirler. Ornegin kiiresel
veya eksenel simetrili tuzaklar kullanilabilir. Rubidyum ve sodyum ile yapilan
deneylerde eksenel simetri kullanilmistir. Eksenel koordinat z ve radyal koordinat

ro= (x2 +y? )“2 olarak tanimlanir ve bunlara denk gelen frekanslarda o,ve
o, =, = o, dir. Eksenel ve radyal frekanslar arasindaki oran, 1 =, /@, , tuzagin
asimetrisini belirler. 4 <1 iken tuzak puro seklindedir, A >1igin tuzak disk
seklindedir. A ’ya gore etkilesmeyen bozonlarin taban durumu olan denk.(2.5)

L a;

174 1 ( 5 2)
(Do(l') =ﬂ-3,—4a3/7exp '—5—2 ¥ + Az (2.8)

seklinde yeniden yazilabilir. Buradaki a, = (/mo, )1/2 , Xy diizlemindeki harmonik
osilator uzunlugudur.

Eksenel simetrik bir tuzagin se¢imi, momentum dagilimi analizinden daha iyi
sonuglar elde etmek igindir. Bu noktay:r anlamak i¢in (2.8) denklemindeki dalga
fonksiyonunun Fourier doniistimiinti yapahm: @, (p) o exp[— al (pi +A'p? )/ ZhJ.
Bu ifadeden ortalama eksenel ve radyal geniglikler hesaplanabilir. Bunlarin orans,

Ve pt) =V 2.9)

tuzagin asimetri parametresi ile belirlenir. Iki eksen arasmdaki oran VA4 ’ya esit olur,
bdylece xy diizleminde yayilan bulutun seklinin bir elips oldupu anlagilir. Eger
pargaciklar en diisiikk durum yerine yiiksek enerjili 6zdurumlar arasina termal olarak
dagilsaydi, bunlarin dagihm fonksiyonu esbéliigim ilkesine ve orammn 1°e esit
olmasina gdre momentum uzaymda izotropik olacakti. Ashinda yogusma pikinde
anizotropinin ortaya ¢ikmasi BEC’nin elde edileceginin bir belirtisidir (Anderson ve
ark. 1995, Davis ve ark. 1995 ).
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2.2.1.1. Gegis sicakhify

T, gecis sicakhigi, en diiglik enerji durumunun makroskopik dolulugunda
goziiken en yliksek sicaklik olarak tamimlanir. Pargacik sayisi N, yeterince biiylikse,
denk.(2.3)’teki sifir nokta enerjisi ihmal edilebilir ve bdylece en disiik enerji &,
sifira egitlenir. Uyarilmig durumlardaki pargacik sayisi;

N, = [deg(&)f °(e) ‘ 2.10)

ile verilir, buradaki f°, Bose dagihm fonksiyonudur. (2.10) ifadesi kimyasal
potansiyel z#=0 iken en yliksek degere ulasir ve 7, gecis sicaklif, uyarilmig
durumlara toplam pargacik sayisinin yerlestirilebilmesi sartiyla belirlenir. Bu da;

N =N (1,1 =0)= [dag(e)—me— @11)

es/kT,_. -1

seklindedir. Buradaki g(g); enerji durum yogunlugudur, serbest bir bozon gaz i¢in

21 ve harmonik osilatér frekans: ile smirlanmis bir bozon gazi icin

g(e)=Cy8
g(e)=C,e”" seklindedir. Denk. (2.11)’de x =¢/kT, seklinde boyutsuz bir

degisken tanmimlanirsa

a-1

X
x

N = C,(T)" o = C, M@ @)HT,)" @)

e’ —1

ifadesi bulunur. Burada C, sabittir, I'(er) gama fonksiyonudur ve ¢(a)= Zn"“
n=l
Riemann zeta fonksiyonudur. Denk.(2.12)’deki integrali hesaplarken Bose
fonksiyonunu e™’in kuvvet serisine agariz, burada Idxx“"le"‘ =I'(a) seklindedir.
0

Sonug olarak
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a-1

wjdx ¥ _T(a)(@) 2.13)

x
s € -1

ifadesi elde edilir. Tablo (2.1)’de « ’nin bazi degerleri igin gama (I") ve Riemann
zeta fonksiyonlar listelenmistir.

Tablo 2.1. & *nim segilmis degerleri i¢in gama (I") ve Riemann zeta fonksiyonlari

o I'(2) $(@)

1 1 o)

1,5 Jm/2=0_886 2,612

2 1 7216 =1,645
2,5 3V /4=1329 1,341

3 2 1,202
3,5 1547 /8=332 1,127

4 6 7*/90=1,082

Simdi (2.12) denkleminden

Nl/ a
2.14
[c.T@)¢ @] ¢

c

ifadesi bulunur. Ug boyutlu bir harmonik potansiyeli igin a =3°tlir ve C, sabiti

C, = (2h3cola)2 o, )—1 seklinde verilir. Denk.(2.14)’ten gegis sicakli igin

1/3
kT, = BaN 0,947 aN ">

2.15
[ 4(3)]1/3 @.15)

sonucu elde edilir. Burada @ g osilatdr frekansinin geometrik ortalamasidir:

o = (0,0,0,)".

(2.16)
Sonug olarak denk.(2.15) daha kullanish bir sekilde yazilabilir:
T, ~ 4,5 SN i (2.17)
100Hz



19

burada, f =@ /27 seklindedir. ¥ hacimli fi¢ boyutlu bir kutuda tekdiize bir Bose

3/2
gazina denk gelen a degeri 3/2 olup, C;,, sabiti C;,, = —2—1—121—2713 seklinde verilir ve
z

boylece gegis sicakligi
2_2/3 2_2/3 ‘
Y R S N Y VL. (2.18)
[c@)f? m m

ile verilir, burada n=N/V pargacik yogunlugudur. Iki boyutlu tekdiize bir gaz igin
a, 1’e esittir ve bu durumda denk.(2.12)’deki integral iraksar. BSylece iki boyutlu
bir kutuda Bose-Einstein yogusmasi sadece sifir sicaklikta meydana gelir. Ancak
pargaciklar harmonik osilator tipi bir potansiyelle simirlanirsa iki boyutlu bir Bose
gazi sifir olmayan bir sicaklikta yogusabilir. Bu durumda o =2dir ve
denk.(2.12)’deki integral sonludur. @ ile gosterecegimiz faz uzayr yogunlugunu
tanimlamak oldukg¢a kullamshdir. Bu yogunluk, termal deBroglie dalga boyunun

kiibiine (/1? = (2nh2 / ka)m) esit bir hacim igindeki parcacik sayisi olarak
tanimlanir:

2.19)

27[%2 3/2
ka) '

za'——-n/l;:n(

Gaz Kklasik ise bu ifade tek pargacikli durumlarin dolulugunun bir Sl¢iitiidiir. Dolu
durumlarin ¢ogu A7 civarinda veya daha az bir degerde enerjiye sahiptirler. Faz
uzay1 yogunlugu, pargacik yogunlugu ve birim hacim bagina diisen dolu durumlarin
sayist arasindaki orandir. Boylelikle Bose-Einstein faz degisimi denk.(2.18)e goére
@ =4 (3/2)~2,612 oldugunda ortaya gikar.

Bir harmonik osilatér potansiyelindeki pargaciklar i¢in iyi tanimli bir faz
gecisiminin varlify, k7 ’den daha az tek pargacik enerji seviyelerinin ayrilmasim
kabul etmemizin bir sonucudur. Izotropik harmonik bir osilatér igin,
o, = ®, = 0, = a,, bu ifade A, enerji kuantumunun, %7, ’den daha az olabilecegini
ima eder. T,, denk.(2.15) ile verildiginden sartimiz N'* >>1 geklindedir. Eger
parcacik sayisinin sonlulugu hesaba katilirsa degisim diizgiin olur.
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2.2.1.2. Yogusma orani

Denk.(2.10) ile verilen uyarilmis durumda bulunan #=0°lh gegisim
sicaklifinin altindaki pargaciklarin sayisi olan N,

N_ (D)=C, ste“'l ] (2.20)
seklinde verilir. @ >1 oldugunda integral sonludur. Denk.(2.13)*i
N, =C, (@) (e)kT,)* (2.21)

ifadesini yazmak i¢in yeniden kullaniriz. Bu sonug toplam pargacik sayisina baglh
degildir. Ancak 7, icin denk.(2.14) ifadesi

N, = N[———) | (2.22)

seklinde yazilabilir. Yogusmadaki parcaciklarin sayis1 boylece
N,(T)=N-N_(T) (2.23)

ile veya

T (-4
N, =N{l—[z) } . (2.24)

ifadesiyle verilir. Ug boyutlu bir kutudaki pargaciklar(e =3/2) ve birim hacim
basina diisen uyanlmig pargaciklarin sayis1 #,, , denk.(2.21) ve C;,, kullanilarak elde
edilebilir:

N

n, =—Vﬁ=¢(3/2)[

ka )3/2

o (2.25)
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Yogusmanin miktar1 bylece Ny = N l_l -(T/T, )3’2] sonucuyla verilir.

Ug boyutlu bir harmonik osilatér potansiyeli i¢in(az =3), yogusmadaki
parcacik sayisi

T 3
N, = N[l—(?c) } (2.26)

ile verilir. Biitlin durumlarda T, gegis sicaklift, uygun o degerleri i¢in denk.(2.14)
ile verilir (Dalfovo ve ark. 1999, Pethick ve Smith 2001).

2.2.2. Etkilesen Tuzaklanmis Bozonlar

m kiitleli N tane bozonun V,, (r)dis potansiyeliyle simrlandigim ve iki
pargacik arasi etkilesim potansiyelinin de ¥, (#,r,) oldugunu diigtinelim. Bu sistem

i¢cin Hamiltoniyen

H = ﬁ:j(—;}—%vf +Vm(r,.))+ZV(r,.,1}) (2.27)

i>f

seklindedir. Taban durum 6zelliklerini hesaplamak i¢in kiiresel simetrik harmonik bir
tuzak ile eliptik harmonik bir tuzag:

%ma),mzr2 (Kiiresel)

Veu (r) = (2.28)

%m[co,m2 2 +yH)+ cofzz] (Eliptik)

seklinde dtigtinelim. Burada @}, tuzagin potansiyel giictinii tanimlar. Eliptik tuzakta
o,, =, ifadesi xy diizlemindeki tuzak frekansidir ve o, , z dogrultusundaki
frekanstir. Denk.(2.28)’de belirtilen eliptik tuzakta T =0K’de tek bir bozonun

ortalama kare titresim genligi <x2> =(#/2mw,,) seklindedir, dyle ki a,, =(#/mo, )%
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tuzagin karakteristik boyunu tammlar. Frekanslarin oram A=w,/®, olarak

gosterilebilir ve bu da bizi tuzak boylarmm oramma a,/a, =(o,/® l)% =i
gotirdr.

Bu ¢aligmadaki amacimiz zayif etkilesimli Bose sistemlerinde BEC’nin genel
Ozelliklerini tartigmaktir. Bu amagla bozonlar arasi etkilesmeyi g8stermek icin bir
sert kiire potansiyeli yani

o r<a

V,, ()= { (2.29)

0 r>a

seklinde bir potansiyel kullanacagiz. Buradaki a, bozonlarin sert kiire ¢apidir. Eger
bozonlar aras1 mesafe a’dan daha bilyiik bir » mesafesi ise V,, (r) sifirdir, eger » <a
gibi bir mesafede bozonlar bir araya gelmeye caligirlarsa potansiyelin degeri
sonsuzdur. g,,’a bagh uzunluklara ve iw,, ’a bagli enerjilere giris yaptiktan sonra
cok pargacikli Hamiltoniyen

H:ié(—-vf +x7 +y} +zzzg)+ZthQr, r|) (230

i i<
seklinde yazilabilir.

Bu Hamiltoniyen etkilesmenin yiiksek oldugu durumda da kullanilabilir ve
amaglarimiz igin yeterince genel bir tammlamay: saglar. Ideal bir gazin gecis
sicaklig1 ve zayif atom yogunlugu

ni. 22,612 (23D
ile iligkilidir, buradaki A, atomik termal dalga boyudur.

Bose-Einstein yogugmas: yogunlugun »=10" —10" par / cm®oldugu, 100
nK civarindaki sicakliklarda alkali gazlarda olugsmaya baslar. Bose-Einstein
yogusmasimn teorisi, ikili ¢arpigmalarin yiiksek mertebeli ¢arpismalardan daha sik
oldugu durumlar igiﬁ gelistirilmistir. Bu oldukga iyi bilinen seyrek gaz yaklasimdir.

Seyreklik sarti atomlar aras1 mesafenin, atomlararas: kuvvetlerin menzilinden daha
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biiyiik oldugu durumda gergeklesir. Sert merkezli bir potansiyel de olasi bir fiziksel
parametre olarak alinabilir. Seyreklik atomik dalga boyunun, sert merkez ¢apiyla
kargilastirildiginda uzun olmasi1 durumunda olur, yani A, >>a veya ka <<1 olur,
burada k =27/ A, seklindedir. ka <<1 durumunda sert merkezli bir potansiyel yolu
ile etkilesen, iki pargacigin sagilmasi, g sagilma mesafesine sahip bir s dalgasidir. Bu
éagﬂma mesafesi genelde birkag nanometre mertebesindedir, bu nedenle seyreklik
parametresi gercekten de oldukca kiigtiktiir (M ~107 ) Bu sartlar altinda
atomlararas: kuvvetler V(r,r’) = gé(r —r") seklindeki etkilesmelerle modellenebilir.

Burada

4nh’a
g =
m

(2.32)

ciftlenim sabitidir, ¢’min pozitif deferi atomlar arasi itismeyi belirlerken, negatif

degeri atomlarin birbirini ¢ektigi durumu gosterir.

Seyrek durumda her atom etkin bir potansiyel enerji yolu ile gevresindeki tiim
atomlardan etkilenir ve kuantum dalgalanmalari nedeniyle yogusmanin ' azalmasi,

Nna® seyreklik parametresi ile 6lgeklendirildiginden oldukea kiigiiktiir. Bu sartlarda
sifir sicakliktaki gaz, tamamiyla yogusma dalga fonksiyonuyla karakterize edilir.
Yogusma dalga fonksiyonu Gross-Pitaevskii (GP) denklemi olarak bilinen nonlineer
bir Schrédinger denklemi ile belirlenir. Diigiik sicaklikta seyrek sistemlerde Bose-
Einstein yogusmasi {izerine olan ¢aligmalarda GP denklemi olduk¢a dnemli bir rol
oynar, bu denklem lineer ve nonlineer ge¢ig olgusunu tanimladid1 gibi taban durumu
da tamimlar. Ancak GP denklemi, giigli etkilegimlerin oldugu sistemlere

uygulanamaz.
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2.3. Bogoliubov Yaklasimi ve Ortalama-Alan Teorileri

Dis bir potansiyelle siirlandirilmig, birbirleriyle etkilesen N tane bozonun
¢ok-cisim Hamiltoniyeni

A= [ard! (r)[— L V., (r):|'~i’(r)
2m (2.33)
+% [ardr ¥t @¥! @ @ -y Py Pr)

seklindedir, buradaki ‘i‘(r) ve ¥ (r) bozonlarin alan operattrleridir, bunlar sirasiyla
r konumunda bir parcacifi yoketme ve yaratma operatdrleridir. V(r—r") de

etkilesen iki cisim arasindaki atomlararasi potansiyeldir.

Sistemin taban durumu, termodinamik 6zellikleri gibi ifadeler yukaridaki
Hamiltoniyenden baslanarak dogrudan hesaplanabilir. Ancak bu tiir hesaplamalar
olduk¢a agirdir (Krauth 1996). Bu tiir etkilesimli sistemler igin ortalama alan
yaklagimlar: gelistirilmis olup, ¢ok cisim Schrodinger denkleminin tam ¢6ziimii
probleminin iistesinden bu yaklagimla gelinebilir.

Seyrek bir Bose gazinin ortalama alan yaklagimiyla tanimlanmasi fikri
1947°de Bogoliubov tarafindan ortaya atilmigtir. Buradaki anahtar nokta bozonik
alan operatdriindeki yogusmadan gelen katkinin ayr tutulmasidir, Alan operatorii

¥=Y ¥ ()a, (2.34)

olarak yazilabilir, burada ¥, (r) tek pargacik dalga fonksiyonudur ve a,yoketme

operatoriidiir. Bozonik yaratma ve yoketme operatétleri olan a! ve a, Fock uzayinda

agagidaki bagintilarla tamimlamirlar:
ay|hg, st ) =1, 1|y, 7y, m, +1,0) (2.35)

aa[no,nl,...,na,...>=JIZMo,nI,...,na —1,...) (2.36)
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Buradaki n,degerleri 7, = aa,operatorlerinin 6zdegerleridir ve bunlar tek
pargactk @ durumundaki atomlarin sayisim verir. Bunlar agafidaki komiitasyon
bagintilarina uyarlar:

[aaa}; ] = 50:./3 " l.aa 24 J =0, [aza; ] =0 (237)

Bose-Einstein yogusmasi tek pargacik durumundaki 7, atom sayist ¢ok biiyiik
oldugunda meydana gelir: n, = N, >>1ve Ny/N oram N —> o  termodinamik
limitinde sonlu olarak kalir. Bu limitte N, ve N,*l=N,’li durumlar aym
konfigurasyona tekabiil ederler ve sonug olarak a, ve aoperatrlerine kompleks
sayilar gibi muamele edilir:a, = a; = \[JV: . V hacmindeki tekdiize bir gaz i¢in Bose-
Einstein yogusmast sifir momentuma sahip ¥, =1/V tek parcacik durumunda
meydana gelir ve W(r) alan operatori ¥(r)= \/W + lI"(r}) formunda
aynigtirilabilir. W' operatoriinii kiigiik bir pertiirbasyon gibi uygulayan Bogoliubov

etkilesimli Bose gazlari i¢in birinci mertebeden bir teori gelistirdi.

Tekdiize olmayan ve zamana bagl konfigiirasyonlarda Bogoliubov teorisinin

genellestirilmesi
¥ (r,1) = O(r,0) + ¥'(x, 1) (2.38)

ile verilir, burada alan operatérleri i¢in Heisenberg gosterimi kullanilmigtir, Buradaki
d(r,r), alan operatdriiniin beklenen degeri olarak tamimlanan kompleks bir
fonksiyondur: ®(r,t) = (‘i’(r, t)> . Bunun modiili ile n,(r,r)=|d(r, t)|2yogu$ma
yogunlugu belirlenir.

@(r,t) fonksiyonu, yogusmanin dalga fonksiyonu olarak tanimlanir ve bu tek
cisim yogunluk matrisinin kosegenlestirilmesinden elde edilir ve W¥'(r,f) ise
yogusmadaki dalgalanmalari tanimlayan kii¢iik bir pertiirbasyon terimidir.

Tek cisim yogunluk matrisi
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pi(nt) = (1 (0, ¥(r,n), (2.39)

seklinde tammlanir, bu matris ¢ok cisim durumunda rve r' noktalari arasinda
bulunan iligkileri belirler. Gergekte (2.38) denklemi ile verilen ayrigma asagidaki
asimptotik ayrigmay: ifade eder (Ginzburg ve Landau 1950, Penrose 1951, Onsager
ve Penrose 1956):

]r'l—ir?il)w pl (l", rst) = CD‘ (r',t)(I)(r, t) (2'40)

Yogusma  dalga fonksiyonu ®, tek cisim yofunluk  matrisinin
kégegenlestirilmesinden elde edilebilir. Tek cisim yogunluk matrisinin
kosegenlestirilmesi, dogal orbitaller olarak tamimlanan tek pargacik durumlari
kiimesini verir, bu orbitaller tanimli faza sahip ve 6zuyumludurlar. Dolulugu en fazla
olan dogal orbital yogusmay temsil eder (Léwdin 1955, Onsager ve Penrose 1956).

Yani
[dr'p, (c',r)®,(x) = N,®,(r) (2.41)

tek cisim yogunluk matrisinin kosegenlestirilmesinden elde edilen ®,dogal
orbitalleri, N, ise 6zdegerleri yani orbitallerin dolulugunu gésterir. Yogusma en fazla
doluluga sahip orbitaldir. Bu orbitali dolduran pargacik miktarnn n=N,/N olarak
gosterilebilir. N, yogusmadaki pargacik sayisi olup N, sistemdeki pargacik sayisin

gOsterir.

2.3.1. Gross-Pitaevskii denklemi

(2.38) denklemindeki ayrigma W'(r,r) ile tamimlanan yogu§ma&aki
dalgalanmalar kiigiik iken ige yarar. .

Yogusma dalga fonksiyonu ®(r,7) igin bir denklem ikincil kuantize

Hamiltoniyenden baglayarak tiiretilebilir, ¥(r, t) operatSriiniin zamana gore degigimi
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0 - o
in 2 =¥, A]
o (2.42)

= l_ BV +V, () + J'dr"P Y v e - r')‘P(l"J)}‘P(P, 1)
2m '

seklindedir. Seyrek bir gazdaki ¥ operatorii, @ klasik alam ile yer degistirebilir.
Integraldeki V(r—r") ifadesi atom-atom etkilesmeleri icindir ve (r-r') kisa
mesafelerdeki zayif yaklagimi igerir. Burada sadece diisiik sicakliktaki ikili
carpigmalar konuyla ilgilidir ve bu garpigmalar tek bir parametre yani s-dalga sagilma
mesafesi ile karakterize edilirler. Burada (2.42) denkleminde V(r —r")yerine bagka
bir ifade koyabiliriz: '

Vir-r)=gé(r-r’) (2.43)

Burada g ciftlenim sabiti ile s-dalga sac¢ilma mesafesi arasindaki iligki
g = 4 h*a/mseklindedir. (2.43) ifadesindeki etkin potansiyelin (2.42) denkleminde
etkin kullammu ¥ ile ®’nin yer degistirmesiyle bagdasmalidir ve diizen
parametresi (@) i¢in agagidaki denklem olugur:

? ( n*v?
h—@(r,f)=| —
il ( 2m

+V (1) + g, 1) )(D(r, 1) (2.44)

Bu esitlik Gross-Pitaevskii denklemi olarak bilinir, bu denklemi Gross (1961) ve
Pitaevskii (1961) birbirlerinden bafimsiz olarak bulmuglardir. Gergekte Gross-
Pitagvskii teorisi zayif etkilesimli bozonlardaki vorteks(girdap) durumlarim
agiklamak igin gelistirilmigtir. Bu denklemin gegerlilifi su sarta dayanir ki s-dalga
sacilma uzunlugu, atomlar arasi mesafeden kiiciik olmalidir ve yogusmadaki
atomlarin sayisi birden ¢ok olmalidir. GP denklemi diigiik sicakliklarda, atomlar arasi
ortalama mesafeden daha biiyiik mesafeler civarindaki diizenleyici parametrenin
varyasyonlan ile karakterize edilen sistemin makroskopik davramgini agiklar.

(2.44) denklemi enerji fonksiyonelinin varyasyonel minimizasyonu ile de
tiiretilebilir:
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7l lE (2.45)
ot oo
Burada E enerji fonksiyoneli
h? g
E[®]= fdr[ﬂ]V(Dlz +V, @ +5|q>|“} (2.46)

seklindedir. (2.46) denklemindeki integralde bulunan ilk terim E,, yogusmanin
kinetik enerjisi, ikincisi E,, harmonik osilatSr enerjisi sonuncusu ise E,, ortalama

alan etkilesim enerjisidir (Dalfovo ve ark. 1999, Minguzzi ve ark. 2004, DuBois ve
Glyde 2001).

2.3.1.1. “Thomas-Fermi” yaklasimi

Bose-Einstein fizerine yapilan ilk deneyler harmonik tuzaklamali manyetik
tuzaklarla yapilmistir. BSyle smirlanmig yogusmalarin taban durumu Gross-
Pitaevskii denkleminin niimerik ¢6ziimii ile hesaplanabilir. Ideal bir gazda taban
durum dalga fonksiyonu

q)(r) = NI/Z(zﬂaho)—:ilZe—rz/(Za,’;o) e (2.26)

seklindedir, izotropik durumda V,,(r) =ma’r’/2, tuzagm boyu a,, = (h/mw)"?
ve kimyasal potansiyel u=3h@/2seklindedir. Karsit durumda ( E, >>E,)
Thomas-Fermi teorisiyle kullanish bir yaklagim elde edilir,

(D(r)={\/0ﬂ—Vm/g Vext<nu

2.4
oo 247)

Burada u=(15Na/a, )’ ho/2scklindedir. Bu deger N = Idr]cl)(r)lz sartiyla

yogusmadaki bozonlarin sayisim sabitleyerek elde edilir (Minguzzi ve ark. 2004,
DuBois 2002).
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3. MONTE CARLO YONTEMLERI ve GROSS-PITAEVSKII
DENKLEMININ COZUMUNDE KULLANILAN TEKNIKLER

3.1. Monte Carlo Yiontemleri

Serbestlik derecesi yliksek olan sistemler fizikte oldukea sik kullanilir. Bu tiir
sistemlere 6rnek olarak yogusmus bir maddedeki atomlar, bir atomdaki elektronlar
ya da uzay-zaman b6lgesinin tiim noktalarinda bir kuantum alaninin ¢ok sayidaki
degeri gosterilebilir. Bu sistemlerin tanimi genellikle ¢ok boyutlu integrallerin
hesaplanmasini gerektirir. Omegin iki atom arasindaki etkilesim potansiyeli o
olanl/f sicaklifindaki A tane atomdan olusan bir gaz igin klasik boliigtim
fonksiyonu |

i<f

Z= J‘d3r1...d3rA exp[— ﬂZu(ry)i| 3.1

3 boyutlu integraliyle gosterilir. A’nin kiiciik degerleri i¢in boyle bir integrali
hesaplamak zor degildir. Bu integrali her koordinatta 10 farkli noktada hesaplamak
istersek, integral 10** noktada hesaplanacaktir. Eger A’y 20 alirsak saniyede 10
islem yapan ¢ok hizli bir bilgisayar i¢in islem stiresi 10 saniye siirecektir. Bu da

evrenin yagindan yaklastk 10*' kez daha biiyiiktiir.

Bu boliimde tartigacagimiz Monte Carlo ydntemleri ¢ok boyutlu integrallerin
hesaplanmasinda olduk¢a etkilidirr. Bu yOntem rasgele sayilarin secimine
dayandigindan, Monako’da kumarhanelerin bulundugu “Monte Carlo” sehrinin adi
bu yonteme verilmistir. Bu yéntem II. Diinya savaginda atom bombasinin yapiminda
kullanilan né6tron transport yonteminde kargilagilan sorunlar ¢6zmek igin
gelistirilmistir. Bu igin temeli her noktadaki integrandi hesaplamak degil, sadece
verilen rasgele noktalardaki degerleri hesaplamak olarak 6zetlenebilir.

Cok boyutlu integrallerde Monte Carlo yontemi olduk¢a faydalidir. Simdi
bunu tek boyutlu bir durumla érnekleyelim.



30

I= J: £ (x)dx (32)

integralini hesapladigimiz1 diistinelim. Boyle bir integrali niimerik yolla hesaplamak
i¢in bile pek gok ybntem vardir. Ancak burada ortalama deger teoremini kullanalim.
Bu teoreme gore bir f (x) fonksiyonunun [a,b] araligindaki integrali, fonksiyonun
ortalama degerinde ¢izilen dikd6rtgenin alanina esittir. (Sek.3.1)

=

v

[T et S

Sek.3.1. Ortalama (f ) degerinden ¢izilen dikd6rtgenin alani, egri altinda kalan alana esittir.

I=®-a)f) (3.3)
o0 halde (f ) ortalama degerini bilirsek, (b-a) ile ¢arpip integrali hesaplayabiliriz.

[a,b] Araliginda X, X,,.,X, gibi rasgele segilen N noktada bu
fonksiyonun aldig:1 degerlerinin ortalamasi

N
{f) =7:,—Zf(x,~) (.4

i=1

olacaktir. Bu degeri kullandigimizda integralin degeri

=b—;’g§f(x,~) (3.5)
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seklinde hesaplanabilir. Bu hesapla gelen hatayr bulmak icin rasgele bir degisken
olarak f, =f (x;) ifadesini diiglinebiliriz ve N nin biiyiik degerlerinde merkezi limit
teoremini kullanmalry1z. Istatistik kanunlarindan varyans: hesaplarsak

s sl )] o

buradan da

b—a) x Y
( a)l: sz ( Zf)} (3.7)
i=1
elde edilir. Burada o-f ifadesif”nin varyansidir, yanif’nin integrasyon bolgesindeki

ortalama degerinden ne kadar saptifini gésteren bir Slgiittiir.

(3.7) denklemi incelendiginde ilging sonuglar ortaya ¢ikar. Buna gore
integralin hesabindakic, hata payr N~"?ile azalmaktadir. Eger daha fazla nokta
kullanilirsa daha kesin bir sonug elde edilecektir, buradaki hata noktalarin sayisiyla
oldukga yavas bir sekilde azalir. Oysaki trapez veya Simpson kurali gibi sayisal
yontemlerde hata N ile azalmaktadir. Bu durumda trapez kuraliyla aymi N sayisi
kullamilarak ¢ok daha iyi bir sonug elde edebiliriz. O halde Monte Carlo yonteminin
avantaj1 nerdedir diye bir soru sorulabilir.

Bir boyutlu integrallerde Monte Carlo ydntemi gercekten verimsizdir. Cok
katls integrallere girildiginde Monte Carlo ySnteminin avantaji ortaya g¢ikmaktadir,
Simdi N integrandli bir niimerik ¢alismay: hesaplamak isteyelim ve Monte Carlo
yontemi ile geleneksel hesaplama yontemleri arasindaki farklari karsilagtiralim.
Geleneksel bir yontemde (varsayalim ki trapez ydntemi olsun) eger N nokta varsa d
boyutlu bir integralin her bir boyutu #~N""¢ aralikh pargalara boliiniir. Trapez
y6nteminde integrasyon bolgesindeki 4° hacimli her bir hiicre tizerinden integraldeki
hata o(h**?) ile verilir, bdylece geleneksel yontemdeki toplam hata
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Noln®?)= o(N (e )
o)

seklinde olacaktir. & nin biiyiik degerlerinde, bu azalig, N'nin artisiyla ¢ok yavas
sekilde azalacaktir. Diger taraftan (3.6) denklemine gére Monte Carlo ySntemindeki
hata N7V ile azalacaktir ve bu d’den bagimsizdir.

Simdi (3.2) denklemindeki integrandi

1

[aow(x) =1 (3.8)
0

seklinde normalize olan pozitif bir w(x) é@rhk fonksiyonuyla c¢arpip béldiiglimiizii
distinelim. Bu durumda integral

I= jdxw( L&) (3.9)

w(x)
seklinde yazilabilir, simdi w(x) = % olarak kabul edersek

[dy = [wx)ax (3.10)

olacaktr. (3.8) ile (3.10) denklemleri Karsilastirilirsa [dy =1 oldugu goriiliir buradan
da y = x'yazilabilir. Bu durumda w(x)yerine w(x")ve dx yerine de dx’ yazlabilir.
Bu durumda smirlar y(x =0) =0 ve y(x =1) =1 olur ve integral

£ ()
I = 3.11
[ ) (3.11)

agirlik fonksiyonuna sahip bir integral igin Monte Carlo hesabi da [0,1] araliginda

I __;/; x((y" g) (3.12)
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seklinde olacaktir. Degisken degistirmenin olas1 faydasi simdi agiktir. Eger yaklagik
olarak f gibi davranan bir w segersek ( yani f bilylik oldufunda bilyiik, / kii¢iik
oldugunda kiigtik) f /w yani (3.11) deki integrand olduk¢a diizgiin olur, (3.12) deki
Monte Carlo hesabindaki varyansta diizglin bir azalmayla birlikte f /w integrandi

oldukga diizgiin olur. Tabi ki bu uygulama uygun bir w ve x(y) bulundugunda daha
etkindir.

Degisken degistirmeyi anlamak icin daha genel bir yol da x’deki noktalarin
dafilimimn dy/dx = w(x) ifadesini saglamasi halinde y’deki noktalarmn dagiliminin
tekdiize olmasinda yatar. Bunun anlami gudur ki w’nin ( vef nin) bilyiik oldugu x
noktalarimin en 6nemli degerli noktalarina yogunlagilir ve oldukga az bir hesaplama
glicli, w ve f'nin kiiglik oldugu x degerlerinin 6nemsiz noktalar1 igin integrandi
hesaplamaya harcanir.

Yukarida tartigilan degisken degisgtirmesi, yiiksek boyutlara genellestirilebilir.
Normalize bir w(x) agirlik fonksiyonu igin integrasyonun yeni degiskeni y’dir,
burada |B /8x|=w(x) Jakobyendir. x(y)’ yi olusturmak oldukga zordur, Syleki
asagida tartigilan gok-boyutlu durumdaki degisken degistirmeyi diisiinmek daha
uygundur, yani w dagilimh x,(y,) noktalar1 dagitir. Keyfi w i¢in bunu saglayan
birkag yontem agafida tartigilmugtir.

Yukaridaki tartisma gosterir ki Monte Carlo hesabi iki temel islemi igerir:
Ozel bir w(x) dagilimh integrasyon hacmi tizerinden rasgele apsisler iiretmek ve bu

apsiste f /w fonksiyonunu hesaplamak. Ikinci operasyon yani f /w fonksiyonunun

hesaplanmasi bir sorun olusturmaz, ancak deterministik bir bilgisayarda rasgele

saylilarin nasil tiretilecegi agikér degildir.

Bir bilgisayar programim defalarca tekrarlarsak her defasinda aym sonucu
verir. Oysa rasgele bir olay: incelemgk tizere yazilan programin Onceden
kestirilemeyen bir yonde geligmesi gerekir. Bilgisayarda bu igi géren altprogramlara
rasgele say: Ureteci denir. Rasgele say1 firetimi kanigik bir dagiimm herhangi bir
davramgimni igeren bilgisayar islemidir. Bu basit grevi yerine getirmek icin ve

gerekli rasgele sayillara denk gelen rasgele sayilari kontrol etmek i¢in ¢ok sayida
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ydntem vardir. Bu yéntemlerin ortak yonil, iki bliylik sayinin birbiriyle ¢arpilip, diger
bir biiyiik say1 ile boliimiintin kalanimin alinmasidir. Boyle bir islem defalarca
tekrarlandifinda birbirleriyle alakasi olmayan sayilar firetir. Diizgiin dagilim, Ustel
dagilim, Gauss dagilimi gibi yontemlerle rasgele sayilar retilebilir. Monte Carlo
yontemi hakkinda daha ayrintihi bilgi edinmek igin su kaynaklara bakilmalidir:
Koonin ve Meredith 1990, Press ve ark. 1992, Thijssen 1999, Karaoglu 2004.

3.1.1. Metropolis algoritmasi

Ozel bir dagihm icin rasgele sayilarin firetilmesinde oldukga etkili yontemler
olmasina ragmen, ¢ok boyutlu karmagik bir aguhik fonksiyonuna bunlar
genellestirmek oldukca zordur. Keyfi durumlu olasilik yogunluklarina sahip rasgele
sayilar firetmek i¢in Metropolis algoritmasi kullamlir. (Metropolis ve ark. 1953). Bu
yolla integrasyon degiskenlerinin verilen bir degeri icin afirlik fonksiyonu
hesaplanabildigi gibi bu algortima istatistik mekanik problemlerinde olduk¢a yaygin
olarak kullanilir.

Metropolis algoritmasinin ¢ok ¢esitli uygulamalar: vardir, ancak biz basit bir
kavram ile baglayacagiz. Varsayalim ki w(X)olasiik yogunluguyla dagilmis X
degiskenleri uzaymnda noktalardan olusan bir kiime iiretmek istiyoruz. Metropolis
algoritmas1 X ,X,,...seklinde bir noktalar dizisi iiretir. Bunlar X uzay: tizerinde
rasgele bir ytirliyiis hareketi ile ulagilan noktalardir. Yiirtiylis uzadikca elde edilen X
noktalarimin dagilim: w(X) olasilik fonksiyonuna yakinsar.

Varsayalim ki bir ylirliylicli dizideki bir X, noktasinda bulunsun. X,

noktasim iiretmek igin yeni bir X, noktasina bir deneme adimi atilir. Bu deneme
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olasiliiyla kabul edilir. Bunun i¢in eger r birden biiylikse adim kabul edilir (yani
X, yerine X, koyulabilir). Eger r birden kiiglikse [0,1] araliginda rasgele bir
n7sayist liretilir. Eger 77 < rise bu adim kabul edilir, e§er 7 > r ise bu deneme adimz

reddedilir ve eskisiyle devam edilir yani X, ., =X almir. X, bu sekilde {iretilir ve

n+l

ayni iglemler X ., ’yi tiretmek icin baglar. Herhangi bir X, noktasi rasgele yiiriiyiis
icin baslangig noktas: olarak alinabilir.

Bu algoritmanmin uygulanmasi sonucunda elde edilen noktalarn
yogunlugunun w olasilik dagilimina uyacagmi ispatlamak igin farkli baglangic
noktalarindan baglayan ve Xwuzayr boyunca 6zgiirce harecket eden genis bir
ylirtiytictiler sayis1 diigtinelim. Eger N,(X), n adim sonunda X’deki bu

yiirliytictilerin yogunluguysa, bir sonraki adimdaki X noktasindan Y noktasina
hareket eden yliriiylictilerin net say1s1

ANX)=N,(X)PX—>Y)-N,Y)P(Y > X)

=N,(Y)P(X > Y){ (3.13)

N,X) PY->X)
N,(Y) PX—>Y)
seklindedir.

X’te bulunan bir yiirliylictinlin Y’ye yapacag: bir ge¢isi, P(X — Y)olasiliin

ile verilir. Bu esitlik gésterir ki

N,(X) _N,(X)_P(Y—>X)
N,(Y) N,(Y) PX->Y)

(3.14)

oldugunda denge vardir ( poplilasyonda net bir degisim yokken) ve N(X)teki
degisimler, sistem dengede degilken sistemin dengeye dogru gitmesini saglar. (yani
AN(X) pozitiftir eger X’de ¢ok fazla ylirliyiicli varsa veya N, (X)/N,(Y)eger denge
degerinden daha biiylikse). Buradan da olasidir ki, ¢ok biiyiik adim sayilarindan
sonra yiirliylictilerin  poplilasyonu, denge dagilmindaki degerine, N,’ye
yerlesecektir.
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Geriye de Metropolis algoritmasinin gegis olasiliklar yiiriiyiiciilerin bir denge
dagilimma N, (X) ~ w(X) ’e gidecegini gdstermek kalacaktir. X’den Y’ye bir adim

atmanin olasilig
PX->Y)=TX->Y)AX->Y)

seklindedir. Burada 7, X’den Y’ye bir deneme adimi atmanin olasiligidir. Eger Y’ye,
tek bir adimda X’den ulagilirsa (yani merkezi X civarinda olan & kenarli bir kiiplin
icindeyse)

TX->Y)=T(Y > X)
Olur, 6yleki rasgele Metropolis yliriiytictilerinin denge dagilim1

N,(X)  A(Y >X)
N,(Y) 4X->Y)

(3.15)

ifadesini saglar. Eger w(X) > w(Y) ise A(Y —» X) =1"dir ve

AX Yy =20

w(X)

seklindedir, eger w(X) < w(Y)ise

A(Y—>X)=::((—f{;

seklindedir ve 4(X — Y)=1"dir. Boylece her iki durumda rasgele Metropolis
yiiriiyiictilerinin denge popiilasyonu

N,(X) _ w(X)
N.(Y) w(Y)

ifadesini saglar, bdylece yiirtiyiiciiler dogru dagilimla dagilirlar.

X, komsulugundaki X, ’yi segmekle tartigmay1 somutlastirdigimiz halde,
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wX) _ T(Y > X)4(Y > X)

(3.16)
wY) T(X->Y)AX->Y)

iligkisini saglayan herhangi bir ge¢is ve kabul kuralim kullanabiliriz. Aslinda A=1
iken X’den bagimsiz tek limitli durum 7'(X — Y) = w(Y) dir. Hi¢bir deneme adim
reddetme yoluyla kullamilmamigken bu en etkili segimdir. Ancak bu segim pratik
degildir, ¢linkii eer deneme adimim almak igin w’ y1 nasil Ornekleyecegimizi
bilseydik, zaten bu algoritmay: kullanmaya gerek duymazdik.

Eger deneme adimlann X, komsuluBu igine alinsaydi, adim boyutu & ’y1 nasil
segerdik? Bunu cevaplamak i¢in X, ’nin, w’nin bir maksimumunda oldufunu
varsayalim. Eger J biiylikse, w(X,), muhtemel olarak w(X,)den ¢ok kiigtik
olacaktir ve ¢ogu deneme adimi reddedilecektir. Eger & ¢ok kiiciikse, ¢cogu deneme
adimi kabul edilecektir, ancak rasgele ylirliyiicli fazla uzaa gitmeyecektir ve bu
yiizden de dagilimin zayif bir 6rneklemesine gidecektir. Iyi bir kural sudur ki deneme
adiminin boyutu 6yle secilmelidir ki deneme adimlarinin yaklasik yarisi kabul

edilsin.

Bir dagilim 6rnegine Metropolis algoritmasi uygulanmasimn tek zarar1 sudur
ki rasgele yiiriiytisten kaynaklanan X;,X,,... noktalar: {iretildikleri yoldan bagimsiz

degillerdir, yeni X, ,’in , X, ’nin komsulugunda olmasi muhtemeldir. Boylece

n+l
ancak yliriiyiis ¢ok uzun olursa noktalar diizglin bir sekilde dagitilabilir, bunlar
birbirinden istatistiksel olarak bagimsiz degildir ve integralleri hesaplamada onlari
kullanirken biraz daha dikkat edilmelidir. Ornegin eger

.- [dXw(X)f (X)
[axw(x)

integralini rasgele ylirliylisgten gelen noktalar tiizerinden f ’nin degerlerinin
ortalamasi ile hesaplarsak, Denk.(3.6) daki varyansin olagan hesabi gecersizdir,
clinkii f(X,)’ler istatistiksel olarak bagimsiz degildir. Bu oto-korelasyon
fonksiyonu hesabiyla niceliklendirilebilir.
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C(k) = s ;*">"<ff> (.17)

<f* >_<fi>2

Burada (...) rasgele yiiriiyli§ lizerinden ortalamay belirler; 5rnegin,

(=g 2 R (K,0)
Tabil ki C(0)=1 dir ancak k # Oigin kaybolmayan C nin anlami f*nin bagimsiz
olmamasidir. Sabit bir aralikla ayrilmig rasgele yiiriiyiisler boyunca noktalari
kullanarak integrali ve varyansim hesaplamak igin pratikte ne yapilabilir, aralik 6yle
secilmelidir ki kullamlan noktalar arasinda etkili bir korelasyon yoktur. Uygun bir
drnekleme araligi, C kiictik oldugunda &’ nin degerinden hesaplanabilir.

Metropolis algoritmasinin uygulamasindaki bir bagka sorunda rasgele
ylirliylistin nerede baslayacagidir; yani X, i¢in ne alinmalidir. Prensipte, hi¢bir yer
uygun degildir. Ancak yliriiyils, yeterli sayida adim sonrasinda dengeye ulagir ve bu
baslangictaki segimden bagimsizdir. Bu sebeple baglama noktasina baglilif
kaldirmak i¢in asil 6rnekleme baglamadan Snce bazi termalizasyon adimlari yapilir
(Konin ve Meredith 1990, Pang 1997, Thijssen 1999).

3.1.2. Varyasyonel Monte Carlo yontemi

Varyasyonel Monte Carlo(VMC) yontemi, verilen bir deneme dalga

fonksiyonu igin belirli bir operatdriin beklenen degerlerinin hesabint igeren bir
yontemdir. VMC, bir P(Q) olasilik dagilimina uyan bir konfigiirasyonlar toplulugu
tizerinden alinan bir ortalama ile sistemin o gibi bir 6zelligini inceleme yetenegine

baglidir. VMC kullanarak (o) beklenen degerini elde etmek igin tek yol P(Q)

olasilik dagilimimin, Hamiltoniyenin 6zdurumunun karesi olmasidir lt//|2 ).
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VMC genellikle gok-cisim kuantum sisteminin toplam enerjisini hesaplamak
icin kullanilir, Ornegin bu yolla c¢ok-cisim Hamiltoniyeninin beklenen degeri
hesaplanabilir.

Tartismamiza genel bir kuantum ¢ok-cisim problemiyle baglayalim, &yle ki

Hamiltoniyenin genel ifadesi

N 2

H=) -h—vf +U,, () |+ D V() (3.18)
i=1 zmx i>f

seklinde olup, burada —#°V?/2m, kinetik enerji, U,,(r,) i. pargaciga etki eden

harici potansiyel ve V(r,,r, )ise i. vej. pargaciklar aras: etkilesim potansiyelidir.

Ozdes pargaciklardan olugan bir sistem igin biitlin pargaciklarin kiitlesi aymdr.
Sembolik olarak zamandan bagimsiz ¢ok-cisim Schrédinger egitligini

HO(Q)= E,0(Q) (3.19)

olarak yazabiliriz. Burada Q= (rl,rz,...,rN), D, (Q) n. 6zdurum ve E, ise bu
6zduruma denk gelen H ’nin 6zdegeridir. Etkilesim potansiyelinin karmagikligi
nedeniyle ikiden fazla pargaciga sahip bir sistem igin analitik veya kesin sonuglar
elde etmek kolay degildir. Farkli yaklagimlar, ¢ok-cisim probleminin farkli ySnlerini
¢alismak icin 6nemlidir. Cok-cisim sisteminin taban durumunu ¢aligmak kolaydir.
Taban durumla iligkili 6zellikler durumun diizenini, kolektif uyarilmalar1 ve yapisal
bilgiyi igerir.

Varyasyonel ilkeye gore herhangi bir durum, sistemin taban durumundan
daha biiytik bir toplam enerji beklenen degerine sahip olacaktir. Taban duruma
yaklagsmak i¢in bir ‘P(Q)deneme durumunu ele alirz. ¥(Q), parametrelestirilmis
bir fonksiyon veya 6zel bir fonksiyon formu olabilir. ®,(Q)daki varyasyonel

fonksiyon veya parametreler

(#rw)
(%)

o

> E, (3.20)
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varyasyonel ilke yoluyla optimize edilebilir. Burada e, varyasyonel parametrelerin
bir kiimesi veyaQ’larm fonksiyonlaridir. Bu esitsizlik ®, ()’nn, Hamiltoniyenin
¥(Q) 6zdurumlarina gore

¥(Q)= fancpn(sz) (3.21)

n=0

seklinde agiimasiyla gosterilebilir. ¥(Q) biitin @, (Q)’lar igin aym simr sartim
saglar. Varyasyonel ilke

n

ifadesinin anlagilmasi ve LF(SZ) "nin agiliminin (3.20) de sag tarafa koyulmasiyla elde
edilir. » > 0 i¢in ve Hermityen bir operat6riin 6zdegerleri birbirlerine diktir:

(®,®,)=46,, (3.22)

Optimize edilmis bir dalga fonksiyonunu elde etmek igin varyasyonel dalga
fonksiyonundaki 6zel fonksiyonlara veya varyasyonel parametrelere

d_ o (3.23)

seklindeki Euler-Lagrange esitliginde bagimsiz degiskenler olarak muamele edilir.
Burada j =1,2,3...seklindedir. Tartigmamizi sadelestirmek i¢in varsayalm ki

sistemimiz siirekli ve @, varyasyonel parametreler kiimesi olsun. Bdylelikle

beklenen degeri
[et (@me(e)
Ela, |= = [WQE(Q)dQ 24
seklinde bir integral formunda yazabiliriz. Buradaki w(Q)=—£@i!——
@y ae

dagilim fonksiyonu olarak yorumlanabilir ve
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£(Q)= T(IQ) (3.25)

ifadesi 6zel bir QO konfigiirasyonundaki yerel bir enerji olarak gdriilebilir. Eger 6zel
bir @, parametreleri seti igin £(Q) ve w(Q) ifadeleri verilirse, beklenen deger
Monte Carlo hesabiyla bulunabilir. ‘P(ﬂ) deneme dalga fonksiyonundaki
&, parametreleri, E[ai] beklenen degerinin minimizasyonuyla optimize edilebilir

(Pang 1997, Thijssen 1999, DuBois 2002 ).

3.2. Gross-Pitaevskii Denkleminin C6ziimiinde Kullanilan Teknikler

Béltim (2.3)’ de seyrek bir Bose gazinin temel bir tanimini ortalama alan
yaklagimi teorisi gergevesinde vermistik. Oldukga diiglik sicakliklarda zayif
etkilesimli bozonlardan olusan sistemlerde g&zlenen Bose-Einstein yoZusmasi,
Gross-Pitaevskii denklemi olarak bilinen nonlineer bir Schrddinger denklemi ile

ifade edilir. Denk. (2.42)’de @ ile ¥ ’nin yer degistirmesi uygun olup, bu denklem

dig potansiyel V,, =%mm,fo ve atom-atom etkilesmesini karakterize eden

A hia

g= niceligiyle yeniden yazilirsa

2
ih—a—CD(r, H)= —E—VZCD(r, H+ lma),focb(r,z‘)
ot 2m 2
(3.26)
4 wh’a

o,

CI)(r, 1)

ifadesini elde ederiz. Bu esitlik nonlineer bir Schrodinger denklemi formundadir. Bu
denklemde ®(r,) Bose-Einstein Yogusma dalga fonksiyonunu, 7 her bir parcacigin
kiitlesini, w,, ise tuzafin agisal frekansimi gosterir. Bu denklem tuzagin simetrisine
gbre yani izotropik ve anizotropik tuzaklar g6z Oniine alinarak ¢oziilebilir. Bu
¢bziimlerden yogusma fonksiyonu elde edilebilir, Bu kisimda izotropik ve
anizotropik durum i¢in nonlineer Schrédinger denkleminin ¢6ziimlerinin nasil elde
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edilebileceginin ayrintilari incelenmistir. Ancak 4. bélimde ¢oziimleri VMC ile
kargilastirdigimizda yalmz anizotropik durumu gz Oniline aldik. Bunun iki ana
nedeni vardir: Birincisi, deneysel uygulamalarda kullamilan tuzaklarin anizotropik
olmasi, ikincisi ise anizotropik durumun zaten izotropik durumu da kapsamasidir.
Ancak literatiirdeki birgok teorik c¢aligma izotropik durum igin yapildigindan
calismanin biitlinltigli agisindan izotropik durumu ayri olarak ele almak faydah
olacaktir.

3.2.1. izotropik tuzaklar icin taban durum

Denk.(3.26)’daki nonlineer Schrédinger denkleminde bir ¢6ztim bulmak igih
yogusma dalga fonksiyonunu

@(r,t) = O(r)exp(-izt / ) (3.27)

seklinde yazalim. Burada u kimyasal potansiyeldir ve <I>(r) nin pargaciklarin

toplam say1sina normalize oldugu varsayilir,
[aro> =N. (3.28)

Yogusmada N tane atom bulunuyorsa ve atom-atom etkilesmelerini karakterize eden

2
4’ a ifadesine U, dersek (3.26) denklemi
m
z‘hg—d)(r 1= —ﬁz-vzcb(r t)+~1—mco2 O(r, 1)
or 2m D R (3.29)
+ NU, |o(r, 1) ©(r,1)
halini alir. Denk.(3.27)’yi burada yerine koyarsak
hz 2 l 2 2
pd)(r)=—%V CIJ(r)+§ma),,o(D(r)+NU0](I)(r)| O(r) 3.30)

ifadesi bulunur.
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Bose-Einstein yogusma taban durum dalga fonksiyonu kiiresel olarak
simetrik oldugundan

O(r) = @ (3.31)

formunda yazilabilir. 4 burada normalizasyon sabitidir. Bunu da denk.(3.30)’ da
yerine koyarsak

LABR) W 460 1 4g()
2 r

h
r 2m r ¢

+NUTM@1Amn
r

(3.32)

ifadesi bulunur. Buradaki Laplasyen, kiiresel koordinatlarda oldugundan

v? —Lg( :r) ifadesini kullanmirsak
7

(3.33)

Vz[A;é_(rl)=£62¢(r)
r r or’

ifadesini elde ederizz. Bu da (3.32) denkleminde yerine konulup denklem
sadelegtirilirse

2
(3.34)
+NU A [¢ (r)]A¢(r)
r r

olur ve bu denklemin sadelesmis hali de

He(r) =

hm 0 ;2")+~2-mm,,,,r 4(r)+ NU 4 V (")];é() (3.35)

seklinde yazilir. Niimerik calismada uygun bir denklem elde etmek igin

172
r =( r ) x ile boyutsuz uzunluk birimlerine donlisim yapalim, bunun icin
mo,,



172 2 2
§=%%=(2m};””) 56; olur. Buradan da :rz =(2mhwho)66x2 seklinde
yazilabilir, bu ifadeleri (3.35) denkleminde yerine koyarsak

2mw,, 62¢(x) i 2

)= [ - ] 27+ moL G 4)
, (3.36)
+NUa?Y| 28 s
h 2
_(me,w)l ]
Buradan da
o? o, h
b=, TED 1 2l 3240
(3.37)
2mo ; )
o)

elde edilir. Buradaki 2 EJ“ ifadesine y dersek (3.37) denkleminin her iki tarafi

Aw,, ile bollintirse

O, ox
ifadesi elde edilir. Burada A ifadesine de # deyip denklemi yeniden diizenlersek
ho
THD 1 oy~ 19r-ua'r D o o 339
x
ve sonugta

d’ ¢(x) 1 x? — N4? ¢’ (x)
P [,B 4 NA { ﬂ¢(x) 0 (3.40)
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M%r, #(x)=8mry(r) ve f= hﬂ
a)ho

seklindedir. Buradaki amacimiz hesaplamalar1 kolaylastirabilmek igin denklemimizi
boyutsuz birimlerde yazmaktir. Denk.(3.37)’deki ¢(x) normalize edilirse

ifadesini elde etmis oluruz. Burada x =

[dp@) =n (3.41)
0

2me
/3

iligkilidir. (3.40) denklemi Edwards ve Burnett (1995) tarafindan simir Szdeger
yontemleriyle ¢Oziilmiigtiir. Bu yazarlar tek boyutta Gross-Pitaevskii denklemini
kiiresel harmonik bir potansiyelde diislinerek simir 8zdeger problemini Runge-Kutta

seklinde bir n sayisi tamimlanir. Bu N atom sayisiyla n=2N |al

seklinde

uzaysal-adim yOntemiyle ¢Szmiiglerdir. Bu ¢dziim 4, 7,8 ve N parametrelerine
baghdir ve x=0 ile x — o’daki smir kosullarindan belirlenir. Simir kogullari,
denk.(3.40)’1n asimptotik davramiginin incelenmesiyle elde edilir. Burada ¢(x)ve
¢'(x)’in x =0’daki degerleri ve x — c0’daki asimptotik davramislar1 belirlenir.
Buradan belirlenen ¢(0)ve ¢'(0)degerleriyle 4,y , 8 ve N parametreleri kullanilarak
(3.40) denkleminin ¢8ztimii x = 0’dan baglanarak Runge-Kutta yﬁntemij;le belirli bir
X degerine kadar sayisal olarak elde edilir, bu noktada asimptotik ¢&ziimle
niimerik ¢dziimiin Wronskiyeni sifir olacak gekilde, dalga fonksiyonunun
normalizasyon 'parametresi olan A°’nin degeri ayarlamr. Bu yodntem genelde
¢oziimleri bitylik mesafelerde yokolan ikinci mertebeden denklemler i¢in kullanilir,

3.2.2. Anizotropik tuzaklar i¢in taban durum

Gross-Pitaevskii teorisinde m kiitleli yogusmus bozonlar igin taban durum

enerjisi
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E[¢] = Ider%lV¢(r)lz +%(a)ix2 + a)-ZLyz + 0)2222]¢(r)|2 + 27z:1:a l¢(r)l4}

(3.42)

fonksiyoneliyle verilir, burada y(r) yogusma dalga fonksiyonu, @, ve @, anizotropik
tuzagin dig potansiyeliyle alakali iki agisal frekanstir ve a ise s-dalga sagilma
uzunlugudur. Dalga fonksiyonunun yogusmadaki atomlarin sayisina normalize

oldugu varsayilir.
[arpcrf =N

(3.30) denklemindeki tuzagin frekansim anizotropik olarak diistintirsek yani z
eksenel koordinat ve 7, = (x* +y*)"*radyal koordinat olarak tammlanirsa uygun
frekanslar da @, ve o, =, =o, olur. Silindirik ve radyal frekanslarin oram
A=w0,/o, tuzagm asimetrisini belirler. 4 <1 iken tuzak puro seklindedir, 4 >1ise
tuzak disk seklindedir, 4 =1 durumu zaten izotropik durumu belirtmekteydi. O halde
anizotropik tuzaktaki dis potansiyelin @, ve o, frekanslarina gére (3.30) denklemini

m

yeniden yazarsak
2
{—— ;l—Vz +%(wﬁx2 +0ly? + ol )
m
4nhla
+ o) }//(r) =pp(r)  (343)

ifadesi elde edilir, burada u# kimyasal potansiyeldir. Bu esitlik nonlineer bir
Schrodinger denklemi formuna sahiptir. Taban durum igin etkili bir niimerik
hesaplama Dalfovo ve Stringari (1996) tarafindan yapilmigtir. Bu yazarlar en dik inis
y6ntemiyle (3.42)’deki enerji fonksiyonelinin dogrudan minimizasyonunu igeren bir
¢Oziim tiretmislerdir.

Gross-Pitaevskii teorisinin uygulanabilmesi igin sistemin seyrek bir yapida
olmasi beklenir. Eger » bozonlarnn yogunluguysa, teorinin uygulanabilirligini 6lgen
parametre na’ ¢arpmudir ki bu 1°den daha kiigiik olmalidir ( a bozonlarm sert kiire
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yarigapidir). Bu sart deneylerde kullamlan alkali atom &rnekleriyle saglanmir. Ornegin
¥Rbile yapilan deneylerde 10000 atomun merkezi yogunlugunun
10" —10" ¢m™ civarinda olmas1 beklenir ki bu na® =10~ veya daha azina gider.
Yogusmadaki atomlarin sayisimnin daha fazla oldufu sodyumla yapilan deneylerde
(Davis ve ark. 1995) bile na® nicelii gok kiigtik kalir (E 107 ) Teori, negatif
sa¢ilma uzunluguna sahip seyrek durumdaki bozon sistemleri i¢in de saglanir. Ancak
bu durumda, N sayismin bilyiik oldugu durumda gekici etkilesimle ortaya ¢ikan olasi
kararsizlikta gz 6ntinde bulundurulmahdir. Sistemdeki pargaciklar carpigirken, kisa
mesafeli etkilegimler i¢in daha uygun bir teori gerekir.

Buradaki formalizmi kolaylastirmak icin uzunluk ve disaridaki harmonik
potansiyelin enerjisi gibi hesaplama &lgegindeki biitiin uzunluklarda ve enerjilerde
gecerli olan farkli bir notasyon segilmistir. Bu nedenle standart uzunluklara girig

yapariz

A 1/2 B 172
a; =( J .a, =( ) (3.44)
mo, mo )

ve uzaysal koordinat, enerji ve dalga fonksiyonu
r=ar (3.45)

E=ho,E, (3.46)

p(r)=|N/d} $(r) (3.47)

seklinde yeniden yazilir. Buradaki ¢ dalga fonksiyonu 1°¢ normalizedir. Sonucta

i=0, /o, (3.48)
asimetri parametresini tanimlariz ve

8mN
U = (3.49)

a;




48

niceligini tamimlariz. Bu degisiklerle Gross-Pitaevskii enerji fonksiyoneli
E u
'Fl = .Idrl [IV1¢1 (rl)lz + (xlz +y12 + '12212 )l¢1 (rl)'2 +?ll¢1 (rl)l4] (3.50)

formunu alir ve nonlineer Schrédinger esitligi

b "if—lgél(rl)lz}\[@](rl)
m a a;

—u \/azs@ @) 3.51)

oldugundan —me; = ve —=aq o,/ ifadeleri elde
N 2 2a; 2m

edilip bu denklemde yerine koyulur ve

2
{—%‘—V’ +—'§-(wjx2 +aly? +wfz2)+
m

haline gelir. a’ =

aio.h hao 8N
{_ -L2-L ‘% 2 iL (x2 +y° +/1222)+ |¢1 (rl)l2 ¢, (1) = pg (r,)
L a,

(3.52)

ifadesi bulunur, bu denklem L

parantezine alinirsa

ho 1 8maN
> [— &V +—(x? +y? + 227+ |¢1(r1)l2}¢1 () =y (r;)
a; a,

(3.53)

R8maN
a,

bulunur. Burada

=y, olarak alinir ve sonrada @, =1alimrsa denklem

vl eyt e 22 b upal he = 2hem) 659

U
@,

olur, ifadesine de g, dersek
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I._V2 + (x2 +y? + X7 )+ U l¢1 (r; )Izbl () =2u0,(r,) (3.55)

haline gelir, burada x =, 4, seklindedir. (3.55) denkleminin sol tarafina gelen #,
boyutsuz nicelifi yogusma icin egitlikteki etkilesmenin etkisini karakterize eder. Her
ne kadar sistem gok seyrek olsa da etkilesmeler Gross-Pitaevskii denklemlerinin
coziimlerinin belirlenmesinde 6nemli bir rol oynamaz. Simdi denk.(3.55)’in
¢Oziimiiniin analitik olarak mevcut oldugu iki durumu; etkilesmeyen pargaciklarin
durumunu ve giliclii itici etkilesmeleri kisaca tartisacagiz.

3.2.2.1. Etkilesmeyen model

Sagilma uzunlugu olan a yok iken, problem anizotropik harmonik osilattr
icin kararli Schrédinger denkleminin ¢dziimiine indirgenir.

Simdi tek boyutta herhangi bir potansiyeli bir x,noktas: civarinda Taylor
serisine agtiimizi diistinelim:

V(x)=V(x,)+ (%Z—)x:xo (x—x¢) +-;—(Zi—1;)(x —3g)? e (3.56)

Eger x,, potansiyelin bir minimum degeri ise serideki ikinci terim sifir olur ve
birinci terimin enetjiye katkis: sifir oldugundan ti¢tincii terimi kullaniriz. Béylece bir
ilk yaklagiklikla minimum civarinda %k(x—xo)2 potansiyeline sahip bir basit
harmonik salinici gibi davranabilir. Boyle bir sistemin potansiyel enerjisini tiim x

degerleri igin

V(x)= %kxz (3.57)
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seceriz. Bu durum igin Schrédinger denkleminin ¢bziimii w(x)=h(x)e ™ '? ile

verilir, burada @® =+km /% seklinde olup, A(x) fonksiyonu Hermite polinomlari ile
ilgilidir. Normalize edilmis ¢6ziimlerin tam ifadesi

w, () =2z ) B, (am)e " (3.58)
seklindedir. Buradaki H, Hermite polinomlari, Rodrigues formiilii ile

20 d” 2
H =(-1 n _x%12 -x 3.59
x)=(D"e = (3.59

seklinde verilebilir. Polinomun derecesi enerji seviyelerini etiketleyen n kuantum
sayis1 ile belirlenir. Schrodinger denkleminin ¢dziimiinden bulunabilen enerji

seviyeleri de
1
E, =hcoo(n+~2—) n=0,1,2,3-- (3.60)

seklindedir, burada @, = Vk/m salinicinin klasik agisal frekansidir.

Yukarida anlattiklanmizi {i¢ boyutta alkali atomlar1 manyetik bir tuzakta
sinirlayan bir potansiyele uyguladigimizda

V..(r) =—”i’-(a;,,x2 r0,y* +0,z) (3.61)
kuadratik formunu elde edebiliriz. Atom-atom etkilesmesinin ihmal edildigi bu

durumda, hélihazirda biitiin Sngdriiler analitiktir ve nispeten basittir. Cok-cisim
Hamiltoniyeni, 6zdegerleri

Ennn, = (”x +%)ha>x + (ny +—;—)ha)y + (nz +%)hw2 (3.62)

formuna sahip tek pargacik Hamiltoniyenlerinin toplamidir, burada {nx,ny,nz}

negatif olmayan tamsayilardir. (3.61) potansiyeliyle sirlanmug N tane etkilesmeyen
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bozonun #(r,,---,r, ) taban durumu, biitlin pargaciklari en diisiik tek-cisim durumuna
koyarak elde edilir ve

p(r, 1) = [ o (r) (3.63)

carpimiyla verilir, buradaki g, (r)

3/4
@, (r) = (m;"" ) exp[——%(mxx2 +o,y* + cozzz)] (3.64)

ile verilir ve osilattr frekanslarinin geometrik ortalamasini ortaya ¢ikarmig oluruz
0, =(0,0,0,)". (3.65)

Yopunluk dagihmi da n(r) = N|p, (r)l2 seklinde olur ve bunun degeri de N ile
artacaktir. Bulutun boyutu, N’ den bagimsizdir ve buna karsilik gelen harmonik

osilat6riin genisligi ile belirlenir:

1/2
a,,(,:( h ) (3.66)

Bu sistemin en 6nemli genislik dlgiilerinden biri olan harmonik osilatériin etkin
genisligidir.

Sinirlayict alanin  sekli problemin simetrisini  belirler. Bose-Einstein
yogusmasin gozlemek i¢in rubidyum ve sodyum fizerine yapilan ilk deneylerde
silindirik simetri kullamlmigtir. Simdi burada 2z’yi eksenel koordinat ve

r= (x2 + yz)l/2 ’yi ise radyal koordinat olarak tamimlayalim ve bunlara karsilik
gelen frekanslarda @, ve @, =@, =, olsun. Eksenel ve radyal frekanslar

arasindaki oran 1 = @, / @, tuzagin simetrisini belirleyen parametredir.

(3.64) denklemini @, ve w,’ ye gére diizenlersek
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3/4
ma,, m o,
@, (r) = (—ﬂhh ) eXp[—ngl(xz +y*+ o zzﬂ (3.67)

ifadesini elde ederiz. (3.65) denkleminde w, = Aw, yerine koyulursa

w,, =0, A" (3.68)
2 . . h mow, 1
bulunur, ayrica a] = seklindedir, buradan @, =—;-ve =— elde
0, ma; o may

edilir, bu ifadeler (3.67) denkleminde yerine koyulursa

1/3 3/4 1
@y (r) = [——2] e><p[——2(x2 +y? +ﬂz2)} (3.69)
ma 2a

L L

ifadesi elde edilir.x® +y* =7’ oldugundan bunu denk.(3.69)’de yerine koyup bu
denklemi diizenlersek

174 1 ( . 2)
Po (}") = ﬂ_3/4ai/2 exp| — 2ai vy + Az (370)

ifadesi elde edilir, burada a, = 4'°a,, seklinde oldugu da goriiliir.

Boylelikle g, =1 alinarak taban durumun dalga fonksiyonu
¢ (rn)= At eXPI:—%(xlz +y12 +)1212 )] (3.71)

sekline gelir. Bu bir Gaussyen egriyi ifade eder. Pargacik bagina diigen enerjiye denk
gelen kimyasal potansiyel 1+ 4/2 ifadesine doniisiir. Gaussyen farkh yatay ve diisey

genigliklere sahiptir. Ozellikle (xf) = (yf) =1/2 ve (zf) =1/22 seklindedir.

Momentum operatbrleri p? ve p’’nin ortalama degerleri de kolayca hesaplanabilir.

Buradan da

o) p2) = (st} (al) =2 (3.72)
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niceligi asimetriden kaynaklanan sekil oramimin (aspect ratio) bir &lgfitli olarak
diistiniiltir bu da hiz dagiliminin anizotropisini karakterize eder.

3.2.2.2. Giiglii itici durum

Pargaciklarin sayisi ¢ok fazla veya etkilesmeler ¢ok giiclii iken karsit durum
elde edilir, dyle ki enerji fonksiyonelindeki kinetik enerji ihmal edilebilir. Bu da y,
parametresinin ¢ok biiylik degerlerine karsilik gelir. C6ztim denk. (3.55) deki kinetik
enerji terimi diigliriilerek kolayca elde edilebilir. Béylece

1
#2(r) = ;—(2;:1 —x?—y? - 1z?) (3.73)

1

ifadesi elde edilir. Kimyasal potansiyel I;ufdrl =1 normalizasyon sartiyla

hesaplanir. Buradan

1(15 2/5
== JAu .
H 2(8 1) (3.74)

ve u=ho, p bulunur. Denk(3.49)’da verilen u, tanimimi ve u=dE/dN iliskisini
kullanarak E/N =(5/ 7),u iliskisi de bulunabilir. Atom bulutu R, =,/24, yangapini
ve Z, = AR, diisey boyutunu agar. BSylece sonuglar (xf) ve <zf> kare yarigaplar
igin '

(x7) =-2-§‘-‘- (z2) =%;- (3.75)

bulunur. z degiskenine gére dalga fonksiyonunun farkli 6lgekli 6zellikleri nedeniyle
bu  durumdaki <p 22>/<p f) sekil oram (aspect ratio)lA’ya esittir, ancak

etkilesmeyen durumda bu gegerli degildir. Bulutun merkezi yogunlugu .2z, /4,
scklindedir. Gergek dalga fonksiyonunun diizglin olarak kayboldugu yiizey
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bolgesinin yapisindan ayr1 olan (3.73) denklemindeki dalga fonksiyonunun, biiyiik N
degerleri i¢in (3.55) deki nonlineer Schrodinger denkleminin gercek ¢ozlimiine
yaklagmasi gerekir. Bu gercek izotropik tuzaklarda Edwards ve Burnett(1995)
tarafindan zaten ¢dziilmiistiir. Ancak baz1 gbzlenebilirler biiyiik N degerinde bile bu
yiizey yapisi ile etkilenebilirler.
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4. HESAPLAMALARIN AYRINTILARI ve SONUCLAR

Bu bolimde tuzaklarla simrlanmis sert kiire bozonlarda gozlenen Bose-
Einstein yogusmasmin 8zelliklerinin incelenmesi i¢in Gross-Pitaevskii denkleminin
¢6ziimiinde kullanilan y&ntemin ayrintilar: ile bu sistemin Varyasyonel Monte Carlo
yontemi ile incelenmesinin ayrintilarim ele alacagiz. Bu ySntemlerden elde edilen

sonuglar karsilastirmali olarak sunacagiz.

4.1. Gross-Pitaevskii Denkleminin Coziimii

Burada amacimiz taban durum  6zelliklerini incelemek  icin

E[¢]= J‘dr{%lv¢(r)lz +—];l(a)ix2 -l-a)f__y2 +a):z2 )¢(r)|2 + 27z;hnza|¢(r)l4]

4.1

Gross-Pitaevskii fonksiyonelini minimum yapan dalga fonksiyonunu belirlemektir.
Biz burada sayisal olarak bu minimizasyonu gergeklestirmek igin Dalfovo ve
Stringari’nin (1996) 6nerdikleri en dik ini§ ySntemini (steepest descent method)
kullandik. Bu yontemde temel olarak rasgele bir ilk durumdan baglanir ve sanal bir
zaman iginde ilerletilir. $imdi normalize edilmis bir #(r,7) dalga fonksiyonu
diistinelim. B6yle bir dalga fonksiyonunun normalize olmasi sinirlamasi altinda (4.1)
denkleminde verilen GP fonksiyonelinin tiirevi

B(E/N) _

5000 Hg(r,1) 4.2)

seklinde elde edilir. Zamana bagli Schrodinger denklemini hatirlarsak (zh% = I-AI¢)
yukaridaki denklemin sol tarafim zamana gére dalga fonksiyonunun tiirevi gibi
diiglinebiliriz. Ancak burada sadece kararli durumlarla ilgilendigimiz i¢in bahsedilen

zaman gergek bir zaman degildir. Sanal (hayali) bir zaman degigkeni i¢in
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B(EIN) _ n
TN H(r,1) (4.3)

0
—a.t'¢(r=t) ==

seklindedir, burada H Gross-Pitaevskii Hamiltoniyenidir ve ¢ *ye nonlineer olarak
bagimlidir. Hayali zaman sonsuza giderken, zamana gore tiirevi sifira gider ve (4.1)
fonksiyonelinin minimum oldugu duruma karsibk gelen ¢6ziim elde edilir yani

#(r,0) =¢,(r)’dir. (4.3) denklemindeki % islemi normalizasyon simirlamasi

altinda fonksiyonel tlirevdir. Esas olarak bu denklem dalga fonksiyonu uzaymda
izlenen yolu tamimlar ve buradaki sanal zaman sadece farkli durumlara kargilik gelen
dalga fonksiyonlarim etiketleyen bir degiskendir.

Uygulamada, keyfi bir zaman adimi Ar segilir ve Ar zaman adimi
sonrasindaki dalga fonksiyonu

o(r,t + At) = ¢(r,t) — AtHg(r, 1) 4.4)

denkleminden elde edilir. Dalga fonksiyonu her adimda yeniden normalize edilir. Bu
anlamda At zaman adimi yakinsama hizim kontrol eden bir parametredir.

Pratikte (rl,z) uzay1 iki boyutlu bir &rgiiye ayrilir 6yle ki dalga fonksiyonu
bir matris haline gelir. Her zaman adiminda matris elemanlari denk.(4.4)’deki gibi
degisir, burada Hamiltoniyen i¢inde bulunan tirevler sonlu-fark formiilleriyle
hesaplanir. Algoritma; harmonik potansiyelin analitik ¢Oziimiiyle etkilesmeyen
durumun sonuglar1 karsilastirilarak test edilebilir. Etkilegimli durumda, N sayisi
bitytikken, niimerik sonuglari denk.(3.73)’deki analitik ¢oziimle karsilagtirmak da
olasidir. Uygun diger bir test de virial teoremi ile verilebilir, bu yontem de herhangi
bir N degerinde sistemin kinetik ve potansiyel enerjilerine olan katkilar1 arasmdaki
iligkileri belirler.

Sistem 0<7 <5 aralifinda 50 noktali bir bdlme kullanilarak oldukga iyi
tammlanir, aym seyler z i¢inde gegerlidir. Hayali zamandaki gerekli adimlarin saysi,
istenen yakinsama derecesine ve ilk deneme dalga fonksiyonunun se¢imine baghdir.
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4.2. VMC Uygulamasmin Ayrintilar:

3. bolimde tammlandif1 gibi VMC varyasyonel ilkeye dayanan bir kuantum
Monte Carlo yontemidir. Bu ySntemin baglangic noktasi bir Hamiltoniyen ve
varyasyonel dalga fonksiyonunun uygun bir se¢imidir. Burada ele alinan problem
i¢in gok cisim Hamiltoniyeni
N

H=Z—;—(—Vf +x2+y? +ﬂzz,2)+ZVm0r, 1) 4.5)

i i
formundadir, buradaki V,, sert kiire potansiyeli olup

w r<a

Via (1) = { (4.6)

0 r>a
seklindedir. Burada uzunluklar, tuzagimn karakteristik uzunlugunun birimlerinde (a,, )
ve enerji de harmonik osilatoriin enerjisi birimlerinde (Aw,) ifade edilmistir.
A parametresi, z ekseni dogrultusundaki tuzak frekansi(w,) ile xy diizlemindeki
tuzak frekansinin (@, ) oramdir. Yapilan hesaplamalarda kiiresel simetrik tuzak icin
A =1 alinmstir, eliptik simetriye sahip olan tuzaklarda ise A =+/8 olarak alimr. Bu
deger Anderson ve arkadaglarinin (1995) deneylerde kullandig degere karsilik gelir.
Bir sert kiire potansiyeli ile etkilesim modellerinin se¢imi b6liim 2.1°de tartisiimugtir.
Ozet olarak, yogusmus durumdaki seyreltik bozon sistemleri igin 742 > 2,616 dur,
burada A, termal dalga boyudur (Huang 2001). Bunun anlam1 sudur ki atomik dalga
boyu, sert  kiire capiyla  karsilagtinldiginda  olduk¢a  bilyiiktiir
(A; >>a veya ka<<1,k=2x/4,). Bu bolgede iki parcacigin sa¢ilmasi olayinda
sagilma agilimimn s-dalga bileseni ile baskin olur ve atomlar arasi potansiyel igin
yapilacak kiiresel simetrik segimlerin ¢ogu birbirine denktir. Basit bir sert kiire
potansiyeli genel olarak yeterlidir ve bir temas potansiyeli yaklagimiyla dogrudan
karsilagtirilmas1 a << A, bélgesinde miimkiindiir ki ve bu yaklagim GP denklemi ile
ifade edilir.
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4.2.1. Deneme dalga fonksiyonu

Bu caligmada deneme dalga fonksiyonu olarak iki cisim etkilerini de igeren

v, =[Le@)] 1 &) (4.7)

i<f

formunda bir dalga fonksiyonu kullandik. Bu dalga fonksiyonu gekli ilk olarak
Jastrow (1955) tarafindan Snerilmistir ve Jastrow formu olarak adlandirilir. Buradaki
g(r,) fonksiyonu taban durumunda tuzak potansiyelinden ve diger pargaciklar

tarafindan olugturulan ortalama alandan gelen etkileri igeren tek pargacik terimidir.

f (r,) ise parcaciklar arasi etkilesimin katkisini igeren bir Jastrow terimidir. Bu
y

¢alismada DuBois ve Glyde (2001) tarafindan 6nerildigi gibi £ <<1 durumunda kat1
kiire sagilma probleminin s-dalga ¢6zlimii olan

(1—-a/rij) r,>a
f)= 0 (4.8)

7}]3“

fonksiyonu Jastrow ¢arpamni olarak kullanilmigtir, Tek parcacik terimi g(7;) igin ise
g(r) =expl-alx? +y] + 2} @9

formu kullamlmistir. Buradaki @ ve f varyasyonel parametrelerdir. Bu dalga

fonksiyonu seklinin iki-pargacik koreldsyonlarm da igeren harmonik olarak
tuzaklanmig bir Bose sistemini oldukea iyi bir sekilde tanimlamasi beklenir.

 Bolim (3.1.2)’de bir gézlenebilirin beklenen degerini vermistik, bu durumda
sistemin toplam enerjisinin beklenen degeri
(E)=(v,Rsa)|Hly,(R;a) = [v:(R;x)Hy,(R;a)dR

_ NE 1
“ &l

10)

4.
Hy (R;a)dR

seklinde verilir. Burada R vektdrli, N parcacikli bir sistemde biitiin pargaciklarin
konumlarin1 gdsteren 3N boyutlu bir vektordiir ve @ dalga fonksiyonunda yer alan
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serbest parametrelerdir. —1—fl v ifadesi “lokal enerji” olarak adlandirilir ve
14

pargaciklarin yerlesiminin R vektorii ile verildigi duruma kargilik gelen enerjidir.

v, (R;ex)|”
J

v,(R;a)| dR
fonksiyonu olarak kullamlarak (4.10) denklemiyle verilen integral hesaplanabilir.
Sistemin taban durumunu en iyi tamimlayan ¢6ziimii elde etmek i¢in enerjinin

Daha once anlatilan Monte Carlo integrasyon y&nteminde

beklenen degerini minimum yapan parametrelerin belirlenmesi gerekir. Bu ¢alismada
kullanilan dalga fonksiyonu sadece iki serbest parametre (o ve B) i¢ermektedir.

Dolayisiyla enerjinin beklenen degeri sadece bu iki parametreye bagli olacaktir, yani
(E) = E(e, ) yazabiliriz. Enerjinin minimum noktast

Z o0, == (4.11)
a

denklemlerini saglar. Bu iki denklem o ve B bilinmeyenleri igin ¢dziilerek aranan
dalga fonksiyonu elde edilir. Bu ¢alismada bu denklemlerin ¢6ziimii i¢in iyi bilinen
Newton-Raphson y6nteminin iki bilinmeyenli fonksiyonlar i¢in gelistirilmis bir hali
kullamlmugtir. Bu yaklasimda Newton-Raphson iterasyonunun bir adimi i¢in

() 5

&, =, 2 (412)
O’E\O’E) [ &’E |
{60!2 )(6[32) (60{6ﬂ)
Slerperes
S e @.13)

PEYoE) (QEY
oa* )\ 6> oaop
denklemleri kullamlir. & ve B parametreleri i¢in verilen baglangig degerleri aranan
¢Ozilime yeterince yakin oldufu zaman bu iterasyon daima yakinsar. Burada enerjinin

a vef parametrelerine gore tlirevierini hesaplamak igin basit sonlu farklar
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yaklagimi kullanilmugtir. Bu  kismi tlirevleri hesaplamak icin o ve g

parametrelerinin 9 farkli degerinde enerjinin beklenen degeri hesaplanmistir. Bu 9
noktaya karsillk gelen o ve f degerleri sembolik olarak asagidaki sekilde

gosterilmistir.
Jgjq-l 4 . 4 4
:33 s . & . 2
LN I -
i,
By + + 4
>
&y & sy

Enerjinin @,,f, noktalarma karsilk gelen beklenen deferini E(q;,f;)=E, ile

gosterirsek, kismi tiirevleri
5_E - Ei+l,j _Ei—l,j a_E_ - Ei,j+1 _Ei,j—l
da 2h, 0B 2h,
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seklinde verilebilir.



61

Bu kismi tiirevlerin hesaplanabilmesi i¢in her 9 @ ve S parametre giftine

karsilik gelen noktada enerjinin beklenen degerinin hesaplanmasi gerekir. Ancak her
farkli parametre ¢ifti igin ayr1 bir Monte Carlo integrasyonunun yapilmas: hem ¢ok
uzun hesaplama zamani gerektirir, hem de farkli yollar boyunca ilerleyen sistemler
sebebiyle istatistiksel hatalarla karsilagilir ve tiirevleri hesaplarken bu hatalar daha da
belirgin hale gelir.

Bu hatalan engellemek i¢in bu caligmada bagimli drnekleme (correlated
sampling) yontemi kullanilmigtir. Bagimhi 6rneklemede Monte Carlo integrasyonu

sirasinda Ornekleme bir @ ve B parametre ¢iftine gére yapilir, difer parametre

ciftleri i¢in ise, 6rnegin (a', B'), asagidaki yaklagim kullanilir.

Enerjinin o', f’ parametreleri icin beklenen degeri (4.10) denklemine gore

E@,B)= [y ,ﬁ')l ﬂ)Hyf(a ,B))dR (4.14)

seklindedir, bu integralin i¢ini (e, ,B)|2 ile carpip bolersek

E(@,p")= ﬂw(a,ﬂ)lzly;(f:z))i @ L Hw(a,ﬂ)dR 4.15)

ifadesini elde ederiz. Bu son ifadede 2 ’yi agirlik fonksiyonu olarak

diigtintirsek dagilim [y (e, ﬂ)|2 *ye gore drneklenmis noktalar tizerinden yapilacak bir

integrasyon bize E(a’,B") degerini verecektir. Ancak bu y6ntemin verimli sonug

w(a,p)
y(a,B)

arasinda ¢ok bilyiik fark olmamasi gerekir.

verebilmesi i¢in I ~1 olmasi yani @, parametre ¢ifti ile &', 8’ ¢ifti

Bu calismada 6nce yukarida anlatilan y&ntemle enerjinin beklenen degeri
minimize edilerek uygun a ve [ degerleri dolayisiyla taban durum dalga

fonksiyonu belirlenmigtir. Daha sonra bu dalga fonksiyonu kullamlarak sistemin
fiziksel 6zellikleri bulunmustur.
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4.3. Sonuglar

Bu bsliimde anizotropik bir tuzakta tutulan seyrek bir kat1 kiire bozon sistemi
icin elde ettifimiz sonuglar1 verecefiz. Bu sonuglara gegmeden 6nce kati kiire
etkilesim potansiyeli yaklagimmin son derece basit bir yaklasim oldugunu ancak
seyrek bir gazin genel davramig Ozelliklerini incelemek igin yeterli bir model
oldufunu vurgulamak faydali olacaktir. Bu sebeple hem GP denkleminin
¢6zlimlerinde hem de VMC analizinde pargaciklar aras: etkilesim potansiyelinin bir
kat1 kiire potansiyeli oldugu varsayilmigtir.

4.3.1. Uzaysal dagilim

Bozon bulutunun uzaysal dagiliminin anlagilmas: agisindan pargaciklarin
ortalama eksenel ve radyal konumlari 6nemlidir. Ayrica bu ortalama konumlarin
sistemin diger parametreleriyle nasil degistiginin goriilmesi de &nemlidir. Bu sebeple
Sekil 4.1.°de kat1 kiire yarigapinin farkh degerleri icin elde edilen radyal ve eksenel
yer degistirmelerin kok ortalama degerleri tuzakta bulunan pargacik sayisina karsihk
cizilmistir. Grafikteki noktalar VMC sonuglarini kesikli gizgiler ise Gross-Pitaevskii
denkleminin ¢6ziimiinden elde edilen sonuglar1 g6stermektedir. Grafiklerden de
gorlilecegi gibi sagilma uzunlufunun kiicik degerlerinde ve tuzaktaki parcacik
sayismin az olmasi halinde her iki y6ntemden elde edilen sonuglar birbirleriyle son
derece uyumludur.

Diigiik pargacik sayis1 ve kii¢iik sagilma uzunlugu seyrek gaz limitine karsilik
gelir ve Gross-Pitaevskii denklemleri bu bdlgede gegerlidir. VMC y6nteminden
bulunan sonuglarn seyrek gaz limitinde Gross-Pitaevskii denklemiyle uyumlu
sonuglar vermesi kullamlan VMC yaklagmimin giivenli bir yaklasim oldugunu
gOsterir.

Seyrek gaz limitinden uzaklagildikca her iki yontem arasinda bir farkin ortaya
ciktign Sekil 4.1.°den gorilmektedir. Yiiksek yogunluklarda Gross-Pitaevskii
denklemleri bozon bulutunun yarigapini daha kiigiik bulmaktadir. Bozonlarin tuzak
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Sekil 4.1. Katt kiire yarigapinin farkli degerleri icin elde edilen radyal ve eksenel yer
degistirmelerin kok ortalama degerleri tuzakta bulunan pargacik sayisina karsilik gizilmigtir.

potansiyeliyle olan etkilesimlerinden kaynaklanan potansiyel enerjileri dogrudan
<r2>ve (z’) ile orantili oldugundan Gross-Pitaevskii yaklasimi sistemin toplam
enerjisine olan potansiyel enerji katkisim daha kiiglik bulur, Ancak, bulut daha tophu
bulundugu igin Gross-Pitaevskii yaklasiminda pargaciklar arasi etkilegimden gelen
potansiyel enerji katkis: daha biiytik bulunur.
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Sekil 4.2. Pargacik basma enerjinin tuzaktaki toplam pargacik saylslyla degisgimi farkh

sagilma uzunluklari i¢in verilmigtir.

Gross-Pitaevskii denklemi bulut yarigapim hafifge kiictik bulmakla birlikte,
Sekil 4.1.°den de goriildiigti gibi bulutun genisleme davramgini, oldukga yiiksek
parcacik sayilarinda bile oldukea iyi agiklamaktadir.

Pargacik bagina enerjinin tuzaktaki toplam pargacik sayisiyla degisimi Sekil
4.2.’de farkli sagilma uzunluklan i¢in verilmistir. Bu sekilden de goriilecegi gibi
gene seyrek gaz limitine kargilik gelen diistik parcacik sayilarinda ve kiigiik sagilma
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Sekil 4.3. Sek.(a)’da farkli pargacik sayilar1 igin Gross-Pitaevskii denkleminden elde edilen
pargacik bagina enerjiler Na/a,,’ya karsilik ¢izilmigtir. Sek.(b)’de ise VMC yonteminden
bulunan pargacik basina enerjiler Na/ a,, ya kargilik ¢izilmistir.
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uzunluklarinda iyi bir uyum gozlenmektedir. Seyrek gaz limitinden uzaklagildik¢a
her iki yontem arasindaki fark artmakta ve Gross-Pitaevskii denklemi pargactk
bagina enerjiyi hafifce daha kiigtik bulmaktadir. Pargacik bagina diisen kinetik
enerjilerde her iki yéntem arasinda biiyiik bir fark olmasi beklenmez. Dolayisiyla her
iki yontemden bulunan enerjiler arasindaki fark potansiyel enerjiden
kaynaklanmaktadir. Yukarida Sekil 4.1. hakkinda yapilan tartigma hatirlanirsa Gross-
Pitaevskii yaklagim tuzak potansiyelinin katkisim daha diistik bulurken pargaciklar
aras: etkilesim potansiyelini daha yiiksek bulur. Bu sonug toplam enerjinin Gross-
Pitacvskii denklemiyle daha diisiik bulundugu sonucuyla da birlestirilirse, tuzak
potansiyelinin pargaciklar arasi etkilesim potansiyelinden daha buyuk oldugu

sonucuna variriz.

Gross-Pitaevskii denklemi incelendiginde parcaciklar arasi etkilegsmelerin
katkisinin pargacik sayisiyla sagilma uzunlufunun c¢arpimryla (Na) orantili oldugu
goriitiir. Sekil 4.3.a’da farkli pargacik sayilari i¢in Gross-Pitaevskii denkleminden
elde edilen parcacik basina enerjiler Na/a,,’ya karsilik ¢izilmistir. Farkli sagilma
uzunluklarini temsil eden noktalar farkli sekillerle gOsterilmigtir ancak Dbiitiin
noktalarin tek bir egri {izerinde oldugu agikea goriilmektedir.

Sekil 4.3.b’de ise VMC yoOnteminden bulunan pargacik bagmma enerjiler
Na/a,,’ya karsilik ¢izilmigtir. Burada noktalar tek bir ¢izgi tizerinde degildir. Ancak
sagiima uzunlugunun artisiyla birlikte diizenli bir artiy oldugu hissedilmektedir. Bu
fark1 daha net gorebilmek i¢in VMC ySnteminden ve Gross-Pitaevskii denkleminden
bulunan enerjilerin farklann (AE = E,,. —E,,) Sekil 4.4.’te Na/a,’ya karsilik
cizilmigtir. Farkli sagilma uvzunluklarina karsilik gelen degerler farkli sekillerle
gosterilmistir. Sekil 4.4.ten de agikca gorilebilecegi gibi parcacik bagina diisen
toplam enerji sadece Na carpimina degil N ve a’ya ayr1 ayr1 bagimhdir. Bu ayrilifin
saglanamamasi Gross-Pitaevskii yaklagiminin 6nemli bir eksikligidir.
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ekil 4.4. VMC yonteminden ve Gross-Pitaevskii denkleminden bulunan enerjilerin farklar:
AE=E, - EGP) Na/ a,, ya karsilik gizilmigtir,

Son olarak $ekil 4.5°te bulutun radyal ve eksenel boyutlarimin birbirine
oraninin Na/a,,’la degisimi verilmigtir. Stirekli ¢izgi Gross-Pitaevskii denkleminin
sonuglarini  gBstermektedir. Farkli sagilma uzunluklarina karsilk gelen VMC
sonuglari ise farkh sekillere sahip noktalarla gosterilmistir.
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verilmistir.
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5. SONUC ve ONERILER

Bu calismada harmonik olarak tuzaklanmug alkali atomlarm gazlarinda
gézlenen Bose-Einstein yogusmasinin taban durum 6zelliklerinin tuzakta bulunan
parcacik sayisina ve pargaciklar arasi etkilesiminin siddetine gbre degisimi hem
Gross-Pitaevskii denklemleri hem de VMC yontemi kullanilarak incelenmis ve her
iki yontemden elde edilen sonuglar karsilastiriimgtir.

Pargacik sayisinin kiigiik ve parcaciklar arasi etkilegimin zayif oldugu seyrek
gaz limitinde her iki yOntem arasmda miikemmel bir uyum gozlenmistir. Ancak
seyrek gaz limitinden uzaklagildik¢a her iki ySntem arasinda farkliliklar gézlenmeye
baglanmustir.

Gross-Pitaevskii yaklagiminda etkilesen tuzaklanmig bozonlar i¢in sistemin
Ozellikleri sadece pargacik sayist ile sagilma uzunlugunun carpimina bagh
bulunurken, VMC y06nteminden bulunan sonuglarin bunu dogrulamadig: sistemin
Ozelliklerinin parcacik sayist ve etkilesim siddetine ayn ayrn bagli oldugu
gézlemigtir. Bu sebeple Gross-Pitaevskii denklemine bu dogrultuda bir diizeltme

teriminin eklenmesi faydali olacaktir.

Kullamlan VMC yaklagiminda pargaciklar arasi etkilesim potansiyelinin bir
kat1 kiire oldufu varsayilmigtir. Daha sonraki ¢aligmalarda bu potansiyel yerine daha
gercekei potansiyel modelleri kullanilabilir.

Yapilan ¢alismada seyrek gaz limitinden uzaklasirken VMC yonteminde
enerjinin beklenen degerinde yakinsama problemiyle karsilagiimistir. Bu sorunun
pargacik sayisindaki artigla birlikte ortaya ¢ikan bir sifir sicaklik faz gegisinden
kaynaklandigii diiglintiyoruz. Su an ig¢in bu varsayim tamamen bir spekiilasyon
olmakla birlikte ¢aligmalarimizda bu tiir faz gegislerini aragtirmay: planliyoruz.
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