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OZET

Yiiksek Lisans Tezi

SINIR ELEMANLARI YONTEMIYLE
MANYETIK SKALER POTANSIYEL HESABI

Kenan TANTAS

Firat Universitesi
Fen Bilimleri Enstitiisti
Elektrik Egitimi Anabilim Dal1

2005, Sayfa:52

Bu ¢aligmada, sinir elemanlart yontemi kullanilarak iki boyutlu manyetik skaler
potansiyel ve manyetik alan giddeti hesabi yapilmistir. Manyetostatik alan problemlerini
tanimlayan Laplace denklemi smir integral denklemine doniistiiriilmiistiir. Sinir integral
denklemi, sabit sinir elemanlan ile ayrigtirilarak bir lineer denklem sistemi elde edilmistir. Bu
denklem sistemi g¢oziilerek hava araligmin sinirlarmdaki manyetik skaler potansiyeller ile
manyetik alan giddetleri bulunmustur. Elde edilen sinir degerleri kullanilarak i¢ noktalardaki
manyetik skaler potansiyeller ile manyetik alan siddetleri hesaplanmustir.

Sinir elemanlan yontemiyle manyetik skaler potansiyeli ve manyetik alan siddetini
hesaplamak i¢in MATLARB’ta, MSOLYV olarak isimlendirilen bir program yazilmigtir. MSOLV
program: yardimiyla bazi manyetik devrelerin hava aralifindaki manyetik skaler potansiyeller

ve manyetik alan siddeti degerleri hesaplanmistir.

Anahtar Kelimeler : Laplace Denklemi, Sinir Elemanlann Yontemi, Manyetik Skaler
Potansiyel, Manyetik Alan Siddeti

VI



ABSTRACT
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MAGNETIC SCALAR POTENTIAL ANALYSIS
WITH BOUNDARY ELEMENT METHOD

Kenan TANTAS

Firat University
Graduate School of Natural and Applied Sciences
Department of Electrical Education
2005, Page: 52

In this study, two-dimensional magnetic scalar potential and magnetic field intensity
have been calculated using the boundary element method. Laplace equation which defines
magnetostatic fields problems has been converted to boundary integral equation. After
discretization of the boundary integral equation with constant boundary elements, a linear
equation system has been constituted. With the solution of this equation, magnetic scalar
potential and magnetic field intensity have been found on the boundary of air gap. Magnetic
scalar potential and magnetic field intensity inside of air gap have been calculated using, taking
the boundary values.

For calculation of magnetic scalar potential using the Boundary Element Method, a
software program called “MSOLV™ has been developed in MATLAB software package. Using
MSOLYV, magnetic scalar potential and Magnetic field intensity have been calculated inside of
air gap of some magnetic circuit.

Key Words: Laplace Equation, Boundary Element Method, Magnetic Field Intensity,
Magnetic Scalar Potential
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1.GIRIS
1.1. Genel Bilgi

Bir elektrik cihazimin tasariminda, cihazin istenilen sartlara uygun &zelliklere sahip
olmas1 goz 6niinde bulundurulmaktadir. Bu amagla tasarlanan cihaza iligkin elektromanyetik
alan incelemelerinin yapilmast, cihazin 6zelliklerini ve davramgim belirleme bakimindan yararli
ve gerekli bilgilerin elde edilmesi imkanim verir. Dolayisiyla elektromanyetik alan
hesaplamalarinin yapilabilmesi i¢in kullanilan ySntemler fi¢ guruba ayrilabilir.

1. Analitik yontemler

2. Analog yontemler

3. Sayisal yontemler

Analitik yontemler, ¢oziim bolgesi homojen, geometri basit ve kismi diferansiyel
denklemler lineer ise kolayca kullanilabilirler. Ancak pratikte kargilasilan problemler icin
genellikle analitik ¢6ziimler elde edilemez. Diferansiyel denklemin lineer oldugu durumlarda
bile ¢oziim bdlgesi homojen degildir, geometri diizgiin olmaz ve smr sartlarinin basit
matematiksel fonksiyonlarla ifadesi zordur. Dolayisiyla bu yntemler sadece basit sistemler i¢in
gecerlidir.

Elektrolitik tank, iletken kagit ve direng devreleri gibi analog yontemler daha genis
olarak kullaniimalarina ragmen, bunlarin da kullanim alanlar1 kisitlidir. Hassas sonuglarin elde
edilmesi icin, cok fazla techizat ile dikkatli Slgmeler gerekir ve boylece hatalar %2 sinini
icerisinde tutulabilir.

Sayisal yontemler, yiiksek hizli sayisal bilgisayarlarnin gelismesi ve yardime cihazlarm
kullaniminin artmasiyla ¢ok cazip bir hale gelmis, boylece alan problemlerinin incelenmesinde
o6nemli adimlar atilmigtir. Ancak Laplace ve Poisson tiirii kismi diferansiyel denklemlerin
¢oziimiinde bir gok zorluklar bulunmaktadir. Bu zorluklarin asilmasini saglamak amaciyla
aragtirmacilar tarafindan gesitli sayisal yontemler gelistirilmigtir. Bu yoOntemlerden en ¢ok
kullanilanlarindan biri de sinir elemanlar: yéntemidir (Giin, 1993).

Smir elemanlar1 yontemi, sinir integral denklemlerinin (boundary integral equation)
¢oziimil i¢in kullanilan sayisal bir tekniktir. Bu teknikte elektromanyetik olaylar matematiksel
olarak integral seklindeki Maxwell denklemleri ile tanmimlanir. Esdeger kaynaklar veya alan
degiskenleri gibi bilinmeyenlerden olusan smir integral denklemlerinin elde edilmesi, malzeme
arakesitleri boyunca smir sartlarmin uygulanmasma imkan saglar. Sinirlar, i{izerinde
bilinmeyenlerin gosterildigi sinir elemanlarina ayngtirildiktan sonra bir lineer denklem sistemi
elde edilir. Boylece simir elemanlar yontemiyle problem ¢6ziiliir (Y1ildirim, 1999).

Siir elemanlar1 yontemi, bilim ve teknolojinin farkli branglarindaki simr deger

problemlerinin ¢5ziimil igin ortaya ¢ikarilan bir sayisal yontemdir. Bu yontem, s integral



denklem y&ntemi olarak bilinen integral denklem ySnteminden ortaya ¢ikmistir. Sinir integral
denklem ySnteminin aslinda bir birine benzer gibi gbriinen farkli formiilasyona sahip iki
yaklagim: vardir. Bunlardan biri, problemin fiziksel yonlerine bagli olarak, bir kaynak yiizeyin
sinir ylizeye doniisiimiinii saglayan “indirekt” ySntem olarak bilinir. Bu yaklagim, gegmiste
cogunlukla akigkanlar mekanigi ve elektromanyetik alanlari aragtirmada kullantimigtir.
Simdilerde “direkt” yontem olarak da bilinen sinir integral denklem formiilasyonunun diger bir
gesidi kullanmilmaktadir. Bu yaklagim kismi diferansiyel denklemlerin Green fonksiyon
¢oziimlerini matematiksel yonleriyle incelemeye dayalidir. Yontemde geometrik smirlar
iizerinde tammlanmis simur sartlart ile beraber verilen bir denklemin Green fonksiyonu
bilindiginde, bdyle bir sinir deger problemi integral denklem haline getirilebilir ve sayisal olarak
hesaplanabilir.

Bu yiizyilin ikinci yarisindan itibaren Green fonksiyonlarinmn elde edilmesi yoniindeki
caligmalara 6zen gosterilmistir. Bu yaklagimdaki geligmeler, bosluktaki Green fonksiyonunun
elde edilmesi ile iz kazanmistir. Temel ¢6ziim, herhangi bir sinir sart1 tanimlamaksizin bir
nokta kaynaktaki denklemi saglar. Bu durumda, homojen ortama uyumuyla problemin boyutunu
bir derece indirger. Ornegin hacim integrallerini yiizey integrallere, yiizey integrallerini gizgisel
integrallere ve integral denklemleri diferansiyel denklemlere indirger.

Smir integral denklem y6ntemi, yaklasik 1960°dan 1975’e kadar olan gegen zamanda
oldukga ilgi ¢ekici olmustur. Sinir integral denklem yontemini kullanan M.A. Jawson, G.T.
Symm (1963), T.A. Cruise ve F.J. Rizzo (1968) ¢aligmalan ile 1978’de Southampton’daki bir
konferansta simdilerde smir elemanlar1 ySntemi olarak bilinen yontemin onciileri olmustur.
Daha sonra C.A. Brebbia, P.K. Banerjee, R.P. Shaw, J.A. Liggett, H. Antes gibi isimlerin
Onciiliik ettigi aragtirma grubu fiziksel ve teknolojik alanlarin ¢ogunda smir deger problemlerin
¢oziimiine imkan saglayan konulan gelistirmigtir. Bdylece bu konular pek ¢ok iiniversitenin ve
aragtirmacinm ilgi odag: haline gelmigtir.

Smur elemanlart yntemi, sinir deger problemlerinin integral denklem formiilasyonuna
dayalidir. Aynistirmay: bolgede degil de sadece simirda yapmaktadir. Bolge tipi yontemlerin
(sonlu elemanlar ySntemi ve sonlu farklar ySntemi) tersine sinir eleman formiilasyonundaki
boyutsalligin derecesi bir derce indirgenir ve dolayisiyla analizi basitlestirir. Bu y&ntem
karmagik smurlt ve smrsiz bolgeler igin uygundur. Yontem, potansiyel teorisi, elektrostatik,
elastodinamik, viskoelestosite, kirilma analizi, 1s1 transferi, sivi akigskanlar, su calkanti
problemleri, akustik , yeralti su akiglari, toprak yapisi, v.b. bir gok alanda fizik ve miihendislik
problemlerinin ¢dziimiinde kullanilir (Uyar, 2004).

Swir elemanlart ydntemi kullanarak elektromanyetik alanlari ve diger alanlan inceleyen

cesitli aragtirmalar gergeklestirilmigtir.



program gelistirmigtir. Bu programla i¢ bolge, dis bdlge ve homojen olmayan bolgeleri
kapsayan elektrot sistemleri iizerinde c¢aligmalar yapilmigtir. Elde edilen sonuglar, analitik
sonuclar ve ELCTRO paket program sonuglan ile karsilastirlmigtir.(Uyar, 2004)

Bu ¢aligmanin amaci, s elemanlan yontemiyle manyetik skaler hesab1 yapmaktir. Bu
amagla manyetik skaler potansiyeli hesabi igin kullamilan Laplace denklemi sinir integral
denklemine doniistiiriilmiis ve smr integral denklemi sinir elemanlari yontemi kullanilarak
lineer denklem sistemi elde edilmigtir. Daha sonra bu lineer denklem sistemi matris formuna
getirilerek ¢dziilmily ve sinirdaki manyetik skaler potansiyel ile manyetik skaler potansiyelin
normale gore tiirev degerleri elde edilmigtir. Bu sinir degerler kullanilarak i¢ noktalardaki
manyetik skaler potansiyeller hesaplanmigtir.



2. MANYETIK ALAN

2.1. Temel Kavramlar

Elektromanyetik alanlarda kargilagilan biiyiikliklerin ¢ogu skaler ve vektdrel olmak

fizere iki stmifta incelenebilir.

2.1.1. Skaler

Tam olarak biiyiikliigii ile tanumlanabilen fiziksel bir miktar skaler olarak adlandirihr.
Skaler miktarlarin baz1 6mekleri; kiitle, zaman, sicaklik, is ve elektrik yiikiidiir. Bu miktarlarin
her biri tamamen bir tek say: ile tanimlanabilir. 20 °C’lik sicaklik, 100gr’lik bir kiitle ve 0.5
Coloumb’luk bir yiik skaler bityiikliiklere Srnektir.

2.1.2. Vektor
Yonii ile birlikte bir biiyiiklige sahip fiziksel bir miktar vektor olarak adlandinlir.
Kuvvet, hiz, manyetik alan ve ivme vektorel biiyiikliiklerdir. Vektorler herhangi bir harf iizerine

bir ok yerlestirilmek suretiyle gosterilirier. Ornegin A.
Birim bityiikliie sahip bir vektdre birim vektor adi verilir. Bir vektér daima birim

vektor ile temsil edilebilir. Ornegin A vektorii;

A=A3, @2.1)

olarak yazilabilir. Burada A, A’nm biyiikliigii ve d4 ise A yoniinde birim vektdr olup

asapidaki gibi yazilabilir.
A= % 2.2)

2.2. Skaler ve Vektorel Alanlar
Bir skaler alan, bogluktaki biitiin noktalarda bir fiziksel biiyiikliigii tanimlayan bir
fonksiyondur. Bir fiziksel biiyiikliik, skaler veya vektdr olabileceginden, bir alan skaler veya

vektor alani olabilir.

2.2.1. Skaler Alanlar
Bir skaler alan her noktada bir tek say: ile belirlenir. Skaler alanlara bir gazin sicakhig:
ve elektriksel potansiyel 6rnek olarak verilebilir.

2.2.2. Vektorel Alanlar
Bir vektorel alan boslukta her noktada hem biiytikliigii ve hem de yonii ile belirlenir. Bir

akiskanin hizi ve ivmesi, yer ¢ekimi kuvveti ve manyetik alan vektor alanlarma 6rnek olarak

verilebilir.



2.3. Alaniarin Zamana Gore Smiflandiriimas:
2.3.1. Statik Alanlar

Eger bir alan zamanla degismiyorsa buna statik alan denir. Durgun yiiklerin olusturdugu
elektrostatik alanlar ve yiiklerin kararli hareketleriyle meydana gelen statik manyetik alanlar
statik alanlara 6rnek olarak verilebilir.

2.3.2. Zamanla Degisen Alanlar
Bir alan zamanla degisiyorsa, bdyle bir alana zamanla degisen alan denir.

Elektromanyetik alanlar zamanla deg@igen alanlara 6rnek olarak verilebilir.

2.4. Elektromanyetik Alanlann Simflandirimas:

Elektromanyetik alan galigmasinda alanlar d6rt temel siniflandirmaya tabi tutulur. Alan
problemlerinin ¢dziimiinde, ¢alisilan alamin hangi smifa ait olduu 6nemlidir. Ciinkii bir
problemin ¢dziimil i¢in kullanilmas: gereken islemi belirler. Bu bakimdan simdi her sinifla ilgili

alanlarm 6zelliklerinin incelenmesi gerekir.

2.4.1. L. Smuif Alanlar

Bir F vektor alam eger bir bolgenin her yerinde,
VE=0 23)
VxF=0 24

ise Lsinif alan olarak dikkate alinir. Bununla beraber vektoriin curl’ii sifir ise vektor bir skaler

fonksiyonun gradyant: ile yazilabilir.

F=-Vf (2.5)
V.F=0 (2.6)
V(- VE)=v2f =0 @7

elde edilir ki, bu bir Laplace denklemidir. I. Simf alanlarin elde edilmesi i¢in bdlgenin
smirindaki sartlara uygun olarak Laplace denklemini ¢dziilmesi gerekir. Skaler f fonksiyonu
bilindikten sonra F vektor alam F = —Vf olarak hesaplanabilir.

Lsmif alanlara 6rnekler yiiksiiz ortamdaki elektrostatik alanlar ve akim gegmeyen bir
ortamdaki manyetik alanlardir.



2.4.2. I1. Suuf Alanlar

Eger bir F vektor alam bolgede,
VF#0 (2.8)
VxF=0 2.9

ise ILsimf vektor alani olarak adlandinhr. Burada yine VxF=0 F=—Vf ’yi gosterir. Ciinkii
V.F # 0 oldugundan, V.F=p olarak yazilabilir. Burada, p bdlge iginde bir sabit veya bilinen
bir fonksiyondur.

Vi=—p (2.10)

bu denklem bir Poisson denklemidir. Boylece IL.simf alanlar sinir sartlarinim simirlamalan i¢inde

Poisson denkleminin ¢6ziimiiyle bulunabilir. Sonra F vektor alam, F=-Vf olarak
bulunabilir. Yiikli bir ortamdaki elektrostatik alan II.smaf alana bir 6mektir.

2.4.3. I1I1. Simif Alanlar
Eger bir F vektor alam bolgede,

VxE#0 (2.11)

ise ITI. stmf alan olarak dikkate almir. Eger bir vektoriin diverjans: sifir ise bu durumda vektor

bagka bir vektoriin curl’i ile ifade edilebilir. V.7 =0 igin,

F=VxA (2.12)
olarak ifade edilebilir. Burada A diger bir vektor alanidir. Vx F = 0 oldugundan bu denklem
VxF=] (2.13)
olarak yazilabilir. Burada J bilinen bir vektdr alamdir. V x F =J konularak,

Vx(VxA)=7 2.14)
seklinde yazilir. Vektor zdesligi kullanilarak bu denklem asafidaki gibi ifade edilebilir.

V(V.A)-v?A =7 2.15)



Teklik teoremine gére A ’nmin bir tek vektdr alani olmas: icin bunun diverjansinin da

tanimlanmas: gerekir. Eger V.A =0 olacak gekilde bir smirlama konulursa,

VA=-J (2-16)

elde edilir ki, bu denklem Poisson vekt6r denklemi olarak adlandirilir. Bundan dolayi TIL.sumf

alanlar Poisson denkleminin ¢dziimiini gerektirirler. F vektor alam A >dan F=Vx A olarak

hesaplanabilir. Akim tastyan bir iletken igindeki manyetik alan IIL. smif alanlara Srnektir.

2.4.4.1V. Sumif Alanlar
Bir F vektor alaninin IV. sinuf alan olmas1 igin hem diverjansmin ve hem de curl’tintin
sifir olmamas: gerekir. Bununla birlikte F vektorii G ve H vektor alanlarma aynlir ki, G IIL

sinif ve H ILsinifin ihtiyacini karsilamaktadir.

F=G+H (2.17)
v.G=0 VxG#0 (2.18)
VxH=0 V.H=0 (2.19)
yazilir.Boylece,

H=-Vf G=VxA (2.20)
F=VxA-Vf (2.21)

sonucu elde edilir. Sikistirilabilen bir ortamdaki hidrodinamik alanlar IV .Simf alanlara Srnektir
(Giirdal, 2000).

2.5. Lorentz Kuvveti

Bir B manyetik alaninda, V hiziyla hareket eden bir Q yiikiine etkiyen manyetik
kuvvet soyledir:

g = Q[ x B) 222)

Bu manyetik kuvvet, Fe=QE elektriksel kuvvetiyle birlestirilirse bir Q yiikii

tizerindeki toplam elektromanyetik kuvveti veren Lorentz kuvveti ifadesi bulunur.



F=Q[E+(¥xB) (2.23)
2.6. Biot-Savart Yasas:
2.6.1. Kararh Akimlar

Durgun yiiklerin elektrik alani zamanla degismez; elektrostatik terimi de buradan
kaynaklanir. Benzer sekilde kararli akimlarin manyetik alani zaman iginde sabit kalir. Kararh
akimlarin incelenmesine de manyetostatik denilmektedir.

Durgun yiikler = Sabit elektrik alan; elektrostatik

Kararli akimlar = Sabit manyetik alan; manynetostatik

Karal: akim denildiginde hi¢ degismeden devam eden bir yiik akimini anlagilmaktadir.
Ancak pratikte gergekten kararli bir akim yoktur (tipk: gergekten durgun bir yiik olmadig gibi).
Bu anlamda elektrostatik ve manyetostatik sadece teoride kullanilan ifadelerdir. Fakat yiik ve
akim dagilimlarindaki degismeler kiiglik ise, gercek durumu temsil etmesi agisindan iyi bir
yaklagimdir.

2.6.2. Kararh Bir Akimin Manyetik Alam

Kararl bir akim gegen telin manyetik alam Biot-Savart yasasi ile verilir.

(2.24)

Sy B IxR __pl dixR
B(P)_47t j—Rz dl= | o

Integral tel boyunca ve akim yoniinde gidilerek almir; dl kiiciik bir tel uzunlugudur. R ,
akim parcasindan P noktasina ¢izilen vektdrdiir. p sabiti boslugun manyetik gegirgenligi

(permeabilite) adim alir ve MKS sisteminde deferi p = 4mx 107 N/ A? olur. Bu secim sonucu

B manyetik alan1 Newton/amper-metre veya Tesla (T) biriminde gikar (1T=1N/Amper).

2.7. Ampere Yasas

Ampere yasasmin diferansiyel ifadesi,
VxB=yJ (2.25)

seklindedir. Bunun integral ifadesini elde etmek i¢in Stokes teoremi uygulanir.

[(vxB)da = JBai = [Jaa 2.26)
S C S

Burada, ﬁda yiizeyden gecen toplam akimdir. Buna gore;
$



4Bdl=p1i9 2.27)
C

esitligi Ampere yasasinn integral ifadesi olur (Griffiths D., J., 1996).

2.8. Manyetik Vektdr Potansiyeli
Manyetik aki yogunlugunun diverjanst sifir oldugundan daima siireklidir. Diverjansi
sifir olan bir vektdr baska bir vektdr biriminin curl’{i olarak ifade edilebilir.

B=VxA (2.28)

Burada A manyetik vektor potansiyeldir.;& ’nin bir ifadesini tanimlamak igin ilk &nce
B alam igin Biot-Savart kanunu yazilabilir. P(x, y, z) noktasinda, akim tagiyan bir iletkenin
meydana getirdigi akt yogunlugu;

dixR
B=% j 3 (2.29)

Burada R=(x-x")a+(y—y')dy+(z—-2")a dir. Usli ifadeler kaynak noktasini,

iissiiz ifadeler alan koordinatlarin: ifade eder.

v(-):——— (2.30)

oldugundan dolay: aki yogunlugu ara iglemlerden sonra,

B=Vx[(—pl) d—-i'
4z /9 R

ile ifade edilir.

Denk.(2.28) ve denk.(2.31) karsilagtmlirsa vektor potansiyeli A asagidaki sekilde

yazilabilir.

(2.31)

| |

- dr
A= % = (2.32)

A kullanilarak manyetik aki @ de tammlanabilir.

Q= I Bds = I(V X A)is (2.33)
$

S

10



Stokes teoreminin dogrudan bir uygulanmasiyla denk.(2.33),

o=dAadi (2.34)
C
seklini alir. Burada C, agik S yiizeyini gevreleyen ¢izgidir (Giirdal,2000).

2.9. Manyetik Skaler Potansiyel
V, ile belirtilen ve negatif gradyant: manyetik alan siddetini veren bir manyetik skaler

potansiyelin varlig1 kabul edilirse,
H=-VV_ (2.35)

yazilir. Negatif gradyantin segilmesiyle manyetik skaler potansiyel ile elektrik potansiyel
problemleri arasinda daha yakin bir benzerlik saglanacaktir.

Bu tamimlama, manyetik alan igin daha Once elde edilen sonuglarla Grtiismelidir.
Bundan dolayi ,

VxH=J=Vx(-VV_) (236)

olmalidir.

Fakat herhangi bir skalerin gradyantinin curl’ii sifir oldugundan, eger H bir skaler
potansiyelin gradyanti olarak tamimlanirsa, skaler manyetik potansiyelin tamimlandi: bolgede
akm yogunlugu sifir olmalidir. Dolayisiyla,

H=-VV_ (J=0) 237)

elde edilir.

Manyetik devreler de iletkenler az bir kapladigindan, skaler manyetik potansiyelin
faydali olabilecefi agiktir. Sirekli miknatis durumunda da skaler manyetik potansiyel
uygulanabilir. V,, ’in birimi amper-sarim’dur.

Bu skaler potansiyel Laplace denklemini de saglar. Boglukta;

VB=pV.H=0 (2.38)
uv(-vv, )=0=>  V’V_=0 (=0) (2.39)

V, homojen manyetik malzemede her zaman Laplace denklemini dogrular; akim

yogunlugunun mevcut oldugu bolgede skaler manyetik potansiyel tanimlanamaz.

11



2.10. Elektrik Alan Siddeti fle Manyetik Alan Siddeti Arasindaki Benzerlikler
Elektrik alan siddeti ile elektriksel potansiyeli arasindaki bagntt,

E=-VV (2.40)

seklindedir. Bir manyetik skaler potansiyelin, manyetik alan siddeti ile bagntist ise,

H=-VV (2.41)

m

seklinde yazilir. Manyetik ile ilgili devrelerde V,,’i magnetomotor kuvvet olarak tanimlamak
miimkiindiir ve boyle yapildifinda manyetomotor kuvvet (mmf ) ile elektromotor kuvvet

(emk) arasinda bir benzerlik oldugu kabul edilir.mmf *in birimi ampere *dir ve V,, akim

olmayan bélgede tanimlanir.
A ve B noktalar: arasindaki elektriksel potansiyel fark ,

B
A fﬁdl (2.42)

A

seklindedir.
V. (mmf ) ile manyetik alan siddeti arasinda da benzer bir bagmnt,

B
Vinas = [Hdl (2.43)
A

seklinde yazilabilir (William, H., R.,1983).

12



3. MATEMATIKSEL TEMELLER

3.1. integral Bagmtilar
Kismi integrasyon, diferansiyel denklemlerin integral formiilasyonunda sik sik
kullanihir. Iki boyutlu durumlarda kismi integrasyon daha gok gradiyant ve diverjans teoremi

olarak bilinir. Burada smir elemanlar1 yonteminde kullanilan bazi onemli &zdeslikler

incelenmistir.
3.1.1. Gradyant Teoremi
[eradFdxdy = [VFdxdy = fFds G.1)
Q Q r
veya

1—-+3——}1xdy q‘n 1+ny3)?ds 3.2)

Denk(3.2) (Eger bilesenler esitse iki vektor esittir.) asagidaki bagmtinin saglandigini anlatir.

j xdy = g[ Fds, j =dn, Fds 33)

3.1.2. Diverjans Teoremi

jdidexdy-—_- jv-dedy= fi e Gds (3.4)
Q Q r
veya

i@ + —)dxdy 4 n,Gx+n Gy)is (3.5)

Burada () nokta vektérlerin skaler garpimini belirtir. 72, Q alaninin sminna dik olan
birim vektdr normalidir. n, ve ny(Gx veG y) ﬁ(G)'nin kartezyen bilegenleridir. Integral isareti

tizerindeki daire integralin biitiin sir iizerinden alindigint belirtir(Sekil 3.1).

13



Sekil 3.1 Coziim bolgesinin sinirlan
Kosiniis yoniindeki fi birim vektoriiniin bilesenleri olan n, ve n,
n, = Cos(x,1), n, =Cos(y, ) (3.6)

olarak yazilabilir. Burada Cos(x,ﬁ), pozitif x yonii ile n birim vektorii arasindaki aginm
kosiniisiidiir(Reddy, 1993).

3.2.Gauss Integrasyonu
Problem olarak bir boyutlu integral g6z dniine alindiinda,

1= [flehg 3.7)
-1

integralini elde etmek i¢in Gauss alan hesab1 yaklagimi kullanilabilir.

n sayidaki nokta yaklasim ile,
I= [FERE » Wi (E)+ Wt (G )+ vt W, T(E, ) €)
-1
yazilabilir. Burada w,w,......w aglik faktorleridir ve &;,&,.......&, Ormek noktalar yada

Gauss noktalandir. Gauss alan hesabindaki temel diisiince, denk(3.7)'in miimkiin oldugu kadar

yiiksek dereceli bir f (5) polinomunun tam cevabim saglayacak sekilde, n Gauss noktasinn ve n
agirlik faktoriiniin secilmesidir.

14



3.2.1. Bir Noktah Formiil

f(x)
Yaklagik o o — - r QB"OC
— 17 v v
alan=2f(0) vﬁ\—? v OVVO I
70 9 © 5 © o
v O 7 O Vo o Ov
— v O @]
Tam alan J Coy ovy J o
H P>
-1 0 1
Sekil 3.2 integrali alinacak bolge
n=1 olan asagidaki formiilii g6z 6niine alalim,
1
[e@hs ~wit() (39
4

w, ve &, olmak iizere iki parametre oldugundan, f (£) birinci dereceden bir polinom oldugu
zaman, tam ¢&ziim olan denk(3.9)'deki formiil g6z Sniine alinir. Dolaysiyla f (§)= a; +a,¢ ise,

asaZidaki denklemlerin yazilmas: gerekir.

Hata = l.f(a0+al§1 Xe—w f(£,)=0 (3.10)
4

veya

Hata = 2a,—w, (a,+a,£, ) =0 (3.11)

veya

Hata =a,(2—w,)-w,2,& =0 (3.12)

denk(3.12)den goriilecegi gibi w; =2,£ =0 oldufu zaman hatanin sifirlandigs gériilir. O

zaman herhangi bir f fonsiyonu igin

1= jf(g)dg ~2£(0) (3.13)
-1

15



elde edilir. Bunun da bilinen orta nokta kurali oldugu goriiliir.( Sekil 3.3)

3.2.2. iki Noktal: Formiil

n=2 olmasi durumunda,
1
jf(f)if ~ Wlf(fl )"' sz(fz) (3.14)
a

yazilacagindan 4 parametre gerekir. Bunlar w,,w,,&, ve &,'dir. Bundan dolay: kiibik polinom
icin, denk(3.15)deki formiil tam ¢oziimdiir. BSylece, f(§)= ay+a,f+a,E2 +a,&° segilerek
denk(3.15) elde edilir.

~1

Hata =[ I(ao +a, &+ 3252 + a3§3}i§:} - [w]f(§1)+ wzf(fz)] (3.15)

burada, ihtiya¢ duyulan sifir hatay1 asagidaki denklemler verir.

Wl +W2= 2

WG +Wydy =0

2 2_ 2
Wi+ w6, = 3 (3.16)
W&+ w87 =0
Lineer olmayan bu denklemler tek ¢6ziime sahiptirler.
w,=w,=1, —£ =&, =1/3 =0.5773502691..... (3.17)

Buradan ¢ikan sonug; Eger f dercesi (Zn - 1) veya daha yiiksek olan bir polinom ise n

noktali Gauss Quadrature tam cevabt saglayacaktir. Tablo 1'de n=1'den n=6'ya kadar Gauss alan

hesabi i¢in w; ve & degerleri verilmistir. Gauss noktalan orjine gore simetrik olarak

yerlestirilmigtir. Simetrik olarak yerlestirilen noktalarin agirlik faktsrlerinin aymidir.
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Tablo 3.1 Gauss alan hesabi i¢in Gauss noktalari ve agirlik faktorleri

Noktalarin | Lokal Kordinatlar Agrlik Faktorleri, w,
Numaralari, | (Apsisler), &,
n
1 0.0 2.0
2 +1/43 =0.5773502692 | 1.0
+0.7745966692 0.5555555556
’ 0.0 0.3888888889
+0.8611363116 03478548451
4 +0.3399810436 0.6521451549
+0.9061798459 02369268851
5 +0.5384693101 0.4786286705
0.0 0.5688888889
+0.9324695142 0.1713244924
6 +0.6612093865 03607615730
+0.2386191861 0.4679139346

(Chandrupatla,Belegundu, 1991).

3.3. Sumir Sartlan

Bir kismi diferansiyel denklemin bilinmeyen @ fonksiyonu bulunurken. ®, bilinen bir

R ¢oziim bolgesinde L ® =g denklemini dogrular. Burada L bir operatdrdiir (integral veya

integro-diferansiyel) ve g bilinen bir kaynaktir. @, R’nin S sinirinda belirli sartlar: saglamalidir.

Genellikle bu sinir sartlan, Dirichlet , Neumann tipi ve kangik tip sinir sartlandir.

1) Dirichlet simnir sart::
®@)=0 r, S smrmda (3.19
2) Neumann sinir garti:
%(r) =0 r, S simrinda (3.20)
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3) Kangik sinir gartt:

é((I;—Ifr—)+h(r)(l>(r)=0 r, S smrinda (3.21)

Burada, h(r) bilinen bir fonksiyondur ve S sinirinin dis normali y6niindeki tiirevidir.

%’:Vcb.a,, (3.22)
an
P /’\\/
/"/
/
y 3 \
\‘\.\ R S
\\
x\"‘\\,_\\_/./ g
x

Sekil 3.3 S ile siurh bir R bolgesi
Sekil 3.4°de gosterildigi gibi a, , R bolgesinin disa doniik birim vektoriidiir. Neumann
sinir gart1, h(r)=0 i¢in karigik simir sartinin 6zel bir durumudur.
Denk.(3.19)’den denk.(3.21)’e kadar olan denklemlerdeki sartlar homojen sinir sarti
olarak isimlendirilir. Daha genel sartlar homojen olmayan (inhomojen) sartlardir,

Dirichlet Sinir Sarti; ®(r)=p(r) r, S smnrinda

Neumann Sinir Sarty; %=q(r) I, S smirmnda
oo
Karigik Sinir Sarty; o +h(r)®(r)=w(r) r, S smurinda

Burada p(r), q(r) ve w(r) simirda net olarak bilinen fonksiyonlardir. Ornegin, @ (0)=1
bir inhomojen Dirichlet simir sart1 ve @ (0)=0 homojen smir sartidir. ®'(0) =1 ve ®'(0)=0
sirastyla inhomojen ve homojen Neumann sinir sartidir.

Ornegin, elektrostatikte S simirmda elektriksel potansiyelin degeri bilinirse Dirichlet

smir sart1 olur. Eger yitk dagilimi (ps =D, =8%‘] bilinirse 0 zaman sinir garti Neumann’dir.
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O veya % bolgenin smnirinda biliniyorsa herhangi bir bolgede harmonik bir fonksiyonu

bulma problemi Neumann problemi olarak adlandirtli(Matthew, Sadiku, 1992).

3.4. Temel Coziim
Iki boyutlu Laplace denkleminin icin temel ¢oziimii denklemin smir eleman
formiilasyonunda kullamilan agirlik fonksiyonudur. Bundan dolay: smir elemanlar1 yontemini

uygulayabilmek i¢in temel ¢6ziimiin bulunmas: gerekir.
. 8’u 2% . R . .
Q alamindaki, Pl + -67 =0 Laplace denkleminin temel ¢&ziimii agagidaki denklemin

¢Oziimiidiir.

2%u  9%u
§+¥+5(£—x,ﬂ—y):0 (3.23)

Buarada (g,7) tekil noktasinda bir lokal silindirik koordinat sistemi kabul edilerek,

r= J(a - x)2 + (7] - y)2 yazilirsa,
2
Viw = 13(3—“’—] ., (324)
roc\ o) r’ 00’

2
olur. 7>0 igin, 8(—x,7—y)=0 ve simetri sebebiyle ‘;6“2"

stfirdir. BSylece denk.(3.24)

10 ow

il ISk A Y1 3.25
rar( ) (3.25)
olur. Bu denklemin ¢6ziimii,

w=Alnr+B (3.26)

olur.

A ve B'yi bulmak i¢in Delta fonksiyonun 6zelligi kullanitir. Denk.(3.23)'den ,

J'vzwdD = j&u) =-1 (3.27)
D D

elde edilmelidir. Burada D = 01 igeren herhangi bir bolgedir. Denk.(3.27)’i elde etmek igin
basit bir bolge segilir.

19



SR\
/ < - \

En > )
\.\ 4‘,//

Sekil 3.4 Temel ¢dziim i¢in segilen bolge

» X

Eger D, » =0 merkezli £ > 0 yarigapl kiigiik bir disk ise o zaman diverjans teoreminden,

2z

[Pwdp = [Pas= [RE o [P rgg-1 (328)
D o 00 o O on g Or
1
w=——1Inr+B (3:29)
2z
olur. B keyfi bir sabittir ve genellikle sifira esittir. Boylece iki boyutlu Laplace denklemi igin
temel ¢6ziim,
W =——!—lnr=—l—lnl 3.30)
27 27 r

seklinde olur. Burada r = J (6‘ - x)2 + (77 - y)2 'dir(Hunter, Pullan, 2003).
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4. POTANSIYEL PROBLEMLER

Fizik, miihendislik ve uygulamali matematikte birgok problemi temsil eden Laplace ve
Poisson denklemlerini gerektiren bazi fiziksel durumlar sunlardir:

1-Kararh hal 1s1 iletimi problemleri

2-Kat1 mekanikteki burulma problemleri

3-Elektrostatik potansiyel problemleri

4-Manyetostatik problemler

Bu boliimde iki boyutlu kararli potansiyel problemleri igin smir elemanlan1 ySntemi
incelenmigtir. Smur elemanlann yonteminde ilk olarak bdlgenin smir1 sonlu sayida smir
elemanlarina bolmelenir. Daha sonra yontem, denklemin temel ¢bziim kullanilarak sinirda
ayriklastirildigi zaman tekil noktalar @iretmesi harig, agirlikli artiklar tekniginin 6zel bir durumu
haline gelir. Basitce bu yontem sinirda sinir deger problemlerinin temel ¢6ziimiiniin integralini
almaktir.

4.1. Laplace Denklemi
Laplace smir deger probleminin ¢oziimii su sekilde yapilir.

Viu=0,u=u, C,'de, %;=q=q0 C,'de 4.1)

Burada C=C, UC, R bblgesinin smiridir. Bir i noktasinda hareket eden yogunlastirtimis bir
yiik ile temsil edilen potansiyel sinir deger problemi agagidaki gibi yazilabilir.

Ed

Vi =-8()u" =u, C,'de, %=q*=q*o C,'de 4.2)
- alan noktasi /| alan noktasi
r r
P

i
kaynak noktasi kaynak noktasi

r=lr|=]x-x"| = | xj-xil

Sekil 4.1 Kaynak ve alan noktasi

Bu problemin ¢&ziimii, potansiyel problemler i¢in temel ¢6ziim olarak adlandirilir.

Delta fonksiyonun &zelligi gozoniine alindiginda,
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o= [ u[v2u” + 5()xdy = [ uv?u"dxdy +u() (4.3)

olur. Burada u(i), yiikiin uygulandigt i noktasinda bilinmeyen u'nun deerini belirtir.
u(i)= u(xi)'dir. Burada x; kaynak noktasidir. Dolaysiyla r = lx ; —xi|'dir. ( Sekil 4.1)

Denk.(4.1)'deki sinir deger problemine agirlikli artiklar uygulanirsa asagidaki denklem

elde edilir.
[[ (72ujweixay =0 4.4
Denk.(4.4)'e Diverjans teoremini uygulanirsa,

-f[[22.

yazihr. Soldan ilk denkleme Diverjans teoremi tekrar uygulanacak olursa denk.(4.5),

ou
dy+ fwPds=0 4.5
Y !wans (4.5)

- .“; uV2wdxdy — u%:—ds-i- Iw%ds=0 (4.6)
c [

sckline gelir. u=u, C,'de, % =q=¢q, C,'de (burada C=C,uUC,) oldugundan dolay1

w'yi u',q'uda q" ile yer degistirerek denk.(4.3)'den ve denk.(4.6)'dan asagidaki denklem elde

edilir.

u(l) Iu qds + Iu qods — Iuoq ds— J'uq ds @.7

¢ Ca

*

burada q" =—6—;;—’dir.

T ﬂ_l\\\c e
//(i ) “Zj\“‘s\

..
// .

~

Sekil 4.2 Integrallerin siira indirgenmesi
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Denk.(4.7) bolgedeki herhangi bir i noktasinda bilinmeyen potansiyel u degeri i¢in gereklidir.,
Bununla birlikte denk.(4.7)'yi simir elemanlari yontemi ile ¢dzebilmek igin, onu sinira
indirgemek gerekir.

Sekil(4.2)'de oldugu gibi iki boyutlu bir R bélgesinin sinirinda & yangapl bir ¢, yarim
¢emberinde sinir noktasi i bu yarim ¢emberin merkezi kabul edilirse, £ — 0 oldugunda yarim

gember i siur noktasma indirgenir. Ayrica R bélgesinin ¢ sinirt diiz ve C=C, UC, oldugu

kabul edilerek, i smir noktasi c'nin ¢, pargas: fizerinde olmak sartiyla ¢, simrm c, ve c,_,

olmak iizere iki pargaya bdliiniirse,
j'uq*ds = juq*ds+ juq*ds (4.8)
e ° -

yazilir. Temel ¢0ziim, sag taraftaki birinci denklemde yerine yazilip limiti alindiginda bu
integral,

-0 271 2

cs Cs

lim fuq"ds = lim j' (———)ds——hm——— ds=-1 (4.9)

sonucunu verir. Burada, j ds = z¢ (yarim gemberin gevresi), £ = 0 oldugundan C,__ sinuri tekrar

Cq

C, olur. Denk.(4.7)'nin sol tarafina da ayn1 islem uygulanirsa su sonucu verir.

hm u‘qds = hm—q~lnl ds=—9—hm£lne 0 (4.10)
&0 27 2 &0

cB &

Dolayistyla limit alma iglemi denk.(4.7)'de herhangi bir yeni terim ifade etmez.
Denk.(4.9),denk.(4.7)'de yerine yazilarak C, smrmdaki i noktas: i¢in asagidaki iki
boyutlu sinir integral denklemi elde edilir.

()+ uqds+ J.uq ds= Iu qds + '[u qods 4.11)

€

i+ 1

\
we
¥
[

o)

o DY

N
jary

o
~

(a) (

Sekil 4.3 Diigiim noktalan
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Eger i noktasmin, simrin C, pargasi yerine C, pargasi iizerinde oldugu diistiniiliirse

ayn1 sonug elde edilir.
Genel olarak denk.(4.11) asagidaki gibi yazilabilir.

o(iuli)+ fug'ds= fu'qds, C=C,LC, (4.12)

[

Temel smir sartlar1 altinda u=u,c,'de ve dogal sinir sarti —Z—nu—r:q=qo c,'de

seklindedir. Burada iki boyutlu durumda,

(0,i RuC'in disinda ise
1,i Rbolgesiigerisindeise

c(i):'J %, i Csmnnindiizparcasiiizerindeise - (4.13)

—9—, i kGse noktada ise
(2%
8, 1 noktasinin bulunduBu késenin i¢ acgisimin radyan cinsinden degeridir(Sekil 4.3b). Sekil

3a'da ise cfi) =—;— degerindedir.

4.2. Poisson Denklemi
Poisson siur deger probleminde ise Laplace denkleminden farklt olarak sa§ taraf sifir
degildir.
2 du
Viu=b,u=u, C,'de, gn—=q=q0 C,'de (4.14)

Burada b= b(x,y) ve 6nceden oldugu gibi C=C, UC, iki boyutlu bir R bdlgesinin sinuridur.

Denk.(4.1)'in temel ¢6ziimii olan u” , agirlik fonksiyonu olarak alinip, denk.(4.14)in integraline
diverjans teoremi uygularsak agagidaki sonug elde edilir.

”(Vzu - b)x"dxdy = H(quu* —bu" )lxdy + Iu'qu + |u"q,ds— J.uoq*ds - qu*ds
R R <

Cy C €

=0 (4.15)

Denk.(4.3)deki gibi j' i uV2u“dxdy =u(i) oldugundan V?u' =-5() kullantlarak

asafidaki denklem elde edilir.
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0= —j.jbu*dxdy —ufi)+ j'u*qu + Ju'qyds— Iuoq*ds - .[uq*ds
R

Burada
0= Hbu*dxdy +ufi)+ Iuoq*ds + qu*ds = ju*qu + Iu*qods (4.16)
R [ [ [ Ca

veya denk.(4.12)'de elde edilen tarzda, asagidaki gibi iki boyutlu bir smir integral denklemi elde
edilir:

e(i)u(@)+ [[ou’dxdy + fua“ds = fu'qds @.17)
R c <
Burada c(i) denk.(4.13) ile tanimlanir.

B, = j [bu”dxdy (4.18)
R
burada B, alan integralidir.

4.2.1. B, Alan Integralinin Sumira Indirgenmesi
4.2.1.1. Ozel Coziim

Poisson denklemi i¢in sinir deger problemi, smnir sartlarina bagh 6zel bir ¢6ziim ortaya
¢ikartilarak, Laplace denkleminin siir deger problemi sekline indirgenebilir.

Bu islemi gostermek igin, Poisson denklemini gtz Oniine almmustir. ¢ potansiyel

fonksiyonu,
=0 +¢ (4.19)

seklinde yazilabildigini kabul edelim. Burada § Laplace denkleminin (Vg =0) ve § Poisson

denkleminin (VZJ = b) 6zel ¢oziimiidiir. Boylece alan integrali,
[#"bdv= [¢'Vgav (4.20)

seklinde yazilabilir.
ikinci Gren dzdesligi uygulanarak ¢" veg;f fonksiyonlart i¢in B, alan integrali,
[#'v2dav = [V v+ [¢dds— [qdds (4.21)
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seklinde yeniden yazilabilir.
Burada, " =3¢" / on ve = 65 / On 'dir. Gerekli islemlerden sonra asagidaki ifade elde

edilir.
#(x)+ [#"ads— fq"pds =4(x')+ [p°Gas— [q"das (422)
Bu denklemde biitiin integraller sadece sinir boyunca hesaplanmaktadir. Denk.(4.22) yeni

degisken ;Z 'nin bir fonksiyonu olarak daha genel bir sikistirilmis sekilde asagidaki gekilde

yazilabilir.

§(x')+ [#'dds— [q"gas (423)
s 8
Burada 3 =¢ —¢? denk.(4.19)'da verildigi sekliyle tiim sinir noktalarma uygulanirsa,

H§ =Gg (4.24)
sistemini verir. Bu sistem,

Hy-Gg=Hg -Gg (4.25)
seklinde de yazilabilir. Burada B,

B=Hg -G¢ (4.26)

seklindedir.
Bu yaklasimn temel dezavantaji 6zel ¢oziim ¢'yi analitik bir sekilde bulma

ihtiyacidir. Bu baz: durumlarda zor ve bazi durumlarda imkansizdir (Wroble, 2002).
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5, SINIR ELEMANLARI YONTEMi

Iki boyutlu R bdlgesinin diiz C siurt N pargaya boliiniirse, bslmeleme noktalarim
birlegtiren dogrular sinir elemanlar1 olarak adlandirilir(Skekil 5.1). Bolmeleme noktalar1 simr

elemanlarinin ug noktalar1 olarak adlandintir. Smirmn bélmelenmesi genelde yaklasik bir R
bolgesinin ve yaklagik bir C smirmn olusmasma neden olur. C smir ile yaklagik C smm
arasinda kalan bolge bolmeleme hatasina neden olur. Siur elemanlan segimi bu bSlmeleme
hatasin daima minimize edecek yonde olmahdir. Eger sinir sartlar1 kanigik ise yani temel ve

tabii smir sartlan C, ve C, (C =C,uC 2) pargalarina uygulanirsa, bu iki parganin ortak noktast

ug nokta olarak alimir. Sifir bslmeleme hatas: durumunda R =R ve C=C alinir. Verilen smr
sartlarina gore u ve q'nun hem bilinen hem de bilinmeyen degerlerinin gtz oniine alndig

noktalar diigiim olarak adlandirilir. Sekil 5.2'de i¢ tip eleman diitimii g6sterilmistir.

Ug noktalar
P

sInir pargast G
sinir elemani €

Sekil 5.1 Coziim bolgesinin sinirlarinin bolmelenmesi

1. Sabit elemanlar, her bir elemanmn orta noktasinda olan orta diigiimlere sahiptir(Sekil
5.2a).

2. Lineer eemanlar, iki elemanin kesisme noktasinda yer alan ug diiglimlere sahiptir(
Sekil 5.2b)

3. Parabolik elemanlar hem orta hem de ug diigiimlere sahiptirler(Sekil 5.2¢c).

Burada sadece ilk iki tip eleman(sabit ve lineer sinir elemanlar) incelenmistir.
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Sekil 5.2 Smir elemanlarinin diigiimieri

5.1. Sabit Elemanlar
R bolgesinin diizgiin siurt C;, N,'e, C,, N, 'e olmak iizere toplam N pargaya b&liinsiin.

Bu bolmeleme sonucunda yaklagik bir R bélgesi ve C smm elde edilir. Her bir eleman
fizerinde u ve q = % degerlerinin sabit oldugu ve bu degerlerin, her bir elemanm ortasindaki

diigiim degerine esit oldugunu kabul edelim. Denk.(4.12) verilen i diigiimii i¢in agagidaki sekli

alir.

uf) , & X

——+Zuj J.q"ds=qu ju'ds (5.1
2 =1 ¢ ¢

3

Burada q" =%'dir. Bu smir integral denklemi i noktasina uygulanir. Uzerinden integral

alman j parcasinin i diiglimiiyle iligkili olan I terimlerine dikkat edelim. Denk.(5.1)'in sol

C;

tarafindaki Iq*ds integralleri ﬁ“ ile ve sag tarafinda bulunan Ju*ds integralleri éij ile

Cj cj

belirtilir. Bu integraller, i diigiimiiniin j elemanma etkisini igerdiginden etki integralleri olarak
adlandirlir. O zaman denk.(5.1) agagidaki gibi olur.

. N N "
2 =1 j=1

Sabit eleman durumunda I:Iij ve éu etki integrallerini elde etmek kolaydir. Bu

integraller Gauss alan hesabi kullanilarak hesaplanmaktadir.
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N . N
Z“jHij =Z}:quij (5.3)
= J=

Burada,
) I:Iu i#]
H; = gl G4

denk.(5.1) matris formunda asagidaki gibi yazilabilir.
HU =GQ (5.5)

Burada manyetostatik alanlarda U yerine manyetik skaler potasiyel (V,,) ve Q yerine
de manyetik alan giddeti (H) yazilir ve denklem su sekilde ifade edilir.

HV, =GH (5.6)

N =N, +N, *dir. v'nun N,, g'nun N, tane bilinen degeri vardir. Boylece denk.(5.5)de N tane
bilinmeyen ortaya cikar.

1
H; terimleri c(i) (diizgiin sinirda E'dir. Sekil 4.3(a)) katsayilarim icermektedir. Bu
terimler gu sart altinda elde edilebilir. Bir uniform u potansiyeli, sonlu bdlgenin i¢ kismina

uygulandig1 zaman q = —gn—u— 'nin degeri sifir olmalidir. O zaman denk.(5.5) asagidaki gibi olur.

HI=0 (5.7

Burada I birim siitiin vektoriidiir. Denk.(5.6)’ya gbére herhangi bir satirdaki H'in biitiin
elemanlarinin toplam: sifir olmalidir. Bdylece kosegen olmayan katsayilarin degerleri bilindigi

zaman kosegen katsayilar degerleri kolaylikla hesaplanabilir. Yani,

N
H; =—) Hyyi=luN (5.8)

=
1%

v'nun bilinmeyen N, degerleri # ile ve q'nun bilinmeyen N, degerleri ¢ ile belirtilirse,.
denk.(5.5)'i biitiin bilinmeyenler sag tarafta olacak sekilde tekrar diizenlenebilir. Bu durumda

denk.(5.5) asagidaki gibi yazilir.
AX=F (5.9)
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Burada X bilinmeyen u ve q'nun vektoriidiir. Bundan dolay: C smirmdaki u ve q'nun biitiin
degerleri denk.(5.8)'den belirlenebilir. Bu durumda u'nun herhangi bir i¢ noktadaki degeri
asagidaki denklem ile hesaplanabilir.

N N
u(i)=24,Gy D uH; (5.10)

j=1 =1

I¢ noktadaki q, =du/ox ve q, =0u/dy akilari denk.(4.7)nin tiirevi alinarak

hesaplanabilir. Boylece i diiflimiinde,

h ( 3
N auﬂ aqi N N au* N aq!i
qx(x)—:'.qus—:[us;ds—;qj ;fax ds —;:uj J&x ds G.11)
c c \ S Y, ch Y,
( \ ( \
: ou” oq" b ou” L oq”
i)= |g—ds- ju—-ds= | }—ds|— > u. ds 5.12
a, () any Jay ;qjjay J}___::Jjay (5.12)
[+ [ ch } ch )
denklemleri elde edilir. Burada,
ut 1 98 1 éor
P o Ll
o' 10, 1a
dy 2xaoy 27 oy
o' 1fifar & )]
E—a_;(&n, +5n2]— (5.13)
ol _1 l(ﬁnl Jﬁnz)W
oy 2|r\é&x oy

olarak yazilabilir. n;, n,normal birim vektSrii olan fi'nin bilesenleridir. Denk.(5.10) ve

denk.(5.11) deki integraller Gauss alan hesabi yardimiyla sayisal olarak bulunabilir. ﬁij ve éu

integrasyonlar: da biitiin elemanlar i¢in j# i, aym sekilde sayisal integrasyonla hesaplanir.
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£€=-1 €=0 €=1
- !
r=-L/2 r=L/2
} —+ i
iri=r Ir2=ri=r
Sekil 5.3 Bir sabit eleman

i=j durumunda bir tekillilik ortaya ¢ikar ve bu durumda Gﬁ analitik olarak hesaplanir.

. 1 1 L; L;
Gy !u S . c'!- n[r}is 2”{ n( > ﬂ (5.14)

Burada L; = \/ (x;0 —X; )2 +(yi — s )2 i elemanmin uzunlugudur ($ekil 5.3).

Denk.(5.13)1 elde etmek icin, r=6l;/2 almir. £=0'da, r=0 ve g=zl'de,

r=%1L,/2'dir. Bu durumda ln(—l-), r=&6=0 noktasinda bir logaritmik tekillie sahip

r
oldugundan,
i 1
G; =len(l)ds=L2 In Ve, Eds-—-—L—i gln i—a‘lns+£ L 1+In 2 (5.15)
2 J \r 2r 5 \eL;) 2 2r L, . 2 L;
elde edilir.

5.1.1. éu ve I:Ig Etki integralleri

=S (xi+1y1+1)
dlk[ik// . S

(xr+1,yi+;‘)/# A

T UDLINN
Yy .\.\
/ /d—f/jﬁ;/’/: N\
(xgly; v i(XDrYP) A\\ e=1
\\ /
N (xiy1)

@ (b)
Sekil 5.4 Kaynak noktasimnin integrasyon noktasina
uzakhg ve normal vektdriiniin bilegenleri
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éij ve I'-‘Iij etki integralleri gauss alan hesabiyla asagidaki sekilde hesaplanur.

= |u ds——ZIn(————)w \/ 2 Ay (5.16)

x-]

——{rn, + 1,0, v, AX? + Ay (5.17)

Burada R, =\/(xp —xg)2 -l-(yp ~yg)z , (xp,yp) ‘1> diiglimiiniin koordinatlaridur. (xg,yg) gauss

. X1 —X. L =Y.
noktalarmin koordinatlaridur. sz-i-Ay2 =1J2—‘—,Ax =(L2‘) ve Ay:M'dir. L,

~ 1 . IO +rn
C; elemaninin uzunlugudur. D; ln(—)=Vf.n ———2 X dir. D;,n ybniinde tiirev almay1
r

C®RY

ifade eder. r, = _(_X_g_;ip) =Cosz, 1, = (ng_ y") =Sina (Sekil 5.4a)

a a

5.2. Lineer Elemanlar

bu eleman tiiriinde her bir elemandaki u ve q'nun degisimi lineer kabul edilir. Diigiimler
diiz elemanlarin kesigim noktasinda olduklarindan u¢ diiglim olarak adlandirilirlar(Sekil 5.2b).
Bu durumda sinur integral denklemi N eleman i¢in agagidaki gibi aynstirilir.

c(1)u(1)+ Z qu ds= z jqu ds (5.18)

J=l ~ J=1 ~

Denk.(4.12)'nin aksine, her bir elemanda u; ve q; lineer olarak degigtiginden, u; ve q;,

integral digma  ¢ikarlamaz. c(i) sadece diiz smrlar  igin —;—'ye esittir.
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" Digam 2 . . Dagam 3
Digtim 1 Dagam 1 Dagtm 2 Ggdm
extreme noktast extreme noktasi extgreme noktast extreme noktasi

(a) Lineer (b) Quadratik

Sekil 5.5 Lineer ve parabolik sinir elemanlar:

Burada & dogal koordinattir. & = x/(1/2) = 2x/1'dir. ¢, ve ¢, interpolasyon fonksiyonlardr.

é =_12_(1_8) (5.19)

¢, = -;-.(1 +£) (5.20)

Sekil 5.5(a)da gosterildigi gibi keyfi bir pargayr g6z Oniine alalim. Bu parganin
herhangi bir noktasinda u ve q degerleri, noktasal degerlerine ve iki interpolasyon fonksiyonuna
gore belirlenebilir (bu durumda u ve q lineer olarak degisir).

Boylece asagidaki esitlik elde edilir:
u(e)=gu, +yu, =[¢, 4, Ju; u, T (521)

Q(€)=¢1‘h +4,9, =[¢1 ¢2IQ1 ‘h]T (5.22)

Denk.(5.17)'in sol tarafi,

qu*ds= I[¢1 ¢2IU1 uz]Tq*dS= j[¢1 ¢2]q*ds.[u1 uz]T =[hi1 hiZIul “2]T (5.23)

€;

seklini alir. Burada,

by = fuq'ds=a,,h;, = fuq'ds=a, (5:24)

Cj Cj

denk.(5.17)'in sag tarafi igin,

fow'as= [lg, g J'dsly @] <o gl T (525)

Sj
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yazilir. Burada,

g = Iqu*ds=b1, 8in = fqu*ds=b2 (5.26)

Nl e}

yazilabilir. Biitiin j elemanlar icin denk.(5.22) ve denk.(5.24)"i denk.(5.17)'de yerine yazilirsa, i
diigiimii i¢in agagidaki denklem elde edilir.

(i) + [Fy Pl fity e, T =[Gy GGy Jty Qpermmety T (5.27)
fiij= j elemanlarinm h;; terimi + (j—-l) elemaninmn h;, terimi=a, +a, (5.28)
benzer sekilde,
éij =j elemanlarinm g;; terimi + (j—-l) elemanmnmn g,, terimi=b, +b, (5.29)
5.2.1. Tekil Noktalar
¢ $2
P~ 1
| TS~ L J
{ .\\\' » / i ]
! o l
‘ / '. \\~ l
b ~ !
‘[]’:0 e \\én:]‘
r=0 r=Li
Sekil 5.6 Sekil fonksiyonlar

i=j i¢in, tekil bir durum ortaya ¢ikar.

i - i 1 1 2
G, =— juds=— }fu,d +u s =—I\u,G;: +u,G. 5.30
iy 27 . 1% 2¢2]d 27[(1 i Tu, u) (5.30)
G 4

yazildiginda ¢, = —;—(l—s) ve @, = %(1 +s) ile tammlanan ¢ ve ¢, interpolasyon
fonksiyonlar1 H;; 'nin bulunmasinda kullanilmasina ragmen G'yi hesaplamak i¢in kullamldig
zaman ¢£=0'daki tekillilifi gideremez. Bundan dolayr ¢ =1—2(1—17) doniisiimiini
kullanilarak ¢, , fonksiyonlarimi degistirilir. Bu durumda ¢ =1-7, ¢, =7 0<g7<lelde

edilir. Daha sonra r =L (ds=dr =Ldn(Sekil 5.6) denklemi kullanilarak asagidaki
denklemler elde edilir:
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—

Lo = f¢1 1.,(% ds = j q)h{ JL dn =L, j'(l ~n)-IL; ~Inn)}ny

¢

i [-—mL,.] (5.31)

1 1 } 1
ds= [yIn| —— |[L.d7 =L, [p(-1nL, ~In
) n n(Lﬁ dy Jﬂ( n n)n

P_ln L;] (5.32)

Denk.(5.26) genel bir ifadeyle,

o)+ fyu; =Y G4, (5.33)

=l =

olarak veya toplam seklinde,

ZHu“ —ZGuqJ (5.34)

=1

veya matris formunda,

HU =GQ (5.35)
seklinde yazilir.

Denk.(4.9)da elde edilen ~u/2 yiizey diiz olmadikga gegerli degildir. Bununla birlikte

H'm kose terimleri su yontenle hesaplanabilir; sinirin i¢ ylizeyine uniform bir potansiyel
uygulandifi zaman, normale gore tiirevi (yani q degerleri) sifir olmalidir. Bu nedenle
denk.(5.27c) HU =0 sekline gelir. Bunun anlami; Hn herhangi bir satirindaki elemanlarin
toplami sifir olmalidir. Bdylece kdse elemanlarimn degerleri, kése olmayan elemanlarmnm

degerleri bilindigi zaman, kolaylikla elde edilebilir. Yani,

N
H; =1- Y'H, (5.36)

j=l,g

olur. Dolayisiyla c(i) degerinin hesaplanmasinin gerekli olmadif goriilmektedir.
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6. BILGISAYAR PROGRAMI

6.1 Programin Genel Yapisi

Bu béliimde, iki boyutlu manyetostatik alan problemleri igin direkt smnir elemanlar
yontemi ile ¢oziim yapabilen MATLAB’da hazirlanmig MSOLV adinda bir programin temel
yapist anlatiimistir.

Laplace denklemi ile tanimlanan bir manyetostatik problemin sinir elemanlari yntemi
ile ¢bziimii i¢in ilk olarak problem b&lgesi sabit sinir elemanlartyla bélmelenir. Daha sonra sinir
elemanlarinin koordinatlar: eleman sayis1 ve sur sartlarinin girilmesiyle problem kolayhkla

¢oziilebilir.

GIRIS VERILERI

!

IC NOKTA KOORDINATLARI

|

SINIR SARTLARININ TANIMLANMASI

v

ELEMANLARIN BIRLESTIRILMESI

v

ELEMANLAR UZERINDE INTEGRASYON

|

LINEER DENKLEM SISTEMININ OLUSTURULMASI

|

LINEER DENKLEM SISTEMININ COZUMU

|

GARFIK Cizimi

Sekil 6.1 MSOLV programinin genel yapist
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e Girig Verileri

Problem bélgesinin sinirlarinm bdlmelenip sinir sayisinin , analizi yapilacak bélgenin x
ve y koordinatlarimin hesaplanacak i¢ noktalarin koordinatlarinin ve gauss noktalar: igin apsisler
ve katsayilarin giriginin yapildig: kisimdir.
clear
clc
%sinir elemanlarinin koordinatlari

x=[0 0.0125 0.025 0.0375 0.05 0.05 0.05 0.05 0.05 0.0375 0.025
0.0125 0 0 6 0 0 0.025 0.0125 0.0375 0.025 0.0125 0.0375];

y=[0 0 0 0 0 0.0125 0.025 0.0375 0.05 0.05 0.05 0.05 0.05 0.0375
0.025 0.0125 0 0.0001 0.0375 0.0375 0.025 0.0125 0.0125];

Z=[-0.861136311594053,~-0.339981043584856, 0.339981043584856,
0.861136311594053]} ;

W=[0.347854845137454,0.652145154862546,0.652145154862546,0.34785
48451374541 ;

%s1nir eleman say1si

N=16;

e i¢ Nokta Koordinatlar

Manyetik skaler potansiyel ve manyetik alanin hesaplanacag: i¢ noktalarin sayisiin(L)
girildigi program basamagdir.

%i¢c nokta sayisi

L=6;

e  Simir Sartlarimin Tanunianmas:

Problemde Dirichlet ve Neumann iizere iki tip smir sarti kullanilmaktadir. Oncelikle
smir sarti(Bc) girisleri yapilmakta ve daha sonra KOD=0 ile Dirichlet smir sarti, KOD=1 ile
Neumann sinir gartinin atamasi yapilmaktadir.

Y%snir sartlan
Bc={0;0;0;0;0;0;0;0;100;100;100;100;0;0;0;01;
KOD={0;0;0;0;1;1;1;1;0;0;0;0;1;1;1;1];
¢ Elemanlarin Birlestirilmesi

Bu kisimda koordinatlar: girilmis olan sinir elemanlan birlegtirilmektedir.
% eleman baglantilarinin belirlenmesi

for k=1:N;

inec(k,1)=k;
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inc(k,2)=k+1;
if k==N;
inc(k,2)=1;

end
m(k) = (x(k+1) + x(k))/2;
n(k) = (y(k+1) + y(k))/2;
end

¢ Elemanlar Uzerinden integrasyon

Manyetik skaler potansiyel ve manyetik alan hesabi igin gerekli olan etki katsayilarinin
girilen integrasyon noktalart igin girilen apsisler ve agulhk faktdrlerinin kullaniarak
hesaplandig: kisimdar.
%etki katsayilarinin hesaplanmasi

for j=1:N;

nl=inc(j,1):

n2=inc(j,2);

X1l = x(nl);

X2 = x(n2);
Yl = y{(nl);
Y2 = y(n2);

Ax = (X2 - X1)/2;

Bx = (X2 + X1)/2;

Ay = (Y2 - Y1)/2;

By = (Y2 + Y1)/2;

HL = sgrt((Ax)"2 + (Ay)"2);
nx = Ay/HL;

ny = -Ax/HL;

G(i,j)= 0;

H(i,j)= 0;

ux (i,3)=0;

uy (i,]3)=0;

ax(i,3)=0;

ay (i,3)=0;

for k=1:4

if i~=j

Xg (k)
¥g (k)

I

Ax*Z (k) + Bx;
Ay*Z (k) + By;
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Ra = sqrt((Xp - Xg(k}))"2 + (Yp - Yg(k))"2);
rx = (Xg{k)-Xp)/Ra;
ry = (Yg(k)-Yp)/Ra;
rn = rx*nx + ry*ny;

ux{i,j)=ux(i,j)+rx*W(k) *HL/Ra;
uy (i,3)=uy (i, J)+ry*W(k) *HL/Ra;
gx(i,J)=qgx(i,]J)—({2* (rx"2)~1) *nx+2*rx*ry*ny) *W (k) *HL/ (Ra’2);
gy (1,3)=qy(i,3)-((2* (xry"2) -1) *ny+2*rx*ry*nx) *W (k) *HL/ (Ra"2);
H(i,J)= H{i,])-rn*W(k)*HL/(Ra*2*pi);
G{i,J)= G(i,J)+ log{l/Ra) * W({k)*HL/(2*pi);
else
G(i,j) = 2* HL*(1.0 - log(HL))/(2*pi);
H(i,3)=0.5;
end
end
end
end
e Lineer Denklem Sisteminin Olugturulmasi
Bir 6nceki kisimda bulunan etki katsayilar: yerlerine yazildiklarinda Hu = Gq seklinde
bir esitlik elde edilir. Bu esitlikte bilinenler bir tarafa, bilinmeyenler diger tarafa atilarak
AX=y seklinde bir denklem sistemi elde edilir.
%AX=y denklem sisteminin olusturulmasi
for i=1:N
if KOD(i)==
for j=1:N
temp=G(j,1);
G(j,i)=-H(j,1i);
H(j,1)=—temp;
end
end
end
for i=1:N
for j=1:N
A(i,3)=G(i,]3):
B(i,j)=H(i,3):
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end
end
e Lineer Denklem Sisteminin Coziimii

Elde edilen A.X =y denklem sistemi ¢bziilerek smmirdaki bilinmeyenler hesaplanir.

Daha sinir degerler kullanilarak i¢ noktalardaki potansiyeller hesaplanabilir.
$AX=y denklem sisteminin ¢&zimi
F=B*Bc;
K=inv (A) *F;
for i=1:N
if ROD{i)==
temp=Bc (i) ;
Bc (1)=K(i);
K(i)=temp;
end
end
for i1=N+1:N+L;
U(1-N)=0;
gl (i-N)=0;
g2 (i-N)=0;
for j=1:N;
U(i-N) =U(i-N} -H(i,j)*Bc(j)+G(i,])*K(J);
ql (1-N)=gl (i-N)+(ux(i,]) *K(j)~qgx(i,]) *Bc(]j))/(2*pi);
g2 (i-N)=q2 (i-N)+(uy(i,3) *K(3)-qy(i,]) *Bc(3))/(2*pi);
end
end
for j=1:L
Qc(j)=sqrt(ql(j)"2+q2(j)"2);
end
¢  Grafik Cizimi
Bu kisimda eg potansiyel egriler ¢izilmektedir.
%Hava araliginin eg potansiyel egrilerinin ¢izilmesi
for i=1:N
figure(l)
line ([x(1i),x(i+1)], [y{(1),y(i+1)])

end
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hold on

for i=1:N-1

for J=1:N

if fix(Bc{i))==£fix(Bc(])) {round{Bc (i) )==round (Bc(j))
line([m(i),m(3)1, [n(i),n(3)1)

end

end

end

hold on

6.2. MSOLV Programinda Kullanmlan Semboller
Programda kullanilan genel degiskenler anlamlan ile birlikte asagida verilmigtir.

X : Sinir elemanlarinin ug noktalarmn x koordinatlarini temsil eden vektsr
y : Smur elemanlarmin ug noktalarmm y koordinatlarini temsil eden vektér
Bc : Sinir gartlarini belirten vektor

N Smir eleman sayisi

L : I¢ nokta sayis1

V4 : Gauss integrasyon noktalarmin apsisleri

W : Gauss integrasyon noktalarinin agirhik faktorleri

Inc  :Eleman baglantis1
Xp : Kaynak noktasinin x yoniindeki koordinati
Yp : Kaynak noktasmin y yoniindeki koordinati

HL : Sinur elemaninin uzunlugu
nx :Normalin x ekseni ydniindeki bileseni
ny : Normalin y ekseni y6niindeki bileseni

G; H :Etki katsayilar matris
Xg, Yg : Gauss integrasyon noktasi
Ra : Kaynak noktasinin integrasyon noktasina uzakligi
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7. UYGULAMALAR

7.1 Uygulama-1

Uygulama igin, Dirichlet ve Neumann sinir gartlari verilen ve analitik ¢6ziimii bilinen
basit bir demir niivenin hava aralif1 se¢ilmigtir (Sekil 7.1). Bu sistem, 8, 16 ve 32 adet sabit
siir elemam ile bolmelendikten sonra etki katsayilar1 hesaplanarak, smurlarda ve (0.0125,
0.0375), (0.0375, 0.0375), (0.025, 0.025), (0.0125, 0.0125), (0.0375, 0.0125), i¢ noktalarindaki
manyetik skaler potansiyel degerleri hesaplanmgtur. .
Ornek problemin analitik ¢6ziimii ise agagidaki formiil ile elde edilebilir.
V,=H-¢ (7.1)

T\J\{\f\l\l\f\f\l\z
\}

gi
L oI g ___________ 3
)

Sekil 7.1. Ornek uygulama-1

Vm= 100 Amper-Sarim

(0.05,0.05)

oVm/on=0 oVm/on=0

0.0

Vm=0 X

Sekil 7.2 Omek uygulama-1°in hava arahg;

42



Tablo 7.1. Omek uygulama-1’in manyetik skaler potansiyel degerleri

. Koordinatlar MSOLYV Programi
I Analitik C6zitm
(m) Viu(A-s)
Nok. Vi(A-s)
X y 8Elm | %Hata | 16Elm { %Hata | 32EIm | %Hata
1 | 00125 0.0375] 75.140 | 0.188 | 75.116 | 0.154 ] 75.045 | 0.06 75.000
2 | 0.0375 | 0.0375 | 75.140 | 0.188 | 75.116 | 0.154 | 75.045 | 0.06 75.000
3 0.025 | 0.025 | 50.003 | 0.006 | 50.002 | 0.004 } 50.001 | 0.002 50.000
4 10.0125 | 00125 | 24.796 | 0.816 | 24.887 | 0452 | 24957 | 0.172 25.000
5 |0.0375{0.0125 | 24.796 { 0.816 | 24.887 | 0.452 | 24.957 | 0.172 25.000
Tablo 7.2 Ornek uygulama-1’in manyetik alan siddeti degerleri
. . MSOLV Programi
I¢ | Koordinatlar (m) Analitik C6ziim
H(A-s/m)
Nok. H(A-s/m)
X y 8Elm | %Hata | 16Elm | %Hata | 32Elm | %Hata
1 0.0125 | 0.0375 | 1895.0 | 525 | 2008.1 | 0405 ] 20014 | 0.07 2000.0
2 | 00375 | 0.0375 | 1895.0 | 525 | 2008.1 | 0.405 | 20014 | 0.07 2000.0
3 0.025 | 0.025 | 2024.5 | 1.225 | 2005.7 | 0.285 | 2002.1 | 0.105 2000.0
4 | 00125 | 0.0125 | 1912.6 | 437 | 2008.1 | 0.405 | 2001.5 | 0.075 2000.0
5 100375 ] 0.0125 | 1912.6 | 4.37 | 2008.1 | 0.405 | 2001.5 | 0.075 2000.0
80 !
70
T
< 60
g
>
o 50
2
2]
E S
g 40
5]
g
@ 30
=4
b5
éyzo
P —— 8 Eleman
0L el —— 16 Eleman ||
S —¢— 32 Eleman
yd —£- Analitik
I -
0%/ 0.006 0.01 0.015 002 0025 003 0035 0.04
y (m)

Sekil 7.3 Ornek uygulama-1 igin manyetik skaler potansiyelin y eksenine gore degisimi
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2100, , ; ,
! ! i | i
20005 / / PN =g
1900 T *
)
>
3 1800 |- //
= 1700
2 //
=i
% 1600
& /)
< 1500
s /)
§ 1400
: 1/
1300 —4— 8 Eleman [
/ —+— 16 Eleman
1200+ —&- 32 Eleman -
~5 Analitik
1100% !

i
0] 0.005 0.01 0.015 0.02 0.025 0.03 0.035 0.04
v (m)

Sekil 7.4 Ornek uygulama-1 i¢in manyetik alan siddetinin y eksenine gore degisimi
7.2 Uygulama 2
Uygulama igin, Dirichlet (¥, =2004—5) ve Neumann (-5n£= 0) smr sartlan

verilen ve analitik ¢6ziimii bilinen demir niivenin hava araligi secilmistir (Sekil-7.5). Bu sistem,
8, 16 ve 32 adet sabit simr eleman ile b6lmelendikten sonra etki katsayilar1 hesaplanarak,
smirlarda ve (0.025, 0.025), (0.05, 0.05), (0.075, 0.075), (0.025, 0.075), (0.075, 0.025), ic
noktalarindaki manyetik skaler potansiyel degerleri hesaplanmgtir.

0.1m

0.1m

Sekil 7.5 Orek uygulama- 2



Tablo 7.3 Ornek uygulama-2’in manyetik skaler potansiyel degerleri

MSOLYV Programi
f¢ | Koordinatlar (m) Va(As) Analitik Coziim
-8
Nok. il Viu(A-s)
X y 8Elm %Hata | 16Elm | %Hata | 32EIm | %Hata
1 0.025 | 0.025 {49593 0.813 | 49.775 | 0.488 | 49915 | 0.168 50.000
2 0.05 0.05 100.00 0.006 | 160.00 { 0.004 ] 100.00 | 0.002 100.000
3 0.075 | 0.075 | 15028 0.187 ] 150.23 | 0.155 | 150.09 { 0.06 150.000
4 0.025 | 0.075 | 15028 0.187 | 150.23 | 0.155 | 150.09 | 0.06 150.000
5 0.075 | 0.025 | 49593 0813 | 49.775 | 0.488 | 49.915 | 0.168 50.000
Tablo 7.4 Ornek uygulama-2’in manyetik alan siddeti degerleri
, . MSOLYV Program:
I¢ | Koordinatlar (m) Analitik Cozim
H(A-s/m)
Nok. H(A-s/m)
X y 8Elm | %Hata | 16Elm | %Hata | 32Elm | %Hata
1 0.025 | 0.025 | 1912.6 | 4.37 | 2008.1 | 0.405 | 2001.5 | 0.075 2000.0
2 0.05 0.05 | 20245 | 1.225 | 2005.7 | 0.285 | 2002.1 | 0.105 2000.0
3 0.075 | 0.075 | 1895.0 | 525 | 2008.1 | 0.405 | 20014 | 0.07 2000.0
4 0.025 | 0.075 j 18950 { 525 {2008.1 | 0.405 | 20014 { 0.07 2000.0
5 0.075 | 0.025 | 1912.6 | 4.37 | 2008.1 | 0.405 | 2001.5 | 0.075 2000.0
160 :
140
&
< 120
g
>
g 100
S 80
2
& 60 :
2]
B 40
= —+— 8 Eleman
20 —+— 16 Eleman ||
e —— 32 Eleman
// | -3~ Analitik
! i I I
Oég[ 0.01 0.02 0.03 0.04 0.05 0.06 0.07 0.08
y (m)

Sekil 7.6 Ornek uygulama-2 igin manyetik skaler potansiyelin y eksenine gore degisimi
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| ; | !
S
2000 === flF S =
< 1900 - ‘ -
T s
= P
2
= 1800 Jc/
8
<
2
g; 1700
—+— 8 Eleman
1600 / —— 16 Eleman |
—5- 32 Eleman
4 —+&- Analitik
1500 L ’
0 0.01 0.02 0.03 0.04 0.05 0.06 0.07 0.08

y (m)

Sekil 7.7 Ornek uygulama-2 igin manyetik alan siddetinin y eksenine gore degisimi

7.3 Uygulama 3
Uygulama i¢in, Dirichlet (¥, =300 4 -5 ) ve Neumann (% =0) smir sartlan verilen

ve analitik ¢bziimii bilinen transformatSriin hava aralif1 segilmigtir (Sekil 7.3). Bu sistem, 8, 16
ve 32 adet sabit sinir elemamn ile bolmelendikten sonra etki katsayilar1 hesaplanarak, smrlarda
ve (0.025, 0.0375), (0.05, 0.075), (0.075, 0.075), (0.075, 0.05), (0.075, 0.01), i¢ noktalarmdaki
manyetik skaler potansiyel degerleri hesaplanmgtir.

i
— — o
2 =
hal
S
o— , o
0.1m

Sekil-7.8. Ornek uygulama- 3
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Tablo 7.5 Omek uygulama-3°iin manyetik skaler potansiyel degerleri

MSOLYV Program
f¢ | Koordinatlar (m) VaAs) Analitik Coziim
)
Nok. - Va(A-s)
X y 8Elm | %Hata | 16Elm | %Hata | 32EIm | %Hata
1 0.025 0.0375 } 72918 | 2,775 | 74.229 | 1.027 | 74.723 | 0.368 75.000
2 0.05 0.075 [ 150.04 | 0.027 } 150.02 { 0.017 | 150.01 | 0.009 150.000
3 0.075 0.075 {14997 | 0.017 }§ 150.02 | 0.016 | 150.01 0.01 150.000
4 0.075 0.05 96.227 | 3.77 |99.601 | 0.399 [99.802 | 0.197 100.000
5 0.075 0.1 204.55 | 2.278 20045 { 0.226 | 200.22 | 0.113 200.000
Table 7.6 Omek uygulama-3’in manyetik alan siddeti degerleri
. Koordinatlar MSOLY Programi
Ic Analitik Coziim
{m) H(A-s/m)
Nok. H(A-s/m)
X y 8Elm | %Hata } 16Elm | %Hata | 32Elm | %Hata
1 0.025 | 0.025 | 1789.9 | 10.505 | 2044.1 | 2205 | 20054 0.27 2000.0
2 0.05 0.05 | 21129 | 5.645 §2019.9 | 0.995 |20069 | 0.345 2000.0
3 0.075 | 0.075 | 23474 | 1737 | 2056.4 2.82 | 20094 0.47 2000.0
4 0.025 | 0.075 | 1931.7 | 3.415 | 2003.5 | 0.175 {20073 i 0.365 2000.0
5 0.075 | 0.025 | 1873.1 | 6.345 | 2006.6 033 {20072 0.36 2000.0
250 y
{
7 200 ;
N}
g
= v
T, 150 e
‘% /
&
5
S 100
7]
=
% A
= 0 7 A —— 8Eleman I
/ —+— 16 Eleman
—4£~ 32 Eleman
f/ ~E- Analitik
I i
0.01

y {m)

002 003 004 005 0.06 0.07 008 0.09

0.1

Sekil 7.9 Ornek uygulama-3 i¢in manyetik skaler potansiyelin y eksenine gore degigimi
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Sekil 7.10 Ornek uygulama-3 igin manyetik alan siddetinin y eksenine gore degisimi

7.4 Hava Arah@nn Biiyiikliigiiniin Degigtirilmesi

Hava araliginin biiyiikliigii degistirilerek manyetik sklaler potansiyellerin (P1, P2, P3)
ve manyetik alan siddetlerinin (PH1, PH2, PH3) degisimleri incelenmigtir.

Sekil 7.10 ve $ekil 7.11 incelendiginde hava araliginn. bilyiikliigi arttirildiginda
belirlenen i¢ noktalardaki manyetik skaler potansiyellerin ve manyetik alan siddetlerinin
azaldify, hava araliginin biiylikliigii azaltildifinda ise belirlenen i¢ noktalardaki manyetik skaler
potansiyellerin ve manyetik alan giddetlerinin arttif1 gozlemlenmektedir.

[k uygulamada hava aralig1 (0.05, 0.05), ikinci uygulamadaki hava araligindan(0.1, 0.1)
kiigiik oldugundan P1 ve PH1 egrileri iizerindeki manyetik skaler potansiyellerin ve manyetik
alan siddetlerinin, P2 ve PH2 egrileri {izerindeki manyetik skaler potansiyeller ve manyetik alan

siddetlerinden biiyiik oldugu g6zlenebilmektedir.

48



[o.]
o

f *
70 5 .
.~’//
7
< 60 v
£ /
s 50 _
2
2 40
o 1
g
& 30 -
'M £,
'go ¥ P
20
2 /// / /
10 A —— PV1 |,
v ~— PV2
o%y/// —o- PV3
I
0.006 001 0015 002 0025 003 0035 0.04

y (m)

Sekil 7.11 Hava araligmn bilyiikliigiine gére manyetik skaler potansiyelin degisimi
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Sekil 7.12 Hava araligmin biyikligiine gére manyetik alan siddetinin degisimi
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8. SONUCLAR

Bu tez caligmasinda, sinir elemanlar1 yontemi kullanilarak bir manyetik devrenin hava
arahigmda iki boyutlu manyetik skaler potansiyelin analizi gergeklestirilmistir. Bunun igin
Sncelikle sinir elemanlan yonteminin temel denklemleri verilerek, analiz igin gerekli
formiilasyonlar elde edilmistir. Daha sonra manyetik skaler potansiyel prbblemlerinin ¢Ozimii
icin MATLAB’da, MSOLV adinda bir program gelistirilerek drnek uygulamalar yapilmisgtir.

Oncelikle manyetik skaler potansiyeli matematiksel olarak ifade eden Laplace
denklemi sinir integral denklemine déniigtiiriilmiis ve daha sonra bu sinir integral. denklemi,
sinir elemanlan ySntemi kullanilarak bir lineer denklem sistemine doniistiiriilmiigtiir. Bu lineer
denklem sistemi de matris formunda yazilmis ve bu matris ¢dziilerek sinirdaki bilinmeyenler
(potansiyel ve potansiyelin normale gore tiirevi) hesaplanmis ve sinirdaki degerler kullanilarak
i¢ noktalardaki bilinmeyenler hesaplanmstir.

MATLAB’da yazilmig olan MSOLYV programinda, sinir elemanlarindan sabit eleman
kullanilarak ¢dziimler gergeklestirilmistir. Bunun igin Sncelikle manyetik skaler potansiyel
analizi yaptlmak istenen bolge, sabit simr elemanlartyla bélmelenmis ve elemanlarin
koordinatlan girig verisi olarak girilmistir. Daha sonra elemanlarin baglantilari, elemanin
uzunlugu ve gauss integrasyon noktalar: belirlenmigtir. Etki integralleri hesaplanarak, matris
formundaki lineer denklem sistemi olugturulmus ve bu sistem ¢oziilerek sinirdaki bilinmeyenler
(potansiyel ve potansiyelin normale gore tiirevi) hesaplanmigtir. Daha sonra sinirdaki degerler
kullanilarak i¢ noktalardaki degerler hesaplanmis ve analitik sonuglarla kargilagtirilmistir.

MATLAB’da yazilmis olan MSOLYV programiyla degisik uygulamalar yapilmigtir. Bu
omek uygulamalarda manyetik devrenin hava araliginin belirli noktalarinda manyetik skaler
potansiyeller ve manyetik alan siddetleri hesaplanmistir. Her bir manyetik devrenin hava
arlaliginda yapilan hesaplama 4, 8 ve 16 sabit eleman kullanilarak tablo halinde verilmistir.
Tabloda 8, 16 ve 32 sabit simr elemanin kullanilmasiyla elde edilen bu degerler ile analitik
degerler karsilagtirilmig ve grafigi ¢izilmistir. Grafikler ve tablolar incelerek, eleman sayisi
arttmldigy takdirde hassasiyetin de arttifs gozlemlenmistir. Hata oranlari kargilagtmldiginda 8
elemanda manyetik skaler potansiyel i¢in hata oram en fazla %3.77, manyetik alan siddeti igin
%17.37, 32 elemanda ise manyetik skaler potansiyel i¢in hata oram en fazla %0.368, manyetik
alan siddeti igin %0.47 oldugu gériiimiigtiir.

Uygulama boliimiinde yapmis oldugumuz ¢ahismalardan yola ¢ikarak smir elemanlan
yonteminin manyetik skaler potansiyel ilee manyetik alan siddetinin hesaplanmast icin etkili ve

kullanilabilir bir yontem oldugunu sdylenebilir.
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