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POISSON DENKLEMI TIPINDEKI ELEKTRIK ALAN
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Bu ¢aligmada, yiik yogunluguna sahip elektrik alan problemlerini tanimlayan Poisson
denklemleri smir elemanlar1 yontemiyle ¢oziilmiistiir. Problem bolgesinin sinirlari, lineer sinir
elemanlariyla aynstinlmstir. Yik yogunlugunun uygulandigi problem bdlgesi ise iiggen
clemanlarla bélmelendirilmigtir. Bolge integrali igeren smir integral denklemi ¢oziilerek,
simrdaki bilinmeyen potansiyel (u) ve potansiyelin normale goére tiirevi (q) degerleri
bulunmusgtur. Daha sonra i¢ noktalardaki potansiyel degerleri hesaplanmugtir.

Ayrica noktasal yiik yogunlugu olmasi durumunda g¢6ziimler yapilarak potansiyel
dagilimlan elde edilmistir.

Poisson denklemiyle tanimlanan elektrik alan problemlerinin ¢6ziimii igin MATLAB’da
H-BEM isimli bir program yazilmigtir. H-BEM ile elde edilen sonuglar, ELECTRO ve
MATLAB PDE toolbox sonuglar ile kargilagtirilmgtir.

Anahtar Kelimeler: Poisson Denklemi, Sinir Elemanlar1 Yéntemi, Elektirik Alani,
Potansiyel Dagilimi.
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In this study, Electric field problems with charge density and defined by Poisson
equation were solved using Boundary Element Method (BEM). Boundaries of the problem are
discreet by means of linear boundary elements. The problem region which has a charge density
was subdivided in to triangular elements. The boundary integral equation which includes the
domain integral was solved, and unknown values of potential u and its normal derivate q on the
boundary were determined. Then, the potential values of the internal points were calculated.

Furthermore, potential distributions for point charge were obtained.

For solving electric field problems defined by Poisson equation, software called H-BEM
was developed using MATLAB. Results obtained from H-BEM compared with those obtained
from ELECTRO and MATLAB PDE toolbox results.

Key Words: Poisson Equation, Boundary Element Method, Electric Field, Potential
Distribution.



1. GIRiS
1.1. Genel Bilgi

Smir elemanlan yontemi (Boundary Element Method, BEM), sinir deger problemlerinin
¢oziimii icin sayisal bir metottur. Sinir elemanlant yontemiyle, birgok miihendislik probleminin
analizi sadece problem bélgesi smirinin bélmelendirilmesiyle rahat, hizli ve hassas bir sekilde
yapilmaktadir. Bu y6ntemde, problem bdélgesini tammlayan kismi diferansiyel denklemler,
smirlarin bélmelenmesiyle elde edilen sinir elemanlarimin birbirine etkisinden olusan etki
integralleri yardimiyla ¢6ziiliir. Smir elemanlar1 yéntemiyle yapilan analizlerde sonlu elemanlar
yontemi (Finite Element Method, FEM) ve sonlu farklar y6nteminden (Finite Difference
Method, FDM) farkl: olarak problemin boyutsallig1 bir derece indirgenir. Bu 6zelliginden dolay:
lineer denklem sistemleri, veri yapilar1 ve hesaplama islemleri daha kisadir. Bu yontemle agik
alan ve karmasik simrli problemlerin ¢éziimii rahatlikla yapilabilir (Gaul v.d., 2003).

Sinir elemanlar1 y6ntemi, bilim ve teknolojinin farkli branslarindaki siur deger
problemlerinin ¢6ziimii i¢in ortaya ¢ikarilan bir sayisal yontemdir. Bu y6ntem, sinir integral
denklem yéntemi olarak bilinen integral denklem y6nteminden ortaya ¢ikmugtir. Sinir integral
denklem yo6nteminin aslinda birbirine benzer gibi goriilen farkli formiilasyona sahip iki
yaklagimi vardir. Bunlardan biri, problemin fiziksel yonlerine bagh olarak, bir kaynak yiizeyin
stnir yiizeye doniisiimiinii saglayan “indirekt” yontem olarak bilinir (Ekici, 2003). Bu yaklagim
gecmiste cogunlukla akigkanlar mekanigi ve elektromanyetik alanlar1 aragtirmada kullanilmgtir.
Glintimiizde “direkt” y6ntem olarak da bilinen sinir integral denklem formiilasyonunun diger bir
gesidi kullamlmaktadir. Bu yaklasim, kismi diferansiyel denklemlerin Green fonksiyon
¢Oziimlerini matematiksel yonleriyle incelemeye dayalidir. Yéntemde geometrik simirlar
lizerinde tamimlanmmg smr gartlan ile beraber verilen bir denklemin Green fonksiyonu
bilindiginde, bdyle bir sinir deger problemi integral denklem haline getirilebilir ve sayisal olarak
hesaplanabilir (Uyar, 2004).

Smir elemanlan ydntemiyle, elektrik alan ve manyetik alan problemlerinin analizinde
dogru ve izl bir gekilde sayisal ¢6ziim elde edilmesi saglanir. Yontem ayn1 zamanda elastisite,
151 iletimi, 1s1 transferi, akigkanlar mekanifi ve gerilme analizi gibi birgok miihendislik
probleminin ¢6ziimiinde yaygin olarak kullanilmaktadir (Yildirim, 1999).

Smir elemanlann yénteminde ilk 6nce, problem bolgesini temsil eden Laplace veya
Poisson denkleminden sinir integral denklemi elde edilir. Sinirlar, iizerinde bilinmeyenlerin
gosterildigi simnir elemanlarina aynistirildiktan sonra bir lineer denklem sistemi elde edilir.
Denklem sistemi, sadece sinir diigiimlerindeki bilinmeyenlerden meydana gelmektedir. Buna
karsilik, sistem matrisi doludur ve simetrik degildir. Ayrica i¢ noktalardaki sonuglarin sadece
istenen noktalarda hesaplanabilmesi, yontemin diger 6nemli bir ézelligidir (Yildinm v.d., 2004).



Simir Elemanlann Yontemi, diger yontemlerdeki zorluklar1 agmak igin gelistirilmigtir. Bu
yontemde, ¢6ziim sadece smirda istendifinden yontem hareketli ve serbest yiizey problemleri
i¢in olduk¢a uygundur (Partridge v.d., 1992).

Laplace ve Poisson denkleminin analitik ¢oziimii basit geometriler ve yiik dagilimlar
i¢in elde edilebilir. Fakat bu tip problemlerin ¢6ziimii oldukga smirli bir kullamm alanina
sahiptir. Uygulamada sikg¢a kullanilan elektrik motorlar ve 6zellikle de yiiksek gerilim izolatér
geometrileri, basit yiik dagihimlan ile analiz edilemez ve ayrica analitik gekilde ifade edilemez
(Lim, 1999).

Poisson denkleminden elde edilen simir integral denkleminde Laplace denklemine ek
olarak bir bélge integrali vardir. Poisson denkleminden elde edilen siir integral denklemini
sinir elemanlart yontemiyle ¢6zmek igin bazi yontemler gelistirilmistir. Bunlar, hiicre yaklagim,
DRM (Dual Reciprocity Method), MRM (Multiple Reciprocity Method) gibi yontemlerdir
(Brebbia v.d., 1984; Giimgiim, 2003)

1.2, Simir Elemanlar: Yonteminin Tarihi Geligimi

Somigliana (1885/86), Fredholm (1903), Kupradze (1965) ‘nin g¢alismalar1 sir
elemanlar1 yonteminin geligmesine onciiliik etse de, Jaswon (1963) ve Symm (1963) ‘iin
yaymlan yontemin baglangici olarak diisiiniilebilir. Jaswon ve Symm bu ¢aligmalarinda iigiincii
Green oOzdesliini kullanarak potansiyel problemleri igin direkt simir integral yontemini
gelistirdiler. Bu yaklagima dayanarak Rizzo (1967)ve Cruse (1969), Somigliana’nin 6zdegligini
kullanarak iki ve ii¢ boyutlu elastostatik problemleri igin sinir integral denklemi yaklagimlarin
gelistirdi ve Laplace doniisiimiinii kullanan gegici elastodinamikler i¢in bir formiil sundu.

Lachat ve Watson (1976) yontemin sayisal yonleri ile ilgili 6nemli makaleler sundular.
Caligmalarinda alt bolgeleri gosterdiler ve sinir integral denklemlerinde ortaya g¢ikan tekil
integrallerin hesaplanmasi igin algoritmalar tanimladilar. 1977 yilinda Banerjee & Butterfield
(1977), Brebbia & Dominguez (1977) ve Dominguez (1977) tarafindan yapilan yaymlarla sir
elemanlar1 yontemi resmilesti ve takibindeki yilda (1978) yontemin ilk kitab: Brebbia tarafindan
yaymlandi.

1980’in baglarindan beri smir elemanlan y6ntemi iizerine aragtirma aktivitelerinde hzh
bir yiikselme meydana geldi. Uygulamalarin alam1 yap1 mekanigi, elektrodinamik ve akigkanlar
mekanigi gibi diger alanlarda hizl1 bir gekilde yayildi (Aydin, 2000).

Smur elemanlan yontemini diger sayisal yontemlere gore objektif olarak degerlendirmek

igin online veritaban: ‘Web of Science™’

kullanarak bir aragtirma yiiriitiildii. Anahtar kelime
kullanilarak yapilan bu aragtirmada ‘Science Citation Index Expanded’ de bulunan dergi makale

yaymlarinin toplam sayisi birkag sayisal yontem igin derlenildi. Tablo 1.1°de de gériildiigii gibi



bu aragtirma sonucu agikea igaret ediyor ki sonlu elemanlar yéntemi yaklasik 66.000 kayit ile
¢ok yaygindir. Sonlu farklar yontemi yaklasik 19.000 kayit ile (sonlu elemanlar yénteminin
yaklagik iigte biri) ikinci ragbette olan bir y6ntemdir. Yaklagtk 10.000 kayit ile tiglincii sirada
bulunan smir elemanlan yontemi yaklagik olarak sonlu farklar yonteminin yaris1 kadardir. Diger
yontemlerden sonlu hacimler yontemi (finite volume method, FVM) ve kollakasyon yéntemi
(collacation method, CM)’nin ise gok az tercih edildigi goriilmektedir. Bu aragtirmadan, sinir
elemanlart yonteminin ¢ok yonliligli ve yaygmligimin sonlu elemanlar ve sonlu farklar

yontemlerinin arkasinda kaldig1 sonucunu gikarabiliriz.
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Dergi makalelerinin sayisi

200

Sekil 1.1 Sinir elemanlar1 ydnteminin konusu lizerine yayinlanan dergi makalelerinin yillara gére
dagilimm. (Aragtirma tarihi: 3 mayis 2004))

Tablo 1.1 Bibliyografik aragtirma

Sayisal yontem Konu alaninda aragtirilan sézciik Kayitlarin sayisi
FEM ‘Finite element’ veya ‘finite elements’ 66.237
FDM ‘Finite difference’ veya ‘finite differents’ 19.531
BEM ‘Boundary element’ veya ‘boundary elements’ 10.126
FVM ‘Finite volume method’ veya ‘finite volume methods’ 1.695
CM ‘Collacation method’ veya ‘collacation methods’ 1.615

(Arastirma tarihi : 3 mayis 2004)



Sekil 1.1°de bir anahtar kelime olarak dergi makalelerinde siir elemanlarn yéntemi
yaymlar1 sayisinin bir histogram gésterilmigtir. Grafikten son yillarda yaklagik olarak her yil
700-800 makale yaymlandigi gozlenebilir. Sonlu elemanlar yénteminde yaklagtk olarak her yil
5.000 makale ve sonlu farklar igin yaklagik olarak her yil 1.400 makale yaymlanmaktadir
(Alexander v.d., 2005).

1.3. Miihendislik Problemlerinin Sayisal Céziimii

Miihendislik uygulamalarinda sayisal simiilasyonlar énemli bir role sahiptir. Bu durum
deneylerin uygulama zorluklar1 ve pahali olmasinin yam sira bilgisayar simiilasyonlarimin daha
hesapli olmasi ve yazilim nitelikleri ile hesaplama giiciindeki etkili avantajlara atfedilebilir.
Bununla beraber sayisal simiilasyonlarda deneylere ek yapmak veya tekrarlamakla
simiilasyondaki basari, verim ve giiven gibi gereksinimler daha gii¢lii duruma gelir. Bu
gereksinimlerin yerine getirilip getirilmedifi sadece simiilasyon yapmak istedigimiz gergek
sistem igin segilecek fiziksel veya matematiksel modele bagli degil aym1 zamanda uygun
simiilasyon aracinin se¢imine (BEM, FEM, FDM, gibi) ve bu aracin kullanilmasindaki bagariya
baghdir.

Sematik olarak Sekil 1.2, bir mithendislik problemin sayisal ¢6ziimiinii elde etmek igin
takip edilmesi gereken adimlari gdstermektedir. Ik énce temel bir fiziksel teori segilmesi
gerekmektedir. Daha sonra ilgilenilen biitiin 6zelliklerin yeterli dogrulukta tanimlanmasi i¢in bu
teoriye analizin tipi, problemin boyutu, malzeme tiirii, yiik gibi veriler eklenir. Bu islemler ile
problemin fiziksel modeli olusturulur.

Daha sonra bu fiziksel modelin uygun bir matematiksel modele déniistiiriilmesi gerekir.
Fiziksel model, matematiksel olarak bir¢ok yol ile ifade edilebilecegi i¢in uygun bir koordinat
sistemi, birimler veya bagimli durum degiskenlerinin segilmesi gibi ihtiyaglara uyan bir yéntem
segilmesi gerekir. Bu durum, ek smirlamalar ve sinir ile dahili sartlarin uygun matematiksel
ifadesi olan diferansiyel veya integral denklemler vasitasiyla problemin &zel bir matematiksel
modeli igin yol gésterici olur.

BEM, FEM, FDM veya herhangi bir sayisal yéntem ile elde edebilecegimiz en iyi
sonucu saptamak i¢in bu modelleme siireci ¢ok 6nemlidir. Bdylece yapilacak olan program,
sadece matematiksel denklem g¢6ziimlerinde bize yardim edecegi igin modelleme siirecinde
yapilan herhangi bir hata ¢oziimde bir degismez olarak kalacaktir. Bununla beraber iyi bir
matematiksel modele sahip oldufumuzda uygun bir ¢6ziim yonteminin segimi hazirlik ve
hesaplamalarin minimize edilmesi agisindan 6nemli bir konuma sahiptir.

Sayisal olarak bir problemi ¢ézmek ig¢in kullanacagimiz sayisal yéntemi tamamiyla

anlamamiz gerekir. C6zlim parametrelerinin bir dizisi segilmesi gerekir. Bunlarin bazilari



¢6ziim siirecini hizlandirirken digerleri biitiiniiyle miimkiin bir ¢6zlimii yapmak igin gerekli
olabilir veya yanlis uygulandifinda hatah sonuglar dogurabilir. Ornegin, smir elemanlan
yéntemiyle dalga yayilim problemlerinin ¢6ziimii igin eleman tiplerini (liggen, dértgen, lineer
veya parabolik sekil fonksiyonlar), ag yogunlufu ve integrasyon zamam i¢in parametrelerin

se¢ilmesi gerekir. Bu islemlere sayisal modelleme ad1 verilir.

Gergek Sistem

Y
Fiziksel Model

Fiziksel teori : Elektromanyetizma, Kuantum mekanigi,
Niikleer fizik, ........

Varsayunlar : Statik, harmonik, gegici analiz
2 boyutlu, 3 boyutlu.......
Malzeme tipi (plastik,.....), yiik durumu,...

A

i

Matematiksel Model

Koordinet sistemi segimi, Birimler, Bagimh degiskenler...
Diferansiyel denklemler, Integral denklemler,....
Sinir ve dahili gartlar,......

/

Sayisal Model (FEM, BEM, FDM,...)
Elemantipi  :Sabit, Lineer, Uggen,.......
Diiglim numaralari, Integrasyon tipi,....
Coziim parametreleri :Simir hatalar1, Tolerans, ™
integrasyon zaman, Iterasyon,.....

\
Matematiksel modelin Sayisal modeli
¢oziimiiniin dogrulug tanimla
Y

Sonuglarm yorumu: ] Fiziksel modeli
Deney, genel algilama diizenle
Y
(Mﬁhendislik cm@

Sekil 1.2 Bir miihendislik probleminin simiilasyonu i¢in gerekli akis diyagram

Sayisal analiz tamamlandifinda sonuglar analiz edilmeli, deney ve algilama ile
degerlendirilmeli, diger sayisal ve deneysel ¢6ziimlerle karsilastmlmahdir. flk &nce

matematiksel modelin dogru bir ¢6ziime ulaghgma emin olunmasi gerekir. Omegin, dalga



yayilimi problemlerinin analizi igin dogru matematiksel model segilmis olsa bile, uygunsuz
zaman adim1 veya boyutunun kullanimi istenilmeyen salmimlar ve sapmalar meydana
getirebilir. Boylece hatali sonuglar ortaya ¢ikar. Bu durumda sayisal model siireci yeniden
tamimlanmali ve tekrarlanmalidir.

Matematiksel modelin gergekten dogru bir sonuca ulagtifina emin olundugunda
simiilasyon yapilmasi istenilen fiziksel degiskenin iyi bir tahmin olup olmadigini gérmek igin
fiziksel bakis agisindan bu sonucun yorumlanmasi gerekir. Eger bu durum saglanmaz ise
fiziksel modelin diizenlenmesi veya tekrar edilmesi gerekir.

Sonugta simiilasyonu yapilmak istenen gergek sistem ig¢in uygun bir miihendislik
¢oziimii elde edilmis olur. Béylece analiz siireci biter ve sonuglar artik dizayn siirecinde
kullanilabilir (Gaul v.d., 2003).

Bu ¢aligmanin amaci; Poisson denklemi ile tanimlanan elektrik alan problemlerinin sinir
elemanlar1 yontemiyle analiz edilmesidir. Bu amagla, hiicre yaklagimi yontemi kullanilarak smir
integral denklemlerinde ortaya g¢ikan bélge integrali ¢oziilecektir. B&ylece hacimsel ylik
yogunlugu altindaki problem bélgesinin potansiyel dagilimu elde edilecektir. Ayrica noktasal
yiik yogunlugunun etkisi de incelenecektir.



2. ELEKTRIK ALANLARI
2.1. Genel Bilgi

Fiziksel olaylarin anlatiminda kolaylik saglanmasi amaciyla alan kavramu geligtirilmigtir.
[lgilenilen fiziksel olay igin segilen koordinat sisteminin belirli bir noktasina, aym anda karsilik
gelen fiziksel biiylikliikkler bir alan olugtururlar. Alan degiskeni vektorel veya skaler bir
biiyiikliikte olabilir. Vektorel alana, yerkiireye ait g vektorii ile tanimlanan kiitle ¢ekim alanim
ve uzayin bir noktasinda bulunan deneme yiikiine etkiyen bir kuvvetin etkisini ile ortaya gtkan
elektrik alanin1 6rnek olarak verebilir. Televizyondaki hava raporlarinda izlenen bir bolgedeki
sicaklik dagilimi da alanin skaler bir 6rmegidir. Alam tanimlayan fiziksel biiyiikliikler zamanla
degisebilecegi gibi sabit degerli de olabilirler. Bir miknatis gubugu saran, uzay bélgesinde bir
manyetik alanin var oldugu s6ylenir. Elektrikle yiiklii bir ¢ubufun gevresinde bir deneme
yiikiine bir kuvvet etkiyorsa, o noktada bir elektrik alani vardir denilmektedir. Bu kuvvet, bu
bolgede var olan yiikler tarafindan olugturulmusgtur.

Elektrik ve manyetik alan, elektromanyetizmanin en temel kavramlaridir. Bu ikisini igine
alip inceleyen elektromanyetik radyasyon teorisinin gelismesi ve pratik uygulamalari sonunda X
iginlart tiipleri, katot 1ginlan tiipleri ve elektron mikroskobu gibi yararh aletler yapilmigtir. Bu
teoriye gore elektrik ve manyetik alanlar birbirlerine dik diizlemlerde dalga seklinde
salinirlarken bu diizlemlerin arakesiti boyunca da 151k hizi ile yayilirlar.

q; yiiki, etrafindaki uzayda bir elektrik alan1 olusturur ve bu alana konan diger bir q,
tizerine F kuvveti uygular. Diger taraftan da bu elektrik alam, yiikler arasindaki kuvvetlerin
nedeni olarak diisiinebilir. Bu durumda iki degisik problem ortaya gikar:

D)Belirli bir ylik dagilimimnin olusturdugu elektrik alaninin hesaplanmas.

2)Yiikler tarafindan olusturulan alanlarin, yiikler (izerine uygulayacagi kuvvetlerin

hesaplanmas:.

2.2. Elektrik Alan Vektorii

Herhangi bir bélgeye konmus elektrik yiiklii bir cisim iizerine, elektriksel kokenli bir
kuvvet etkiyorsa bu noktada bir elektrik alan vardir denir. Kuvvetlerin elektrik kékenli olup
olmadigmi anlamak igin deneme cismi yiiklii veya yiikstiz oldugunda {izerlerine etkiyen
kuvvetler karsilagtinlir. Deneme cismi yiiklii oldufunda ona etkiyen tiim kuvvetler elektriksel
koékenlidir. Kuvvet vektorel bir biiylikliik oldugundan, elektrik alam da biiytikligii ve dogrultusu
olan vektorel bir biiytikliiktiir. Alanin her noktadaki E ile gésterilen degeri, bu noktaya konmusg
olan pozitif bir deneme yiikiine etkiyen F kuvvetinin deneme yiikii degeri qo’a orami olarak
tanimlanir. Buna gore elektrik alan vektorti;



E=— 2.1
9o
seklindedir. Belli bir elektrik alanindaki pozitif yiiklii cisim elektrik alan dogrultusu ve y6niinde
bir kuvvet etkisinde kalir. Negatif yiiklii cisim ise elektrik alana ters yonde bir kuvvet etkisinde
kalacaktir (Sekil 1.1). Elektrik alaninin SI sistemindeki birimi N/C’dur.
Bir elektrik alaninin her noktasinda bir E alan vektorii vardir. Bu noktaya konulan kiigiik
bir yiike etkiyen kuvvet denk.(1.1)’e gore,

F=qE (2.2)

olacaktir.

Sekil 2.1 Elektrik alaninda art1 ve eksi yiiklere etkiyen kuvvetlerin y6n ve dogrultular:

2.3. Elektrik Alani Hesabi

Elektrik alanimi olusturan biitiin yiiklerin yer ve biiyiikliikkleri bilinirse, istenilen bir
noktadaki elektrik alan giddeti, Coulomb yasasindan yararlanarak hesaplanabilir. Bir noktasal
yiikten r uzaklikta bulunan bir A noktasindaki elektrik alanini bulmak amaciyla A noktasmna bir
deneme q yiikii konulmus olsun. Deneme yiikiine etkiyen Coulomb kuvveti,

Fo— 2% 23)
4re, r

olacaktir. Buna gére A’daki elektrik alan vektorii,

_E 2.4)

i

q
seklinde olur. Alami olugturan q ytikil pozitif ise alan y6nii q’dan uzaklasan y6nde, negatif ise
q’va dogrudur. Birden daha fazla ylik Sekil 2.2°deki gibi dagilmmslarsa, bunlarm bir A



noktasinda olugturduklar1 toplam elektrik alani degeri E, her yiik kendi bagmaymis gibi kabul
edilerek bu ytiklere ait A noktasindaki elektrik alanlari, bunlarin vektorel toplam yapilarak

bulunur.

Sekil 2.2 Elektrik alan vektérlerinin toplamm

Buna gére bileske elektrik alani degeri,
E=E1+E2+E3+ ......... En (2.5)

olacaktir. Elektrik yiikleri sonlu biiyiikliikteki cisimler iizerinde dagilmiglarsa, bu yiikler sonsuz
kiigiik dq elemanina béliinebilirler ve bunlarin integrali alinarak bilegke elektrik alan giddeti
agagidaki bagntilar yardimiyla hesaplanabilir:

1 dq
dE= — 2.6
4ng, r? 26)
E= [dB @7

Noktasal yiikler arasindaki Coulomb yasasi, noktasal kiitleler (m;, m,) arasindaki kiitlesel
¢ekimi veren Newton yasasina, agafida goriildigii gibi oldukga benzerdir (y evrensel kiitle
¢ekim sabiti).

m, m
F= Y ;22‘ (2.8)
r

Diger taraftan bir elektrik alan giddetinin tanim da kiitlesel ¢ekim alaninin tanimiyla
aynidir.



g F 2.9)

2.4. Siirekli Yiik Dagihmimin Elektrik Alam

Yiiklerin bulunduklar1 sistemden belli bir uzakhiktaki noktada olusturduklan etki
incelenirken, yiiklerin bu noktaya olan uzakliklarina gore birbirlerine olan uzakliklarinin yakin
oldugu varsayilabilir. Daha agik olarak birbirine yakin olan yiiklerden olusan sistem, bir hacim
veya yiizey tizerinde stirekli bigimde dagilmis toplam ylike esdeger olarak ele alabilir.

Stirekli yiik dagilim olan bir sistemin elektrik alanimi hesaplamak igin sistemi, her
birinde Aq yiiklerinin bulundugu kiigiik pargalara ayrabiliriz. Bu kiiglik pargacigin Aq dan r
uzaklikta bir noktada olusturdugu elektrik alanim hesaplayabiliriz. Béylece diger biitlin yiiklii
pargaciklarin katkilarim da toplayarak istenilen noktadaki toplam elektrik alanim agagidaki gibi

bulabiliriz:
A 4 igin, AE = kg-;l (2.10)
r
. by dq dq
Yiik dagilim igin, E=k) —=k |— 2.11
gl ig 2 = @11)

seklindedir. Burada r ve r; birim vektérleri gostermektedir. Eger yiikler arasindaki uzaklik

elektrik alam bulunacak noktaya gére ¢ok kiigiikse son ifade,

_ A Aq; _ dq
E=k Alcéxgozi: > _kIr—Z 2.12)

seklini alacaktir. Son bagintiya ait hesaplamalar vektérel integral islemi oldugundan yiikiin bir
dogru boyunca veya bir hacime diizgiin olarak dagildig1 varsayilir. Bu nedenle de tamimlamalar
ve yiik yogunlugu kavramu kullansli olacaktir. Buna gére bir Q yiikii bir V hacmine diizgiin
olarak dagilmigsa birim hacim basma diigen p, ytiki,

_Q
Py =y (2.13)

ile tammlanir. burada p,’nin birimi C/m*’diir. Bir Q yiikii A yiizeyine diizgiin olarak dagilmgsa
birim yiizeye diigen yiizeysel yiik yogunlugu,

_Q
p= 2.14)

10



dir. Burada pg’nin birimi C/m*dir. Bir Q yiikii £ uzunlugundaki bir dogru boyunca diizgiin
olarak dagilmigsa yiik yogunlugu,

_Q
pe= 2.15)

olur. Burada p;’nin birimi C/m’dir. Yiik; bir hacim, yiizey veya dogru iizerinde diizgiin olmayan

bir gekilde dagilmigsa,
dQ dQ dQ
a4 =% =— 2.16
Pv=qv Ps=1a Pe=3, (2.16)
olarak yazilir.

2.5. Elektrik Alan Cizgileri

Vektorel bir biiyiikliik olan elektrik alanini, hidrodinamikteki sivilara ait akim ¢izgilerine
benzer gekilde gosterebiliriz. Elektrik alan ¢izgilerini gdziimiizde canlandirabilmek igin, yonii
her noktada elektrik alan vektoriiyle aym dogrultulu egriler ¢izebiliriz. Elektrik alan ¢izgileri
denilen bu ¢izgiler, uzaym herhangi bir bolgesinde elektrik alanina agagidaki gibi baglidir;

> E alan vektorii elektrik alan gizgisine tegettir.

» Alan gizgilerine dik birim ylizeyden gegen ¢izgilerin sayisi, o bélgedeki elektrik alan
siddeti ile orantilidir. Boylece, alan gizgileri birbirlerine yakinsa E alani biiyiik, uzak
oldugunda da kiigiiktiir. Alan diizgiin olursa kuvvet ¢izgileri paralel olarak gosterilir,

Genelde elekirik alanma ait kuvvet ¢izgileri, uzaym verilen bir bélgesinde alanin nasil
degistifini resim seklinde gosterir. Bazi o6rnek alanlar Sekil 2.3.a.b.c.d’de gosterilmigtir.
Elektrik alan gizgileri siirekli degildir, bir pozitif ylikten gikarlar ve negatif yiikte son bulurlar.
Bunun nedeni yiiklii bir iletken iginde yiikiin ve alanin olmamasidir. Sekil 2.4’de pozitif yiikli
diizgiin bir tabakanin elektrik alan ¢izgileri gosterilmistir.

N Ny ZE @
N N e
@ (b) (c) @

11



Boyle bir tabakanin 6niinde serbest birakilan pozitif bir deneme yiikii levhaya dik bir

¢izgi lizerinde ondan uzaklagr.

] E
-t + o
F
. EE—— N —(
et} o
+
i} B
+
- -
(@ (b)

Sekil 2.4 (a)Pozitif yiiklii bir tabakanin elektrik alan gizgileri.
(b) Z1t yiiklii levhalar arasindaki elektrik alan gizgileri

Sekil 4.a’da zit yiiklii diizlem iki paralel levha arasindaki alan goriilmektedir. Plakalar
arasindaki alan diizgiindiir, fakat levhalarin dig yiizlerine dogru alanin diizgiinltigii bozulur.
Diizgiin elektrik alan, her yerde siddeti ve dogrultusu ayn1 olan bir alandir. Diizgiin alan paralel
gizgilerle gosterilir.

Elektrik alaninin iletken bir yiizeye teget bileseni olamaz. Eger boyle olsaydi, iletken
igindeki elektrik yiikleri hemen harekete gegerdi ve o zaman elektrostatik konusu olmazdi. Buna
gore, elektrik alan ¢izgilerinin daima bir iletkenin yiizeyine dik olarak gikmasi ve ona dik olarak
yaklagmast gerekmektedir. Iletken bir madde iginde elektrik alan gizgileri olamaz.

Diizgiin bir E elektrik alaninin, kendisine dik bir S yiizeyinden gegirebilecegi alan ¢izgisi
sayist N,

N=gE S (2.17)
olur. Bu bagintiy1, merkezinde bir q ytikii bulunan r yarigapl kiireye uygularsak,

1 q 2
N=¢g,E S=——4xnr* = 2.18
0 4TC r2 q ( )
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elde edilir. Denk.(2.18) ile kiirenin yiizeyinden gegen toplam elekirik alan ¢izgisi sayisim
buluruz. Bu say1 kiirenin yarigapina bagli degildir, dolayisiyla yiikii merkezde olan her kiireden
aym sayida kuvvet gizgisi geger. Diger taraftan kuvvet ¢izgileri hi¢ bir zaman kesigmezler. Eger
elektrik alan gizgileri yiizeye dik degilse, elektrik alantyla dS yiizeyinin normali arasinda 6 agis1
varsa bu sonlu ylizeyden gegen toplam elektrik alan ¢izgi sayisi,

N=EdS Cosd (2.19)

olur. 1/g, = 36m.10° oldugundan, denk.(2.13)’e gére bir Coulomb’luk pozitif yiikten 367.10°
sayis1 kadar alan ¢izgisi ¢ikar.

2.6. Gauss Yasasi

I¢inde (+Q) yiikii bulunan bir kiiresel yiizeyden gegen elektrik alan kuvvet gizgilerinin N
toplam sayisinin, sayica Q’ya egit oldugunu daha 6énce géstermistik. Gauss yasasi bu ifadenin
genellestirilmis seklidir. Gauss yasasina gore, cebirsel toplam +Q olan bir yiik dagilim kapal:
bir ylizey igine kapatilmis olsun. Bu yiizeyin bir ylizey elemam1 dS’i gosterelim (Sekil 2.5).
Buradaki E alan vekt6rli biitiin yiik dagilimi nedeniyle A noktasindaki alan siddetidir ve yiizey

elemanina normal ile bir 0 agis1 yapmaktadir. Bu yiizey elemanindan gegen elektrik alan kuvvet

¢izgisi sayisi,

Sekil 2.5 Birim yiizey elemanindan gegen gizgi sayis1
dN =¢,(Ecos0)dS =¢,E,dS (2.20)

ve kapal1 yiizeyden gegen toplam elektrik kuvvet ¢izgisi sayisi,

13



N=c{dN=sochnds (2.21)
olur. Daha 6nce N = Q = Z Q oldugunu géstermistik. Boylece,

aochdScose=so<j'E,,ds=ZQ (2.22)

¢=<j’Ends (2.23)
ve ¢’ye elektrik alan giddeti akis1 denildiginden son esitlik,
1
=qE dS=— 2.24
0=qEds=-3Q (2:24)

olarak elde edilir. Gauss tarafindan verilen bu bagnti elektromanyetizmanin dort temel
yasasindan biridir. Gauss yasasina gére; herhangi bir kapali yiizeyden ¢ikan toplam aki, bu
kapal1 yiizey i¢indeki net elektrik yiikiiniin 1/g, katina egittir.

2.7. Dielektrik Sertlik

Bir yalitkan veya dielektrik, i¢inde bir elektrik alanmin etkisi altinda devamli olarak
hareketli serbest yliklerin bulunmadifi bir maddedir. Bununla birlikte, her dielektrifin
(yalitkanin) bu 6zelligini kaybedip bir iletken haline geldigi limit bir elektrik alan degeri vardir,
Bir yalitkanin, 6zelligi bozulmadan dayanabilecegi maksimum elektrik alan siddetine onun
dielektrik (yalitkanlik) sertlii denir. Ornek olarak, normal sartlardaki havanmn dielektrik sertligi
E,=3.10° N/C’dur, oysa cam igin bu deger iki veya ti¢ misli daha fazladir. Buna gore 1 cm
yanigaph bir kiirenin hava ortaminda tutabilecegi maksimum yiik miktarim1 belirleyen yiizeysel
yiik yogunlugu,

_3.10°

=g,E_=—"—_=27.10"° C/m?
P =80 Bm = 7610

olarak bulunur. Béylece bu kiirenin tutabilecegi maksimum yiik miktar da,
Q=4na’p,=34.10"° C

olarak hesaplanir. Gergekte, hava i¢inde bir iletkenden digerine kivileim atlamasima ait sartlar
Em =3.10° N/C degeri ile sinirlanamaz, bu sartlar gok daha karmagiktir.

14



2.8. Poisson ve Laplace Denklemleri

- -
Gauss kanunu dogrusal bir ortamda ifade edilebilir. Bu durumda D =¢E iken,
-y
V(EE)=p, (2.25)
-

yazilabilir. Burada p, hacimsel yiik yogunlugudur. Bu esitlikte E =—-VV yerine konularak,
V(-eVV)=p, (2.26)
elde edilir ve bu denklem vektor 6zdesligi kullanilarak,

eVIV+VVVe=—p, (2.27)

seklinde yazilabilir. Bu denklem, V potansiyel fonksiyonu ve p, hacim yiikk yogunlugu igeren
ikinci dereceden kismi bir diferansiyel egitliktir. Bu egitlik, smir gartlann ve p, ile €’nun
fonksiyonel bagimlilig: bilinirse ¢6ziilebilir.

Bununla beraber, eger homojen bir ortamda (e sabit oldugunda) éncelikle denk.(2.27)
esitliginin ¢oziimii ile ilgileniliyorsa, Ve =0 olduguna gére denk.(2.27),

viy=_Pv (2.28)

olur. Bu esitlik Poisson denklemi olarak adlandirilir ve bir bolgede lokal yitk dagilimina bagh
potansiyel dagilimim ifade etmektedir.

Elektrostatikte iletkenlerin yiizeyindeki yiikk dagilimlarimi igeren bazi problemler vardir.
Bu durumlarda, ilgili bolgede ¢ogu noktalarda hacim yiik yogunlugu sifirdir. Boylece p,’nin
olmadig1 bolgede denk.(2.28),

ViV=0 (2.29)
olur ve boylece denk.(2.29) Laplace denklemi olarak adlandirilir.

2.9. Elektriksel Potansiyel

Elektrik yiiklii bir gubuk ¢evresindeki elektrik alan, vektorel bir biiyiikliik olan alan
vektorii E ile oldugu gibi, skaler bir bilyiikliik olan elektriksel potansiyel V ile de belirlenir. Bu
iki biiyiikliikk arasinda yakin bir iligki vardir. Problemin ¢6ziimiinde hangisinin kullamlacagi,
hangi biiylikliigiin probleme uygun olduguna baghdir.

15



A ve B noktalari arasmdaki potansiyel farki, elektrik alam igine konulmus qo deneme
yiikiiniin A noktasindan B noktasina, denge durumunu koruyarak giderken, yapilan i olarak
tanimlanir. Dolayistyla elektriksel potansiyel farki,

Vv, -V, = (2.30)

ile verilir. Yapilan W, isi pozitif, negatif veya sifir olabilir. Bu durumlarda, B noktasinin
potansiyeli A noktasinin potansiyeline gére sirastyla, biiytiktiir, kiigitktiir ve aymdir.
SI sisteminde potansiyel birimi denk.(2.30)’dan da goriilecegi gibi, Joule/Coulomb’dur.

Pratikte bu orana 6zel bir isim verilir: Volt (V).
1 Volt=1 Joule / 1 Coulomb

Genel olarak potansiyel farkimin tanmimlandifi A noktas, biitlin yliklerde sonsuz uzakta
segilip, o noktadaki potansiyel de keyfi olarak sifir kabul edilir. Dolayisiyla denk.(2.30)’da
V=0 oldugundan B noktasindaki potansiyel,

V= (2.31)

w
a4
seklinde yazilir.
Potansiyel farkinin tamiminda kullandigimiz W g ve potansiyel farkinin kendisi (Vz-V,),
deneme yiikiiniin A ve B noktalar1 arasinda izledigi yola bagli degildir. Potansiyelin izlenen
yoldan bagimsiz olmasi, biitlin korunumlu alanlar igin gegerlidir. Eger boyle olmasaydi, B
noktasinin elektriksel (referans noktas1 A’nin potansiyeline gére) potansiyeli tek degerli olarak
tanimlanmaz ve potansiyel kavram biitiin yararliligim kaybederdi.
Elektrik potansiyelleri, birbirine esit noktalarin olugturdugu geometrik yere espotansiyel
ytizey denir. Her biri elektriksel potansiyelin degisik degerine sahip espotansiyel yiizeyler,

elektrik alaninin uzayn belirli bir bolgesinde agik bir sekilde anlagilmasina imkan saglar.

2.10. Potansiyel ve Elektrik Alam

A ve B, diizgiin bir elektrik alam iginde bulunan iki nokta olsun. Sekil 2.6’da gortildiigii
gibi, A noktasinmn B noktasindan alan dogrultusu boyunca d kadar uzakta bulundugu ve elektrik
alanim herhangt bir yiik sisteminin olusturdugunu kabul edelim. Pozitif bir deneme yiikiiniin
“qo”, A noktasindan B noktasina kadar, AB dogrultusu boyunca bir dis kuvvet etkisiyle ivmesiz
olarak yer degistirdigini diigiinelim.
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Yiik iizerine etkin olan elektriksel kuvvet qoE olup asagiya dogru yonelmistir. Daha 6nce
belirttigimiz gibi, yiikii hareket ettirmek igin, y6nii elektrik kuvvetinin yoniiniin tersi siddeti
elektrik kuvvetinin siddetinin ayms1 olan, bir dig kuvvetin ettigini diigiinelim. Dis kuvvetin
yaptig1 is,

W,z =Fd=q,Ed (2.32)
seklindedir. Bu bagintiy1 denk.(2.30)’da yerine koyarsak,

Wi
9o

=Ed (2.33)

elde edilir. Bu egitlik 6zel olarak bu basit durum igin potansiyel farki ve elektrik alani arasindaki
iligkiyi verir. Buradan SI birim sistemi iginde, elektrik alaninin diger bir biriminin Volt/metre

oldugu anlagilir.

Sekil 2.6 Diizgiin elektrik alani igerisinde q, deneme yiikiiniin hareketi

Sekil 2.6’daki B noktasi, A noktasina gére daha yiiksek bir potansiyeldedir. Bu beklenen
durumdur. Ciinkii dig kuvvet, deneme yiikiinii A noktasindan B noktasma gotiirmek igin pozitif
bir i§ yapmugtr. Bu durum yer ¢ekimi alaninda, bir tag pargasini bir noktadan diger bir noktaya
yiikseltmek igin pozitif bir ig yapilmasina benzemektedir.

Eger dis kuvvetin etkisi altinda deneme yiikii AB yolu tizerinde bir df kadar yer
degistiriyorsa, yapilan is, F.d¢’dir. Deneme yiikiintin A noktasindan B noktasina kadar gitmesi
i¢in yapilan is, tiim yol {izerinde sonsuz kiigiik yol elemanlar1 boyunca yapilan islerin toplamina

(integrasyonuna) esittir. Toplam is,

W,p = Bdez =—q, BjEdz (2.34)
A A
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Sekil 2.7 Diizgiin olmayan elektriksel alan igerisinde q, deneme yiikiiniin hareketi

seklindedir. Bu isleme ¢izgisel integrasyon denir. Anlagilacag: gibi, dig kuvvet yerine -qoE
konulmugtur. Bu bagint1 denk.(2.30)’da yerine konulursa,

W B
Vg —V, =—AB =-J'Edz (2.35)
qO A

elde edilir. Eger A noktas1 sonsuz uzakta alinirsa ve potansiyelin sonsuzdaki degeri sifir kabul
edilirse B noktasinin potansiyeli,

B .
V- _[Edl (2.36)

ile verilir. Bu iki esitlik bize iki nokta arasindaki potansiyel farkini veya herhangi bir noktadaki
potansiyelin degerini hesaplama imkami1 saglar. Ancak, E alaninin her noktada bilinmesi
zorunludur.

2.11. Noktasal Yiikiin Olusturdugu Potansiyel

Sekil 2.8°de, izole edilmis noktasal bir yiikiin yakininda bulunan A ve B noktalan
gosterilmistir. Kolaylik saglamasi igin, A, B ve q’nun aym bir dogru iizerinde bulundugunu
kabul edilirse bir q, deneme yiikiiniin radyal dogrultuda A noktasindan B noktasina ivmesiz
olarak yer degistirdigi kabul edilerek, bu iki nokta arasindaki potansiyel farki agagidaki bigimde

hesaplanir.
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Sekil 2.8 Pozitif bir q yiikiiniin ¢evresinde olusturdugu elektriksel alan

Sekil 2.8°’de yol boyunca E daima saga, df ise yer deZistirme dogrultusu olan sola
yonelmigtir. Bu nedenle,

Ed/=Ecos(180°)d¢{=-Ed/ (2.37)

olur. Ancak sola dogru yerlestirildiginde, azalan yarigap y6niinde hareket edildiginden,

dl=—dr (2.38)

esitligi saglanir. Bu iki sonug birlestirilirse,

Ed¢=Edr (2.39)

bulunur. Bu bagintiy1 denk.(2.35)’de yerine yazildiginda,

Was
do

V-V, =

——[Bae=-fra (2.40)
A

TA

elde edilir. Ayrica,
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g=—1 94 (2.41)
4ne, r?

olduguna gére denk.(2.40)’dan

Vy-V, =——1 £=L(i_i] (2.42)

sonucu elde edilir.

Referans noktas: A, sonsuzda segilerek (rA - oo) bu noktada V4 potansiyeli sifir olarak

kabul edilir. B indisini de g6z oniine almadan potansiyel,

v=—1_4 2.43)
4ne, 1

seklinde yazilir. Elde edilen bu denklem, nokta bir yiikiin olusturdugu espotansiyel ylizeylerin
ayn1 merkezli kiire ytizeyleri oldugunu gsterir (Yalgm, 1991).
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3. SINIR INTEGRAL DENKLEMLERI

Miihendislik uygulamalarinda birgok problemler bélgeler halindedir. Bu problemlerin
sayisal analizinde kargilagilan diferansiyel denklemler Poisson denklemi veya onun homojen
sekli olan Laplace denklemi tipindedir. Laplace veya Poisson denklemlerine agirlikh artiklar

y6ntemi ve Green teoremi uygulanmasi sonucunda sinir integral denklemleri elde edilir.

3.1. Simrr Sartlan

Sinir elemanlarn yéntemiyle potansiyel dagilimi problemlerinin analizinin yapilmasinda,
bélge s Uizerinde tammli fiziki degerlere gore hesaplamalar yapilir. Bu fiziki degerler
potansiyel ve potansiyelin normale gére tiirevidir (aki). Bu fiziki degerlerin siir {izerindeki
durumlarina gére problem bolgesi Dirichlet tipi, Neumann tipi veya kanigik tipi siir gart1 ile
tamimlanir.

S, X

y B Bélgesi
T——» X

(@) () ©

Sekil 3.1 (a) Dirichlet tipi smur sart1, (b)Neumann tipi siir garti, (c) Karigik tip smir sarta

Incelenen problem bélgesinin simr iizerinde sadece potansiyel deger (u = u ) tamimh ise

problem bolgesi Dirichlet tipi siir sarti ile tammlanmir (Sekil 3.1.a). Aym sekilde problem
bolgesinin simir1 {izerinde sadece potansiyelin normale goére tiirevi degeri (q=a) tamiml1 ise
problem bolgesi Neumann tipi sinir sarti ile tanimlanir ($ekil 3.1.b). Eger problem bolgesinin
smn {izerinde hem potansiyel deger (u =E) hem de potansiyelin normale gére tiirevi degeri
(q =c_1) tammli ise problem bélgesi kangik tip smr sarti ile tammlanir (Sekil 3.1.c)
(Choi, 1989).

3.2. Temel Coziim

Problem bélgesini ifade eden sinir integrallerinin ¢oziimiinii elde etmek igin Poisson
denkleminin homojen sekli olan Laplace denkleminin temel ¢oziimiiniin bulunmasi gerekir.
Temel ¢6ziim, sinir eleman formiilasyonunda kullanilan bir agirlik fonksiyonudur.

Sonsuz bir bolgede herhangi bir ‘i’ noktast igin yoZunlagtirilmug birim kaynagmn
(6rnegin; sinur tizerindeki potansiyel deger) etkisiyle tanimlanan temel ¢6ziim,
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Viu+A; =0 (3.1

seklinde tanimlanir. Bu denklemde ‘A’ Dirac Delta fonksiyonudur.

A fd(t)

-d d
Sekil 3.2 Dirac Delta fonksiyonu

Dirac Delta fonksiyonu genis bir alana uygulanan fonksiyonun etki alanini inceler ve

herhangi bir fonksiyonla garpiminin integrali,
[f:)n()at= lim [ta(©)n(t) dt =1(0) (3.2)

seklinde tanimlanir. Bu durumda, Dirac Delta fonksiyonun herhangi bir fonksiyonla ¢arpiminin
integrali fonksiyonun tanimlanan noktasindaki degerine esittir. Buna gore, ‘i’ noktas1 i¢in,

J'quu*dB = Iu(— A;)dB = —u, 3.3)

B B

elde edilebilir. Boylece denk.(3.1) ve denk.(3.3)’den faydalanilarak temel ¢6ziim elde edilir ve
iki ve {i¢ boyutlu problem bdlgeleri igin,

u' = —l—ln(lj (2 boyutlu durumda) (34
2n \r
R (3 boyutlu durumda) (3.5)
4nr

seklinde bulunur (Hunter v.d., 2002; DeFigueiredo, 1991).
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3.3. Simr Integral Denklemi

Smir elemanlant ydntemiyle Laplace veya Poisson denklemi tipindeki potansiyel
problemlerinin analizinde ilk 8nce, problem bélgesine ait bilinen simir degerlerinin (u ve q)
yardimyla bilinmeyen smr degerleri elde edilir. Daha sonra, bilinen ve elde edilen smir
degerleri ile istenilen bir i¢ noktadaki potansiyel deger elde edilir. Buna gére ilk 6nce simrda,
daha sonra i¢ noktada hesaplama yapilir. Bu hesaplamalarda kullamlan smir integral
denklemleri, simir noktalar1 igin smir integral denklemi ve i¢ noktalar ig¢in smir integral
denklemi olarak iki farkli gekilde tanimlanir.

Laplace denklemine ait sinir integral denklemini elde etmek igin, Laplace denklemine
agirhikli artiklar ve Green teoreminin uygulanmasi gerekir. Buna gbére, ‘w’ bir agirhk

fonksiyonu olmak {izere,

[(vujwas= I%wdS— [vuvwds=0 (3.6)
B S B

elde edilir. Denk.(3.6) ayn1 zamanda sonlu elemanlar yéntemi igin bir baglangi¢ denklemidir.
Agirlik fonksiyonu (w), temel ¢6ziimii temsil ederken, agirlik fonksiyonunun normale gore
tiirevini (Au/6n) ise q  temsil etmektedir. Smir elemanlan yontemine bir baglangig denklemi
tiretmek i¢in ise ikinci integral iizerinden tekrar bir Green teoremi uygulanmalidir. Bu
dogrultuda,

all* »*
0= [—u'dS— [Vuvu'ds
r é[uu

S

0= fqu'ds- fuq'ds+ fu(v?u'}i G.7)
$ S B
esitligi elde edilir (Uyar, 2004). Bu denklem,
Iu (Vzu' )dB = ju qdS- Iq u’ds (3.8)
B S S

seklinde yazilabilir.
Laplace denklemine uygulanan agulhkli artiklar ve Green teoreminin Poisson
denklemine uygulanmasinin sonucunda da smir integral denklemi benzer sekilde elde edilir.

Buna gore,
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J'(Vzu-b)de= J'%wds- [vuvwds=0 (3.9)
S B

B

elde edilir ve esitlifin sagma ikinci kez Green teoreminin uygulanmasi sonucunda Poisson

denklemi i¢in sinir integral denklemi elde edilir (Beer, 1991):
J’u(vzu*)dB- fpu'dB = [uq'ds— qu'ds (3.10)
B B S S

3.3.1. Smr Noktalar: i¢in Sumir integral Denklemi

Sinir noktalarindaki ¢éziimler igin gerekli sinir integral denkleminin elde edilmesinde
Sekil.3.3’de goriildiiii gibi simir tizerinde bir ‘i’ noktas: etrafindaki ‘e’ yangaph, ¢S,’ smirh ‘B”
bolgesi dikkate alinir.

Sekil 3.3 Sumrdaki ‘i’ noktasinin gésterimi

Denk.(3.8) ve denk.(3.10)’da esitligin saginda bulunan integral ifadeleri ‘e’ yarigapi
sifira giderken limiti hesaplandifx g6z 6niinde bulunduruldugunda,

—lim [[Pu o0 lds + tim [P0 -u®|as (3.11)
e—)OS on on B—>OS_S on on

seklinde ortaya ¢ikan denklemde, birinci limit ifadesi asagidaki doniigtimler kullanilarak, Sekil

3.4’e gore hesaplanir:

dS=¢d6
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Sekil 3.4 Sinirdaki ‘i’ noktasimin geometriksel durumu

%1 0,0
lim fuq'dS=limu |—ed8==2—1y (3.12)
g0 £—0 21e 271
S, 6,
—Ine K
lim [qu'dS =1lim Jasdo =0 (3.13)
>0 &0 21 .
3 1

Denk.(3.12)’de bulunan ifade tekil integrallerde ortaya ¢ikar ve

.. = - (3.14)

seklindeki katsay1 ile tanimlanabilir. Ayrica denk.(3.11)’deki ikinci integral ifadesinde lim

g0
oldugu igin S—-8, — S olacaktir:
lim juq‘ds = fuq'ds (3.15)
S-S, S
lim Iqu ds|= _[qu ds (3.16)
\ S-S, S

Laplace ve Poisson denklemlerinden elde edilen smir integral denklemlerinde
(denk.(3.8) ve denk.(3.10)) esitligin solunda bulunan birinci integral ifadeleri Dirac Delta
fonksiyonun 6zelligiyle,
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fu(v?u’ )aB = - fu(a,)aB=0 3.17)

B

sonucu elde edilir. Elde edilen bu ¢6zlimlerin denk.(3.8)’de yerine yazilmasiyla,

ey + fug'ds = fqu'ds (3.18)
S S

seklinde Laplace denklemine gére simir noktalar igin sinir integral denklemi ve denk.(3.10)’da

yerine yazilmasiyla da,

cu; + |uq'dS+ J‘bu'dB=J‘qu‘dS (3.19)
S B S

seklinde Poisson denklemine gore sinir noktalar igin simir integral denklemi elde edilir.

3.3.2. i¢ Nokta Formiilasyonu

Problem bélgesi igindeki herhangi bir ‘i’ noktasimin potansiyel degerinin hesaplanmasi
igin gerekli olan denklemi elde etmek igin Sekil 3.5’de goriildiigii gibi ‘B’ problem bolgesi
icerisindeki ‘i’ noktas: etrafindaki ‘e’ yarigapl ve S, simirli ‘B” problem bolgesi dikkate alimr,

Sekil 3.5 Problem bolgesi igerisindeki ‘i’ noktasimn gésterimi

Problem bolgesi igindeki ‘B” bélgesinin ‘s’ yarigap sifira giderken limiti hesaplandig
goz onlinde bulundurarak denk.(3.8) ve denk.(3.10)’da esitliin saginda bulunan integral

ifadeleri,
u . ou u .« ou
= {|l—u - dS + 1 —u - ds 3.20
S anu uanil eglgsj{anu uan] ( )

seklinde yazilabilir. Denk.(3.20)’deki limit ifadesi,
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Sekil 3.6 Problem bélgesi igerisindeki ‘i’ noktasimm geometriksel durumu
seklindeki déniigiimlere ve Sekil 3.6’ya gore,

2n

lim uq‘ds=1imuj’ EN B 2t (3.21)
e—)OS &0 o 2ne 21

. " . o 1118 i
lim [qu’dS =lim qude =0 (3.22)
g0 e»0| 27 5

sonuglan elde edilir. Denk.(3.8) ve denk.(310)’da esitligin solunda bulunan integral ifadeleri
yine denk.(3.17)’ye gore sifira egittir. Boylece elde edilen sonuglarin denk.(3.8)’de yerine

yazilmasiyla, Laplace denklemine gére i¢ noktalar igin sinir integral denklemi elde edilir:
U= jqu‘ds - J'u q'ds (3.23)
S $

Benzer sekilde elde edilen sonuglarin denk.(3.10)’da yerine yazilmasiyla, Poisson denklemine

gore i¢ noktalar i¢in siir integral denklemi elde edilir.

u, = jqu*ds- juq‘ds— [bu'aB (3.24)
S B

S
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3.4. Gauss Sayisal integrasyonu

Gauss sayisal integrasyon formiilleri, kaynak noktasi igermeyen smir elemanlar
iizerindeki integrasyon igin kullamlir. Eger incelenmekte olan eleman kaynak noktas: igeriyorsa
integraller tekil olur. Bu durumda, ya analitik integrasyon (basit durumlar i¢in) ya da logaritmik
sayisal integrasyon formiilleri kullamilmalidir.

Gauss alan hesabi, kuralli integraller i¢in dogru ve kullamim basit oldugundan dolay1
sayisal integrasyon islemlerinde tercih edilmektedir. Ayrica ig¢ hiicreler iizerindeki integrasyon

i¢in de Gauss sayisal integrasyonu kullanilmaktadir.

3.4.1. Bir Boyutlu Gauss Alan Hesab1

Iki boyutlu problemlerde, bir boyutlu smir elemanlan: tizerindeki integraller igin bir
boyutlu Gauss alan hesab1 kullanilmaktadir. Her bir integral igin,

+1 n
I= [f©)dE=) fE)w; (325)
~1

i=1

yazilir. Burada n: integrasyon noktalarinin sayisi, &; : i noktasinin lokal koordinati ve w; : agirlik

faktoridiir.

Tablo 3.1 Kuralli Gauss noktalan (apsisleri) ve agirlik faktorleri

n Apsisler, &; Agirlik faktdrleri, w;
2 -0.5773502692 1.0000000000
0.5733502692 1.0000000000
3 +0.7745966692 0.5555555556
0.0000000000 0.8888888888
4 +0.8611363116 0.3478548551
+0.3399810436 0.6521451549
+0.9061798459 0.2369268851
5 £0.5384693101 0.4786286705
0.0000000000 0.5688888888
£0.9324695142 0.1713244924
6 +0.6612093865 0.3607615730
+0.2386191861 0.4679139346
+0.9491079123 0.1294849662
7 +0.7415311856 0.2797053915
+0.4058451514 0.3818300505
0.0000000000 0.4179591837
+0.9602898565 0.1012285363
8 +0.7966664774 0.2223810345
+0.5255324099 0.3137066459
+0.1834346425 0.3626837834
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& degerleri ve w; agirlik faktorleri, sekiz noktaya kadar olan degerler igin Tablo 4.1'de
verilmigtir. Burada diigiimler (apsisler) ger¢ekte Legendre polinomlarmin kokleridir, agirhik
faktorleri ise bir denklem sisteminin ¢6ziimityle elde edilmigtir (Mathews, 1992).

3.4.2. Ucgensel (Triangular) Bolgeler I¢in iki Boyutu Gauss Alan Hesabi

Bir {iggen lizerinde sayisal integrasyon, Sekil 3.7°de gésterilen tiggensel koordinatlar (€,,
£,, £3) ile asagidaki denklem kullanilarak yapilir.

1]1-§, n
I= J’f(‘gvgzaas )d§1:|d§2 =Zf(§},§'2,§; )Wi (3.26)

0 i=1

Burada n; integrasyon noktalarinin sayisi, &, &, £3; !1° integrasyon noktasinin tiggensel

koordinatlar1 ve w;, Gauss noktalarinin agirhik faktérleridir (Yildirim, 1999).

2

(0,1,0)

0,0,1)
S
( 1 :090N
Sekil 3.7 Uggensel koordinatlar

Tablo 3.2 Uggenler i¢in Diizeltilmis Gauss noktalan ve agirlik faktorleri

n i & ) & Wi
1 (tineer) | 1 173 13 173 ]
; 1 172 172 0 75
2 0 12 12 13
(karesel) | 12 0 12 113
1 173 73 173 ~9/16
| 2 3/5 /5 1/5 25/48
4 (kiibik) | 3 1/5 3/5 1/5 25/48
4 1/5 1/5 3/5 25/48
1 | 033333333 0.33333333 0.33333333 0.22500000
2 | 079742699 0.10128651 0.10128651 0.12593918
; 3 | 010128651 0.79742699 0.10128651 0.12593918
iy | 4| 010128651 0.10128651 0.79742699 0.12593918
q s | 005971587 0.47014206 0.47014206 0.13239415
6 | 047014206 0.05971587 0.47014206 0.13239415
7 | 047014206 0.47014206 0.05971587 0.13239415
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4. SINIR ELEMANLARI YONTEMI

Sinir elemanlar1 yontemi ile analiz edilen problemde, bolge smmirlar1 keyfi olarak
ayngtirilir. Sinirlardaki her bir bélmeye simir elemani adi verilir. Smirda elde edilen bu
elemanlar tizerinde, etki integrallerinin hesaplanmasinda referans alinan, aym: zamanda eleman
lizerinde var olan ve hesaplanmas: gereken degerlerin bulundugu noktalar mevcuttur. Sinirda
bulunan bu noktalara genel olarak diigiim ad1 verilir (Yildirim v.d., 2003).

Sinir elemanlan yontemiyle Poisson denklemi tipindeki problemlerin analizinde diigtim-
eleman iligkisi ve diiglim-bolge iligkisi ile gerekli hesaplamalar yapilir. Buna gore sir
tizerindeki hesaplamalarda, sinirdaki her diiiimiin biitiin elemanlarla iligkisi incelenir. Boylece

her bir diigiim-eleman iligkisi yardimyla ¢6ziim elde edilir. Denk.(3.19)’da verilen sinir integral

denklemindeki integraller,

Jau'ds=q;G;; (4.1)
S

Iu q'dS=u; ﬁu 4.2)

S

seklinde gosterilebilir. Burada ‘i’ diigiim noktasi, ‘j’ ise simirdaki elemandir. Bu denklemde I/:Iu

ve Gj katsayilarna, etki katsayilan (influence cofficients) ad1 verilir. Buna gore, sinur tizerinde

N sayida eleman bulundugu g6z 6niine alinirsa, Denk.(3.19)’daki siir integral denklemi,

N A N
j=1

i=1

seklinde ifade edilebilir. Her diigiim ve eleman iligkisi ile ortaya gikan I/-iu ve Gj katsayilan,

A

H ve G matrisleriyle ifade edilebilir. Ayrica H matrisinin kégegen terimlerine tekil
integrallerde ortaya gikan c; katsayisi eklenebilir. Buna gére, ortaya ¢ikan yeni matris H ile

gosterilirse,
Hu+d=Ggq 4.4)

sistemi elde edilir. Burada sinirdaki diigiim sayis1 N ise H ve G (NxN) boyutlu iki matris ve d
bolge integrallerinin ¢6ziimii sonucunda ortaya ¢ikan (Nx1) boyutlu matristir. Ayrica u ve q
(Nx1) boyutlu vektérlerdir. Bu denklem sisteminin ¢dziimii sonucunda simirdaki bilinmeyen
degerler elde edilir. Buna goére denk.(4.4)’deki sistemde bilinen degerler bir tarafa
bilinmeyenlerse diger tarafa taginir. Bu durumda denklem,
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Ax=F 4.5)

seklinde gosterilebilir. Burada x bilinmeyen u ve q degerlerini temsil eden (Nx1) boyutlu
matrisi ifade eder. A, bilinmeyen u ve g degerlerine ait H ve G matris elemanlarini ifade eden
(NxN) boyutlu matrisi gésterir. F ise bilinen u ve q degerlerinin kendilerine ait H ve G matris
elemanlarimin ¢arpim degeri ile d matris degerinin toplamini ifade eden (Nx1) boyutlu matristir.
I¢ noktalardaki hesaplamalarda ise, belirlenen i¢ nokta ile biitlin siir elemanlari
arasindaki iligki incelenir. Bu iligki sonucunda denk.(3.24)’iin ¢6ziimii ile elde edilen sonuglar

smirda N eleman bulundugu g6z 6niine alinarak denk.(4.3)’deki terimler cinsinden yazilarak,

N

N
=) Gyq;- ) Hyu;—d; (4.6)
p

j=1
sistemi elde edilir. Bu denklem,
u; =Gq+Hu-d 4.7

seklinde matris sistemi ile yazilabilir. Bu denklemde H ve G, ‘i’ i¢ noktasi ile simirdaki biitiin
elemanlar arasindaki iligki sonucunda ortaya gikan (1xN) boyutlu matris ve u ile q, sinirdaki bu
elemanlar iizerindeki smir degerlerini ifade eden (Nx1) boyutlu matristir. Aynca d, ‘i’ ig
noktasina ait bolge integrallerin ¢éziimiidiir.

Bir eleman sekli igin kullamlan gekil fonksiyonu ile eleman igindeki fiziksel degerlerin
tammu igin kullamlan interpolasyon fonksiyonlar1 g6z oniinde bulundurularak gesitli simr
elemanlar1 gelistirilmistir. Bu elemanlar genel olarak; sabit, lineer ve parabolik elemanlardur.
Buna gore, sabit elemanda bir diigiim bulunur ve bu diiiim de elemanin merkezindedir. Lineer
clemanda ise iki diifiim bulunur ve bu diigtimler elemanin ug¢ noktalarindadir. Parabolik
elemanda ise li¢ diiiim bulunur ve bu diigiimlerin birisi elemamn merkezinde, diger ikisi ise ug
noktalarindadir (Yildirim v.d., 2004).

/ (Q) (tl>) - (©) (d)

Sekil 4.1 (a) B6lmelenmis problem bolgesi, (b) Sabit eleman, (¢} Lincer eleman, (d) Parabolik eleman
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Aynisimin  yapildigi kesim noktalarina simr elemanmnin ‘u¢ noktalari’ adi verilir.

Genellikle bir B bélgesinde siur ayrigimi yapildiinda yaklagik bir B bolgesi ve yaklagik bir é j

simir1 meydana gelir. Dolayisiyla bu iglemler S smin ile yaklagik §j sinin1 arasinda bir

aynistirma hatas1 meydana getirecektir. Bu ayristirma hatasim en aza indirgemek igin dogru smir

elemam secilmelidir (Uyar, 2004).

smir elemam

ayrigtirma hatasi
siir

Sekil 4.2 Sinir eleman agmn sematik gésterimi

Problem bolgesine ait simr ve i¢ nokta hesaplamalarinda gerekli Hy ve Gy etki
katsayilari, iizerinde kaynak noktasi bulunmayan sinir elemanlan iizerindeki integrasyon (‘i’
noktasimin ‘j’ elemammnin iizerinde bulunmadifi durum) ve iizerinde kaynak noktasi bulunan
sinir elemanlan tizerindeki integrasyon (‘i’ noktasimin ‘j* eleman iizerinde bulundugu) durum

g6z oniinde bulundurularak elde edilir.

4.1. Sabit Elemanlar

Sabit eleman tiirlinde, sinir {izerinde bulunan degerlerin eleman boyunca sabit bir

degisime sahip oldugu kabul edilir ve bu simir degerleri elemanmin orta noktasinda bulunan tek

bir diiglimiin {izerinde tanimlanur.

Sabit elemana ait diiglim, diiz bir elemanin orta noktasinda bulundugu igin

denk.(3.14)’deki a agis1 w’'ye (180°) esittir. Dolayistyla sabit elemanda c; katsaysi siirekli

olarak,

_ [0

n_1
2n 2

dir. Buna gore sinir noktalarindaki hesaplamalar,
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N A N

1

j=1 j=1

denklemine gére yapilir. Ayrica i¢ noktalardaki hesaplamalar denk.(4.6)’ya gore yapilir:

N N
u; = Gyq;— Y Hyu; -4,
=1

=1

4.1.1. Uzerinde Kaynak Noktasi1 Bulunmayan Sabit Suur Elemanlann Uzerindeki
Integrasyon

Sinir elemanlari yonteminde, siir elemani lokal koordinatlarda ifade edilmektedir.
Eleman tizerindeki sayisal integrasyon noktalar1 da bu koordinatlara gore belirtilmigtir. Lokal
koordinat sisteminde verilen bir eleman tizerindeki noktanin koordinatlari, global koordinatlarda
yazilabilir (Eristi, 2003).

A
.
Y

Sekil 4.3 Sabit eleman koordinat sistemi

Sabit eleman tiizerindeki herhangi bir noktanin global koordinat sistemine gore

gbsterimi;
x(§)=N1xl +N,X%, =%(1—§)x1 +%(1+§)X2 - x(§)= = -|2-x2 + ;xz g 4.9)
YO-Ny 4Ny, =B +o(+8y, > =D AR @i

seklinde ifade edilir. Smir integrallerinin hesaplanilmasinda sabit eleman iizerindeki herhangi

bir nokta lokal koordinat sistemi ile ifade edilecegi i¢in dS — df doniigiimii yapilmas: gerekir.

Buna gore,
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as =@y + @y ,/%% = J(EXE @.11)

seklindeki bir ifade elde edilir. Buradan sabit eleman igin,

ds=‘/(xz—xl)2 ;(Y2 ) 4 =% it 4.12)

seklinde doniigtim ifadesi elde edilir.

Gauss noktalari

Sekil 4.4 Sabit elemana ait ‘i’ diiJiimiiniin integrasyon noktalarina uzakliklari

Denk.(4.6) ve denk.(4.8)’deki Hy ve Gy etki katsayilan lokal koordinat cinsinden
yazilarak ve Gauss alan hesabi d6niigtimii kullanilarak sayisal olarak hesaplanabilir. Buna gére
G; etki katsayisi,

G; = ju*ds= filn(ljds (4.13)
2n \r
S S
1. (1 1 L, 1)
Gy = [—In| = |[dS=—=1 [in| = |4 4.14
! 5[21: n(rj 2n 2 _-[n(r : (“.14)

seklinde elde edilir. Denk.(4.14)’de elde edilen ifade denk.(3.25)’e gore diizenlendiginde,
L& 1
G;=—21) In— 4.15
Y 4n ; (rk JWk @19

seklinde Gy etki katsayis1 hesaplamir. Ayrica bu denklemde ‘n’ Gauss noktalarnin sayisi, L;
elemanin boyu, ry diigiim ile eleman iizerindeki Gauss noktas1 arasindaki uzaklik ve w, Gauss
noktasinin agirlik faktoriidiir.

Benzer sekilde Hj etki katsayss,
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‘a8 = [Phas = [ )&
H; = [q’ds :jEdS "_J:ar €)5 ) e (4.16)

S

seklinde yazilabilir. Bu denklemde q" temel ¢6ziimiin normale gore tiirevi olarak tamimlanr.

Temel ¢oziim u’,

ol
2n \r

seklinde tanimlandiina gére normale gére tiirevi q ise,

.17

seklinde tanimlanir. Denk.(4.20) nin sag tarafindaki kismi tlirevler ayn ayn ele alindiginda,

*

2

1

=—— 4.18
or 27r (4-18)
d..
o S 4.19)
on rL;
¢oziimleri elde edilir. Elde edilen bu ¢oziimlerin denk.(4.16)’da yerine yazilmasiyla,
+1 +1
ou .\ Or 1 d;
H. = |=—(&)—1E)}dE = |-——|1(E)d 4.20
= [ @5, PelE= [ e (4:20)
1 L, +4q.
H, =————1 [-ig 421
Y 2nL; _-[ r’ s 2
sonucu elde edilir. Denk.(4.21)’de elde edilen ifade denk.(3.25)’e gére diizenlendiginde,
gLy (4.22)
T L A '

seklinde Hj etki katsayis1 hesaplanir. Ayrica bu denklemde ‘dy’ diigtim ile eleman arasindaki
dik uzakliktir.
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4.1.2. Uzerinde Kaynak Noktasi Bulunan Sabit Simr Elemanlar: Uzerindeki Integrasyon

Simir noktalarindaki hesaplamalarda ‘i’ diiglimiiniin ‘j° elemanmnn {izerinde olmasi
durumunda gerekli H ve G etki katsayilarinin analitik olarak hesaplanmasi gerekir. Bu durumda
etki katsayilan H; ve Gj olarak ifade edilebilir.

Sabit elemanda ‘n’ normali ile eleman iizerindeki integrasyon noktasmma olan ‘r’

uzaklifimn daima birbirine dik olmasindan dolay: H;; terimleri sifir olur.

H, = Iq*ds= j a;‘ %dS =0 4.23)

S S

H; ve Gy etki katsayilan denk.(4.4)’de ifade edilen H ve G matrislerinin kdgegen
terimleridir. Bu durumda H matrisinin biitiin kdsegen terimlerinin sifir olmas1 gerekir. Ancak H
matrisinin 6zel bir durumu vardir. Bu durum ise ‘c;’ katsayisimn H matrisinin kdsegen terimine
eklenmesidir. Buna gére H matrisinin kdsegen terimi ‘c;’ katsayisimi ifade eder.

Uniform potansiyel u’nun tiim smir iizerine uygulandifi ve q normal tiirevinin sifir

oldugu sartlar altinda degerlendirilir. Dolayisiyla,
HI=0 4.24)

olarak degisecektir. Burada I siitun vektoriidiir. Denk.(4.24) satirlarda H’1n biitiin elemanlarimin
toplaminin sifir olmasi gerektigi anlamim tagimaktadir. Bundan dolayi, tiim késegen olmayan

elemanlar bilindiginde kdsegen olan elemanlarin degerleri,

H. =— ZHJ i=1.2,......N (4.25)

J=Li%j

bagintisiyla kolaylikla belirlenebilir. Boylece elde edilen ifade ‘c;’ katsayisidur.
Sabit elemanli simir elemaninda Gy etki katsayis1 analitik integrasyon kullanarak elde

edilir.

Sekil 4.5 Uzerinde ‘i’ kaynak noktasi bulunan sabit eleman
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Gj = fu'ds=— m(—st (4.26)
S

1% 1, 171
G, =— j In—dS+— J' In—dS 4.27)
2n T 27 T
-Lj/2 0
1 Lj/2 1
Gy=— [In-ds (4.28)
T 5 r

seklinde yazilabilir. Sekil 4.5’de gosterilen ‘i’ noktas: etrafindaki ‘e’ yarigapinin limiti sifira
gotiiriilerek tekil integral ifadesi elde edilir.

G; = 1 limfr In(r)- [ (4.29)

T e>0

G; = h(1 + ln(iD (4.30)
2n L i

4.2. Lineer Elemanlar

Sinir elemanlan yénteminin bu eleman tiirlinde sinir {izerinde bulunan degerlerin (u ve q)
lineer bir degigsim gosterdigi kabul edilir. Lineer eleman iizerinde bulunan iki diiiim, elemanin

her iki u¢ kisimlarinda tamimlanir. Lineer elemana ait bu diiglimlerin interpolasyon

fonksiyonlari,
N, =%(1—§) (431)
N, =%(1+e;) (4.32)

seklinde tanimlanir (Paris v.d., 1997).

Ny=—-(1-9

£=1 £=0 E=-1 E=1 £=0 t=-1

Sekil 4.6 Lineer interpolasyon fonksiyonlar
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Sinir lizerindeki hesaplamalarda gerekli sinir integral denklemi,

cu; + fug'ds+ J'bu“dB= jqu‘ds (4.33)
S B S

seklinde tanimlanmir. Bu denklemde ‘c;’ katsayismin degeri sabit elemandaki gibi sabit bir
katsay1 degildir. Ciinkii elemanin ug kisimlarinda bulunan diiglimlere ait ‘e’ agis1 (denk.(3.14)’e
gore) problem smirma gore deigkenlik gbsterir. Buna gére her smr pargasi igin ‘c;’
katsayisimin degeri ayrica hesaplanmasi gerekir. Diger bir tanimla ‘c;’ katsayisi, H matrisinin

terimlerinin toplanmasiyla elde edilir. Bu ifadeye gore lineer elemanda ‘c;’ katsayusi,

N 2

¢=- > H} 4.34)

j=1 a=l

denklemiyle de elde edilebilir.
Smir tizerindeki ‘u’ ve ‘q’ degerlerinin lineer bir degisim gosterdigi gbéz oniinde

bulundurarak eleman iizerinde lokal koordinatlarla ifade edilen herhangi bir noktanin ‘u’ ve ‘q’

degerleri,
u(g) =Nju; +N,u, = [N1 Nz] [ul uz]T (4.35)
Q(g) =Niq; +N,q, = [Nl Nz] [Ch ‘h]r (4.36)

seklinde diigtim degerleri ve interpolasyon fonksiyonlar1 ile belirlenir. Buna gore
denk.(4.33)’deki sinir integral ifadeleri,

Jug'as= [N, N, ]l u,Tq'as=[my HElpy, u, 4.37)
S S

favas= N, N,]la, o, Tuas=[6} 63l apf (438)
S S

denklemleriyle ifade edilebilir. Bu durumda °j° elemam iizerindeki birinci diigiime ait etki

integralleri,

Hj = [Nyq'ds (4.39)
S

Gj = _[Nlu'dS (4.40)
S
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seklinde ifade edilir. ¢j° elemam tizerindeki ikinci diiftime ait etki integralleri ise,
H = szq‘ds (4.41)
S

= J'Nzu*ds (4.42)
s
seklinde ifade edilir. Buna gére sinir noktalarindaki hesaplamalar,
N
cu; + z [H}J ][uJ1 + d, = Z[G ] qJl qur (4.43)
=1
denklemiyle yapilir. Ayrica i¢ noktalardaki hesaplamalar,

=§:[} Gu][qﬂ qﬂ]T Z[H Hi?][ujl ujz]"di (4.44)

j=1

denklemine gore yapilir.

Lineer elemana goére yapilan hesaplamalarda problem bélgesi tek bir smir pargasindan
meydana gelmigse, sir iizerindeki ‘j° elemanimin birinci diigiimii ile ‘j-1’elemanin ikinci
diiglimiiniin ortaklify s6z konusudur.” Ayrica birinci elemanmn birinci diigiimii ile sonuncu
elemanin (N.) ikinci diigliminiin ortaklifi da sdz konusudur. Buna gore bu ortak diigtim

lizerindeki potansiyel her iki elemandaki duruma gére siirekliligini korur. Bu duruma ait integral

ifadeleri,
Hu = (HfI +HZ, )u1 (birinci ve sonuncu diigiim ortaklig) (4.45)
Hu;= (HfJ +Hi2(j_1))u i ( elemam 1. diigiimii ve j-1 elemam 2. diigiimii ortaklig1) (4.46)

seklinde sade bigimde ifade edilebilir. Ancak aki degerinin, eleman {izerinde tanmimlanmasindan

dolay: ortak diigtimden 6ncesinde ve sonrasinda stirekliligini korumayabilir. Bu durum ise,

Gy q; =G} q; i+ Gl an (birinci ve sonuncu diigiim ortaklig) (4.47)

G;q;=Gjq;+ G1)9; G cleman 1. diigtimii ve j-1 elemam 2. digiimil ortakhig) ~ (4.48)

seklinde sade bir bigimde gosterilebilir. Eger problem bolgesi iki veya daha fazla smir
parcasindan meydana gelmigse, yukaridaki denklemler her smmir pargasina ayr1 ayri

uygulanmalidir.
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4.2.1. Uzerinde Kaynak Noktasi Bulunmayan Lineer Simr Elemanlari Uzerindeki
Integrasyon

Lineer eleman iizerinde bulunan her iki diigtime ait etki katsayilani, Gauss alan hesabi
formiilleri ve sabit elemanda da kullanilan gerekli doniigiimler yardimiyla sonucunda sayisal

olarak hesaplanabilir.

Gauss noktalarn

Sekil 4.7 Lineer elemana ait ‘i’ diigiimiiniin integrasyon noktalarina uzakliklart

Buna gore Hj, ve Hj etki katsayilari,

L. d.
HL="25"(1-¢, )2 4.49
205w, @49)
L& 3
H; =—8-i2(1+§k)i"-wk (4.50)
T I

denklemleriyle hesaplanabilir ve benzer sekilde Gij ve ij etki katsayilan,

LN 1

Gij_&t k§=1"(1 E_,k)ln(rkjwk (4.51)
2 _LiN 1

G; = Sné(ugk)ln(rk ka (4.52)

denklemleriyle elde edilebilir.

4.2.2. Uzerinde Kaynak Noktas: Bulunan Lineer Smir Elemanlar1 Uzerindeki Integrasyon

‘i’ diigiimiiniin ‘j” elemamn {izerinde olmas1 nedeniyle meydana gelen bu durumda H ve
G’ye ait tekil integraller ayr1 ayr1 hesaplanir. Bu hesaplamalarda iki durum s6z konusudur. ilk
durum ‘1’ diigtimiiniin ‘j> elemanmn birinci diigiimii izerinde bulunmasi ve ikinci durum ise ‘i’

diigiimiiniin ‘j-1’ elemaninin ikinci diigtimii izerinde bulunmasidur.
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Buna gére birinci duruma ait H tekil integralleri, ‘n’ normali ile eleman tizerindeki

integrasyon noktasina olan ‘r’ uzakligt daima birbirine dik olmasindan dolay,

n
i+1 ‘L e i
; -

5 j elemam

Sekil 4.8 ‘i’ diigiimiiniin ‘> elemanimn birinci diigiimii fizerinde bulunmast

1 ou" or
H. = [N, q"dS = —1— —_— 0 4.53
L Sjlq sz( 5 08= (4.53)

H2 szq dS= j—(mg)——- ds=0 (4.59)
seklinde stfira eittir. G tekil integralleri ise,

Gl = !Nl u*dS:—ZI; Sj%@-g) ( ]dS——- j—l —&)n @7’ §=%[%+%ln[%ﬂ (4.55)
G2 IN ds=—j—(1 &)ln( )dS =— J'—(1+§)lnGJ?’d§ %;;{%%m[%ﬂ (4.56)

seklindeki denklemler ile elde edilir.
fkinci duruma ait H tekil integralleri yine birinci duruma benzer olarak,

n
— ¢
2 j-1 eleman1 1

Sekil 4.9 ‘i’ diigiimiiniin ‘j-1° elemaninin ikinci diigtimii lizerinde bulunmasi

H., = Iqu dS= j—(l g)-—— ds=0 (4.57)

= jNZ q'dS= j%(ng)—— ds=0 (4.58)

S

seklinde sifira egittir. Bu duruma ait G tekil integralleri ise,
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U fNnoatds et Lo o)ml Das oL Lo L) g L L, 1, L
Gl = !NludS—zn Sjz(l &)ln(r)ds—zn_lz(l é;)ln(rjzdé {4+21n(L H (4.59)

“on
1 ¢l 1 1M NL, . L3 1.(1
G2 =[N, u'dS=— [—(1+&)n| = Jas=— [=(1+&)m| = |=ide == | 24 —1n| — || (4.60
i !zu 2n§[2( &,)n(r) 2n_12(+§) ()2 5 nL“LzI{Lﬂ( )

seklindeki denklemleriyle elde edilir.

4.3, Parabolik Elemanlar

Siir elemanlar1 yonteminin bu eleman tiirinde, eleman {izerinde bulunan diigiim
degerlerinin (u ve q) eleman boyunca parabolik degisime sahip oldugu kabul edilir. Diigtimler
eleman boyunca biri merkezde, diger ikisi ise elemanin ug noktalarinda tanimlanir (Sekil 4.9).

Sekil 4,10 Parabolik elemanin problem bélgesinde genel gésterimi

Parabolik elemanda eleman sinir, problem simrma denk olarak degigkenlik gosterir.
Bu durum izoparametrik olarak adlandirilir. Bu parabolik elemanin en 6nemli avantajidir. Buna
gore elde edilen géziimler ¢ok hassastir. Belli bagh dezavantajlari ise; eleman iizerinde bulunan
diigtimlere ait etki integralleri ve tekil integrallerin olduk¢a karmagik ve hesaplamalarinin daha

zor olmasidir.
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2

3‘/$N
j elemam

Ey=+1 !

§=-1

Sekil 4.11 Parabolik elemanin lokal koordinat ile gésterilmesi

Parabolik elemanda, diigiimlere ait interpolasyon fonksiyonlar,

N, =%§(§_1)
N, =1-¢&

N, =£(E+1)

(4.61)
(4.62)

(4.63)

seklinde tamimlamir. Eleman iizerindeki herhangi bir noktanin global koordinat cinsinden ifadesi

ise;

x(E)=N, x,+ N, x, + N, x,

Y(§)= Ny +N,y,+ N3y,

seklindedir. Smirdaki bir dS pargasi igin,

as=@F (@) = [ﬁ][ﬂ) i

de ) " \d

(4.64)
(4.65)

(4.66)

seklinde koordinat déntiigiimii yapilir. Bu denklemde & ve j—z ’yi elde etmek igin denk.(4.64)

ve denk.(4.65)’in tiirevleri alinirsa,

dx

& a2+ 0L )2
dy Y1 Y3
2 _(e-1)2L- 2 23
& =D - 28y, + (08 +1)7

denklemleri elde edilir.

dg

(4.67)

(4.68)

Parabolik elemanda, sinirdaki diigiimler iizerinde bulunan u ve q degerleri, genel olarak

ifade edilen siir integral denkleminden elde edilir:
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cu; + J‘uq'dS+ J‘bu‘dB= J‘qu'dS (4.69)
B $

S

Bu denklemde u ve q degerleri, eleman tizerindeki degerleri ifade eder. Bu degerler,

eleman lizerinde ii¢ diigiim bulunmasi nedeniyle,
u(§)=(N1u1 +N,u, + N;u, ) = [Nl N, Na] [ul u, u, ]T 4.70)
q(&) =(N1q1 +N,q, + N3‘l3)= [Nl N, Ns] [ql q; %]T 4.71)

denklemleri ile tanimlanir. Boylece denk.(4.69),

N N
Gl +Z I[Nl N, N3][u1 U, us]T q"dS= Z ﬂNl N, Ns][‘h 9, %]Tuids (4.72)

=1s s

seklinde tanimlanir. Bu durumda diigiimlere ait etki integralleri ise,
H. = le q'dS HZ = sz q'dS H: = st q'ds (4.73)
S S S

Gj = [N, u"ds G} = [N, u'ds G} = [N, u'ds (4.74)
S S S
denklemleri ile tanimlanir. Bu etki integralleri, sinir noktalarinda genel olarak,
N N )
e+ [HL B2 B oy u, u,T +d, =) [6} 62 G2 ]a, g, 0T @4.75)
j=1 j=1

denklemiyle tanimlanir. Bu denklemde c; katsayisinin ise, eleman geometrisine bagh olarak
hesaplanmasi gerekir. Ancak parabolik elemanda, eleman sinin egrisel simirlarla ifade edilecegi
i¢in her bir ¢, katsayisim1 hesaplamak zordur. Bunun i¢in c; katsayisi, H matrisinin terimlerinin

toplanmasiyla elde edilebilir. Buna gére c; katsay1si,

N 3

¢=-y > HE (4.76)

j=l a=1

denklemiyle elde edilir.
I¢ noktalarda smir integral denklemi ise,



N N
u; =Z [GL G§ Gisj][(h q2 %Ir "Z [H}_] H; Hisj][ul u, us]T -d; “4.77)
j=1

=1

seklinde tanimlanir (Eristi, 2003).

4.4 Bolge Integrallerinin Hesaplanmast

Elektrik alan problemleri hesaplamalarinda incelenen problem bélgesi matematiksel
olarak Poisson denklemi tipi ile tamimlanmiyorsa, problem bdlgesine ait smir integral
denklemlerinde ayrica bir bélge integrali bulunur.

Problem bélgesine ait bolge integralinin hesaplanmasimn en genel y6ntemi hiicre

yaklagimi yontemidir.

4.4.1 Hiicre Yaklaginm

Hiicre yaklagimi yontemi, sinir elemanlar1 yonteminde bdlge integrallerinin ¢6ziimii i¢in
kullanilan bir yoldur. Bu ydntemde, problem bolgesi sonlu elemanlar y6ntemindeki gibi

hiicreler ile bélmelendirilir.

Sekil 4.12 Bolgenin hiicrelere ayrigtiriimast

Boélge integral terimi Gauss alan yontemine doniistiiriilerek ¢6ziim elde edilebilir. Buna
gbre, her smir diugimii ile biitiin hiicreler arasindaki iliski sonucunda bélge integralleri

hesaplanir. Bu hesaplamalarda hiicre {izerindeki Gauss noktalar: baz alinir.
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Hiicre Gauss noktalar

y
A _Diigiim
/ — Smur
- X
Sekil 4.13 Diigiim-Hiicre iligkisi

Poisson denklemi tipindeki potansiyel problemlerin hiicre yaklagim yéntemiyle
analizinde,

Sinir noktalarmdaki hesaplamalar igin;

» Smnirdaki her diigiimiin sinir tizerindeki biitiin sinir elemanlar: ile iligkisi,
» Sinirdaki her diigiimiin biitiin i¢ hiicreler ile iliskisi,

incelenir. i¢ noktalardaki hesaplamalar igin;

» Potansiyeli hesaplanacak diigtimiin sinir tizerindeki biitiin sinir elemanlan ile iligkisi,

> Potansiyeli hesaplanacak diiglimiin biitiin i¢ hiicreler ile iliskisi,

incelenir.
Bu durumda, smnur integral denklemlerinde ifade edilen ve her bir siirdaki ‘i’ diigiimiine

gore tanimlanan ‘d;’ bolge integrali ifadesi Gauss alan doniigiimii kullanilarak,

M R
d; = [bu'dB =2[2wk(bu‘)k] Q, 4.78)
B

e=1 k=1

seklindeki denklemiyle sayisal olarak hesaplanabilir. Bu denkleme gére bélge integrali, ‘M’
toplam hiicre sayisi olmak iizere birden M’e kadar degigen farkl hiicreler iizerindeki bir toplam
vasitastyla hesaplanir. ‘w,” Gauss integrasyon agirhfn ve ‘b’ Poisson sabitidir. ‘bu”
fonksiyonunun ¢oziimii, ‘R’ hiicre iizerindeki Gauss noktalarinin sayis1 olmak iizere birden
R’ye kadar degisen her bir hiicre lizerindeki ‘k’ noktasina gore hesaplamlir. Ayrica ‘Q.’ her bir
‘e’ hiicresinin alanmidir. Buna gére ‘d;’ terimi, stmirdaki her bir ‘i’ diitimiine gére hesaplamlmig
olur (Partridge v.d., 1992).
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Siir elemanlar1 yontemiyle yogunlagtinlmis bir elektrik yiikii kaynagma gore
hesaplamalar yapilmas: oldukga kolaydir. Ancak bu kaynaga gére hesaplamalarin yapilmasi
sonlu elemanlar ve sonlu farklar yénteminde olduk¢a zordur (Gaul v.d., 2003).

Bu yogunlastirilmis kaynaklar, ‘k’ i¢ kaynak noktasinda ‘b’ fonksiyonu igin &zel
durumunda ortaya ¢ikar. Bu durum,

b=Q,A, (4.79)

denklemiyle tamimlanir. Bu denklemde ‘A; Dirac delta fonksiyonu ve ‘Q’ kaynagin

biiyiikliiglidiir. Bu duruma ait simr integral ifadesi,

P
ciu; + fuq'ds+ fbu'dB+ ) Quu; = [qu'ds (4.80)
B k=1 3

S

seklinde tanimlanir. Bu denklemde ‘P’ bolge igerisinde yogunlagtinlmig kaynaklarinin sayisi ve
‘w.’ k noktasindaki temel ¢oziimii ifade eder (Kythe, 1995).

4.5. Otomatik Ucgen Eleman Uretimi

Hiicre yaklagimi ile bdlge integrallerinin ¢dziimiinde, problem bolgesinin figgen
elemanlarla bélmelenmesi gerekir. Bilgisayar ortaminda yapilan hesaplamalarda, basit problem
bolgeleri kagit iizerinde iiggen elemanlara bolmelendirilip ortaya ¢ikan koordinatlar gerekli
¢Oziimlerin yapilmasi i¢in bilgisayar ortamina aktarilabilir. Ancak problem bélgesinin karmagik
smurlara sahip olmasi veya fazla eleman sayisina bolmelendirilmek istenmesi durumunda kagit
tizerinde bdlmelendirme yapmak olduk¢a zor olur ve zaman alir. Bu durum, bilgisayar
ortaminda gesitli yontemler kullamilarak yapilan otomatik {iggen eleman tiretimiyle
gergeklestirilerek ortadan kaldinlabilir.

Yapilan analizlerde problem bélgesini otomatik {iggen elemanlara bélmelemek igin
MATLAB’da kullamlan baz1 fonksiyonlara eklemeler yapilmigtir. Bu fonksiyonlarda
bolmeleme islemi igin Delaunay tliggenleme yéntemi kullanilmugtir. Delaunay iiggenleme
yontemiyle problem bdlgesi diizensiz bir sekilde tiggen elemanlara bolmelendirilebilir. Ozellikle
problem bdlgesinin tiimiiniin fazla elemanlara bélmelendirilmesinden ziyade hassas kisimlarini
daha fazla tiggen elemanlara bélmelendirilmesi ile daha az iglem yapilarak ve daha hassas
hesaplamalar yapilabilir.

Problem bolgesi iliggen elemanlara bélmelendikten sonra figgen elemanlarmn siur
{izerindeki kenarlari, sinir elamam olarak hesaplamalara katilir. Béylece otomatik siur

elemanlan da iiretilmis olur.
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5. BILGISAYAR PROGRAMLARI

5.1 H-BEM Programm
MATLAB program kullamlarak, smur elemanlari yontemi ile iki boyutlu Poisson ve

Laplace denklemi tipindeki elektrik alan problemlerinin ¢6ziimiinii yapan bir bilgisayar
programu gelistirilmigtir. Bu program H-BEM olarak isimlendirilmigtir.

PROBLEM VERILERININ
TANIMLANMASI VE GIRILMESI

/

UCGEN ELEMAN VE SINIR ELEMAN
VERILERININ URETILMESI

Y
SINIR SARTLARININ TANIMLANMASI

Y
BOLGE INTEGRALLERININ HESAPLANMASI

NOKTASAL YUK
HESAPLAMALARININ YAPIL. MASI

Y
_ SINIR DUGUMLERINE AIT
ETKI KATSAYILARININ HESAPLANMASI

LINEER DENKLEM SISTEMININ COZUMU

~ IGNOKTALARDAKI
BILINMEYENLERIN HESAPLANMASI

A
SONUCLARIN GOSTERILMESI

Sekil 5.1 H-BEM programmmn aki§ diyagramm

H-BEM programu ile simr elemanlar1 yéntemine ait hiicre yaklagirm yoéntemi ve lineer
eleman tiirti kullanilarak Poisson denklemi tipindeki elektrik alan problemlerinin analizi
yapilmaktadir. Sekil 5.1°de H-BEM programinin akig diyagrami gosterilmigtir.

H-BEM programu ile yapilan analizlerde gerekli veri girigleri ve iglem basamaklar1 Sekil

5.1’deki akig diyagramunda da goriildiigii gibi kisimlara ayrilmustir. Program kullanicisinin bu
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akis diyagramina gére gerekli verileri girmesi gerekir. Bu akig diyagramindaki kisimlar ve bu
kistmlarda kullamlan bazi program degigkenleri ile alt programlardan kesitler asagida

agiklanarak gosterilmistir.

¢ Problem Verilerinin Tanimlanmasi ve Girilmesi

(gin, gia, gsn, gsa) Gauss noktalarinin koordinatlar1 ve agirlik katsayilarina ait veriler:
Problemlerin analizlerinde gerekli sinir integral denklemleri, Gauss alan hesabi déniigiimii
yapilmas: ile sayisal olarak hesaplanmaktadir. Buna gore bu akig diyagrami kismunda smir
elemanlar1 ve liggen elemanlar iizerinde tantmli Gauss noktalarmin koordinatlann ve agirhk

katsayilarma ait veriler ayr1 ayr1 tammlanmigtir.

%Girig verileri

gsn=
[0.333333333,0.333333333,0.333333333;0.059715871,0.470142064,0.470142064;0.470142064,
0.059715871,0.470142064,0.470142064,0.470142064,0.059715871;0.797426985,0.101286507,
0.101286507;0.101286507,0.797426985,0.101286507;0.101286507,0.101286507,0.797426985]
gsa=
[0.2250,0.132394152,0.132394152,0.132394152,0.125939180,0.125939180,0.125939180];

gin =[-0.86113631,-0.33998104,0.33998104,0.86113631];

gia = [0.34785485,0.65214515,0.65214515,0.34785485];

(sab) Poisson sabiti veri girisi: Poisson sabiti, ortama ait yilk yogunluguna ve dielektrik

katsayisina bagli olarak,
b=-2
€

seklinde ifade edilen denkleme gore hesaplanilmasi ve elde edilen verinin girilmesi gerekir.

%Yiik yogunlugu tanimlanmmasi (yoksa 'sab=0")
sab =2261.94;

(spt) Problem tiirli tammlama: Uygulama 6rnei olarak kare siurli sistem, koaksiyel kablo,
gubuk topraklayici ve kiire-diizlem elektrot sistemleri segilerek bu &rneklere ait programlar
yazilmugtir. Bu uygulama Srneklerine ait analizler igin ‘spt’ degiskenine yukanidaki ek

strasina gore 1, 2, 3 veya 4 olarak defer verilmesi gerekir. Bu veri giriginin ardindan program
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segilen problem tiirline ait smr ve iiggen eleman bdlmeleme verisini ‘usd’ ve egpotansiyel

dagilimn hesaplama verisini ‘ssa, ssb’ otomatik olarak belirler.

(NQ1, NQl1x, NQ1y, NQ2, NQ2x , NQ2y) Noktasal yiik tanimlama veri girigleri: Problem
bélgesi iizerinde bulunabilecek noktasal yiiklerin degerlerini ve koordinatlarim1 tamimlama veri
girigidir. Problem bélgesi iizerinde hacimsel yiikk yogunlugunun yani sira noktasal bir ylikiin
etkisi de sz konusu olabilir. Buna gére program igerisinde iki farkli noktasal yiike ait deger ve
koordinat veri girisleri bulunmaktadir. Problem bolgesi iizerinde higbir noktasal yiik yok ise
‘NQ1’ ve “NQ2’ yiik degiskenlerine sifir degeri girilmelidir.

%Noktasal yiik tanimlama

%1.Yiik Ql=degeri Q1x=x koordinat1 Q1y=y koordinat: (yoksa Q=0)
NQI1=0;

NQ1x=0.2;

NQ1y=0.5;

%2.Yiik Q2=degeri Q2x=x koordinat1 Q2y=y koordinat1 (yoksa QQ=0)
NQ2=0;

NQ2x=0.8;

NQ2y=0.5;

(ist) Espotansiyel egri veya koordinat segimi ile sonug gdsterimini belirleme veri girisi: Elde
edilen sonuglarmn egpotansiyel grafik veya koordinat girisine gére ekranda gosterilmesi i¢in

gerekli veri girigidir. Bu veri degeri 1 veya 2 seklinde girilmesi gerekir.

(tft) Espotansiyel araliklarrm tamimlama veri girigi: Espotansiyel efri sonu¢ gosterimi
segilmesine bagli olarak ekranda gésterilecek olan egpotansiyel egrilerin araliklarim belirlemek
igin gerekli veri girigidir. Ornegin 1°den 10’a kadar 1 V araliklarla espotansiyel egri gizdirmek

igin,
tft=0:1:10

seklinde veri girigi yapilabilir.

e Ucgen Eleman ve Simr Eleman Verilerinin Uretilmesi

Etki katsayilarinin ve bélge integrallerinin hesaplanmasinda gerekli sinir elemanlar ve
ticgen elemanlar bu kisimda otomatik olarak tiretilmektedir. Ayrica bu eleman sayilan kolay bir
sekilde arttirilip azaltilabilir,
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Gerekli iiggen eleman ve smnir eleman verileri, MATLAB programina ait ‘initmesh’ ile
‘pdeplot’ fonksiyonlar1 kullamlmasi ve gerekli eklemelerin yapilmasiyla birlikte programa ek
olarak yazilan ‘duzelektrot’, ‘koakcey’, ‘kureduzlem’ ve ‘cubtop’ fonksiyonlan vasitasiyla

otomatik olarak iiretilmektedir. Bu fonksiyonlarin kullamlmasi sonucunda,

Sinir elemanlart u¢ koordinatlar,
Uggen elemanlar ug diig{im koordinatlari,
Uggen eleman baglant: diigiim numaralari,

Sinir elemant sayist,

V V.V V V

Uggen eleman sayist,

verileri tiretilmektedir.
%Uggen eleman ve siir elemamn veri iretimi
[pa pb pcl=initmesh(stg, Hmax',usd);
pdemesh(pa,pb,pc);
load ver.mat;
SL~=size(YY,1)/3;
for k=1:SL
Xa(k)=XX(3*k-2);
Yak)=YY(3*k-2);
end
%S1nir eleman sayisi
ses = size(Xa,2);
%S1nir diigiim sayisi
sds = size(Xa,2);
%Dahili diigtim ve dahili hiicre sayis1
dds = size(pa,2)-size(Xa,2);
dhs = size(pc,2);
%smir diigiimleri koordinatlar
xss=Xa;
yss=Ya;

Ornek olarak program igerisinde ‘diizelekirot’ sisteminin liggen eleman ve smir
elemanlarla b6lmelenmesi, “[pa pb pc]=initmesh(stg, Hmax',usd)” komut satir1 ile yapilmaktadir.
Bu komut satirinda stg degiskeni ‘duzelektrot’ ve usd degiskeni 0,1 segilmesi ile problem
bolgesi toplam 328 {iggen eleman ve 40 smur eleman firetilir ve iiretilen bu elemanlara ait

veriler ‘pa’, ‘pb’ ve ‘pe’ degiskenlerine atanir. Benzer sekilde a degiskeni 0,5 segilirse 16 iiggen
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eleman ve 8 smir elemam, a degiskeni 0,05 segilirse 1342 {iggen eleman ve 80 smir elemam
tiretilmektedir. Buna gore a dediskeni diigiik degerli se¢ilirse daha gok {iggen eleman ve sinir
clemam tiretilmektedir. Béylece yapilan analiz daha hassas olur. Ancak eleman sayis: arthifinda

analiz siiresi de artar.

e  Swir Sartlarimn Tanimlanmasi

Problem tiiriine ait sinir pargalarinin siir gartlarini belirleme islemi bu kisimda yapilir.
Uygulamalarda verilen problemlere ait sinir sartlarni aym sekilde olusturulan smnir elemanlar

lizerine atanir.

e Bilge integrallerinin Hesaplanmas:

Incelenen problem bolgesi Poisson denklemi tipinde ise problemin matematiksel
formiilasyonunda smir integral denklemlerinin yam sira bélge integralleri de bulunur.
Programin bu kisminda bélge integralleri hiicre yaklagimi yontemiyle hesaplanir. Bu hesaplama
islemi sinir diigiimii ile liggen eleman iligkisi ve daha 6nce girilen Poisson sabitine gore yapilir.
Ayrica gerekli hesaplama iglemi i¢in her bir liggen elemanin alam da hesaplanmaktadir.

%Bolge integrallerinin hesaplanmasi
%Diigiimlerin koordinatlar1
xs=pa(1,:);
ys=pa(2,:);
%iti¢gen hiicrelerin bagimli oldugu diigtimlerin tanimlanmasi
hbd=pc";
for k=1:dhs
Al=hbd(k,1);A2=hbd(k,2);A3=hbd(k,3);
AB1=ys(A2)-ys(A3),
AB2=ys(A3)-ys(Al);
AB3=xs(A3)-xs(A2);
AB4=xs(A1)-xs(A3);
ha(k)=abs((AB1*AB4-AB2*AB3)/2);
end
for o=1:sds
xxd=xs(o);
yyd=ys(0);
top=0;
for 1=1:dhs
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Al~=ha(l);
nl=hbd(1,1);n2=hbd(1,2);n3=hbd(1,3);
xpl=xs(nl);xp2=xs(n2);xp3=xs(n3);
ypl=ys(nl);yp2=ys(n2);yp3=ys(n3);
for k=1:7
gl=gsn(k,1);g2=gsn(k,2);g3=gsn(k,3);
xgn=xpl*gl + xp2*g2 + xp3*g3;
ygn=ypl¥*gl + yp2*g2 + yp3*g3;
drx=xxd-xgn;
dry=yyd-ygn;
rg=sqrt(drx"2+dry”2);
top=top-gsa(k)*AL*log(1/rg)*sab/(2*pi);
end
end
Dp(o)=top;

end

e Noktasal Yiiklere Ait Hesaplamalar

Problem bolgesi iizerinde noktasal yiik bulunmasi durumunda gerekli hesaplamalarin

yapildig1 kisimdir.

%Noktasal yiiklere ait hesaplamalar

for hf=1:sds
RQ=sqrt((NQ1x-xss(hf))"2+(NQ1y-yss(hf))"2);
NY(hf)=NQ1*log(1/RQ)/(2*pi);

end

for hf=1:sds
RQ=sqrt((NQ2x-xss(hf))"2+(NQ2y-yss(hf))"2);
NY1(hf)=NQ2*log(1/RQ)/(2*pi);

end

¢ Sir Diigiimlerine Ait Etki Katsayllarnmn Hesaplanmasi

Siir elemanlar1 y6ntemiyle yapilan analizlerde ilk 6nce problem smmr {izerinde
bilinmeyen smir degerleri bulunur. Programm bu kisminda, bilinmeyen simir degerlerini

hesaplamak igin gerekli olan etki katsayilan, smir diigiimii ile smir elemam arasindaki iligkiye
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gore elde edilir. Ayrica burada, bu hesaplama igin diigtimiin elamana olan dik uzaklig ‘D1’ ve
smir elemanmmn boyu ‘L’ hesaplanmaktadir. Bu hesaplamalar sonucunda elde edilen etki
katsayilar1 elemanm birinci diiftimii i¢in ‘A1’ ve ‘B1’, ikinci diigimi i¢in ‘A2’ ve ‘B2’
matrisleri ile ifade edilmigtir.
Programin bu kisminda yapilan dier bir hesaplama ise ‘c;’ katsayisin bulunmast ve
‘A1’ ile ‘A2’ matrislerinin kdgegen terimlerine eklenmesidir.
%Smur noktalarindaki Hij ve Gij matrisleri hesaplanmasi
fori=l:a
forj=1:a
L=sqrt (m(j)"2+n(j)"2);
if j==i
Al(i,j)=0;
A2(i,j)=0;
B1(1,j)=L*((3/4)+(1/2)*1og(1/L))/(2*pi);
B2(i,j)=L*((1/4)+(1/2)*1og(1/L))/(2*pi);
elseif x1(1)=—x2(j) & y1(i)==y2(j)
Al(,j)=0;
A2(1,))=0;
B1(i,j)=L*((1/4)+(1/2)*1og(1/L))/(2*pi);
B2(1,)=L*((3/4)+(1/2)*1og(1/L))/(2*pi);
else
for k=1:4
RX=(x1(1)-(xx(,k))"2+(y1(D-yy(.10)"2;
AA1(K)=L*D1(31,j)*W(k)*(E(k)-1)/(8*pi*RX);
AA2(K)=-L*D1(1,j)*W(k)*(E(k)*+1)/(8*pi*RX);
BB1(k)=-L*W(k)*(E(k)-1)*log(1/sqrt(RX))/(8*pi);
BB2(k)=L*W(k)*(E(k)+1)*log(1/sqrt(RX))/(8*pi);
end
Al(i,j))=(AA1(1)+AAL(2)+AA1(3)+AAL(4));
A2(ij)~(AA2(1)+AA2(2+AA2(3)+HAA2(4));
B1(1,j)=(BB1(1)+BB1(2)+BB1(3)+BB1(4));
B2(i,j)=(BB2(1)+BB2(2)+BB2(3)+BB2(4));
end
end

end
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¢ Lineer Denklem Sisteminin Coziimii

Sinir noktalarina ait etki katsayilarimin ve bolge integrallerinin hesaplaniimasindan sonra
sinir iizerindeki bilinmeyen smnir deferlerinin hesaplamilmasi gerekir. Buna gére A x = F
seklinde bir lineer denklem sistemi olusturulur ve bu denklem sistemin ¢6ziimii sonucunda sinir

bilinmeyenleri elde edilir.

o ¢ Noktalardaki Potansiyellerin Hesaplanmasi

Smir noktalarinda bilinen ve elde edilen simir degerlerine gore problem bolgesinin
herhangi bir noktasindaki potansiyel degeri programin bu kisminda hesaplanir. Bu hesaplama
isleminde ‘ist’ degeri 1 olarak segilmigse problem bélgesi ilizerinde otomatik olarak 70 x
y6niinde ve 70 y yoniinde olmak iizere tarama yapar. Boylece bolge igerisinde 4900 noktada
hesaplama yapar. ‘ist’ degeri 2 olarak seg¢ilmigse, MATLAB komut penceresi iizerinde hesap
noktasinin koordinat verilerinin girilmesi istenir ve girilen bu koordinata ait potansiyel degeri

hesaplanarak yine komut penceresi iizerinde gériintiilenir.

% I noktalardaki potansiyel degerlerinin koordinat girisi ile hesaplanmasi
for i=1:a

LL=sqrt (m(i)"2+n(i)"2);

for j=1:4
RR=((bv-xx(1,j))"2+(cv-yy(i,j))"2);
AL1G)=LL*DDI1@G)*W(G)*(E()-1)/(8*pi*RR);
AL2(j)=-LL*DD13@)*WG)*(EG)+1)/(8*pi*RR);
BL1G)=-LL*W()*(E(j)-1)*log(1/sqrt(RR))/(8*pi);
BL2()=LL*W(j)*(E()+1)*log(1/sqrt(RR))/(8*pi);

end

AC1(1)=(AL1(1)+AL1(2)+AL1(3)+AL1(4));

AC2(1)=(AL2(1)+AL2(2)+AL2(3)+AL2(4));

BC1(i)=(BL1(1)+BL1(2)+BL1(3)}+BL1(4));

BC2(i)=(BL2(1)+BL2(2)+BL2(3)+BL2(4));

end
fori=1l:a
if i==1

BCC2(1)=BC2(2);
ACC2(>1)=AC2(a);

else
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BCC2(3i)=BC2(i-1);
ACC2(i)=AC2(i-1);
end
end
RQ=sqrt((NQ1x-bv)"2+(NQ1ly-cv)"2);
NYY=NQ1*log(1/RQ)/(2*pi);
RQ=sgrt((NQ2x-bv)"2+(NQ2y-cv)"2);
NYY1=NQ2*log(1/RQ)/(2*pi);
ui=(BC1*S"+BCC2*R")-(AC1*P")-(ACC2*P'y+DP+NYY+NYY1
end

end

e Sonuglarm Gésterilmesi

Bir 6nceki program kisminda ‘ist’ degerinin 1 olarak segilmesi sonucunda problem
bolgesi lizerinde 4900 noktada hesaplama yapilir. Bu hesaplama sonuglan espotansiyel dagilim
grafigi Uzerinde gosterili. Bu egpotansiyel dagilim grafigi icin  “[hn nh]=
contour(xxf,yyf,uitft)” komut satin yazilmisgtir. Bu komut satirmda ‘xxf ile ‘yyf* x ve y
koordinatlari, ‘ui’ bu koordinatlarin potansiyel degeri ve ‘tft’ ise egpotansiyel deger araliklarina
ait degiskenlerdir. Program kullamcis1 “tft=-100:2:100” seklindeki komut satirinda potansiyel
baglangig, bitis ve aralik degerleri degistirilerek grafik iizerindeki espotansiyel araliklan
degistirebilir.

Ayrica programin bu kisminda “clabel(hn,nh)” komutu ile gizdirilen egrilerin etiketleri
grafik tizerinde g6sterilmektedir.

Eger kullame ‘ist” degigkenini 2 olarak belirler ise, komut penceresinden girecegi i¢
noktanin koordinat verilerine gore hesaplama yapilir ve hesaplama sonucu yine komut penceresi
tizerinde gosterilir. Girilen bu koordinatin potansiyel degeri gésterildikten sonra program bagka
bir noktaya ait koordinat verilerinin girilmesi ister ve bdylece hesaplama islemi devam eder.
Eger hesaplama yapilmas: istenmiyor ve programa son verilmek isteniyorsa ‘enter’ tusuna iki

defa basilmas: gerekir.

5.2. ELECTRO Program

ELECTRO, Integrated Enginecring Software (IES) tarfindan hazirlanan ve iki boyutlu
elektrostatik alan analizi yapan bir paket programdir.

ELECTRO yaziliminda, smir elemanlar1 yontemi kullamlarak analiz yapilmaktadir.
Analiz igin ilk dnce ‘Geometry’ meniisii altinda bulunan ‘Arc’, ‘Circle’, ‘Poly Line’, ‘Spline’

gibi segenekler kullamlarak problemin geometrik modeli olusturulur. Daha sonra ‘Physics’

56



meniisinde bulunan ‘Material Table’ segenegi kullamlarak malzeme segilir, ‘Elements’
segenegi kullamlarak eleman sayisi girilir, ‘Subareas’ segenegi kullamlarak problem bdlgesi
iicgen elemanlara bolmelenir, ‘Boundary Conditions’ segenegi kullanilarak smir sartlan
belirlenir ve ‘Volume Charge’ segenegi kullamlarak problem boélgesinde bulunan hacimsel yiik
yogunlugunun degeri girilir. Bu iglemlerden sonra ‘Analysis’ meniistindeki ‘Analysis’ segenegi
kullanilarak alan analizi yapilir. Analiz sonucunda elde edilen potansiyel ve elektrik alan
degerleri skaler biiyiikliik olarak goriilebilir veya grafikler gizilerek sonuglar degerlendirilebilir.
(Integrated Engineering Software Inc., 1997)

5.3. PDE Toolbox Program

PDE toolbox, The Matworks tarafindan hazirlanan MATLAB programina ait bolge
analizi yapan hazir bir programdir. PDE toolbox ile ‘Electrostatic’ analiz tiirli segilerek
elektrostatik alan analizleri sonlu elemanlar yéntemiyle yapilmaktadir.

PDE toolbox programiyla yapilacak olan analiz igin ilk once arag gubugu iizerinde
bulunan kare, daire, elips gibi nesneler kullanilarak problem bélgesinin geometrisi olugturulur.
Daha sonra ‘Boundary’ meniisiinden ‘Boundary Mode’ segilir ve smirlara tiklanarak simir
sartlar1 girilir. ‘Mesh’ meniisiinden ‘Initalize Mesh’ ve ‘Refine Mesh” segenekleri kullamlarak
problem bélgesi tiggen elemanlara bdlmendirilir. ‘PDE’ meniisiinden ‘PDE Specification’
segenegi kullanarak problem bolgesine ait dielektrik katsayisi ‘epsilon’ ve yiik yogunlugu ‘rho’
degerleri girilir. Bu islemlerden sonra ‘Solve’ meniisiinden ‘Solve PDE’ segenegi kullanilarak
alan analizi yapilir. Analiz sonucunda elde edilen potansiyel degerleri skaler biiyiikliik olarak

goriilebilir veya grafikler ¢izilerek sonuglar degerlendirilebilir. (The Mathworks, 2002)
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6. UOYGULAMALAR
6.1. Genel Bilgi

Uygulama 6rnegi olarak kare smirh elektrot, kiire-diizlem elektrot, koaksiyel kablo,
gubuk topraklayic1 ve kiire-kiire sistemleri incelenmistir. Bu uygulama Ornekleri, problem
boélgesinde hacimsel yikk yogunlugunun bulunmadifi ortam, hacimsel yiik yogunlugunun
bulundugu ortam ve bolge igerisinde noktasal yiik bulundugu durumlar i¢in ayr1 ayr1 analiz
edilmigtir. Bu sistemlere ait H-BEM, ELECTRO ve PDE toolbox programlarindan elde edilen
sonuglar egpotansiyel egri, tablo ve grafikler ile gosterilerek kargilagtirmalar yapilmgtir.

6.2. Kare Sumirh Elektrot Sistemi

Bu uygulama 6émeginde Sekil 6.1°de goriildiigti gibi, Dirichlet siir sarth ve her bir
kenar1 1 m olan kare sinirli elektrot sistemi segilmistir. Elektrotlar arasindaki bagil dielektrik
katsayisinin degeri 1 (e~1) olarak almmugtir.

T y
©,1) U=0V (L1
S3
U=0V |5, ¢ S, | U=0V
S, X
—_—
(0,0) U=0Vv (1,0)

Sekil 6.1 Yiik yogunluguna sahip problem bolgesi

H-BEM programu ile kare smirhi elektrot sisteminin problem bélgesi otomatik olarak

1342 adet tiggen, 80 adet lineer sinir elemantyla bolmelendirilerek analizleri yapilmigtir.
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Sekil 6.2 Kare sinirh elektrot sisteminin 1342 adet iiggen, 80 adet sinir elemaniyla bolmelenmesi

Bu &rnekte, Sekil 6.1°deki sistemin sinirlarina U=0 volt (Dirichlet tipi smur gart1) olarak
uygulanmistir. Bu sinir sartina gére,

a) Problem bélgesinde yiik yogunlugunun bulunmamast,

b) Problem bdlgesinde 2 nC/m”’liik hacimsel yiik yogunlugu bulunmas,

c) Problem bdlgesinde x=0.2 y=0.5’de 2 nC’luk noktasal yiikk bulunmast,

d) Problem balgesinde 2 nC/m*liik hacimsel yiik yogunlugu, x=0.2, y=0.5’de 2 nC ve x=0.8,
y=0.5"de 2 nC’luk noktasal yiiklerin bulunmasi,

€) Problem bolgesinde 2 nC/m*liik hacimsel yiik yogunlugu, x=0.2, y=0.5’de 2 nC ve x=0.8
y=0.5"de -2 nC’luk noktasal yiiklerin bulunmast,

durumlan i¢in analizler yapilmigtir.

a) Problem bélgesinde yiik yogunlugunun bulunmamasi: Yapilan analizde problem bélgesi
iizerinde yilk yogunlugunun bulunmamasi ve problem bdlgesinin sinirlarinin 0 V’luk
potansiyele sahip olmasi durumunda problem bdlgesinin 0 V’luk potansiyele sahip oldugu

gozlenmistir.

b) Problem bélgesinde 2 nC/m™liik hacimsel yiik yogunlugu bulunmasi: Bu analizde,
Dirichlet sinir sarth kare smnirh elektrot sistemine ait problem bolgesinde homojen olarak
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2 nC/m™liik hacimsel yiik yogunlugu bulunmasi durumunda potansiyel dagilimi hesaplanmigtir.
Buna gore problem bdlgesinin bagil dielektrik katsayisiin 1 birim (g~1) olmasi nedeniyle

Poisson sabiti,

-9
p=2nC/m’ - “‘p‘=_2.:(())_9 =-72n=-226,194 b=—£=—226,194
€ €
1.—
36n

olur. H-BEM, ELECTRO ve PDE toolbox programlari yardimiyla bulunan sonuglar Tablo 6.1
ve Sekil 6.4’de gosterilmistir. Sekil 6.3’de ise H-BEM programiyla elde edilen problem
bolgesinin espotansiyel dagilimi gosterilmigtir.
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Sekil 6.3 Problem bolgesinde 2 nC/m”’litk hacimsel yiik yogunlugu bulunan kare smirh elektrot
sisteminin egpotansiyel dagilimi
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Tablo 6.1 Problem bolgesinde 2 nC/m™ liik hacimsel yiik yogunlugu bulunan kare smirli elektrot

sisteminin ¢oziimii
Potansiyel (V)

X y H-BEM ELECTRO PDE
0.1 0.5 6.567 6.564 6.569
0.2 0.5 11.242 11.231 11.241
0.3 0.5 14.337 14.323 14.336
0.4 0.5 16.095 16.097 16.093
0.5 0.5 16.666 16.648 16.663
0.6 0.5 16.092 16.080 16.093
0.7 0.5 14.337 14.324 14.334
0.8 0.5 11.239 11.234 11.241
0.9 0.5 6.566 6.567 6.571

25—

20f---------

Potansiyel (V)

10F-------fle e e
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1
'
'
1
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1
1
I
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1
'
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1
|
|
1
'
'
'
I
'
'
L

0 0.2 0.4 0.6
X (m, y=0.5 ekseni)

Sekil 6.4 Problem bolgesinde 2 nC/m’’liik hacimsel yiik yogunlugu bulunan kare simrli elektrot
sisteminin potansiyel dagilimu

¢) Problem bélgesinde 2 nC’luk noktasal yiik bulunmasi: Bu analizde, Dirichlet sinir sarth
kare simirh elektrot sistemine ait problem bélgesinin x=0.2, y=0.5 noktasinda bulunan 2 nC’luk
noktasal yiikiin meydana getirdigi potansiyel dagilm H-BEM programu yardimiyla

hesaplanmgtir.
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Sekil 6.5 Problem bolgesinde x=0.2, y=0.5 noktasinda 2 nC’luk noktasal yiik bulunan kare sinirli
elektrot sisteminin espotansiyel dagilim

Tablo 6.2 Problem bdlgesinde x=0.2, y=0.5 noktasinda 2 nC’luk noktasal yiik bulunan kare surli

elektrot sisteminin ¢oziimii
Potansiyel (V)

X y H-BEM
0.1 0.5 37.197
02 0.5 0
0.3 0.5 51.349
04 0.5 31.240
0.5 0.5 20.771
0.6 0.5 14.066
0.7 0.5 9314
0.8 0.5 5.686
0.9 0.5 2.697

Yapilan analizde, noktasal yiikiin tanimlandii x=0.2, y=0.5 noktasinda potansiyel deger

sonsuz olarak elde edilmistir. Bu durum bgliim 2’de bir noktasal yiikiin meydana getirdigi

potansiyel,

oA 6.1)
4me, 1

denklemiyle ifade edilmistir. Bu formiile gore, noktasal yiik iizerinde (r=0) hesaplanan

potansiyel degerinin sonsuz deger alacag agik olarak goriilmektedir.

62



d) Problem bilgesinde 2 nC/m™liik hacimsel yiik yogunlugu, x=0.2, y=0.5’de 2 nC ve x=0.8,
y=0.5’de 2 nC’lak noktasal yiiklerin bulunmasi: Bu analizde, Dirichlet simir sarth kare sinirh
elektrot sistemine ait problem bélgesinde homojen olarak 2 nC/m™ liik yilk yogunlugu ve x=0.2,
y=0.5’de 2 nC ile x=0.8, y=0.5’de 2 nC’luk iki ayn noktasal yiikiin bulunmas: durumunda
meydana gelen potansiyel dagilimi H-BEM programiyla hesaplanmisgtir.
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Sekil 6.6 Problem bolgesinde 2 nC/m’ hacimsel yiik yogunlugu, x=0.2, y=0.5'de 2 nC ve x=0.8,
y=0.5"de 2 nC’luk noktasal yiik bulunan kare smnirh elektrot sisteminin espotansiyel dagilimi

Tablo 6.3 Problem bolgesinde 2 nC/m’ hacimsel yik yogunlugu, x=0.2, y=0.5’de 2 nC ve x=0.8,
y=0.5"de 2 nC’luk noktasal yitk bulunan kare sinirh elektrot sisteminin ¢6ziimit

Potansiyel (V)

X y H-BEM
0.1 0.5 46.462
0.2 0.5 ©
0.3 0.5 75.001
0.4 0.5 61.402
0.5 0.5 58.210
0.6 0.5 61.399
0.7 0.5 75.001
0.8 0.5 o
0.9 0.5 46.461
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¢) Problem bdlgesinde x=0.2, y=0.5’de 2 nC ve x=0.8, y=0.5’de -2 nC’luk noktasal yiiklerin
bulunmasi: Bu analizde, Dirichlet simir sarth kare siumrli elektrot sistemine ait problem
bolgesinde x=0.2, y=0.5’de 2 nC ve x=0.8, y=0.5’de -2 nC’luk zit kutuplu iki noktasal yiikiin
bulunmast durumunda meydana gelen potansiyel dagilimi H-BEM programi yardimiyla
hesaplanmgtir.

0 02 0.4 06 08 1
s, U=0

Sekil 6.7 Problem bdlgesinde x=0.2, y=0.5"de 2 nC ve x=0.8, y=0.5de -2 nC’luk noktasal yiik bulunan
kare sinirh elektrot sisteminin espotansiyel dagilmi

Tablo 6.4 Problem bolgesinde x=0.2, y=0.5’de 2 nC ve x=0.8, y=0.5"de -2 nC’luk noktasal ylik bulunan
kare sinirh elektrot sisteminin ¢dzimil

Potansiyel (V)

x y H-BEM
0.1 0.5 34.500
0.2 0.5 +o0
0.3 0.5 42.034
0.4 0.5 17.174
0.5 0.5 0
0.6 0.5 -17.174
0.7 0.5 -42.034
0.8 0.5 -0
0.9 0.5 -34.500
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(d) 2 nC/m™ liik hacimsel yiik yogunlugu, x=0.2, y=0.5"de 2 nC ve x=0.8, y=0.5’de 2 nC’luk noktasal yiik,

(e) x=0.2, y=0.5"de 2 nC ve x=0.8, y=0.5"de -2 nC’luk noktasal yiik,

Sekil 6.8 Dirichlet sinir gartli kare smirl elektrot sisteminin y=0.5 ekseni boyunca;
durumlari igin potansiyel degigimleri.

(a) yiik yogunlugunun bulunmamasi;
(b) 2 nC/m*liik hacimsel yiik yogunlugu,

(c) x=0.2, y=0.5"de 2 nC noktasal yiik,

6.3. Kiire-Diizlem Elektrot Sistemi

Bu uygulama 6rneginde, Sekil 6.9°daki karigik smir sarth kiire-diizlem elektrot sistemi

se¢ilmigtir. Kiire ile diizlem arasindaki bagil dielektrik katsayismimn degeri 1 birim (g,~1) olarak
almmstir. Sinir sartlar1 olarak kiire elektrot U=100 V, diizlem elektrot U=0 V ve arakesitlerde

q=0 olarak belirlenmis ve,

a) Problem bolgesinde yiik yogunlugunun bulunmamasi,
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b) Problem bdlgesinde 40 nC/m*liik hacimsel yiik yogunlugu bulunmas,

¢) Problem bolgesinde 40 nC/m* liik hacimsel yiik yogunlugu, x=0.1, y=0.1’de 2 nC ve x=0.3,
y=0.1"de 2 nC’luk noktasal yiiklerin bulunmas,

d) Problem balgesinde 40 nC/m™liik hacimsel yiik yogunlugu, x=0.1, y=0.1°de 2 nC ve x=0.3
y=0.1"de -2 nC’luk noktasal yiiklerin bulunmasi,

durumlar: i¢in analizler yapilmigtir.

T y
(0,0.25) q=0 U=100 V q=0 (0.25,04)
SZ =0.0 S6

¥ S 1
Kiire elektrot

& =1

Diizlem elektrot
S4 X

0,0 U=0V (0.4,0)
Sekil 6.9 Kiire-ditzlem elektrot sistemi

H-BEM progranu ile kiire-diizlem elektrot sisteminin problem bdlgesi otomatik olarak
3254 adet iiggen, 136 adet lineer sinir elemantyla blmelendirilerek analizler yapilmugtir.

0.25 ‘ -
0.2 I ‘ . RS v
0.15
01t
0051 1. b
v - “ '4‘ B
0 0.1 0.2 0.3 0.4

Sekil 6.10 Kiire-dilzlem elektrot sisteminin 3254 adet iggen, 136 adet sinir elemantyla boimelenmesi



a) Problem bdlgesi iizerinde yiik yogunlugunun bulunmamasi: Kiire-diizlem elektrot sistemi
i¢in yapilan bu analizde, analiz edilen bdlge icerisinde herhangi bir noktasal yikk ve yiik
yogunlufunun bulunmamas: durumu incelenmigtir. Bu durumda problem bolgesi, Laplace
denklemiyle tanimlanir. Dolayisiyla problem bdlgesinin iiggen elemanlarla bSlmelenmesine
gerek yoktur. H-BEM programi ile problem bolgesi sinr1 136 adet lineer simir elemaniyla
bdlmelenerek analiz yapilmigtir. H-BEM, ELECTRO ve PDE toolbox programlar: yardimiyla
bulunan sonuglar Tablo 6.5 ve Sekil 6.12°de gosterilmigtir. Sekil 6.11’de ise H-BEM
programiyla elde edilen problem bdlgesinin egpotansiyel dagilim: gsterilmisgtir.

S; ¢=0 S¢ q=0

0.25¢

Sekit 6.11 Problem bdlgesinde herhangi bir yiikk yogunlugu bulunmayan kiire-diiziem elektrot sisteminin
egpotansiyel dagilim

Tablo 6.5 Problem bdlgesinde herhangi bir yikk yoguniugu bulunmayan kiire-diizlem elektrot sisteminin

¢Ozimil
Potansiyel (V)
X y H-BEM ELECTRO PDE
0.2 0.02 7.718 7.718 7.724
0.2 0.04 15.500 15.507 15.510
0.2 0.06 23.415 23.429 23.430
0.2 0.08 31.554 31.574 31.573
0.2 0.10 40.038 40.064 40.063
0.2 0.12 49.042 49.076 49.050
0.2 0.14 58.837 58.087 58.897
0.2 0.16 69.874 69.926 69.629
0.2 0.18 82.978 83.041 83.067
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y (m, x=0.2 ekseni)

Sekil 6.12 Problem bdlgesinde yiik younlugu bulunmayan kiire-diizlem elektrot sisteminin potansiyel
dagiimm

b) Problem bolgesinde 40 nC/m>liik hacimsel yiik yogunlugu bulunmas:: Yapilan bu
analizde, kiire-diizlem elektrot sistemine ait problem bolgesinde homojen olarak 40 nC/m*liik
hacimsel yiik yogunlugu bulunmasi durumunda potansiyel dagilimi elde edilmistir. H-BEM ve
PDE toolbox programlar1 yardimyla bulunan sonuglar Tablo 6.6 ve Sekil 6.14’de gosterilmigtir.
Sekil 6.13°de ise H-BEM programu yardimiyla elde edilen sonuglarla problem bolgesinin
espotansiyel dagilimi gosterilmigtir.

Buna goére problem bolgesinin bagil dielektrik katsayis1 1 olmasi nedeniyle (g=1)

Poisson sabiti,

-9
p=40nC/m* -  —B-_ 40'110(39 = —14407 =—4523,88 b=-L=_452388
€ £
"36n
olur.
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Sekil 6.13 Problem bolgesinde 40 nC/m® hacimsel yik yopunlugu bulunan kire-dizlem elektrot
sisteminin egpotansiyel dagilimi

Tablo 6.6 Problem bolgesinde 40 nC/m® hacimsel yik yopunlugu bulunan kire-diizlem elektrot

sisteminin ¢8zima
Potansiyel (V)

x y H-BEM PDE
0.2 0.02 18.767 18.623
0.2 0.04 35.699 35.439
0.2 0.06 50.783 50.434
0.2 0.08 63.983 63.579
0.2 0.10 75.266 74.814
0.2 0.12 84.576 84.146
0.2 0.14 91.837 91.420
02 0.16 96.936 96.575
0.2 0.18 99.709 99.475
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Sekil 6.14 Problem bolgesinde 40 nC/m® hacimsel yiik yogunlugu bulunan kiire-diizlem elektrot
sisteminin potansiyel dagilumi

¢) Problem bélgesinde 40 nC/m™>lik hacimsel yiik yogunlugu, x=0.1, y=0.1’de 2 nC ve
x=0.3, y=0.1’de 2 nC’luk noktasal yiiklerin bulunmasi: Yapilan bu analizde, kiire-diizlem
elektrot sistemine ait problem bolgesinde homojen olarak 40 nC/m>likk hacimsel yiik
yogunlugu ve x=0.1, y=0.1’de 2 nC ile x=0.3, y=0.1’de 2 nC’luk iki ayr1 noktasal yiikiin
bulunmas: durumunda meydana gelen potansiyel dagilim: H-BEM programiyla hesaplanmugtir,
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0.25

Sekil 6.15 Problem bolgesinde 40 nC/m’® hacimsel yik yopunlugu, x=0.1, y=0.1’de 2 nC ve x=0.3,
y=0.1"de 2 nC’luk noktasal yiik bulunan kiire-diizlem elektrot sisteminin egpotansiyel dagilimi

Tablo 6.7 Problem bolgesinde 40 nC/m’ hacimsel yik yogunlugu, x=0.1, y=0.1de 2 nC ve x=0.3,
y=0.1"de 2 nC’luk noktasal yfik bulunan kiire-dtizlem elektrot sisteminin ¢6zim

Potansiyel (V)
X y H-BEM
0.2 0.02 30.732
0.2 0.04 58.877
0.2 0.06 83.559
0.2 0.08 103.756
0.2 0.10 118.518
0.2 0.12 127.263
0.2 0.14 129.914
0.2 0.16 126.601
0.2 0.18 117.089

d) Problem bélgesinde 40 nC/m>}ik hacimsel yiik yogunlugu, x=0.1, y=0.1°de 2 nC ve
x=0.3, y=0.1’de -2 nC’luk noktasal yiiklerin bulunmasi: Yapilan bu analizde, kiire-diizlem
elektrot sistemine ait problem bdlgesinde homojen olarak 40 nC/m*lik hacimsel yiik
yogunlugu ve x=0.1, y=0.1de 2 nC ile x=0.3, y=0.1’de -2 nC’luk iki z1t kutuplu noktasal yiikiin
bulunmas: durumunda meydana gelen potansiyel dagilimi H-BEM programiyla hesaplanmstr.
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Sekil 6,16 Problem bolgesinde 40 nC/m® hacimsel ytk yoguntugu, x=0.1, y=0.1’de 2 nC ve x=0.3,
y=0.1"de -2 nC’luk noktasal yilk bulunan kiire-diizlem elektrot sisteminin egpotansiyel
dagilim

Tablo 6.8 Problem bolgesinde 40 nC/m’hacimsel yik yogunlugu, x=0.1, y=0.1’de 2 nC ve x=0.3,
y=0.1"de -2 nC’luk noktasal ytik bulunan kiire-diizlem elektrot sisteminin ¢8ziimi

Potansiyel (V)
X y H-BEM
0.2 0.02 18.767
0.2 0.04 35.699
0.2 0.06 50.783
0.2 0.08 63.983
0.2 0.10 75.266
0.2 0.12 84.576
0.2 0.14 91.837
0.2 0.16 96.936
02 0.18 99.709

Yapilan bu analizde x=0.2 ckseni boyunca elde edilen potansiyel degerlerinin, problem
bolgesinde sadece 40 nC/m*lik hacimsel yitk yogunlugunun bulundugu Smekte elde edilen
degerlere esit oldugu goriilmektedir. Bu durum denk.(6.1) g6zdniinde bulundurularak, bir ‘a’
noktasina egit uzakhkta bulunan zit kutuplu egit bitytikliikte iki noktasal yiikiin ‘a’ noktasinda
birbirine esit ve z1t biiylikliikte potansiyel degerler olusturacag sonucu ¢ikarilir.
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y (m, x=0.2 ekseni)

Sekil 6.17 Kiire-diizlem elektrot sisteminin x=0.2 ekseni boyunca;

(a) yiik yogunlugunun bulunmamasi;
(b) 40 nC/m*'liik hacimsel yiik yogunlugu,
() 40 nC/m*’liik hacimsel yiik yogunlugu, x=0.1, y=0.1’de 2 nC ve x=0.1, y=0.3’de 2 nC’luk noktasal

yiik,
(d) 40 nC/m*liik hacimsel yiik yogunlugu, x=0.1, y=0.1’de 2 nC ve x=0.1, y=0.3’de -2 nC’luk noktasal

yiik,
durumlarma ait potansiyel degigimleri

6.4. Koaksiyel Kablo

Bu o6rnekte, Sekil 6.18’de goriildiigii gibi homojen yapiya sahip g¢eyrek kesitli bir
koaksiyel kablonun igteki simirina U=100 V, digtaki sinirma U=0 V ve arakesitler g=0 olmak
{izere karigik tip smir sart1 uygulanmig ve potansiyel dagilim hesaplanmistir. Problem bdlgesi,

hazirlanan H-BEM programu ile otomatik olarak 883 adet {iggen eleman ve 71 adet lineer siur

elemaniyla bélmelendirilerek,

a) Problem bélgesi lizerinde yiik yogunlugunun bulunmamasi,
b) Problem bolgesi tizerinde 40 nC/m*’litk hacimsel yiik yogunlugu bulunmass,

durumlan1 igin analiz edilmigtir. Bu analiz sonucunda elde edilen potansiyel degerleri
espotansiyel egri, tablo ve grafikler ile g6sterilmigtir.
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040 g0 (1,0)
Sekil 6.18 Ceyrek kesitli koaksiyel kablo kesiti

’0"1 I ‘7l 1

0 0.2 0.4 0.6 0.8 1

Sekil 6.19 Ceyrek kesitli koaksiyel kablonun 883 adet fggen eleman 71 adet sinr elemamyla
boimelenmesi

a) Problem bdlgesinde yiik yofunlufunun bulunmamasy: Ceyrek kesitli koaksiyel kablonun

bu analiz tiirlinde, analiz edilen blge igerisinde herhangi bir noktasal yik ve yiik yogunlugunun
bulunmamas: durumu incelenmistir. Bu durumda problem bdlgesi, Laplace denklemiyle
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tanmmlanir. H-BEM, ELECTRO ve PDE toolbox programlan yardimiyla bulunan sonuglar
Tablo 6.9 ve Sekil 6.23°de gosterilmigtir. Sekil 6.20°de ise H-BEM programiyla elde edilen
problem bodlgesinin egpotansiyel dagifuny gosteritmisgtir.

1

0.2 0.4 0.6 0.8
S' Fﬁ‘
Sekil 6.20 Problem bolgesinde herhangi bir yik yogunlufu bulunmayan geyrek kesitli koaksiyel
kabloddki egpotansiyel dagilim

Tablo 6.9 Problem bolgesinde herhangi bir yik yoZunlugu bulunmayan geyrek kesitli koaksiyel kablo

Srnefinin ¢OzAm{
Potansivel (V)

X y H-BEM ELECTRO PDE
0.32526 | 0.32526 84.702 84.747 84.765
' 0.36769 | 0.36769 71.328 71.366 71.371
0.41012 | 0.41012 59.415 59.448 59.458
0.45254 | 0.45254 48.678 48.706 - 48.710
0.49497 { 0.49497 38.901 38.926 38.933
10.53740 | 0.53740 29.929 - 29.951 29.961
0.57982 | 0.57982 21.641 21.659 | 21.665
10.62225 | 0.62225 13.936 13.952 . 13962
1 0.66468 | 0.66468 | 6.739 6.753 t 675
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b) Problem bélgesinde 40 nC/m”liik hacimsel yiik yogunlugu bulunmasi: Ceyrek kesitli
koaksiyel kabloya ait yapilan bu analizde, Sekil 6.18’de verilen problem bélgesinde homojen
40 nC/m™liik hacimsel yiik yogunlugu bulunmas1 durumunda =3 ve &=5 seklinde iki farkli
bagil dielektrik katsayis1 degerleri i¢in ayr1 ayr1 potansiyel dagilimi hesaplanmugtir.

Poisson sabiti (e=3),

-9
p=40nC/m’ — _P =—40'1q9 =-480m =-1507,96 b =—E=—1507,96
€ 10 €
3.
36n
Poisson sabiti (g=5),
-9
p=d0nCm® - 2= 2000 rgen— 904,78 b=—L=_904,78
€ 10 €
"36n

H-BEM ve PDE toolbox programlar1 yardimtyla bulunan sonuglar tablo 6.10 ve Sekil 6.23’de
gosterilmigtir. Sekil 6.21 ve Sekil 6.22°de ise H-BEM programiyla £=3 ve =5 durumlarina
gore elde edilen problem bélgesinin espotansiyel dagilimm gosterilmisgtir.

Tablo 6.10 Problem bdlgesinde 40 nC/m® hacimsel yiik yogunlugu bulunan koaksiyel kablo &rneginin

¢Oziimii
Potansiyel (V)

X y H-BEM (e=3) | PDE (¢~3) |H-BEM (g=5)| PDE (¢=5)
0.32526 | 0.32526 113.633 113.584 102.061 102.054
0.36769 | 0.36769 120.426 120.404 100.787 100.795
0.41012 | 0.41012 121.354 121.355 96.578 96.594
0.45254 | 0.45254 117.035 117.027 89.693 89.707
0.49497 | 0.49497 107.906 107.937 80.304 80.336
0.53740 | 0.53740 94.306 94.326 68.555 68.572
0.57982 | 0.57982 76.533 76.563 54.576 54.598
0.62225 | 0.62225 54.771 54.823 38.437 38.492
0.66468 | 0.66468 29.205 29.279 20.219 20.284
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Sekil 6.21 Problem bolgesinde 40 nC/m® hacimsel yik yogunlupu bulunan ve &=3 olan koaksiyel
kablonun potansiyel dagibimi

Sekil 6.22 Problem bolgesinde 40 nC/m’ hacimsel yitk yogunlufu bulunan ve &=5 olan koaksiyel
kablonun potansiyel dagilimi
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Sekil 6.23 Koaksiyel kablonun radyal yonii boyunca boyunca;

(a) yiik yogunlugunun bulunmamasi;

(b) &=5 olmas1 ve 40 nC/m’’liik hacimsel yiik yogunlugu bulunmas,
(c) &=3 olmas1 ve 40 nC/m™’liik hacimsel yiik yogunlugu bulunmas,
durumlarina ait potansiyel degisimleri

6.5. Cubuk Topraklayici

Bu uygulama 6rneginde, elektrik tesislerindeki topraklamada yaygin olarak kullamlan
topraklayic: tlirlerinden biri olan gubuk topraklayic: segilmigtir. Bu analizi yapmak amaciyla
model olarak 16 mm ¢apmnda ve 2 m boyunda bir gubuk topraklayici g6zéniine almmugtir.
Referans toprak kavramina uygun olarak bu topraklayicidan 20 m uzakta bulunan her noktada
potansiyel degerinin sifir volt oldugu kabul edilmistir. Cubuk topraklayicisinin gerilim degeri,
diger gerilim degerlerine ge¢isi normalize ederek kolaylagtirmak amaciyla 100 volt olarak kabul
edilmistir. Bu sekilde diistintilerek olusturulan model Sekil 6.24’de gosterilmigtir. Bdylece bu
modelin smir sartlari, Sekil 6.24’te de goriildiigii gibi S; smirlarmda U=100 V, S, ile Ss
siirlarinda U=0 V ve S, ile S, smurlarinda g=0 seklinde kanigik tip smuir sartindan meydana
gelmistir (Kalenderli v.d., 2003).
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Cubuk {2praklay101 L=20m

L=2m|S5; S, ¢=0 S; |L=2m
U=100 vV U=0 vV

L/=20m

Sekil 6.24 Cubuk topraklayict modeli

Cubuk topraklayici modeli,

a) Problem bolgesinde herhangi bir yiik etkisinin bulunmamasi,
b) Problem bdélgesinde x=10 ve y=20 koordinatinda 200 nC’luk noktasal yiik bulunmasi,

durumlarina gore analizi yapilmigtir.

a) Problem bdlgesinde herhangi bir yiik etkisinin bulunmamasi: Cubuk topraklayicinin bu
analizinde, analiz edilen bolge igerisinde herhangi bir noktasal yikk ve yiik yogunlugunun
bulunmamas1 durumu incelenmistir. Bu durumda problem bolgesi Laplace denklemiyle
tanimlanir. Toprak yiizeyinde ¢ubuk topraklayicidan itibaren 2 m araliklarla H-BEM,
ELECTRO ve PDE toolbox programlari yardimiyla bulunan sonuglar Tablo 6.11 ve
Sekil 6.26’da gosterilmigtir. Tablo 6.11°deki sonuglar sadece sinir {izerinde yapilan
hesaplamalar sonucunda bulunmustur. Sekil 6.25°de H-BEM programuyla elde edilen sonuglarla
problem bdlgesinin egpotansiyel dagilimi gésterilmigtir.

79



i

0 2

2

2

18

14

12

10

dagilimi

3
10

12

1
14

16

18

20
Sekil 6.25 Problem bdlgesinde yiik yoSunlugu bulunmayan gubuk topraklayict modelinin egpotansiyel
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Sekil 6.26 Cubuk topraklayic1 modelinin PDE toolbox programiyla elde edilen egpotansiyel dagilim
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Tablo 6.11 Yiik etkisi bulunmayan gubuk topraklayic1 modelinin ¢6ziimii

Potansiyel (V)
X y H-BEM ELECTRO PDE
2 22 71.841 71.087 71.324
4 22 53.373 52.633 52.871
6 22 40911 40.298 40.495
8 22 31.653 31.163 31.323
10 22 24.297 23.915 24.040
12 22 18.176 17.888 17.571
14 22 12.907 12.701 12.768
16 22 8.241 8.110 8.152
18 22 3.998 3.985 3.951
100 [ ] I I
! ! ! — H-BEM
! ! ! A PDE
; | : + ELECTRO
sof - oo e
S 60 ----omm e R e
T, ) i ;
2 | | | |
£ sop-memee e oo e e
2603 - A - g Fomm e s, ~ ~
0 | : : |
0 4 8 12 16 20
X (m, y=22 ekseni)

Sekil 6.27 Problem bélgesinde yiik yogunlugu bulunmayan gubuk topraklayicinin potansiyel degisimi

b) Problem bdlgesinde x=10 ve y=20 koordinatinda 200 nC’luk noktasal yiik bulunmasi:
Yapilan bu analizde, Sekil 6.26’da goriildiigii gibi gubuk topraklayicidan 10 m uzakta ve yerin 2
m altinda 200 nC’luk bir noktasal yiik durumuna gére gubuk topraklayici modelinin potansiyel
dagilim incelenmistir. Topragn bagil dielektrik katsayis1 10 birim (g~10) olarak hesaplamaya
katilmuigtir. Sekil 6.28’de H-BEM programi ve Sekil 6.29°da PDE toolbox programlariyla elde
edilen sonuglarla problem bolgesinin egpotansiyel dagilum gésterilmigstir. Tablo 6.13’de toprak
yiizeyinde gubuk topraklayicidan itibaren 2 m araliklarla elde edilen potansiyel degerleri

verilmigtir.
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Cubuk topraklayici

Aom

A

L=10m Noktasal yiik

Sekil 6.28 Problem bblgesinde noktasal yiikk bulunan gubuk topraklayici modeli

16}
14
S,12}e

%0}

i 1 I

1
0 2 4 6 8 10 12 14 16 18 20

Sekil 6.29 Cubuk topraklayic: modelinin H-BEM programiyla elde edilen espotansiyel dagilimu
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Tablo 6.12 x=10 ve y=20 noktasinda 200 nC’luk yiik bulunan ¢ubuk topraklayici modelinin ¢6z{imii

Potansiyel (V)

X y 110 s1nir-2454 iiggen eleman
2 22 104.085

4 22 112.461

6 22 127.459

8 22 150.643

10 22 166.290

12 22 132.297
14 22 90.299

16 22 55.769

18 22 26.569

6.6. Eksenel Simetrik Kiire-Kiire Elektrot Sistemi

Bu ornekte, Sekil 6.30.a’da goriildiigii gibi homojen yapiya sahip, bagil dielektrik
katsayis1 1 birim olan (g,~1) eksenel simetrik kiire-kiire elektrot sisteminin potansiyel dagilim
hesaplanmugtir. Problem bélgesi, hazirlanan H-BEM programu ile otomatik olarak 1001 adet

iiggen eleman ve 97 adet lineer sinir elemaniyla bélmelendirilerek,

a) Problem bolgesi lizerinde yiik yogunlugunun bulunmamasi,

b) Problem bolgesi iizerinde 10 nC/m*’liik hacimsel yiik yogunlugu bulunmast,

¢) Problem bolgesinde x= 0.15 ve y=0.15 koordinatinda -1 nC’luk noktasal yiik bulunmasi,
d) Problem bélgesinde x= 0.02 ve y=0.15 koordinatinda 1 nC’luk noktasal yiik bulunmas,

durumlar1 igin analiz edilmistir. Bu analiz sonucunda elde edilen potansiyel degerleri

espotansiyel egri, tablo ve grafikler ile g6sterilmigtir.
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Sekil 6.30 (a) Eksenel simetrik kiire-kiire elektrot sistemi, (b) Problem bolgesinin 1001 adet tiggen
eleman 97 adet sinir elemaniyla bdimelenmesi

a) Problem bilgesi ifizerinde yiik yogunlugunun bulunmamasy: Eksenel simetrik kiire-kiire
elektrot sistemi igin yapilan bu analizde, analiz edilen bdlge igerisinde herhangi bir noktasal yiik
ve yiik yogunlugunun bulunmamasit durumu incelenmigtir. H-BEM program: ile problem
bdlgesi smir1 136 adet lineer smir elemaniyla bolmelenerek analiz yapilmistir. H-BEM
programiyla bulunan sonuglar Tablo 6.13 ve $ekil 6.33°de gosterilmistir. Sekil 6.31.a’da ise
problem bolgesinin egpotansiyel dagilimi gosteritmigtir.

b) Problem bolgesinde 1 nC/m™liik hacimsel yiik younlufu bulunmasi: Yapilan bu
analizde, kiire-kiire elektrot sistemine ait problem bolgesinde homojen olarak 1 nC/m™liik
hacimsel yiik yogunlugu bulunmas: durumunda potansiyel dagilim elde edilmigtir. H-BEM ve
PDE toolbox programlart yardimiyla bulunan sonuglar Tablo 6.13 ve Sekil 6.33°de
gosterilmistir. Sekil 6.31.b’de ise problem bbdlgesinin egpotansiyel dagilim gosterilmigtir.

Buna gbre problem bdlgesinin bagil dielektrik katsayisi 1 olmast nedeniyle (e~1)
Poisson sabiti,
p=10nC/m*> — -%:-10'1100_;9 =-360%=-1130.94 b=—%=—1130.94

L
36n

olur.



005 0 015 0.2
¥ q:ﬂ

Sekil 6.31 (a) Problem bélgesinde yiik yogunlufu bulunmayan, (b) Problem bolgesinde 10 nC/m* 1ok
yiik yogunlugu bulunan, eksenel simetrik kiire-kiire elektrot sisteminin egpotansiyel daglmm

Tablo 6.13(a) Problem bolgesinde yitk yogunlugu bulunmayan, (b) Problem bolgesinde 10 nC/m*’lik
yilk yogunlugu bulunan, eksenel simetrik kiire-kiire elektrot sisteminin ¢dziimil

Potansiyel (V)

X y @ O]

0 0.23 72.571 78.764
0 0.21 51.223 61.467
0 0.19 32.874 45.722
0 0.17 16.094 30.409
0 0.15 0.000 14.790
0 0.13 -16.094 -1.778
0 0.11 -32.874 -20.025
0 0.09 -51.223 -40.978
0 0.07 -72.572 -66.378

¢) Problem bdlgesinde x= 0.15 ve y=0.15 koordinatinda -1 nC’luk noktasal yiik bulanmasi:
Yapilan bu analizde, eksenel simetrik kiire-kiire elektrot sistemine ait problem bolgesinde
x= 0.15 ve y=0.15 koordinatinda -1 nC’luk noktasal yiik bulunmasi, durumunda meydana gelen
potansiyel dagilimi H-BEM programiyla hesaplanmistir. Elde edilen sonuglar Tablo 6.14 ve
Sekil 6.33’de gosterilmigtir. Sekil 6.32.a’da ise problem bolgesinin espotansiyel dagilimi
gosterilmigtir.
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d) Problem bdlgesinde x= 0.02 ve y=0.15 koordinatinda 1 nC’luk noktasal yiik bulunmasi:
Yapilan bu analizde, eksenel simetrik kiire-kiire elektrot sistemine ait problem bolgesinde
x= 0.02 ve y=0.15 koordinatinda 1 nC’luk noktasal yiik bulunmasi, durumunda meydana gelen
potansiyel dagilimi H-BEM programiyla hesaplanmigtir. Elde edilen sonuglar Tablo 6.14 ve
Sekil 6.33’de gosterilmigtir. Sekil 6.32.b’de ise problem bdlgesinin egpotansiyel dagilimi
gosterilmigtir.

0 0.05 0.1

015 02 005 041, 015 02
o=0 134 g=0

N

Sekil 6.32 (a) Problem bolgesinde x= 0.15 ve y=0.15 koordinatinda -1 nC’luk noktasal yiik, (b) Problem
bolgesinde x= 0.02 ve y=0.15 koordinatinda 1 nC’luk noktasal yiik, bulunan eksenel simetrik
kitre-kiire elektrot sisteminin esgpotansiyel dagilim1

Tablo 6.14(a) Problem bolgesinde x= 0.15 ve y=0.15 koordinatinda -1 nC’luk noktasal ytk, (b) Problem
bolgesinde x= 0.02 ve y=0.15 koordinatinda 1 nC’luk noktasal yiik, bulunan eksenel simetrik
kiire-kiire elektrot sisteminin ¢6zZmil

Potansiyel (V)

X y @ (]

0 0.23 61.766 89.922
0 0.21 33.008 83.697
0 0.19 9.698 81.165
0 0.17 -9.966 82.688
0 0.15 -27.011 79.646
0 0.13 -42.155 50.500
0 0.11 -56.050 15416
0 0.09 - -69.438 -18.749
0 0.07 -83.377 -55.221
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Sekil 6.33 Eksenel simetrik kiire-kiire elektrot sisteminin x=0 ekseni boyunca;
(a) yiik yogunlugunun bulunmamasi;

(b) 10 nC/m*’liik hacimsel yiik yogunlugu bulunmast,

(c) x=0.15, y=0.15"de -1 nC’luk noktasal yiik bulunmasi,

(d) x=0.02, y=0.15’de 1 nC’luk noktasal yiik bulunmasi,

durumlarina ait potansiyel degisimleri
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7. SONUCLAR

Bu ¢aligmada, Poisson denklemi tipindeki elektrik alan problemlerinin ¢6ziimii igin smir
elemanlan yéntemi kullanilmigtir. Bu amaca yo6nelik olarak, smir elemanlar1 y6nteminin
matematiksel teorisi incelendikten sonra MATLAB’da lineer siur elemanlart kullanilarak
elektrik alan analizi yapan H-BEM isimli bir bilgisayar program yazilmstir.

Poisson denklemi tipindeki elektrik alan problemlerinin smir elemanlar1 yontemiyle
analizi i¢in; ilk 6nce, problemi bolgede saglayan Poisson tipindeki ikinci dereceden kismi
diferansiyel denklem agirlikli artiklar yontemi uygulanarak sinir integral denklemlerine
doniigtiiriiliir. Bu sinir integral denklemlerinde tanimlanan fiziksel degiskenler (potansiyel ve
normale gore tiirevi) lineer interpolasyon fonksiyonlari ile ifade edildikten sonra simir integral
denklemi ayngtirilarak sistem matrisi elde edilir. Poisson denkleminden elde edilen smr
integral denkleminde ayrica bir bolge integral terimi de bulunur. Bu bolge integralinin ¢6ztimii
igin hiicre yaklasim yontemi kullanilmustir. Hiicre yaklasgimi yoéntemine gére yapilan
analizlerde, problem bélgesi sonlu elemanlar yéntemindeki gibi hiicreler ile bélmelendirilmigtir.
Bolge integral terimi, Gauss alan yontemine doniistliriilerek her sinir diigiimii ile biitiin hiicreler
arasindaki iliski sonucunda hesaplamilmustir. Simr sartlarn uygulandiktan sonra smirdaki
bilinmeyen degerler sistem matrislerinin ¢6ziimiiyle elde edilir. Bulunan ve bilinen smir
degerleri kullanilarak, i¢ noktalarda olusturulan sistem matrisi ¢Oziimii sonucunda ig
noktalardaki potansiyel degeri hesaplanir.

Problem bélgesi iizerinde yiik yogunlugunun yam sira, noktasal bir yiikiin etkisi de s6z
konusu olabilir. Smir elemanlar1 y6ntemiyle bu noktasal yiiklere goére elektrik alan analizi
oldukga basit ve rahat bir gekilde yapilir.

Uygulama &rnekleri olarak kare smirh elektrot, koaksiyel kablo, kiire-diizlem elektrot,
kiire-kiire elektrot ve gubuk topraklayici sistemleri segilmistir. Bu uygulama 6rnekleri H-BEM
programu ile problem bolgesi {izerinde yiik yogunlufunun bulunmamasi, yiik yogunlugunun
bulunmas: ve noktasal yiik bulunmasi durumlarina gore ayr1 ayr incelenmistir. Analiz edilen
problemin smirlart lineer smir elemanlarryla, bolgesi ise iiggen elemanlarla bslmelenmistir.
Ayrica bu 6rneklerin ELECTRO ve MATLAB tabanli PDE toolbox programlan ile analizleri
yapilmstir. Yapilan analizler sonucunda H-BEM programinin sonuglar: ile ELECTRO ve PDE
toolbox programinin sonuglarinin Srtiigtiigii goriilmiistiir.

H-BEM programiyla, analiz edilen problemin smirlarinin lineer sinir elemanlara ve
bolgesinin tiggen elemanlara ayrigtirilmas: igin otomatik bélmeleme yapilmustir. Bunun igin
analizi yapilacak olan problemlerin smir pargalarii tanimlayan programlar yazilmig ve
MATLAB programma ait baz1 program komutlarnt yardimyla otomatik bélmeleme iglemleri
yapilmgtir.
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H-BEM programiyla problem bolgesinde yiikk yogunlugu bulunmamasi ve bulunmasi
durumlarmn analizlerinin yani sira, problem bolgesinde noktasal yiik bulunmasi durumuna gére
analizlere de yer verilmis ve uygulama Srneklerinde bu duruma ait hesaplamalar yapilmgtir.
Problem bélgesinde noktasal yiik bulunmasi durumunda ELECTRO ve PDE toolbox
programlariyla analizler yapilamamaktadir.

Kare smirh elektrot 6rnedi Dirichlet tipi smir gart: ile incelenmigtir. Buna gore yapilan ilk
analizde, problem bélgesi lizerinde yiik yogunlugunun bulunmamas: ve problem bdlgesinin
sinirlarmin 0 V’luk potansiyele sahip olmasi durumunda problem bolgesinin 0 V’luk
potansiyele sahip oldugu gozlenmigtir. Bu drnege ait ikinci analizde ise problem bolgesinde
homojen olarak 2 nC/m’liik hacimsel yiik yogunlugunun bulunmas: durumu incelenmistir.
Analiz sonucunda smirlardaki 0 V’luk potansiyel degeri, dielektrik katsayis1 ve 2 nC/m®litk
hacimsel yiik yogunlugunun etkisi nedeniyle pozitif degerli potansiyel dagilimi elde edilmis ve
0 V’luk sinirlardan uzaklastikga potansiyel degerin arttif1 goriilmiistiir. Kare sinirli diizlemsel
elektrot 6regine ait tiglincii analizde ise S, simirma yakm bir noktada 2 nC’luk bir noktasal yiik
bulunmasi durumu incelenmigtir. Bu analiz sonucunda, smirlardaki 0 V’luk potansiyel degeri,
noktasal yiikiin biiylikliigii ve ortammn dielektrik katsayisinin etkisi nedeniyle pozitif degerli
potansiyel dagilimi elde edilmigtir. Noktasal yiikiin tamimlandig1 noktada yiikiin pozitif degerli
olmas1 nedeniyle pozitif sonsuz potansiyel degeri elde edilmis ve noktasal yiikten uzaklagip
simurlara yaklagtikca potansiyel degerin sifira yaklastign gorilmiistiir. Kare smirlt diizlemsel
elektrot 6rnegine ait dérdiincii analizde ise problem bélgesinde homojen olarak 2 nC/m’’lik
hacimsel yiik yogunlugu, S; smirina yakin bir noktada 2 nC’luk bir noktasal yiik ve S, smirina
yakmn bir noktada 2 nC’luk bir noktasal yilk bulunmasi durumu incelenmistir. Bu analiz
sonucunda, sinirlardaki 0 V’luk potansiyel degeri, hacimsel yitkk yogunlugu, noktasal yiiklerin
bliyiikliigti ve ortamin dielektrik katsayisinin etkisi nedeniyle pozitif degerli potansiyel dagilim
elde edilmistir. Noktasal yiiklerden uzaklastikga ve simirlara yaklagtikga potansiyel degerin sifira
yaklagtig1 goriilmiistiir. Ayrica iki noktasal yiikiin arasindaki potansiyel dagilimin art1 sonsuz
degerden azalarak tam orta noktada 58 V civarma geldigi goriilmiigtiir. Kare simurly diizlemsel
elektrot drnegine ait besinci analizde ise problem bélgesinin S, simrma yakin bir noktada 2
nC’luk bir noktasal yiik ve S, sinirina yakin bir noktada -2 nC’luk bir noktasal yiik bulunmasi
durumu incelenmistir. Bu analiz sonucunda, simirlardaki 0 V’luk potansiyel dederi, noktasal
ytiklerin biiytikliigti ve ortamum dielektrik katsayisinin etkisi nedeniyle pozitif ve negatif degerli
potansiyel degerler elde edilmigtir. Pozitif degerli noktasal yiikiin tanimlandig1 noktada pozitif
sonsuz potansiyel degeri ve negatif degerli noktasal yiikiin tanimlandig1 noktada negatif sonsuz
potansiyel degeri elde edilmistir. Iki noktasal yiikiin esit ve zit bliyiikliikte olmas1 nedeniyle
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aralarindaki potansiyel dagilimin art1 ve eksi sonsuz degerden azalarak tam orta noktada 0 V
oldugu gériilmiistir.

Koaksiyel kablo drneginde iki farkli dielektrik ortam igin ¢6ziim yapilmigtir. Ayn yiik
yogunlugunda ortamun dielektrik sabiti arttikga potansiyel degerinin azaldifi ve dolayisiyla
elektrik alaninin azaldig goriilmektedir.

Analizi yapilan diger uygulama orneklerinde ise benzer durumlar meydana geldigi
gbzlenmisgtir.

Sonug olarak, bu ¢aligmada Poisson denklemi tipindeki elektrik alanlarin analizinde sinir
elemanlar1 yonteminin kullanilmasiyla rahat, hizli ve hassas sonuglar elde edilmigtir.

Daha sonraki g¢alismalarda Poisson denklemi tipindeki elektrik alanlari, karsilikli smir
elemanlar1 yontemi (Dual Reciprocity Method, DRM) ile problem bdlgesi liggen elemana
bélmelenmeksizin analiz yapilabilir. Ayrica {i¢ boyutlu elektrik alan problemlerinin analizi igin

smir elemanlari yontemi kullanilabilir.
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