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OZET

Bu tez cahiymasinda V.G.Troitsky’ in “On the modulus of C.J.Read’ s operator”
ve “Lomonosov’ s theorem cannot be extended to chains of four operators” adh
makaleleri ile Y.A.Abramovich-C.D.Aliprantis-G.Sirotkin-V.G.Troitsky’ in

“Some open problems and conjuctures associated with the invariant subspace

problem” makalesi incelenmigtir. Ad1 gecen makalelerde T :ll—)l; Read

operatdriiniin modiiliiniin bir degismez alt uzaya sahip oldugu ve 7 Read
operatiriine karsihk, IS, = S,T, §,5,=S,S, ve K kompakt olacak bi¢cimde
S,K = KS, kosullarm saglayan ii¢ tane S,, S,, K operatdrlerinin bulundugu
gosterilmistir. Son makalede ise reel Banach uzay: iizerinde verilen bir T
operatdriiniin iki komplekslestirme yontemi ve bu elde edilen
komplekslestirmeler ile 7’ nin degiymez alt uzaylarma dair bazi sorular

sunulmustur. Buradaki caliymada da konularla ilgili onbilgiler bir araya
getirilmiy, kanitlardaki bosluklar doldurularak gerekli bilgiler verilmistir.
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ABSTRACT

In this thesis work we have studied the following papers by V.G.Troitsky: “On
the modulus of C.J.Read’ s operator” and “Lomonosov’ s theorem cannot be
extended to chains of four operators”, and by Y.A.Abramovich-C.D.Aliprantis-
G.Sirotkin-V.G.Troitsky: “Some open problems and conjuctures associated

with the invariant subspace problem”. In the above two papers, they have been

shown that the modulus of Read’ s operator T':1,——1, has an invariant
subspace, and there are three operators S,, S, and K such that T commutes
with §,, S, commutes with §,, S, commutes with K, and K is compact. In

the last paper the purpose is to examine two complexification methods of an
operator I acting on a real Banach space and present some questions
regarding the invariant subspaces of I and those of its complexifications. In the
present work, we have collected the necessary definitions and results about the

subject. We have given detailed proofs of their theorems.
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SIMGELER VE KISALTMALAR

Bu ¢aligmada kullanilmig bazi simgeler ve kisaltmalar, agiklamalarn ile birlikte

asagida sunulmustur.

Simgeler Aciklamalar

xXvy x ve y elemanlarinin supremumu

XAy x ve y elemanlarinm infimumu

|x| x elemanmin modiilii

x* ve x” x elemanmin pozitif ve negatif kism1

X X Banach uzaymm duali

E* E uzayinin pozitif kism

L (E, F ) E uzayindan F uzayma tamimli lineer operator uzay1
L,(E,F) E uzaymdan F uzayimna tanimli sira simirh operatdrler uzay:
L, (E oF ) E vzayindan F uzayina taniml regiiler operatorler uzay:
T T operatdriiniin adjointi

{r }' T operatorii ile degismeli operatdrler kiimesi

o(T) T operatoriiniin spektrumu

r(T) T operatdriiniin spektral yaricap1

r,(T) T operatoriiniin esash spektral yarigapi

[4,B] A ve B operatorlerinin kommutant:

B operatoriiniin stiper sag kommutant:
B operatoriiniin stiper sol komutanti

B operatériiniin sifir ideali

A operatdriiniin rank ideali



u elemam ile tiretilen esas ideal

¢ fonksiyonu ile tiretilen ¢arpim operatorii

X Banach uzay: izerindeki norm

Mutlak toplanabilir seri tegkil eden dizilerin uzay1
Skaler degerli stirekli fonksiyonlarin uzay:

Skaler degerli siirekli ve sinirli fonksiyonlarin uzay:
T operatfriiniin yfriinge uzay1

Operatorler cebiri

Yeteri kadar hizla artan dizi kosulu

S operat6riiniin grafigi

T operatorii ile tiretilen X uzayi lizerindeki karmagik yapt



1. Giris

Matematikte uzun yillar tartigmalara sebep olmus bir problem degismez (invaryant)
alt uzay problemidir. Bu problemin ana temasi, Banach uzaylar ﬁzeﬁnde her siurh
operatdriin bir agikar olmayan (non-trivial) kapal degismez (invaryant) alt uzaymmn
olup olmadif1 sorusudur. Bu problem ile ilgili yapilan bazi 6énemli g¢aligmalara

deginelim.

1950 yilinda M.G.Krein, kompakt bir Hausdorff uzay tizerinde stirekli fonksiyonlarin
uzayi, C(€2) iizerinde her pozitif operatdriin bir defismez alt uzaya sahip oldugunu
ispatlamigtir (1).

1954 yilinda, N.S.Aronszajn ve K.T.Smith, karmagik bir Banach uzay: {izerinde
tanimlanan her kompakt operatoriin asikar olmayan (non-trivial) kapali degismez
. (invaryant) bir alt uzaya sahip oldugunu ispatlamiglardir (2).

Degismez alt uzay problemine ilging bir katki da 1966 yilinda, A.R.Bernstein ve
A.Robinson tarafindan yapimistir. 7 bir Banach uzayin tizerinde tamumli siurh bir

operatdr ve sifirdan farkli bir p polinomu igin p(T) kompakt ise 7'’ nin, agikar

olmayan (non-trivial) kapali degismez (invaryant) alt uzaya sahip oldugunu
ispatlamiglardir (3).

Degismez alt uzay problemine en &nemli katkiy1 1973 yilinda, V.I.Lomonosov
saglamigtir. Lomonosov, karmagik bir Banach uzay lizerinde tanrmh simrh bir T
operatdrii 6zdesligin bir kati olmayan (non-skaler) bir S operatérii ile degismeli ve
S operatorii de sifirdan farkli bir K kompakt operatorii ile degismeli ise T
operatoriiniin agikar olmayan kapali degismez alt uzay: oldugunu sdylemistir (4).

Yapmus oldugu bu ispat ile matematik diinyasini olduk¢a memnun etmistir.

Genelde degismez alt uzay problemi olumsuz ¢dziime sahiptir. Fakat, 1966 yilinda,
P.Enflo, bir Banach uzayi iizerinde agikar olmayan (non-trivial) kapali degismez alt



uzaylar1 bulunmayan stirekli bir operatére ilk Srnegi vermesine ragmen, halen bir ¢ok
uzaylarin yada operatorlerin 6zel siflari igin problemin olumlu yénde ¢dziimii umut
edilmektedir (5).

Degismez alt uzay problemi, Hilbert uzaylar: {izerinde tanimli operatorler igin halen
agiktir. Banach Orgiileri {izerinde tanimli operatdrlerin difer genis bir simfi olan
pozitif operattrler i¢in bazi 6zel durumlarda, degismez alt uzay problemine olumlu
cevap verilmektedir.

Banach orgiileri lizerinde pozitif operatdrler igin degigsmez alt uzay problemi
Y.A.Abramovich, C.D.Aliprantis ve O.Burkinshaw tarafindan ¢aligilmigtir (6-7-8).
1994 yilinda, ilk olarak yakin-kompakt operatorler tanmitilmigtir. Ayrica gdsterilmigtir
ki quasinilpotent olan sifirdan farkli yakin-kompakt (compact-friendly) operatdrler
ile degismeli olan her pozitif operatdr bir agikar olmayan (non-trivial), kapali
degismez alt uzaya sahiptir (7).

1985 yilinda, C.J.Read ise ¢, uzay: iizerinde degismez alt uzaya sahip olmayan

stirekli bir operatr 6rnegi vermistir (9).

Simdi, yapilan bu g¢alismalar 1s181inda tezin ikinci boliimiinde bazi temel tamim ve
kavramlar ile birlikte degismez alt uzay problemi tamtilip, Banach uzaylar {izerinde
degismez alt uzaylarla ilgili kullanish teoremler ve sonuglar verilmistir. Degismez alt
uzay probleminin ayrilabilir olmayan uzaylar {izerinde tamimlanan biitiin sinirlt
operatorler i¢in olumlu cevap verdigi ispatlanmigtir. Bunun yani sira sonlu boyutlu
uzaylar icin de ispatlar yapilmigtir. Lomonosov teoremleri ve bununla ilgili baz

sonuglar verilmistir.

Uglincti bsliim, Banach orgiileri lizerinde degismez alt uzay probleminde yapilan
aragtirmalara ayrilmistir. Bu bolimiin birinci kisminda £, uzayi lizerinde, bazi

sartlar altinda operatSrlerin degismez alt uzaylarimin varlif1 tizerinde durulacaktir.

Ikinci kismunda ise ¢, uzay: iizerinde Read operatoril tamitilarak, modiiliiniin bir



degismez alt uzaya sahip oldugu gosterilecektir. Daha sonra pozitif operatdrler igin
degismez alt uzaylarla (hatta ideallerle) ilgili bazi teorem ve ispatlar verilecektir.
Y.A.Abramovich, C.D.Aliprantis ve O.Burkinshaw tarafindan tamitilan yakin-

kompakt operatdrler verilip, bu operatdrlerin degismez alt uzaylari incelenecektir.

Devaminda Q kompakt Hausdorff uzay olmak iizere C(Q) iizerinde carpim

operatérleri tanitilacak ve bazi 6nemli karakterizasyonlar verilecektir.

Dérdiincii bliimde ise bir reel Banach uzay: tizerine bir karmagik yap1 kondurularak
bir karmagik Banach uzayr elde edilecektir. Sonsuz boyutlu reel Banach uzay
tizerinde bir operatoriin asikar olmayan kapali defismez alt uzaylari. bulunup
bulunmayacag: arastirilmig ve bununla ilgili ortaya atilan baz1 sonug ve ortaya atilan
tahminler verilmistir.



2. TEMEL KAVRAMLAR VE BAZI SONUCLAR
2.1. Banach Orgiileri

Tamm 2.1.1 ; E reel vektor uzay: lizerinde bir “<” siralama bagmtist tanimlansin.
(E,<) sirah kiimesi

() x,yeE, x<y = VzeE igin x+z<y+z,

(i) x,yekE, xS}; = Va0 kin ax<ay,
kosullarim saghyorsa E’ ye bir sirah vektor uzay: denir.

Tamm 2.1.2 : E siwrah vektor uzayr olsun. Her bir x,yeE ¢ifti igin

xvy=supi{x,y}eE (x/\yzinf{x,y}eE) ise £’ ye Riesz uzay: denir.
Riesz uzay yerine, literatiirde vektor orgiisi de kullamimaktadsr.

Tamm 2.1.3 : E Riesz uzayl igin E* ={x:0< x < E} kiimesine E’ nin pozitif kism

ve E*’in elemanlarma da E’ nin pozitif elemanlan denilmektedir.

Tamm 2.1.4 : Riesz uzayinda alman bir x elemanmin pozitif kism x" =xvO0,

negatif kism x~ =(—x)v0 ve modiilii |x}=xv(-x) seklinde tammlanir.

Teorem 2.1.5 : Bir Riesz uzayinin bir elemani x olsun. Asagidakiler saglamir:

@) xX=x-x .
G) |=x"+x.

(i) x"Ax =0 (10).

Teorem 2.1.6 : Bir Riesz uzayinda keyfi x,y,z elemanlan igin asafidakiler saZlanir:




®  [d-blsk+oA<bd+b1.
2 jrvz-yvi<h-y velxaz-yaz<fx—))|.
(3)  x,¥,z elemanlan pozitifise xA(y+2)<(xAy)+(xAz) (10).

Tamm 2.1.7 : (E,<) Riesz uzay Uzerine kondurulan bir [|-norm, eger

"x,y e E x| <]y =[x <|p]" onermesini sazlarsa, (E, ﬂﬂ) normlu Riesz uzay: denir.

Ayrica, (E,]]) normlu Riesz uzayi, dizerindeki norma gore tam ise E’ ye Banach

orgiisii diyecegiz.
Bazi 6nemli Banach orgii 6rnekleri sunlardir:

1) C(Q); Q topolojik uzay tizerinde biitiin sirekli reel degerli fonksiyon uzay,

2) C,(Q); Q topolojik uzay tizerindeki biitiin siirekli sinirh reel degerli fonksiyon
uzayl,

3) £_; Q kiimesi fizerindeki bitiin simirh reel degerli fonksiyon uzay1,

4) ¢, (I<p<x); ifx,,f’ < gartim saflayan bitin reel degerli (x,) dizler
n=1

uzayi.

5) —Q  lokal  kompakt uzay _ olmak tzere

C, (Q)z{f:Q——M—)]R:V3>O icin {weQ:]f(w)‘>a}kﬁmesz’kompakt} uzayl.

Tamm 218 : E Riesz uzayr1 ve J#AcE alt kimesi verilsin
"xe A4,|y|<|x|=> y € 4" onermesi saglamirsa 4 ya bir kat: (solid) kiime denir.

Tanumn 2.1.9 : Bir Riesz uzayinin kati olan alt vektor uzaylanina ideal denir.



2.2. Banach Orgiilerinde Operatirler

Tarum 2.2.] : E,F iki sirali vektér uzayl olmak tizere T:E—>F operatorii,
“Vx20 igin T(x)>0” kosulu saglamyorsa, T operatdriine pozitif operatér denir.

T 20 veya 0<T bigcimlerinde gosterilir.

Teorem 2.2.2 (Kantorovig) : T:E*——F"* toplamsal operator olsun. T, E den

F ye tek ve pozitif olarak genisletilebilir. Ustelik bu tek genisleme her bir x € E
igin T(x) =T (x*)-T(x") seklinde verilir (10).

Tamm 2.2.3 : E,F Riesz uzay1 ve T € L(E, F) olsun. |T|=Tv(—T)e£(E,F) ise

|T| > ye T’ nin modiilii denir.

Teorem 2.2.4 : T:E——F operatorii verilsin. Her bir xe E* icin F iginde

sup{|Ty:|y|< x} eleman bulunsun. Bu durumda T operatdriintin modiili vardir ve

her x e E* igin |T|(x)=sup {ITy):|¥]< x} saglanir (10).

Tanum 2.2.5 : Bir Riesz uzaymin bir A altkiimesi hem alttan hem de tistten siurl: ise
A kiimesine Riesz uzayi i¢inde bir sira smirl: alt kiime denir.

Tamm 2.2.6 . TeL(E,F) olsun. Eger T operatorii, E i¢indeki sira sirh alt

kiimeleri F igindeki sira sinirlt alt kiimelere tasiyorsa, T operatoriine sira sinirh

operatdr ad1 verilir.

E”’ den F igine taniml biitiin sira sinirl: operatorlerin kiimesi,

L (E,F)= {T IT tE——>F,Ac Esrrasmirli=>T(A)c F szrasmzrlz}

seklinde gbsterilir.



Tamm 2.2.7 : Eger bir T € L(E,F) operatorii, 7,7, 20 olmak tlizere T =1, T,
bigiminde yazilabiliyorsa 7'’ ye regiiler operatér denir. Regiiler operatdrler uzay,

L, (E,F) ile gosterilir.

L,(E,F) ve L(E,F) kimeleri noktasal toplama ve carpima gore vektor

uzaylandir. Ayrica, £, (E,F)< £, (E,F)c L(E,F) dur.

Onerme 2.2.8 : Bir Riesz uzayi tizerinde taniml1 her pozitif operatér sira smirhdar.

Ispat: E,F Riesz uzaylan ve x, yeFE olsun.4Ac [x, y] iseher ae 4 icin x<a<y
dir. T:E——F pozitif operatorii i¢in Tx<Ta<Ty dir. O halde T(4)c[Tx,Ty]

kapsamas: F' i¢inde saglanir.

Teorem 2.2.9 : Bir Banach 6rgiisiinden normlu Riesz uzayina tanimlanan her sira

swnirl operatdr siirekli olur (10).
Sonug 2.2.10 : Banach orgiileri arasinda tanimlanan biitlin pozitif operator stireklidir.
2.3. Degismez Alt Uzaylar

Bu tez boyunca operatr denildiginde “dogrusal operatér” anlagilacaktir. X ve Y
herhangi Banach uzaylar olmak iizere, £(X,Y) sembolii, X uzaymdan Y uzayina

tanimli biittin smirl: (siirekli) operatdrlerin vektor uzayi gosterecektir. L£(X,X)
yerine biz £(X) yazacagiz. Y =R secildiginde £(X,Y), X’ in norm duali olarak
adlandirilir ve X" ile gosterilir. X Banach uzayinin karmagik uzay oldugu

belirtilmedigi durumlarda reel Banach uzay: oldugu anlasilacaktir,

Tamm 2.3.1 : X Banach uzay1, ¥ < X alt kiimesi olsun. ¥ # {0} ve V # X ise ¥
alt kiimesine agikar olmayan (trivial olmayan) kiime denir.



Tamm 2.3.2 : X Banachuzayive V ¢ X olsun. 7 : X —— X simrhi operat6rii i¢in
T(V)cV kosulu saglandiginda ¥ ’ye T altinda degismezdir (invaryanttir) yada
kisaca T -degismezdir (invaryanttir) denir.

Tamm 2.3.3 : X Banach uzayi, T : X ——> X smrh operatdrii ve V' < X alt uzay1
olsun. Eger ST =7S olacak bigimde her S € £L(X) smirli operatorii icin S(V) <V
saglaniyorsa V *ye T -hiperdegismez (hyperinvaryant) denir.

En genel degismez alt uzay problemi asagidaki bigimdedir:
Banach uzay tizerinde sinirlt her bir operatoriin bir agikar olmayan kapali degismez
alt uzay1 var midir? Yada, hangi sartlar altinda bir agikar olmayan kapali degismez

alt uzaya sahiptir?

Onerme 2.3.4 : Bir X Banach uzayi, bir 7:X ——>X sl operatdrii ve bir

V c X alt uzay: verilsin. Eger ¥ alt uzay1 T -degismez ise V * da T -degismezdir.

Ispat: V < X alt uzay1 T -degismez olsun. Buna gore T(V)cV saglanir. Diger
taraftan 7' operatorii stirekli oldugundan

TW)cTW)cV

=>TW)cV
elde edilir. Boylece v, T -degigmezdir.

Tamm 2.3.5 : X Banach uzay: olmak iizere bir 7: X ——> X operatérii ve bir

0#xe X verilsin. {x, Tx,sz,...} kiimesine x vektoriiniin 7" -ydriingesi denir.

{x,lTx,T 2x,...} kiimesi ile tretilen alt uzaya 7 -ydriinge uzayi denir ve O,(x) ile

gosterilir. Yani,



O (x)=Sp{x. T, T%x,. } = {ia,,:r"x -, eRVne N}
k:o

dir.

Onerme 2.3.6 : O,(x), T -degigmezdir.

Tamm 2.3.7 : X Banach uzayi, TeL(X) olsun. Eger O (x)=X ise xe X

elemamna devirhidir denir.

Sonug 2.3.8 : X Banach uzayi, T € £L(X) olsun. 7 operat6riiniin bir agikar olmayan
kapali defismez alt uzaya sahip olmasi icin gerek ve yeter kosul, sifirdan farkl

devirli olmayan bir elemamnin olmasidur.

(=): ¥, bir agikar olmayan kapali T -degismez alt uzay olsun. Bu durumda
T(¥)cV saglamr. xe¥ alahm. Her bir neN igin T"(x)e¥ saglamr. Boylece,
20.Xx)cV
:6;@ cV=Vz+X
olur. Buna gore x vektorii devirli degildir.
(«<=): 02xeX vektori devirli degil ise O,(x)# X dr. 0=x oldufundan

O, (x)= {0} olur ve T(@, (¥)) € O (x) saglanr.

Sonu¢ 2.3.9 : Aynlabilir olmayan Banach uzaylan izerinde tammh her smirh
operator, bir agikar olmayan kapali degigmez alt uzaya sahiptir.

Buna gore defismez alt uzay problemine ayrilabilir olmayan uzaylar igin olumiu
cevap verilmigtir.
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Lemma 2.3.10 : X Banach uzay1 ve T e L({X) olsun. T operatoriiniin ¢ekirdegi

Cek(T)={x <€ X : Tx=0} ve gorintii kimesi 7(X),T -hiperdegigmez alt uzaylardir
G2

Sonug 2.3.11 : X Banach uzay1 ve TeL(X) olsun. 7§ =87 olacak sekilde

sifirdan farkli S € £(X) operatorii bire bir degil yada S(X) # X ise T operat6riiniin
bir agikar olmayan (non-trivial) kapal: degismez alt uzay: vardur.

Ispat: 0+ 8 e L(X) operatorii igin ST =75 saglansin. § operatorii bire bir degilse

CekS = {0} dw. Aynca, S operatorii sifirdan farkli oldufundan CekS# X dir.

Lemma 2.3.10 dan CekS, agikar olmayan kapali T -defismez alt uzaydir. Diger

taraftan §(X)# X olsun. Yine Lemma 2.3.10 dan S(X), T -defismezdir. Yani,
7(s(0)=s()

saglamr. T operatorii smirs (sirekli) bir operator oldufundan 7{S(X))c S(X)

olur. O halde S(X), bir asikar olmayan kapal1 7 -degismez alt uzaydr.

Sorug 2.3.12 : T € £(X) operatdrii bir agikar olmayan kapali alt uzaya sahip degil

ise TS = ST olacak bigimde her S € £(X) operatérii bire bir ve S(X)= X dir.

Tanm 2.3.13 : {0} = X Banach uzay1 ve T e £(X) olsun. En az bir 0#xe X igin
Tx = Ax kogulunu saglayan 1 sayisina 7’ nin bir 6z (eigen) degeri denir. Bu

ozelligi saglayan 0+ x elemamna da 7 nin bir 5z vektdrii denir.

Tamm 2.3.14 : A, T igin bir 6z deger olmak Gzere
N,=freX: Tc=Ix}

kiimesine 6z (eigen) uzay denir.
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Tamm 2.3.15 : X Banach uzayl, T : X —— X smurli operatdr olsun. Vx € X i¢in

Tx = Ax olacak bigimde bir 4 € R varsa T ’ye skaler operatdr denir. Her bir 4 € R
icin Tx # Ax olacak bi¢imde en az bir x€ X varsa T ’ye skaler olmayan operatér

denir.

Literatiirde, 6zdeslik operatoriiniin bir kat1 olan operatdre skaler operatdr denir.

Skaler olmayan operatérlere de skaler olmayan operator denilmektedir.

Lemma 2.3.16 : X Banach uzayi, T: X ——> X sinirh bir operator olsun. T * ye

gore her bir 6z uzay T’ -hiperdegismezdir. Ayrica T skaler olmayan operator ise bu

uzay agikar olmayan (non-trivial) kapali bir uzaydir (11).

Yukarida verilenler 15131nda asagidaki sonucu verebiliriz.

Sonug 2.3.17 : X sonlu boyutlu karmagik Banach uzay1 ise her bir 7 € L(X) skaler

olmayan operatorii, bir asikar olmayan kapal1 hiperdegismez alt uzaya sahiptir.

Ispat: X sonlu boyutlu karmagik Banach uzayi oldugundan mutlaka bir 6z deger
bulunur. Boylece 7:X ——> X skaler olmayan operatoriin bir A€ C 6z degeri
vardir. N, ={xe X :Tx=Ax} 6z (eigen) uzaym alirsak, Lemma 2.3.16’ dan N,
uzayl, agikar olmayan kapal1 T -hiperdegismez bir alt uzaydir.

Sonug¢ 2.3.18 : X sonlu boyutlu reel Banach uzayi tizerinde skaler olmayan bir T

operatSrii alalim.Bu durumda agagidakiler saglanir:

D X’ in boyutu birden biiyiik tek say1 (boyX )1) ise T operatdrii agikar
olmayan kapali hiperdegismez alt uzaya sahiptir.

2) X’ in boyutu ikiden biiyiik ¢ift sayr (boyX )2) ise T operatdrii agikar
olmayan kapali degismez alt uzaya sahiptir, fakat bu alt uzay hiperdegismez olmak
zorunda degildir.
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3) X’ in boyutu iki (boyX = 2) ise T operatdril bir agikar olmayan degismez alt
uzaya sahip olmak zorunda degildir.

Ispat: (11), Sonug 10.7.

Yukarida verilen sonuglardan sonlu boyutlu Banach uzaylar i¢in degismez alt uzay
problemine olumlu cevap verildigi agiktir. Yani;

“Sonlu boyutlu Banach uzaylar {izerinde tamimlanan simrh operatdrler agikar

olmayan kapali degismez alt uzaylara sahiptirler.”

Teorem 2.3.19 : X Banach uzayi ve T € £(X) skaler olmayan operator verilsin. T

veya T  bir 6z (eigen) deBere sahip ise T ve T  asikar olmayan kapali
hiperdegismez alt uzaylara sahiptir (11).

2.4. Lomonosov Teoremi

Tamm 2.4.1 (x, y)——> xy ikili islemi ile donatilmus bir A vektdr uzay: igin
agagidakiler saglamirsa, A ° ya bir cebir denir. Vx,y,ze A ve her o skaleri igin
O  )z=x(yz) ve (@x)y=x(ay)=a(xy).

(i) x(y+z)=xy+xz ve (x+y)z=xz+yz.

Teorem 2.4.2 (Stone-Weierstrass). X kompakt bir uzay ve A, X lizerinde tanimli

biitlin sabit fonksiyonlar1 igeren, X’ in noktalarini ayiran siirekli reel deZerli
fonksiyonlarin bir cebiri olsun. Bu durumda, A= C(X) dir (12).

Tamm 2.4.3 : X Banach uzay ile bir A £(X) alt vektor uzay: verilsin.

Her S,Te Ai¢in ST e A
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kosulu saglaniyorsa A’ ya L(X) igiride alt cebir yada operatorler cebiri denir. / €. A
ise A’ ya birimli alt cebir denilecek ve bir 7' e L(X) operatdriiniin tirettigi alt cebir
ise A, ile gosterilecektir. Bu durumda,

A,={p(T) : psabitterimiolmayan polinom}

olur.

Tamm 2.4.4 : Ac L(X) alt cebir ve V — X alt uzay: verilsin. Eger V', her 4e A

icin degismez kaliyorsa V'’ ye A-degismezdir denir.

Tamm 2.4.5 : Ac L(X) bir alt cebir olsun.

@) Eger A alt cebirinin agikar olmayan kapali degismez alt uzay1 yoksa A’ ya
gecismeli (transitive) alt cebir denir.

(i)  Eger A alt cebirinin agikar olmayan kapali degismez alt uzay: varsa A’ ya

gecismesiz (non-transitive) alt cebir denir.

Onerme 2.4.6 : A alt cebir ve x€ X olsun. Ax={A4x:AeA} kimesi X’ in alt

vektor uzayidir ve A-degismezdir.

Onerme 2.4.7 : X Banach uzay1 ve Ac £(X) birimli alt cebir olsun. A cebiri

gecismesizdir gerek ve yeter kosul, en az bir xe X igin Ax asikar olmayan bir alt

uzaydir.

Ispat:
(:>) : A gecismesiz cebir olsun. Bu durumda A’ nin asikar olmayan kapah

bir V' alt uzay1 vardir ve A-degismezdir. Sifirdan farkli bir xeV vektoriinii
sabitleyelim. Her 4e A igin A(x)e A(V)<V saplamr. Her bir 4eA icin bu

saglandigindan,
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AxcV = AxcV=V#X = Ax#X
olur. Diger taraftan, A alt cebiri birimli oldugundan /€ A dir. 0# x oldugundan

I(x)=xe Ax esitliginden Ax # {0} dir. O halde Ax, bir asikar olmayan kapal: alt
vektor uzayidir ve A -degismezdir.

(<): Ax alt uzay: asikar olmayan bir alt uzay olacak bigimde bir x€ X

vektbriinii alalim. Onerme 2.3.4 ve Onerme 2.4.6’ den Ax, A -degismezdir.

Teorem 2.4.8 : X Banach uzay1 ve Ac L(X) alt cebir olsun. Bu durumda

asagidakiler denktir:
) A alt cebiri gegismesizdir.
(ii) Her Ae A igin (Ax, x‘) = (x, A'x‘) =0 olacak sekilde en az bir 0#xe X ve

enazbir 0#x € X" vardir (11).

Sonug 2.4.9 : X Banach uzay1 ve Ac L(X) alt cebiri gegismesiz (non-transitive)

ise A" alt cebiri de bir gegismesiz alt cebirdir.

Ispat: A alt cebiri gegismesiz oldugundan Teorem 2.4.8 dan,
(dx,x"y=(x,4'x")y=0
olacak bicimde en az bir 0#x€ X ve en az bir 0#x € X' vardir. xeXc X
oldugundan xe X" olur. O halde her 4€ A igin
x4 x)=0
elde edilir. Béylece yine Teorem 2.4.8 dan A’ < L(X ‘) alt cebiri bir gegismesiz alt

cebirdir.

Lemma 2.4.10 : T € £L(X) alalim. Bu durumda asagidakiler saglanir:

(1) {7} ={SeL(X):ST =TS} kimesi £(X) in bir kapali birimli alt cebiridir.
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(2) T’ nin agikar olmayan kapal: hiperdegigmez alt uzayr olmas: i¢in gerek ve

yeter kosul {T'} nin gecismesiz bir alt cebir olmasidir (11).

Tanm 2.4.11 : X bir topolojik vektdr uzay: olmak iizere bir Bc X alt kiimesi
verilsin. X wuzay i¢inde sifinn her bir U komgulugu igin Bc B,+U olacak
bigimde B, — B sonlu alt kiimesi bulunabilirse B alt kiimesine total sinirl kitme

dentr.

Tarmm 2.4.12 : X ve Y normlu uzaylar olmak tizere T « L(X,Y) opeﬁtérﬁ alalim.
U, X’in birim yuvan olmak tizere 7(U) kiimesi, ¥ icinde kompakt ise T
operatdriine kompakt operator denir.

Tarmm 2.4.13 : X Banach uzay lizerinde bir 7': X —— X operatoriiniin spektrumu

o(T), (A—T) operatorinin X {izerinde tersi olmayacak bigimdeki bitin 7
karmagik sayilarin kiimesidir. Yani,
o(T}z{ZeC:(AI—T “Imevcutdegildir}

bostan farkh kompakt kiimesidir.

Tamm 2.4.14 : T e L(X) keyfi operatoriiniin spekiral yancap r(T), o(T)’ vi
kapsayan {4eC:|i|<r} kapah yuvarlar icin negatif olmayan en kigik r reel
sayisidir. Yani,

r(f)=sup{li}: Leo(N}=max{J4]: Le a(D)}.

Teorem 2.4.15 (Gelfand) : T € £(X) ise r(T):ngﬂr[f”’ =i2f[]T"ﬂ"" saglanir (13).
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Tamm 2.4.16 : X Banach uzay tizerinde stirekli bir T:X —X operatirii

T"I/n=0 ise T’ ye

verilsin. Eger bu operatdriin spektral yarigapr #(7)=lim

quasinilpotent operat6r denir.

Tanim 2.4.17 : T : X —— X stirekli operatorii ile bir x, € X noktas: verilsin. Eger

lim

n—yx

II/” =0 saglaniyorsa, T operatoriine x, noktasinda quasinilpotenttir denir.

T"x,

Yukaridaki tanim bazen yerel quasinilpotentlik olarak da adlandirilir.

Teorem 2.4.18 (Aronszajn-Smith-Lomonosov): Sonsuz boyutlu reel yada karmagik

Banach uzay tizerinde her bir sifirdan farkli kompakt operatér, asikar olmayan bir

kapal1 hiperdegismez alt uzaya sahiptir.

Ispat: K:X ——X sifirdan farkli kompakt operatdr olsun. Geneli bozmadan

"K H =1 alabiliriz. Ispat: iki asamada yapacagiz. Ilk 6nce K operatorii quasinilpotent

K" v =0 saglansin.

olsun, yani, 7(K) =lim

A= {K}' alalim. Lemma 2.4.10 den A’ nin birimli alt cebir oldugunu biliyoruz.

Simdi, A’ mn gegismesiz cebir oldugunu gosterecegiz. Bunun iginde Ax# X
olacak bigimde en az bir x # 0 elemanin varlifim gdstermek yeterlidir.
Herbir x#0 igin  Ax=X [2.1]
saglansin. K # 0 oldugundan,
[%]|>1 ve [Kx,|>1 kosullarin: saglayan bir x, € X [2.2]
vardir. Acikga,
K #0 ise Kx,#0 olacak bicimde Ix, € X vardir. x, #0 ve Kx; #0 oldugu igin

"Kx0 " >0 ve "xo ” > 0 kosullar1 saglanir. Buradan,
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1 -1—ve0<——~ 1

1
T A Y

olacak bigimde 7,,n, € N vardir. n, = maks{n,n,} alimrsa,

o <ll vo - <[Ka]

0

elde edilir. Buna gore, 1< |n,x,| ve 1 <|K(myx,)| saglanr. O halde,

|xoll>1 ve ||Kx,]|>1 kosullarm saglayan bir x, € X segebiliriz.

Simdi, U, = {x € X:||x—x,|| <1} kapali birim yuvarim alalim. [2.2] den,

0eU, ve  0¢K(U,) [2.3]
elde edilir. Bunu gostermek igin 0 €U, =U, alalm. Bu durumda |x,]<1 olur. Bu
ise [2.2] de, x, vektoriiniin segimine geliski olusturur. Diger taraftan, Oem

olsaydi en az bir (Kz,) < K (U,) dizisi i¢in Kz, ——>0 saglanacaktr. Bu durumda,

|l ] < 15| - &z, || <&z, - K] =Kz, - 5]

<[]z~ =] st
elde edilir ve
|Koe, |- &z,, | <1 = VneN igin 0<|Kx,|-1<(Kz,]

esitsizliginde [|Kx,[|-1=a ve & =g~ alindiginda, Vn>n' igin |Kz,|<e =g—

olacak bicimde 3’ € N bulunur. Bu ise £’ min segiminden ¢eligkidir. O halde [2.3]
de verilen iddia dogrudur.

[2.1] den dolay1,

her bir x# 0 i¢in 34 e A vardir ve Axe U, [2.4]
saglanir. Agitk¢a, A#0 dir. Sonu¢ olarak, A4 operatorii A’ da dolagtik¢a
O,={yeX:|dy-x,| <1} agk kiimeleri, X/{0} kiimesini &rter. Bunu gérmek
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igin, O, kimesinin X/{0} kiimesini Srtmedigini varsayahm. Bu durumda

Ix e X/{0} vardirve x ¢ ( ] O, saglanir.

AcA

xeéU(')A = VAe Aicin xe¢0O,

AsA

ve buradan
VA e A igin | dx—x,| 21

bulunur. Bu ise [2.4]’ e geliski olusturur. O halde | JO, =X/{0} saplamr. Aym

AcA
zamanda O, agik kiimeleri K(U,) kimesini de orter. Yani, XK (U,)=JO,
AeA
P —_ k
saglamr. Diger taraftan, K(U,) kompakt bir kiime oldugundan, X (U,)<|JO,
j=1

olacak bi¢imde sonlu sayida 4,, 4,,..., 4, operatorleri vardir. ¢ = max"A 1" alalim.

1)<k
Kx, € K(U,) oldugundan Kx, eOAj1 olacak bigimde 1< j <k vardir ve bdylece
x =4, Kx, €U, saglanr. Kx, € K(U,) oldugundan Kx, e OA]: olacak bigimde

1< j, <k vardir ve bdylece x, =4, Kx, €U, saglanir. Bdyle devam edilirse {J.}

indisinin bir {x,} vektor dizisi buluruz ki x,, =4, Kx,<cU, saglanr. A={K}
oldugundan her bir 4; operatérii K ile degismelidir. O halde,
X% = A, Kx,
x,=A4,Kx =4, K(4,Kx,)= 4, 4,K’x,
ve boyle devam edilirse,
Xpu =4, Kx,=A, ..A A K"x,
saglanir. Buna gore x,,, icin,

_ n+l
X =4, A .4, K" x,

Jnst
=(c4,,)(c74, )--(c74, ) (cK)™ %, [2.5]
elde edilir. Simdi, K operatérii quasinilpotent ise cK operatdriiniin de

quasinilpotent oldugunu gosterelim. Gergekten,
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i/n

1/n
K" <c|K"| ——0

= "(cK )

c"K"|<|c”

Jeeey |-

- gl =

elde edilir. O halde K operatorii quasinilpotent ise herhangi bir katt da
quasinilpotent olur. A¢ik olarak goriilebilir ki #(K) <1 olmas1 igin gerek ve yeter

kosul, |[K"| ——>0 dir (14). Boylece,

ll (c K)n+l

saglanir. Her bir m=1,...,n icin "c'lAjm "sl oldugundan [2.5] esitliginin her iki

——0 [2.6]

tarafinin normu almdiginda,
[nal=)c4..) (4, ) (74, ) (K™ 5
< "(c"lAj"+I )"...”(c“lA ; )I "(cK )"J'l o

<[ (x|

bulunur. #——> o igin limitleri alinirsa, [2.6] dan dolayz,

"xn+l " —0

formiiliindeki ilk 6zellik ile geligir. O halde [2.1] 6nermesi yanlis olur. Yani, 3x # 0
igin Ax# X dir. Boylece K, bir agikar olmayan kapali hiperdegismez alt uzaya
sahiptir.

Simdi ikinci asama olarak K operatorii quasinilpotent olmasin. X uzayinn
karmagik olmas: durumunu ele alalim. X kompleks Banach uzay oldugundan

o(K)#0 dir. Ayrica, K kompakt operatér oldugundan spektrumundaki biitiin

elemanlar 6z (eigen) degerlerden olusur ((11), Teorem 7.3). Yani, en az bir

0#A4eC elemanma sahiptir. Buna gore 4, K’ mn bir 6z (eigen) degeridir. N,
eigen uzay lizerinde K =AI dir. N, ={xe X :Kx=Ax} ={xeX:K(x)=Z,I(x)}

alindiginda Vxe N, igin Kx=AI(x) oldufundan N, alt vektdr uzay: iizerinde
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K=A4I olur. O halde, K|N41 =AI:N,——>N, dur. K kompakt oldufundan

kisitlamas1 da kompakttir. Gergekten, B, = {x €N, |lx" < 1} kapali birim yuvar
alinirsa,
B, cU={xeX:|x|<1}

= K(B,)cK(U)

= K(B,)cK(U)
saglanir. H(}j kiimesi kompakt oldugundan 7(—(_131—) kiimesi kompakt olur. Buna
gore K | N, = AI operatdrii kompakt bir operatdrdiir. Béylece boyN, <co olmalidir.
Ayrica, boyX =w oldugundan N, #X dir. N, #{0} oldugu igin de N, uzayi
agikar olmayan kapali alt uzaydir ve K -hiperdegismezdir.

X’ in reel Banach uzay olmasi durumunu diigiinelim. X’ in karmagiklagtirilmigi
olan X, = X ®iX uzayr ve K,:X,—> X, operatoriinii alalm. z, =x,+y, € X,
i¢in K, z, = Kx, +iKy, tanimlidir ve ||Kc||="K || saglanir. K operatorii quasinilpotent
olmadigindan, agik¢a, K, operatdrii de quasinilpotent degildir. X, iizerinde N, 6z
(eigen) uzayr K, -hiperdegismezdir. N, sonlu boyutlu oldufundan N, igin
{2,235..02,} bazi olsun. V =span{x,,Xy,... X, Y1 ¥ps-¥,} sonlu boyutlu uzayim

alalim, boyX = oldugundan ¥ # X dir. O halde V agikar olmayan alt uzaydir ve
K -hiperdegismezdir.

Sonug 2.4.19 : Sonsuz boyutlu reel yada karmasik Banach uzayi lizerinde simrl bir

T:X ——>X operatorii sifirdan farkli kompakt bir operatdr ile degismeli ise, T
operatdriiniin agikar olmayan kapali degismez bir alt uzay1 vardir.

Tamm 2.4.20 : T:X——>X smrh operatdrii verilsinn p(T), T’ nin bir
polinomunu gdstermek tiizere, eger p(T)’ yi kompakt bir operatér yapan sifirdan

farkli bir p polinomu bulunabilirse, T’ ye polinomsal kompakt operatdr denir.
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Sonu¢ 2.4.21 (Bernstein-Robinson) : Sonsuz boyutlu reel yada kompleks Banach

uzaylar lizerinde tammli her bir polinomsal kompakt operator, agikar olmayan kapah
degismez bir alt uzaya sahiptir.

Ispat: boyX =x olacak bigimde bir X Banach uzay1 ve T:X ——X bir smurh
operatdr olsun. T operatdril skaler bir operatér ise T = Al olacak bigcimde en az bir
AeR bulunur. 0#x elemam igin ¥ =Sp{x} alt uzayr almrsa ¥, bir agikar
olmayan kapali T -degismez alt uzaydir. Yani, her skaler operatdr i¢in bir agikar

olmayan kapali degismez alt uzay bulunabilir. O halde T operatoriinii skaler
olmayan bir polinomsal kompakt operator olarak alalim. Yani, p(T) kompakt olacak

bigimde 0% p(f)=¢"+a, t"" +...+a, polinomunu sabitleyelim.

p(T)#0 ise Teorem 2.4.18 den sifirdan farkli bir asikar olmayan kapali p(T)-
hiperdegismez alt uzay vardir. Bu uzay W ile gosterilirse, T operatori p(T)
operatoril ile degismeli oldugundan, W, T -degismez olacaktir.

Simdi, p(7T)=0 olsun.Yani,

p(T)=T"+a, " +..al +a,=0

n-1

oldugundan,
n-1
=T" =Y (-a)"
i=0

elde edilir. Sifirdan farkli bir xe X vektoriinii segelim ve {x,Tx, T 2x,...,T"'lx}

kiimesi ile tiretilen sifirdan farkli kapali alt uzay1 ¥ ile gosterelim. X uzayi sonsuz
boyutlu oldugundan ¥ # X ve 0#xeV oldugundan dolay1 ¥, bir agikar olmayan
kapali T -degismez alt uzaydur.

Teorem 2.4.22 (Lomonosov) : Bir reel yada kompleks Banach uzay fizerinde tamimli
operatorlerin bir gegismeli cebiri A olsun. Bu durumda, her bir sifirdan farkli K
kompakt operatdrii igin 4K kompakt operator(i sifirdan farkli bir sabit noktaya sahip
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olacak bi¢imde bir 4 € A vardir. Yani, AKu =u kosulunu saglayan bir 0 #u vardir
.

Teorem 2.4.23 (Lomonosov) : Karmasik Banach uzay lizerinde tamimli skaler
olmayan bir T operatérii ile sifirdan farkli kompakt bir operatdrii degismeli ise, T,
agikar olmayan kapali hiperdegismez bir alt uzaya sahiptir (4).

Teorem 2.4.24 (Lomonosov Degismez Alt Uzay Teoremi) : Bir X karmasik Banach

uzayi ve bir 7: X —— X siirekli operatorii alalim.Asagidaki 6zellikleri saglayan
S e L(X) verilsin:

(1) S skaler olmayan bir operator,

(ii) S ile T degismeli (ST =75),

(iii) S ile sifirdan farkli bir kompakt operatdr degismelidir.
Bu durumda T, asikar olmayan bir kapali degismez alt uzaya sahiptir (4).

Yukandaki (i), (ii), (iii) 6zelliklerini saglayan T operatdriine Lomonosov Operatdrii
denilmektedir. Béylece her Lomonosov Operatdriiniin asikar olmayan kapali

degismez alt uzaylarinin mevcut oldugunu séyleyebiliriz.



3. BANACH ORGULERINDE DEGISMEZ ALT UZAYLAR

3.1. £, Uzay1 Uzerinde Operatorler

Teorem 3.1.1 : T:£,—{, (1<p<w), modillii sirekli bir operatdr olsun.

Asagidaki sartlan .saglayacak bigimde sifirdan farkh bir §:/,——>/£  pozitif
operatorii verilsin:
@ siri=|r}s,

(i) S operatorii sifirdan farkl bir pozitif vektdr igin quasinilpotenttir.
Bu durumda 7, agikar olmayan kapal: degigmez bir ideale sahiptir.

Ispat; Sifirdan farkli bir § operatori ve 0= x,elemamt igin S|T|=|T]S ile

lim 5™, [ =0 kosullan: saglansn. Tspat iki durumda ele alinacaker.

Sx, >0 olsun. § sirekli olduundan 3k i¢in x, >e, >0 ve Se, >0 olacak bigimde
X, vektorimiin uygun bir pargalamst vardir. F = Sp{ae, :a R} alt vektdr uzaym
alahm. F tuizerine tammli dogal izdiigiim operatorii,
P:A,—1,
x—>P(x)=xe,

ile tanimlansim. P izdiigim oldufundan, VO<xef  igin 0<Px<x sagla.mr Bu
durumda,

Her bir m>0 icin P|T|" Se, =0 . B1
saflamr. Bunu gostermek icin m>0 sayisim segelim ve Ja 20 igin
P|I{" Se, =ae, olsun. S|I|" =|T]" S oldugundan,

0<a’e, =(P(I]"5)) e, (|11 S) e, =|1}™ 5%, <[t]" 5",

= 0<a<frf s " —==0
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=a=0

bulunur. Buna goére [3.1] ifadesi dogrudur. {ITlm Se, :m= O,l,...} vektorlerinin ailesi

ile tretilen sirali ideal, J = {x €f,:3A20ver 203l <A)|T| Sek} olsun. Ozel

=0
olarak A=1 i¢in [Se,|=Se, <Se, +|T|Se, +...+|T| Se, olduundan 0<Se, eJ
olur. Buna gore J # {0} dur. [3.1] den dolay,

her x e J igin (e,,x)=(e,,Px)=0

saglanir. Gergekten,

xeJ =< Se,

i=0
= 0<|Px| < P|e|< A P|T{ Se, =0
i=0
= Px=0

bulunur. (e, x)=(x,..%;,...)(0,0,..., L0,.)=x, Ve (e,,Pxy=1x.e,e, =X,
oldugundan {e,,x)={e,,Px)=0 olur. Sonug olarak, her x eJ i¢in {e,,x)=0 elde

edilir. Bu ise, J* nin £ , Uzayimn asikar olamayan kapali bir ideali oldufunu gdsterir

veJ, T -degismezdir.

Simdi, Sx, =0 olsun. A, ¢, uzaymnda biitiin siirekli operatorlerin Banach cebirinde
|7| ile tiretilen birimli cebir olsun. Yani, A, ={p(|T|): pherhangi polinom} ile
gosterelim. J={xe¢,:34 € Aigin|x|<|4|x,} idealini alalim. Agikea gorilebilir ki
J ideali T -degismez idealdir. Gergekten, xeJ ise |x|<|d|x, olacak bigimde
d4e A vardir.
(7| <|71(1<l) < 1|4,

esitsizligi alnursa |T] e A,|4|€ A ve A bir cebir oldugundan |T||4|e A saglanr. O
halde yukandaki esitsizlikten goriiliir ki Tx e J dir. Yani, J ideali T degismezdir.
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Ispat tamamlamak igin J =2 , oldufunu gostermemiz yeterlidir. xeJ alahm.

[d<}4]x, le 4c A, r=0 segiminden bir ¢>0 vardir ve ]A‘Sciﬁf saglanir.
=0

I5¥] < Shd < 8]4] SS(cZ‘Tf]xo —c3 ]St =0
=0 =0
esitsizlifinden gorilir ki, her xeJ igin S(x)=0, dolayisiyla da her xeJ igin
S(x) =0 dir. Buradan, j——:ép gikar, yani S operatoriiniin £, uzay: Gzerinde sifirdir.
Bu ise hipotez ile bir geligki yaratir. O halde J#e , saglanir. Boylece, J , agikar
olmayan kapali T -degigmez bir ideal olur.

Sonug¢ 3.1.2 : T:£,——£ , sirekli operatbriiniin modiilii var ve quasinilpotent ise
T operatoriintin agikar olmayan kapali degismez ideali vardir (6).

Sonug 3.1.3 : Sifirdan farkh pozitif bir vektorde quasinilpotent olan £, Gizerinde her
bir pozitif operator agikar olmayan kapali degigsmez bir ideale sahiptir (6).

3.2. Read Operatbriiniin Modiilii Uzerine

Tanym 3.2.1 : X Banach uzay ve §: X ——> X smrh bir operatdrin [[SE normu ile

birlikte " |S], =inf {}§—K|:K kompakt} yar normuna, S’ nin esasl (essential)

yarinormu denir.

S” nin esash (essential) spektral yarigaps, r;,(s).:ﬁ_%,nfﬂs"l bigiminde tanimlanir.

Ve her zaman ||S], <[|S]| saglan.
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Teorem 3.2.2 : Bir Banach orgiisii Uizerinde pozitif bir operatér S ve r,(S)<r(S)

olsun. Bu durumda 7(S), S nin bir pozitif 6z (eigen) vektoriine karsilik gelen bir
0z (cigen) degeridir (15). -

Teorem 3.2.3 : §:{,——>¢, degiymez ideali olmayan modilli quasinilpotent bir

operator, S var ve kompakt olsun. Buna gore, 7(|S]) sayis bir pozitif 6z (eigen)
vektore kargilik gelen |S]’ nin bir 8z degeri olur. Ustelik, |S| modiilia degismez bir
alt uzaya sahiptir.

Ispat: Agik olarak |S| quasinilpotent degildir. Gergekten, |S| quasinilpotent olsaydi
Sonug 3.1.2 den § operatdriniin bir defismez ideali olurdu. Bu ise hipotezimize
geligki olusturur. O halde |S| operatori: quasinilpotent degildir, yani 7(|S{)>0 ofur.
Simdi 7, (]S]) =0 oldugunu gosterelim.
IS]=58"+5- ve S=8—-§
esitliklerinden yararlanarak,
IS|=8+28"
yazanz. Buradan,
IS =(s+257)"
olur. R, § ve §™ operatdrierini igeren bir polinom olmak iizere,
IS =(S+287) =8"+RS"
bigimindedir. S~ kompakt bir operatdor oldufundan RS~ bilegkesi de kompakt
olacaktir.
lisr], =}~ +rs|, =int {Js" + RS~ —K|}: K kompaie} <|s” + RS~ - k|
bulunur. Ozel olarak K = RS~ alinirsa,

Jsrl <bs’l
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=1, (8] <tim]s[" =~ (5)=0

=>r,(|s))=0
bulunur. Boylece Teorem 3.2.2° e gore r(|S]) sayis: |S|” in bir 6z defferidir.
A=r(|S]) almirsa N, ={x<¢,:|S|x=24x} oz (cigen) uzay: || operatoru altinda

agikar olmayan bir kapal hiperdegigmez alt uzay olur.

Sonug 3.2.4 : Yukandaki teoremin hipotezleri altinda S* mevcut olsun. Bu durumda
S* da agikar olmayan kapal1 degismez alt uzaya sahiptir.

Ispat: iki durumda ispat: ele alalim. Once $* quasinilpotent olsun. Sonug 3.1.2 ile
S* operatoriiniin agikar olmayan kapali degigmez bir ideale sahip oldugu goriiliir.

Simdi, §* operatoriiniin quasinilpotent olmadifin1 kabul edelim. Yani, r(S*)>0
dir. §*=8+5" alahm. Yine yukandaki teoremde iddia edildigi gibi 7,(S*)=0 dur.
R, S ve S~ operatorlerini igeren polinom olmak tizere,

(57) =(s+5) =5"+RS

=|s)] =k rs | <)s7]

>r(s)=0
ol 0=7,(5*)<r(5*) oldugundan Teorem 3.2.2" ye gore r{S*) sayist §* igin
bir 6z degerdir. N . = {xet,:8"x=r(8")x} 6z uzay: asikar olmayan kapali S -
degigmez bir alt uzay ofur.

Tamm 3.2.5 : X,Y Banach uzaylar, S:X——Y bir operator olsun. Eger S,
x,eX,y€¥Y ve Zﬁ:q?ﬁ.ﬁy,.§<co olmek Gzere S=) x®y formunda
i=0 i=0

yazilabiliyorsa, S’ ye niikleer operator denir.
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Niikleer norm ise y(S)=inf {i "x: "" ¥, ||} bigiminde tanimlanir. Buradaki infimum,
i=0

S operat6riiniin biitiin niikleer gosterimleri tizerinden alinmaktadir.

Bilindigi gibi her sonlu-rank operatorii kompakttir, Buna gore her bir niikleer
operatdre sonlu-rank operatorleriyle yaklagilabilir.

Onerme 3.2.6 : Her niikleer operator kompakttir,

Ispat: X ve Y normlu uzaylar olmak fizere S: X —— ¥ niikleer operatdr olsun. S

niikleer operatdr oldugundan x, € X',y, €Y ve Z“x: |||| y<o igin =) x ®y,
i=0 i=0

formunda yazilir. S,: X ——Y sonlu-rank operatorlerini ise S’ in yazilimindan

yararlanarak S, =) x’ ®y, bi¢iminde tammlayahm. Bu durumda,
i=l

<Y |l

i=n+l

15, - 5@ =3 % 0y, -3 £ @y,

i=1 i=]

o

ol PIRAC)?
1

i=n+

ve i "x,' ”" ¥,| serisi yakmsak oldugundan sag taraftaki seri sifira yakinsar. O halde
i=n+l

S,—>SeL(X,Y) saglamr. Buradan gorillir ki, (S,) dizisi kompakt

operatorlerden olustugundan S operatdrii de kompakt olur..

Tamm 3.2.7 : £, igindeki ( f; )Z standart birim vektorleri tarafindan iretilen, £, in

0
yogun dogrusal alt uzayim F ile gdsterelim. d =(a,,5,,0,,b,,...) pozitif tamsayilarin
kesin artan dizisi olsun. a, =1, v, =0, #n2>1 i¢in v, =n(a,+b,) alalm. Asagidaki

ozellikleri saglayan bir tek (e,)”, < F dizisi vardir (16):
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0) /o =¢6.

A) 7,n,i tamsay1 ve 0<r <n olsun. ie[ra +ra, | olsun. Bu taktirde,

fi= (n"‘" e~ ,, )(n -r)™a,,.

B) r,n,i tamsay1 ve 0 <r <7 olsun. i € (ra +v,,.(r +1)a,,) olsun.Buna gore,
f=n 2((r+1/z)an—i)N?n e,

Ikinci durum olarak 1< 7 ve ie(v,,,a,) oldugunda,

£ =20

C) r,n,i tamsay1ve 0<r<n olsun. i e [r (an +b,,),na,, +rbn:] olsun.Bu taktirde,
f,=n'e,—bn""e,,

D) 7,ni tamsayt ve 0<r<n olsun. ie(na,+rb,(r+1)(a,+b,)) olsunBu

taktirde,
f=n A(r2)p =)/ o e,

Yukaridaki tanima gére biitiin e, , lineer bagimsizdir ve F kiimesini gerer. Yani;

F=Sp{e :i=0,.,n}=Sp{f,:i=0,..,n} [3.2]
dir.

Tamm 3.2.8 : d=(a,,b,a,,b,,..) kesin artan dizisi verilsin. G ve H, pozitif
tamsay1 degerli fonksiyonlar olmak {izere, eger d dizisi,
a,2G(n,ay,by,0.,b,,....,0, 1,5, ),
ve
b, 2 H(n,a,,b,0,,b,,...,0,1,b,,a,),
sartlarim saglarsa,d ’ ye yeteri kadar hizla artan dizi denilmektedir ve kisaca pd ile
gosterilmektedir.
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C.JRead, Te =¢,, kosulunu saglayan bir tek 7:F ——>F lineer operatoriniin
bulunduggunu gostermistir. F =£, oldugundan bu lineer operatorii £, iizerine

genigletmigtir. Ayrica bunun yaninda bu sinirli operatériin, higbir degismez alt uzay:
olmayan quasinilpotent bir operator oldufunu gozlemlemistir (17).

Simdi biz Read operatoriiniin modili ile ilgilenecegiz ve Read operatdriiniin
modiiliinin her zaman bir defigmez alt uzaya sahip oldugunu gorecegiz.

Lemma 3.2.9 : pd kogsulunu saglayan bir Read operatérii 7 olsun. Bu durumda, 7

operatorii niikleer operatordiir.

Ispat: (1,);,., ve (t;);,- Swrasiile T ve T~ operatorlerinin sonsuz matris gosterimi
olsun. 1, =(If),, alalm. $imdi standart birim vektorlerin T altida gGrimtilerine
bakalim.

(0) If,=Te,=¢ ve n=1 igin Tamm 3.2.7 (B) nin ikinci durumundan 1<(0,q,)
Ba)fia o
oldugundan f =2 e, esitlii vardir. Boylece bu esitlikte e, vektordi yalmz
birakilirsa,
1o} /ia
1y =Te, =, =2 TP

elde edilir. Boylece, 7 f, =0 olur.

(A) i<y, +ra,=>1f=(n-r)" f,, bulumr Boylece T f, =0 olur.

i=v_ +ra,>Tf=T (aH (n—r)™™ (n"“'e,2 ~ ))
>1f,=a,, (1-r) (1€, ~ 0, ) 33]
elde edilir. r=1 i¢in 1+v,  €(v,,,a,) oldufundan Tamm 3.2.7 (B) kogulundan

Jro, = 2Bt Glur. Buradan,
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- n—l—-v,,_, 2((1‘*"'»—»-)"1/ 2a,)/\a, f

e1+v”_, 1+v,_,

[3.4]

bulunur. Diger taraftan, r <n i¢in 1+ra, +v,, €(ra, +v,,.(r +1)a,) oldugundan

n

yine Tamm 3.2.7 (B) kosulundan, £ = s 2((r+l/2a,,)—(1+ra,,+v,,_,))/‘/z

+ra, +V,_, el-l-ra,, W,
olur. Buradan,
_ n—l—ra,, Vs 2((1"" By +Vgr )"(r +1/2a, ))/ \/a_n f

el+ra,, +V,., l+ra,+v, .

bulunur. [3.4] ve [3.5] formiilleri [3.3] de yerine yazilirsa,

[3.5]

£ = an-r”m" (n _ r)v,,_, T 2((1+ra"+vn_,)_(r+1/za,))/JZ
ve

g,=a,_ (n—r)=n (v )-12,)/ Vay
olmak {izere,

If, = glfi+ra,,+v,,,, = ngiw,,_,
elde edilir. 7f, =T" f, —T" f; esitliginden,
T, =6ofo, [3.6]

bulunur.

®) i<(r+l)a,~1 yada i<a,-1 olmast durumunda, If, =n"2'"% f_

bulunur ve béylece T~ f, =0 olur.

i=(r+1)a,-1 igin

75 =l 3 - [3.7]
bulunur. (r+1)a, €[ra,,ra, +v,.,] oldugundan, Tamm 3.2.7 (A) kosulundan
fi= (n’“" =€ )( n—r) "™ a,_ ile belirlenir. r yerine 7+1 ahnirsa (r — r+1),

f; — ( n(r+l)a,. e — ei—(r+l)a,, )( n—r— l)i‘(’ +l)a, a, .

ve buradan da i’ nin degeri yazlirsa,

r+l)a,
f(r+l)a,, = (n( ) e(r+1)a,, ~€ )an—r—l
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elde edilir. Bu son egitlikten e ¢ekilirse,

r+l)a,

gy, =1 (""n-r-l e+ fo) [3.8]

bulunur ve [3.7] formiiliinde yerine yazilirsa,
-2 | /fa,
Tf; = n-l 2( 2 ) (a_ln—r—l (r+l)a,, + f(‘l)

esitligi elde edilir. Béylece T f, =0 olur.

i=a,-1 igin

If, =n' 2[1%)/ - e, [3.9]

bulunur. =1 i¢in a, €[a,,v, +a,] oldugundan Tamm 3.2.7 (A) kosulundan,

fo = (n”" e, —€ ) a,,
elde edilir ve buradan e, vektdrii gekilirse,
e, =n" (a;il L+ fo)
bulunur. Bu son esitlik [3.9] de yerine yazilirsa T~ f, =0 esitligi goriliir.

(C) i<na,+rb, olmast durumunda, Tf, =n"'f,, esitligi saglanir ve T7f, =0

olur.

i=na,+rb, i¢in

. L na,+rb, _ na, +(r-1)b,
T/; =n" e1+na,, +rb, bnn ! el+na,,+(r—1)b,,

bulunur. Yukaridaki iglemlere benzer olarak,
(1+na,, -%] \/1;

g >0 ve g, =bnn_12 f1+na,,+(r-1)b,,
olmak tizere
If, = glﬁ+na,,+rb,, - 82f1+na,,+(r-1)b,,
elde edilir. Boylece,
T fuaysm, = E2S1na, 08, [3.10]

bulunur.
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D) i=(r+1)(a,+b,)-1 olmas: durumunda,

Tf, =n' 2((" +1/2)b,~i)/Jb, e [3.11]

(r+1)a,+b,)
bulunur. i =(r +1)(a,+8,)=r(a,+b,)+(a, +b,) €[ 7(a, +1,),na, +rb, | olduguna

gore Tanim 3.2.7 (C) kosulundan,

_ o (rtl)a,+b,) r(a,+b,)+a,
f(r+1)(a,, +b,) =1 €(r+1)(a, +b,) ~b,n €r(a,+b,)+a,
elde edilir. Buradan da,
— —(r+l)Xa,+b,) r(a,+b,)+a,
€irel)a,+b,) =1 {fEr+1)(a,,+b,,) +b,n €, (a,+b,)+a, } [3.12]

esitligi ¢ikar.

r(a,+b,)+a, €[ r(a, +b,),na,+rb, ]| olduundan,

. r(a,+b,)+a _ r(a,+b,)+a,-b,
f;'(a,,+b,, Ya, = mere ner(a,,+b,, )+a, bnn " er(a,, +b,)+a,-b,
ve buradan da,
— 4,7 (a,+b, ), r(a,+b,)+a,-b,
rpitrray =1 e, O Y [3.13]

esitligi elde edilir. [3.13] formiiliinii [3.12] de yerine yazarsak,

_ n-—(r+l)(a,, +5,)

2_ r(a,+b,)+a,~b,
e(r-a-l)(a,, +b,) {fér-i-l)(a,, +b,) + bnf;(a,, +b,)+a, + bn n er(a,, +b, }+a,-b, }

formiilii elde edilir. Yukarida yapilan islemleri tekrar ederek,

_ y—(r+lXa,+b,)
e(r+l)(a,,+b,,) =n {-finl)(a,, +b,) + bnf;-(a,,-«»b,, )+a, +...

r
1, J (r41)a, 48,

N [3.14]
r+l_ —(r+1)b,
} + bn n e(r+l)a,,

elde edilir. Bu son esitlikte, ¢ vektoriintin [3.8] de verilen degeri yazildiginda

r+l)a,

bitlin katsayilarin pozitif oldugu gériiliir. O halde T~ J; =0 olur.

Bu hesaplamalar 1s1ginda T~ operatoriiniin sifirdan farkli girigleri sadece [3.6] ve
[3.10] esitlikleridir. [3.6] ile

1+v, v, +ra,

ve [3.10] ile de

=a,_, (n—r)' g o) e [3.15]
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S

tna,, +(r-1)b, +1,na, +rb, l+na,+(r-1)b,

[3.16]
elde edilir. 7° operatoriintin niikleer oldugunu g&stermek igin Z"T(;) "<oo
k=0

kosulunu sagladigini gostermek yeterlidir. 7~ operatoriiniin sifirdan farkli girisleri
igeren bilesenlerine bakalim. [3.15] den,

- (1+v,.,)-1/2a, \]; ~(1+v,.,)
tl+v,,_, oy +10, < a, ., 2( )/ <2

esitsizligi bulunur. Buradan da
| < 2 (+v)

= ZI

m=0
elde edilir. Diger taraftan [3.16] esitliginden Vr>1
[l+na,,—%") \/E

IEI—«— Vo)

@©
- -(l+vm )
m=0

L =bn2 <2

na,+(r-1)b, +1,na, +rb,

saglanir. Her iki tarafi toplam olarak yazarsak,

ib,,n‘lz(lm”"%)/ B S

n=1 n=1

elde edilir. Boylece, y(S)= 5:"7‘(;) “m <2 olur. O halde T~, niikleer operatordiir.
k=0

Sonug 3.2.10 : T Read operatorii i¢in asagidakiler saglanir:
O |r
(i) Ne |T| nede T* bir degismez ideale sahiptir.

, T* ve T, pozitif 6z (eigen) vektorlere sahiptir.

Lspat:
) T:¢,——{, Read operatbrii quasilpotent ve 7~ kompakt oldugundan

Teorem 3.2.3° e gore |T , bir pozitif 6z vektore sahiptir. Sonug 3.2.4° e gére de T,
bir pozitif 6z vektére sahip olacaktir. Lemma 3.2.9° un ispatinda, 77 f; =0

saglandifindan, T~ operatdrii pozitif bir 6z vektdre sahip olur.
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g J, |T| yada T* operatorleri altinda agikar olmayan kapali degismez ideal
olsun. 0# xe.J elemanim alalim. 0#x e J oldugundan en az bir k20 igin x, #0
olur. Béylece f, €J dir. Lemma 3.2.9’ un ispatinda |T|f; ve T*f;, sifirdan farkh
(i+1). bilesene sahiptir. Buna gore |T| (JN)cJ veya T*(J)cJ oldugundan
Jis €J saglanir. Tiimevarim ile Vi2 £ i¢in f; € J bulunur. Yine Lemma 3.2.9° un
ispatindan, sonsuz goklukta i’ ler igin (|T] f,.)0 0 ve (T* f,.)0 #0 dir. O halde
Viz0 i¢in f, € J saglamr. Boylece J =/, olur ki buda J idealinin agikar olmayan
bir ideal olmasina geliski olusturur.

Her ideal aymi zamanda bir alt vektSr uzayr oldugundan Sonu¢ 3.2.10 den
anlasilacag1 gibi |T| degismez bir ideale sahip degildir. Ancak Teorem 3.2.3° ¢ gore

mutlaka bir de§ismez alt uzaya sahip olacaktir.
3.3. Lomonosov Teoreminin Dirt Operator Zincirine Genisleyememesi

Bu kisimda biitiin Banach uzaylan sonsuz boyutlu ayrilabilir uzay, biitiin operatdrler
de dogrusal ve smurhdir. ¢, uzayr lizerinde tanimlanan Read operatériinden

yararlamlarak, Lomonosov Teoreminin dort operatére uygulanamaz oldugu

gOsterilecektir.

Onerme 3.3.1 : pd kosulunu saglayan Read operatdrii 7' :£,——> £, olsun. Bu

durumda 7S, =ST, S,S,=S,S, ve K kompakt olmak iizere S,K =KS, olacak

bigimde skaler olmayan S,,S, ve K operatorleri vardir.

Ispat: Tamm 3.2.8 ile verilen a, ve b, tamsayilan ¢ift ve T ise Read operatdrii
olsun. Skaler olmayan S, operatdriinii, T ile tammlayalim. Yani, S, =77 olsun.

Baylece T8, =S,T saglanur.
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S, F—F

e, —>S,e, = @ 16if
0, diger durumda
operatoriinii tanimlayalim. Ag¢ik olarak,

[, igift

S, f =
2 {0 , diger durumda

da saglanir. Gergekten, Tanim 3.2.8 dan

©) 8,00 =8¢, =¢, = f
(A) a, ¢ift tamsay1 oldugundan,

a, ., (n = r)i—mn (nmn e, — ei—ra,,) = f;, lgiﬂ ise

Szf; =aq,, (n_r)i-ran (nm"Sze‘- "‘Szei_m" ) = {0 A

n' 20 Ee, = f,, igiftise

B) S,f=n20-Wag, -
o/ o , dd.

saglanir,
(C) b, saysi ¢ift oldugundan,

(W'e,—bn"e,_, )= f, igiftise

S,f, =(n'S,e —b,,n"b"S e 1=
ad ( 2 o ") 0 , dd.
saglanir.

D S,f= G o 9B e =f, igiftise
i o , dd.

bulunur.

S, operatori F kiimesi {izerinde smurhdir ve F =£, oldugundan bu operatdr £,
uzayma genisletilebilir. Ayrica S,=7? ile S, operatorleri F {izerinde
degismelidirler. Gergekten her i >0 igin

) T’e,=e,, ,i ¢iftoldugunda
T°Sse, =
0 , diger durumlarda
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elde edilir. Difier taraftan,

: e, I ¢ift oldugunda
8.7%, =8e,,= {0' 2 diger vorda

bulunur. Boylece, her xe F igin 725,x=§,7%x elde edilir ve F =£, oldugundan

dolay1 T? ve §, operatorleri £, uzaymnda degigmelidir.

Son olarak, K : £, ——> £, operatoriinii,

Kfh=f, . f=Yaf.a%0
=0

0 , =0

Kf =

biciminde tammmlarsak K, £, uzayinda sinwrh bir boyutlu operatdor olur ve
KS, =§,K saglamr.

Simdi her » tamsayist igin a, ve b, tamsayilarim bolecek gekilde bir 7 sayist ahip
onceki yaptya benzer olarak 7 yerine 7™ = S, koyulursa Lomonosov teoreminden
T™* in agikar olmayan kapal: bir degigmez alt uzay1 bulunur.

3.4. Read Operatériiniin Kommutantlanr

m ={ ag.)::o = A : reel sonsuz matrzs} kiimesini alallm. Fc9t alt ailesi ve

fz{ a,

1), :ameal sonls sayda a, sifirdan farklz} olarak segilsin. A igin

A9 = Af; notasyonu A matrisinin j. kolonunu gostersin,

Onerme 3.4.1 : Sf,= f,,, saf-kayma operatorii verilsin. Buna gore p(f)=) pt"
=0

kuvvet serisi verildiginde p(S)= p,J +p, S+ p,S* +... matrisi 9 kiimesine aittir ve
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(p, 0 0 0 0 ..
b 0 00
p, b by 00 [3.17]
Py P b P O

\ ° J

formundadir.

Ispat: Sf; = f;1 kayma operatorit ve p(r) =z p,t" kuvvet serisi verilsin. p(S)

n=0
matrisinin [3.17] formunda yazilabildigini gostermek igin her i>0 igin f
vektoriintin gériintiisiine bakalim.
pS)f, = pofi+ PSS+ P, S £+

=Dpofi + Pifin + Pafiy + oo
- po(0,0,...,}, 0,...)+ p,(0,0,...,0, 1,0,..)+p,(0,0....,0,0, } ,0,.)+..

¢ 0}
=(0,0,0,..., pys Dys Dy>s--r)
Y.
bigiminde yazilir. B6ylece,
(p, 0 0 0 0
n p 0 0 0
pS)=ip, b pp 0 0
ps P, b b O
L e e e e e )
formunda oldugu goriiliir.

Lemma 3.4.2 : Ae 9 matrisi S ile degismeli ise bir p kuvvet serisi igin 4= p(S)
dir.

Lspat: (4S), = Y a,s, =a,,,, yazilabilir. Yani,
k=0

(45), =(45), = (47,0), =,

i

dir. Diger taraftan,
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o a,_ i1
S4) = 'sua, =4 ™’

olarak da yazilabilir. 4S =S4 oldugundan dolayr A= p(S) formunda olacaktir.
Gergekten, i =0 igin (S4), ;= (AS)OJ. esitliginden,

0= ao, J+l
saglanir. i =1 igin (S4), , =(48), , esitliginden,

;=%
saglamr. i =2 igin (SA)zj = (AS)zj esitliginden,

;=9
saglanir. Boyle devam edilirse, i = k igin (S4) = (AS)Iq, esitliginden de,

Ay 1,j =% a1

bulunur. 4 matrisini,

\

(G Gy G - . . G .
Gy G Gy - - - G
a, a a, . . . a

\ . . . - . - - .)

bigiminde yazarsak, yukaridaki esitliklerden,
(a, 0 0 O . . O }

elde edilir.

Onerme 3.4.3 : T Read operatdrii olmak tzere, {7 }' = {A eL(t):4 =‘Z p,,T”}

dir.
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Ispar: Her j>0 igin Qf, =QY =e¢, olarak tammlanan Qe 9% matrisini alalm.
[3.2] esitliginden Qe F ve Q tersinir matristir. Yani, @' € F dir. 4€ M olmak
tizere 4=07"4Q doniistimiinii alalim. Bu d6niistim her 4 € 9 igin taniumli, bire bir,
orten ve A=QAQ™" esitligini saglayacaktir. Simdi tekrar Te , =e,, biciminde
taniml1 Read operatriint ve Sf; = f;,, kayma operatoriini diigtinerek,

TOf, =Te,=e€;, =9

=97 TOf, = fin

elde edilecektir. Buradan,

T, =Q'TQf, = fru=5,>T=5
¢ikar. RT =TR kosulunu saglayan bir ReL(¢4,) alalm. Bu durumda,
RT=07'RQQO'TQ =0'RTQ=0"'TRQ=TR bulunur. 7 =S oldugundan RS =SR

elde edilir. Boylece, Lemma 3.4.2 ile bir p(f) = Z p,t" polinomu igin R =p(S) dir.
n=0

Buna gore,

R=QRO™'=0p(S)Q" = p(QSQ™) = p(I)

elde edilir. O halde Z p,I" bigimindeki her sinirh operatér 7 Read operatoril ile

n=0

degismelidir.
3.5. Pozitif Operatorlerin Degismez Alt Uzaylar

Tamm 3.5.1 : X Banach uzay, 4,B:X—— X iki smirl operatér ise 4 ve B

operatorlerinin komutatorii, [A, B] = AB — BA seklinde gosterilir.

Acik olarak goriiliir ki, herhangi iki operatoriin degismeli olmasi igin gerek ve yeter

kosul, komiitatérlerinin sifir olmasidir.
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Tanmm 3.5.2 : Bir E Banach orgisii ve bir B: E——FE pozitif operatdr verilsin.
B’nin siiper sag kommutant, [4,B]>0 olacak bigimdeki bitin A:E——E
pozitif operatorlerin ailesidir ve [ B) ile gosterilir.

Benzer gekilde, B* nin siiper sol kommutant:, [4,B]<0 olacak bicimdeki biitiin

A: E—— E porzitif operatorlerinin ailesidir ve (B] ile gosterilir

Tamm_3.5.3 : Bir B:E——>FE poztif operatorinin sifir (mull) ideali,
N, ={xcE: Blx|=0} dir.

Tanum 3.5.4 : Bir B: E—— E pozitif operatoraniin goriintisi ile tretilen ideale bu
operatdriin gorintii ideali denir ve bu ideal de R, = {y eE:IxeE 3]ylsBx}
bigimindedir.

Lemma 3.5.5 : Bir B: E——E pozitif operatorii igin 4 €[B) ise,
() N, ideali 4 - degismezdir.
(i) R, ideali B~ degigmezdir (11).

Tanmm 3.5.6 : E Banach o6rgisi iginde E , u ile Gretilen esas ideal olmak Gzere

17,, =FE ise u elemanmna bir yan i¢ nokta (quasi-interior point) denir.

Lemma 3.5.7 : u>0, bir E Banach o6rgiisii iginde bir yan i¢ nokta (quasi-interior
point) olsun. Asagidakiler saglanur:

1) Her bir 0= y<eE, igin V(3)>0 ve “VxeE igin [Vx|<|x|” kosullanm

saglayacak bi¢imde bir V' : E—— E operatorii vardir.
2) 0<v<u saglayan her v elemam igin, U()=v ve [x|<|x] olacak

bicimde bir U : E——> E operatérii vardir (7).
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Lemma 3.5.8 : E bir Banach rgiisii olmak {izere bir pozitif u >0 eleman i¢in
asagidakiler denktir:
(1) u ile liretilen esas ideal E iginde yogundur (E: =E).

(2) Her bir x€ E* i¢in ”x Anu —x||——>0 saglanir (10).

Tamm 3.5.9 : E Banach &rgiisii tizerinde, B pozitif olmak tizere T',B: E——E iki
operatdr verisin.

Her bir x € E igin IT(x)| < B(|~)
kosulu saglaniyorsa T' operatdrii B operatorii ile sinirlanir veya B operatori T

operatdriinii sintrlar denir.

Teorem 3.5.10 ¢ B:E — E pozitif operatdr ve asagidaki sartlar saglanacak bigimde

bir §: E—— E pozitif operatorii verilsin.
1) Se(B].
2) S, en az bir pozitif vektorde quasininotenttir.
3) S, stfirdan farkli kompakt operatérii sinirlar.
Bu durumda B, agikar olmayan bir kapali degismez ideale sahiptir.

Ispat: B,S ve x, teoremde istenilen dzellikleri saglasin. K sifirdan farkli ve S ile

siurlanmis bir kompakt operator olsun. Bu durmda,
VxeE igin  |Kx|<S(x)

olur. ||B||<1 varsayabiliriz. Béylece A=ZB" serisi yakinsak olup E iizerinde de

n=0
bir pozitif operat6r tanmimlayacaktir. SB < BS oldugundan her bir £ igin SB* < B*S
ve SA* < A*S saglanir. Birinci esitsizlik timevarim ile gosterilebilir. Agikca, her bir
k igin SB*<B*S dogru ise SB**' =SB*B < B*SB< B‘BS=B*'S olur. Diger
esitsizligi gbsterelim.

SA=S(iB”)=iSB” siB”S:[iB”)S:AS

n=0 n=0 n=0 n=0
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dir. Buna gore her k>0 icin S4* < A*S olur. Simdi her bir x>0 igin Ax ile
tiretilen esas ideali J, ile gbsterelim. Yani,

J, ={yeE:3£>0i¢in]y|S/1Ax}.
xe€J, oldugundan J, # {0} ¢ikar. J_, B-degismezdir. Gergekten, yeJ, ise en az

bir 4> 0 igin | y| < Adx elde edilir ve buradan da,

|By| < B|y|< ABAx = AiB"xs Adx

n=1

olur. Béylece ByeJ, saglanir. O halde Tx, sifirdan farkli kapali B -degismez
idealdir. En az bir x > 0 igin :I—x # E oldugu gosterilebilirse ispat tamamlanmig olur.

Herbir x>0 i¢in J, =E [3.18]
olsun. Genelligi bozmadan Kx, # 0 varsayabiliriz. Bunu gostermek i¢in J,_  idealini
distinelim. Her bir 0<yeJ, igin Ky,=0 ise J. ,, Uzerinde K =0 olur ve sonug
olarak [3.18] ile K, E iizerinde de sifir olur.Bu da K operatoriiniin sifirdan farkli
olmastyla celisir. Boylece, en az bir 0< yeJ, igin Ky, #0 dir. S, x, vektdriinde
quasinilpotent ve bir 4>0 igin y, <A4x, olduundan S operatdrii y, vektorii
icinde quasinilpotenttir. Agikca,

8"y, S AS"Ax, < AAS"x,

= 5"y s 4485, | < 2]4]-

n
S xo"

= s <At 4] x| —0

= S"y|—0.
Boylece x, ve y, vektdrlerini yer degistirerek, Kx,#0 varsayabiliriz. $imdi
|K|=1 olsun. Kx,#0 oldugundan |x,|>1 ve |Kx,|>1 kabul edebiliriz.
U, ={xeEJx—x| <1} kapali birim yuvar olsun. |K|=L]x,|>1 ve [Kx,|>1

oldugundan,
0eU, ve 0¢ K(U,) [3.19]



dir. Her bir x>0 igin J, =E oldugundan, her bir x#0 igin J,, = E dir. Diger

yandan A(|x

), E iginde bir yan ig (quasi-interior) vektdrdiir. Sonug olarak Lemma
3.5.8 dan Vy 20 igin {yAnA(|x|)} dizisi norm yakmsaktir ve limy And(|x])=
saplanir. Ozel olarak her bir x # 0 i¢in In vardir > ||x0 —X, A nA(IxD“ <1. Simdi,
fiE—EFE
z—> f(z)=x, And(|2])
fonksiyonunu alalm. Simdi f fonksiyonunun siirekli oldugunu gsterelim. Bunu
gostermek iin keyfi bir z, € E de siirekli oldugunu gostermek yeterlidir. V& >0
igin |z—z,|<& oldugunda |f(z)-f(z)|<e olacak bigimde 35>0 sayist
bulmaliyrz.
£ (2) =1 (@)| =[x Ana((af) =3, And((z])

<[ (|2l) - (=)

=n|(|2] -]z
SnA"zl—le”
SnA|z—zol.

Esitsizligi ile £’ nin Banach 6rgiisti oldugu kullanilirsa,
|7 (2)- 1 (2 )| <l |z~ 2| < 4] 5 <&

elde edilir. Boylece, & =% >0 sayis1 segebiliriz. O halde f fonksiyonu stirekli

nl4|
oldugundan, her bir n igin S, = {z eE :"x0 — X%, AnA([zD" <1} kiimesi agik bir

kiimedir. 0¢ K(U,) oldugundan,

©

K(Uo)gU{ze E:"x0 ~ X, AnA(Izl)“ <1}

n=1

saglamir. » biylidlkee S, = {z ek :"x0 — Xy A nA(Iz[)” < 1} kiimesi genisler.

Gergekten,
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ze§, = "xo - X, AnA(Iz])" <1

ve
nm=> nd () < ()= 3, A () <5, A ()
= %, =%, AmA(|2]) < x, —x, And(|2])
= [ =% Ama (|2 <[x, %, And(|2)
=% =% AmA(|2])] <[, —x, Ana(|])| <1
= % —x, Ama(|2])| <1
=8,cS,
saglanur.

n biiytidikge S, = {z € E:fx, —x, & nd(|))] < 1} kiimesi genislediginden ve K(U,)
kiimesinin kompakthigindan, en az bir m igin
K(Up)c{z e E:|jx,~x, Ama ()| <1}

saglanir. Diger taraftan x € K(U,) iken x, AmA(|x]) U, olacak bigimde en az bir
m sabiti vardur. Ayrica, x, =x, AmA(|Kx)|) e U, saglanir. Boylece, Kx, € K (U, ) ve
%, =% AnA(|Kx|) €U, olur. Béyle devam edilirse U, iginde, x,,, =2x, And(|Kx,])
genel terimli pozitif vektorlerin bir {x,} dizisini elde edilir.

Her bir # igin 0<x, <m"A"S"x,
Esitsizlifinin ~ gergeklendigini  timevarmla  gorelim.  n=1  icin
%, =x, AmA(|Kx,|) <mA(Sx,) dogrudur. n=Fk igin 0<x, <m*4*S*x, dogru olsun.
n=k+1 igin
0<x,, =% AmA(|Kx,[) < mA(|Kx,[) < mA(Sx, ) < m*" 4(S4*S*x, ) < m** 4*184x,
gikar. Boylece her bir n igin 0<x, <m"4"S"x, saplamr. Simdi bu esitsizlizin

normu alinirsa,

A

Aﬂ

<m"

m"A"S"x,

n
A A
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1/n

[, < m]4]

n
S7x,

elde edilir. Sag tarafin limiti sifir oldugundan lim”x,,"l/" =0, yani }'i_)rg"xn":O

olur.Buna gore {xn} cU, ve Oe —UTO =U, oldugu goriiliir. Bu da [3.19] ile gelisir. O

halde kabuliimiiz yanlis olur, yani, bir x>0 igin J_ = E dir. Boylece J,, asikar

olmayan kapali B -degismez bir idealdir.

Tamm 3.5.11 : Bir E Banach 6rgiisti lizerinde tammh bir operatér 7:E——F

olsun. Her bir a,bec E i¢in T[a,b] norm-total smirli bir kiime oluyorsa, T

operatdriine AM-kompakt operatdr denir.

Onerme 3.5.12 : Her kompakt operatér bir AM-kompakt operatordiir.

Ispat: E bir Banach &rgiisti ve T : E——» E kompakt bir operatr olsun. Bir [x, ]
kapali aralifi verildiginde, her ae[x,y] i¢in x<a<y saglanir. Diger taraftan,
Riesz uzayinin elemanter 6zelliklerinden,

a<y<|y<|y|vi]x [3.20]
elde edilir. —|x|<x<a ve —|x|A—|y|<—|| esitsizlikleri birlikte diisiiniilerek,
~(xv]y)s-|dsx<a . [3.21]
bulunur. [3.20] ve [3.21] den,
= (v Irl) < =P <l vyl = Jal <[x|v ]
= a] <[lx{v1¥]| = M
bulunur. Buna gdre her ae[x,y] igin [a|<M olacak bigimde bir M >0 sayst
vardir. O halde [x,y] aralift norm siurlidir. Ayrica, T operatdrii kompakt

oldugundan, T[x,y] kiimesi norm total suurlidir. Yani, T operatorii bir AM-

kompakt bir operatdr olur.
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Teorem 3.5.13 : Bir B: E — E pozitif operatérii ile agagidaki kogullar1 saglayan bir

S : E—— E pozitif operatorii verilsin:

1. Se(B],

1/n
1" =0 du,

3. §, sifirdan farkh bir AM-kompakt operat6riinii sinurlar,

Bu durumda B, agikar olmayan bir kapali degismez ideale sahiptir.

Ispat : K:E——E AM-kompakt ve Vxe E igin |Kx|<S(|x]) saglansmn. |B] <1

almak geneli bozmaz. Bir A:E——FE operatdrini 4 =ZB" biciminde

n=0

tanimlayalim. ||A]|__ <o ve her mutlak yakmnsak seri yakinsak

=T |
" oldugundan A serisi yakinsaktir. Bunun yaninda E tizerinde bir pozitif operator
tanimlar. SB < BS oldugundan tlimevarim metoduyla her bir » igin SB” < B"S ve
S4" £ A"S saglanir. Her bir x> 0 igin Ax ile tiretilen esas ideali J, ile gosterelim.
Yani,

J, ={y e E:34>Oigin|y| < Adx}.
xeJ, oldugundan J,#{0}. Iddia ediyoruz ki J,, B-degismezdir. Gergekten,

yeJ, ise 34> 0 igin |y|< Ad4x saglanir, bundan dolays,

|By|< B|y| < ABAx =ﬂ.iB”xSﬂAx

n=l

olur ve By e J, saglanir. O halde j:, sifirdan farkl: bir kapali B -degismez idealdir.
Simdi,

Herbir x>0 i¢in  J =E [3.22]
olsun. Geneli bozmadan Kx, =0 varsayabiliriz. Kx,=0 ise J, idealini alalm.

VO<yeJ, igin Ky=0 ise K] , =0 olur. Yani, K operatdrii J, iizerinde sifir
Y
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olur. Boylece, [3.22] ile K operatdrii, E iizerinde de sifir olurBu da K
operatSriiniin sifirdan farkli olmasiyla geligir. Boylece 30 < y e J, igin Ky, #0 dir.

S, x, vektdrlinde quasinilpotent ve 3A>0 i¢in y, <A4x, oldugundan, S
operatdrii y, vektoriinde de quasinilpotenttir. Agikga,

8"y, < AS" Ax, < A4S™x,

S"y,|| < 4|45,

|s A4

n
S"x,

L/n 0

Syl < a0 .

S"x,

S"y,|—0,
elde edilir. Boylece x, ve y, vektorlerini yer degistirerek Kx, =0 varsayabiliriz.

||K || =1 kabul edebiliriz. Gergekten, XK'= operatorii alimrsa X, AM-kompakt

LY
]
oldugundan K' operatdrii de AM-kompakt operatordiir. Ayrica K, S operatorii ile
sinirlandigindan,

K 1 1

k=K ol < L

S TR T i

yazilir. Sl:WII{—"S ile gosterilirse, her xe £ igin [K'%|<5'(|x]) saglanr. Buna gore

S’ operatorii teoremin ikinci kosulunu da saglar. O halde ”K || =1 almakta higbir
sakinca yoktur.

Kx,#0 oldugundan |x,|>1 ve |[Kx|>1 almabilir Bu durumda
U, ={y e E:|x,~y| <1} seklinde tanimlanan U, igin

0eU, ve  0¢K(T,). [3.23]
saglanur. Her bir 0# x € E igin [3.22] den dolayt J, = E olacaktir. Béylece 4(|x]),

E iginde bir yar1 i¢ (quasi-interior) vektdr olur ve sonug olarak Lemma 3.5.8 dan her

y=0 igin { y/\nA(lxl)} dizisi norm yakinsaktir ve limyand(|x])=y dir. Ozel

n—w
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olarak £=1 aliursa her bir x#0 i¢in Jn vardir > "xo — X, AnA(|x|)" <1 saglanir.
Simdi,
f:E——>E
z—> f(z) =x, And(|2])

slirekli doniistimiinti ve S, = {z ek :"x0 —Xy A nA(IzI)" < 1} kiimesini tanimlayalim.

S,=f"{zeE:|x,~z]|<1} ve f stirekli oldugundan, her bir 7 igin S, kiimesi

agiktir. Her bir x € E|{0} icin [3.23] den dolay1 xe S, olur. Ayrica, xe S, < JS,

n=1

oldugundan, E|{0} = OS,, saglanir. Diger taraftan,

n=l1

Uy n[0,%,]<[0,%,] = K (U, N[0, 5%,]) = K ([0.%,])

kapsamast vardir. K, AM-kompakt oldugundan X ([0, 2 ]) kompakt ve dolayisiyla

K(Uyn[0,x,]) kimesi . kompaktthr. Bumun yammnda, 0¢K(U,n[0,x,])
oldugundan

K(Us n[ox]) < Bl{0} =Us,

n=1

saglanir. O halde {S,} ailesi, K(U,N[0,x,]) kiimesi igin bir agik Ortudir.

Dolayisiyla K (U, n[0,x,]) kompakt kiimesi sonlu bir alt rtitye sahiptir. Yani,

k

K(Usn[o.x])cUs,

r=1

olacak bigimde {n,n,,...,n,} € N sonlu kiimesi vardir. S, kiimesi artan oldugundan,

k
m=maks{n,...n} igin [ JS, =S, olur. Boylece,

r=1

K(U0 n[O,xo]) cS,

saglanir.
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%»eU,N[0,x,] ise  K(x)eK(U,N[0,x])=K(U,N[0,x,])<S,
oldugundan  x =x, AmA(|Kx|)eU, elde edilin 0<x<x oldugundan
K(x)eK(U,N[0,x,]) ve x,=x,And(|Kx|)eU, cikar. Boyle devam edilirse
U,N[0,x,] kiimesinin elemanlarindan olusan {x,} dizisi bulunabilir ve
X,y =%, And(|Kx,|) saglanir. Her bir » icin

0<x,<m"4"S"x, [3.24]
elde edilir. Ttimevarimla;
rn=1 igin
0 < x, = x, AmA(|Kx,|) < mA(|Kx,|) < mASx, .
n=k igin
0<x, <m*A*S*x,

dogru olsun.

n=k+1 igin
0<x,,=%A mA(Ika |) <mA (Ika[) <mASx,
<mAS (m* 4*S*x, )
<m** 44*SS*x,
=m* 415" x,
saglanir. O halde [3.24] esitsizligi dogru olur. Banach 6rgiistiniin 6zelliginden,

AR |

m"A"S"x,

|<m |4

S"x,
Jn

0<|x, [ <m|4]

n
S7x,

II/" =0 oldugundan liminf |x,|"" =0 saglanir. Buna gére

n—o

cikar. Ayrica, liminf

S"x,

0, {Hx"”}/"} dizisi i¢in bir yif1lma noktasidir. Bdylece xn——M——>0 olur. Bu ise

Oe —UTO =U, olmasiu gerektirir. Oysa [3.23]" e gore bu bir geliski olusturur. O halde
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Ixe E* igin 7;;& E olur. Boylece, Tx, agikar olmayan bir kapali B -degismez
idealdir.

Yukaridaki teoremlerde S e(B] ozelligi B ve S’ in degismeli olmas: sartindan

daha zayif bir 6zelliktir. Teorem 3.5.10 ve Teorem 3.5.13 deki birinci kosulun
S e[B) olmas: durumunda degismez alt uzaymn olup olmayacagi halen agik bir

problemdir.

Teorem 3.5.14 : B:E — E pozitif operator ile asagidaki kosullar1 saglayan bir

S : E—— E pozitif operatorii verilsin:
1) Se[ B).
2) §, quasinilpotenttir.
3) §, sifirdan farkli kompakt operatdrii sinirlar.
Bu durumda B, agikar olmayan bir kapali degismez ideale sahiptir (11).

Teorem 3.5.15 : B:E — E pozitif operator ile asagidaki kosullar1 saglayan bir

S : E—— E pozitif operatérii verilsin:
1) SB BS dir.
2) S, quasinilpotenttir.
3) S, stfirdan farkli bir AM-kompakt operatdrii sinirlar.
Bu durumda B, agikar olmayan bir kapali degismez ideale sahiptir (11).

Teorem 3.5.16 : B,S:E——E sifirdan farkl: iki degismeli pozitif operatdr alalim.

Bu operatorlerden biri sifirdan farkli pozitif vektérde quasinilpotent ve digeri de
sifirdan farkli bir kompakt operatérii sinirlarsa, B ve S aym asikar olmayan kapal:
degismez ideale sahiptir (11).

Sonu¢ 3.5.17 . Asagidaki 6zellikleri saglayan bir B:E-——E pozitif operatorii

verilsin:
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(1) B, en az bir pozitif vektdrde quasinilpotenttir.
(2) B’ nin bir kuvveti sifirdan farkli kompakt operatérii sinirlar.
Buna gore, B’ nin agikar olmayan kapali degismez ideali vardir (8).

Tamm 3.5.18 : Bir E Banach orgiisii tizerinde tanimli pozitif bir T operat6rii
verilsin. Eger,

@) RT=TR, (i)VxeE igin |Cx|<R|x

, (i) Vx € E i¢in|Cx| < K |x],

olacak bigimde 0# R,K,C:E——>FE (R pozitif, K pozitif kompakt) operatérleri

varsa, T operatdriine bir yakin-kompakt (compact-friendly) operator denir.
Bazi yakin kompakt operatdr drnekleri agagidaki sunulmugtur:

1) Pozitif kompakt operatérler,

2) Sifirdan farkl: pozitif kompakt operatérler ile degismeli operatorler,

3) Sifirdan farkli pozitif kompakt operatérleri sinirlayan pozitif operatorler,

4) Kompakt operatorlerle sinirlanmis pozitif operatérler.

Teorem 3.5.19 : E-—- sF- M G yH olacak bi¢cimde E,F,G Banach

orgileri tizerinde tammh M,,M,, M, sirekli operatorleri, pozitif kompakt

operatorlerle sinirlanmis ise M,M,M, bileskesi de kompakt operator olur (18).

Teorem 3.5.20 : Quasinilpotent olan her pozitif yakin-kompakt operatdr agikar

olmayan bir kapali degismez ideale sahiptir.

Ispat : E bir Banach 6rgiisii ve B:E——E ise sifirdan farkli bir yakin-kompakt
operatdr olsun. 7B = BT kosulunu saglayan bagka bir T : E—— E pozitif operatorii
alalim.

()RB=BR, (ii)VxeE icin [Cx|<R|x|, (ii))Vx e E i¢in|Cx|< K|4],
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kosullan saglanacak bigimde 0= R,K,C:E——>E (R pozitif, K pozitif kompakt)

operatorlerini alalm. Geneli bozmadan |B+T|<1 alabiliriz. A= i (B+TY

n=0
serisini tamimlayalim. Agik¢a, A operatdrlii, B ve T operatorleri ile degismeli
pozitif operatordiir. Ayrica,

Ax=i(B+T)"x=x+(B+T)x+...=>stx

n=0

olur. Buna gore her bir x>0 igin Ax > x saglanir. Her bir x > 0 igin Ax ile tiretilen

esas ideali J[x]= { yeE:|y|<idx:31> 0} ile gosterelim. 0<xeJ[x]

oldugundan J[x]|={0} dir. Aynica, J[x], (B+T)-degismez idealdir. Eger, 3x>0

igin J[x]# E ise J[x], asikar olmayan kapali (B +T')-degismez bir idealdir.
Her bir x>0 i¢in J[x]=E [3.25]
saglansin. Bu durumda 4x, E iginde bir yan i¢ nokta olur. C'#0 olduundan,

Cx, #0 olacak bigimde 3x, >0 vektorii vardir. Cx, # 0 oldugundan A|Cx,|, bir yant
. i¢ noktadir ve |Cx,|< 4|Cx,| saglamr. Lemma 3.5.7, birinci kosuldan ¥,Cx, >0 ve
her bir xeE i¢in [Vx|<|x| olacak bigimde ¥;:E——E operatorii vardir.
ViCx, =x, ve M, =V,C alalim. Her bir x € E i¢gin
|Mx|=[ViCx|<|Cx| < R(jd]) ve  |Mx]=|ViCx|<|Cx|<K(|x])

oldugundan M, operatdriit K pozitif kompakt operatorii ve R pozitif operatoril ile
sinirlantr. [3.25]° e gore J_[;cz—]=E ve C#0 oldugundan, Cy #0 olacak bigimde
0<y<Ax, vektdrii vardir. Ax,, bir yar1 i¢ nokta ve yine Lemma 3.5.7, ikinci
kosuldan, Udx, = y ve her bir x € E igin |Ux| <|x| kosullan saglanacak bigimde bir
U:E—E operatorii vardir. A4|Cy| elemam bir yan i¢ nokta ve |Cy|<4|Cy]
oldugundan tekrar Lemma 3.5.7, birinci kosuldan x; =V,Cy =V,CUA4x, >0 olacak
bi¢imde bir V, : E—— E operattrii vardir. M, =V,CUA alalim. Her bir x € E igin

My = 7, CUx| s |CUs| < K (U < K (145) < KA ()
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ve
[M,x| = V.CUAX| <|CUAx| < R(JUx]) < R(|4x]) < RA(}<]
saglandigindan M, operatorii, X4 kompakt operatérii ve R4 pozitif operatori ile |
siurlantr. §imdi, x, ve x; vektorlerinin yerlerini degigtirerek yukanda yapilan
iglemler tekrarlanirsa, M,x,>0 ve K4, RA operatdrderi ile sl bir
M, :E——E operatorii daba bulunur. Burada, M M, M,x, =M,x, >0 dir. Teorem
3.5.18 den M M M, sifirdan farkli kompakt bir operatordiir. Ustelik,
MM, () < RARAR([x]) < (RARAR+ T) ]
saglamr. § =RARAR+T alalim. Buna gore B ve § degismeli iki operatdr, §

operatéri M, M M, kompakt operatoriinii sinirlar ve B operat6rii quasinilpotenttir.
Teorem 3.5.16 dan B ve § bir agikar olmayan kapah defismez ideale sahiptir.

Teorem 3.5.21 : r,(B)=0 olacak bigimdeki her B yakin-kompakt operatdrii bir
agikar olmayan kapali degisniez alt uzaya sahiptir (16).

Teorem 3.5.22 : Q bir kompaki Hausdorff uzay ise C(Q) tizerinde her skaler

olmayan pozitif operatdr, bir agikar olmayan kapal: hiperdegismez alt uzaya sahiptir
(11).

Teorem 3.5.23 - € lokal kompakt Hausdorff wuzay olmak iizere,
B:C,(Q)——C,(Q) pozitif operatori sifirdan farkli bir pozitif vektorde
quasinilpotent ise B bir agikar olmayan kapali defismez ideale sahiptir (11).

3.6. C(Q) Uzay: Uzerinde Carpim Operatérleri

Tanm 3.6.1 : Q bir kompakt Hausdorff uzay ve ¢:Q——>R bir sirekli fonksiyon
olmak dzere her bir xeC(Q) ve her bir weQ igin (M, x)(w)=@W)x(w)
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bigiminde tammlanan M, :C(Q)——C(Q) doniiglimiine ¢ ile tretilen garpmm

operatorii denir.

@ fonksiyonu bu ¢arpim operatoriiniin ¢arpani olarak bilinir.

Lemma 3.6.2 : Bir peC(Q) fonksiyonu verilsin. M, ile degismeli smurlt bir

T :C(Q)—>C(Q) operatori i¢in asagidakiler dogrudur:

@ C(Q) uzayinda ¢ ile iiretilen A, kapali birimli alt cebir iginde, her bir x
igin Tx = hx olacak sekilde bir e C(Q) vardur.
(i) Herbir feA, i¢cin TM, =M T dir.

(iii) ¢ bire bir ise T’ nin kendisi bir ¢arpim operatorii olur. Ayrica, @ bire bir ise

M} ={M,: fec()} dr.

Ispat :
() TM,=M,T = her bir xeC(Q) igin T(px)=gT(x) dir. Tiimevarim ile

Vu20 ve VxeC(Q) igin T(p"x)=¢"T(x) elde edilir. Béylece, her bir p
polinomu ve biitiin x € C(Q) vektorleri igin

T (p(p)x) = p(p)Tx [3.26]

olur,

x=1 sabit fonksiyonu i¢in #=T1 alinirsa her bir p polinomu i¢in [3.26] ifadesi
T(p(p)) =hp(p) esitligine doniisiir. Diger yandan, Vx e A, igin Tx = hx saglanir.

(i) feA, alam. xeC(Q) ise (i) den,

TM, (x) =T (f) = fT(x) = M, T(x)
elde edilir. Boylece TM , = M T olur.
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(iii) ¢ bire bir ise Stone-Weierstrass yaklagim teoremi ile A, =C (Q) olur. Buna

gore (i) ile T =M, olur.

Teorem 3.6.3 : Bir ¢eC(Q) fonksiyonu, Q°’ nin bostan farkli agik bir alt

kiimesinde sabit olsun. Bu durumda, M, ¢arpim operatérii ranki bir (rank-one)

pozitif operatdril ile degismelidir ve M, carpim operatdril yakin-kompakt olur (19).

Teorem 3.6.4 : Bir pC (Q) fonksiyonu ile iiretilen bir M, ¢arpim operatdrii igin

asagidakiler denktir:

1. ¢ fonksiyonu, Q’ nin bogtan farkli agik olan en az bir alt kiimesinde
sabittir,

2. M, ranki bir olan pozitif bir operator ile degismelidir.

3. M, , ranki bir olan bir operattr ile degismelidir.

4. M, , sifirdan farkli sonlu rank operatdr ile degigmelidir (19).

Sonug 3.6.5 : C(Q) uzay1 lizerinde tanumli her ¢arpim operatorii bir Lomonosov

operatdriidiir.

Ispat : Q en az iki noktaya sahip olsun ve g e C(Q) alalm. w, € Q elemanm ve
w,eV cV W ve W=D olacak bigimde iki agik ¥ ve W kiimelerini segelim.
Buna gére Q normal uzay oldugundan, W° iizerinde f =0 ve V tuzerinde f =1
olacak bigimde f e C|( Q) secebiliriz. Boylece M, sifirdan farkl: skaler olmayan bir
operatdr olup, M, ile degismelidir. Ayrica, Teorem 3.6.4 den M, rank-bir

operatdrii ile degismelidir.
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Boylece, her Lomonosov operatdrii agikar olmayan defigmez bir alt uzaya sahip
oldugundan, C(Q) uzaymn iizerinde tanimlanan her garpum operatorii, asikar
olmayan kapal: degismez bir alt uzaya sahiptir.
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4. DEGISMEZ ALT UZAY PROBLEMI VE BAZI ACIK PROBLEMLER

Bu bolimde yine X, sonsuz boyutlu aynlabilir reel Banach uzay1 olarak kabul
edilecektir.

Tamm 4.1.1 : X, =X +iX ={x+iy:x,y € X} bigiminde tammlanmaktadir. Bunun
yamt sira,

@  Her (x,+i).(x, +iy,) e X, igin

(5 +81) + (x5, +0,) =(x +x,) +i(3 +3,)

(i) a+iBeC olmak iizere (a+iﬂ).(x+z:y)=(ax—ﬁy)+i(,8x+ay)
iglemierine gore X, bir karmagik vektdr uzay: olugturur.

X

c

karmagik vektor uzayl izerinde tanimtanan

e+iv] = sup Jxcosf+ ysing)= supﬂxcos:9+ ysing| fonksiyonu bir normdur.
0e(0.27]

Gergekten norm olmas: igin (i) [z, =0 z=0, (i) Her 1eC i¢in [Aiz] =|4|[]..
(i) Vz,z,€X, igin ||z +2,] <[z], +]z.], kosullanm saflamas: gerekir. $imdi
bunu gosterelim.

(@) z=x+iye X segelim.

lz], = sup [xcosf+ysindf=0 VO e[0,27] igin |xcosd+ysing]|=0

6e]0,24]
<> xcosf+ ysinf=0
bulunur.

6—219mxcos§-+ymn%=0:>x 0 ve #=0 igin xcos0+ysin0=0—=> y=0

elde edilir. Yani, z=0 dir.
(i) z=x+iyve X, ve A€ C elemanlanm segelim.

laz], =JA(x+), = 6:{:)13] fAxcosd+ Aysind)
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= 93[10112) ]||/1 (xcos@+ ysin 9)"

=|4| sup |xcos&+ ysind)|

6€[0,27]

=4l
elde edilir.

(iii) z =x, +iy,,z, = x, +iy, vektorlerini alalim.

Iz + 2, =[5 + %) +i(n+2,)], =S (% +x,)cos 8 +(3, + y,)sin 6|

< sup Hx1 cos@+ y, sin6||+ Sup |x, cos6 + y, sing)|
6e[0,27] def0,27]

<],

bulunur.

Onerme 4.1.2 : z=x+iye X, icin (|lx|]+|| )<z, <[]+ esitsizligi saglanr.

Ispat : ||z =|x+#], = sup [xcosé+ ysind|=sup|xcos@+ysin| esitligini goz
0e[0,2x] 2213
Oniine alalim.
[xcos &+ ysiné] <|cos b x| + sin 6| y] < ] +]¥]

<[, = sup [xcoso+ysindl |+

elde edilir. Diger taraftan,
=0 igin |x]| =|xcos0+ ysin0] <]z,

ve

9== > icin "y" "xcos +ysinZ
esitsizliklerinden,
[l + 1 <21,

bulunur. Buna gore %("x” +3]]) <z, < x|+ esitsizliginin saglandig: goriilir.
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Onerme 4.1.3 : X, uzay1 Banach uzaydr.

Ispat : (z,)c X, cauchy dizisi olsun. Yani, V&>0 icin 3n,eN vardr ve

Vn,m> n, igin |z, -z,|| <& saglanir. Onerme 4.1.2 den,

L (N | P PP P
saglanir. Buna gbre Vn,m> n, icin ||x, —x,| <2¢ ve |y, ~y,| <2 olur. O halde
(x,)cX ve (y,)c X cauchy dizileri olurlar. Diger taraftan, X uzayi tam uzay
oldupundan x,—*->x ve y,—*>y olacak bigimde x,yeX vardir. Yani,
Vr>m igin [x,—x|<2¢ ve |ly,—y]|<2¢ olacak bigimde Inm €N bulunur.. O
halde z=x+iy olmak iizere,

(%, =x)+i(3,-y)|<

X, —x||+ WA —y"<4€

|z, -zl =|
bulunur. Yani, z, N € X, olur. Buna gére X, uzaymndan almnan her cauchy

dizisi l|||c -normuna goére yakinsaktir. Béylece X, karmagik Banach uzayidir.

Tamm 4.1.4 : X,Y reel vektor uzaylart olmak iizere her T: X ——Y operatdrii
verilsin. T, (x+iy)=Tx+iTy ile tammlanan 7, :X,—>¥, operatorii bir karmagik

lineer operatordiir.

Sam 4.1.5 : Ayrilabilir Banach orgiileri iizerinde tammly her pozitif operatér bir
asikar olmayan kapali degismez alt uzaya sahiptir.

Sam 4.1.6 : Her eslenik (adjoint) operatir bir asikar olmayan kapali degismez alt
uzaya sahiptir.

Sam 4.1.7 : T, operatorii bir agikar olmayan kapali degismez alt uzaya sahip
degildir.
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Onerme 4.1.8 : Sonsuz boyutlu aynlabilir reel Banach uzayi iizerinde bir

T:X——X operatdriiniin agikar olmayan kapali defismez alt uzayr olmasmn.
W < X, alt uzay: agikar olmayan kapali T,-degismez olsun. Bu durumda asagidaki

Onermeler dogrudur:

@) W alt uzay1 sonsuz boyutludur.

Ispat - W alt uzayr sonlu boyutlu olsun. W igin bir baz {zl,zz,...,z,,} ve
Y =8p{x;, %5503 %5 V1 V3sees V) Olsun. Agik olarak ¥ #{0} ve ¥'# X oldugundan

Y alt uzay: agikar olmayan alt uzaydir. Ayrica, X Banach uzay oldugundan sonlu
boyutlu her alt uzay: da kapalidir. Yani, Y alt uzay: asikar olmayan kapali alt

uzaydir.

n m
uetY = u=Zaixi +Zﬁjyj
J=1

i=1

= Tu=iaiTxi+2m—:ﬂjTyj ey

=1 =
= T'(Y)cY

bulunur. Bu ise 7' operatériiniin agikar olmayan kapali degismez alt uzaya sahip

oldugu ¢eliskisini verir. O halde W alt uzay: sonsuz boyutlu olmak zorundadur.

(ii) z=x+iyeW,x=0veya y=0 ise, z=0 dir.

Ispat : V={yeX:0+iyeW}c X alt uzaym alahm. Bu alt uzay kapalidur.
Gergekten, (y,) <V dizisi igin y, —%—y saplansmn. (y,)eV ise O+iy, €W dir.
W kapali uzay oldugundan 0+ iy, —*=—>0+iy e W saglamr. O halde yeV dir.
yeV =T, (0+iy)=0+ilyeW
=>TyeV
olur ki, buda ¥ uzaymn T -degismez oldugunu verir. Ayrica, W alt uzay asikar
olmayan alt uzay oldugundan, ¥ = {0} dir. Yukaridaki Snermenin dogrulugu igin
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V={0} oldugunu gostermek yeterlidir. Kabul edelim ki ¥ #{0} olsun. T

operatdriiniin agikar olmayan kapali degigmez alt uzay: bulunmadify igin V=X
saglanir. Diger taraftan,
W=V+iV=X+iX=2X,

olur ki, bu ise W # X, olmasina bir geligkidir. O halde V = {0} dir. Boylece x=0

alindiginda 6nerme ispatlanoug olur. y =0 iginde benzer ispat yapilabilir.
(ili) xeX ise x+iyeW olacak bi¢cimde en fazla bir tane y € X vardir.

Ispat: xe X, x+iyeW ve x+iy, €W olsun. (x+iy)—(x+iy)=0+i(y-y)eW
ise (ii) den y— ¥ =0 olur. O halde y =y, dir. Yani, bir tek y € X' vardir.

(iv)  S:A——A lineer operatordiir ve S> =—1 saglanir.

Ispat :
Ispat: yapmadan 6nce yazimda kolaylik saglayan bazi notasyonlar verelim:

A={xeX:IyeXsx+iyeW}c X kimesi X’ in bir alt uzayidir. S:A—— X
bir dénlisim olmak lizere W alt uzayr W ={x+iy:x,ye X}={x+iSx:xeA}
olarak da tanimlanabilir. Yani, xe X ve x+iyeW = y =Sx olur.
xeA olsun. x+iyeW = -i(x+iSx)eW

=>Sx—-ixeW

= Sx+i(-x)eW

=S8xeA

saglanir. Buna gére S (A) c A olur. Diger taraftan, Sx—ixeW oldugundan

kolaylikla gériiliir ki S%x =—x =—I(x) dir. Yani, S* =~I saglamr.

) A alt uzayt T -degismezdir ve S ile T operatdrleri, A {izerinde

degismelidirler. Ayrica, A= X dir.
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Ispat : xeA olsun. x+iy=x+iSxeW ve W alt uzay1 T, -de§ismez oldugundan,
T, (x+iSx)=Tx +iTSx €W elde edilir. Buna gore Txe A, yani, 7(A) c A bulunur.

Diger taraftan, xeA oldugundan A—25>X-I>5X olr. Bu ise ST=TS
oldugunu gosterir. Aynica T operatdriiniin agikar olmayan kapah defismez alt uzay1
olmadigindan A= X saBlanir.

(vi)  §:A—— A operatérii tersi mevcut kapah operatordiir.

Ispat : S operatoriiniin kapali operatdr olmas: igin gerek ve yeter kosul, S' nin
grafiginin kapali olmasidir. G(S)={(x,Sx):xeA} alalm. (x,,S%)cG(S),
(x,.8x,)—=E>(x,y) ise x.—>x ve Sx,—>y olur. Buradan da
x, +iSx, —Z=>x+iy saglamr. (x,+iSx,) W ve W kapah oldugundan x+iyeW
dir. Buna gore xeA ve y=Sx dir. Boylece, (x,Sx)eG(S) olur, yani G(S)
kapalidur.

(vii) A vektdruzayr xe A igin l %l J<]-+ }Sx] normu altinda Banach uzayidir.

Ispat : (x,)c A cauchy dizisi olsun. Buna gore £>0 i¢in In,eN >Vn,m>n,
igin mx”~—xmﬂ<g saglamr. gxn—xmgsmxa-—xm§<8 oldugundan (x,}) <X cauchy
dizisidir ve X uzay1 tam oldugundan x,—% >x olacak bigimde xe X vardir.
Diger taraftan, ||Sx, - Sx, ] <||x,~ ]| <& oldugundan (Sx,)c X cauchy dizisidir
ve Sx, —%— y olacak bigimde y € X vardir. Bu durumda,
e, — =l =l - +Isx, - sef <
—x M,y

”

olur. Boylece A bir Banach uzayidir.

(viii) S:A——>A sirekli olmast igin gerek ve yeter kosul, A =X olmasidir.



Ispat : (<) A=X ise G(S) kapah oldugundan kapah grafik teoreminden S§
siireklidir.

(=) §:A—>A sirekli olsun. O halde § diizgiin sireklidir. Bu durumda verilen
her bir >0 igin bir 5>0 vardir ve Jx—yj<& iken |Sx—Sy]<z saglamr. O
halde A=X oldugundan, 3(x,)c A vardr ve x,—*—>x saflanwr. § sirekli
oldugmd@ Slleni_ﬂSx,, =S8x biciminde tammlanan S, :X——>X geniglemesi
vardir. $imdi xe X alahm. (x,)C A ve {x, +iSx,} W oldufu goz oniine alimrsa,
x,~%>x ve Sx,—Z>Sx den x,+8x,—%3x+8x olur. Diger taraftan W alt

uzay: kapali oldugundan x+iSxeW ve x €A saglanir. Boylece A=X dir.

Lemma 4.1.9 : S:A——A sirekli ise T,:W ——>W operatoriniin bir agikar
olmayan kapal: de§ismez alt uzay: yoktur. Yani W uzayi, 7, operatdriiniin minimal
kapal: degigmez alt uzayidir.

Ispat : § operatorii sirekli ise Onerme 4.1.8, (viii) den dolay1 A=X dir.
W ={x+iSx:xe A= X} olmak lizere W, cW alt uzay1 T,-degigmez olsun. W, alt
uzayt igin A ={xeX:FycWox+iyecW,} kimesini ve §:A—>X
operatorinii tammlayalim. A, cA olduundan her bir x€A, igin Sx=Sx elde
edilir. § sirekli operator oldugundan §;:A,——> A, operatorii de siirekli olur ve
yine Onerme 4.1.8, (viii) den A, =X bulunur.O halde W, ={x+iSx:xe X}=W
olur. Buna gore /¥ , minimal 7, -degismez bir alt uzaydir.

Lemma 4.1.10 : X, uzayinin agikar olmayan kapali deSigsmez alt uzaymin olmas:

icin gerek ve yeter kosul, 7 ile deSigmeli ve 8®=-7 kogulunu saglayan bir
S : A—— A kapali operatériiniin olmasidir {20).
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Tanm 4.1.11 : X reel Banach uzayl olsun. Efer asafidaki kogullar saglanacak
bigimde (4,x)——>Ax reel skaler garpim X izerinde karmagik garpima
genisletilebiliyorsa X bir karmagik yapiya izin veriyor denir.

(1) X genisletilmis skaler carpim ve orijinal toplama iglemine gére bir karmagik
vektor uzayidir.

(2) X karmagik vektdr uzayi tizerindeki yeni norma gore bir Banach uzayidir ve

bu normun X iizerine kisitlamast orijinal norma denktir.

Agik olarak her karmagik Banach uzayim karmagik yapiya izin veren bir reel uzay
olarak diigiinebiliriz.

Lemma 4.1.12 : X reel Banach uzaymin bir karmagik yapiya izin vermesi igin gerek

ve yeter kosul, S>=-F olacak bigimde S:X——>X smrh bir operatriin
olmasidir. Ustelik asagidakiler saglamr:

(1) X karmagik yapiya izin verirse Sx =ix bigiminde tanimlanan §: X —— X
operatdrii X tzerinde simrhdir ve S% =7 saflanir.
(2) 8% =-I olacak bigimde bir §: X ——> X operatorii varsa,
() Her bir @ +iBeC veherbir xe X igin (a+if)x=ax+BSxc X dir.
(if) Her bir x X igin [, =sup{Je?x}:6 €[0,22]} arr.
ozellikleri ile X iizerinde bir karmagik yap: elde edilir.

Ispat : (=) X karmagk yapiya izin versin. VxeX i¢in Sx=ir ile tammh
S:X——>X  operatorimi  alahm.  S%c=S(Sx)=ibc=—x=—I(x)esitligi
saglandigindan  S*=—] bulunur. Diger yandan, |Sx|| =[ix| =|i|lx], ={}x].
oldugundan ||S]|=1 olur ve §' smnirl: operatordiir.



(&) §:X—— X operatord igin S =—7 saglansin. @+ifeC ve xeX icin
(z+if)x=ax+BSxe X olsun. Boylece, X karmagstk vektor uzayidur.
I :X—R |
x——x], =sup {ﬂei” o:6<]o, 27:]}
normu verildiginde (X , ﬂﬂc) normiu uzay olur. Bu yeni tammianan norm ile ilk norm
birbirine denktir. Gergekten,
6=0 igin Jx], <{d|, [4.1]
esitsizligi ve
I+, =su e}
= sup{Jxcos @ +xsin A}
= sup {Jxcos @+ Sxsin 4} :
= sup{lcos O] + sin 6]} S} [42]
<[+l
< el + ISl
- s(+sDiA
esitsizligi g6z Gniine alindiginda,
el <l < (IS [43]
bulunur. O halde yeni tanimlanan norm ile ilk norm birbirlerine denk normlardir.

Simdi X wuzaymnin bu yeni tamimlanan norma gore Banach uzayr oldufunu
gOsterelim:

(x,) =X, ||| normuna gére bir cauchy dizisi olsun. Yani, verilen her bir £> 0 igin
3n,eN vardir 3Vn,m>n, icin ||x, —x,|| <& saglamr. [4.1] esitsizlii kullanilirsa
¢, —x,], <& olur. O halde (x,)c X, ilk norma gore bir cauchy dizisi olur. Bu
durumda (X, }|}) Banach uzay oldugundan x, —*—x olacak bigimde tek bir xe X

vardir. Boylece,

- - £
£>0 icin 3m €N vardir 3 Vn>n, igin ﬂxn—xux<i—q§“-
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saglanir. [4.3] esitsizlifinden de,
Hxa —xgct $(1+l¥f5’l|)ﬂxf —xB
(bl

elde edilir. Buna gore x,—t£ 5 x saglanir. Boylece, (X , ML) Banach uzayidir.

Tamm 4.1.13 : §* =-1 ise S operatdriine 90°-donme operatdrii denir. Burada

R X .. %® ,
1=¢e?2 =cos—+1isin— dir.
2 2

Tanim 4.1.14 : X reel Banach uzay1 ve S: X——>X, 90°-dénme operatérii olsun.
S ile Gretilen X tGzerindeki karmagik yap1 X ile gosterilir. S, T: X——X iki 90°-
donme operatorii olsun. X =X ise S ile T kargilagtinlabilirdir denir.

Onerme 4.1.15 : Sonlu boyutlu uzaylardan sadece ¢ift boyutlu olanlar karmagik

yapiya izin verir.

Ispat : §:R"——R" 90°-dénme operatdrii olsun.
0<(det8)* =det(5*)=det(-1)=(-1)"
oldugundan n mutlaka birgift say: olmalidir.

Onerme 4.1.16 : X bir reel Banach uzay1 ve S: X——X bir 90° -dénme operatorii
olsun. Asagidakiler birbirine denktir:

6)) W X alt uzayr S -degigmezdir.

(i) W, X, tzerinde S -degigmezdir.

(ili) W X altuzaydur.

Ispat : x €W ve W, S-degigmez olsun. Yani, SxeW < xeW & WcX
alt uzaydir.



68

Lemma 4.1.17 : X reel Banach uzayi ve S: X—— X, 90° -dénme operatorii olsun.

(a) X’ nin bitin alt vektdr uzaylan tam olarak X in S -deBigmez alt uzaylandir.
(b) boyX > 2 ise S’ nin agikar olmayan kapah deZigmez alt uzaylan vardsr.

(@) Onerme 4.1.16 da agiktur.

(b 0 # x € X elemanim alalim. Bu durumda,
U=Sp{x,Sx}={ax+ﬂSx:a,ﬂeR}=Sp{x}xs =W cX,
saglanir. boyU =2 <boyX oldugundan U#X ve 0#x oldugundan da U = {0}

dir. Banach uzaylann sonlu boyutlu alt uzaylan kapali oldugundan U kapahdir.
Boylece U, agikar olmayan kapali alt uzaydir. Diger taraftan, ox +fSx € U alalim.

Buna gore, S (ax+f8x)=aSx—BxcU olur. O halde U alt uzay: S -degismezdir.

Lemma 4.1.18 : X bir reel Banach uzay, S: X——X bir 90°-dénme operatorii ve
T € £(X) smrls bir operator olsun. T e £({X;) olmas: igin gerek ve yeter kogul,

Te {S}' olmasidir.

(<):TeL(X) alahm.
T{(a+iB)x)=T(ax+ BSx)=aTl(x)+ BISx = aTx + BSTx =(a +if) Ix
esitliginden T, X tizerinde operator olur. Dier taraftan,
le® 1) = 7 cos 6 + SToesin 6] < )+ 7] < (1-+ S ]
ve T operatori sirl oldugundan,
ez < e (1l =izl < 40

elde edilir. Buna gore 7' e £{X) dir.
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(=): TeLl(X,) olsun. Vxe X igin TSx=T(ix)=iT(x)=S(Ix) saglanr. Buna

gore IS = ST ve boylece de T e {S }’ olur.

Sonug 4.1.19 : Sonsuz boyutlu reel Banach uzay iizerinde tanmimh sinirh bir operator
agikar olmayan kapal defigmez bir alt uzaya sahip degilse herhangi bir 90°-dénme
operatorii ile defigmeli olamaz (20).

Teorem 4.1.20 : Reel bir Banach uzayi iizerinde tammh, sirekli bir 7 operatoriiniin
degismez alt uzay: olmasin. Bu durumda agagidakiler saglanir:
(i) Bir § kapali operatorii igin

Tan(S)=Deg(S), ST =18 ve §*=-1

saglansin. Buna gore 7.’ nin agikar olmayan kapali degismez alt uzaylan tam olarak
S operatoriiniin grafigidir. Ustelik, 7, operatoriiniin agikar olmayan kapali defigmez
alt uzaymn olmamas: igin gerek ve yeter kosul, boyle bir § operatdriinin
olmamastdur.

(i) S§%=-I olacak bigimde sirekli Se{T} varsa, S operatdrinin grafifi
T ’nin agikar olmayan kapali minimal degigmez alt uzayidir (20).

Onerme 4.1.21 : Bir X Banach uzay: ve bir T'< E(X) operatorii alabm. Eger T
operatérii ikinci dereceden bir indirgenemez denklemi sagliyorsa, a # 0 olmak lizere
a, PR sayilani ve S =aT + Bl operatdriiigin $* =—7 saBlanr.

Ispat: ikinci dereceden reel kokleri olmayan bir polinom p(x)=0 olsun. Bu
durumda, A=b*-4ac<0 olacak bigimde a,b,ceR wvardirr. Yani,
p(x)=ax’ +bx+c=0 alabiliriz. Hipotez gerefi I operatori bu denklemi
sajlayacagindan, aT?+bT+c=0 olur. a#0 olmak fGzere a=«a, b=28 ve
c=44 alalim.



70

A=¥ —4ac=4p"-16a5 =4(f* —4as) <0
= B -4a6 <0

olur. r= f% —4cé segelim. Simdi, § =27 +-£-I tammlayalim.
N

S = %[(a’Tz + 2,BaT)+ ,Bzf ] = ;-[a(aTz +2ﬂT) + B ]

=;I-[(—4§a+ ﬂz)l:'

=1
oldugundan $* =—I saglanir.

Dolayisiyla, X uzaymn boyutu ikiden buyik ise TeL(X) operatdrinin, iki
boyutlulann da kapsayan g¢ok sayida agikar olmayan kapah defigmez alt uzayl'm
vardir. Gergekten, x# 0 olmak tzere W =Sp{x,Sx} c X alt uzay: ahmrsa, W, -
degisﬁxez olur. Bunun yamnda,

S(W)=(aT+BI) W)W =>T(W)cW
safflamr. O halde, W alt uzayr T-defiismezdir. x#0 oldufunda, W= {0} ve
boyX >2 oldugundan da W # X dir. Banach uzayinda sonlu boyutlu her alt uzay:

kapah oldufundan W kapalidir. Boylece, W alt uzay:, agikar olmayan kapali T -
degismezdir.

Lomonosov. Teoreminin ne reel durumda ne de karmagtk durumda
saglanamayacagina bir 6rnek verelim.

Ornek 4.1.22 : §: X —— X operatori igin S =—I saglansin. 0#xe X segelim.
f(x)=1ve f(Sx)=0 olacak bigimde fe X" bulunur.

K=x®S f+5c®f
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ile  tammli bir  sonlu-rank  operatrini  alalim. welX i¢in
Kw)=8"f(w)x+ f(w)Sx = Sp{x,Sx} saglanir. Her sonlu-rank operatorii kompakt
oldugundan, K kompakttir ve ayrica S ile degismelidir. Gergekten, w e X igin
KS(w)=(S"f ®@x+ £ ®Sc)(S(w))

=S"F (SW))x+ f (S(w)).Sx

=S"f(w).Sx+ £ (8*(w)) x

=—f(w)x+S" f(w).Sx

= f)(Sx)+ 5" f (w).Sx

=S8(8"f(W)x+ f(w).Sx) = SK(w)
bulunur. Simdi, § ve T operatorerinin defigmeli oldugunu kabul edelim. Tk
bakista Lomonosov Teoreminin hipotezleri saglamyor goriiniir. Oysa, bununla
birlikte reel durumda bﬁ teorem gahigmaz. Cinki, S*+7=0 dir ve § ile Giretilen
karmasik yapiy1 X ile gosterelim. K, X, uzerinde kompakt; 7', X, tizerinde
surekli ve bunun yamnda 87 =78; KS=S8K olur. Ancak yine de Lomonosov
Teoremi uygulanamaz. Bunun nedeni Lomoﬁosov Teoreminin ancak skaler olmayan

operatorler igin uygulanabilmesidir. Oysa, S operatérii skaler bir operatordiir. Yani,
S =il dir.



72

KAYNAKLAR

1. Krein, M.G. and Rutman, M.A., “Linear operators leaving invariant a cone in a
Banach space” , Uspehi Matem. Nauk (N.S.), 3 (1(23)): 3-95 (1948).

2. Aronsajn, N. and Smith, K.T., “Invariant subspaces of completely continous
operators” , Ann. of Math., 60; 345-350 (1954).

3. Bernstein, A.R. and Robinson, A., “Solution of an invariant subspace problem of
K.T.Smith and P.R.Halmos” , Pacific J. Math., 16: 421-431 (1966).

4. Lomonosov, V.I., “Invariant subspaces of the family of operators that commute
with a completely continous operator” , Funktsional. Anal. i Prilozhen, 7 (3): 55-56
(1973) (Russian).

5. Enflo, P., “On the invariant subspace problem for Banach spaces” , Seminaire
Maurey-Schwarz, Acta Math., 158: 213-313 (1987).

6. Abramovich, Y.A., Aliprantis, C.D. and Burkinshaw, O., “Invariant subspaces of
operators on £, -spaces” , J. Funct. Analysis, 115 (2): 418-424 (1993).

7. Abramovich, Y.A., Aliprantis, C.D. and Burkinshaw, O., “Invariant subspaces for
positive operators™ , J. Funct. Analysis, 124 (1): 95-111 (1994).

8. Abramovich, Y.A., Aliprantis, C.D. and Burkinshaw, O., “The invariant subspace
problem: Some Recent Advances” , Rend. Istit. Mat, Univ. Trieste 29, 1-76 (1998).

9. Read, C.J., “A solution to the invariant subspace problem on the space ¢,” , Bull.

London Math. Soc. , 17: 305-317 (1985).



73

10. Aliprantis, C.D. and Burkinshaw, O., “Positive Operators” , Academic Pres,
London, (1985).

11. Abramovich, Y.A. and Aliprantis, C.D., “An invitation to operator theory,
Volume 50” , American Mathematical Society Providence, Rhode Island, (2000).

12. Royden, H.L., “Real Analysis, Third Edition” , Prentice Hall, New Jersey,
(1988).

13. Gelfand, L.M., “Normierte ringe” , Mat.Sb. (N.S.), 9 (51): 3-24 (1941).

14. Abramovich, Y.A. and Aliprantis, C.D., “Problems in Operator Theory, Volume
517 , American Mathematical Society Providence, Rhode Island, (2000).

15. Nussbaum, R.D., “Eigenvectors of nonlinear positive operators and the linear
Krein-Rutman theorem” , Fixed Point Theory, Springer Verlag yellow series, 886:
309-330 (1981).

16. Troitsky, V.G., “On the modulus of C.J.Read’s operator” , Positivity, 2: 257-264
(1998).

17. Read, C.J., “Quasinilpotent operators and the invariant subspace problem” , J.
Lond. Math.Soc. , 56: 595-606 (1997).

18. Aliprantis, C.D. and Burkinshaw, O., “Positive compact operators on Banach
lattices” , Math. Z., 174: 289-298 (1980).

19. Abramovich, Y.A., Aliprantis, C.D. and Burkinshaw, O., “Multiplication and
Compact-friendly Operators™ , Positivity, 1: 171-180 (1997).

20. Abramovich, Y.A., Aliprantis, C.D.,Sirotkin, G. and Troitsky, V.G., “Some open
problems and conjuctures associated with the invariant subspace problem” ,

Positivity, to appear



74

OZGECMIS

20.05.1979 tarihinde Kayseri’ de dogdu. Ilk ve orta Ofrenimini Kayseri
Aydinlikevler ortaokulunda, lise Ofrenimini Kayseri Melikgazi Lisesi’ nde
tamamladi. 1998 yihinda Erzurum Atatirk Universitesi Fen Edebiyat Fakiiltesi
Matematik Bolimii’ nde okumaya hak kazandi. 1999 yilinda yatay gegisle Kayseri
Erciyes Universitesi Fen Edebiyat Fakiiltesi Matematik Bolimii’ ne girdi. 2002
yilinda mezun oldu. Aym yil Gazi Universitesi Fen Bilimleri Enstitiisi Matematik
Bolami’ nde yiiksek lisans egitimine bagladi. 2003 yilinda Gazi Universitesi Kirgehir
Fen Edebiyat Fakiiltesi Matematik Boliimii’ne aragtirma gorevlisi olarak atand:.
Halen aym birimde aragtrma gorevlisi olarak caligmaktadir. Yabanci dili



