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OZET

Bu tez galigmasi dort boliimden olugmaktadir.

Birinci boliimde, demet ve lift teorisi, jet manifoldlar, manifold ve demet
genisletmeleri, genigletilmis jet demetler ve J*7 jet demeti tizerinde tanimh
diferensiyellenebilir elemanlarm (fonksiyon, vekttr alam, 1-form’un) yiiksek
mertebeden diigey ve tam lift’leri ile ilgili temel tamum, teorem ve 6rnekler
verilmigtir. Ayrica, Euler-Lagrange ve Hamilton denklemleri ile ilgili temel
tamumlar ve teoremler verilmigtir,

Ikinci boliimde, J*7 jet demeti tizerinde yaklagik tanjant yap: ve gerekli
geometrik yapilar verilerek Euler- Lagrange denklemleri elde edilmigtir. Daha
sonra, elde edilen Euler-Lagrange denklemleri lift teori kullanilarak genigletilmig
jet demetlerine genellestirilmistir. Ayrica, zamana bagh Euler- Lagrange
denklemleri olugturulmus ve benzer gsekilde bu denklemler de zamana bagh
genigletilmig jet demetleri tizerinde ifade edilmigtir.

Uctincti bolimde, J*7 jet demeti tizerinde Hamilton denklemleri elde
edilmig ve lift teori kullamilarak, bu denklemler genigletilmis jet demetleri
lizerine taginmis ve genigletilmis jet demetleri {izerinde zamana bagh olan
Hamilton denklemleri de elde edilmigtir.

Dérdiincii bsliimde, yapilan bu ¢aligmalarin sonug ve degerlendirmesi

verilmistir.



SUMMARY

This thesis consists of four sections.

In the first section, bundle and lift theory, jet manifolds, manifolds and
bundle extensiveness, extended jet bundles, and basic definitions, theory and
examples related to high order vertical and complete lifts of differentiable
elements (function, vector field, and 1-form), which are defined on J*7 jet
bundles, are given. Besides, basic definitions and theories related to Euler-
Lagrange and Hamilton equations are given.

In the second section, Euler- Lagrange equations are obtained by giv-
ing approximate tangent forms and required geometric forms on the J*7 jet
bundle. After that, by using lift theory, the obtained Euler- Lagrange equa-
tions are generalized to extended jet bundles. Besides, time depended Euler-
Lagrange equations, are formed and in the same way, these equations are
expressed on time depended extended jet bundles.

In the third section, on the J*7 jet bundles, the Hamilton equations are
obtained, and by using lift theory these equations are moved on the extended
jet bundles. After that, with a similar perspective, Hamilton equations, which
are depended on time, are formed.

In the last section, the conclusion and evaluation of these studies are

expressed.’
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Bolim 1

TEMEL KAVRAMLAR

Bu boliimde, tncelikle jetlerin tanimi verilmis, daha sonra vektdr demet
genigletmeleri baz alinarak genigletilmis jet demetleri tanimlanmigtir. Ayrica,
Civelek $., 1993'de yapilan ¢aligmada verilen herhangi bir vektor demeti
tizerinde tamimh diferensiyellenebilir elemanlarin, aym1 demetin genigletilmis
vektor demetlerine yiiksek mertebeden diigey (vertical) ve tam (complete)
lift'leri ile ilgili ozellikler goz Gniine alinarak, bu ¢ahsmada genisletilmis jet
demetleri tizerinde yiiksek mertebeden diisey ve tam lift’ler elde edilerek
genellestirilmigtir.

Bunlann yamsira, diger boliimlerde genigletilmis jet demetleri tizerinde
elde edilen Euler-Lagrange ve Hamilton denklemleri ile ilgili tanimlar ve-
rilmigtir. Caligma boyunca, tiim manifoldlar ve doniigtimlerin diferensiyel-
lenebilir oldugu, ayrica tekrar eden indisler tizerinden toplam alindigh kabul

edilmisgtir.



1.1 Demetler ve Manifold Genisletmeleri

Tanmm 1.1.1. E ve M (C*— manifoldlar, 7 : E — M bir C*°— doniiglim
olsun. Eger 7 bir orten submersion ise, (E,r, M) ticliistine bir lifli (fibred)
manifold denir. Bir (E, 7, M) lifli manifoldunda, E ye total uzay, M ye taban
uzay, 7 ye projeksiyon ve her bir p € M noktas: i¢gin E nin 7~1(p) altctimlesine
de p lizerindeki lif denir (Civelek, 1993).

Kisalik icin 77(p) lifi E, ve bir (E,n, M) lifli manifoldu da E veya = ile
gosterilecektir.

Bir (E, 7, M) lifli manifoldunun 7 projeksiyonu bir érten submersion oldu-

gundan, E, lifinin herbir irtibath bileseni £ nin bir altmanifoldudur.
boy B, = boyE — boyM
sayisina 7 nin lif boyutu denir.

Tamm 1.1.2. Bir lifli manifold (E, 7, M), boyM = m, boyE = m+n ve
U C F agik altctimlesi tizerinde bir koordinat sistemi,

y:U — R™"

olsun.

Dpy : R — R™
olmak tizere, a,b € U ve
m(a) = 7(b) = p => pr, (y(a)) = pr, (y(b))

onermesi dogru ise, y’ye bir uyarlanmis (adapted) koordinat sistemi denir

(Civelek, 1993).

Bir uyarlanmg koordinat sisteminin bilesen fonksiyonlar: ile ilgilenirken

genellikle su notasyon kullanihr:



M tizerindeki koordinat fonksiyonlan z° (1 < ¢ < m) ise, E {lizerindeki
koordinat fonksiyonlan (z*,u%), (1 £ a < n) seklinde ifade edilecektir. Bu-
rada z* sembolil igin, 7(U) — R fonksiyonu ve U — 7 (U) — R bilegke
fonksiyonu kullanilacaktir.

Tanmm 1.1.3. Bir lifli manifold (E, #, M) ve bir C*°— manifold F' olmak
lizere, eger t: E — M x F' doniigimi

pr1°t=7r

olacak sekilde bir diffeomorfizm ise (F,t) ikilisine 7 nin bir trivializasyonu, F
ye 7 nin model (tipik) lifi ve en azindan bir trivializasyona sahip bir (E, 7, M)

lifli manifolduna datrivial lifli manifold denir (Civelek, 1993).

Tamm 1.1.4. Bir lifli manifold (E, 7, M) ve p € M olsun. F, bir
C*°— manifold, p nin bir komsulugu W, ve

ty: Y (W) — W, x F,

déntislimt py, 0ty = 7| -1y, sartm saglayan bir diffeomorfizm ise, o zaman
(W, Fp, tp) tigliisiine p nin komgulugunda 7 nin bir lokal trivializasyonu ve
taban uzayin her bir noktas: civarinda en az bir lokal trivializasyona sahip bir
(E, w, M) lifli manifolduna da lokal trivial lifli manifold veya demet denir
(Civelek, 1993).

Ornek 1.1.1. m boyutlu bir M, C®°— manifoldunun tanjant manifoldu
TM ve Tp: TM —> M , M nin herhangi bir noktasindaki tanjant vektorii p
noktasina kargilik getiren kanonik projeksiyon olsun. O zaman (T'M, 7,7, M)
ticltsti R™ model lifi ile birlikte bir demettir. Ciinki, M nin {z*: 1 <i < m}
lokal koordinat sistemine gore herhangi bir §¢ € TM eleman £ = ¢ 52—,-]}),
72:(€) = p seklinde ifade edilebilir. Eger, £, ¢ = 0 noktasinda bir v : R — M



efrisinin teget vektorii olarak alinirsa, o zaman, £ nin bilegenlerinin katsayilar

olan & reel sayilari,
g=(a'09)(0) , 1<i<m

geklinde yazilabilir. Boylece, TM {izerindeki uyarlanmis koordinat sistemi
(z%,2') = (z%,3), 1 < i < m seklinde olur. Buradaki z ve ' koordinatlar
ise, 3 (£) = £[2%] = ¢ seklinde tanimlanr.

z* koordinat fonksiyonlar1 p € M i¢in W, C M koordinat komgulugunda

taniml olacak sekilde;
tp: Tyt (Wp) — W, x R™
dontigtimi,
tp(n) = (T (M), () = (2, y (M)
olarak tamimlansin. Boylece asagidaki diyagram olugturulabilir.
tp
i (Wp) — Wpx F
™ |T;\'Il (W) l l DPry
| — W

idw,
Bu diyagram degismelidir. Ciinkii, Y€ € 75} (W),) tanjant vektorii igin,
(pr, © tp) &) = pn (tp(f)) = pn(Pz(€) = p (L.1.1)

(idw, © Ty lr=2w,)) &) = idw,(Tm() = p (1.1.2)
esitlikleri elde edilir. (1.1.1) ve (1.1.2) esitlikleri V¢ € 73] (W,) tanjant vek-

torii icin saglandigindan;

(prl o tp) = ide % TA['T;;‘ (er)



esitligi yazilabilir. Boylece; ¢, bir diffeomorfizm olup, 7, lifli manifoldu igin
bir lokal trivializasyon olur. (T'M, 7y, M) bir demettir (Civelek, 1993).

Tanum 1.1.5. M ve N, C°®°— manifoldlar, ¢ : M — N bir
C*— doniistim, p € M ve bir V,, € T, M tanjant vektoriine p noktasinda teget
olan bir egri a: I C R — M olsun. Bu durumda,

Puly (Vo) = W) € Ty N

tanjant vektorii, poa : I C R — N egrisine p(p) noktasinda teget olan bir

tanjant vektor olmak tizere
Pulp 1 IpM — TpmyN

ile tamimlanan doniisiime ¢ nin p € M noktasindaki tiirev dontigiimii denir

(Civelek, 1993).

()], tiirev dontisiimt bazen Tp,p sembolii ile de gosterilecektir.
Tamm 1.1.6. (E,n, M) bir demet olsun. Bu durumda,
7x : TE — TM, 7 nin tiirev doniistimii olmak {izere, 7, = (T'E, 7., TM)
tcliisti bir demet olup; 7. ye 7 nin tanjant demeti denir (Civelek, 1993).

Tanim 1.1.7. (E,n, M) bir lifli manifold ve ¢ : M — E bir doniisiim
olsun. Eger 7o ¢ = idy; kogulu gercekleniyorsa, ¢ ye 7 nin bir kesitidenir

ve 7 nin tiim kesitlerinin ciimlesi I'(r) ile gosterilir (Civelek, 1993).

Tanum 1.1.8. (E,7, M) ve (H, p, N) iki demet olsun. Eger, f : E — H,
F: M — N donistimleri igin po f = f o ise o zaman (f, f ) ikilisine =
den p ya bir demet mor fizmi, f donlistimiine de f nin projeksiyonu denir

(Civelek, 1993).

Ornek 1.1.2. M ve N C®°~— manifoldlar ve f : M — N bir



C*°— doniislim olsun. Bu durumda (f., f) doniigtimii (7'M, 7,7, M) demetinden
(I'N,7n,N) tanjant demetine bir demet morfizmidir. f,. dontigimti T,M
lifini, Ty N lifine dontistiirtir.

Je
T™M — TN
™ | l7n
M —- N

f

Bu diyagram degismeli olup, Tx o f, = f o 7 dir (Civelek, 1993).

Tanim 1.1.9. M bir C®°— manifold olsun. °M, 1M, 2M, C*— manifold-
lar ve O, 17, C*°— dontigiimler olmak tizere

MM —*M (1.1.3)
gortintl kiimesi esit ise, yani D (°r) = R (') ise (1.1.3) dizisine, M mani-
foldunun bir kisa tam dizisi denir (Civelek, 1988).

Tanim 1.1.10. M bir C*°— manifold ve M tlizerinde
OM "M 2 M — ... (1.1.4)
Or 1 27
bir C*®°— manifoldlar dizisi olsun. Vi € Z* icin,
i—lM :_z M (_i___i+1 M
dizileri birer kisa tam dizi ise, yani; D(*"17) = R(*r) ise, bu durumda (1.1.4)

dizisine, M manifoldunun bir tam dizisi denir (Civelek, 1988).

Eger (1.1.4) dizisinin en son manifoldu ™A/ ise, dizinin uzunlugu m, ter-
sine olarak bu dizinin sonsuz tane manifoldu varsa, dizinin uzunlugu sonsuz

olacaktir.



Vk € Z* U {0} igin, *7 doniigtimiiniin tiirev doniigtimii *m, ve *M mani-

foldunun tanjant demeti de T'(*M) ile gosterilsin. Buna gére
ke T(EM) —* M
dontigtimii de dogal projeksiyon olsun.

Tamm 1.1.11. M bir manifold ve M nin bir tam dizisinin uzunlugu
m € N olsun. Eger,
i) 1 < k < m tamsayilan igin,

T
kM — k=1 pf
Ic—lI l T k_lTﬂ-
T(k—lM) r . T(k—lM)
id

diyagram: degismeli olacak gekilde,
M — T M)

imbedding dontigtimleri mevcut ve

ii) 1 < k < m tamsayilan icin,

k:—lﬂ.*

T*M) — T M)
S/ T 11
Y S
id
diyagram *I ! M — T(*M)olmak tizere *I(**'M) tizerinde tamamen

degigmeli ise, 0 zaman M nin bu {°M,} M, ...,* M} manifoldlar dizisine, M



nin m-vzunlukly bir genisletilmis dizisi ve *M manifolduna da M nin

k. genigletilmigi denir (Civelek, 1988).

M manifoldunun keyfi bir (*M) tam manifoldlar dizisini gbzoniine alalim.
Eger, dizinin ilk manifoldu °M = M almirsa, bu durumda M nin kanonik
genisletmeleri elde edilir. °M = M oldugundan T (°Mf) = T'M tanjant demeti
olup,

O =7p : TM — M

kanonik projeksiyonu olur. M = TM olmak fizere, °I : M — TM
doniisiimii 6zdeglik doniistimii olarak alimirsa;

On =0 Tomy =my

esitligi yazilabilic ve *M e, M nin birinci kanonik genigletilmisi denir.

1M = TM oldugundan, tanjant demeti 7' (1 M) = TT M dir.

(7 ar)s
TCM)=TTM — T(OM)=TM
T ! 1 1
M=TM — M=TM
id

diyagram da degismeli olup, (m3;), =° I o' Ty esitligi yazilabilir. Bu diyagram
kullanilarak, 0T (T'M) tizerinde 3A € TTM igin,

(ﬂ'M)* (A) =0 I (1T1T(A)) =1 T,.-(A) | : (1.1.5)

egitligi yazilabilir. (1.1.5) esitligini saglayan A € TT M tanjant vektorlerinin

ctimlesi 2M ile gosterilirse,

M={AeTTM | (mu),(4) =" T,,(A)}



olur. 2/ C TTM bir C*®~ manifolddur (Civelek, 1988).

M="M—M—2M
o 1
dizisi M nin 2 -uzunluklu bir genisletilmis dizisi olup, bu dizi kanonik dizi ve

2M de, M nin ikinci kanonik genigletilmisidir.

Benzer gekilde M nin (k + 1). kanonik genisletilmigi olarak,
"M ={H:HeT(*M), (* ') (H)=F"1c*T.(H)} c T(*M)
ve M nin (k+1)- uzunluklu kanonik genisletilmis dizisi olarak da

M="M Tl Me—.. ek—k“ M

dizisi olugturulabilir.

1.2 Jet Demetler ve Jet Demet (Genisletmeleri

Tanim 1.2.1. (E, 7w, M) bir demet ve p € M olsun. ¢, ¢ € T, (7) lokal
kesitleri, p noktasmnda ¢(p) = ¢(p) ve ¢(p) civarinda (z?,u*) uyarlanmig
koordinat sisteminde

elond
ozt

_ Op®
p ozr®

1<i<m,1<a<n)

p

ise birinci mertebeden denk olarak tammlanir. ¢ yi igeren denklik smiflarina

¢ nin p noktasindaki birinci jeti denir ve jl¢ ile gosterilir (Saunders, 1989).
Tanmim 1.2.2. (E, 7, M) bir demet olsun.

{iip:pe M, p €T, (m)}

climlesine 7 demetinin birinci jet manifoldu denir ve J'r ile gosterilir (Saun-

ders, 1989).
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m; kaynak ve 7y o hedef projeksiyonlar: sirasiyla,

m: Jwr — M ve myp: J#r — E
Jp¢ — D Jp9 — ¢(p)

seklinde tanimlidir.

Tanim 1.2.3. (E,n, M) bir demet ve (U,u), u = (z%,u*) olmak tizere
F iizerinde uyarlanmig koordinat sistemi olsun. Bu durumda J'7 {izerinde

(U, u!) indirgenmis koordinat sistemi,

Ut ={il¢:0o(@eU}  ul =(a,u%uf)

ile tanimh olup, burada z* (ji¢) = #* (p), u* (jl¢) = u* (¢ (p)) ve yeni mn
adet u$ : U' — R fonksiyonlar

a (s 9¢"
uf (7p8) = 57
p

geklinde belirlidir. wuf* tiirevsel koordinatlar olarak adlandirihir (Saunders,

1989).

Teorem 1.2.1. FE tiizerinde (U,«) haritalarinin bir atlasi verildiginde,
buna kargihk (U*, u!) haritalarinin bir kolleksiyonu da J'# tizerinde bir sonlu
boyutlu C*°— atlasdir (Saunders, 1989).

Teorem 1.2.2. (E,n, M) bir demet ise (J'm,my, M) de bir demettir
(Saunders, 1989).

Tanim 1.2.4. (E,w, M) bir demet ve p € M olsun. ¢, ¢ € I'y(n)
lokal kesitleri, p noktasinda ¢(p) = (p) ve ¢(p) civarinda (z*, u®) uyarlanmig
koordinat sisteminde

9¢”
ozt

%™
Vo)do s

_ 62€0a
T ridxi

p

_ 9
o ozt

(1<4,j<m,1<a<n)

p p
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ise ikinci mertebeden denk olarak tamimlanir. ¢ yi iceren denklik simiflarina

¢ nin p noktasindaki ikinci jeti denir ve j;‘,’qﬁ ile gosterilir (Saunders, 1989).
Tamim 1.2.5. (E,w, M) bir demet olsun.

{i2¢:pe M, g €T,(m)}

ctimlesine 7 demetinin ikinci jet manifoldu denir ve J2x ile gosterilir (Saun-

ders, 1989).

9, Moo Ve g fonksiyonlar: sirastyla kaynak, hedef ve birinci jet projek-

siyonlar1 olarak adlandirilip,

Ty JPm — M, myg: Jmr — E ve ma1: Jm — Jlmw
26 — p 26 — ¢ () ¢ — Gt

seklinde tanmimhdirlar.

Tanuim 1.2.6: (E,m, M) bir demet ve u = (z%,u*) olmak iizere (U, u)
E tizerinde uyarlanmig koordinat sistemi olsun. Bu durumda J%r iizerinde

(U?,4?) indirgenmis koordinat sistemi,

U? = {ji¢:¢(p) €U} u? = (2%, u®, ud, ug)
seklinde tammh olup, burada z* (j2¢) = z* (p) , u* (j2¢) = v (¢ (p));
u (j2¢) = ug (j2¢) ve yeni gmn (m + 1) adet yeni

uf: U2 —R

fonksiyonlar:
02¢>
2
Uij (Jp ) = 9zidT
P

olarak belirlidir. u§* ve ug; fonksiyonlarna tirevsel koordinatlar denir (Saun-

ders, 1989).
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Teorem 1.2.3. E tizerinde (U, u) haritalarimn bir atlasi verildiginde,
buna kargiik (U2, 4?) haritalarimin bir kolleksiyonu da J2r tizerinde bir sonlu
boyutlu C*— atlasdir (Saunders, 1989).

Bu calismada; genisletilmis jet demet dizisini olustururken koordinatlarin
gosteriminde basitlik olmasi agisindan, bundan béyle birinci jet manifold Jiw
nin koordinatlan (z*,u® u$) ve ikinci jet manifold J%r nin koordinatlar:
(z*,u® uf, ug;) olarak almacaktir. Dikkat edilirse, uf ve ug tiirevsel koor-
dinatlar u$; ve ug; olarak degistirilmigtir. k. jet manifold J*r nin agagida
sunulacak olan tamiminda da bu degisiklige gére koordinatlar verilecektir.

Birinci ve ikinci jetler ¢ € T'p () lokal kesitlerinin, p de gerekli gartlar
saglayan denklik simflari olarak tammlanmigti. Bu tammlama yardimiyla,
kesitlerin yiiksek mértebeden tiirevlerinin esitligi gb6zoniine alinarak, bu garti
gergekleyen kesitlerin birer denklik simifi olugturulabilir. Yani bir kesitin
k. jeti, k. mertebeden kismi tiirevleri aym olan b&yle kesitleri iceren denklik
siifi olarak tanmmlanir.

Tanmm 1.2.7. (E,w, M) bir demet ve p € M olsun. ¢, ¢ € ', (n)
lokal kesitleri, p noktasinda ¢(p) = ¢(p) ve ¢(p) civarinda (z*, u*) uyarlanmis
koordinat sisteminde

g 8k
Ozi029...0z% |, Oz'dzi...0z*

P
ise k. mertebeden denk olarak tamimlanir. ¢ yi igeren denklik simiflarna ¢

nin p noktasindaki k. jeti denir ve jz';qb ile gosterilir (Saunders, 1989).

Tanmm 1.2.8. (E, 7, M) bir demet olsun.

{qub:p eM, ¢y (7r)}

ctimlesine 7 demetinin k. jet manifoldu denir ve J*r ile gosterilir (Saunders,

1989).



13

Tk, Tk,0 Ve Ty, fonksiyonlar: sirasiyla kaynak, hedef ve I. jet projeksiyonlar
olarak adlandirilip, (1 <1 < k)

e J'r — M | mp: S — E | my: J'm — Jr
jkp — p k¢ — o (p) ikp — o

seklinde tanmimlidirlar.

Tanmim 1.2.9. (E,n, M) bir demet ve u = (z*, u*) olmak tizere (U,u) E
tizerinde bir uyarlanmig koordinat sistemi olsun. Bu durumda J*r {izerinde

(U*,u*) indirgenmis koordinat sistemi,

Uk = {]§¢ 1¢(p) € U} ut = (mz"ua, U;y UD;y ey Uy)

seklinde tanimh olup, burada z*(ji¢) = z*(p), u®(ji¢) = u*(¢(p)); ve

-I%Tmn (m+1)...(k+m—1) adet yeni ug, : U* — R fonksiyonlar,

ol o*¢”
U029 = G a0 \

olarak belirlidir ve tirevsel koordinatlar olarak adlandirilr (Saunders, 1989).

Teorem 1.2.4. F iizerinde (U, u) haritalarimin bir atlas: verildiginde,
buna kargihk (U*, v*) haritalarimin bir kolleksiyonu da J*7 {izerinde bir sonlu
boyutlu C*— atlasdir (Saunders, 1989).

Teorem 1.2.5. (E,n, M) bir demet ise (J*m,m, M) de bir demettir
(Saunders, 1989).

Yukandaki verilen tanim ve teoremler dikkate alinarak, simdi genigletilmig
jet demet dizisi olugturulacak ve bu dizi izerinde koordinatlar tanimlanacak-
tir. (E,w, M) herhangi bir demet, £ ve M manifoldlarimin Tamm 1.1.9 ve

Tanm 1.1.10 un sartlarim saglayan genigletilmis kanonik manifold dizileri
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sirasiyla;

E="E—1E2F— ..
%p 1p 2p

ve

M=°]VI&B——111/1<1—2M<2—...

olsun. Bu durumda, E :* E —* M donuiglimleri érten submersionlar,
7t = (CE, ;! M) demetler ve (*p,' 7) demet morfizmleri olmak iizere,
D(pim) = R(*'p,*' m) olup

wto— 7t —
Coim) | (Fipitin)

7rz+2

demet dizileri birer kisa tam dizi olusturur. Bu durumda agagida verilen

(1.2.1) dizisi 7 demetinin bir tam dizisidir.

T=7" e— 7t — 7% — .. (1.2.1)
(p07)  (plm)  (3p?m)
Tanim 1.2.10. 7 = (E,w, M) herhangi bir demet ve 7 nin m € N uzun-
luklu dizisi (1.2.1) deki gibi verilsin. Herbir k tamsayis: igin 7% = (*E, ¥ F M)
demetinin tanjant demeti 7% = (T(*E), #*, T(*M)),

*T,: T(*E) —*E ke : T(EM) —F M

kanonik projeksiyonlar ve (¥T},,* Ty), (*T,,* Ty) : Tn* — n* demet projek-
siyonu olmak tizere eZer,

i) 1 < k £m tamsayilan igin,

(**pFtm)
7I'k —_ 7I.k—l
kk-—-lI l T (k—lTp’k—-l T7r)
Tk-1 — Tkt
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diagrami degismeli olacak bicimde, ¥~1J : 7% —s T'7*~! imbedding déniistim-
leri meveut ve (F71p,~ 1) demet morfizmleri imbeddingdir,

ii) Herbir 1 < k& < m tamsayis: icin,

(ot m),
Tr* — Tkt
CT,*Th) | 1 kk—1]
ﬂ'k —_— 'ﬂ'k
id

diyagram T'7* tanjant demeti tizerinde tamamen degigmeli ise 0 zaman (1.2.1)
dizisine w demetinin m-uzunluklu genisletilmis dizisi ve m* demetine de 7 nin

k. genigletilmis demeti denir (Civelek, 1993).

(*E) ve (M) manifold dizilerinde °F = E ve °M = M ahnmakla 7% = 7
demetinin kanonik genigletilmis demet dizisi ve kanonik genigletilmis demet-
leri elde edilir.

Ornek 1.2.1. M nin (*M) ve E nin (*E) digzisi verilsin.

0

i
M=TM — M=M
o1 l 7 0T, =mum
TOM)=TM — T(M)=TM
id
%
E=TE — O%E=E
o1 ! T OTp = PmMm

TCE)=TE — T(CE)=TE
id
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diyagramlar degismeli olacak sekilde; 07 bir 6zdeslik doniigiimii olarak alimrsa,
0] doniistimii aym zamanda bir imbeddingdir.
Simdi, 7 = (E, 7, M) ve w nin (*r) dizisini alahm. Aym zamanda 7 nin

tanjant demeti (T'E,m,, T M) olsun.

(°p.°m)
7l =, — =
10] 1 (°T,° Ty
T =m — T(x°%=m
id

diyagrami degismeli olacak gekilde; 1 : 7' = m, — T(n°) = . geklinde
tamiml bir 6zdeslik doniigtimii olarak alnirsa, 107 déntistimil aym zamanda

bir imbedding olur. Burada,
o7, . TCE) —E , °Tx : TCM) — M
kanonik projeksiyonlar ve (°T},° T%) ise bir demet ‘projeksiyonudur.
(0p70,n.) — (OTp,OTw) o id o IOI — (OTP,OT")

yazlabilir. 7! = 7, = T oldugundan T(n') = TT7 = T'm, dir.
(\T,,} Ty) : TTw — T = 7, projeksiyonu ise (Tr,, Tr,) dogal
projeksiyonudur. Boylece

(‘p,tm)
T(a')=Tm — Tr=m,
217 l 1 (T, 1 Ts)
7l =T, — Tm=m,
id

diyagram: da degismeli olup (1p,' 7) = (*T,,} Trr) o id o ?'I yazlabilir. Buna
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gore

O — )= (r — =)

(®p,07) (p, )

1-uzunluklu demet dizisi 7 demetinin birinci genigletilmis demet dizisidir.

(7

(1.2.1) genigletilmig dizisi yardimyla genigletilmig jet demet dizisi olustu-
rulabilir:

Tamm 1.2.11. Vi € Z+U{0}, n' = (°E, x', M) demetler ve 7’ demetleri
tizerinde k. jet manifoldlar J*n* olmak tizere;

0 1 2 k-1
Jor = Jhp0 A gept B gkp2 TR TR gkok
0 1 2 k
iy I 7 1 1y
0 oL 1 g 9 2, k-lp
M — M — Me— .. — *Me— ..
dizisi kisaca,
T e— Jort e— JEr? e— L JFrR e— L. (1.2.2)

seklinde gosterilirse, bu diziye genisletilmis jet demet dizisi denir.

Ayrica m-uzunluklu genigletilmis 7 dizisi iizerinde k. jet manifoldlar
tanimlanarak elde edilen J*(n?) dizisi ile J* (7°) demetinin m-uzunluklu genig-

letilmis jet dizisi olan (J*n°)¢ dizisi aymdur, yani
Jk('n'i) — (Jkﬂ_O)z'

dir. Bu ¢alismada, parantez kullamlmadan bu dizi sadece J*n* olarak géste-

rilecek ve m. genigletilmigi J*7™ manifoldu olarak tanimlanacaktir.

Genigletilmis demetler ve genigletilmis jet demetler iizerinde uyarlannug
koordinatlar Tablo 2.1 de verilmigtir.
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Genigletilmis Demetler Genigletilmis Demetler lizerinde koordinatlar

= (2%, ub*) (1<i<m, 1<a<n)
JEn0 (2%, u0e, 10 (r=1,2,...,k)

mt=Tx (z%, w02, 2t yl®)

ch,n.l (sz U O xlz ula ug?,'u}»?

71‘2 (:L.Oz an xlz u ,$2z U )

ch,n.2 (sz’ an, T z, u .'1321 U ugzq’ urz , 2a)

Tm (:EOz', an’ iL‘li, ula) ey xmi, uma)

JEgm (2%, 40, gl e, .. 2™ ume 40 yle | yme

Tablo 2.1. Genigletilmis jet demetlerde uyarlanmig koordinatlar

1.3 Genisletilmis Jet Demetlerine Yiiksek Mer-
tebeden Lift’ler

Bu béliimde, herhangi bir (E, 7, M) demeti iizerinde olan diferensiyel
elemanlarim, 7 nin genigletilmis demetleri iizerine yiiksek mertebeden liftleri
(Civelek, 1993) esas alinarak; 7 demetinin jet manifoldlar: tizerindeki diferen-
siyel elemanlarin genisletilmis jet demetleri tizerine yiiksek mertebeden lift’leri
elde edilmigtir.

Bu bsliimde 7, dontigtimleri (1 <i<m—1), Tyap @ Jeaitl — Jhgt

olarak tammh dogal projeksiyonlar: gstermektedir.

Tamm 1.3.1. Herhangi bir (E, 7, M) demetinin k. jet manifoldu J*r ol-
mak tizere, J*7 tizerinde tanimh bir C*— fonksiyon f olsun. Birinci kanonik
genisletilmig jet demeti J*7! oldugundan bu durumda,

fv=f°TJkﬂ
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egitligi ile tammh f? € C*(J*x!,R) fonksiyonuna, f nin J*n! jet demetine
birinci mertebeden disey lifti denir.

Tamm 1.3.2. J*7 jet demetinin birinci ve ikinci genisletilmis jet demet-
leri J*m! ve JEx?, Jkm lizerinde tammh bir f fonksiyonunun J*z! e digey

lifti f* € C*°(J*n!,R) olsun. Buna gore,

[ =foTmm
esitligi ile tanml f** € C*°(J*7% R) fonksiyonuna, f nin J*z? ye ikinci
mertebeden digey lifti denir. f** kisaca f” ile gosterilcektir.

Tanum 1.3.3. J*7 jet demetinin (m—1). ve m. mertebeden genisletilmig
jet demetleri J¥a™1 ve J¥n™, J*1 tizerinde tanimh bir f fonksiyonun J*¥7™~1

e diigey lifti f" € C®°(J*7™ 1, R) olsun.
F7 = ot pegman
veya
fvm = f OT kg OT ghgl O oo OT Jhpgm—1

esitligi ile tamiml /2™ € C°(J*7™, R) fonksiyonuna, f nin J*7™ ye m. mer-
tebeden diigey lifti denir.

Tanmm 1.3.4. J*7 jet demeti tizerinde tammli bir fonksiyon f ve J*m nin
uyarlanmg koordinatlan (z%, 4%, 4%¢) (r = 1,2,...k) olsun. Bu durumda,

g Co(FmR) — X ()
f —  df

olup

df—— 8fd +6fd0a+z fdﬂoz

O ou Oa

esitligi ile tanimli 1-forma, f nin diferensiyeli denir.
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Burada,
un: x*(J*¥r) — C=°(J*r',R)
lineer dontigtimi, 2, (dz®) = 2%, 4 (du®) = u!®, 1y (dul®) = 437 (r=1,2,..,k)

seklinde tanimlanirsa agagidaki tanim verilebilir.

Tamm 1.3.5. J*r iizerinde tammh bir f fonksiyonunun diferensiyeli df

rentar= o (B4) o () + S0 (25)

esitligi ile tanmmh f¢ € C®(J*n!,R) fonksiyonuna, f nin J*7' e birinci mer-

olsun.

tebeden tam lift’ i denir.

Tanim 1.3.6. J*7! demeti {izerinde tammbli bir fonksiyon f¢ olsun.

d: C®(Jkxl,R) — x*(J*n!)
fC —_ dfC

olup

dfc'—:Z(gf;d sz_l_aa-]:ad sa_l_zasa sa)

$=0

egitligi ile tamml 1-forma f° nin diferensiyels denir.
Burada,
1w x(Jr) — C®(J*14R)
lineer doniistimtl; 2(dz™) = 7Y, 1 (du®®) = u*+1e, 19 (dusd) = u3f ',

0<s<1, (r=1,2,..,k) seklinde tammlamrsa agagidaki tamm verilebilir.

Tanim 1.3.7. J*7! demeti tizerinde tamml bir f¢ fonksiyonunun dife-

rensiyeli df° olsun.

1 e\ ¥ c v
fcc =1 (dfc) — Z <ms+1i (%) + us+1a (%) + Z s+la (6usa) )

s=0 r=1
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esitligi ile tammh f* € C*°(J*n2,R) fonksiyonuna f nin J*z2 ye ikinci mer-
tebeden tam lift’i denir. f° kisaca f< ile gosterilir.

Benzer diistinceyle, fonksiyonlarin J*r nin J*7™ genisletilmis jet demeti
lizerine m. mertebeden tam lift’i agagidaki gibi genellestirilir.

Tamim 1.3.8. J*7™~! demeti {izerinde tammh bir f¢"" fonksiyonunun
diferensiyeli df<"~" olsun.

d: C®°(Jtzm™ 1 R) — x* (JFnm-1)

fcm—l N dfcm—l
olmak tizere,
m—1 m-—1 m—l m—1
¢l 6f ¢ sz af sa c
df - ; ( 6$8i d 6 so d + Z a sa )

esitligi ile tanimh 1-forma """ nin diferensiyeli denir.

Burada,

i X(JE™Y) — C®(JEr™,R)

lineer dontigtimi, tn,(dz®) = 2%, 4, (du®®) = w*+1®, 4, (dus®) = usf'e,
0<s<m-1, ‘(r =1,2,...,k) geklinde tammlanirsa agagidaki tamm ve-
rilebilir.

Tamm 1.8.9. J*7™~! demeti tizerinde tamml bir f¢* fonksiyonunun
diferensiyeli df¢"™" olsun.

fcm = zm(df‘sm—l)

m—1 m~1Y\ ¥ m—1\ v k m-1\ v
(a5° afe afe
— s+le | 74 stla | 24 s-j—la he A
= ;:0 (:r ( 570 ) +u ( S ) + ,»E=1 U,; ( oue ) )

esitligi ile tamml f<" € C*°(Jkn™, R) fonksiyonuna f nin J*7™ ye m. mer-

tebeden tam lift’i denir.
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Ozellik 1.3.1. Vf,g € C®(J*r,R) fonksiyonlar icin,

i) (f+g)‘vm — fvm +gvm

i) (fg)" = fg"

i) (f+g) = [ +g"

iV) (fg)cm — Z (72) fcm—nv"gcnvm—n

n=0

g (2N aT (ofNT_arm (o \T_ o
Dz Ox%’ \ Qudx oute’ \oulr )  dul

Vi) —6i " = afcm = 6fvm af " = 6fcm = 6fvm
Oz Ozxmé  9z0° \ Jude Qume  Gyle’

( of )””‘ afe™ o

0o = me Oc
Ou,% ou? ou

Vii) _61__ cm—sy® _ afcs gf_c:_ [oidlamtd Vg 4 afcs _Qf_ em—5ys _ afcs
Ozl Oz’ \ Qus> duse’ \ Oule Ousy

vzellikleri vardar,

Tanimm 1.3.10. J*7 demeti tizerinde tammli bir jet vektsr alani,

k
X=X°ii+X0a 9 x0 9 1.3.1
Oz Buoa T 2; ™ Oulde (1:3.1)

olsun. O zaman
Xv: C°(J*t,R) — C®(J*n!,R)

X (f) = (X[)", Vf € C°(J*n,R) esitligi ile tammh X°, J*x! tizerinde
tammli bir vektor alani olup, bu X? vektor alanina, X in J*n! e diisey lift’i

denir.
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Teorem 1.3.1. X € x(J*r) jet vektor alanmimn bilegensel yapist (1.3.1)
ile verilsin. X in J*7! genigletilmig jet demetine dﬁgey lift’i

Oiyv__ ¥ Oa Oa v
= (X7) B Frci +(X au,l,f‘

dir.

0 0 0
Ox%’ dube’ Julde

9\ _ 8 (8\ 98 o\ o
9% ) — 0zt \dude) — oule’ \oule)  Oul

0 0 0
Oz’ Jus®’ Quss

Sonug 1.3.1. Sp{ } = x(J*7) olmak iizere,

olup, Sp{ :0<s<1, 1§r§k}=x(J’“7r1) dir.

Tanim 1.3.11. J*7 demeti tizerinde tammli X jet vektor alammn J*r?
demeti izerine diigey lift’i X** ve bir f fonksiyonunun J*z? ye tam lift’i f*

olmak tizere,
X CX(JR) — C®(J*n%R)
X% (f) = (Xf)™, Vf € C®(J*m,R) esitligi ile tammli X**, J*n? tizerinde

tanmml bir vektsr alam olup, bu X vektor alamna, X in JEn? ye ikinci

mertebeden diisey lift’i denir. X kisaca X v* ile gosterilir.

Teorem 1.3.2. X € x(J*n) jet vektor alammin bilegensel yapist (1.3.1)
ile verilsin. X in J*7? demetine ikinci mertebeden dﬁ§ey lift’i

0

va _ ( Xﬂz)vv 6 5

( XOa

a..20
r=1 6’&”

dir.

8 o8 o
Oz%’ Jude’ 9yl

——6— v _ _—a— a K%Y _ 6 a vy _ a
Br% ] T 9z%’ \@ule)  ou’ \ouly)  Ou

Sonug 1.3.2. Sp{ 1<r< k} = x(J*r) olmak tizere,
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o a4 0
Oz’ Quse’ Qusy

olup, Sp{ 0<5<2,1<r< k} = x(J*#?) dir.

Benzer diigiinceyle, vektor alanlarmin diisey lift’i ile ilgili yukaridaki tanim-
lar agaghidaki gibi genellegtirilir.

Tanim 1.3.12. J*r demeti {izerinde tammh bir X jet vektor alanimn
JEr™ demeti tizerine diisey lift'i X*™ ve bir f fonksiyonunun J*7™ e tam
lift'i f<" olmak tizere,

X" C®(Jkr™R) — C=(Jkr™ R)

XU (f7) = (XF), Vf € C°(J*, R) esitligi ile tammh X*", Jer™
tizerinde taniml bir vektor alami olup, bu X*™ vektor alanina, X in J*7™ ye

m. mertebeden digey lift’i denir.

Teorem 1.3.3. X € x(J*n) jet vektor alaniun bilegensel yapis: (1.3.1)

ile verilsin. X in J*7™ demetine m. mertebeden diisey lift’i

X"’"=(X°")""‘————6 AP 9 +§:(X09)v’"_6
Quma LT Qu®

dir.

g 0 0

A\"_ 8 o \"_ 98 2 \"_ @
Oz% )  Ozmi’ \Qud*)  Qume’ \ uly oy

oL S”{aisv Gy 059 Sm, 157 k} = x(J*7™) dir

1<r< k} = yx(J*r) olmak

lizere,

Tamm 1.3.13. J*7 demeti iizerinde tammh bir jet vektér alam X olsun.

O zaman;

Xe: C®(J* L, R) — C=(J*7',R)
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Xe(f°) = (Xf)°, Vf € C®(J*rmR) egitligi ile tammh X°, J*z! tizerinde
tanuml bir vektor alam olup, bu X°¢ vektér alamna, X in J*7! e tam Lift'i

denir.

Teorem 1.3.4. X € x(J*r) jet vektor alanmin bilegensel yapist (1.3.1)

ile verilsin. X in J*7! e tam lift’i

c i \v 6 o\ Y a : a\v a i\e
Xe = (on)a—a-l—(XO) W"";(Xfi 6°°‘+(X0)61*
0
(XOa) o 1a+Z(X0a Ca 11‘?

r=1

dir.

Sonug 1.3.4. Sp{aim, 8500" 8309‘ 1< r<L k} = x(J*7) olmak

lizere ,
0\ _ 8. (8\ _ 0 o\ _ 0
Oz% ) ~ 0z%’ \fud>)  Gud>’ \oul*)  oul
0 0 J — o TRy
olup, Sp{axm., o Fuzs 0<s<1,1<r< k} = x(J*=') dir.

Tamim 1.3.14. J*7 demeti fizerinde tamml jet vektor alam X olsun.
X C®°(Jka?,R) — C*®(Jkn% R)

X (f) = (X )%, Vf € C®(J*n,R) esitligi ile tanimli X, J*7? {izerinde
tamml bir vektor alam olup, bu X* vektor alamna, X in J*n? ye ikinci

mertebeden tam lift’i denir. X kisaca X ¢ ile gosterilir.

Teorem 1.3.5. X € x(J*r) jet vektor alammnin bilegensel yapis1 (1.3.1)

ile verilsin. X in J*7? demetine ikinci mertebeden tam lift’i
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k

(VAL Oa Oc\ov__~7
X (X ) a Oz ( ) 6 o, 0c +; X auﬂa
cv 9 o 0 o\ cu 0
+2(X%) +2(X° )® e +2;(X° o 1a+
§ &
Oiyee ™ OayCC Ooyee__~
(X ) a 21 + (X ) 6 20 + ;(sz ) auza

dir.

:1<r< k} = x(J*n) olmak tizere,

Ox%%’ 6u0a Buo" )

Sonug 1.3.2. Sp{
DN _ 9 (BN _ 8 (o NTTY_ 8
Ox% T 9z’ \ Gyde T gu2e’ Oul T Ou

0 0 0

Ohlp, Sp {axsz? ausa’ 8usa : 0 S $ S 2’ 1 S r S k} = X(Jkﬂ-z) dir.
Benzer diigiinceyle, veﬁttir alanlarmin tam lift’i ile ilgili yukaridaki tanim-

cm—2v2

lar agagidaki gibi genellestirilir.

Tamm 1.3.15. J*7 demeti tizerinde tamml jet vektor alam X olsun. O
zaman;
X C®°(JFa™R) — C®(Jkn™ R)
X () = (X£)T",Vf € C(J*,R) esitligi ile tanumh X<, J52™ demeti
lizerinde tanimh bir vektor alam olup, bu X" vektor alanina, X in Jéx™ ye

m.mertebeden tam lift’i denir.

Teorem 1.3.6. X € x(J"’ﬁ) jet vektor alamnin bﬂe§ensel yapist (1.3.1)

ile verilsin. X in J*7™ ye tam lift’i,

on m m i\ p™—S 6 m o ym—8es a k m o ym—scs 6
X =Z{(s)(Xm) C38:1:“'-’—(3) (XO) 6u8a+z(s)(xg) W}

s=0 r=1 T
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dir.

a a9 0
9%’ fube’ Judx

/ a cm—svs 3 6 6 cm—‘avs B 6 a 'cm—‘svs 3 6
Ox0  9zei’ \ Qude © Ouse’ \ ule T ou

8 & 0
Bz D’ Buze

Sonug 1.3.6. Sp{ :1<r< k} = x(J*7™) olmak tizere,

olup, Sp{ :0<s<m, 1§r§k}=x(J’°7rm) dir.

Ozellik 1.3.2. VX,Y € x(J*n) jet vektor alanlan, V§ € C(J*r,R)

fonksiyonu igin,
i) (-X + Y)vm = X" + Yy
ii) (-X + Y)cm = Xcm + Y‘c’"‘
iii) (fX)’Um — f—va,Um
v) (P07 = X ()X
A 8=0
v) (X = Y )X 0<n,s<m (nts=m)
h=0

egitlikleri vardir.
Tanim 1.3.16. J*7 demeti lizerinde tanimh bir jet 1-form,

k
w = wedz® + weadu® + ngf,dugf‘ (1.3.2)

r=1
olsun. O zaman,
w': x(JErY) — C°(JFrl,R)

W (X = (wX)®, VX € x(J*n) esitligi ile tammli w?, J*7! demeti tizerinde
taniml bir 1-form olup, bu w? 1-formuna, w nin J*z! genisletilmis jet deme-

tine birinci mertebeden diigey lift’i denir.
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Teorem 1.3.7. w € x*(J*r) jet 1-formunun bilegensel yapisi (1.3.2) ile

verilsin. wmn J*7! genisletilmis jet demetine birinci mertebeden diigey lift’i,

k
w? = (wei)’ dz% + (woa)’ du’™ + Z (wg:;)” dul®

r=1

dir.

Sonug 1.3.7. Sp{dz®,du®,du® : 1 <r <k} = x*(J*n) olmak tizere,
(dz%) = dz%, (du®)’ = du®, (dupy)® = dupd
olup, Sp {dz*t, du®, dusy : 0< s <1, 1 <r <k} = x*(J*n') dir.

Tamm 1.8.17. J*7 demeti tizerinde tammh bir jet 1-form w olsun. O

zaman;

w?: x(JEr?) — C®(J*7%R)
W (X)) = (wX)™, VX € x(Jr) esitligi ile tammh o™, J*7? demeti
tizerinde tamml bir 1-form olup, bu w® l-formuna w mn J*#? ye ikinci

mertebeden diisey lift'i denir. w®" kisaca W ile gosterilir.

Teorem 1.3.8. w € x*(J*n) jet 1-formunun bilesensel yapis1 (1.3.2) ile

verilsin. w nn J*7? demetine ikinci mertebeden diigey lift’i

k
W = (W)™ dz® + (woa)™ du™ + Z (W)™ dupy

r=1

dir.
Sonug 1.3.8. Sp {dz%, du®*,dulf : 1 < r < k} = x*(J*n) olmak tizere,
(dz%)” = dz%, (du®)" = du®, (duX)” = duX

olup, Sp {dz®, dus®,dus® : 0 < s <2, 1 <r <k} = x*(J*n?) dir
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Benzer diisiince ile, 1-formlarin diisey lift’i ile ilgili yukarida verilen tanim-
lar agagdaki gibi genellestirilebilir.

Tanim 1.3.18. J*7 demeti tizerinde tamml jet 1-form w olsun. O zaman;
w™ o x(Jkr™) — C®(JFr™,R)

W (XY = (wX), VX € x(J*n) esitligi ile tammb w®", JEr™ tizerinde
tammh bir 1-form olup, bu w*” 1-formuna, w nin J*7™ ye m. mertebeden

disey lift’ denir.

Teorem 1.3.9. w € x*(J*7) jet 1-formunun bilesensel yapis1 (1.3.2) ile

verilsin. w min J*7™ genisletilmis jet demetine m. mertebeden diisey lift’i

k
W = ()" A + (ga)”” 3 ()

r=1

dir.
Sonug 1.3.9. Sp{dz%,du’*,du®®:1<r <k} = x*(J’“vr) olmak {izere,
(dz%)*" = dz%, (duoa)vm = du®, (du2®)"" = du®
olup, Sp{dz®,du®* dusy: 0<s<m, 1 <r<k}=x*"(Jkv™) dir.
Tanim 1.3.19. J*7 demeti tizerinde tanimh bir jet 1-form, w olsun.
we: x(J*rl) — C=(J*nl,R)

w® (X°) = (wX)®, VX € x(J*7) esitligi ile tamml w®, J*7' demeti tizerinde
tanimli bir 1-form olup, bu w® 1-formuna, w mn J*7' e birinci mertebeden

tam lift’i denir.
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Teorem 1.3.10. w € x*(J*r) jet 1-formunun bilegensel yapis: (1.3.2) ile

verilsin. w nin J*7! genigletilmis jet demetine tam lift’i

k
W = (wo)dz® + (woa)® du®* + Z(wg’;)cduﬂ;?‘ + (we;)° dz™

r=1

k
+ (woa)” dut® + D (wih) dule

r=1

dir.
Sonug 1.3.10. Sp {dz%, du®*,dub® : 1 < r < k} = x*(J*n) olmak tizere,
(dz%)° = dz", (du®)® = du'®, (duly)® = duy
olup, Sp {dz®, du*®,dus? : 0<s< 1, 1 <r <k}=x*(J*"') dir.
Tanim 1.3.20. J*7r demeti tizerinde tamml bir jet 1-form w olsun.
we: x(J*r?) — C°(J*7% R)

W (X)) = (wX)®, VX € x(Jn) esitligi ile tammh w®, J*7r? tizerinde
tamuml bir 1-form olup, bu w® 1-formuna w nin J*7? ye ikinci mertebeden

tam lift’1 denir. w®™ kisaca w® ile gosterilir.

Teorem 1.3.11. w € x*(J*r) jet 1-formunun bilegensel yapis1 (1.3.2) ile
verilsin. w nin J*7? demetine tam lift’i
k
w” = (wos)® dz® + (woa)® dul® + Z(wgi,)"cdu&‘-"
' r=1 -

k
+2 (woi)™ dz" + 2 (woa)” dul® +2 Z(w&)“"du},;?‘
r=]1
+ (woi)®” dz? + (woa)®” du2® + (w0 dus

dir.
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Sonug 1.3.11. Sp {dz%, du®®,du’® : 1 < r < k} = x*(J*7) olmak lizere,

v2—8c 2—5 .8
= du®®, (du®®)" ¢ = due

T

(dei)'vz“’c’ — d.’L'Si, (duOQ)

olup, Sp {dz, du®*,duss : 0 <5< 2, 1 <r <k} = x*(JFn?) dir.

Benzer diigiinceyle, 1 -formlarm tam lift’i ile ilgili yukarida verilen tanim-
lar agagidaki gibi genellegtirilir.

Tamm 1.3.21. J*7 demeti tizerinde tamml bir jet 1-form w olsun.

W x(JF™) — C®(Jkr™, R)

W (X)) = (WX), VX € x(J*n) esitligi ile tanml w™, J*7™ tizerinde
tanimh bir 1-form olup, bu w®" 1-formuna, w nm J*7™ ye m. mertebeden

‘tam lift’i denir.

Teorem 1.3.12. w € x*(J*x) jet 1-formunun bilegensel yapis: (1.3.2) ile

verilsin. w nin J*7™ genigletilmis jet demetine m. mertebeden tam lift’i

m—scs cm—-s,vs

=30 (3) o™ () () ()™ ()

8

() @R (@)

dir.

Sonug 1.3.12. Sp {dz%, du®,dul : 1 < r <k} = x*(J*r) olmak

iizere,
i

'(da;Oi)vm“"é" — d.’BSi, (d,UIOa)”m-sca = dusa’ (dugz{x)vm"’c’ = du®

olup,
Sp{dz*, du®®, dusf : 0< s <m,1<r <k} =x*(J™)

dir.
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Ozellik 1.3.3. Vw, X € x*(J*7) ve Vf € C®(J*r,R) fonksiyonlar icin,

) WA = AT
i) (W+AT = w7

i) (fo)" = e
k
iv) (fw)cm — Z (7:‘) fvm—scswcm—s,vs
sio
V) (fw)c‘nvs — Z (Z)f,un—hchwcn—hvh-l-s, O S n,s S m (n +5= m)
h=0
esitlikleri vardir.

1.4 Euler-Lagrange ve Hamilton Denklemleri

Bu boliimde, ilerideki béliimlerde galigilacak olan ve klasik mekanikte
onemli bir yer tutan Lagrange ve Hamilton formiilleri ile ilgili gerekli geometrik

yapilar verilecektir.

Tanim 1.4.1. 2m boyutlu bir manifold M ve M nin tanjant demeti TM
olsun. TM iizerinde J? = 0 esitligini saglayan ve rankJ = m ile verilen
TM tizerinde (1,1) tipinden J tensér alamna yaklagik tanjant yapr denir. M
manifoldu {izerinde lokal koordinatlar (¢*), 1 < i < m ve TM iizerinde lokal
koordinatlar (gf,v*) olmak {izere TM {izerinde J yaklagik tanjant yapisi,

0 0 0
(o) = 7 () -0
olarak tammlanir (De Leon, Rodrigues, 1989).

Yaklagik tanjant yap: su sekilde de verilebilir:
E, (k+1).m boyutlu manifold ve J : TE — TE bir endomorfizm olsun.

JEl =0 ve rankJ = km



33

ise J ye E tizerinde (k.mertebeden) yaklagik tanjant yap: ve (E, J) ikilisine de
yaklasik tanjant manifold denir (De Leon, Rodrigues, 1986).

Tamim 1.4.2. m boyutlu bir manifold M ve M nin tanjant demeti TM
olsun. TM {izerindeki bir vektdr alanina M iizerinde Semispray (ikinci mer-
tebeden diferensiyel denklem) denir (De Leon, Rodrigues, 1989).

Bir semispray aym zamanda TM tanjant demetinin bir kesitidir. £ vektor

alan1 M tizerinde bir semispray olsun. Bu durumda ¢ lokal olarak,

00 .0
6—1)5;1—2.4'5801:

£ = fi (¢*, vi)=i)i, vt = (f ile verilir.

Tamim 1.4.3. M manifoldu iizerinde £ bir semispray olmak iizere, bu
manifold tizerinde verilen bir ¢ efrisi efer £ nin integral efrisi oluyorsa; bu
egriye £ nin bir ¢oziimii (path veya solution) denir (De Leon, Rodrigues,
1989).

Tanmm 1.4.4. J, m boyutlu M manifoldunun tanjant demeti tizerinde
bir yaklagik tanjant yap1 olsun. Bu durumda TM tizerinde lokal koordinatlar
(¢8,v), 1 <i<mve

vektor alamn M {izerinde semispray olmak tizere

; 0

ile.verilen V vektor alanina Liouville vektor alam denir (De Leon, Rodrigues,

1989).

Teorem 1.4.1. TM tizerinde tammh ¢ vektor alanmin bir semispray
olmas icin gerek ve yeter sart J¢ = V olmasidir (De Leon, Rodrigues,
1989).



34

Tanim 1.4.5. M, m boyutlu bir manifold ve T M tanjant demeti olsun.
L : TM — R bir C*°—fonksiyon olmak tizere, T'M tizerindeki ¢; = —dd;L ile
tanimh kapali 2-formu icin £y = VL — L esitligine L ile birlegen eneryi fonksz‘—
yonu ve L ye de TM tanjant demeti {izerindeki Lagrange fonksiyonu denir.
T M ise M konfiglirasyon manifoldunun hiz uzay1 olarak adlandirilir.(De Leon,
Rodrigues, 1989).

Simdi J nin adjoint operatorti J* 1 gozoniine alalm. 7'M iizerindeki
p-formlarin cilimlesi AP(TM) ve TM iizerindeki vektor alanlarmm ctimlesi
x(TM) olsun. Bu durumda J*,

J(f)=f, FeC*(TM)
(J'w) (X1, .oy Xp) =w(J X1,y oy IXp), X1, 1y, Xp € X(TM), w € NP(TM)
olarak tamimlamr. J* lokal olarak, |
J*dg') =0, J*(dv')=dg’
geklinde karakterize edilir.

Tamm 1.4.6. M manifoldunun tanjant demeti TM tizerindeki p formlarmn
ciimlesi sirasiyla AP(T'M) ve vektor alanlarimin cltimlesi x(7M) olsun.

iyf=0, feC™(TM)

P
i f (X1 on Xp) = 3 w( X1, 0 IXiy ooy Xp)y w € AP(TM), Xy,..., X, € x(TM)
i=1

olarak tamml 4 fonksiyonuna diigey tiirev denir (De Leon, Rodrigues, 1989).

Aynr zamanda,
iy (df) = J*(df), f € C=(TM)

olup
is(dg") = 0,i;(dv*) = d¢*
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dir.
Tamm 1.4.7. w € APM,
w= Z Wiy iy dr* A ... Adz®
i1{...{p
ise w p—formunun diferensiyeli
dw= Y dwi i, Nz A...Adz"
i1 (... (i '

seklinde tammli bir p + 1~formdur. dw € APY1M icin z € M de,

dw(z) = (dwi,.5, @) Adz™ (@) A ... Ada'*(z)

i1(...{ip

geklinde deger alir (Kobayashi, Nomizu, 1963).

Tamim 1.4.8. M manifoldunun tanjant demeti TM {izerindeki p ve
p + 1 formlarin ciimlesi sirasiyla AP (T'M) ve AP* (T'M) olsun.
dj : N\ (TM) — NP (TM), dj = [i;d, d] = i;d — di; ile tanimlanan TM
tizerindeki d; fonksiyonuna digey diferensiyel denir (De Leon, Rodrigues,
1989).

Tanim 1.4.9. VX € x (M) vektor alam ile bir w p-formunun ixw ig
carpimu agafidaki gartlar: saglayan bir (p — 1) - formdur;

1) ixw = 0 ejer p=10
1) ixw = w(X) ejer p=1
1) ixw (Y., Yy) = w(X,\Yi,..., Y ) Yi,..., Y1 € x (M)

bu durumda, ixw € AP~ (M) olur (DeLeon, Rodrigues, 1989).

Tanim 1.4.10. M, m-boyutlu bir manifold ve M nin TM tanjant
demeti {izerinde ¢ bir 2-form olsun. Eger ¢ maksimal ranklh bir kapali 2-form
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ise, (M, ¢) ikilisine simplektik manifold denir. Burada maksimal rankli ¢
2-formuna da simplektik adi verilir (De Leon, Rodrigues, 1989).

Sonug 1.4.1. TM tizerinde ¢, = —dd;L kapali 2-form olmak tizere, eger
¢, simplektik ise, bu durumda L:TM— R Lagrange fonksiyonu regiilerdir
(veya non-dejeneredir) (De Leon, Rodrigues, 1989).

Tamim 1.4.11. (M, ¢) simplektik manifold olmak tizere; L regiiler
Lagrange fonsiyonuna karsilik gelen Ej enerji fonsiyonuna Hamilton enerji
fonksiyonu (veya Hamilton fonksiyonu) denir ve bu fonksiyon H : M — R ile
gosterilir (De Leon, Rodrigues, 1985).

Simdi,
My : X € x(M) — My(X) = ixw € A'(M)

izomorfizimini gézoniine alalim. Burada ¢xw, X vektor alani ve w 2-formunun

i¢ carpimudar.

Tamim 1.4.12. (M, ¢) simplektik manifold, kooordinatlar1 ise (gt, ;)
olsun. M izerinde

- OH\ 0 OH\ 0
=005 @) = (5) 5~ (5 ) o

olarak tammh vektor alanina Hamilton vektér alam denir (De Leon, Ro-

drigues, 1989).

Tanim 1.4.13. T'M tanjant demeti tizerinde ¢, = —dd ;L kapali 2-form,
Ep enerji 'fonksiyOnu, ¢ bir semispray olmak izere; i¢¢; = dE;, denklemine
Lagrange sistemleri i¢in dinamik denklemi denir (De Leon, Rodrigues, 1989).

Tamim 1.4.14. (M, ¢) simplektik manifoldu tizerinde H Hamilton enerji
fonksiyonu, Xy Hamilton vektor alani olmak {izere; ix, ¢ = dH denklemine
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Hamilton sistemleri igin dinamik denklemi yada Hamilton sistemlerinin
simplektik (esas) formu denir (De Leon, Rodrigues, 1989).

Teorem 1.4.2. ic¢; = dE; denklemini saglayan bir tek £ vektor alam
vardir (De Leon, Rodrigues, 1985).

Tanim 1.4.15. L : TM — R Lagrange fonksiyonu olsun. i.¢; = dE},
denklemini saglayan bir tek £ semisprayine L icin Fuler - Lagrange vektdr
alana denir ve &, ile gosterilir. (M, ¢;, EL) tiglistine de Lagrange sistem adi

verilir (De Leon, Rodrigues, 1989).
&, lokal olarak,
(BN, (0
= (57) + ()
¢ = &g, ") olarak ifade edilir.

Tamim 1.4.16. Bir M manifoldunun TM tanjant demeti iizerinde lokal
koordinatlar (¢*,7%) , 1 < i < m olsun. i§L¢L'# dE;, egitliginden,

4 (_‘?.L_,) 0Ly i (1.4.1)

denklemi elde edilir. (1.4.1) ile verilen denkleme Euler - Lagrange denklemi
denir (De Leon, Rodrigues, 1989).

Tanim 1.4.17. M, m-boyutlu bir manifold, M nin kotanjant demeti
T*M vemp : T*M — M kanonik projeksiyon olsun. M nin koordinatlar:
(¢%) ve T*M nin uyarlanmug koordinatlar (¢, p;) olarak verilsin.

A(p)(X) = (Tnu(X),p) X €T,(T"M), peT*M
seklinde tamimh Apy, T*M tizerinde bir (kanonik) 1-form olup

Ay = p;dg’
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ile ifade edilir. Ap; ye Liouwville form denir (De Leon, Rodrigues, 1989).

A, T*M ftizerinde bir Liouville form ise, bu durumda T*M iizerinde
tamml

b = —dAy = dg* Adp;

simplektik formu kanonik simplektik form olarak bilinir.

Tanim 1.4.18. (M, () simplektik manifold ve H : M — R , M iizerinde
tanimh Hamilton fonksiyonu olsun. ix,¢ = dH denklemini saglayan bir tek
Xy vektor alamina, H Hamilton enerji fonksiyonu ile birlegsen Hamilton vektor
alany denir. (M, ¢, Xg) veya (M, ¢, H) tgliistine de Hamilton sistemi ad

verilir.

Tanmim 1.4.19. (M, @) simplektik manifoldu {izerindeki uyarlanmig koor-
dinatlar (¢, p;) olsun. ix, ¢ = dH simplektik formu kullamlarak,

di OH dp_ OH
dt  Op; ' dt  Og¢ (14.2)

denklemleri elde edilir. (1.4.2) ile verilen denklemlere Hamilton denklemleri
denir (De Leon, Rodrigues, 1989).

Simdi, yukarida verilen tanim ve teoremlerin zamana bagl Euler-Lagrange
ve Hamilton sistemlerdeki kargiliklar: agagidaki tamim ve teoremlerle ifade
edilecektir.

Zamana, bagli Lagrange sistemleri olusturmak i¢in jet manifoldlardan yarar-
lamlacaktir. M, m-boyutlu bir manifold ve (E = M x R,p,R) bir trivial
‘demet olsun. M nin koordinatlar1 (¢’), 1 < i < m ve R Oklid uzayinm
koordinat1 (t) olarak verilsin. Onceki béliimde jetler kesitler tizerinde tanim-
lanmusgt1, bu kisimda ise jetler doniigiimler {izerinde verilecektir.

o : R — M dontisiimlerinin 0€ R orjin noktasindaki birinci jetlerin
ctimlesi olan J}(R, M), aymi zamanda M manifoldunun iz uzayidir. O halde,
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JA(R, M) ile TM ozdegtir. J* (R, M) birinci jet manifoldu M nin degisim
uzayidir. J' (R, M) de R x TM ile izomorftur. ¢ : R — M egrisinin t
noktasindaki birinci jetleri jlo ve ¢ min o(t) noktasindaki tanjant vektorii
o(t) olsun.

Jro = (t,6(¢))
doniiglimti ile bu izomorfizm verilir. Boylece, (E, p, R) trivial demet ise
o : R — M doniiglimlerinin ve (E,p,R) demetinin k-jetleri 6zdeglegti-
rilebilir. ¢ egrisinin ¢ noktasinda birinci jetleri jio olmak iizere, birinci jet-
lerin ctimlesi olan birinci jet manifold J* (R, M) ile gosterilir, koordinatlar:
ise (t, ¢, v%), vt = i}idir.

J (R, M) tizerinde zamana baifls Lagrange fonksiyonu
L:J'(R,M) — R geklinde tanimh bir C*°—déniistimiid{ir.

Boylece, J' (R, M) lizerinde (.7)2 = 0 esitligini saglayan ve rankJ = m
ile verilen (1,1) tipinden J tenstr alam zamana bagls yaklagik tanjant yape
olur (De Leon, Rodrigues, 1989).

Ayrica, V bir Liouville vekttr alam olmak {izere,

J=J-VQd
esitligi ile verilen J yaklagik tanjant yapisi,

~( 0 ~( 0 0 ~( 0
(&)= TGw)-m - ()

seklinde tanimlanir.

Zamana bagh durumda; A(J! (R, M)) iizerinde J ile birlegen i 5 ve dj
operatorleri, '

4
i0(X15 0 Xp) = D W( X1y ey Ty o Xp)
i=1

dy = [ij,d] =1i5d — diy
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olarak ifade edilir.
Ayrica, m; : J'(R,M) — R kanonik projeksiyonu 71(jio)=t olarak
tanimlhidir.
- M manifoldu tizerinde bir o : R — M efrisinin birinci jet prolongas-
yonu, (J* (R, M), w1, R) lifli manifoldunun j'o ile gosterilen bir kesitidir. Bu
kesit, )
jlo:t e R— (jlo)(t) = jio € J* (R, M)

olarak tammlamir. Ayrica, jlo, J' (R, M) de bir egridir (De Leon, Rodrigues,
1989).

71 demetinin bir u kesiti, M manifoldu tizerinde bir egrinin kanonik pro-
longasyonu ise, bu durumda 6 = dg* —v'dt, 1 <i<m , 6 € AY(J* (R, M))

olmak tizere p*¢* = 0 dir. Boylece, u holonomik olarak adlandmlir.

Tamm 1.4.20. Integral egrileri holonomik olan J* (R, M) tizerinde

tammbh bir vektdr alamna bir semispray denir (De Leon, Rodrigues, 1989).

Teorem 1.4.3. J! (R, M) tizerinde bir £ vektér alammin semispray olmasi
icin gerek ve yeter gsart JE =V, j{ = 0 olmasidir (De Leon, Rodrigues, 1989).

Bu durumda zamana bagh £ semisprayi lokal olarak,

8 ,0 9
f—‘gi-l'va—qi'l“favi

g =¢i(t,¢',vi), vt =q,1<i<m seklinde ifade edilir.

Tanim 1.4.21. ¢, J' (R, M) tizerinde bir semispray olsun. M de bir
o efrisine, eger kanonik prolangasyonu £ nin bir integral egrisi ise £ nin bir
¢oziimii (veya path’i) denir (De Leon, Rodrigues, 1989).

M tzerinde ki o egrisi (¢*(¢)) olarak tammmlansin. Birinci jetler,

(t, q (), (%) (t)) olmak {lizere, 0 mn & nin bir ¢6zlim{i olmas: icin gerek
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ve yeter sart

(i;q2 =€i(t7qi,(fi_qt)7 1<i<m

ikinci mertebeden diferensiyel denklemini saglamasidir.

Tamm 1.4.22. L : J' (R, M) — R zamana bagh Lagrange fonksiyonu
olsun. J! (R, M) tizerinde,

ap =d~L+ Ldt
1-formuna Poincare - Cartan 1-formu ve
Qp=ddL+dLAdt

2-formuna Poincare - Cartan 2-formu denir (De Leon, Rodrigues, 1989).

Tanim 1.4.23. J! (R, M) jet manifoldu lizerinde,
i, QL =0, g dt=1 (1.4.3)

denklemlerini saglayan bir tek &; vektor alanina zamana bagl
Euler - Lagrange vektor alans ve (J* (R, M), Qy, &;) ticliistine de zamana bagl
Lagrange sistemi denir (De Leon, Rodrigues, 1989).

Teorem 1.4.4. L zamana bagh Lagrange fonksiyonu, £; (1.4.3) ile
verilen bir vektor alani olsun. £, J! (R, M) tizerinde integral egrileri
Euler- Lagrange denklemlerinin ¢ztimleri olan bir semispraydir (De Leon,
Rodrigues, 1989).

Tanim 1.4.24. J! (R, M) jet manifoldu lizerinde &; zamana bagh bir
Euler - Lagrange vektor alam olmak iizere, (1.4.3) egitliklerinden,

d (8L\ oL
= (a—v—) ~5¢ =" (1.4.4)



42

denklemleri elde edilir. (1.4.4) ile verilen denklemlere zamana bagls Euler -
Lagrange denklemleri denir (De Leon, Rodrigues, 1989).

Zamana bagh Hamilton sistemler agagidaki sekilde ifade edilecektir.
(M, ¢) bir simplektik manifold, R Oklid uzay: olmak tizere, R X M carpim
manifoldu tizerinde pps : R X M — M kanonik projeksiyonu

pu(t,z) ==z

olarak tamimlansin. Boéylece, R x M tizerinde bir kapali 2-form
¢ = (pm)"¢

seklinde ifade edilecektir (De Leon, Rodrigues, 1989).

Tanum 1.4.25. (M, ¢) bir simplektik manifold ve R x M {izerinde tanimh
bir Hamilton fonksiyonu H : R x M — M olsun. Bu durumda V¢ € R
icin H; : M — R, Hy(z) = H(t,z) olarak tamimlanan fonksiyona zamana
bagls Hamilton enerji fonksiyonu (veya Hamilton fonksiyonu) denir (De Leon,
Rodrigues, 1989).

Tamim 1.4.26. (M, ¢) bir simplektik manifold ve R x M {izerinde bir
vektor alam X : R x M — TM olsun. Vi € R igin X;: M — T M,
Xi(z) = X(t,z) € T,M, z € M olarak tamimlanan X; vektor alanina za-
mana baifls vektor alans denir (De Leon, Rodrigues, 1989).

Tamim 1.4.27. (M, ¢) bir simplektik manifold olsun. Bu durumda M
tizerinde, ix,, ¢ = dH; denklemini saglayan Xy, vektor alanina zamana bagls
Hamilton vektér alams ve (M, ¢, Xp,) tglistine de zamana bagls Hamilton

sistemi denir (De Leon, Rodrigues, 1989).
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Boylece; Xy, lokal olarak,

Xy = 0 0H:0 0H 0
B = 8" 9p; 0¢ 9 opi

2 0HO 0H O
ot = Op; 8¢ g’ Op;
seklinde ifade edilir.
M manifoldunun koordinatlar: (¢, p;) ve ¢ 2-formu, ¢ = dg A dp; ise ¢’
2-formunun lokal ifadesi de ayni gekilde verilecektir. Yani, ¢’ = dg? A dp; dir.
0:1=(-¢e) - RxM, e > 0igin Xp, vektor alanimin bir integral
egrisi olsun. Boylece,

o(t) = (¢, ¢'(t), pi(t))

ve ayrica o, Xy, nin bir integral egrisi oldugunda

. 0 i

51t) = X, (9(8)) = 5 + Xld'(0), mi)
olur.

Tanimm 1.4.28. Xy, zamana bagh bir Hamilton vekttr alam ve o, Xg,
nin bir integral egrisi olsun. Bu durumda ix, ¢ = dH; simplektik formu
kullanilarak elde edilen

______.,__'=___, , 1<i<m (1.4.5)

denklemlerine, (M, ¢) simpletik manifoldu tizerinde tanimh zamana badl

Hamilton denklemleri denir (De Leon, Rodrigues, 1989).



Bolim 2

GENISLETILMIS JET
DEMETLERIi UZERINDE
EULER - LAGRANGE
DENKLEMLERI

Bu boliimde, 6ncelikle J*7 jet demeti tizerinde Euler - Lagrange denklemi
elde edilmig ve bu denklem lift teori kullanilarak genigletilmis jet demet-
leri tizerine tagmmustir. Daha sonra; benzer bir uygulama ile, genigletilmig
jet demetleri tizerinde zamana bagli olan Euler - Lagrange denklemleri elde

edilmistir.

2.1 J*r Uzerinde Euler-Lagrange Denklemi

Bu kisimda, J*7 jet demeti {izerinde gerekli tanim ve teoremler verilerek

Euler - Lagrange formiilii ve denklemi elde edilecektir.

44
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Tanim 2.1.1.

k € Z igin J*m, w demeti lizerinde, m+n + —1—m (m+1)...(m+k~1)n
boyutlu k. jet manifold olmak tizere,

i) rankJ = %m(m+1)...(m+k'—1)n

i) JH1 =0
sartlarm saglayan (1,1) tipinden J tenstr alanna J*7 {izerinde bir yaklagik
tanjant yapr denir.

Boylece, J*r tizerindeki J tensor alam lokal olarak,

k-1 P
J =) (duly —ul?dz™) @ (2.1.1)
r=0 ou} (7"*'1)z
seklinde verilir. Ayrica, J tenstr alam
0 0
J (?) B ?u(rﬂ)z au('r-l—l)z
J( Oa) = — r=012...,k-1
alg'z 611:(7._{_1)2
REARE
i
seklinde tamimlanir.
JEr k. jet manifoldu tizerinde uyarlanmis koordinatlar (z%, u°*, %) ol-

mak tizere; J€ = 0 ile verilen £ vektor alam bir semispray olup, lokal ifadesi,

6 900 + Zu(r+1)za Oa §m aUOa (212)

r=0
1<i<m,1<a<n, & =¢(2%u0ul®), r=01,...,k olarak tammhdir.
Aynica, L : J¥w.— R fonksiyonu J* tizerinde bir Lagrange fonksiyonu
ve J, J*r manifoldu {izerinde bir yaklagik tanjant yap: olmak {izere,

501 ) = Ul )i o
0z° r=0 Ou ("”+1)"



ifadesi J ( 0

5 Oz) = =V egitligi ile gosterilirse, bu durumda

V= Zu(r+l)z

r=0 ouf (7'+1)7'

vektor alani, J*7 tizerinde Liouville vektor alans olur.
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(2.1.3)

L, Lagrange fonksiyonuna bagli enerji fonksiyonu Ey, = VL — L seklinde

olup,

Ep= Zu(r+1)za - L

r=0 (7'+1)3
ile ifade edilir.

Tanim 2.1.2. J*7, k. jet manifoldu tizerinde,
ap =d;L+ Ldz®
1-formuna Poincare - Cartan I1-formu ve
Qp = dd;L + dL A dz®

2-formuna Poincare - Cartan 2-formu denir.

Poincare - Cartan 1-formu lokal koordinatlarda

ap = dJL-}- Ldz%

oL oL
= Zu(r+1)z d:l:oz +

du®® + L dz%
ouf (r+1)z 6u(r+1)i "

esitligi ile ifade edilir. Boylece Poincare - Cartan 2-formu,

oL
Q= d( mea o dz® + ——— du?f‘)

r=0 6 (7‘+1)1

(———d Oy Za 0a‘d ud + a{);aduk,) A dz%
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k-1

a L 0j 0i 6L 0i Oo
Z;u(r+1)z 2500 Oa .dx T ANdz™ + Zmdﬂ? A du

0%L )
—_ —dul* A dz% — d("-"/\dOz
;'M(r+1)z BT, ud® A dz Z e s T

k—1 k-1

-I-Z &L duoﬂ A duds — Zu L dud® A dz%
Q. 084 0 i r+1)i 5, 0a g, 0a
e aurfau?r 1) e (r+1) dudedu U1y
oL , = 82L oL
—_ O0a A dp0i ul O 4 7~ 105 0i
e +Za P dulf A dull + 2% Ado
oL
d 02 A dz¥ + d o A dz%
+rz=; 8 Ups %
k-1
O?L oL
3 i 0i 05
; (u(r+1)z 61507&& )i 8;1; J) dz™ A dz
— 0x%0u Oﬁ‘H) (”+1)‘6u°°‘8u(r 1) Oude ri
&L .
+) ulf z—a————dmoz A duls
;0 (+1) Ou 0 a (r+1)z
k-1 k-1
2L 08 2L
+y ——————du, A dul¥ + = ul® A dul?
;Buoﬁau(rﬂ)z Zauk?a (r—{-—l)z

(2.1.4)
biciminde elde edilir.
Ayrica; (Q,dz%) de, J*w tizerinde bir yaklagik yap: olup, kosimplektik
yapr olarak bilinir.
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" Tanim 2.1.3. ¢, J*r de bir semispray olmak fizere, eger E de bir o
egrisinin kanonik prolangasyonu £ nin bir integral egrisi ise, bu durumda ¢
nimn prolangasyonuna & nin bir ¢dziémi denir.

Yukandaki tammu gergekleyen E deki bir o egrisi lokal olarak (u%* (t)) ile

verilsin. Boylece ¢ nin k. jeti,
(Joo) (t) = (=% (), u* (1), uf (1), 7 =1,2,...,k
olup; ¢ nin € nin bir ¢ézlimii olmas: i¢in gerek ve yeter gart

a0 dul o o 0a 0
G = dxozi =&% (2% W™ uy), r=1,2,...,k, 1<i<m, 1<a<n,

(k+1). mertebeden diferensiyel denklemi gergeklemesidir.

Q. Poincare - Cartan 2-formu oldugunda, J*7 tizerinde,
ig, L =0, 4, da® =1 (2.1.5)

denklemlerini saglayan bir tek &; vektdr alam vardir. Bu durumda &; bir
semispray olup, ayni zamanda J*7 tizerinde bir Fuler - Lagrange vektor

alanadir.

Eger, ¢, dz” = 1 ise, 0 zaman £, lokal olarak;

. 0
O 103
o= a 0 ZX" o TS e

r=0

seklinde ifade edilebilir. §; aym zamanda i¢, Q0 = 0 esitligini sagladif igin,
(2.1.4) ifadesinden,

i, i = Qp(€L)

; 0
— Oa: 0i
= O (6 oﬂLZXma o+ aug‘;)
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r=0

—_ o Oa 62‘[’ 6L = Oa 62L aL
= Z_; (r+1)s 3.'I,‘Oiau?f_'+1)z- - 9zl - (r+1)z 3:8035” )i - o0

L 8L oL
_ O
ZX (c’)a:‘”au(r 1) + u(”‘l)“ oudedude 6u°a)

r=0 (r+1)

k1 k—1

L : 0L O*L OL

é-Oz r+1)i o dz% + a9.009,0a +u r+1)

poars Uy OuzOul, 1y _ Z—; 0z%0ud?, U Oulpdule, . dude

O’L k=l O’L ! 9L
rxy_ oL X+ s"’z——w-} dule

=0 " Buyoule,, b dulroull, . =0 Oupfou?,

k-1 k-1
b, 6%L ¥ 4
+[ Ui A ag g — XS ———} dule

O T Oa 9, ,0c
r=0 Ouy; 6u(r+1)z r=0 Ou0 Ur+1)i

bulunur ve 4, Q, = 0 oldugundan,

k-1
0°L 0%L OL 0%L
1 X0 | A & — 0¢ S A
) Z ( (6&7026 0::_ 1% +u (r+1)z a,uOczau(r_,_l)z 6u0a) 5 u(r+1)z F) Oaau0a ) 0

r=0 (r+1)i
=\ 9z%oue, ), (""1)‘6 upsOu, 1y, OuFougs,y;,  Oude |
5 (27 s
3) Uy — X, ENCEN 0
=0 ) OuROus 1y,
esitlikleri elde edilir. 3) denklemindenV r =0,1,...,k —1 icin
2L
Waa_— 7 0 oldufundan ugfyy, — X3 = 0 yani X2* = ufe,; olur.

(1'+1)1.
Burada.n
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2L 9L . 9% oL
1 ‘ 0z — —
) Zu(r+1)z (axmau((l;x+1 Uy OuFOu, 1, +e Ouproull yy;  Oude 0

=0

k-1
oL 0%L . 8L oL
2 - O 0i _ -
B> (033"’3”?& o e e, 6%““) ’
geklinde dtizenlenir. 2) denklemindeki ifade kullanilarak 1) denklemi

Uy c0=0

olur. Buradan,

k-1
0L %L o 0°L oL
— =0 (2.1.
2 gt epmanm ¢ pupeum,. ~ awe =0 (219
denklemine ulagilir. Boylece ¢; Euler-Lagrange vektor alani,
i 9 2.1.7
L= 60z+2(1‘+1)26 Oc 5.3152? (2.1.7)

=0
olarak elde edilir.
Eger o, £, nin bir ¢6zlimii ise, bu durumda (2.1.6) denklemi,
k—1

Z PL__ (du PL 1\, (it L\ oL _,
— 0z%9uf? +1)z dz% ) \ QuffOul?, dz% ) \ BuReoue,,), | Oude

bi¢iminde ifade edilir. Bu denkleme J*r {izerinde Euler - Lagrange denklemi

denir.

M de 9 vektor alammn J*7 deki goriintiisii,

Ox 0i
d 8 TR fdude 8 dude\ 8
P ; (dx”i) oude + (d:c‘”) oude

olarak ifade edilir.

dk+1 an du
{02 — = an
d:EOz ktl dmol (1‘7"}"1)z
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oldugundan burada,

d 8 KR, 0 . 0
-d—wa; = W + ZU(T'H)"W +€ 26'11,2? (218)

r=0

olarak alinacaktir. Bundan dolay1 J*7 tizerinde Euler - Lagrange denklems;

d ("‘1 oL )_ oL _
dz0 \ &2 0ull )y, Oude

ya da,

k-1
d oL oL
- = — a5 =0 (2.1.9)

;dmo (0u?r +1)i) Oud
ifadesine sahiptir. Bu caligmada, kisalik icin J*= {izerinde Euler - Lagrange

denklemi (2.1.9) denklemi ile temsil edilecektir.

Sonug 2.1.1. J*7 manifoldu iizerinde verilen bir £ semisprayimn ¢oztim-

leri aym zamanda Fuler - Lagrange denkleminin ¢zlimleridir.

2.2 Euler - Lagrange Denklemlerinin Yiiksek
Mertebeden Diisey Lift’leri

Bu kisunda, J*7, k.jet manifoldu tizerinde elde edilen Euler - Lagrange
denklemlerinin J*7™ m. genigletilmis jet demeti {izerine m. mertebeden
diigey lift’leri elde edilmig olup, bu geometrik formiil ve yapilar biitiin jet
demetleri tizerinde
Euler - Lagrange denklemini tammlamaya imkan saglayacaktir.

JEr™, m. gei;i§letihni§ jet demeti tizerinde taniml lokal koordinatlar

st ,,8a ,.80 — . —
(z%, v ug), s=0,1,...,mr=1,2,..,k

dir. L'™ : J*n™ — R fonksiyonu J*¥7™ iizerinde Lagrange fonksiyonu olsun.
J*m de yaklasik tanjant yapt J nin m. mertebeden diigey lift’i J*7™ tizerinde

(1,1) tipinde bir tenstr alam olup J¥" ile gésterilir.
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0
J = Z (durs u('r+1)z =) ® S0
r=0 Ulrt2)i
ise
k—1 o P L
" = z duoa u® dx% ® ( )
('r+1 i
. ( )i ) 3u(r )i
k—l( - ™ o v
= 3 (@)™ - (ufeyy)” (@)’ ) ® ( )
o ( ( )) Oue, 1y
dir. Boylece
k—1 9
JU = Z (duoa u(r_’_l)zd(l? ) (611."7'0‘ ) (221)
r=0 (r+1)
olarak elde edilir. O halde, J*" tensor alani,
™ a ket O 6
4 (5900") = TRt Outriayi
Jw( iJ Ny Sy LT
ou, 6u(r )i

™ a
J (au%*) = 4

seklinde tanimlanir.
k-1

JE jet manifodu tizerinde V' = Zu?;"ﬂ)z seklinde ifade edilen

0
du 07?"‘1 )3
Liouville vekttr alanimn m. mertebeden dﬁ§ey lift’i

Zu(ﬂ'l)l e

=0 Ur+1yi

olup J*7™ m. genigletilmis jet demeti tizerinde bir vektsr alanidir. Boylece,

o O\ e
J (axm)_ v

esitligi gerceklenir.
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J*rw de tanmmlanan & semispraymin m. mertebeden disey lift’i € ile
gosterilip J*7™ demeti tizerinde bir vektsr alamidir. Lokal olarak;

v ™ o™

o™ 0 t "
3 = (3.’1?0’ + Zu(r+1)za Oa EO )
_ a k-1 0o ™ 6 0i ym 6
= (am) *E0r)" () @ (o)
Oi 8

v
ammz + ;u(r-l-l)za ma auz':a (2'2'2)

veya

seklinde ifade edilebilir.

JEm jet manifoldu tizerinde Poincare - Cartan 1-formunun m. mertebeden
diigey lift'i o¥" ile gosterilip, J*7™ m. genigletilmig jet demeti tizerinde bir
1-formdur. ¥ 1-formu,

" =dyL"" + LV da®
geklinde ifade edilir. Aym gekilde Poincare - Cartan 2-formunun m. Ihértebe-
den diisey lift'i Q¥
QU =dd;L"" +dL"" Adz®

olup J*7™ demeti tizerinde bir 2-formdur.

Boylece,
Q" = dyL"" + LV dz%

k-1

oL oL
= E u? da:o" + dan F LY dz%
( +1) 00! Oc
= Ou Outrayi

dir. Buradan Poincare - Cartan 2-formunun diigey lift’i,

( Z“(m)z A .

s Ui QU 1y

m

— d 2;?) +dL"" A dz®
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olarak bulunur. Burada;
a 0¢ Oa 6
d = aszd:B +Z:o3 Oc 6 Hrmi
+ Z duli® 4+ ———duf}
Ui

1'—-0
diferensiyel operatorii, kisalik icin
8 — 8 8
d 1) SQ
‘= 52_; (6 st +Za s"‘du * Ui

bigiminde alinacaktir. Boylece Poincare - Cartan 2-formunun diigey lift’

32 Lvm . . m 62 v .
————dz® Adz% + dzt A dul

0w = uf
L s;);—: (r+1)z3$sza ude ;i =

O sza ?ﬁ-}»l)z

o= asz d s d 03
NPT et L0 A
SZ_:O; U(r-{-l)z ausaa (r+1)1 i T
m k—1 2 0™
g dus$ A du®

§6Lvm duld Adz® + 3 Y
s=0r=0 8u;’;$6u(r 11)i

r=1 6
m k—1 62L'vm
Tr e Ui A d 0:
SZ;TZU(?‘-[-I)Z 8“806 (r+1)z Ukz X

mk=1 HL™
dus A dude

3L”m
du A dz% + e
a sév:%)’; a (7‘+1)z

oL dz** Adz% + >3 %Lsa dus® A dz¥

+Z Ozst s=0r=0

s=0

m 3L”m ;
+3 Bu o QUi A dz®

s=0




m k-1

62 L'v"‘

59

— 6L”'" 0i s 82 Lv"‘
= s-z_:h; l:(u(r+1)'la$szau(r+l)z 6:68"' ) dz” Adzx -+ (W

Lo
+\ ooy, T a0t oul T e

oL

) dz® A dul®

(r+1)1.

62 L'u"n aL.vm aLvm . 6L’”m

) dz% A duls

+ (U(r+1)z ausaau(r+1)z

orL"

BL”m 0i 62 L’v"‘
dus® -
8uj§’) dz™ A dup + ( Bu2Oud>

0 ) dus® A dulds
r+1)i

oL’

+ | ug,
( (H)zau au(r+1)z

2L

B oug

) dz% A du®

aL™

k (U(T‘H)l 6u00zau(r+1)z

oL : .
e augf;) dz% A dufs

2 r o™ 2 o™ ’
L") e nauts 4 [ LT e pante
OufFOuld, 1y, OuRroule, ),
boylece,
m k-1 62 Lvm 6 Lvm o
QLvm ZZ u(""*‘l)" axszau()a ) axs dz® A dz*
s=1 r=0

+( 2L
Oz®iou? (r ny

oL

) dz* A dul?

o°L" L™

+ (u(r+1)’l. 6u0aau(r+1)

— 01 Ocx
0z%0ul? 1y au0a) de™ A duy;



56

52L”m oL X o2Lv"
- dz% A duss — | du® Oc:
32L”m oL™" ,
+ (r+1)z - so da:O‘ A d’u’z?
Quig (7'+1)z © Oy

+

o*LY" )
dz% A dude
(U(r+1)z 8’& ?g_l.l)z ) T Upes

27 o™ 2 r o™
+ _oL dui® A dub® + —?—é——— dul® A dul®
OuiF Ould 1y, oul>

(r+1)z
(2.2.3)
esitligi ile elde edilir.
Tanim 2.2.1. QY", J*7™ m. genigletilmig jet demeti tizerinde
Poincare - Cartan 2-formu gbz ¢niine alinirsa,
g Qf =0, if dz%=1 (2.2.4)

denklemlerini saglayan bir tek fzm semisprayma, Fuler - Lagrange vektor

alansnan m. mertebeden disey lift’t denir.

Ayrica, 4 dz® =1 oldugundan €Y vektor alani lokal olarak,

o5 (e e

s=0

seklinde ifade edilebilir.

g7 vektor alam aym zamanda i, 3§ = 0 esitligini sagladigr igin (2.2.3)



a7

egitliginden,
ZgL va = QLvm ( Zm)

sce 8t 0

= Qe (a s+ 3 X € au;g)
_ ik—l {(u 62Lvm aLvm) d g
- z : r+1)i 319,00 si

g (r+1) 9y 8u 1) Oz

2L ) Al
Oc . dul
+ (U(r+l)z 6u0aau(r+1)z + 3$0i5“?f+1)i 5u0a) Uy

o2Lv" 3L”m o2L"" BL”m
Ocx dus® ,
+ (u("“)z OuFoud?, oy, " Bue \) Uri + (u(r”‘l)‘ Qugzoul®, T u d

Ti

2L o2Lv™ .
_._._.__d e 0“————d o
+U(r+1)z 6u0a a ('r+1)z ) T4 811381'6'111(,._,_1),, z
oyt [ype OPLT O LT
ri (r+1)d 8u0a au(r+1)z aJ;Oiau((le_l)i Oule
o2 Le" oLv" 2L
X5 u(r+1)z sax - L dz” + X %—_—du%
au au’(r-{-l)z 8u7‘i a 7'2 au('l"l"l)z
82 L,vm 62 Lvm 2Lv’"'
— X g a U — Xe g e U X0l e
6U au(,,,_l_l)z 6’&]% oul (r+1)z 6ukz ouf (1--|-1)z

orL"" or”™ o2LY" ;
_ Oc dx® - 0
6 (u(r+1)z 6usa 6u(r+1)7, au ) T 5 (u(r+1)z auOQ au(”_l)z) dz

2L oL
+ €sz du Oa + 602 - duO?
6 6 ('r+1)z a'u'l?n au(r+1)’z ’
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m k-1 o 40 il o* L™ oL
2.2 { l:“‘ng‘a (u('r+1)1. + : - )

s o 6u°°‘6u(r i axwauggﬂ)i Ol

_xea [ oo oL L g e L L™
Y+ Buzzoule . OuZ Uer+1yi Buiedule, . Ou?

oL o2LY" BL”m 2L )
— Oc A OoA 0o — O gt
6 (u(r+1)z 6u 8u(r+1)z ) :l diL' + |\Vu("'+1)z aSBSzauoa axsz X'I"I. 61.3'5 aan dz

(r+1)i (r+1)i

i vy oo oy o
T L GZL";,HJ o + {umz 6ui;ff;m - 33———%3261;:;1)2] duip

T -u?,‘.’;l)z Oude a;l:(:l)z gft: X,‘.’;’Wg%%] d'u,“"."}
elde edilir. zzm Qrom =0 oldugundan,

i:ioX 0c (U(r-l-l)z ?utf:éz:_l)z + 3:18626];::1), gf;:) + X3 (u(r+1)25&%

_OTN i (oa _OL” oL e oL o
Ous Uir+1ys auzfau(r_l_l)z duge (1‘+1)z aug;x 6u(r+1)z =
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™ &l 8L AL
2) ZZ (u(()1?+1)z Xoa) azszau(r_*_l)z 9z 0

s=17=0
m k-l g2 82LY™ w 0L
3) ;rz; 6x°“8u°°‘ ; ("'*'1)* ou °°‘3u(r 1) +¢ 8u,c‘"6u‘(’;"+1)z
92Lv™ 9L oL"™

+X8& . 55":

™ Bupoule, ), Ouigoule, ; T Bude

e 82L" L™
922, (u(”"l)’ Xoa) Ouss Buzs 0

s=1 r=0 gau(r+1)z T
k-1 62 Lvm
5) X (W~ X%) 5n e =0
) 7&) (r+1)s — ) aukfau(r-}-l)z
m kL orL" oL
6 an XOa =0
) ;go ( (r+1)i ) au;;*au‘ggﬂ), ougs
2rov™
denklemlerine ulagihir. 5) denklemindenr = 0,...,k~—1 icin ———L—— #0
Ou? 3u(r 1
oldugu'nda.n"X e u(r s bulunur Boylece, 6) dan, ZLS —~=0(s=1,2,...,m);
yani L™ fonk31yonu Uj (s = 1 2 m) koordinat fonk31yonlanm icermez.
Aymza,manda,4)denas —O(r—Ol...k—l s=1,2,...,m) olup
™ fonksiyonu u% (s = ,m) koordinat fonksiyonlarmi da icermez.

,vm

Boyle:devam edilirse; 22)‘ den aal;sz

(s=1,2,...,m) koordinat fonksiyonlarini icermez. Bu bilgilerin yafdm’ilylaf 1

= 0%oldugundan L*"-fonksiyonu z*

k-1 . m m m m
O%LY 62L” ,  0°LY oL®
3 Y g + W g £ -~ =
Z_;aw"’a (1 ( +1) Ou; Outriay Oug au(r+1)z Gude

ve

k— m m m m

2L oL ALY oL

1) Sule . [ + + & | =0
r§=0: (r+1) ( (r+1)i 5,02 5y 00 i 0z%0ul% ),  Bube OuTOul, 1y
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esitliklerine ulagilir. 3) denklemindeki ifade kullamlarak 1) denklemi

U?ﬁ’ﬂ)i 0)=0

olur. Buradan;

k-1 m m ™ ™
62 LY 62 LY 0 62 LY 8LY
a.0i9,00 + u s z——a———— § ' o =0 (225)
3 0z% O, e w OUl 2y Ouii 6u(r+1)z ‘o

denklemine ulagilir.
Aym zamanda Euler - Lagrange vektér alamnin m. mertebeden diigey
Lifti,

=Y ( 500 +Z Ulrs1); a = é” ) (2.2.6)

=0 r=0

olarak verilebilir.
Simdi, o™t! : R —™E egrisi, £¥ vektor alamnim bir ¢oziimii, yani bu
efri £ nin bir integral egrisi olsun. o™+ (t) = (u% (t),u'* (t),...,u™ (t))

ise bu durumda k. jet,
(jEo™*) (¢) = (2 (t) ,w* (¢),uX () (r=1,2,...,k; s=0,1,...,m)

o« o e m . .o ol .. . e
olup, 6™*! egrisinin £} mnin bir ¢ozlimii olmas: icin gerek ve yeter gart

k+1,, 80 sa

_.¢8i (81 s .80\ . ., _ _
deik"’l - dxsi _g (37 ) U ’u'l‘i) ’S—Oal,---,m,'f—l,2,...,k

(2.2.7)

diferensiyel denklem sistemini saglamasidir.

s sa -
£ =.U(k+1)z'a3—_0717~-,m

20i

_d___a_+§du2g 0, (dufp) 0
dz% ~ Ozl =\ dz% ] Oudf dz% | Jude

oldugundan ve J*7™ jet demeti tizerinde Ed— vektor alani,
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olarak ifade edilebildigi icin, (2.2.7) denklemleri de goz 6niine almarak (2.2.5)
denklemi,

§ 82L"" (du,‘zg) orL” (du,“) )
£ Oz%0ulR, 1y, dz% ) QulfOul ), \dz% ) Oulouly,,, Oud

olup, buradan;

k-1 o™ ™
‘ (“ )_‘”J —0 228)

au(,, )i Oule
esitligi elde edilir. (2.2.8) denklemine Euler - Lagrange denklemlerinin m.
mertebeden digey lift’s denir.

Sonug 2.2.1. J¥7™ genigletilmis jet demeti tizerinde bir semispray olan
£V vektor alaniin ¢ziimleri, J*7™ tizerindeki Euler - Lagrange denkleminin
¢oziimleridir.

2.3 Euler- Lagrange Denklemlerinin Yiiksek
Mertebeden Tam Lift’leri

Bu kisimda, J*m, k. jet manifoldu tizerinde elde edilen Euler - Lagrange
denklemlerinin J*7™, m. genigletilmis jet demeti {izerine m. mertebeden tam
lift’leri elde edilmigtir. Boylece, biittin genisletilmis jet demetleri {izerinde
Euler - Lagrange denklemlerinin tam lift’leri tamimlanabilir.

JEn™, m. genigletilmig jet demeti tizerinde tamiml lokal koordinatlar

st , 8¢ , S _ _ :
(2%, v ug),s=0,1,...,m,r=1,2,...,k

dir. L¢" : J¥r™ —s R fonksiyonu J*7™ tizerinde Lagrange fonksiyonu olsun.
J*m tzerinde J yaklagik tanjant yapisinin m. mertebeden tam lift'i Jéz™



tizerinde (1,1) tipinden bir tensor alam olup, J¢" ile gosterilir.

-1
a {1 6
J= Z — Uada”) ® 7o
= U1y

ise, tam lift tzelliklerinden;

Cm
k=1 )
J = | X (dule — 0\ d2"
(’"=°( 0y ) ouf (r+1)1)

62

1 o grege 6 PRUTERE
— m Oce 0i
= 1;) (g) ( s ) (du u(r+l)zdSL‘ ) ® (au(r-i-l)z ) )

r=0s=0

k—1m m 0o v™° o ym—s 05 v™° e 6 v
= Y3 (8) ((dum‘-") - (u(f-n)i) (dz®) ) ® oude % i

k=1m b 0 d 0i c® 0
= 1;)82__:0(3) (d'“ ~ Uiy ) 5“(,» .
k—1m 3 STne® . S—ngyn 0
_ m _ s Ocx 0i\C° "V R
= 1§03§:( ) ((du g () (u(r+1)i) (dz™) ) N Ou, 1y;
k=1 m s c* o 0
— m s __ s O (s—n)i\?
P2 () (du" go(") (u("“)’) (a7 ) ® Oul1y;
k=lm m so ? 8\, na (s—n)i 9
= .,Z:():EJ(S) (du'l‘z —nz=:0(n)u('r+l)idx ) au(r+1)z .
(2.3.1)

olarak elde edilir.
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Béylece, J°" tenstr alani,

mf 0 _ m 0
J ( Orst ) - ( ) (r+1)z 6u8,?+1)z
J (aui;f') - ( ) 8u‘2’;3‘_l_1)2

s

esitliklerini gercekler.

J¥m, k. jet manifoldu tizerinde tanimh Liouville vektor alam

V=) Uriyigoa—
rz-; - z‘9“(r+1)z
olup m. mertebeden tam lift’i,

k-1 8 i
V'S Z (u?raﬂ)z‘ 0 )

=) Ougyay

= §§:(m (u(m)z),,m_scs( 0 )cm—w (2.3.2)

r=0 s=0 au(r+1)z
k-1 m

= § :§ : (r+1)z sa
r=0 s=0 6u (r+1)i

olarak elde edilir. Boylece,

o 0\ em
J (w)—""

kogulu gergeklenir.
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J*r de tanimlanan ¢ semispray’imn m. mertebeden tam lift’i,

- 5
3 = ( o + rzu(r+l)z o Oa 602 aukz)
F;) € k=1m - o Y™ Scs o e
- () +ZEO ((“?rw) (55)

ivm_scs 6 cm—s,us
@ (am) )

cm

(2.3.3)

6 k—-1m si
= P +§§( ) (u(r-l-l)z ous 5 )
olarak elde edilir.

J*m, k. jet manifoldu tizerinde Poincare - Cartan 1-formunun m.mertebeden
tam lift’i o ile gosterilip, J*7™, m. genigletilmis jet demeti tizerinde bir
1-formdur. of 1-formu,

m
aim — dJcm Lc‘m + Z(Zl) L,vm—scsdm(m_s)i

s=0
seklinde ifade edilir. Aym sekilde Poincare - Cartan 2-formunun m. mertebe-
den tam lift’i Qf",
O = ddym L7 + Z( > dL”™ ™ A dam=
s=0

olup, J*7™ demeti tizerinde bir 2-formdur.

Boylece,
k-1 m M~ 3 A8
aLv™e
=22 (r+1)z_““a g de ™
r=0 s=0 (r+1)é

6Lvm_scs d (m—s)a

oo + L7 g
T X3

+
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olup indislerde diizenleme yapilirsa,

k-1 m S m—s
aL'U [+ .
s ( ur+lz S oa—dz™
B A
(2.3.4)
aLvscm"‘s

o —dugs + LV da)
aIu’('r-l-l)z i

elde edilir. Poincare - Cartan 1-formu, Poincare - Cartan 2-formunun elde
edilmesinde kolaylik saglamas: agisindan (2.3.4) esitligi ile ifade edilecektir.
O halde, d diferensiyel operatér burada,

k-1
4= (aamdw“rzaasadu% ° duzz*)

s=0

oldugundan Poincare - Cartan 2-formu,

k-1 m 62Lvscm—s ) ) 02Lvscm—s )
0" = . ( ule, ;o dz® A 2% 4 o da®t A dul?
’ Zoz_; mea) (74 Oz 10Uy w1y "
aLvs m—-s . asz cm—s 8'
+Td$'” Adz C u(r_l_l)zmdu:? A dz*
r+1)i

vscm—s

62 L'u”cm""

8 .
-I—md :z’ A d'll,f.zq + —a—qﬁmT“de.? A dz®
62Lvs m—3 62Lvscm—3
Oax duid A dz* oo — QUi A du®
u(r+1)z ausa Aul (r+1)z + a 3 (r+1)z i

aLvscm—s o y L‘vs cm—s sa .
+Wduki Adx ) ZZ m—s T Oa ———du A dx®

r=1 s=0
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k-1 m 5 Mm—3 -
prre oo\
ZZ (m—s { (u(r+1)z axsgau O - Bz ) dz® A dz®

r=0 s=0

( 32 Lv“’c""" oo 82 Y e a Lv’c’""

O 0ud Ulrp1)i 6usa 8u(,,+ N 8“:?

dz® A duss
(r+1)i

aszscm—s aLvacm—-s . 62L,vscm—s
+ | ude dz® A duig + ——————dulf A du}
( (r41)i fuse au(r+1)z i(: ) ki auif au?ﬁ}_l)i 74 i

2 7 pSem—s k. m picm—?
PO dUﬁ?‘} Sy 2T e o

" oo, o Ouet
(2.3.5)
egitligi ile elde edilir.
Tamm 2.3.1. 5", J*7™ m. genisletilmig jet demeti tizerinde
Poincare - Cartan 2-form ise, bu durumda,
ieen Q7 =0, Geemdz® =1 | (2.3.6)

denklemlerini saglayan bir tek £ semisprayma, Euler - Lagrange vektér
alaninan m. mertebeden tam lift’ denir.

Ayrica, Ggem dz® =1 oldugundan, &5 vektor alam lokal olarak

. " 3
5':20(8 g ZX”@“‘ 8uz‘:)

seklinde ifade edilir. €5 vektér alani aym zamanda Tgem Q" = 0 esitligini
sagladifh icin, (2.3.5) egitligi de kullamlarak,

i = 9 (62)
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Igg () { (% + Uy aijf;:((;;z - a[g;:;;ﬂ) du.¥
(g, ) o
)

. 62 L,Usc‘rn—s 6Lvscm—-s .
_ g8i Oa _ 81
f ( (r+1)z au auﬂa 6,”2? ) dz }

(r+1)2

k m 9 m—3 9 m—s. 8 M—38
m | OLVC 2 OL”° 0 OLY* si
+ZZ (m—s) { au;séx dug‘? r (X"(‘)Z auggz + 6 U5 ) d(L' }

r=1 s=0 ki

k-1 m 62Lvscm—s + e 82[/,0.9 s h 6L,Uscm-—-s
ZZ(m—s -X Bzrsioy Oa u(’r+1)z 6usaau(r+1)z Suﬁf‘

r=0 s=0

681 62 L,Uscm—»s 6Lvacm_s
(r“)’ 6u3°'6u(r oy Ouge

k m ,vscm—s pScm—s
S (e et

r=1 s=0

% i Q2Lvem® tu o2 Ve 531 o2 Lvem™ e
m—s a:“('?u o 1y (r+1)z use au(r-l-l)z 6uz¢zxau(r+l)z

=0 s=0
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L™ | e, [ ga 0LV
o }d +{zz(m_s (umﬁ

r=0 s=0

27 vsems
- X G |
au (r+1)i
elde edilir.

Ayrica, igm Q7" =0 ve

82 Lvscm“" 62 Lc’"
8“’2?6“(1'-&1)'& 6“2?auff+1)i
oldugundan,
k-1 m 8 M —3 S M =~—3 m—3
62ch 62L'vc OLY’¢e
1 Y A —
) TZ_;; m—s l: (axszauoﬁ_ 2 < U(r+1)z 6usaau(r+l)z 6U$? ):I

g azL,vscm—s 6L,vscm—»s k-1 m 6Lvscm—a
+§ ( (r+1)z 6usa auoa ) ZZ m—s rz augix

(r+1)i r=1 s=0

58,61; ) v

k-1 m ( aszscm—s 62Lvscm—s azL,vscm— 6Lvscm—-s ) B

2) mes) \ Fosigaoa— t Utt1)i5 5 +¢ B
gg( 3) 6-’.17'97'811107._*_1)1 ( +1) 6 au(r-}-l)z auk‘& au(r+1)i auoa

k-1 m 62Lvscm—-s

3) (n}-s) ur i Xsa —sa———=0
;; m ( (r+1)s ) Ouizou, ;.
denklemlerine ulagilir. Yukarida verilen egitlikler dikkate alinarak,
oL

#0

Buz;"@u(r 1
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oldugu icin X3* = u(r +1); €lde edilir. Bu kogul altinda 2) denklemindeki ifade
kullamlarak 1) denklemi X2* (0) = 0 olur. Dolaystyla,

ii ( ) 62Lvscm-—a N X aszscm—s N gm aszscm—s aLvscm-s 3 0
o Ozdule, ;T Qudule, ), Bumau‘()f‘ﬂ)z - Oude
(2.3.7)

denklemi elde edilir.

Ayni zamanda Euler - Lagrange vektdr alaninin m. mertebeden tam lift’i,

c™ “ st 0

s=0 r=0

olarak verilebilir.

Simdi, a™*1: R —™ E egrisi £ nin bir ¢ozlimii, yani bu egri £ nin
bir integral egrisi olsun. Eger, a™*! (t) = (u% (¢),u!* (t),...,u™ (t)) ise bu
durumda k. jet,

(JEam™t) (¢) = (2% (t) ,u*™ (¢),u2 (1))  ,(s=0,1,...,m;r=1,2,...,k)

olup, a™*! efrisinin £ nin bir ¢éziim{i olmas: icin gerek ve yeter sart
L

iy duge
— 2
dz=** — dge

= €% (2%, us®, usd , (M=, . . N (2.3.8)
diferensiyel denklem sistemini saglamasidir.

) d
Ayrica, J¥n™ m. genisgletilmig jet demeti tizerinde v vektor alani,

d 8 S /due\ o dus>\ 8
dzst ~ 8z +§ (dm“') ouss + (d:c”') ous

olarak ifade edildigi igin, (2.3.8) ' kullamlarak, (2.3.7) denklemi,

kol QLY (dusr\ LY
Z E (mn:‘-s) 8 sza (d 9i ) a saa Oo
r=0s=0 z u('r-i-l)z z Upi OU(ry1);

OuiFouls, py; Oube

( dusa) 32 L'u*’c"“"J o Lv‘c"‘" )
+ - =0
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dolayzsi ile

k-1 m aLvscm-a aLvscm-—s ‘
ZZ( ) ‘dzst ( > - Oule =0 (239)

r=0 s=0 au("'*'l)"
egitligi ile elde edilir.
Lift teori ozellikleri kullanlarak bu denklem,

k—1 m m m
d OL* oL°
) j( ) S ( ) - S =0 (2.3.10)

r=0 s=0 a,u’(r+1)1,
olarak diizenlenebilir. (2.3.10) denklemine Fuler - Lagrange denkleminin

m. mertebeden tam lift’i denir.

Sonug 2.3.1. J*7™ genisletilmis jet demeti tizerindeki ¢ semispraymnin
coziimleri aym zamanda, J¥7™ tizerindeki Euler - Lagrange denkleminin ¢6ziim-

leridir.

2.4 Jbr Uzerinde Zamana Bagl Euler -
Lagrange Denklemi

Bu kisumda, J*7 jet demeti {izerinde gerekli tamm ve teoremler verilerek;
zamana bagh Euler - Lagrange formiilii ve denklemleri elde edilecektir. Klasik
mekanik de 6nemli bir yeri olan zamana bagli Euler - Lagrange denklemlerinin
incelenmesi uzayda farkli zaman parametrelerinin dikkate alinmasi agisindan
onem kazanmaktadir.

(E;m, M) demeti tizerinde k. jet manifold, birinci boliimde kesitler yardum
ile tamumlanmg ve J*r ile gosterilmisti. Aym zamanda (J’%, Tk, M) de bir
demet olarak tanimlanmistr. Bu boliimde k. jet manifold J*7 {izerinde yeni
bir luz uzay1 tamimlanacaktir, Bu uzayda zaman parametresi olarak, klasik

mekanikteki zaman parametresi ¢ (¢ € R) almacaktir.
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Teorem 2.4.1. (R x J*7,p,,,R) bir demettir.

ispat: M ve F birer manifold, pr, izdliglim doniiglimii olmak tizere dzdeg-
lik doniigtimt ile (M X F,p,,, M) iglisti bir lifli manifold ve aym zamanda
bir demettir.

Kabul edelim ki, Vp € M igin g, : F — F doniiglimii g, (¢) = g (p,q)
seklinde tammh bir diffeomorfizm olacak gekilde g : M x FF — F' dontistimii
var olsun . Boylece ¢ : M X F — M x F dontisimii ¢ (p,q) = (p, g, (q))
olarak tanimhdir.

MxF - MxF

Dril 10 Prol=py
M — M

tdpg
O halde t déntigtimti diger bir trivializasyondur. Bu trivializasyon ile
(M x F,p,,, M) tiglisti trivial lifli manifoldlarin en iyi 6rnegi olup bir demettir
(Saunders, 1989).

Burada F' manifoldu yerine 1-boyutlu Oklid uzay1 R yi alirsak, (R x M, p,,,R)
ticliistine trivial dojru demeti denir. Ayrica (R™ x M,p,,,R™) demetine ise
trivial n. diizlem demeti denir.

Herhangi bir M manifoldu yerine, burada 6zel olarak J*7, k. jet manifoldu
almursa, (R x J*m, pr,, R) tiliisti de bir demet olur. Béylece (R x J*m, p,,, R)
demetinin kesitlerinin k. jetleri ile beraber ¢ : R — J*r egrisi tammlanabilir.
Bu efrinin ¢ noktasinda birinci jetlerin ctimlesi jio olsun. Birinci jetlerin
citmlesi olan birinci jet manifold J* (R, J*7) ile gosterilir. J*r, k. jet mani-
foldu tizerinde lokal koordinatlar (z%, u%,4%¢) (r = 1,2, ..., k) olduguna gore

J' (R, J*) jet manifoldu tizerinde uyarlanmmsg lokal koordinatlar,

0, 0i ,0a  0a ;0i ;0c -0
(%, 2%, %, ulp, &%, 40, 0%) (r = 1,2,...,k)
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seklinde tanimlanir. Burada

0 Oc Oc
0i _ 42" oo _ U 0 = Aty
™o a0

P T

dir. J' (R, J*r) manifolduna J*7 nin degisim uzay1 denir. ¢ : R —J*x
egrisinin ¢ noktasinda birinci jetlerin ctimlesi jlo ve o (t) noktasinda tanjant

vektor & (t) ile gosterilmek tizere,
jtlo._* (ta o (t))

déntigiimt ile J* (R, J*7) ve R x T'J*r manifoldlarinn 6zdes oldugu goriilir.
Boylece bu tzdeslesme ile T'J*w tizerinde verilen biitin geometrik yapilar
J' (R, J*m) tizerinde de ifade edilebilir.

Yukarida verilen jet manifoldlar i¢in zamana bagl durum asagidaki ge-
kilde genellegtirilecek ve zamana bagli durumda genigletilmis jet demet dizisi
olugturulacaktir.

J*r manifoldunun bir p € M noktasindaki tanjant uzay1 T,J*m olsun. O
halde,

J* (RP, J*m) = RPxT,J*n

dir.

Birinci boltimde jetler (*E, n*,* M) demetlerinin kesitleri tizerinde tanim-
lanmig ve genigletilmis jet demet dizisi ise (1.2.2) ile ifade edilmigti. Bu
boliimde jetler dontistimler tizerinde tammlanmistir. Ayrica 7* demeti
tizerinde jet demeti (J*xf,nf,i M) ya da kisaca J*n* = J* (*E,i M) olarak
ifade edilmigﬁir. O halde 7* demeti tizerinde zamana bagh durumda jet demet
(J* (RE#2, JEnt) @t s, Jen®, R#+1) olarak ya da kisaca J* (R*, J*n?) olarak

ifade edilecektir. Burada,

Jk (Ri+1, Jk,n.z) ~ Ri-l-likﬂ.i
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dir. Boylece zamana bagh genigletilmis jet demet dizisi,

Jk (Rl,JkT(') — Jk (]R2,Jk7r1) - Jk' (RZ%’ Jk7r2) — e e Jk (Rm+1,Jk7rm)

(2.4.1)
seklinde tamimlanir.
J¥ (R, J*7™) manifoldu tizerinde lokal koordinatlar
. dz'in diu0a diUOQz )
(to,x0z7u0a’ugg1 dtm ) dtoz 3 dt(;: ) 3 (1 S ? S m)

dir. Kisalik i¢in bu koordinatlar (%, 3%, v9%, 492, ..., v%) olarak alinacaktir.
Burada

0% — (to u0e an) O __ dlug?  oq _ d*vg8 O __ dFufs

0 — s yWrg [y Y18 T 401’ 20 — deoz ' ki — dtOk
d’r,qu

dir. Yukaridaki gésterime gore, 1 < ¢ < m icin v%¢ = Tg’: almabilir.

Boylece zamana bagli genigletilmis jet demet dizisi tizerinde uyarlanmig

lokal koordinatlar Tablo 2.2 ile verilmigtir.

Zamana bagh genigletilmis Zamana bagh genisletilmis jet

jet demetler demetler lizerinde koordinatlar
JEn0 (2%, w0 w2 =3¢ (1<r<k)

J* (R, J*n) (8%, vde, 102 Ve, . .. vl

Jemt (2%, w0, w02, 2 vl ule) = (182, vl
J* (R?, Jkxl) (0, 4, 008, vde, V0%, vle)

JEg™ (%, v, us) = v (0<s<m)

J* (R, JEgm) (t°,v5,v2) (0<s<m,1<r<k)

Tablo 2.2
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Boylece; zamana bagh genigletilmj§ jet demetleri {izerinde
Euler - Lagrange denklemlerini olugturmak icin gerekli tamim ve ozellikler

agagida sunulacaktir.

L:Jk (]R, J ’“7r), — R diferensiyellenebilir fonksiyonuna zamana baifls
Lagrange fonksiyonu denir.

Tanm 2.4.1. J* (R, J*7) demeti tizerinde (j ) "o egitligini saglayan
verankJ =k (3m(m+1)...(m+k — 1)n) ile verilen (1,1) tipinden J ten-
sOr alanma zamana bagl yaklagik tanjant yap: denir.

J* (R, J*7) tizerinde J tensor alam,

k-1

~ 0

J =" (dvl — vf%dt°) ® P (2.4.2)
r=0 (r+1)

seklinde ifade edilir.

Boylece J tensor alam lokal olarak,

~( 0 0
J (—_) =5 E g r+1)i o
atao a ( +1) av?’r+1)1,

j (—m) = 0 <r< k-1

O 6”(r+1)z

~( 0
(o) =
seklinde tanimlanacaktir.

Zamana bagl durumda Liouville vektor alam C' ile gosterilirse; o zaman

C= Zv(,ﬂ)z——-—— (2.4.3)

r=0 6v(”+1)2

olarak tanimlanir. Dolayisiyla,

esitligi ile gosterilecektir.
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J* (R, J*7) tizerinde bir ¢ vektor alamna; J zamana bagh yaklagik tanjant
yap1 olmak {izere, J ¢ = 0 sartin sagliyorsa bir semispray denir.
& vektor alani lokal olarak,

6t° + Z”(rﬂ)za Oa + &% av()a . (2.4.4)

r=0
£ =€ (1%, v%2,49%), 0 < r < k — 1 geklinde tanumhdr.
L zamana bagh Lagrange fonksiyonu, bir E;, = CL — L zamana bagh

enerji fonksiyonu indirger. Bu durumda,

k-1
oL
Ep = E :v(r+1)za - L
r=0 (7"1'1)z

ile ifade edilir.

Tanim 2.4.2. J* (R, J*r) jet manifoldu tizerinde,
ar = dzL + Ldt’
1-formuna Poincare - Cartan 1-formu ve
Qr =dd;L +dL A dt°

2-formuna Poincare - Cartan 2-formu denir.

Boylece a; Poincare - Cartan 1-formu lokal koordinatlarda,

o, = dj L—}~Ldt0

oL oL
= Zv(r+1)za o dto +

dvl® + Ldt°
('r+1)z a ('r+1)z
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esitligi ile ifade edilir. Aym zamanda, Q; Poincare - Cartan 2-formu,

Q = ddyL+dLAdt°

v a0 4 9L dvd + Ldt°
(r+1)z 6 o %

r=0 (’r+l)z (r+1)z

k-1

k-1 oL 82

= ia g O Ad + Y ———————dtO A vl
s ("+1)2 80 |, gat‘)@v(r 1) i
oL k-1 82L
—diP A dt® — e AV A dt°

+6t0 ;v(r-{-l)z avoaa (r+1)z Uri

>

r=1 r=0

k-1
d 02 A di® + z ——(?l——dvo’? A dv8& + ﬂd’u"?‘ A dt°
v Oa Ui a,v(lﬁ 8v(r+1)z Ti Ti a’l),ng i

PL e p g O
Z'U(r+1)1,6v2 Sy (T+1)zd ki Adt? — a

=0

k-1
%L
+3 v A dol®
r=0

OV OV 1y o

k-1
5L 9L oL
_ __9L dt0 A dode
> { (atoav(m ; + Vg ST mgg) Uri

=

(2.4.5)
2L | o 8L |
+—r——dv,; A dvl + v i3 Tan e dt° A dugf
S (o OOV, ), *
O%L

+ dvd® A dvo"‘}

v vl Vi)

olarak hesaplanir.
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Tanmm 2.4.3. &, J* (]R, J"ﬂ') de bir semispray olsun. J*7 manifoldu
lizerinde bir a egrisinin, kanonik prolangasyonu £ nin bir integral egrisi ise,
bu egriye € nin bir ¢dzimi denir.

Simdi, J*7, k. jet manifoldunda bir o egrisi alahm. o egrisi lokal olarak,
(v32 (¢)) ile verilsin. Bu durumda k. jet,

(Ja) (t) = (%037 (), @), r=1,2,...,k

olup; & min, £ nin bir ¢éztimii olmasi igin gerek ve yeter gart

di*luge  dug?
At T gt

= ¢ (to 0, v 0"‘), r=1,2,...,k
(k + 1) . mertebeden diferensiyel denklem sistemini gergeklemesidir.
Q, bir Poincare - Cartan 2-formu ise, J* (R, J*r) tizerinde,
i, =0, i, dt’ =1 (2.4.6)

denklemlerini saglayan bir tek £, semisprayna zamana bagl
Euler - Lagrange vektér alan: denir.

Boylece, i¢, dt® = 1 oldugundan ¢, lokal olarak,

. 9
Oc 0i
= 6t°+ZX” du Oa =

r=0

seklinde ifade edilebilir. £; aym zamanda i, ), = 0 esitligini sagladi igin,
(2.4.5) ifadesinden,
i, U = Q&)



78

0 Hgn 0 .y O
Q (&0"'2 r160a+£ 602?)

r=0
S O°L +v 'L oL dvle
2 atoav(r_l_l)z Vi v OV, 1y; B
9L 8%L 0%L oL
+vf i men e v — X | sma0a— V% o di®
(r+1)i ov °a6 (r+1)z <6t06 (r+1)z (+l)z6v0 6v(r+1)z 5’1)8?)

8%L 0%L : 6éL
X0~ 01 — dt° Oz— Ocx
m 3”2?5v?f+1)i ¢ v(r-l—l)za 2OV 1y re OVRF OV, 1y; dvm}
’i o _OL %L oL
- i atoa (r+1)1. (7’+1)z a,UOaav(H_l)l 61)8;.1
%L .
~&" 0y mag e | 4
Yer+1) Bupzoule n

2L PL_ o L oL \ Lo,
OO, 1y REY OvpsOvpR, 1y; OvRsOVY2, 1y: I R

%L 0L
O _ XOa d Oc
+ ('U(r-l-l)za [)aa,u(’,‘-l_l)z Ti avgaav(r-!-l)z) Vi }

olup, 7¢, 17, = 0 oldugundan,
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k-1 ,
O%L 0%L oL : 0L
1) X Oc + e _ + é»Oz,Uch . —
; T (67:061)?,?‘“)2. (r+1)i avggav?;l)i g (r+1)e 6v,2§‘81)?;"+1)i

k-1 .
L . 8L o 0L oL
2) Z ( 5t0@v0a + v('lt‘x+1)'i 671,9? 8,00& + § 6,02? 61-}004 - avgg =0

=0 (r+1)i (r+1)i (r+1)i

2 82L
3) Z (v?g+l)i - X ) W =0

r=0 (r+1)i .
. e . %L
denklemleri elde edilir. 3) denkleminden —5———— # 0 oldugundan
kafav(f‘ﬂ)i

X2 = v{%1); bulunur.
Buradan 3) ve 2) denklemleri kullamlarak, 1) denklemindeki ifade

Uiy - 0 = 0 olur. Boylece,

k-1
0%L 0 %L N oL
oA 0a— T Y+ A taAda  —oroa— — 5 =0 (24.7)
;atoav?rﬂ)i ) v 6”?r+1)i Ovgs av?r+1)i g

denklémine ulagihr. Aym zamanda zamana bagli Euler - Lagrange vektor

alani,
6 = Oox a 0 0
fL = b—t—a + ;U(r_}_l)iw -+ § 61)22‘ (248)
olarak elde edilir.

Simdi, a, &; vektér alammin bir ¢6ziimi olsun. Boylece (2.4.7) denklemi,

§ L [y 82L
2= 0t00v)y; dt® Ol o™

(r+1)i (r+1)i /
+ dvde °L \ oL _ 0
dt® ) \ Ovleovle,,, ) g

seklinde ifade edilir. Bu denkleme J* (R, J*) tizerinde zamana bagh
Euler - Lagrange denklemi denir.
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R de 2 vektor alamn J* (R, J*7) deki gortintiist,

6t0
d 8 SX(d\ 9 e\ 8
EF_BFJrZ(dtO)avg@J“(dtO)avgg

r=0

olarak temsil edilir. Dolaysi ile zamana bagls Euler-Lagrange denklems kisaca,

k-1
d [ oL oL
dto (avoa ) T (2.49)

r= (r+1)i

seklinde yazilabilir. Bu gahsmada J* (R, J*7) demeti tizerinde zamana bagh
Euler - Lagrange denklemi (2.4.9) ile temsil edilecektir.

2.5 Zamana Baglh Euler - Lagrange Denklem-
lerinin Yiiksek Mertebeden Diisey Lift’leri

Bu kisimda, J* (R, J*7) demeti tizerinde elde edilen zamana bagh Euler -
Lagrange denklemlerinin J* (]Rh”‘l,. JEg™) m. geniletilmis jet demeti tizerine
m. mertebeden diisey lift’leri elde edilmigtir.

J¥ (R™+1, JEr™) demeti lizerinde tammli uyarlanmig lokal koordinatlar
@t v52,v8), (0<s<m, 1<r<k) dir. L : JF(R™H, JFr™) — R
fonksiyonu J¥ (R™*1, J¥7™) tizerinde zamana bagh Lagrange fonksiyonudur.
J* (R™+1, JE7™) demetinde zamana bagl yaklagik tanjant yap1 J mn m. mer-
tebeden dugey lift’i J* (R™*!, J*7™) tizerinde (1,1) tipinde bir tensor alam
olup, J*™ ile gosterilir ve diigey lift 6zelliklerinden;

- k-1 o s \"
= 5 (- ) ()

r=0 (r+1)é

m

k-1
™ o ™ o a
= >y ((dv,‘?;’ - (vgﬂ)i) (dt®) ) ® (W‘) (2.5.1)

= (r+1)i

k—1 9
= 3 (ol - o) ®
; 1 (r+1) avz}-?-l)i
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olarak elde edilir. Boylece, J*™ tensor alani,

mf 0 k-1 d
Jv ( ) = _ZUO:'! z mo
gto r=60 (r+1) Oy
Jr = ————, r=0,1,...,k~1
(o) = sy T 0bek

(O
/ (6v2;’) =0

seklinde tamimlanir.

(2.4.3) ile ifade edilen Liouville vektor alaninin m. mertebeden diigey lift’i,

Cmm = ’U,,. 1)¢
(Z (r+1)i 3%“)1)

r=0

,Dm

k-1 om 8 v
— Oc .
= rz—(; (U(,,.+1)i) (av?cil)z) (2 5 2)
0
= gv(r.l-l)z 6vma1)i

geklinde hesaplanir. Boylece CU™, J* (R™, J¥7™) demeti tizerinde bir vek-

o [0 o
I (_30) =-C
egitligini gercekler.

J* (R, J*r) demeti iizerinde tammlanan ¢ semispraymn m. mertebeden
diigey lift’i £ ile gosterilir. &, J¥ (R™*!, J*7™) demeti tizerinde tammh

tor alant olup

bir vektor alam olup, lokal olarak; diigey lift 6zeliklerinden,

o 9 = 8 Lo
&= \owe +Z”<r+l>za o e 61}

- (550)M+Z:( “) (%) e (%)

. .8
fv = + Zv(r+1)za ma 0 av'lrcqa (253)

r=0

,vm

,vm .Um

veya
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seklinde hesaplanir.

J* (R, J*7) demeti iizerinde ay, Poincare - Cartan 1-formu yardimiyla
o = d; L+ L0

ile tamimh, of ", J*¥ (R™*!, J¥7™) demeti tizerinde bir 1-form olup, bu o¥”
1-formuna a;, Poincare - Cartan 1-formunun m. mertebeden diigey lift’s denir.

Benzer gekilde, §2;, Poincare - Cartan 2-formunun m. mertebeden diigey lift’i;
Q" =dd;L"" +dL"" A dt®
seklinde tanumh olup J* (R™*, J*z™) demeti tizerinde bir 2-formdur.

Béylece, a¥" lokal olarak

k-1 m m

" oL’ oLY m

ol = _;_ W im0t + g v + L dt?
=0 ( 1) oug Yr+1)i Oy

geklinde hesaplanir. Ayrica €2 Poincare - Cartan 2-formunun diisey lift’i,

k-1 m n
,um % 8L1/ 3 ‘U 7e% vm
Qv =d (§ : ( —vf +1)’a_> dt® + 500 dvd® + L7 A dt°>

=0 Vir+1yi U(r1)i

bulunur. d diferensiyel operator,

k-1 0 sa a
4= Z (ats +Za s U+ G Wi )

s=0

oldugundan €27 Poincare - Cartan 2-formunun diigey lift’i,

o = —? Za———dts A+ =TT e n dnfe
~ s=0r=0 ('r+1) at 6 r+1)z atsa (r+1)1, m
™ 2 L’o"‘ 2 Lvm
+3L dt* A dt® — vf}; +1)2-é——g—a——d Ve A dt? + bi—a———dvﬁf‘ A dvd®
ot (r+1)z (r+1)z
aL‘v"" S0 0 32L'v"‘ 3 0 62 il Ocx
6 - dvi¥ Adt* — ”(r+1)zaa—'d e A dt” + a—-a—dv A dug;

Ulr+1)i Yir+1)i
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L oL L o) oL 0 A g0 L™ 0
a d'v /\dt) ;:‘18 dv A dt® — e o dves A dt

m k-1 m m m
62[’” oL® 0 3 62 ! S0 O

s=1r=0 (r+1)i

oL o2Lv" oL
oAt A duy dt® A dv®
+ 3590 (T-H)z Up; + (’U(r+1)z a,vsa 6v(r+1)z 611;’;? Ui

| ) 82L""
+ {02 i dt® A dvie + s Vi A dUl
( (r+1)e 8kaav(r+l)z 6'1),‘3?) g 6 a (r+1)z H "

O S 5 ) 'l
8

— 4y dt® A dvl®
t00V0%, 1y Vs avoaav(r+l)z ovgs ) ™

orLw" orLY"

+ v, z———————dt0 A dv ——dvgf‘ A dvle
( + £ 6 a ('r+1)z a 6 (7‘+1)z .
(2.5.4)
olarak elde edilir.
Tamm 2.5.1. QY J* (R™*!, J7™) jet demeti tizerinde
Poincare - Cartan 2-form oldugunda,
ieg’" QLv”"’ = 0, ?:€1L)m dto = ]. (2.5.5)

denklemlerini saglayan bir tek £ semisprayma zamana baifls
Euler - Lagrange vektor alanwnan m. mertebeden diigey lift’ denir.

Ayrica, Ggym dt® =1 oldugundan £% vektor alani lokal olarak,

v sa si 0
L Z(at0+zxmasa+§ év_z;?)

s=0 r=0

seklinde ifade edilebilir. £7 vektor alani aym zamanda Tgym Qp.m = 0 egitligini



sagladig igin, (2.5.4) egitliginden,

'lg'z”" QL‘U”"’ = QL'U"'"' (611);"" )

o m k-1
= Lv (6t0+zz< r?a sa £ 6113"))

3=0 r=0
_ iki { ( PL" BL“’”) gt (U PL
por o Ver+yi Ot 0V OF° (r+1)i OV OvRR, 1y

_ oL duse 4 [ 0 aszm 6L”m duse
vz e ()i 81);3;"611(7, 1) 6’03"‘ ki

k—1 m m m
oL S A
+Z { (8t°6 +v ("'H)' (?voaav(r 1) 0o ) dor,

(r+1 i

62 Lvm 0 m k-1 82 L,Um .
R Xoo_Z e
+ v(r-l-l)'la Oaa (7‘+1)z kz + ;; i avsaav(r+1)z ’U'r‘l

. PL™ ALY L,
—_ sz ('U(r-l-l)z avsaav(r+l)z Oue ) dt }

b

m k-1 m m
o*LY o2LY
SN [ X0 —dute — X0 gy
+ ( T avsaav(r—l—l)z T2 86’0(1,_'_1)2

s=1r=0

o2
_ XOa duse
™ GO )

oL oL L™
XOa O dto
Z (atoa (r+1 i v (r+1)z avoaav("'+1)z 3’08? )
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k-1 62 §
~ X v
r=0 avkaa ?’r+1)z "
i"zl { ( 62L"" aLv’" . oL
+ e - dt” + §sz_——dvmq
s=1r=0 (7‘+ ) 0v; aav("‘+1)’ 6v("+1)l

YR cat
- 1)¢ o
r=0 Sty By, ¢ 6 (1”+1)z

k-1
dt® + 3 ¢%

o™

s=1 r=0

m k-1 2L
ZZ { (v("-*'l)z 3tsav

(r+1)i

O

- - 7 _8——_ dts
Bt 3t°07 (rﬂ)z)

oL
=0 OURFOuR .y

O
dvy;

o2L"

Fo L Vo 2 il o™
+ 01?‘ 1)¢ sQ; Oza S - SO dv:'?
Yoy, av(m)z " Qv Ou
oL 82L*™ oL
+ ’U N Ocx Al sa
(’+1)’8v’°6u(r +1)z Tt By 81)(, Ny OvER dv;
oL oLv™ oL oL
+ __XS(! ,an . 81
e ( ("H)’avﬁz‘?‘av?f‘ﬁ)z ovs ) ¢ ( Yir+1)igye “av?:‘ﬂ)z vy
orLv" o2 L oL"™ 2L '
- XOa + e 601. dto
(‘%Oa”(rﬂz eSS OOy OUEE o0 Ey UGy
xoa oL oL + o L i +o oL oL"™
™ U Oy OOy OOV, (""'1)’81)0“81)?;"“)1 o
oL 82L
+ £ ) s + ('u o x0e e vl
Bv a (r-l—l)z (r+1)i ) a’U av?r+1)z k

(2.5.6)
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elde edilir. Ggym Qpom = 0 oldugundan,

n &l P ) ro
1) ZE (U?g+1)z Xoa) atsav(rﬂ)z T o =0

s=1r=0

i i )
) 323 (= X%) e — — g =0

s=1r=0 i

m k-1 ™ i

O%LY oLY

3) v ; XOa o = O
;g( rani = ) Ovgoue ) O

m k-1 m m m m
O2L"Y oL LY oLy
4 X.ga st
) ZZ ( (r+1)z 8'v‘mav(r+1)z av:? ) +§ ( (r+1)z avl':;xav(r-*-l)z 6’0}?7?)

s=1r=0
o2 o*L" aL”"‘ 2L
XOa . 0i,.0cx A =
~ (6t06v(r 1) * T P ) &y 0ROV, =0

m k-1 m m m m
62 LY 62 Y X 82 LY 6 LY"
5 0i _
) ZZ (6t06 (r+ )i (7'+1)z 6,U0a 6v(r+1)z +¢£ akaav(ru)z 3@8? )

s=1r=0
F . 02Lv"
+ Xz s =0
m 6'USOLB’U(()';);1)‘1, " € avf:?av(r+1)z)

k1 QL™
6) D (vfom— X% ) ER

r=0 (r+1)i
2y o™
denklemlerine ulagilir. 6) denkleminde W # 0 oldugundan
(r+1)z

r=0,1,...,k—1igin X7 = 42, bulunur. Boylece 1), 2) ve 3) denklem-

lerinden sirasiyla
oL oL 9L _

R T R ¥
esitlikleri elde edilir, yani L*" fonksiyonu #*,v%% ve vig (s=1,2,...,m)
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koordinat fonksiyonlarlm icermez. Bu bilgilerin yardimiyla,

k 1 Y13 223 m m
2L LY u 0L oLY
5) Zat06v(7’+1 v (r+1)z 6,anav('r+1)z § 61)]61 6v(r+1)z ngg’ =0
4) Zv(r+1)z (0)=0
r=0
oldugundan
k-1 m m m m
o2L” 8oL o 2L 8L
e+ U z_a__' & . = 0 (2.5.7)
3t°3 V9% e ( 41) ol av(, )i v a’v(r " 1)i 3 5

denklemi elde edilir

Boylece elde edilen egitlikler yardimiyla Euler - Lagrange vektor alanimn
m. mertebeden diisey lift’i,

v si a
€L Z (8t0 i ZU(T'Fl)za sa § avzza) (2,5.8)

5—0
seklinde ifade edilir.
Simdi o™ : R —J*n™ egrisi, £€Y vektor alanmin bir ¢ozlimi, yani bu
egri €7 nin bir integral egrisi olsun. Eger, o™+ () = (v§ (£)) (s = 0,1,...,m)

ise bu durumda k. jet,

(™) () = (£, v6¢ () , v (2))

r=1,2,...,k) olup, a™*! egrisinin £ mnn bir ¢éziimii olmas: igin gerek ve
L

yeter gart
ditluse  duge
dt0’°+?z dto =& (t°, 035, u)

diferensiyel denklem sistemini saglamasidir. Dolayisiyla (2.5.7) denklemi,

’il rL” (dv,‘?;") L (dvgg) 2L oL” _
£~ 000V, 1y dt® ) OulROvRy; dt? ] QusOups, ), ol

(2.5.9)
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seklinde diizenlenebilir. Aynca J* (R™*1, J57™) jet demeti tizerinde 3 vek-

7
tor alani,
d 8 S /d\ 8 dud*\ 8
o EE“L; (,dto ) 5ot + ( a0 ) o=

olarak tammlandig icin (2.5.8) denklemi,

k-1 m m

d [ OL* oLY
— =0 (2.5.10)
£ dt0 (6118, +1)z) ol

geklinde diizenlenebilir. (2.5.10) denklemine zamana bagle Euler - Lagrange
denklemlerinin m. mertebeden digey lift’s denir.

2.6 Zamana Bagh Euler - Lagrange Denklem-
lerinin Yiiksek Mertebeden Tam Lift’leri

Bu kisimda, J* (R, J*7) demeti tizerinde elde edilen zamana bagl
Euler - Lagrange denklemlerinin J* (R™*1, J57™) , m. genisletilmis jet demeti
{izerine m. mertebeden tam lift’leri elde edilmigtir.

J* (R™+L, J '°7r’”) demeti tizerinde tamml uyarilmig koordinatlar (£°, v§%, v3%),
(s=0,1,...,m, r=1,2,...,k) dw. L e (R™+1, Jbn™) — R fonksi-
yonu J* (R™+1, JEx™) tizerinde zamana bagh Lagrange fonksiyonudur. J* (R, J*)
demetinde zamana baglh yaklagik tanjant yap: J nin m. mertebeden tam lift’i
J¥ (R™+1, Jk7™) tizerinde (1,1) tipinde bir tensor alan: olup J° ile gosterilir.

Boylece; tam ve diisey lift 6zelliklerinden,

(k-1
"= (Z (0% - o, ,dt*) © 0 )

par Oy

cm

k-1 m

_ ZZ('?)( . v(m)zdto) pmmscs ( 5 )cm—.,,,

r=0 s=0 6v(r+1)z
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kii (%) e oo\ s \"
m v v
- @)™ = () @)™ ( )
7=0 50 ( (ra) ) O 1y
k 1 m e 6
= ZZ (d’U i v(r+l)zdt0) ® S
=0 s=0 (7"*'1)z
k=l m ( o=ncn nym b
= G V% 1y (@ ) ®
;; ) ( ( "'1)) (’91)(,,4_1)2
k-1 m a
= ZZ (d’U U(’l‘-l—l)zd s_n) ® 05
r=0 s=0 Vir+1)s
(2.6.1)
olarak elde edilir.
J¢" aym zamanda;
som O o 1%}
(@) = ( )”?r+1)zm

ol O o O
J ( a,vsq) - ( )av(r+1)z

m [ D
J (fm) Y 4

(0<s<m,0<r<k-—1) esitliklerini de gercekler.
J* (R, J*r) manifoldu tizerinde tammli zamana bagh Liouville vektor

alanmin m. mertebeden tam lift’i, diisey ve tam lift 6zelliklerinden

m k-1 6
o - E (al)

cm

= Ovay:
cm—svs
e [0 (2.6.2)
— O .0.
72_:0;_:( ) ('U(r+1)z) ( av‘(sg-l-l)z‘)
k-1m 0
= 220 )v(r+1)z%z:—

(r+1)i
seklinde hesaplanir. Boylece C°", J*¥ (R™+!, J¥7™) demeti iizerinde bir vek-

tor alam olup,

esitligini gercekler.
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J* (R, J*r) demeti tizerinde tanimlanan bir ¢ semispraymm m. mertebe-
den tam lift’i £, J* (R™*, J¥7™) demeti tizerinde bir vektor alam olup
diisey ve tam lift 6zelliklerinden,

m

n . 9
C' — 0z
&= (6t° +Z”<"+1)za o e 61)2;?‘)

e k-1 m s Pty
= () + 250 () (53)

r=0 s=0

. .v'm.—scs 6 Cm—s'l)s
@ (g) )

k-1 m 8 y,
ZZ (atm (’I‘+1)za sa 5 (7:')6“ a,usa) '

=0 s=0 ki

(2.6.3)

|

geklinde hesaplanir.

J* (R, J*7) demet;i {izerinde verilen bir Poincare - Cartan 1-formu yardumyla

ol = djmL + Z( YLVt g
=0
geklinde tammlanan of ", J*¥ (R™*, J7™) demeti tizerinde taniml bir 1-form
olup, " ye ay nin m. mertebeden tam lift’i denir. Benzer gekilde
Poincare - Cartan 2-formu 27 nin m. mertebeden tam lift’i de,
Q" =ddjm L + Z( )dL"’""@ Adi™e
s=0 -

sekhnde tammlamrsa; QF, J* (R™*, J7™) demeti tizerinde bir 2-formdur.

Boylece, diigey ve tam lift tzelliklerinden;

k-1 m ( o 6L,vm—acs aLvm—scs

= ™) | =082 i B+ gl LY g
;;(3) (r+1)i o 01?+1)1. 6v(r+1)z
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egitligi elde edilir. Indislerde diizenleme yapilirsa;

k-l om 8pm—3 S ATL— S
6L” € .3 aL‘U c ” o
= 53 (i + Pt
r=0 s=0 +1)i (r +1)i
(2.6.4)

olur. Ayrica Poincare - Cartan 2-formunun elde edilmesinde kolayhk sagla-
mast bakimmdan Poincare - Cartan 1-formu (2.6.4) egitligi ile ifade edilecektir.

Boylece, d diferensiyel operator,

S - 6 sa a 104
d= Z(b—t;dt+za = o )

s=0

oldugundan Poincare - Cartan 2-formu,

k-1 m ‘ asz om—s
m m
Qi = ZZ (m—s) v(r+1)z O3y Oa dt3 A dt?
r=0 s=0
62Lvscm—8 6L,Uscm—'8
- dt* A dvf* + ——dt° A dt?
ToEouE T e
aszscm"s aQLvscln—S
8 e U3 At + — V] A du?
(r+1)é OvagOul% 1y y v OV 1y; " "
aL‘v’cm_’ agL,Us cm—3
O v At — o o duE A dE?
-+ 6‘1)” 'U(r+1)'l.a saa (r+1)z Vki

2 7™ e Uad ibinks
+ I e ndue+ S — OL"" _ guse A dts)

6’0}2‘:6 (r+1)i 8 ki
k-1 m 8 m—3
OLY’c
3N () ol A dE?
- 0. ri
r=1 5=0 e av’"?
Lvscm—3

—Z m-—s) 6 Oc d Adts

8=0
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k-1 m m—s 8 Mm—8
32Lv [ oLV’ N .
= > (2, {( Uy FEoUE + 55 )dt A dt

r=0 8=0 (r+1)i

Tt

( 2LV ™™ 2LV e LY e

P dt* A dusg
5t a (r+1 z +v ('r+1)z avsaav(r-'_l)z St ) Upi

62Lvscm—s aszs cem—s aLvscm—s'
b dv%? A du + ('v(r )i - dt® A dugg

0v v, ) ; B, e
62L'Uscm_ k—-1m 6Lvscm—~s
Fr g VT A Ui 5 — ™) | = dv?® A dt®
Buge v, 1y, } &%, () ( oupst

aLvs cm—a ,
"o ———du} /\dt)

(2.6.5)

olarak hesaplanir.
Tamm 2.6.1. Q5", J* (R™+, J¥7™) demeti tizerinde Poincare - Cartan

2-formu ise bu durumda,
Gggm Q" =0, Ggmdt® =1 (2.6.6)

denklemlerini sagglayan bir tek £5 semisprayma zamana badfl Euler -Lagrange
vektor alanimin m. mertebeden tam lift’i denir.

Ayrica, Gggm dt® = 1 olduggundan, &5 vektor alam lokal olarak,

k=1 m P o 9
=22 (ats X o 1 mgg)

r=0 s=0

geklinde ifade edilir. £F vektor alam aym zamanda iem " = 0 esitligini

sagladig igin (2.6.5) egitligi de kullamlarak,
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Qf" (62)

k-1 m H2LY° e 62Lvscm_s
ZZ (més) { (msavoa +v ('r+1)z 6'11806’0(,,._'_1)1

r=0 s=0 T+1 Z

Pr— 2 8 AT —8 8 M—S8
_ 6Lv c d/vs?l + v 8 L’U c _ 6L'U c vza
—6’0-:? Ti (1'+1)2 8,0;‘9:;1 6v(r+ i 3'11}2? *

2 1 ySe™—S 2 7 vic™m—S v
- X3 ( L e O°L oL ) dt?

+
ote 5U(r+1)z Ulrt1yi v 3v(r+1)z ovs

82 L'v"c"‘“’ 62Lvscm—s aLvscm—s d
st — - t?
o 6’012?6 (r+1)z ~¢ (r+1)z 31)30‘3’0(7._,_1), O

. 62Lv3c"‘" ol i 6Lvs eme 0
+£8$ 8’0 av(r+1)z sa} +ZZ m-— 3 —_W—dvmq

r=1 =0
oL”" ) ) i
g S P
o R T e

k-1 m 8 om—8 2 7 v5c™m™*
w“ H2 L€ 0L
ZZ{ mes [_X"' (atsa + U0 Gozeun

o ,,,+1)z (r+1)i

O i (e BT oL
duse Vi Ougtduiryy: OV

™

r=] s=0

E m 8, Mm—38 8 M —8
aaLv ¢ z6[,"’ c s
+§ ,E :(m"js) (—X,?i o 4 £° avgg‘) } dt
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k-1 m 8 AM—38 8 T —8
62 Lv c 32 Lv c
m s -
+ZZ (m—s) ( 6t36v?;1+1 ] +v (1'+1)z 61)’”6’0(,._*_1)2

r=0 s=0

61),’;?81)(, 1) g ’
k=1 m QLY orLY e
+ m Oa _ jo S —— 7 P L
Z:%sX:%) (m—s) ( ('l‘+1)t Bv 6v(r+1)z 7“& avza av?ﬁi—l)z

elde edilir. 4mQF" = 0 oldugundan,

k=1m [ oL QLY et
1) Zz(m—s) [X (W_I- (r+1)zav - )

r=0s=0 (r 1) saav(r +1)i 61)8;’
. 82 Aol
8 Oc — O
+£ ( Y(rt1yi vz 31)(”_1)1)}
k—1m 82Lvscm—s aQLvsCm— aszscm_s
2 m e ——e + 8%
) ’”2"’;’ & <3t36 Ui (TH)za Ur OV 1y Q QUi OV 1y

6Lvscm_8
B —5—“) =0

k—1m

62Lv3cm—8
D BB () (- ) ZES
) 7%30.9;0 (m—s) (r+1)i avz?av(r+1)z
2 vscm-‘e

denklemlerine ulagilir. 3) denkleminden -é—a—— # 0 oldugu icin
('r+1)z

X = v?f‘Hﬁ elde edilir. Bu kogul altinda 2) denklemindeki ifade kullanilarak
1) denklemi, X2 (0) = 0 olur. Buradan,

k-1 m S M —3 8 MM~ 8 Tt —8 8 M=
a2ch 62ch 62ch oLv’c
S5 (7 ) (e + X g+ € i — = 2| =0
=0 5=0 at 6'0(7‘_'.1)1 (3 6'(1(,,,_1»1)z a'Ukz av(r+1) 6’001.

(2.6.7)
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denklemine ulagilir.

Aym zamanda Euler - Lagrange vektor alanimin m. mertebeden tam lift’i,

k-1 m

0 ; 0
+ Vri 1y o + &% sa) 2.6.8
ZZ (6ts ( )i v duge ( )

r=0 s=0

olarak tanimlanabilir.

Simdi ¢™! : R — J*7™ egrisi, £ vektor alamnin bir ¢oziimii, yani
bu egri £ nin bir integral egrisi olsun. Eger, o™ (t) = (v32 (¢)) ise bu
durumda k. jet,

(o™ (1)) = (* (1), voF (£) , vrf* (2)

olup, a™*! egrisinin &m nin bir ¢dziimii olmasi igin gerek ve yeter sart

d ey dui?
dts**  dt

. ¢Si say\ —
=& (t%,v5,vi) 5 s=0,1,...,m

i
diferensiyel denklem sistemini saglamasidir. Dolayisiyla (2.6.7) denklemi,

kolm o QLU fdusp 9RLYT
Z Z(m—s) ( atsa,v(”-l)l + ( dts ) avsaavOa

r=0s=0 (r+1)i

duie\ LV gLren
+ ( k: ) sa - Oa =0
dt* ] 0uigovQe, y; Ovg;
d
olarak verilebilir. Ayrica J* (R"‘“, Jkn™) demeti tizerinde s vektor alani,

_ ’“ii 0 (duig) 8
a0 " dts ouze " \dee ) duge

r=0 s=0

olarak ifade edildigi i¢in (2.6.9) denklemi ,

k-1 m S M —3 8 -3
d {OLV® oLve _
) :( ) »” ( ) - =0 (269)

r=0 5=0 av( +1)i
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egitligi ile elde edilir. Lift teori 6zellikleri kullamlarak bu denklem,

k-1 m m m
OLf 0L
ZZ( )dts ( ) - 61}8? =0 (2610)

r=0 =0 6,0("""1)z

olarak diizenlenebilir. (2.6.10) denklemine zamana bagls Euler - Lagrange

denkleminin m. mertebeden tam lift’ denir.



Boliim 3

GENISLETILMIS JET
DEMETLERI UZERINDE
HAMILTON DENKLEMLERI

Bu boliimde, oncelikle J*7 jet demeti tizerinde Hamilton denklemi elde
edilmis ve lift teori kullanarak; bu denklem J*7™ genisletilmis jet demeti
tizerine tagmmigtir. Daha sonra da, benzer bir diiglince ile genisletilmis jet

demetleri tizerinde zamana bagli olan Hamilton denklemleri olugturulmustur.

3.1 Jfr Uzerinde Hamilton Denklemi
k € Z* U {0} i¢in J*7r, 7 = (E, w, M) demeti iizerinde
m‘+n+%m(m+1)...(m+k— n

boyutlu k. jet manifold, TJ*r tanjant demeti, 7 jx, : TJ*T — J*7 kanonik
projeksiyon olsun. J*m de lokal koordinatlar (2%, u0*,u%%) (r=1,2,...,k)

ve J*m nin herhengi bir p noktasindaki tanjant ve kotanjant uzaylarin bazlan

97
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sirastyla;

{6 0 0

520 e’ ggte -1 Stsm, 1<a g, lsrsk}
Ti

ve
{dz% du®, dul?:1<i<m, 1<a<n, 1<r<k}
olarak verilsin.
Aym zamanda; J*7 {izerindeki Liouville formu,
A= u?fﬂ)iduoa

olarak ifade edilir.
J*7 tizerinde A bir Liouville form ve ) ile birlesen kanonik simplektik form
¢ olmak tizere,

k-1
¢=—dr = du® Adud,;
=0

seklinde tanimlanir.
Tamm 3.1.1. J*z {izerinde ¢ simplektik formu eger non-dejenere ve
kapali ise, bu durumda (J*m, ¢) ikilisine bir simplektik manifold adi verilir.
Tanim 3.1.2. (J*m,¢) bir simplektik manifold, J*7 tizerinde

H : J¥r — R bir Hamilton enerji fonksiyonu ve
oy 1 x (JFm) — AL (JF7)
bir lineer izomorfizm olsun. Bu durumda, J*7 tizerinde
ix,¢=dH (3.1.1)

esitligini saglayan Xy vektor alanna bir Hamilton vektér alan ve (J*m, ¢, Xp)
ticliistine de bir Hamilton sistemi denir.
Teorem 3.1.1. (J ko, ¢) simplektik manifoldu iizerindeki Hamilton vek-

tor alani lokal olarak,

k
H
XH=-i+Z<6 0 _oH a) (3.1.2)

0 0a 9 0a  §y0a §y 0
Oz% L\ Qug Oude Oude Qu)
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dir.
Ispat: Kabul edelim ki, Xy Hamilton vektor alam,
— 0 O~ 0 Ocr d O 9
XH_602+X au +X1’6 +~--+in6u2?
yani

6 o (112
XH:W—}—XO 50 0a+sza Oa

olsun. Bu durumda J*ms izomorfizmi goz oniine alimirsa, ¢, J*r iizerinde

kapah 2-form olup,
J*ng: Xp € x (Jon) — Ty (Xu) = ix, ¢ € AL (J*7)
izomorfizmine gore,

Jk7T¢ = ’ixH¢
k
= ) (du® Aduls) (i+X°a 9 | xoa 9 )

Ol oube ~ T dule
r=1
= XPegu0x 4 XOagule 1 | 4 XOeqyl — X0adyle | _ Xagyle
k
= ) (Xduly — X%du®)
r=1
) , OH OH o |
gseklinde hesaplanir, ix, ¢ = dH ve dH = py ——dz% + E : B 0a 9 olduguna
gore,
OH OH oa OH . _
76 =0 1 Fgoa = " Xm 8u2§’—X (r=12,...,k)

denklemine ulagilir. Buna gore Xy vektor alam,

OH\ @
X = 5o +Z< )aan (’aan) dud?

seklinde elde edilir.
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Simdi, @ : I C R — J*r ; a(t) = (2% (t),u’ (t),ud (t)) egrisi Xy

Hamilton vektor alaninin integral egrisi ise,
Xu(a(t)=a(),tel (3.1.3)

olur. Dolayisiyla,

a(t) = Xp(z” (t) u® (8) , uef (£))

_ 0, Z 9H & 0H 9
T 0% L \Ouldude Bude dule

ve
dz% 0 dul duo"‘

at)=gramt g 3u°°‘ & Buo"‘

oldugundan (3.1.3) egitligine gore,

du® OH dul®  OH

dt  Bul® ' dt  ou

(r=1,2,...,k) (3.1.4)

denklemleri elde edilir.
(3.1.4) denklemlerine J*7 demeti tizerinde Hamilton denklemleri denir.

3.2 Hamilton Denklemlerinin Yiiksek Mertebe-
den Diigey Lift’leri

Bu kisimda, J*r jet demeti {izerinde hesaplanan Hamilton denklem-
lerinin J*7™ genigletilmig jet demeti lizerine m. mertebeden diisey lift’leri
elde edilecektir.

JEr™ genigletilmis jet demeti tizerindeki lokal koordinatlar (z®,u®®, %)
(s=0,1,...,m; r=1,2,...,k) olmak iizere, J*7™ manifoldunun herhangi
bir p noktasindaki tanjant ve kotanjant uzaylarimin bazlar sirasiyla,

g 0 0
- :1<r< <s<
{BmS"ausa’aui;?‘ 1<r<k, O_s__m}
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ve

{dz*,du**,duf}: 1<r <k, 0<s<m}

olarak verilsin.

J*7 manifoldu tizerinde verilen bir.¢ 2-formunun m. mertebeden diisey
lift’i,

vm

¢ = dA\T
k
= d(> " (dU?é")”m)

r=1

k
= d Zuo"du%‘)

r=1

(3.2.1)

= ) du*Adul?

r=1
seklinde hesaplamr. Ayrica ¢°", J*n™ demeti tizerinde bir simplektik yapichr.
Tanim 3.2.1. (J*7™,¢"") genigletilmis simplektik manifold ve
H™ : JFa™ — R, J*n™ manifoldu iizerinde bir Hamilton fonksiyonu ve

JEnm < x (J7™) — ALTFR™

bir lineer izomorfizm olsun. Bu durumda,; J*#™ tizerinde
ix,,m¢" =dH" (3.2.2)

egitligini saglayan Xy.m vektor alanina Hamilton vektor alaninin m. mertebe-
den diisey lift’i ve (J*n™,¢"", Xgwm) tigltistine de J¥n tizerindeki Hamilton
sistemin m. mertebeden digey lift’i denir.
Teorem 3.2.1. (Jk7r, ¢) simplektik manifoldu tizerindeki Xy Hamilton
vektor alanimin J*7™ demetine m. mertebeden diigey lift’],
k

" y™ Hv"‘
Xy =i+2(8H 0 _9 0 ) (3.2.3)

S S
Ozt~ L\ Oupf Ousr Ouse ouss

dir.
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Ispat: Kabul edelim ki, X vektor alaninin (J kgm ¢”m) simplektik ma-
nifoldu tizerine m. mertebeden diigey lift’i,

0 O\ ™ 0 : Oa\?™ 0
6$8i + (X ) ausa + Z (sz ) au:?

r=1

Xy =

olsun. (3.2.1) e gore, J*n tizerindeki kapali ¢, 2-formunun m. mertebeden
diigey lift’i,
¢"" = du® A dul®

dir. J"sz,m izomorfizmine gore,

ixm® = ¢ (XE')

k m
= % (@ ndu) (o + (007 o+ (X0 52 )
= 3 (X0 — (XIP)
= (3.2.4)
seklinde ifade edilir. Diger taraftan Hamilton fonksiyonunun m. mertebeden
diisey lift’inin diferensiyeli,
dH" = iijnd s aaH::gl 3“+Z %H:: = (3.2.5)

olur. (3.2.2) izomorfizmine gore, (3.2.4) ve (3.2.5) esitlenirse;

_OH"" om  OHT
6 g? | ) (quz == Hub

olup, Hamilton vektor alaninin m. mertebeden diisey lift’i,

k M oM
X§m='ifz(6H o oH a)

3 Oc 8 0 sa
Oz - L=\ Oupy Ous™  Oud* Ouyg

(X0

seklinde elde edilir.
a™1 : I ¢ R — J*7™ egrisinin X% Hamilton vektér alaninin integral
efrisi oldugunu kabul edelim. Diger bir ifadeyle,

XU (@™t () =amt(t) , tel (3.2.6)
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esitligi dogru olsun. Bu durumda,

a™(t) = XT (z%(t), v (8),u (1)

_ O (T 0 _om” o
T 0zt S\ 0ud Guse Bube Guse
ve .
= (dz** O dus® 0
s m+1 — hatadiy Ti
&) ; ( &t oz T — di Ouf )

oldugundan (3.2.6) esitligine gore,
du*>  OH"" du; _ OH

i

dt  oule ' dt = Oule
denklemleri elde edilir. (3.2.7) denklemlerine J*m demeti tizerindeki Hamilton

(3.2.7)

denklemlerinin, J*n™ demeti {izerine m. mertebeden diisey lift’ denir.

3.3 Hamilton Denklemlerinin Yiiksek Mertebe-
den Tam Lift’leri

Bu boliimde, J*r jet demeti tizerindé kurulan Hamilton denklemlerinin
JEr™ genigletilmis jet demeti iizerine m. mertebeden tam lift’leri elde edile-
cektir. Ayrica, J*7™ genisletilmis jet demeti tizerinde tanumli notasyonlar,
Boliim 3.2 de tamimlandi@: gekliyle alinacaktir.

J*m manifoldu {izerinde verilen bir ¢ kapali 2-formunun m. mertebeden

tam lift’i,

¢ = dx”
k
= d (E w2 dulf +ulduly + ..+ um"‘du’r’é") (3.3.1)
r=1

k
= >
r=1s

dus® A duse
0

geklinde hesaplanir. Ayrica, ¢°° J*7™ demeti lizerinde bir simplektik yapidir.
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Tanim 3.3.1. (J*7™,¢"") genisletilmis simplektik jet manifold ve
He" : J*a™ — R, J*z™ manifoldu tizerinde bir Hamilton fonksiyonu ve

JEnm Toem © X (J¥r™) — A (kam)
bir lineer izomorfizm olsun. Bu durumda, J*7™ tizerinde
ix,m¢" =dH" (3.3.2)

esitligini saglayan Xyem vektor alamna Hamilton vektér alanimin m. mer-
tebeden tam lift’i ve (J*n™, ¢, X§") glistine de J*x iizerindeki Hamilton
sisteminin m. mertebeden tam lift’ denir.

Teorem 3.3.1. (J*, ¢) simplektik jet manifoldu tizerindeki Xy Hamil-
ton vektor alanimn J*7™ demetine m. mertebeden tam lift’i,

k. m m m
o0H¢" 0 0H°" 0
XHcm = Z 2 (6$sz sq Ouse - Ouse 8”:.?) (333)

r=1 s=0

dir.
Ispat: Kabul edelim ki, X vektor alannm (J*7™, ¢ ) simplektik ma-

nifoldu tizerine m. mertebeden tam lift’i

N T W L Ay NS
XH”"‘sZ_-':)(ax“(s)(X) e 2 (0) 090 )

- Bl (am 5(0)wag)

olsun. Bu durumda, (3.3.1) e gore, J*r tizerindeki ¢, 2-formunun m. mer-

tebeden tam lift’i,

m
¢ = Z du®™ A duyf
s=0



105

dir. J*a™ T gem izomorfizmine gore,

ix, md" = ¢cm (XHc"‘)

sa a :18 4 : S
= ZZ(du A dusg (8 - ( )X usa+;( )Xm S

r=1 s=0

- i (m) Xeoduse — ZZ( )X:{’dus"‘
3—0 8 r=1 8=0

= Z Z ( ) (Xooduy — X3Fdus®)
r=1 s=0

(3.3.4)
seklinde ifade edilir. Diger taraftan Hamilton fonksiyonunun m. mertebeden
tam lift’inin diferensiyeli,

o OHT i OHT ., OH<"
dH - axsid 6sad +Zasa

duse (3.3.5)

olur. (3.3.2) izomorfizmine gore (3.3.4) ve (3.3.5) esitlenirse,
‘ OH" OH"
ouss ouse
olup; Hamilton vektér alanimin m. mertebeden tam lift’i,
m m m
0 OH®" 0 O0H¢" 0
X cm = A 5 o
wr =3 (50 + )

S S
= \0z - OuF Our Ous™ Ougg

(D)X= (D)X=

seklinde elde edilir.
Kabul edelim ki,
T CR— J*7™
efrisi Xpyem Hamilton vektor alanimin integral egrisi olsun.
Yani,
Xyem (@™ (1)) =a™(¢), tel ' (3.3.6)
gerceklegsin. Bu durumda,

&mri(t) = XHcm (rv“' (&), (), wrf (2))

OH™ &  OH" 0
- ZZ (3:1:” Bue due  oue 8uf.§')

r=1 s=0

)



106

ve

T (drt 9~ dur D
s m41 = i
) Z( & 607 T 2« dt Suﬁ?)

=0
oldugundan (3.2.6) egitlifine gore,

du* OH "  dus® _ _6H e
dt ~ fue ° dt = Oue

Tt

(3.3.7)

denklemleri elde edilir. (3.3.7) denklemlerine J* demeti tizerindeki Hamilton

denklemlerinin, J*7™ demeti lizerine m. mertebeden tam lift’i denir.

3.4 J*r Uzerinde Zamana Bagli Hamilton Dehk—

lemi

Bu kisumda, Boliim 2.4 de elde edilen J* (R, J*r) jet manifoldu goz oniine
alinarak; zamana bagh Hamilton denklemleri elde edilmistir.

J* (R, J*m) tizerindeki lokal koordinatlar (2%, vf,v%%) (1 <r <k) ve
J* (R, J*r) manifoldunun herhangi bir p noktasindaki tanjant ve kotanjant

uzaylarin bazlar sirasiyla

g 0 0
1< <
{8t°’ v’ Hule lsrs k}
ve {dt°, dvd?, dvl® : 1 < r < k} olarak verilsin.
J* (R, J¥r) tizerinde Lioville formu,

A= Z”(m)z

r=0

olarak tammlamrsa, ¢ kanonik simplektik 2-formu,

¢ = —dr = Zd’u A dvl2,y); (3.4.1)
r=0

geklinde hesaplanir.
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J* (R, J*x) tizerinde non-dejenere ¢, 2-formuna yaklagik simlektik form,
buna baglh olarak (J* (R, J*r) , ¢,) ikilisine yaklagk simplektik manifold denir.

J* (R, J¥r) tizerinde ¢, yaklagik simplektik formu kapal ise simplektik
form olarak adlandirilir. Buna bagh olarak (J* (R, J*7),¢,) ikilisine de za-

mana badl simplektik manifold denir.

Tanim 3.4.1: (J* (R, J*r),¢,) bir simplektik manifold ,J* (R, J*~)
lizerinde H, : J* (R, J¥r) — R zamana bagh Hamilton enerji fonksiyonu,

(J* (R, Jk7r))¢t :x (5 (R, o)) — A (J* (R, J*n)) (3.4.2)

bir lineer izomorfizm olsun. Bu durumda, J* (R, J*r) iizerinde
iy, ¢ = dH, (34.3)

esitligini saglayan Xy, vektor alanina zamana bagle hamilton vektér alan: ve
(J* (R, J*r) , ¢, Xg,) tigliistine zamana bagh hamilton sistemi denir.
Teorem 3.4.1. (J*(R,J*r),¢,) simplektik manifoldu tizerindeki za-

mana bagh Hamilton vektor alam

0 ~~(0H, 8 OH, 9
- 4.4
X, = FT rzl (811,9;‘ o Ve Bvoa) (3.44)
dir.
Ispat: Xy, vektor alan,
0 o 0 o 6 0
Xu, = Bto + X0 —— e P + X% “Fove T X,Sf‘a %
O~
Bto Z;X” Ov 0"‘

olsun. (3.4.1) den ¢, ,

Zdv A dv(,, )i

r=0
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oldugundan (3.4.2) izomorfizmine gore,

iXp, P = ¢t(XHt)

0 0
= Z (d’U A dv(r+1)z) ('&3 + XS?W)

r=0

- Z(X dv(r-l-l)z X(r+1)zdv )

r=0

07,0 0,7, Ocx
(XOi dupy — X dug

I
Eod

r=

elde edilir. ix,, ¢, = dH; ve dH;= —dto Z OH; dv®® olduguna gore,

oto 6 Oa
0H, _ OH, o OH, ]
8t0 = O, 8?}8,? - 719 a Oa on y - 1,2, ...,A;

denklemlerine ulagihir. Buna gore Xy, vektor alani,

OH,; 0H; 0
X = Bto + Z ( ol 8'00"‘ p v avﬂa)

olarak elde edilir.
Simdi, o : ICR—J* (R, J*), o (¢) = (¢° (), vd¢ (¢) ., v%* (), 7 = 1,2, ..., k;

Xy, zamana bagh Hamilton vektér alanimin integral egrisi olsun. Yani,
X, (c®)=0(t),tel (3.4.5)
olsun. O halde,

o(t) =Xg, (t) vor (8) , ved ()

9 OH, a 8H, 9
=T ; (Bv,(_’f‘ oue  oule 6v°"‘>

ve

: dt® o dv®% 9
W=zt dt "B Oa Z dt 9%
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oldugundan (3.4.5) esitligine gore,
d’Ug,ia _ aHt d’U?.? _ 6Ht
dt o0 dt  Ovde

denklemleri elde edilir. (3.4.6) denklemlerine J* (R, J*7) demeti iizerinde

(r=1,2,..,k) (3.4.6)
zamana bagls Hamilton denklemleri denir.

3.5 Zamana Bagh Hamilton Denklemlerinin

Yiiksek Mertebeden Diisey Lift’leri

Bu kisimda, J* (]R, Jk’/T) jet demeti lizerinde hesaplanan zamana bagh
Hamilton denklemlerinin, J* (R™*!, J¥7™) genigletilmis jet demeti tizerine
m. mertebeden diigey lift’leri elde edilecektir.

Jk (R™*1, Jk7™) genigletilmis jet demeti tizerindeki lokal koordinatlar

{t*,v55, v :0<s<m,0<r <k}

dir. Ayrica, J*¥ (R™, J*7™) manifoldunun herhangi bir p noktasindaki tan-

jant ve kotanjant uzaylarmin bazlar: sirasiyla

0 0 0
<s< <r<
{61&3 61;“’“’62)” :0<s<m,1<Lr k}

ve

{dt’, dvgs, dvi : 0 < s <m,1 <r <k}

olarak verilsin.
J* (R, J*7) manifoldu tizerinde verilen bir ¢, 9-formunun m. mertebeden

diigey lift'i ¢} ile gosterilip, J* (R™, J7™) {izerinde bir simplektik yapidur:

o= dA (3.5.1)

—d<Z ()" (d (,,H)z)”m)

r=0

= Z (dv A dv(r +1)z)

r=0
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olur.

Tanim 3.5.1: (J* (R™+, J¥7™)  ¢%") genigletilmis simplektik jet man-
ifold ve Hy™ : J* (R™1, J*¥7™) — R, J* (R™*, J¥z™) tizerinde zamana
bagh bir Hamilton fonksiyon olsun.

ch (Rm-}-l’ chﬂ.m) X (ch (Rm+1, chﬂ.m)) N Al (Jk (Rm+1) Jkﬂ.m))
(35.2)

¢},m :
doniigimii bir izomorfizm olmak tizere,
X gy vt = dH" (3.5.3)

esitligini saglayan X3, vektor alamma J* (R, J*7) tizerindeki Hamilton vektor

alaninsn m. mertebeden digey lift’i denir.

Teorem 3.5.1. (J* (R, J*r), ¢) simplektik jet manifoldu tizerindeki X4,

Hamilton vektor alammn m. mertebeden diisey lift’i,

- OH™ &  OH™ 8
g +Z<6v°a e ) MY

dir.
Ispat: Kabul edelimki; Xy, vektor alamnimn (J* (R™+1, Jkz™) 62" ) genis-

letilmis simplektik jet manifoldu tizerine m. mertebeden diisey lift’i,

Xy =21 (xg + 3 (e 0
H = g vg;’ =T oue
0

— Oc
=0t X O*aw Z:X"aw
olsun. (3.5.1) e gore J* (R, J*r) tizerindeki ¢, kapal 2-formunun m. mer-

tebeden diigey lift’i ¢;’m olup,
k-1 k

v = Z (dvgs' A dvllyyy:) = Z (dugg* A dvf)

r=0 r=1



111

dir. (3.5.2) izomorfizmine gore,

,Um

%, B} (XY (3.5.5)

0 0 0
E O Oa O
= (det A d’U ( 6t-9 X 0i 6 sa + X i _—6Uﬁ?)

r—l

= Z (XSedvly — XPedvfe

olarak ifade edilir. Diger taraftan zamana bagli hamilton fonksiyonunun

m. mertebeden diisey lift’inin diferensiyeli,

OH™ 0H, ”m OHY™
t t oy Z

e
o W g s

dH™ = duee (3.5.6)

olur. (3.5.2) izomorfizmine gore (3.5.5) ve (3.5.6) esitlenirse,
_oH” OHY™
CT oo

elde edilir. Boylece, zamana bagh Hamilton vektsr alaninim m. mertebeden

xge X% = -

diigey lift’i,

- k m m
m HY OH™ 0
v r t
X =gat 2 ( e 6v3§‘ O vi,f‘)

r=1
olarak elde edilir.

m+1 . ICR~—>J’° (Rm+1’ ch,n.m)
egrisinin X%~ Hamilton vektsr alaninin integral egrisi oldugunu kabul edelim.
Diger bir ifadeyle,

m . 1
Xy (0™ () =¢ (), tel (3.5.7)
esitliginin dogru oldugunu distinelim. Bu durumda,

o (8) =Xg (), v (), uF (2))

9 & (8H;"" 8 oH 9 )

=56 T 5\ 0% g G B
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ve .
. m+1 dt* 0 dug dvi 0
o O=FaTaw o 22"t ouig

oldugundan (3.5.7) egitligine gore,

dvg® _ OH™ duyy  OHP"
dt — ol dt T o

i

(3.5.8)

denklemleri elde edilir. (3.5.8) denklemlerine, J* (R, J*7) demeti tizerindeki
zamana bagh Hamilton denklemlerinin J* (R™*!, J¥7™) demeti tizerine m.

mertebeden digey lift’i denir.

3.6 Zamana Baglh Hamilton Denklemlerinin
Yiiksek Mertebeden Tam Lift’leri

Bu kisimda, J* (R, J k?T) demeti tizerinde hesaplanan Hamilton denklem-
lerinin J* (R™*+!, J7™) genigletilmis jet demeti tizerine m. mertebeden tam
lift’leri elde edilecektir.

Bu bélitmde kullamlacak olan J* (R™*!, J¥z™) genigletilmis jet demeti
tizerindeki notasyonlar Boliim 3.5 de tammlandip sekliyle alinacaktir.

J* (R, J*7) manifoldu tizerinde ¢, kapah 2-formunun m. mertebeden tam
lift'i ¢; ile gosterilip , J¥ (R™*!, J¥r™) tizerinde bir simplektik yapidur,

ayrica

4 =dx" (3.6.1)
. |
=d (ngf’dvgf' + vidvle + .. + v&?"‘dv,’!}"‘)
e
=) (dvge A dusg)
r=1 s=0

olarak elde edilir.
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Tamm 3.6.1. (J* (R™, J57™),¢¢") genisletilmis simplektik jet ma-
nifold ve Hf" : J* (R™, Jkx™) — R, J* (R™*1, J¥7™) tizerinde zamana

baghh Hamilton fonksiyon olsun.

T (R™, JF2™) jom = x (J5 (R™H, T¥7™)) — AL (5 (R™, J¥7™))

(3.6.2)
doniigimii bir izomorfizm olmak tizere,
iX;;:zﬁm = dHS" (3.6.3)

esitligini saglayan X§ vektor alanma J* (R, J¥r) tizerindeki zamana bagh

hamilton vektor alammn m. mertebeden tam lift’i denir.

Teorem 3.6.1. (J* (R, J*r),¢,) simplektik jet manifoldu tizerindeki

zamana bagl Hamilton vektér alanimn m. mertebeden tam lift’i,

k m . m
o 8 (OH" 0  OH 8
X =22 (ats' T v dug e vi:f‘) (3.64)

r=1 s=0 8

dir.

Ispat: Kabul edelimki Xy, vektor alamnm (J* (R™+, J57™) | 6™ ) genig-
letilmis simplektik jet manifold {izerine m. mertebeden tam lift’i,

k m
m 0 - o v™=ocs O m avm—ses O
x5 =303 (OO e (e )

i

k m
a m SCy - a fm S 8
=33 (g5 + O + (X5 )

olsun. (3.6.1) e gore J* (R, J*r) {izerindeki ¢, kapali 2-formunun m. mer-
tebeden tam lLift’i,

kE m
F=) ) (duge Adu)

r=]1 g=0
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dir. (3.6.2) izomorfizmine gore,
X, BF —¢°m( &)

= 33 (i ) (24 ()i 5+ ()X 5 )

'I‘=1 8—0

=ZZ(MMWA%W

r=1 8=0

(3.6.5)
olarak ifade edilir. Diger taraftan Hamilton fonksiyonunun m. mertebeden

tam lift’inin diferensiyeli,

c™ aHtcm 8 aHtcm .sa S
dH i 00" T 6 +Z ot i dv (3.6.6)

olur. (3.6.3) izomorfizmine gore (3.6.5) ve (3.6.6) e§1tlen1rse

M\ ou _ OH{ (M e OH"
<J%—W(J&_mﬁ

denklemleri elde edilir. Boylece, zamana bagli hamilton vektoér alaninin m.

mertebeden tam lift’i,

o  8H 8\
Zz (0#’ s QuEE 8v§§" 3115%’)

r=1 8=0

olarak elde edilir.
Kabul edelim ki,
g™ ; [CR—.J* (R™, Jhr™)
egrisi Xg Hamilton vektor alammn bir integral egrisi olsun. Diger bir ifadeyle
X (@™ (@) =0 (t),tel (3.6.7)
esitligi dogru olsun. Bu durumda,
IS A CIORTIORA0)

"Xk:i 9 L OH & OHY" 9
L ots ' Ovsx Ouse  Ouly Qv

1s=0
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ve

_ ZZ dts 0 d’l)g? 0 + d’l)i,? 6
B Foe T dt ovse ' dt Ousy

r=1 s=0

oldugundan (3.6.7) esitlifine gore,

dvgy  OH{ dvi  OHS"
dt ~ Ove’ dt o

(3.6.8)

denklemleri elde edilir.
(3.6.8) denklemlerine J* (R, J*7) demeti iizerindeki zamana bagl Hamil-
ton denklemlerinin J* (R™+1, J¥7™) demeti tizerine m. mertebeden tam lift’s

denir.



Boliim 4

SONUC VE
DEGERLENDIRME

Bu bolimde; 6ncelikle bir dik dairesel silindir {izerine ¢izilen helis egrisi
icin birinci jetler elde edilecektir. Daha sonra, siirtiinmesiz durumda, bu helis
egrisi {izerinde yercekimi altinda hareket eden m kiitleli bir parcacif1 igceren
mekanik sistem i¢in Lagrange ve Hamilton denklemleri incelenecektir.

Dik dairesel silindirin denklemi,
S: [0,2n] xR — E3
(u,v) — S (u,v) = (acosu,asinu,v)
seklinde tammh olup S ([0, 27] x R) yada kisaca S ciimlesi olarak ifade edilir.
S tistiindeki her egriye bir

p: [0,2nr] - R , pu) = v

fonksiyonu kargilik gelir. Boylece S de her egri a (u) = (acosu, asinu, ¢ (u))

116
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egitligi ile belirtilir.
4 z
y S //
7
v
v (u,v) H Es
™
> 0 .
u X a/u a / y
21
X
Sekil 1

Dik dairesel silindir {izerine ¢izilen helis egrisi, silindirin ana dogrulari ile

sabit acilar yapan bir egridir. Bu dik dairesel helisin denklemi

H=<a(ula: [0,2r] —R3 ,6>0
U — a(u) = v(u) = (acosu, asinu, bu)
olarak tamumli H ctimlesi ile ifade edilir.
Ayrica,

T: H —- R 0<u<2rn
(acosu,asinu,bu) — u
dontiglimtii stireklidir ve (z, H) ikilisi H igin haritadir, dolasiyla {(z, H)} tek
haritah atlas olur. H helis egrileri ciimlesi 1-boyutlu bir manifolddur. Boylece
H icin birinci jetlerin ctimlesi J*H ile gosterilip, tizerindeki indirgenmis ko-

ordinat sistemni .(J 1H, ),
JH={J'a():a(u) € H,0< u< 27}

z! = (¢, ul, uj)
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seklinde tamamlanir. Burada,

t (o () =t
u (J* (@ () = a(u)

ve uj ttirevsel koordinatlari,

ul (Mo (u) = d“dgu) |
= -—asinu@- acosuiiy- b@
- de’” 7 T dt dt

du
= [ - i y ’b —_—
(—asinu,acosu )dt

=afu)u, 0<u<2r
olarak tanimlhdir. O halde kisalk igin « (u) helis egrilerin birinci jetleri
Jla(u) = (t,u', u})

seklinde ifade edilecektir.
Silindirin ekseninden gegen v dogrusunun % dogrultusu ile helisin teget

vektor alanlar daima sabit a1 yapar. (Sekil 2)

s

Sekil 2

(u, T) = cos § = sabit
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Simdi helis egrisi tizerinde hareket eden m kiitleli bir pargacig igeren
mekanik sistem igin gerekli tamim ve dzellikler verilerek, Lagrange ve Hamil-
ton denklemleri elde edilecektir.

m kiitleli parcacigin silindir tizerindeki dairesel helis egrisi tizerinde
G = mg yer cekimi kuvveti ve egrinin teget iz vektér alammin bilegkesi

yoniinde hareket ettigi kabul edilsin. Burada G = (0,0, mg) dir. (Sekil 3)

Sekil 3

J'a (u) tizerinde yaklagik tanjant yap: J ile gosterilecek ve

0
J = (du' — ujdt) ® ol (4.1)

olarak tamimlanacaktir. J lokal olarak,

oY _ _ul
o) _. 1 ou}

N
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seklinde ifade edilir. Ayrica J'a (u) birinci jet manifoldu tizerinde J€ = 0 ile

verilen ¢ vektor alam bir semispray dir. Koordinatlarda lokal ifadesi ise,
0 . 0 1 0

£ = £ (t,u?, ul) olarak verilir.

L : J'a(u) — R diferensiyellenebilir fonksiyonu J'a (u) tizeride Lagrange

9\ .0
J(ﬁ)“ i Bul

egitligi J (2) = -V ile gosterilirse, burada V' = uigi—l olarak ifade edilen
1

fonksiyonudur.

ot

V vektér alamina Liouwille vektér alant denir. L, Langrange fonksiyonuna

bagh enerji fonksiyonu Ey, = VL — L olup,

oL
Ep=ul——1L
L= Mol
olarak ifade edilir.
Diger yandan, J*« (u) birinci jet manifoldu iizerinde Poincare-Cartan
1-formu
oy = dyL + Ldt
olup, lokal koordinatlarda,
oL oL
= —ul=—— —du'+ L .
or h ol dt + aul du’ + Ldt (4.3)

dir.

Boylece Poincare-Cartan 2-formu,
Qr=dd;L+dLAdt

ile tanimh olup,
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0L, oL,
Q = d( 5+ parde +Ldt)
oL ?L__ oL  OL 1
%L
( Puly? g dup A dut
(4.4)
olarak elde edilir.
2, Poincare-Cartan 2-form oldugunda J'a (u) tizerinde
i, Q= 0, i dt=1 (4.5)

denklemlerini saglayan £, vekttr alani bir semispray olup, Fuler-Lagrange
vektor alan: olarak adlandirilir.

Simdi, 4., dt =1 oldugundan ¢;, lokal olarak

B Y
L=t e T g

seklinde ifade edilsin. §; aym zamanda 4, 2; = 0 denklemini sagladig1 igin
(4.4) den,

i, = (&)

2

1
du;

FL . FL 0L\, . &L
Otoui u utdul ~ Aul 1 (Oul)?

&L L oL
-X! (8t8u1+ U gyigu] aul)dt

L L[4 8L ’L
X Gy f( (ua)d”f( Fany
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L 2L oL oL
— [_x1
( X (ata T+ UG, 6u1) ¢ ( “ 5y 1)2))‘”

(PL . FL L 0L &L _OLY
8toul T 1ouloul © ° (Bul)?  out )™

0’L 0%L
+ (Xl(a Dk + ul o 1)2) du}

olarak hesaplanir.

i¢, §2 = 0 oldugundan,
8L PL oL 0L
1 1
) X (ata T+ UG 6ul>+€ ( 1% 1)2) 0

8L , ®L ., 8L oL

2) Otou] o Outdu} +4 Gul)? ~ Bul ~ 0
0’L
3) (Xl - ul) ( 1)2
. i O’L 1 G
denklemleri elde edilir. e # 0 oldugundan X' = wu; dir. 2) ve 3)
10U;

denklemlerinden 1) denklemindeki ifade X*. (0) = 0 olur. O halde,

PL o BL 0L 6L
otou}l = 'Ouldul (Bul)?2 Ol

denklemi elde edilir.

=0 (4.6)

¢, J'a (u) da bir semispray olsun. a (u) helis efrisinin kanonik prolangas-
yonu ¢ nin bir integral egrisidir, yani £ nin bir ¢oziimi olur. O halde o (u)
nun £ nin bir ¢éziimi olmasi icin gerek ve yeter sart

da(u) dui
@~ @ ¢ G

ikinci mertebeden diferensiyel denklemleri saglamasidir.
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O halde (4.6) denklemi ,

0L +da (w) O°L  dPa(u) 8L 0L
Otdu} dt Ouldu} dtz2  (0ul)?2  Ou!

=0 (4.7)

olarak diizenlenebilir. R de % vektdr alammin kanonik prolangasyonu J'a (u)
da

i~§_+du1 3} _}_dzu1 o}
dt 8t dt ul  di? Oul

oldugundan (4.7) denklemi

d (0L oL

geklinde ifade edilir ve bu denklem J*a (u) tizerinde Euler-Lagrange denklemi
olur.

Geometrik yorum yapilirsa, &' = &' (¢,u!,u}) ile ifade edilen doniigtim
¢ (u) ivme vektor alanm tammlar. (Sekil 4)

o (u) = (—asinu,acosu, b)
a" (u) = (—acosu, —asinu, 0)
ve o' (u) vektor alam igin

o (u) Lo ()

a'(u)
- o' (u) L -G

G — o"(4)

(LY
AL/

/
- \
\

Sekil 4

d_0 o  &ud
dt  Ou dt dul  dt?2 oul
||a'” >0, “a"” > 0; vektor alamm inceleyelim.(Sekil 5)

= (1, lI1l lle"11)
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Sekil 5

0 = sabit, g—i vektor alam G — o” diizlemindedir.

Simdi de J* & (u) birinci jet manifoldu tizerinde Hamilton denklemleri elde

edilecektir. J! a (u) tizerinde Liouville form, A = ujdu’ olup ¢ kapal 2-formu,
¢ = —d\ = du Adu] (4.9)

seklinde ifade edilir. Hamilton enerji fonksiyonu, H : J'a (u) — R diferen-
siyellenebilir fonksiyonudur. Boylece ,

Ja(u),: x (Jla(u)) — A (Ja (u)) (4.10)

bir lineer izomorfizmdir ve bu izomorfizme gore [x » @ = dH esitligini saglayan

Xy vektor alanma Hamilton vektdr alam denir. Lokal olarak,

8, 0H 9 _OH 0
ot Ouldu! Oul dul

Xy = (4.11)

seklinde ifade edilir.
B : ICR—J'a (u)egrisi Xy hamilton vektor alam tizerinde bir integral

egrisi, yani Xz (8 (£)) = B (¢) olsun. O halde,
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B(t) = Xu (t,ul,ul)

—2+6H 8 O0H d
8t Ouldu!  Oul Oul

oldugundan

du! OH du} - 6H

& "ol @ ow (412
denklemleri elde edilir. (4.12) denklemleri J'a (u) Uzerinde Hamilton denk-

lemleri olur.

Sekil 6

G = (0,0,mg) olmak iizere Xy vekttr alam (Sekil 6) daki gibi goste-
rilebilir. Bu durumda,

Xg =-a-G
=—a&(u)—G
= (asinu, —acosu, —~b) — (0,0, mg)
= (asinu, —acosu, —b — mg)

=asinu— — acosu—a— —(b+m )_6_



126

vektor alam elde edilir. Boylece bu Xy bir Hamilton vektor alam olup, H
Hamilton enerji fonksiyonu olmak tizere bu iglemler ile dairesel helisin birinci

jeti J'a (u) tizerindeki Hamilton denklemleri,

asinu =1
—gCcosU = 6_u{
b+mg = oH
Oul
egitliklerinden,
sinu = 1 cosu = _—_16_H
a’ a Ouj

bulunaca igin,
OH

0H
COtu__B—u} , b-}-mg-—%

olur. H Hamilton enerji fonksiyonu ise,
H = (b+mg)u' — cotuu]

olarak elde edilir.

Bu jet manifold tizerinde kurulan denklemlerin diigey ve tam lift’leri ko-
layca elde edilebilir. Elemanter geometride verilen bu 6rnek ile énceki boliim-
lerde yapilan teorik ¢aligmalara bir yorum getirilmigtir.

Genigletilmig jet demetlerde elde edilen bu yiiksek mertebeden lift’ler,
aym zamanda manifoldlar tizerinde tammh diferensiyellenebilir elemanlarin
lift’lerine indirgenebilir. Ayrica klasik mekanik de ¢nemli bir yeri olan
Lagrange ve Hamilton denklemlerinin lift teori kullanilarak genigletilimis jet
dizisi lizerinde olugturulmasi; genisletilmis bir dizi ﬁzefinde-olu§turulabilecek
biitlin jetler i¢in bu denklemlerin kurulabilmesini kolaylagtirmgtir. Cahg-
manin zamana bagl olan ve olmayan geklinde iki béliime ayrilmasi ile evrende
farkli boyutlarin farkli zaman parametreleri ile algilanarak, tizerlerinde mekanik

sistemlerin kurulabilecegi gosterilmigtir.
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