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Bu tezde, arahk iizerinde tamimh kompakt, konveks kiime degerli
doniigiimler icin konveks devam tanimlanmig, konveks devamin varlif:
aragtirilmg ve konveks devamin olmadig1 durumlar incelenmigtir. Ayrica
konveks devamin maksimallik o6zelligi ele alinmig, kiime degerli
doniigiimlerin konveks devaminin varhgi ile Lipschitz siirekliligi arasindaki
baglant1 aragtirilmigtir. Bunun yaninda verilen kiime degerli doniigiimiin
deger kiimelerine uzakligl, verilen degeri gegmeyen erigim kiimelerine
sahip diferansiyel icermenin bulunmasi problemi ele alinmigtir. Problem,
once verilen doniigiimiin afin tiip oldugu 6zel durum icin ¢oziilmiigtiir.
Sonra 6zel durum igin sunulan yontem kullanilarak kompakt, konveks
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In this thesis, convex continuation for the compact, convex set valued
maps on an interval was defined, existence of the convex continuation of
the compact, convex set valued maps was studied and the cases which
there is no convex continuation were investigated. Maximality of the
convex continuation was also considered. The relation between the
existence of the convex continuation of the compact, convex set valued
maps and the Lipschitz continuity of the set valued maps was
investigated. Finally, an inverse problem of the differential inclusion
theory was considered. It is required to define a differential inclusion so
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GIRIS

Kiime degerli analiz matematigin cegitli dallarda pek ¢ok uygulamasi olan
cagdag alanlarindan biridir. Kiime degerli analizin temel tanim ve konular:
ilk olarak kontrol sistemleri teorisindeki bazi problemlere ¢oziim aranirken
ortaya konmugtur. O yillardan bugiine kiime degerli analiz, matematigin
onemli dallarindan biri haline gelmigtir.

Fizik, ekonomi, mekanik ve daha bircok uygulama alaninda ortaya cikan
problemlere ¢6ziim aranirken kargilagilan doniigiimler tek degerli olmayabilir ya
da bulunan fonksiyonlar diferansiyellenebilir olmayabilir. Bu tiir problemlerin
¢oziimlerinin aragtirilmasinda klasik analizin yontemleri yetersiz kalmaktadir.
Bu nedenle diferansiyellenebilir olmayan fonksiyonlar ve kiime degerli
doniigiimler icin yeni metodlar geligtirilmesi gerekmigtir. —Bugiin, klasik
analizin birgok problemi, kiime degerli analiz kapsaminda incelenmektedir.
Kiime degerli doniigiimlerin alttan yar: siirekligi, iistten yar1 siirekligi (bkz.
[1—6] ), diferansiyeli ve tiirev kiimeleri (bkz. [1,7 —19]), alt yar1 siirekli
fonksiyonlar icin ortalama deger egitsizligi (bkz. [20 — 22]), kiime degerli
doniigiimlerin sabit noktalarinin, denge noktalarimn varhig (bkz. [23 — 31]),
kiime degerli doniiglimlerin integralleri (bkz. [1,32 —37] ), bu problemlere
hemen verilebilecek 6rneklerden birkagidur.

Sadece klasik analizin bilinen problemlerini genel formda incelemekle
kalmayan kiime degerli analiz, bugiin kendine ait konular: da aragtirmaktadir.
Bu konular arasinda kiime degerli doniigiimlerin parametrelendirilmesi (bkz.
[1,38 — 40]), kiime degerli doniigiimlerin siirekli, 6lgiilebilir, Lipschitz tiirii
selektorlerinin varligi (bkz. [1,41 — 50]), konveks, monoton kiime degerli dé-
niiglimlerin 6zellikleri (bkz. [50 — 54]) sayilabilir.

Kiime degerli analizin uygulama buldugu alanlardan biri de diferansiyel
icermeler teorisidir. Diferansiyel icermeler iki acidan ele alinabilir. Ik olarak
diferansiyel igerme, sag tarafi kiime degerli doniigim olan diferansiyel

denklemdir. Ikinci olarak davramg diferansiyel denklemle verilen kontrol
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sisteminin genel formudur. Diferansiyel igermeler ilk olarak (bkz. [55,56])’da,
sag tarafi kiime degerli doniigim olan diferansiyel denklemler olarak
incelenmis, daha sonra (bkz. [44,57])’de, sag tarafi durum vektoriine gore
siireksiz diferansiyel denklemler i¢in Cauchy probleminin ¢6ziimlerinin varlig
aragtirilirken altyap1 olarak kullanilmigtir.

60’1 yillarda diferansiyel icermeler igin Cauchy probleminin ¢éziimlerinin
varligl, erigim kiimeleri ve integral tiinelin kapalihgi, kompakthg, baglantilihigi,
¢Oziimler kiimesinin baglangig kosullarina bagimliigr aragtirilmigtir
(bkz. [44,58 — 63]). 70’lerde diferansiyel icermeler bir kontrol sistemi olarak
incelenmeye baglanmig, davramsi diferansiyel igerme olarak verilen kontrol
sistemleri  icin = Pontryagin  maksimum = prensibi = kanitlanmigtir
(bkz. [21,64,65]). Bunu 80’lerde diferansiyel igermelerin evalusyon denklem-
lerinin bulunugu (bkz. [66,67]), ¢bziimlerin viability ozelliklerinin incelenigi
izlemigtir (bkz. [7,68 — 76]). 80’li yillarin sonu ve 90’li yillarda diferansiyel
icermelerin viability 6zelligi, diferansiyel oyunlar teorisi ve Hamilton-Jacobi
denklemleri teorisinde gesitli uygulama alanlari bulmugtur (bkz. [77 — 86]).
Verilen bir diferansiyel oyunun deger fonksiyonuna, bir bagka Hamilton-Jacobi
denkleminin bir viscosity (veya minimaks) ¢oziimii kargihk getirilebilecegi ve
tersine verilen bir Hamilton-Jacobi denkleminin bir viscosity ¢Oziimiiniin, bir
bagka diferansiyel oyunun deger fonksiyonu oldugu kamitlanmgtir
(bkz. [84,87 — 89]). Boylece diferansiyel oyunlar teorisi ve Hamilton-Jacobi
denklemleri teorisi arasindaki siki bag ortaya gikarilmigtar.

Diferansiyel icermelerin erigim kiimeleri ve integral tiinelinin 6zellikleri,
erisim kiimeleri ve integral tiinellerinin niimerik hesaplanmasi konular1 genig
kapsamh olarak aragtirilmg konulardir (bkz. [90 — 98]).

Tez beg boliimden olugmaktadir. Ik bélimde tezde yapilan aragtirmalar
kapsaminda konveks analiz, kiime degerli analiz ve diferansiyel igermeler
teorisinin bazi temel tanim ve teoremleri verilmigtir.

Ikinci boliimde konveks kiime degerli doniigiimler i¢in devam tanim

verilmig, konveks, kompakt kiime degerli doniigiimlerin konveks devamimn
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varlig1 incelenmis ve konveks devamin olmadig durumlar aragtirilmigtir. Elde
edilen sonuglar, kiime degerli doniigiimiin tiirev kiimeleri yardimiyla ifade
edilmigtir.

Uciincii boliimde maksimal konveks devam tanimlanmisg ve devamin oldugu
durumlarda, konveks, kompakt kiime degerli déniigimiin maksimal devaminin
ozellikleri incelenmigtir.

Dordiincii boliimde kapali, sinirh aralikta tanimlanmig konveks, kompakt
kiime degerli doniigiimiin konveks devaminin varhigi ile bu kiime degerli do-
niigiimiin Lipschitz siirekliligi arasindaki iligki incelenmistir. Konveks kiime
degerli doniigiimlerin Lipschitz siirekliligi [99 — 101]’de aragtinlmigtir. Kapal,
sinirli kilmede tanimh konveks kiime degerli doniigiimler bu aralikta Lipschitz
siirekli olmayabilir. Tez’de kapali, sinirli aralikta tanimh ve konveks devami
olan konveks kiime degerli doniigiimlerin bu aralikta Lipschitz siirekli oldugu
kanitlanmigtir. Tersine degerlerinin i¢i bog olmayan, Lipschitz siirekli, konveks,
kompakt kiime degerli doniigiimiin konveks devaminin varhg da kanmtlanmis-
tir.

Beginci boliimde diferansiyel igermeler teorisinin bir ters problemi incelen-
mektedir. Verilen konveks, kompakt degerli kiime degerli doniigiimiin deger
kiimelerine Hausdorff uzakligi ¢ sayisini gegmeyen erigim kiimelerine sahip bir
diferansiyel icermenin bulunmasi problemi ele alinmigtir. Bu tiirden problem-
lerin ¢6ziimii, matematiksel modellemede faz durumu kesin olgiilemeyen belir-
siz kontrol sistemlerin dinamiginin bulunmas igin kullanilabilir. Ters problem
[99 — 101]’de incelenmigtir. [102]’de grafigi konveks, kompakt kiime degerli
doniigiimler i¢in problem ¢oziilmiigtiir. Tezde, problem o6nce verilen kiime
degerli doniiglimiin afin tip oldugu 6zel durumda, sonra da 6zel durum igin
sunulan yontem uygulanarak konveks, kompakt degerli, siirekli kiime degerli

doniigiimler icin ¢6ziilmiigtiir.



1 ON BILGILER

Bu bolimde analiz, konveks analiz, kiime degerli analiz ve diferansiyel
igermeler teorisinin sonraki béliimler icin gerekli olan bazi temel tanim ve

teoremleri verilecektir.

1.1 Temel Tanim ve Teoremler

R ile n-boyutlu Oklid uzay1, z = (z1,...,2,) E R® ve y = (y1,...,%) €
R™ igin

ile z vektoriiniin normu,

(m,y) ZZ TitY;

i=1
ile z ve y vektorlerinin i¢ ¢arpiumlar: gosterilsin. Agiktir ki, ||z|| = +/{=z, )
olur.
A C R" olmak iizere, A ile A kiimesinin kapanisi, A ile sinir1, int(A) ile
ici, co(A) ile kapali konveks zarfi gosterilsin.
R"’nin agik birim yuvan B, kapali birim yuvart B ve R™’nin birim kiiresi

iizerindeki noktalar da S ile gosterilsin. Yani,
B={zcR"||z|| <1}, B={z e R"|||z]| <1} ve S = {z ¢ R"|||z|| = 1}

olsun.

zyo € R™ ve § > 0 olmak lizere, £y noktasinin agik § komgulugu
B(zo,0) = {z € R" | [|x — zol| < 6}
ve zp noktasinin kapali § komgulugu
B(z,8) = {z € R* |||z — zo]| < 8}

ile gbsterilsin.



Bunlarin diginda, z noktasinin A kiimesine uzaklig
d(z, 4) = inf |}z — a]

olarak tanimlanir.

K (R™) ile R™ uzayimin bog olmayan, kompakt alt kiimelerinin ailesi goste-
rilsin.

Kiimeler igin cebirsel toplam ve skaler ile carpma asagidaki gibi tanimlanir.
Tanim 1.1.1. E, F C R" olmak tizere
{e+fle€kE, feF}
kimesine E ile F kimesinin cebirsel toplams denir ve E + F ile gosterilir.

K (R™) kiime ailesi, kiimelerin cebirsel toplami iglemine gére kapahdir. Yani
E,FEKR")Y=E+FeKR"

olur.

E, F, G € K(R") olmak fizere
. E+F=F+FE
2. E+(F+@)=(E+F)+G
3. E+{0}=FE (0eR")
esitlikleri kolayca dogrulanir.
Tanim 1.1.2. E C R" olmak tzere
{X-elee E}
kiimesine E kimesinin A € R ile carpims denir ve ) - E ile gosterilir.
K(R™) kiime ailesi, kiimelerin skaler ile garpimina gére kapahdir. Yani
Ee KR")Y= X-E e K(R")

olur.

Va,BeRve E,F e K(R") igin agagidakiler dogrudur.
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1. - (8- B) = (af) - B

2.1-E=F

3. a-(E+F)=a-E+a-F

4. (a+pB)-ECca-E+3-E.
Onerme 1.1.3. o, 8 > 0 ve E € K(R") konveks kiime ise

(a+B)-E=a-E+p-FE

olur.

C ([a,b],R"™) ile z (-) : [a, b] — R™ siirekli fonksiyonlarin kiimesi gosterilsin.
z (-) € C ([a,b] ,R™) igin

= ()lle = max 1= O]

olsun. C ([a,b], R™) kiimesi |-|| ile normlu uzaydir.
Agagidaki 6nerme R™ uzayindaki kiimelerin kompakthigini karakterize et-

mektedir.

Onerme 1.1.4. A C R" kiimesinin kompakt olmass igin gerek ve yeter kogul,

A kiimesinin kapals ve sinirl olmasidar.
f () : [a,b] = R™ fonksiyonunun mutlak siirekliligi agagidaki gibi tanimlanir.

Tamim 1.1.5. f(-) : [a,b] = R olsun. Ve > 0 ve [a,b] araliginin ikiger ikiger
ayrik keyfi (a;,b:), (i =1,2,...,k) alt arabklars igin 3% (b; — a;) < & iken

k

SN - flas)l <&

i=1
olacak bicimde 6 = () > 0 sayisy varsa, f () fonksiyonuna [a,b] aralifinda

mutlak strekli fonksiyon denir.

Yukaridaki tanimdan mutlak siirekli fonksiyonlar aymi zamanda diizgiin

siireklidir. Ancak bunun tersi dogru degildir.
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Tanim 1.1.6. f () : [a,b] = R™ bir fonksiyon olsun. Her t1,t, € [a,b] igin

1 £(t1) — f()ll < Lits — 22

olacak gekilde L > 0 sayiss varsa, f(-) fonksiyonuna L sabiti ile Lipschitz

stirekli fonksiyon denir.

Tanim 1.1.7. f(-) : R™ — R™ bir fonksiyon olsun. Her D C R™ sunarh

kiimesi ve her x1, 2 € D i¢in

1/ (1) = f(z2)|| < Lil21 — 2o

olacak sekilde L = L(D) > 0 sayiss varsa, f(-) fonksiyonuna yerel Lipschitz

fonksiyon denir.
Mutlak siirekli fonksiyonlarin tanimindan agagidaki onermeler elde edilir.

Onerme 1.1.8. f(-) : [a,b] — R® fonksiyonu Lipschitz siirekli ise [a,b] ara-

hginda mutlak sireklidir.

Onerme 1.1.9. u(-) : [a,b] — R integrallenebilir fonksiyon ve her t € |a, b]
icin
t
£0 = [ u(rydr

ise, f (-) : [a,b] = R mutlak stirekli fonksiyondur.
f () : R* = R fonksiyonunun konveksligi agagidaki gibi tanimlanir.
Tanim 1.1.10. Vo, § > 0,0+ 8 =1 ve 21,22 € R" igin
fla-z1+ 8- x2) < af(z) + Bf(z2)
esitsizligini saglayan f (-) : R® — R fonksiyonuna konveks fonksiyon denir.

Teorem 1.1.11. [53, 108] f(-) : R® — R konveks fonksiyon ise yerel
Lipschitzdir.



Onerme 1.1.12. [108] K C R” kapals, konveks bir kiime ve yp ¢ K olsun. O
zaman ||z — yo|| = d(yo, K) olacak sekilde bir tek zo € K vardsr ve her x € K
i¢in

(o ~ Yo, 20 —z) <0 (1.1.1)

egitsizlifi saflanar. Tersine Ty € K olmak izere her x € K igin (1.1.1)
egitsizligi saglaniyorsa,

|20 — ol = d(yo, K) (1.1.2)

olur ve (1.1.2) egitsizligini saglayan zo € K tektir.

1.2 Kiime Degerli Doniigiimler. Siireklilik Kavrami ve

Tirev Kuimeleri

Bu boliimde kiime degerli analizin temel tanimlar1 verilecek ve konu ile
ilgili baz1 teoremler ifade edilecektir.
Agagida R™de verilen iki kiime arasindaki Hausdorff uzaklig: tanimlanmak-

tadir.
Tanim 1.2.1. E, F C R” olsun.
h(E, F) = max {sup d(z, F),sup d(y, E)}
z€E yeF
saysina E ve F' kimeleri arasindaki Hausdorff uzakligs denir.

Hausdorff uzaklig1 agagidaki 6zellikleri saglar.

i. Her E C R" igin h(E, E) = 0,
ii. E,F CR"igin h(E,F)=0& E=F,
iii. Her E,F C R” icin h(E, F) > 0,

iv. Her E,F,G C R" i¢in h(E, F) < h(E,G) + h(G, F).
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ii. kogulundan E,F C R" ve E # F igin h(E, F) = 0 olabilecegi goriil-
mektedir. Bu nedenle yukaridaki gibi tamimlanan h fonksiyonu 2%* {izerinde
yani, R” uzaymnin tiim alt kiimelerinin olugturdugu kiime iizerinde bir metrik
degildir.

h(:): K(R") x K(R") — [0, 00) fonksiyonu metrik kogullarini saglar. Yani
(K(R"), h) bir metrik uzaydir.

Cogu zaman iki kiime arasindaki Hausdorff uzakligimin bulunmas: igin

agagidaki 6nerme kullamlir.
Onerme 1.2.2. E, F € K(R") olsun.
WME,F)=inf{r >0|ECF+r-B, FCE+r B}
olur.
Agagida kiime degerli doniigiim kavrami tanimlanmigtir.

Tanim 1.2.3. A C R" ve her z € A igin F(z) C R™ olsun. Bu durumda,
F(-) donigimine kime degerli dondgtim ya da kime degerli fonksiyon denir

ve F(-) : A > R™ geklinde gosterilir. Ayrica
{(5,4) € AxR™ | y& Flz)}
olarak tansmlanan kimeye F(-) kime dederli donigimdinin grafigi denir ve
grF () ile gasterilir.
Stireklilik
Fonksiyonlara benzer olarak kiime degerli doniigiimler icin de siireklilik

tanim verilebilir.

Tanim 1.2.4. A C R” olmak tizere F(-) : A — K(R™) ve g € A olsun. Her
e > 0 saysina karsilk keyfi x € B(zo,9) igin

h(F(z), F(z)) < e

olacak sekilde § = 8(e, zo) > 0 saysse varsa, F(-) kime dederli dontigiimiine x

noktasinda sdreklidir denir.



F(.) kime dederli dontigimi her zo € A noktasinda strekli ise F(-) kime

degderli dontigimu A kimesinde stureklidir denir.

Onerme 1.2.2 uyarinca F(-) kiime degerli déniigiimii z, noktasinda siirekli

ise verilen Ve > 0 igin z € B(zy, §) iken
F(z) C F(zo)+e-B
F(zy) C F(z)+¢-B
olacak bicimde ¢ > 0 vardir.

Tanim 1.2.5. A C R” olmak izere F(-) : A = K(R™) ve o € A olsun. Her
e > 0 sayisina kargilsk keyfi z € B(xzo,d) igin

F(z) C F(zy) +¢-B

olacak gekilde § = (e, z0) > 0 sayuse varsa, F(-) kime dederli dontigimine xq

noktasinda ustten yars streklidir denir.

Tanim 1.2.6. A C R” olmak tzere F(-) : A - K(R™) ve o € A olsun. Her
e > 0 sayisina karsilik keyfi z € B(xo,6) igin

F(zo) CF(z)+¢-B

olacak gekilde § = §(e,x0) > 0 saysst varsa, F(-) kiime dederli dondigimiine zq

noktasinda alttan yary streklidir denir.

Agiktir ki, F(-) kiime degerli doniigiimii, o € A noktasinda hem alttan
hem de iistten yar siirekli ise 2y € A noktasinda siirekli olur.
Yine fonksiyonlarda oldugu gibi kiime degerli déniigiimler i¢in de Lipschitz

siireklilik tanimi yapilabilir.
Tanim 1.2.7. F(-) : R* — K (R™) olsun. Her z,y € R" i¢in
WF(z), F(y)) < Lz —yl|

olacak gekilde L > 0 sayist varsa, F(-) kiime dederli donigimine L sabitiyle

Lipschitz kogulunu sagliyor veya L sabitiyle Lipschitz streklidir denir.
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Konveks kiime degerli doniigiim ve kompakt kiime degerli doniigiim tanimlar:
agagida verilmigtir.
Tamim 1.2.8. A C R® konveks kiime olmak tizere F(-) : A — K (R™) kume
dederli doniigiimiiniin grafifi konveks kiime ise F(-) kime degerli dontgimi

konvekstir denir.

Tamm 1.2.9. A C R* olmak tzere F(:) : A — K (R™) kiime degerli dé-
niugtiminin grafigi kompakt kiime ise F(-) kiime dederli doniigimi kompaktr

denir.

Onerme 1.2.10. A C R" konveks kiime olmak dzere F () : A — K (R™)
kiime dederli doniigiim olsun. F (-) kiime deferli dontisiimiinin konveks olmast

icin gerek ve yeter kogul her A € [0,1] ve her 1, z2 € R i¢in
A-F(z) +(1=X) - F(z2) CEFMz1+(1—=A)-z) (1.2.3)
icermesinin saglanmasidar.

Kamit. (=) A C R konveks kiime olmak iizere F'(-) : A — K (R™) konveks
kiime degerli doniigiim olsun. A € [0,1] ve 21, zo € A igin (1.2.3) icermesinin
saglandig1 kanitlanmalhdir.

yEXF(z)+ (1= N F(z2) (1.2.4)

olarak almsm. O zaman y = X -1 + (1 — X) - y» olacak bicimde y; € F (z1),
Yo € F(x5) vardir ve (z1,91) € grF (), (z2,92) € grF () olur. A C R"
konveks oldugundan

Ao+ (1—=X)-z€eA

olur. F(-) : A — K (R™) konveks kiime degerli déniigiim oldugundan grF (-) C
A x R™ konveks kiimedir. O halde

A (@,y) + (1= X) - (z2,92) € grF ()
olur. Buradan
)\°y1+(1-—)\)”yQEF()\'.’El'l‘(l—)\)'.’IZz)
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ve (1.2.3) uyarinca

yEF()\ml—l-(l—)\)xz)

oldugu elde edilir. Bir bagka deyigle (1.2.3) icermesi saglanir.

(<) Tersine her A € [0,1] ve her z1, 2o € A i¢in (1.2.3) icermesi saglansin.
grF (-) € A x R™ kiimesinin konveks oldugu kamitlansin. (z1,y1) € grF (.),
(z2,y2) € grF(-) ve A € [0,1] olsun. O zaman y; € F (z1), y» € F(z2) ve
A-z1+ (1= A) -z € A olur. Buradan

Ayr+(1 =Xy €X-Fz1)+ (1 =X - F(zq)
ve (1.2.3) uyarinca A € [0,1] igin
Acyi+ (1 =X ygo€e FA 21+ (1—A)-z2)
oldugu bulunur. Bu ise

A+ A =N) -z, Ay +(1—A)-92) € grF (")
A () + (L= A) - (22,92) € grF ()
olmas: demektir. Bir bagka deyigle grF (-) C A x R™ konveks kiimedir.

Tirev Kiimeleri

K C R™ kapali bir kiime olsun. Vz € R” i¢in

T (z) = {r € R” | liminf ld(a:—l—&-r,K) = 0}
=0+ §

1
L _ n s - . _
Tg(z) = {r €ER" | 6111(1)1+ 6d(x+6 r,K) = 0}
olarak tanimlansin.

Tamim 1.2.11. [§| T (z) (TE(z)) kimesine K kiimesinin  noktasindaki st

(alt) contingent konisi ads verilir.

Onerme 1.2.12. K C R® kapah kiime olmak tizere V& € R” igin TY (z), Tk ()

kimeleri kapalidar.
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o 2 ¢ K ise TY(z) =0, TE(z) =0,
o z cintK ise TY(z) = R", TE(z) =R
Onerme 1.2.13. TY(z), TE(x) kimeleri konidir.

Bir kiime degerli doniigiimiin alt ve iist diferansiyeli tanimlar agagida ve-

rilmigtir.
Tamim 1.2.14. [1]V (-) : [a,b] — K (R") herhangi bir kiime degderli doniigim
olsun. p € R olmak fizere grafigi TY (t,z) C R™™ kimesiyle ayns olan

p = DV (t,2)|(p)
kiime dederli dontigimine V(-) kiime degerli donigiminin (¢, z) noktasindaki
ust diferansiyeli denir.
Tamim 1.2.15. [{]V () : [a,b] — K (R") herhangi bir kime degerli donisim
olsun. p € R olmak tizere grafigi TE(t,z) C R"*! kimesiyle ayns olan

p — D™V (t,7)|(p)
kime degerli dontgtimine V(-) kime dederli dondgiminin (t,z) noktasindaki
alt diferansiyeli denir.

(t, ) € [a,b] x R™ olmak {izere,

DUV(tax)Kl):{TERnlflwkEV(tk),tk>t, lim wk%:r}
trott Ty — T

kilmesine V'(-) doniigimiiniin (¢, z) noktasindaki iist sag tiirevi,

DLV(tax)|(1)={T€R“|3:z:(T) V()T > ¢, lim M—_xzr}

sttt T —1

kiimesine V'(-) doniigiimiiniin (¢, z) noktasindaki alt sag tiirevi,

DUV(t,mn(—l):{reRn!axkeV(m, b <t, lim xk‘f”:r}

p—rt~ tk -1
kiimesine V'(-) d6niiglimiiniin (¢, ) noktasindaki iist sol tiirevi,

DV ={ re® |3a() Vi, <, Jim HOE =)

kiimesine V'(+) d6niigiimiiniin (¢, z) noktasindaki alt sol tiirevi denir.
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Onerme 1.2.16. Tirev kimeleri kapals kumelerdir.

Onerme 1.2.17. Asagidaki egitlikler dogrudur.
DYV (t,z)|(1) = { reR"| 1iminf—1-d(:1: +6-r,V(E+4) = 0}
60t

L — n : 1 . —
D V(t,a:)l(l)—-{reR l5£?+5d($+6 r,V(t—l—&))-O}

DYV (t,z)|(-1) = { reR™| liérggilf%d(x —6-n,V(t-9))= 0}
DIV (t,z)|(-1) = { reR" Idl_i)rg;F %d(w—— §-r,V(t—14))=0

Tiirev kiimelerinin, teget konilerle baglantisi agagidaki 6nermede verilmek-

tedir.

Onerme 1.2.18. Asagidaks igermeler dogrudur.

DUV(t,z)|(1) c {r eR| (1,7) € TY(t,z)}
D'V (¢, z)|(1) c {r e R™ | (1,7) € T (¢, z)}
DYV (t,z)|(-1) c {r e R™ | (-1, -r) € TY(t, z)}
DMV (t,z)|(-1) c {r e R | (-1, —r) € T(t,7)}
Eger V(+) kiime degerli dniigiimii Lipschitz kogulunu saghyorsa yukaridaki
icermeler esitlige doniigiir.
(t,z) € int (grV (-)) ise tiirev kiimelerinin tamami R", (¢,z) & grV (-) ise
bog kiime olur. f tiirevlenebilir fonksiyon ve Yt € [a, ] igin V(¢) = {f(¢)} ise
Vt € (a,b) igin

DUV(t,z)|(1) = D'V(t,z)|(1) = DYV (t,z)|(-1)

= DMV(t,m)|(-1) = {%Q}

olur. Kolaylik olmasi agisindan

DV({t,z)|(1) = D'V(tz), DV(1)|(-1) =D V(t,z)
DMV(tz)|(1) = DIV(tz), DMV(taz)|(~1)=DIV(tz)

ile gosterilecektir.
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Onerme 1.2.19. V() : [a,8] x R* = K(R"), W(-) : [a,b] x R* - K(R")
grafifi kapal kiime degerli donisimler, t1, ts € (a,b) ve her t € [t1, t3] i¢in
W (t) =V (t) olsun. O zaman V't € (ty, t3) ve Vo € R” igin

D*W(t,z) = D'V(tz), DiW(t,z) = DIV (¢, 1),

D W(t,z) = D V() D-W(t,z) = D7V (t,2)

olur.

1.3 Diferansiyel igermeler. Varlik Teoremleri ve

invaryanthk

Bu boliimde diferansiyel icermeler teorisinin temel tanmimlar: verilecek ve
konunun bazi 6nemli teoremleri ifade edilecektir.

F(.) : [a,b] x R* — K(R") kiime degerli déniigiim olsun.

dz(t)
dt

e F(t,z(t)) , t € [a, 0] (1.3.1)

ifadesine diferansiyel icerme denir. Burada z (-) : [a,b] — R® bilinmeyen

fonksiyondur.

Tanim 1.3.1. Hemen her t € [a,b] icin (1.3.1) igermesini saglayan mutlak
stirekli z (-) : [a,b] = R™ fonksiyonuna (1.3.1) diferansiyel igermesinin ¢ozimai

denir.

Ozel olarak, (1.3.1) diferansiyel iermesinde F(-) kiime degerli déniisiimii
tek degerli ise (1.3.1) diferansiyel igermesi diferansiyel denkleme déniigiir. Yani

keyfi (t,z) € [a,b] X R" igin F'(t,z) = {f(¢,z)} ise, (1.3.1) diferansiyel icermesi

dz(t) _

" = f0(0) € lay

diferansiyel denklemine doniisiir.
(1.3.1) diferansiyel igermesinin ¢, € [a, b] olmak iizere z(to) = zo kogulunu

saglayan ¢Ozlimlerinin bulunmasi problemine Cauchy problemi denir. Somut
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olarak, ty € [a, b] olmak iizere, Cauchy problemini agagidaki gibi yazilir.

z(t) € F(t,z(t)) (1.3.2)
(1.3.2) — (1.3.3) probleminin ¢oziimler kiimesi X (to, o) ile gosterilsin ve
t € [a,b] igin
X (tto,z0) = {z(t) € R*[z(-) € X(to, 70)}
H(to,fl?o) = {(t, .’E) € [a, b] x R" l.’E € X(t; to,.’L’o)}
olarak tamimlansin. X (¢; 2y, Zo) kiimesine, (1.3.2) diferansiyel igermesinin (&g, zo)
baglangic noktas: i¢in ¢ amindaki erigim kiimesi, H (o, zo) kiimesine ise (g, Zo)
baglangi¢ noktasindan ¢ikan integral tiineli denir. ¢ € [a,b] ve Xy C R™ olmak
iizere, (1.3.2) diferansiyel igermesinin z (¢g) € X, baslangic kogulunu saglayan
¢oziimler kiimesi X (tp, Xp) ile gosterilsin. Yani X (¢, Xo)
z (t) € F(t,z(t)) (1.3.4)
.’L”(to) € Xp (135)
Cauchy probleminin ¢oziimlerinin kiimesi olsun. Aciktir ki,
X(to,Xo) = {x() S X(to,mo) |x0 S Xo}
olur.
X (tto, Xo) = {z(t) € R*[2(-) € X(to, Xo)}
H(ty, Xo) = {(t,z) € [a,b] x R™|z € X (t;t0,X0)}
olsun. X (;t, Xp) kiimesine (1.3.4) diferansiyel igermesinin (%o, Xo) basglangig

kiimesi i¢in ¢ anindaki erigim kiimesi, H(ty, Xo) kiimesine (¢g, Xo) baglangic

noktasindan gikan integral tiineli denir.

Teorem 1.3.2. [7, 104] F(:) : [a,b] x R* — K(R") konveks degerli, alttan
yars surekli donigim ve ty € (a,b) olsun. O zaman (ty — 6,t0 + J) aralginda

(1.3.2) — (1.3.3) Cauchy probleminin ¢ézimi var olacak sekilde § > 0 vardar.
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Teorem 1.3.3. [7, 104] F() : [a,b] x R* — K(R") konveks degerli, istten
yars siirekli doniigim, to € (a,b) olsun. O zaman (ty — 6,t + 6) aralginda

(1.3.2) — (1.3.3) Cauchy probleminin ¢ézimi var olacak sekilde & > 0 vardar.

Teorem 1.3.4. [7, 104] F(-) : [a, b)) xR"™ — K(R") konveks dederli, tstten yars
stirekli déndigiim, to € [a,b] ve Xo C R"™ kompakt kime olsun.

Y (t,z) € [a,b] x R™ ve bir ¢ > 0 sayuss igin
max {[|f|| | f € F(t,2)} < c(1+ |l (1.3.6)

esitsizlifi sadlansin. O zamanV z(-) € X (ty, Xo) ¢ozumd tim [a,b] aralifinda

tansmlanmis fonksiyondur ve

i. V z(:) € X(to, Xo) igin |z()]lo < R,
. YVt € [a,b], z € X(t;t0, Xo) icin |z|| < R,

i. V (¢, ) € H(to, Xo) i¢in |[(¢,2)|| < R+ 5]

olacak bicimde R > 0 vardar.

Teorem 1.3.5. [7, 104] Teorem 1.3.4’in tim kogullar: saglansin. O zaman
X (to, Xo) ¢bzimler kimesi C ([a,b],R™) uzayinda, H(to, Xo) integral tineli
[a, )] X R™ uzayinda ve hert € [a, b] igin X (t;t, Xo) erigim kiimesi R™ uzayinda

kompakt kimelerdir.
V C [to, 0] x R™ kapali bir kiime, ¢ € [to, 0] igin
Vit)={zeR"|(t,z) e V}

olsun. V kiimesinin,
z(t) € F (t,z (t)) (1.3.7)
diferansiyel icermesine gore zayif invaryanthig: agagidaki gibi tamimlanir.
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Tanim 1.3.6. [7, 13, 20, 68] V C [ty,0] x R™ kapals kimesi ve (1.3.7) dife-
ransiyel icermesi verilsin. Keyfi (t«,z.) € V noktasina karsilik, her t € [t., 0]
(t € [to,ts]) icin z (t) € V (t) olacak bigimde z (-) € X (ts, z.) ¢Ozimi varsa,
V kimesi (1.3.7) diferansiyel icermesine gdre saga (sola) zaysf invaryantter

denir.

Siradaki teorem, V' kiimesinin (1.3.7) diferansiyel icermesine gére zayif in-

varyanthigini karakterize etmektedir.

Teorem 1.3.7. [20, 69]F (-) : [to, 6] X R® — K (R") kiime dederli dontigimi

ve V C [to, 8] X R™ kapals kimesi verilsin.

i. F () dstten yary stirekli,
. V (t,z) € [ty, 0] x R™ igin F (t,z) konveks,
it. V (t,z) € [to, 0] X R™ vebir ¢ > 0 sayiss igin
max {|[f|| | f € F(t,2)} < c(1+ |

egitsizligi saglansyor olsun.

V' kimesinin, (1.3.7) diferansiyel icermesine gore sada zayf invaryant ol-

mass igin gerek ve yeter kogul t < @ olmak tizere V (t,z) € V igin
F(t,z) N DYV (t,z) # 0

olmasidar.
V' kiimesinin, (1.3.7) diferansiyel icermesine gére sola zayf invaryant ol-

mass i¢in gerek ve yeter kogul t > ty olmak tzere V (t,z) € V igin
Ft,z)N D7V (t,z) #0

olmassdar.
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Onerme 1.3.8. [105] V C [to,0] x R* kapak kiimesi (1.3.7) diferansiyel icer-
mesine gore sola zaysf invaryant ve (to,20) € V olsun. O zaman V t € [tg, 0]
icin

V() € X (%0, 7o)

icermess saglanar.

V kiimesinin (1.3.7) diferansiyel igermesine gére giiglii invaryanthigh agagidaki

gibi tanimlanir.

Tamim 1.3.9. [7, 18, 20, 68] V' C [to, 0] x R™ kapals kiimesi ve (1.3.7) dife-
ransiyel igcermesi verilsin. Keyfi (t.,2.) € V noktass, keyfi x (-) € X (ta,T4)
¢ozimi ve her t € [L,,0] (L€ [to,t.]) icin z (t) € V (t) oluyorsa, V kiimesi

(1.3.7) diferansiyel icermesine gore sada (sola) gicli invaryanttsr denir.

Asagidaki teorem V kiimesinin (1.3.7) diferansiyel igermesine gore giiclii

invaryanthigini karakterize etmektedir.

Teorem 1.3.10. 20, 69] F (-) : [to, 0] x R* — K (R™) kiime dederli déntistimai

ve V C [ty, 0] X R" kapal kiimesi verilsin.
i. F(-) strekl,
. Vi € [t, 0] igin F (ti,-) : R* — K (R") yerel Lipschitz,
. V (t,z) € [to, 0] x R" igin F (¢,z) konveks,
w. Y (t,z) € [to, 0] x R™ vebir ¢ > 0 sayss igin
max {|[f|| | f € F (¢,2)} < ¢ (1 +||z]])
esitsizligi saglaniyor olsun.

V kimesinin, (1.3.7) diferansiyel icermesine gére sada giicli invaryant ol-

mass icin gerek ve yeter kogul, t < 6 olmak tzere, V (t,z) € V i¢in
F(t,z) c D'V (t,z)
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icermesinin saglanmasidr.
V kimesinin, (1.3.7) diferansiyel igermesine gore sola gi¢li invaryant ol-

masy i¢in gerek ve yeter kogul, t > ty olmak tzere, ¥ (t,z) € V igin
F(t,z) c D7V (t,z)
icermesinin saglanmasidar.

Onerme 1.3.11. [105] V C [ty, 0] x R™ kiimesi (1.3.7) diferansiyel icermesine

gore sada gicli invaryant ve (to,z9) € V olsun. O zaman V t € [ty, 0] igin
X (t;to,z0) C V (t)
icermesi saglansr.
Onerme 1.3.8 ve 6nerme 1.3.11 kullamlarak su teoremler elde edilir.

Teorem 1.3.12. [105] V C [to, 0] x R™ kiimesi ve (1.8.7) diferansiyel icermesi
verilsin. ¥ t € [ty,0] igin V () = X (t;t0, Xo) olmasi i¢in gerek ve yeter kosul
V' kimesinin (1.3.7) diferansiyel icermesine gore sola zaysf invaryant, saja

gtcli invaryant ve V (t9) = Xo olmassdar.
Teorem 1.3.13. [105] F (-) : [to,0] x R* — K (R") kiime dejerli déniisiimii
ve V C [to, 0] x R” kapals kiimesi verilsin.

i. F'(-) strekli,

i. Vi, € [to, 0] igin F (t.,-) : R* — K (R") yerel Lipschitz,

i, ¥ (t,z) € [to, 9] xR" igin F (¢, z) konveks,V (t,z) € [to, 0] xR™ ve birc > 0
$ayiss igin
max {||f|| | f € F (t,2)} < c(1+ ||z])

esitsizligi saglanwyor olsun.
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Vit e [t igin V() = X (¢t0,Xo) olmast icin gerek ve yeter kogul
V (t,z) € V igin

F(t,z) C DYV (t,z),
F(t, )N D7V (t,z) #0

ve V (t) = Xo olmasidr.
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2 KONVEKS DEVAM

Bu béliimde konveks, kompakt kiime degerli doniigiimler igin konveks de-
vam kavrami tanimlanacak ve konveks devamin varlig: igin gerekli kogullar
aragtirilacaktir. Ayrica konveks, kompakt kiime degerli doniigiimlerin hangi

durumlarda konveks devaminin olmadig incelenecektir.

2.1 Konveks Devamin Tanimi

Konveks, kompakt kiime degerli déniigiimler i¢in devam goyle tanimlanir.

Tamim 2.1.1. V () : [to,0] — K (R™) konveks, kompakt bir kime dederli
dontigim olsun.

a > 0 sayiss ve Vi € [to, 0] igin W(t) = V(t) olacak gekilde
W () :[to— 0] = K (R") (W (-) : [to, 0 + o] = K (R"))

konveks, kompakt kiime dederli donisimd varsa, V (-) kiime dederli donigi-
miindin sola (saga) konveks a—devams vardsr denir. Bu W () kiime dederls
doniigiimiine, V (-) kime dederli dontgiminiin sola (saja) konveks a— devams
denir.

a > 0 sayst ve Vi € [ty, 0] igin W (t) = V(t) olacak sekilde
W():[to— 0,0+ a] - K(R")

konveks, kompakt kiime dederli donisimi varsa, V (-) kime dederli doniigi-
miindn konveks a—devams vardir denir. Bu W (-) kiime degerli déndgimiine,

V (-) kiime degerli donigiminin konveks a—devams denir.

V (+) : [to,0] — K (R™) konveks, kompakt kiime degerli déniigiim olsa da

konveks devami olmayabilir. Bu duruma bir 6rnek agagida verilmistir.
Ornek 2.1.2. Hert € [0,1] i¢in
V(t):{xeRl—l—\/st§1+\/Z}
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olarak tamwmlansin. grV (-) = {(t,z) € [0,1] x R |z € V (t)} olsun. grV ()
konveks, kompakt kiime oldudu kolaylkla gdsterilebilir. Ancak bu kiime degerli

dontgimin sola konveks devams yoktur.

Onerme 2.1.3. o > 0 igin W () : [to — , 0] = K (R®) ve V () : [to, 6] —
K (R") kompakt, konveks kime degerli dontigtimler olsun. W (to) = V (to) ve
her t € (to, 0] igin V (t) C W () ise

Va(t):{W(t) , t €ty —a,to)
V() , telt,0]

bigiminde tanwmlanan V, (*) : [to — ,0] = K (R™) déondgtimd, V () kime

degerli dontugtuiminin sola konveks a—devamadsr.

Kamt. V, (-) kiime degerli doniigiimiiniin kompakt oldugu agiktir. Her ¢ €
[to, 0] icin V,, (t) = V (¢) oldugundan, V, (-) déniiglimiiniin, V' (-) kiime degerli

doniigiimiiniin sola konveks a—devami oldugunu kanitlamak igin
Vo (4) : [to — 0,0) = K (R")

kiime degerli doniigiimiiniin konveks oldugunu gostermek yeterli olacaktir. ¢y,

ty € [ty — @, 0] ve A € [0,1] olsun. Onerme 1.2.2 uyarinca
A=A Vo) + A Vo(ta) CVa((1—A) ts+ Aty) (2.1.1)

oldugunu gormek yeterlidir. Genelligi bozmadan ¢; < 5 olarak kabul edilirse

i¢ durum so6z konusudur.

1. t1, 19 € [to—a,tg) ise 1 € W (1), z2 € W (L2) olur. W () konveks kiime

degerli doniigliim oldugundan
(1—)\) cxT1+ Az EW((l—)\) t1+)\t2)

olur. t1, ty € [to—a, 1) iken VA € [0,1] icin (1 — A) t1+ At € [to—a, tp)

olacag! icin
(1—)\)‘$1+)\°$2€Va((1—)\) t1+)\t2)
olur. Bir bagka deyisle t1, t2 € [t — @, to) iken (2.1.1) igermesi saglanir.
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2. t1, ta € [to,0] ise 1 € V (t1), 22 € V (t3) olur. V (-) konveks kiime

degerli doniigiim oldugundan
(1—)\) cT1+ A2 € V((l—A) t1+)\t2)

oldugu elde edilir. ¢y, t € [to,0] ise VA € [0,1] igin (1 — A) ¢1 + Aty €
[t, 8] oldugu icin

(1—/\)‘$1+)\'$2 G‘/a((l—)\) t1+/\t2)
oldugu bulunur. Yani ¢, t3 € [to, 6] iken (2.1.1) igermesi saglanir.

3. t1 € [to — a,t), ta € [to,0] ise z1 € W (t1) ve 2o € V () olur. Vit €
[to, 0] icin V (£) C W (t) oldugundan z, € V (t3) C W (t2) ve buradan
VA€ [0,1] igin

Q=N -z + Az eW({(L-A) t1+ Ato) (2.1.2)
oldugu elde edilir.

tg—1
Ao = to tl olarak secilsin. 0 < A < g iken
92— 11

(1—)\) t1+)\t2 € [to—a,to)

olur. t € [ty — a,1p) igin V4, (t) = W (¢t) oldugundan, (2.1.2) uyarinca
0 <A< Xigin

(1=X) - z1+A-23€Vo((1—A) t1+ Ats)
olur. Bir bagka deyigle
(1=X)-Vo(t1)+A-Va(te) CVo((1—A) t1+ Aty) (2.1.3)

icermesi saglanir.

X € XA < 1 oldugu varsayilsin. zp = (1— Xg) - 21 + Ag - Z2 olsun.
(1 — Ap) t1 + Ao t2 = to oldugundan, (2.1.2) uyarmnca

T €W (to) =V (to) (214)
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olur.
M < A < 1ligin A = (1—9) A + 7 olacak bigimde v € [0,1] vardir.
Buradan My < A <1 igin

(1—)\)$1+/\$2=(1—((1—’)’))\0+’)’))$1+((1—’)/)/\0+’7).’172
=1-X)A—-7) 2+ L=7) A 2247 22

=1—7)-2o+7" 22 (2.1.5)
ve

Q=N t+Art=1-((1-7NX+7) s+ (1 =7 A +7) t2
=1-2)A-7t+{1—7) dota+7t

=(1=1) to+7ta (2.1.6)

olur. Buradan t; € [to, 0] oldugundan ~ € [0,1] iken (1 — ) to + vtz €
[t, 8] olur. O halde Ag < A <1 iken

(1 — }\) t1 -+ Atg € [to, 9] (217)

oldugu elde edilir. V (-) konveks kiime degerli doniigiim ve z € V (t2)
oldugu igin, (2.1.4) uyarinca

(1—7) zo+7v-22€V((1—7) to+7t2) (2.1.8)

oldugu bulunur. (2.1.5) — (2.1.8) uyarinca Ay < A < 1 igin
(1=XN)-z1+X- 23 €eV(1—-A)t1+Aty)

olur. ¢ € [ty, 0] igin V, () = V (¢) oldugundan, (2.1.7) uyarinca
(1=X i+ X320 €Vo((1—2X) 11+ Aty)

olur. Bir bagka deyigle Ag < A <1 igin

(1=2) Vo (t) + X Va(t2) C Va (1= A) 1+ Ata) (2.1.9)
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icermesi saglanir. (2.1.7) ve (2.1.9) igermelerinden keyfi A € [0, 1] icin
(1=X) Vo) +A-Va(ta) CVa((1—A) t1 + Atp)
icermesinin saglandig: elde edilir.

Keyfi ¢, t; € [ty —,0] ve A € [0,1] igin her ii¢ durumda da (2.1.1)
icermesinin saglandig1 goriildii. O halde V, (-) kiime degerli doniigiimii kon-
vekstir.

Onerme 2.1.4. a > 0 i¢in W () : [to,0 +a] = K (R?) ve V () : [to,0] —
K (R™) kompakt, konveks kiime degderli donigimler olsun. W (0) = V (0) ve
her t € [to, 0) icin V (t) C W (¢) ise
V) , telt,d
Vo) = (2) [to, 0]
W) , te(0,0+q]
biciminde tansmlanan Vo (-) : [to,0 + o] — K (R") déonigimi, V (-) kime

degerli dondgiminin saga konveks a—devamadir.

Kanit. V, (-) kiime degerli doniigiimiiniin kompakt oldugu agiktir. Saga kon-
veks a—devamun ve V,, (+) kiime degerli déniigimiiniin tanimlanigindan dolay,
Ve (+) doniiglimiiniin konveks oldugunu goéstermek yeterli olacaktir. ti, & €

[to,0 + a] ve A € [0,1] olsun. Onerme 1.2.2 uyarinca
(1—=X) - Va(t) + X Va(ta) CVa((1=X) t1 + Aty) (2.1.10)

oldugunu gérmek yeterlidir. Genelligi bozmadan ¢; < t; olarak kabul edilirse

ii¢ durum vardir.

L. ty, ty € [to,0] ise z1 € V (t1), 22 € V ({2) olur. V (-) konveks degerli
doniigiim oldugundan V A € [0, 1] i¢in

(1—/\)°$1+A'$2€V((1—)\) t1+At2)

ve (1 — A) t1+MAtz € [to, 0] oldugundan V, (-) kiime degerli déniigiimiiniin

tanimi uyarinca
(1——A)°$1+)\°.’l72 EVQ((].—')\) t1+)\t2)
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oldugu elde edilir. Yani ¢;, t3 € [to, 4] ise (2.1.10) igermesi saglanir.

. t1, ty € (0,0 + ] ise 7z € W (t1), z2 € W (t2) olur. W (-) kiime degerli
doniigiimii konveks oldugundan V A € [0, 1] igin
olur. (1—A) t; + Ats € (6,6 + o] oldugundan V,, (-) kiime degerli dénii-
glimiiniin tanimi uyarinca
(1—)\) cT1+ A2 EV;((].—)\) t1+)\t2)

oldugu bulunur. Yani ¢, to € (6,0 + o] ise (2.1.10) igermesi saglanir.
. t1 € [ty, 0], t2 € (0,0 + o] ise z1 € V (t1) ve 22 € W (22) olur. Vi € [, ]
icin V () C W (¢t) oldugundan z; € V (t1) C W (¢1) olur. W (:) kiime
degerli doniiglimii konveks oldugundan V¥ A € [0, 1] icin

(=N -z +A 2 e W({(1-X)t1+ Aty) (2.1.11)

oldugu bulunur.

/\ozf—ttl ve 1o = (1 — Ao) - T1 + Ao - T olsun. (1 — Ag) ty + Aoty =0
2 —h

oldugundan (2.1.11) uyarinca

o € W (L~ X) to+ Aota) = W () = V (9) (2.1.12)
olur. Ay < A< 1ligin (1 —A) t1+Aty € (0,0 + o] olur. t € (0,0 + o] igin
Vo (t) = W (t) olarak tammlandigindan (2.1.11) uyarinca g < A <1
igin

Q=X -z + A 22 Vo ((1—A) t1 + Ato) (2.1.13)
oldugu bulunur. O halde Ay < A <1 igin (2.1.10) igermesi saglanir.
0 < A< X igin A = v Ag olacak bigimde 7 € [0, 1] vardir. Buradan
(1=A)t1 +Xxto= (1 —vX) t1 + 7N t2
=1 =) ti+vth—Yoti +7A0t
=(1—7)t1+v[(1—X) t1+ Aoto]
=(1—-7)t1+70 (2.1.14)
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esitligi elde edilir. ¢ € [to, 0] oldugundan y € [0,1] iken (1 —7) t1+v60 €
[to, 8] olur. (2.1.14) egitliginden 0 < A < )g icin

(1 — )\) t1+ Atp € [to, 9] (2.1.15)
oldugu bulunur. Ek olarak 0 < A < g iken

(1—/\) .’L'1+)\ To = 1—")/)\0) $1+’)’)\0'$2

(

=1 —7) -z +7 21— vho-T1+ 7o - Ta
==z +7-[(1= ) 214+ Ao - 29
=(1-7)-z1+7 30 (2.1.16)

olur. V (-) konveks degerli doniiglim ve z; € V (¢;) oldugundan (2.1.12),
(2.1.16) uyarinca

Q=N+ Az eV ((1=A) ts + Aty) (2.1.17)

oldugu bulunur. Her ¢ € [ty, 6] igin V4 () = V (¢) oldugundan (2.1.15) ve
(2.1.17) uyarinca

(1=X) 2+ A 23 € Va (1= X) £+ Ato) (2.1.18)

oldugu elde edilir. Bir bagka deyigle 0 < A < Ag iken (2.1.10) icermesi
saglanir. (2.1.13) ve (2.1.18) ifadelerinden keyfi 0 < A < 1 igin (2.1.10)

icermesinin saglandig: elde edilir.

Keyfi t1,ts € [to,0 + ] ve A € [0,1] igin her {i¢ durumda da (2.1.10)

icermesinin saglandig goriildi. O halde V, (-) kiime degerli doniigiimi kon-

vekstir.

2.2 VIt z) | () ve V]t 2i) | () Kiime Degerli

Doniisiimleri

Bu boliimde V (-) konveks, kompakt kiime degerli doniigiimiiniin konveks

devaminin varhg kamitlanirken kullamlacak olan VI (t,, z.) | (-) ve V.E(t., z.) |
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(-) kiime degerli doniiglimleri tanumlanip, bu doniigiimlerin sagladig 6zellikler
incelenecektir.
V (+) : [to, 0] = K (R™) bir kiime degerli déniigiim olsun. Bu déniigiimiin
grafigi
grV () = {(t,z) € [to, 0] x R* |z € V (t)}
ile gosterilsin. v > 0 sayisy, t, € [to,0], z. € R" ve V (-) : [tp,0] = K (R")

kiime degerli doniigiimii i¢in

VE(te ) | (t):(l—t—“t—;ﬂ).x*ﬂ“—t;—*l-vu*) (2.21)
VRt z) | (t):(l—t*—J’—;’—‘f).mE*_,jiva*) (2.2.2)

olmak iizere VI(ty,z.) | () : [t — 7,0 +9] = K (R™) ve VF(ts,2.) | ()
[to — 7, t« + 7] = K (R™) kiime degerli doniigiimleri tanimlansin.

Onerme 2.2.1. V() : [to,0] — K (R") kiime dejerli déntisiimii konveks,
kompakt dederli dondigim ve t, € [to,0], . € R® olsun. (2.2.1) ve (2.2.2) ile
tamsmlanan

V(o) | ()t~ 7,0+ = KR,

Vi toz) | () fto—1t+9]— K (RY)
dontigimleri konveks, kompakt kiime dederli donisimdir. Ayrica bu dontigimler

Lipschitz kogulunu saglar.
Kanit. t, € [to,0], z. € R™ olsun.
L .
Vy(tozs) [ () [t — 7,0 +9] = K(R)

kiime degerli doniigiimiiniin konveks, kompakt degerli doniigiim oldugu ve Lip-
schitz kogulunu sagladig: kanitlanacaktir.
VE(t,,z,) | () kilme degerli déniigiimiiniin konveks oldugunu kanitlamak

igin t3, 1o € [ty — 7,0+ 7] ve A € [0,1] almsin. Onerme 1.2.10 uyarmca

AV za) | () + Q= A) - V(o 2a) | (B2) C V(b za) | (At + (1= A) B)
(2.2.3)
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icermesinin saglandigini kanitlamak yeterlidir.
2 €AV (tm) | (B) + (1= X) - Vi (s, 2) | (t2)

olsun. Bu durumda z = A-z; +(1 — A)-2z, olacak bigimde z; € V,,L(t*, z.) | (th)
ve Zy € VI (b, z.) | (t2) vardir. VE(ti,z.) | (-) kilme degerli doniigiimiiniin

tamimlanigindan 7 = 1, 2 igin
ti—t ti—t
z; € (1_%_;*ﬂ) -x*—l——;—ﬂ-V(t*)

olur. Buradan z = A - z; + (1 — A) - 2 oldugundan

t — — 1y At 1—A) &ty — i,
xe(l_A1+(1 A) ta +7).%+_ 1 +(1=XNt +7-V@Q
Y Y

ve £ € VI(t,x,) | (A1+ (1= ) tz) oldugu elde edilir. Bir bagka deyisle
(2.2.3) igermesi saglamr. O halde V.'(t,,z.) | (-) kiime degerli doniigiimii
konvekstir.

Kf’ (tx, zs) | (*) kitme degerli doniiglimiiniin Lipschitz kogulunu sagladigini
kamtlamak igin ¢, ts € [tx — 7,0 +~y] alinsin. Genelligi bozmadan ¢; > to

oldugu varsayilabilir. Bu durumda 6nerme 1.1.3 uyarinca

i1 — s t1 — s

( t1+t2—t2—t*+’)/)

Y
f1+1y—1ta— 1
+1 2 2 *+’7V(t*)
Y
- (1_2__7).3,*_,__2___7.1/@*)
Y Y
t1—t
+—=(V (t.) — z.)

oldugu elde edilir. Buradan VX (¢, z.) | (-) kiime degerli doniigiimiiniin tanimlanig

uyarinca

ty — 1o

Vy (b ma) | (t1) = V(b 22) | (B2) + (V&) - z) (2:2.4)
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1 —
olur. V (t.) kompakt kiime oldugundan ;(V (t«) — z.) C L- B olacak bigimde
L > 0 sayis1 vardir. (2.2.4) esitliginden

Vit ) | (1) C V(o 2i) | (t) + [ta—t) L- B (2.2.5)
oldugu bulunur. ¢, ile ¢, keyfi segildiginden (2.2.5) icermesinden
B (VE(t ) | (1), VE( ) | () < I o —

egitsizliginin saglandig goriiliir. O halde V' (t., ) | (-) kiime degerli doniigiimii
Lipschitz kogulunu saglar.

VE(te,z.) | () : [to — 7, t« + 7] = K (R™) kiime degerli doniisiimiiniin kon-
veks, kompakt kiime degerli doniigliim oldugu ve Lipschitz kogulunu sagladig

da benzer olarak kamitlanabilir.

2.3 Sola Konveks a—Devamin Varlig:

Agagida konveks, kompakt bir kiime degerli doniigiimiin sola konveks de-

vaminin varhgi ile ilgili teorem verilmigtir.

Teorem 2.3.1. V (-) : [ty,0] — K (R™) konveks, kompakt bir kime degerli

dontigiim, To € R™ ve o > 0 olsun. Yv € V (to) igin
D*V (ty,v) C DYVE (to, 20) | (to, v)
icermesi saglaniyorsa V't € [to, 0] igin
V (t) C VE(to, o) | (£) (2.3.1)
olur.
Kanit. t, € [tp, ] igin
V (t) ¢ VZ(to, o) | () (2.3.2)

oldugu varsayilsin. VL (tg,zo) | (to) = V (%) oldugundan, ¢, noktasinda (2.3.1)
icermesinin saglandigt agiktir. O halde t. € (¢,0] olur. (2.3.2) uyarinca
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z, & VE(to,20) | (t.) olacak bigimde bir z, € V (t,) vardir. Vit € [to, 6] igin,
VZ(to, o) | (t) kompakt, konveks kiime ve z, ¢ VL (to, zo) | (¢«) oldugundan

dolay1 énerme 1.1.12 uyarinca
[l — wll = d (2, V' (t0, 70) | (£4)
olacak bicimde tek w, € VX(ty, Zo) | (¢.) vardir ve Vw € VE(to,20) | (24) icin
(T — Wy, Wi —w) >0 (2.3.3)

egitsizligi saglanir. VI(tp,z0) | (+) kilme degerli doniigliimiiniin tanimlanig

uyarmca Yw, € V.E(ty,20) | (t.) icin
w*:(l____giﬁ).%+”__£i£.% (2.3.4)
o o

egitligini saglayan vy € V (ty) vardir. ¢ € [to, 8] icin

:v(t):(l t_to)-vg—l—t_to-x* (2.3.5)

ot — 1 t, —to

olmak iizere z (+) : [to, 6] = R™ ve t € [to, t.] icin

- —t
w@=(pﬁ “>%+t D ., (2.3.6)

te — %o te — %o
olmak iizere w () : [to, §] — R™ fonksiyonlar: tanimlansin. (2.3.4) egitliginden

w (+) fonksiyonu

t—tg t—ty [ty —t. to —
t fomerd 1.— . . . 1— .
’LU() ( t*—to) U0+t*——t0 ( o ZI?()'}‘( o ) ’UO>
to—t to—1
= (1— 0 )"Uo"]‘ 0 T
& 04

ve buradan

—1 t—t
w(t) = (1——————t ;+a)-$o+——;+a-vo (2.3.7)

bigiminde de ifade edilebilir. Burada w (to) = vo, w (t.) = w, oldugu agiktir.

Keyfi v € V (to) segilsin ve sabitlensin.

w = (1—-.—_0—':_a_> ’$0+—"‘M"’U (2‘3.8)
o «
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olsun. (2.2.1) uyarinca w € VE(to, 7o) | (t4) olur. (2.3.3), (2.3.4) ve (2.3.8)

uyarinca

te — 1
0< (x*—w*,w*——w)=<x*—-w*, *—%I_—a‘(vo—v)>

t* - to +
= (%4 — W, Vg — V)
o
t* - tO + 67 v v o
e — > 0 oldugundan (z, — w,, v —v) > 0 oldugu elde edilir.

v € V (o) keyfi secildiginden, Vv € V (tp) icin
(T — Wy, vp—v) >0 (2.3.9)

egitsizligi saglanir.

t € [to,ts] ve w € VE(to, o) | (t) olsun. Vw € V.E(ty, 7o) | () igin

t—1 — T
w:(1_—°+9)-xo+i—ﬂ-v
« 8]

olacak bicimde bir v € V' (¢;) vardir. Buradan

@) -v@ w0 v = (722 —w), T )

_t—t t—th+a
T te—ty o«

(e — Wy, vg — V)

oldugundan (2.3.9) esitsizliginden, Vt € [to, t.] ve Vw € V.E(tg, zo) | (¢) icin
(@(t) —w(t),w(t) —w) 20

egitsizligi saglanir. Onerme 1.1.12 uyarinca

d (z (), Vi (to, z0) | (1) = ||z (8) —w (@)

=21 g~
oldugu bulunur. r, = M;—_’l:*—” segilirse V't € [to, t.] igin
* L0

d (z (t), VE(to, o) | (£)) _
t—to "
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1

olur. v = +(z4 — vp) olarak belirlenirse V¢ € [to, t.] igin (2.3.5) egitli§inden
* — U0
z(t)=vo+ (t—to) v
ve .
d t—to) - v, VE(2,, ¢
lim ('Uo-l-( 0) U a(oxo)l())zr*>0
ttd t—to

oldugu elde edilir.

—0t 1)

d 8- v, VE(t,, to+46
DYV (to, zo) | (to,v0) = {”l liaminf (vo + 8- v, Vg (to, 7o) | (to + 9)) — 0}
olarak tanimlandigindan,
v & DYV (t, z0) | (to, o) (2.3.10)

olur.
Zi €V (t),v0 € V (o) ve grV (-) konveks oldugundan (2.3.5) egitliginden,
Vit € [to, 8] igin z (t) € V (¢) ve d(z (t),V (¢)) = 0 olur. O zaman

lim inf d (’Uo + (t - to) - U, V(t))

tstd t—1g

=0

ve buradan

v € DYV (tg, vo) (2.3.11)
oldugu bulunur. (2.3.10) ve (2.3.11) uyarinca
D+V(t0,’U0) ¢ D+VC{J (to,.’l?o) l (to,’Uo)

olur. Ancak bu sonug¢ teoremin kogulu ile geligir. O halde varsayim dogru

degildir. Yani Vi € [to, 0] icin V (£) € VL(to, 7o) | (t) olur.
Onerme 2.1.3 ve teorem 2.3.1’den agagidaki teorem elde edilir.

Teorem 2.3.2. V () : [to,0] = K (R™) konveks, kompakt bir kiime dederli

dénigim, zo € R™ ve a > 0 olsun. Vv € V () igin

D+V(t0,'l)) C D+VC{J (to,l‘o) I (to,‘v)
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ise V (+) kiime degerli dontgiminin sola konveks a—devam vardsir ve Vi €

[to — @, ] igin

W) = { VE(to,m0) | (1) , tE to—a,to)
V(1) , t€ [to,0]

olarak tamwmlanan W (-) : [ty — a, 0] — K (R™) déndgimd, V (-) kime dederli

dontgiminin sola konveks a—devamadar.
Kanit. Teorem 2.3.1 uyarinca a > 0 says1 ve Vv € V (&) icin
D+V(t0,’0) C D+V¢f (ZB()) l (to,’())

icermesi saglaniyorsa Vt € [to, 8] icin V (£) C V.E (o, zo) | (t) olur.
Vt € [ty, 0] icin V (£) C VE(to,2o) | (¢) oldugundan dolayr énerme 2.1.3

uyarinca

W () = { Vit z0) | (1) 1 t€ [fo — o )6 YOSEKOERETIM KURULY

ANTASYOH MERKEZ!
v el

olarak tanimlanan W (-) : [to — o, 0] = K (R™) doniigiimii, V (-) kiime degerli

doniigiimiiniin sola konveks a—devamidir.

2.4 Saga Konveks a—Devamin Varhg:

Benzer teoremler saga konveks devam igin de kanitlanabilir.

Teorem 2.4.1. V (*) : [to, 0] = K (R"™) konveks, kompakt kiime degerli donigim,
7o € R® ve a > 0 olsun. Yv € V (8) igin

D~V (,v) c D"VE(8,z0) | (6,v)
icermesi saglansyorsa Vit € [ty, 0] igin
V() CcVE(6,z0) ] (2) (2.4.1)

olur.
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Kanit. ¢, € [to, 8] igin

V (t) & Vo' (6,20) | (t) (2.4.2)
oldugu varsayisin. V.E(6,z,) | (-) kiime degerli doniigiimiiniin tanimlang
uyarmca V.E(0,z,) | (6) = V (0) oldugundan ¢ = 6 icin (2.4.1) igermesinin
saglandigy agiktir. O halde t, € [to, ) olur. (2.4.2) uyarinca z, ¢ VF (0, zo) |

(t.) olacak bicimde z, € V (¢,) vardir. Vi € [to, ] igin V;® (6, z0) | (£) kompakt,

konveks kiime ve z. ¢ V.2 (0,z¢) | (t«) oldugundan, 6nerme 1.1.12 uyarinca
12 — will = d (22, Vo (6,0) | (t))
esitligini saglayan tek w, € VE(0,z0) | (t.) vardir ve Vw € VE(8,20) | (t.)
icin
<$* — Wy, Wi _'w> >0

egitsizligi saglamir. VR (0,z0) | (-) kilme degerli doniigiimiiniin tammlanig

uyarnca YV w, € V.E(6,z0) | (¢.) icin
w, = (1 _ _"'.o‘___) Czg + bro—t g (2.4.3)
o @

egitligini saglayan vy € V () vardir. Simdi ¢ € [to, 6] i¢in

0—t 60—t
x(t)—(1~a_t*)-v0+0_t*-x* (2.4.4)
olmak fizere z (+) : [to, 0] — R™ ve t € [to, §] igin
g—-1t 0—t

olmak iizere w (-) : [to, 8] — R™ fonksiyonlar tanimlansin. (2.4.3) esitliginden

dolay1 w () fonksiyonu

0—1 60—t t, — 0 te — 0
’U)(t) = (1—m)"vg+0_t*‘< o $0+(1—' o )"Uo)

ve buradan

w(t) = (1 — 0_4%"_?) 2o + H"'_Z:_t - g (2.4.6)



biciminde de ifade edilebilir. w (6) = v, w (£x) = wx, olur.

Vt € [t.,0] ve Vw € V.E(0,20) | (¢) igin
(z(t) —w(t),w(t) —w)>0

oldugunu kanitlamak icin keyfi y € V' (6) segilsin ve

9 _t* '_t*
w = (1__1(1__—) .a;o_]__a__{i__.y (2'4.7)
(6] (64

olsun. O zaman w € VE(6,x,) | (t.) olur. (2.4.3), (2.4.7) egitliklerinden ve

- t* v
€—+ch—— > 0 oldugundan

4 — bx
0 S (x*_'w*aw*—'U)):(ZE*——w*’ __!-%_i.(vo_y)>

_ft+a—t. (B0 — w00 )
— o * x»U— Y

(T, — ws,vo—y) > 0 oldugu elde edilir. y € V(f) keyfi secildiginden
Vy e V(0) igin

(T — Wy, U0 —y) 2 0 (2.4.8)

egitsizliginin saglandig1 bulunur.

t € [tu, 0] ve w € VE(0,x0) | (£) olsun. Vw € VE (0, 20) | (¢) icin
( 9—|—oz—t) O+a—t
uw = 1—————- .mo_l.-_.a__..y

olacak sgekilde bir y € V (8) vardir. Buradan

<w@—w@»wurww=<j:z«@-«w,@-fiﬁ)«%-w>

9—t t—0
=9 (1———a—) (T4 — W, vo — Y)
]

ve (2.4.8) esitsizliginden Vt € [t., 0] ve Yw € V.E(0,z0) | (t) igin

() —w),w()—w) 20
oldugu elde edilir. Onerme 1.1.12 uyarinca, ¥t € [t., 0] icin

d(o (), VE 0,a0) | () = o (&) v O
60—t
- 7 llo. 1wl
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olur. r, = ”——xg———?‘ﬂ secilirse Vi € [ts, 8] igin

d(z (), VE(0,20)] ()

= %

6—~1
olur. v = rEr (z+ — o) olarak belirlensin. ¢ € [t,, ] icin (2.4.4) esitliginden
z(t)=vo+(t—0)-v
ve
o =00 v VRO |0) _

t—0- 0—t

oldugu elde edilir.

d (v — 8- v,V (8,50) | (6 - 9)) :0}
0

—x7R . ..
D~V (0,%0) | (8,v0) = {’u] 11‘sn_1)3£1f
olarak tamimlandigindan

v ¢ DTVE(0,z0) | (0, ) (2.4.9)

bulunur.
T € V(t.),v9 € V() ve grV (-) konveks oldugundan (2.4.4) uyarinca
Vit € [ts, 0] icin z (¢) € V (t) ve d (z (t),V (t)) = 0 olur. Buradan

lim inf d(vo+ (= 0) v, V(t)) =

0
t—0- t—0

ve

v € D7V (6, v) (2.4.10)

oldugu cikar. (2.4.9) ve (2.4.10) uyarinca
D~V (6,v) ¢ D"VE(6,0) | (6,v)

olur. Ancak bu sonug¢ teoremin kosulu ile geligir. O halde varsayim dogru

degildir. Yani Vi € [tg, 4] igin
V () C VSt (8,20) | (t)
icermesi saglanir.
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Onerme 2.1.4 ve teorem 2.4.1 kullanilarak agagidaki teorem elde edilir.

Teorem 2.4.2. V (-) : [to, 8] — K (R™) konveks, kompakt kiime degerli donigim,
zo € R™ ve a > 0 olsun. Vv € V (9) igin

D V(0,v) c D"VE(0,z0) | (6,)

ise V() kiume dederli donisimd igin saja konveks o—devam wvardir ve

Vit € [to, 6 + o igin

W(t):{ V(#) .t € [to, 0]
VE(0,20) | () , te€(8,0+0q]

olarak tansmlanan W (+) : [ty, 0 + ] — K (R™) dénigimi, V (-) kime dederli

dontsiminin sada konveks a—devamadar.

Kanit. Teorem 2.4.1 uyarinca o > 0 sayisi ve Yvp € V (6) igin
D‘V(@, ’Uo) C D_VaR (0, Z’o) l (9, ’Uo)

ise Vt € [to, 0] igin V () C VE(8,z0) | () olur.
Vt € [to, 0] icin
V() C Vo' (0,20) | (2)

oldugundan dolay1 6nerme 2.1.4 uyarinca,

W@:{Vm , telto,0]
VEO,z0) | (t) , tE€(6,0+a]

ile verilen W (-) : [ty,8 + o] — K (R™) kiime degerli doniigiimii, V' (-) kiime

degerli doniigiimiiniin saga konveks a—devamidir.
2. Kamit. Her t € [to, 8] igin
Yt)=V(te+0-—1) (2.4.11)

olarak tammlansin. Bu durumda Y () =V (0), Y (0) =V (t) ve V(2) =
Y (to + 60— t) olur. (tl, 1171) 3 (tz,xz) € grY () ise

(t0+0—t1,x1)EgTV(-), (t0+0~t2,x2)Eng(-)
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ve grV () konveks kiime oldugundan her A € [0, 1] igin
(T=A)- (to+ 0 —t1,m1) + A+ (to + 0 — ta,72) =
=(to+0—((1=X) ti+Ata,),(L—=X) - z1+ A-23) € grV (:)
oldugu bulunur. O halde
(1= 21+ X2 €V(to+0—((1=A) t1+ A1) =Y (1 = X) t1 + Aty)

ve buradan

(1 =A)« (t1,21) + A~ (t2, 72) € grY (")
oldugu elde edilir. O halde Y (-) : [to,0] = K (R") konveks kiime degerli
doniiglimdiir.

dw—6-v,V(0—0)=d(w+7d-(—v),Y (tc +9))

oldugundan

DV (6,w) = {UeRnlliminfd(w—d'v’v(a'—‘s)) :0}

§—0+t )
= {'v € R* | lim inf dw+8-(=v),Y (b +9)) —_-0}
§—0t 4

= {veR"| (—v) € DY (t,w)}

olur. Buradan

D7V (8,w) = —DTY (4, w) (2.4.12)
oldugu bulunur. ¢ = ¢, + 0 — ¢ olmak {iizere
0+a—t 0+a—t
Vo (0,20) | (1) = (1 - ———) ~@o + ——— -V (6)
o e’
' '
= (1_t_ﬂ)_ﬂ_> .:L-O_‘_t__to__}_@.y(to)
e o
= Yy (to,20) | ()
oldugundan
-5 R -
DVEB,z0) | Gu) = { ¢ B limigr 200 Ve G20 |6 29) o}
§—0F é
(- L
_ { € R*| timins L@ T3 (C0), ¥ (o) | (o +)) _ 0}
d—0t é

{veR"| (—v) € D*YE (to, 20) | (to,w)}
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olur. Buradan
D VE0,z,) | (6, w) = —D*YE (ty, o) | (o, w) (2.4.13)

egitligi elde edilir. Teoremin kogulundan (2.4.12) ve (2.4.13) uyarinca Y (-) :
[to, 0] = K (R") kompakt, konveks kiime degerli doniigiimii her Yw € Y ()
icin

Dty (to,’ll)) C D+YO{' (to, .’130) l (to, w)
kogulunu saglar. Teorem 2.3.2 uyarinca Y () kiime degerli déniigiimiiniin sola

konveks a—devam vardir ve Vt € [ty — a, 0] i¢in

() — { Vi) |6)  telo-at)

Y (t) , t€ [to,0)

olarak tanimlanan W* () : [ty — o, 8] = K (R") kiime degerli doniigiimii Y (-)
kiime degerli doniiglimiiniin sola konveks a:—devamudir.

W (-) : [to, 0 + o] = K (R") kiime degerli doniigiimii
W{t)=W*({to+60—1t) (2.4.15)

olarak tammlansm. O zaman (2.4.11), (2.4.14) ve (2.4.15) uyarinca

- {Yj‘(to,xoﬂ(to—l—ﬂ—t) | t€ [t~ o)
Y (to+ 6 — ©) .t € [ty, 0]
_ ) Ve , b€ [to, 0]
VE(to,z0) | (£) , t€(0,0+0]

olur. Ayrica (t1,21), (t2,22) € grW (-) igin (to +0 —t1,21) € grW*(-),
(to + 0 — to, z2) € grW* (-), grW*(-) konveks kiime oldugundan her A € [0, 1]

icin

(1—)\)'(t0+9—t1,.’1/'1)+A'(t0+0—t2,$2):
(to+0—((1—=X) t1+A22,), (L= A) 21+ A1) € grW* (")

41



olur. O halde
(=X 21+ A-z0) €W (to +0 — (L=X) t1+ At2)) =W (1= A) t1 + Ato)

ve buradan

(1 —~— )\) . (tl,xl) 4 A (tg,:l?g) = ng ()

oldugu elde edilir. Yani grW (-) C [to, 0 + o] x R konveks kiimedir.

2.5 Konveks Devamin Varhgi

Agagidaki teorem konveks, kompakt kiime degerli doniigiimlerin konveks

devaminin varlig icin yeterli kogullar: vermektedir.

Teorem 2.5.1. V () : [to,0] = K (R*) konveks, kompakt bir kiime degerli

dondgim olsun. Yw € V (tp) icin

D*V (to, w) C DTV, (to, o) | (to, w) (2.5.1)
veVw € V (0) igin

D™V (0,w) C DV.F (6, %) | (6, w) (2.5.2)

icermeleri sajlanacak sekilde en az bir o > 0 saysst ve xg, Yo € R varsa, V (+)

kiime dederli dontigimi icin konveks devam vardir ve Vt € [ty — «, 8 + o] igin

Vo (to,m0) | (8) 5 1€ [to— o to)
Wt)=4¢ V() , t € [to,0] (2.5.3)
Vat(0,90) [ (¢) , te(6,0+q]
olarak tansmlanan W () : [ty — a,0 + o] — K (R") dondsims, V (-) kime

degerli donigiminin konveks a—devamadsr.

Kanit. Yw € V () igin (2.5.1) ve Vw € V (6) igin (2.5.2) igermeleri saglanacak

sekilde en az bir & > 0 sayist ve zg, Yo € R™ olsun. Bu durumda (2.5.2)
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icermesi ve teorem 2.4.2 uyarinca, V (-) kiime degerli doniigiimiiniin saga kon-
veks a—devami vardir ve Vit € [tp, 0 + ¢ igin
V(¢ , t€[to, 0
AL 0]
VE@,y) | () , te (0,0+q]
geklinde tanimlanan U (-) : [tg, 0 + @] = K (R") doniigiimi, V (-) kilme degerli

(2.5.4)

déniigiimiiniin saga konveks a—devamidir. Burada V.Z (6,y,) | (-) doniigiimii,
(2.2.2) ile tamimlanmig kiime degerli doniigiimdir.

Saga konveks a—devam tanimindan dolayr U (-) kompakt, konveks kiime
degerli doniigiimdiir. (2.5.4) uyarinca Vi € [ty,0] icin U (¢) = V () olur.

Buradan énerme 1.2.19 uyarmca Vw € V (fg) igin
DU (ty, w) = D¥V (to, w) (2.5.5)
oldugu elde edilir.
(2.5.1) igermesi ve (2.5.5) uyarinca Vw € V (tg) igin
D*U(to,w) C DYVE(ty, o) | (to, w)

icermesi saglanir. O zaman teorem 2.3.2 uyarinca, U (-) kiime degerli doniigii-

miiniin sola konveks a—devamu vardir ve Vt € [to — @, 0 + o] igin

il { VE(to,20) | () , € [to— o) 256)

U (t) , t€[ty, 0+ q]

olarak tamimlanan Up (:) : [t — ,0 + o] = K (R") doniigiimii, U (-) kiime
degerli doniigimiiniin sola konveks a—devamidir. Sola konveks a—devamin
tanimindan dolay1 Uy, () kompakt, konveks kiime degerli doniigimdiir. (2.5.3),
(2.5.4) ve (2.5.6) uyarmnca Vit € [tp — ¢, 8 + o] igin

W (t) = Uy, (t) (2.5.7)
olur. Uy, konveks, kompakt kiime degerli déniigiim ve V¢ € [tg, 0] icin

UL (t) =V ()
oldugundan (2.5.7) uyarinca W (-) kiime degerli doniigiimii, V (-) kiime degerli

doniigiimiiniin konveks a—devamidir.
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2.6 Konveks Devamin Olmadigi Durumlar

Bu boliimde, konveks, kompakt kiime degerli doniigiimlerin hangi durum-

larda konveks devaminin olmadig aragtirilacaktir.

Onerme 2.6.1. V (-) : [to,0] — K (R") konveks, kompakt kiime degerli do-
nigtim, o > 0 ve W (-) : [ty — 0, 8] = K (R™) déntgim, V (-) donisimiiniin
sola konveks a—devam: olsun. a. € (0,a] ve z, € W (tg — au) olmak iizere,
her t € [ty, 6] icin

V) CVE (to,a) | ()

olur.

Kanit. t* € [tg, 0] olsun.

Po. 2 )= (1

olmak iizere Py, () | (-) kiime degerli doniigiimil tanimlansin. z € P, (z,) |

t—1 t—1 *
_*_o+_a)$ tototan g

t* — fp + o t* — to + o

(to) igin
Oy Cly
={1—-—2* Y.z 4+ .4 6.
v ( t*—to—I—a*) St hta Y (26.1)
olacak gekilde w* € V (t*) vardir. t* € [tp, 8] olduundan W (t*) = V (¢*) ve
w* € W (t*) olur. (to — au,z,) € grW (), (t*,w*) € grW (-) ve grW (-) C
[to — o, 0] x R™ konveks kiime oldugundan (to,z) € grW (-), z € W (t;) =

V (%) olur. O halde

P, (x*) I (to) cV (to) (262)
icermesi saglanir.
Vi=Pa, ()| (o) = (1 - —=— ) gpt — .y (") (2.63)
* t* — o + t* — 1y + o

ve t € [ty — ax, t*] icin

—~ g + o t—1 ”
__o&).x*+__o+_a.w (2.6.4)

@ ) 1) = (1~ 2

olarak tanimlansin. VE (2o, z.) | (-) kiime degerli déniigiimii her ¢ € [ty — ., 6]

*

igin

1@mmnw=0~ V (t0)

t—1t i t—1 X
_o_w_).xﬁ__oii

* %
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olarak tamimlandigindan, (2.6.2), (2.6.3) ve (2.6.4) uyarinca, her ¢ € [ty — , 0]
igin

Qa. (z:) | (t) C Vol (to,z) | (2) (2.6.5)
oldugu elde edilir. Keyfi t € [ty — ., t*] icin,

Q. (z.) | () :(1_75 t;+a)'$*+ o+« W

iy

to—t to—1 Oy Oy *
= . —_— L — * L _— . A
o x*+<1 a )Kl t*—to-l-a*) B e )J

—to + t—to +
(1o tzhten) ottt g
t — o+ 0 * — o+

= P, (117*) I (t)

oldugundan
Qa, (zx) | (£) = Pou () | (2) (2.6.6)

oldugu elde edilir. Her ¢ € [ty — au, t*] icin (2.6.5) ve (2.6.6) uyarinca

Po, (#) | (t) = Q. () | () C Vi (f0,24) | (2) (2.6.7)

oldugu bulunur. ¢ = ¢* i¢in (2.6.7) kullanilirsa
V(t") C Vo, (to,m:) | ()

icermesi elde edilir. ¢* € [to, 0] keyfi secildiginden herhangi bir ¢ € [ty, 6] igin
V (t) C VL (to,z4) | (t) olur.

Onerme 2.6.2. V (-) : [to,0] — K (R") konveks, kompakt kiime dejerli do-
nigtim, o > 0 ve W (-) : [to, 0 + o] = K (R™) dondgimi, V (-) dontgimiinin
saga konveks o—devama olsun. o € (0,0 ve z, € W (8 + o) olmak tizere,
her t € [to, ] igin

V) CVED,2) | @)

olur.

Kamt. t* € [ty, 0] olsun. Py, (z.) | (-) kiime degerli doniigiimii

Pa,,(x*>1(t)=(1 9*"‘*”) Ity o

_0+a*—t* .$*+9+a*——t*
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ile tammlasin. z € P,, (z.) | (6) olarak segilsin. Bu durumda

Oy Oy
= 1—--————- . % —_— *
x ( 0+a*—t*> x+9+a*—t* w

olacak sekilde w* € V (#*) vardir. t* € [fo, 0] oldugundan W (t*) = V (t*)
ve w* € W () olur. (0 + au,z.) € grW (-), (t*,w*) € grW (:) ve grW (-) C
[to, 8 + ] xR™ konveks kiime oldugundan (6,z) € grW (), € W (8) =V (0)
olur. Bu durumda

P, (z.) | (6) cV (9) (2.6.8)

icermesi dogrudur.

,_ _ _ a* . a* . *
Vl—Pa*(x*)I(H)—(l —_ﬁ—l—a*——t*) Bt g V() (269)

ve t € [t*, 6 + o) icin

V] (2.6.10)

0 . — —1
1__+L___t.).m*+m—.
Qe Oy

@u. ()10 =

olarak tanimlansin. VE(0,z,) | (-) kiime degerli doniigiimii her ¢ € [t*,6 4 o
icin

6— , 6 — .

VE©,2.) | () = (1 - ——“—"‘) g

olarak tamimlandigindan, (2.6.8), (2.6.9) ve (2.6.10) uyarinca, her ¢ € [t*, 6 + o

-V (6)
igin

Qa. (z) | (t) C V52 (0,2.) | (1) (2.6.11)
oldugu elde edilir. Her ¢ € [t*,6 + «.] igin,

Qu 1) = (1-TF 2=t ) oy T2

:t—eox*+(0—t+a*)'[ 60—t .3;*+——&—*-V(t*)

Vi

Oy Q, 8+ o, — t* 0+a,—t
0+a,—t 0+ao,—t
= 1_‘_—_— M * '——'V t*
( 0+a*—t*> S — *)

= Pa. (24) | (2)

oldugundan

Qo (z.) | () = Pa, (z4) | (2) (2.6.12)
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egitligi elde edilir. O zaman her ¢ € [t*, 8 + o] igin (2.6.11) ve (2.6.12) uyarinca
Py, (z) | (1) = Qa. (2:) | (t) C VG (6,2.) | (¥) (2.6.13)
oldugu elde edilir. ¢ = ¢* igin (2.6.13) kullanilirsa
V() C Vol (6,2) | ()

icermesi bulunur. ¢* € [fo, 8] keyfi secildifinden herhangi bir ¢ € [to, 6] igin
V() c VE(0,z.) | (¢) igermesi saglanir.

Teorem 2.6.3. V () : [to, 0] = K (R™) konveks, kompakt kiime dejerli donigim

olsun. Hera > 0 ve herx € R" i¢in
D+V(t0, 1U) ¢ D+VC{J (to,x) I (t(), ’LU) (2614)

olacak gekilde en az bir w € V (ty) varsa, V () kiime dederli donigimd icin

sola konveks devam yoktur.

Kanit. Aksi varsayilsin. Yani bir ap > 0 igin W () : [to — ap, 0] — K (R™)
kiime degerli doniigiimii, V (-) kiime degerli doniigiimiinlin sola konveks
og—devam olsun. 0 < @, < og olmak iizere z, € W (t; — o) secilsin. Onerme

2.6.1 uyarinca her ¢ € [ty, 6] icin
V() CVE (to, ) | (2) (2.6.15)

olur. Burada V[ (t9,z.) | (-) doniiglimii (2.2.1) ile tanimlanmig olan kiime
degerli dontigiimdiir. V2 (to,2) | (t0) = V (o) oldugundan (2.6.15) uyarinca
her w € V (%5) i¢in

D+V(to,’w) C D+V(£.. (to,ﬂ?*) | (to,’w)
olur. Ancak bu (2.6.14) ile celigir.

Teorem 2.6.4. V (-) : [to, 8] = K (R") konveks, kompakt kiime degerli donigim

olsun. YVa > 0 ve Vx € R" igin
D V(0,w) ¢ D"VE@®,z) | (6,w) (2.6.16)
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olacak sekilde Aw € V (0) varsa, V (-) kiime degderli donigimi igin saja devam

yoktur.

Kanit. Aksi varsayilsin. Yani bir ag > 0 igin W () : [to, 0 + o] — K (R")
kiime degerli doniigiimii, V (-) kiime degerli déniigimiiniin saga konveks
ag—devami olsun. 0 < e, < ag olmak iizere z, € W (6 + @) secilsin. Onerme

2.6.2 uyarinca her t € [to, 0] igin
V() cVE@®, )| @) (2.6.17)

olur. Burada V (8,z.) | (-) donigimi (2.2.2) ile tanimlanms olan kiime
degerli doniigimdiir. V.F (9,z.) | (8) = V (6) oldugundan (2.6.17) uyarinca
her w € V (6) igin

D V(0,w) C D"VE (0,z.) | (6,w)

olur. Ancak bu (2.6.16) ile celigir.
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3 MAKSIMAL KONVEKS DEVAM

Bu béliimde maksimal konveks devam kavram tanimlanacak ve konveks,

kompakt kiime degerli doniigiimlerin maksimal konveks devami bulunacaktur.

3.1 Maksimal Konveks Devamin Tammi. MZ ve ME

Kiumeleri

Agagida sola ve saga maksimal konveks devamin tanimi verilmigtir.

Tanim 3.1.1. o > 0 sabit bir say ve
Vo () [to — o, 8] = K (R?)

kime degerli dondgimd, V(-) : [to, ] — K (R™) konveks, kompakt kime dederli
dontgiimunin herhangi bir sola konveks a—devams olsun. Eger V(-) kime
degerli donigiminin her W(-) : [to — , 8] = K (R") sola konveks a—devams
1¢in

Wty — ) C Vot — @)
icermesi saglanyorsa, V,(-) kime dederli donigimine, V() kime dederli do-

niustumintn sola maksimal konveks a—devami denir.

Tanim 3.1.2. o > 0 sabit bir says ve
Vo () : [to, 0 + o] = K (R?)

kime degerli dondgimd, V(-) : [to, 8] = K (R™) konveks, kompakt kiime dederli
donisiminin herhangi bir saja konveks a—devams olsun. Ejer V(-) kime
degerli dontgimindn her W(-) : [to,0 + o] = K (R") saja konveks a—devams
i¢in

W6+ a) C Vo(0 + o)
igermesi saglansyorsa, V, () kime dederli dontgimine, V(-) kime dederli do-

nustimintn saga maksimal konveks a—devams denir.
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o, > 0 sayst ve V() : [to,0] — K (R™) konveks, kompakt kiime degerli
doniisiimii verilsin. VZ (tg,z) | (-) ve VE(6,2) | () srasiyla (2.2.1), (2.2.2) ile

tanimlanan kiime degerli doniigiimler olmak iizere

eR” |VveV (&) icin
M {x VoeV ()i

} (3.1.1)
D+V(t0, ’U) C D+Val; (to,x) | (to, ’U)

ME = { zeR" |VoveV(f) igin } (3.1.2)
D-V(9,v) C D-VE (8,z) | (6,v)

olarak tanmimlansin.

Onerme 3.1.3. ML ve ME kompakt, konveks kimelerdir.

Kamt. ML bog kiime ise 6nermenin dogrulugu agiktr.
ME # @ olsun. Tlk olarak M% kiimesinin konveks oldugu kanitlansin. zi,

T3 € ME ve X € [0,1] olsun.
Az +(1—A) 2y EM(f*

oldugunu gormek yeterli olacaktur.
Ty, Tz € ME oldugundan V v € V (%) igin
D+V(t0,’U) C D+VO£ (to,.’zl) I(to,’l))
DV (ty,v) C DYV[E (to,22) | (to,v)
icermeleri saglanir. Teorem 2.3.1 uyarinca V t € [tg, 8] igin

V(t) C VE (to,21) | (t) ve V() C V.E (o, 72) | (2) (3.1.3)

olur. Burada

t—t0+a*) _x+t—t0+a*

*

VE (t03) | () = 1- V (to)

%

olarak tanimlanmig kiime degerli déniigiimdiir. Buradan (3.1.3) uyarinca

_t %* - *
V() (1J—°—+‘"—) o+ TR vy (314)

Of* £ 3
t — tg + o t—t+a
__0__).x2+___0__:
(82

V@) C (1- Vite)  (3.15)

*
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oldugu bulunur. (3.1.4), (3.1.5) icermelerinden A € [0, 1] i¢in

- * —t *
AV(E) C (1_t__t_aojia_),\.xl+t__°_+_a_)\.v(t0)
1-X-V(@©® c (1_f__;i_°‘_) (1—A)-x2+——£r—a—(1—)\)-V(to)

oldugu bulunur. V(¢) konveks kiime oldugundan énerme 1.1.3 uyarinca V ¢ €

[to 5 9] 1(_}111

V({t) C (1_t__9_ﬂ) (/\-x1+(1—/\)-x2)+——ﬁ3—-V(to)
oldugu elde edilir. Buradan V £ € [t,, ] icin
V(t) CVE (o, Az + (1= X)-22) | () (3.1.6)

icermesi saglanir.
Voﬁ (to, A zy + (1 - )\) . 1132) I (to) = V(to)
oldugundan (3.1.6) icermesinden V v € V (o) igin
D+V(t0,’l)) C D+V£ (to, Az + (1 = )\) . 1172) l (to,’U)

oldugu elde edilir. O halde A-z; + (1 — X) -z € MZ ve ML konveks kiimedir.

ML < R kiimesinin kompakt oldugunun goriilmesi igin My kiimesinin
kapali ve sinirli oldugunu kanitlamak yeterli olacaktr.

ML c R™ kiimesinin kapalihgim gostermek icin z, — o olacak bigimde
bir (Tn),ey C ME dizisi almsm. Her n € N igin z, € M oldugundan

Vv eV (t) igin
DYV (ty,v) C DTVE (to, zn) | (o, v)

igermesi saglanir. Onerme 2.3.1 uyarinca her n € N igin
V(t) C Vo, (to,3n) [ (2)
ve (2.2.1) uyarinca

— 1 * - *
ore (1 - t——"io‘—) L Sl e TP S 0y

Oy
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olur.
€ > 0 sayist verilsin. €, = 7 a*t € olsun. z, — zy oldugundan n > N iken
— o
Zn € T + €4 - B olacak bigimde N € N vardir. (3.1.7) uyarinca n > N iken

Vte [to, 0] IQIII

V(t)c(l— * Lol t O

)-(m0+5*-B)+ -V (to)

*

ve buradan

V() € VE (to,m0) | () +2- B (3.1.8)

oldugu elde edilir. V(2), V.E (to, zo) | (¢) kiimeleri kompakt ve keyfi ¢ > 0 igin
(3.1.8) igermesi saglandigindan V ¢ € [to, 0] igin V(¢) ve

- * —t *
V() c (1_t_t_;_‘l"'_) .$0_|_t___0_+a_.v(t0)
ve
V(t) C Vq. (to, 20) | (2) (3.1.9)

oldugu bulunur. (3.1.9) igermesinden V v € V (%) i¢in
DtV (ty,v) C DYVE (to, 7o) | (t0,v)

oldugu elde edilir. Yani zo € MZ ve MZ kapal kiimedir.
M kiimesinin sinirh kiime olmadig1 varsayilsin. Bu durumda n — oo iken
|zn|| = oo olacak bigimde bir (z,),.x C Mg, dizisi vardir. Her n € N igin

Tn € ML oldugundan V v € V (¢o) igin
D*V (ty,v) C DYV (to,3) | (to,v)
icermesi saglanir. Bu durumda teorem 2.3.1 uyarmca V ¢ € [tg, 0] i¢in
V(t) C VL (to, zn) | (t) (3.1.10)

olur. VI (ty,z,) |(-) kiime degerli doniigiimiiniin tanimlamigindan (3.1.10)

igermesi

t—to—i-oz*) t—tg + o
_— .xn+___—
™

WQC(L~ V (to) (3.1.11)

*
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biciminde de yazilabilir. wy € V/(8) olsun. (3.1.11) uyarinca her z, € ME icin

0—1ty+ 0 —ty+
woz(l_—;——'__*_).xn_‘__%__i.«vn

olacak bigimde bir v, € V (fo) vardir. Buradan

O w_g‘_tO‘i‘a*
Tt—60 to— 0

xn *Un

esitliginin saglandig1 elde edilir. V (¢9) kompakt oldugundan, her n € N igin
lun|l < m olacak bigimde m > 0 sayisi vardir. O halde Vn € N i¢in

feall = [ 2w+ T
Tl = =g T T - "
(o' 9—t0+04*

< |2t P22

egitsizligi saglanir. Bu sonug (z,),cy C ME dizisinin n — oo iken ||z,|| — oo
olacak bicimde secilmis olusuyla geligir. O halde M% kiimesi sinirhdur.

Benzer olarak M2 C R™ kiimesinin de konveks ve kompakt oldugu kanitlanir.

3.2 Maksimal Konveks a—Devamin Hesabi

Bu béliimde, konveks, kompakt kiime degerli doniiglimlerin sola ve saga

maksimal konveks ¢—devamin bulunmasim saglayan teoremler kamitlanacaktir.

Teorem 3.2.1. a, > 0, V() : [to, 8] = K (R™) konveks, kompakt kime dederli
dondigimi verilsin ve (3.1.1) ile tammlanmus olan MY kimesi bog olmasn.

ME () : [to — o, 0] = K (R™) kiime dederli dontigimai

- * t— *
ME ()= (1- TR gz STy sa)

olarak tanmsmlansin. O zaman t € [ty — o, 0] icin

V. () = Mo, () 5 t€lfo—onto) (3.2.2)
1% (t) , T€ [to, 9]

olarak tamsmlanan V,,(*) : [to — @, 0] = K (R™) kime degerli dondgtimi, V(-)

ktime dederli dontgiminin sola maksimal konveks o, — devamadar.
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Kamt. MZ C R™ kompakt oldugundan V,, (-) kiime degerli doniigiimiiniin
kompakt oldugu agiktir.
ik olarak
Vo () : [to — o, 0] = K (R™)

kiime degerli donigiimiiniin, V(-) kiime degerli doniigiimiiniin sola konveks
a,—devami oldugu kanitlansin. V,,(-) kiime degerli doniigiimiiniin tanimla-
migindan her ¢ € [ty, 0] igin V,, (t) = V (¢) oldugu agiktir. O halde V,, (')
kiime degerli doniiglimiiniin konveks oldugunu kamtlamak yeterli olacaktur.

t1, ta € [to — 0, 8] ve X € [0,1] olsun. Onerme 1.2.10 uyarinca
(1=X) Vo (1) + A Vo, (82) C Vo, (1= A) &1+ Ata) (3.2.3)

igermesinin saglandigini gérmek yeterlidir. z; € V,, (t1), 22 € Vi, (t2) olsun.
Genelligi bozmadan #; < t5 oldugu kabul edilebilir. O zaman {i¢ farkli durum

bulunur.

1. tg < tp ise Aty + (1 — A) ta € [to — ax,to) Olur. (3.2.2) uyarinca z; €
ME (t1), m2 € ML (t2) ve MZ (-) kiime degerli déniigiimii konveks ol-

dugundan
(L—=A) zi+ Az € ME (1= Q) t1 + Aty)

oldugu bulunur. Her ¢ € [ty — au, o) igin Vo, (¢) = MZ (¢) oldugundan
(T=A) 21+ A 23 € Vo, M1+ (1= X) t)

oldugu elde edilir. Bir bagka deyisle t5 < t, iken (3.2.3) igermesi saglanir.

2. tg <ty ise Aty 4+ (1 — A) tg € [to, 0] olur. V (-) kiime degerli doniiglimi

konveks oldugundan
1=A)zi+A2€V(Ats+(1—A) 1)
ve (3.2.2) uyarinca
(1=A)zi+AzeV,, Ati+(1—A) &)
oldugu bulunur. Yani ¢, < ¢; ise (3.2.3) igermesi saglanir.
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3. il < ty < ty ise (3.2.2) uyarinca T € MEL (t1) ve zo € V (t3) olur.
Bu durumda MZ (-) kiime degerli doniigiimiiniin tanimlamgindan, yani

(3.2.1)’den

T = 1__1___°+i .w*_,_L__‘_)iOL.UO (3.2.4)
Of* a*

olacak gekilde z, € ME ve vy € V (to) vardir. z, € M, oldugundan her

veV (io) icin
DYV (ty,v) C DTVE (to,34) | (f0,v)

olur. Teorem 2.3.2 uyarinca
W (t) = { VE (to,z.)| () , t€ [to— o to)
V (t) , t € [t,d]
geklinde tanimlanan W(-) : [ty — o, 0] = K (R”) kiime degerli déntgiimi,
V(-) kiime degerli doniigiimiiniin sola konveks a,—devamidir. Burada
VE (to,24) | (), (2.2.1) egitliginde

t— 1o + o t— 19 + o
Vi(to,x*) | (t) = (1———————; )-x*-i-————o
K

olarak tammlanmig kiime degerli déniisiimiidiir. V2 (fo,2.) | (-) donii-

-V (o)

*

siimiiniin tammlamgi ve (3.2.4) uyarnnca 71 € V2 (to,z.) | (t1) olur.
t; € [ty — Qu,ty) oldugundan z; € W (¢1) olur. zo € V (t2), ta > %o
oldugundan z, € W (%;) olur. W () doniigiimi, V (-) kiime degerli

doniigimiiniin sola konveks a,—devami oldugundan, keyfi A € [0, 1] igin
(L=X) 2+ Az € WAt + (1= A) t2) (3.2.5)

olur. z, € MZ oldugundan, VZ (to,2.) | (-) ve Vi, (-) kiime degerli

d6niigiimlerinin tanimlan uyarinca, keyfi ¢ € [to — o, to) igin
W (t) = V& (to,2) | (8) C My, (t) = Va. (t) (3.2.6)

oldugu agiktir. W () ve V,, (-) kiime degerli doniigiimlerinin tanimlarn-

dan, keyfi ¢ € [to, 6] igin
W)=V (t) =Va (t) (3.2.7)
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olur. (3.2.6) ve (3.2.7) uyarinca keyfi t € [ty — o, 0] icin
W (t) C Va, (t)
oldugu elde edilir. Buradan (3.2.5) uyarinca, keyfi A € [0, 1] igin
(I=XN 21+ A 23 €V, (At1+(1—A) ta)

oldugu bulunur. Bir bagka deyisle ¢; < t; < t3 iken (3.2.3) igermesi

saglanir.

O halde V,, (-) : [to — o, 8] — K (R™) kiime degerli doniigiimi kon-
vekstir ve V (-) : [to, 0] — K (R™) kiime degerli doniigiimiiniin sola konveks
a,—devamidir.

Simdi V,, (-) kiime degerli déniiglimiiniin, V'(-) kiime degerli doniigiimiiniin

sola, maksimal konveks o, —devami oldugunu kanitlayalim.

V.6, YOKSEKOGRETIM KURULY
W)t [ty — on, 0] — K (R~ WOKUMANTASYON MEike7!

kiime degerli doniigiimii, V() kiime degerli doniiglimiiniin herhangi bir sola
konveks a,—devami ve z, € W (ty — au) olsun. Onerme 2.6.1 uyarinca her
t € [to, 0] igin

V (t) C Val (to, ) | (8)

icermesi saglanir. V(to) = V. (to,24) | (to) oldugundan, keyfi v € V () igin
DtV (to,v) C DTVE (to, 7.) | (o, )
olur. Bu durumda z, € M(f* olur. z, € W(ty — c) keyfi secildiginden,
Wty — o) C Va, (o — o)

icermesi saglanir. Bir bagka deyigle V4, (-), V(-) kiime degerli doniigiimiiniin

sola maksimal konveks a,,—devamdir.
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Teorem 3.2.2. o, >0, V() : [to, 8] = K (R™) konveks, kompakt kiime degerli
dondigiimii verilsin ve (3.1.2) ile tamsmlanmig olan ME kiimesi bog olmasin.

Mc{i () : [to, 0 + ] = K (R™) ktime degderli donigimai

Mﬁ(t):(l_mﬁ).]\/_f(ﬁ_,_o_fj:*—%.v(g)

O[* *

olarak tanimlansin. t € [ty, 0 + o) igin

v (t):{ V), telto]
ME @) , te 0,0+

olarak tansmlanan Vy, (+) : [to, 8 + o] = K (R™) kiime degerli dondigimi, V (-)

kiime degerli dontgiminin safa maksimal konveks o, —devamadar.

Teorem 3.2.2, teorem 3.2.1’e benzer olarak kanitlanir.
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4 LIPSCHITZ SUREKLILIK
VE KONVEKS DEVAM

Bu boliimde [ty, 8] araliginda tanimli kompaks, konveks kiime degerli do-
niigiimlerin konveks devaminin varlig: ile Lipschitz siirekliligi arasindaki iligki

incelenecektir.

4.1 Konveks Devami Olan Kiime Degerli Doniigiimlerin

Lipschitz Surekliligi

Genel durumda, konveks, kompakt V (-) : [to,d] = K (R") kiime degerli
doniiglimi, [to, 8] araliginda Lipschitz siirekli olmayabilir. Bu duruma bir 6rnek

agagida verilmigtir.
Ornek 4.1.1. Her t € [0, 2] igin

{zeR|-1-Vt<z<1++/%} , te]o,1]
V(t) =

{zeR|-vV=t+2-1<z<V=t+2+1} , te(1,2]

olarak tamsmlansin. grV (-) = {(t,z) €[0,2] xR |z € V (t)} olsun. grV (')
konveks, kompakt kiime oldugu kolaylikla gdsterilebilir. Yani V (-) : [0,2] —
K (R"™) konveks, kompakt kiime dederli donigimdir. Ancak bu kiime dederli

dontgim Lipschitz stirekli degildir.

Asagida Lipschitz siirekli kiime degerli bir déniiglim ile kompakt, konveks

bir kiime degerli doniigiim arasindaki bir iligki verilmigtir.

Onerme 4.1.2. W (-) : [to, 0] = K (R™) Lipschitz kosulunu saglayan bir kiime
dederli dondigiim olsun. V (to) = W (to), V (0) = W () ve grV (-) C grW (-)
kogsullarins saglayan her V (-) : [to, 0] — K (R") kompakt, konveks kiime dederli

dontigtimi de Lipschitz kogulunu saglar.
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Kanit. W (-) kiime degerli doniigiimii L > 0 sabitiyle Lipschitz kogulunu
saglyor olsun. V (tg) = W (%), V (6) = W () ve grV (-) C grW (-) olacak
bi¢imde bir V' (-) : [ts, 0] = K (R™) kompakt, konveks kiime degerli doniigiimii
secilsin.
V (-) kiime degerli doniigiimii Lipschitz kogulunu sagladig1 kanitlanacaktir.
t1, ta € [to,0] ve t1 < to oldugu varsayilsin. vy € V (t2) secilsin. grV (-) C
grW () oldugundan
ve € W (t2) (4.1.1)

olur. W (-) kiime degerli déniigiimii L > 0 sabitiyle Lipschitz kogulunu sagla-

digindan

W(te) € W(ta)+L(t2a—1t) B
Wi(ts) C Wi(t)+L(ta—t)-B
olur. Buradan (4.1.1) uyarinca vy € W (to) + L (t2 — to) - B oldugu bulunur.
W (to) = V (t) oldugundan vy € V (¢) + L (t2 — t,) - B oldugu elde edilir. Bu
durumda
vo=vg+ L(ta — 1) b (4.1.2)

olacak gekilde vy € V (t;) ve b € B vardir. v () : [to, t2] — R™ fonksiyonu

t—1 t—1
’U(t) = (1— 0) * Uy + 9 * Ug (4.1.3)

ta — %o

olarak tanimlansmn. V (-) kiime degerli doniigiimii konveks ve vy € V (t5) , vs €
V (t2) oldugundan her ¢ € [to, t] i¢in v (¢) € V (¢) olur. Buna gore ¢; € [to, t2]
icin v (t1) € V (¢;)’dir. (4.1.2) ve (4.1.3) uyarinca

(vo + L (t2 — to) - b) — (“0+2:ZZ '(”2_00))“

llvz — v (t)Il =

:HL(t2_t0).b_Z:Z.L(tz—to).bH

<Lty —t)
oldugu elde edilir. Yani vy € V (#;) + L (tz — t1) - B olur. Bir bagka deyisle

|4 (tz) cV (tl) + L (tz — tl) -B (414)
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oldugu gosterilmig olur.

Simdi

V) CV () +L(ta—t)-B

oldugu kanitlansmn. v; € V (¢1) olsun. grV (-) C grW (:) oldugundan
v € w (tl) (415)

olur. W (-) kiime degerli doniigiimii L > 0 sabitiyle Lipschitz kogulunu sagla-

digindan

W@ c Wt)+L(@—t) B

W(t) c WO +L0O-t)-B
oldugu yazilabilir. Buradan (4.1.5) uyarmca v; € W () + L (§ — t;) - B olur.
V (§) = W (6) oldugundan v, € V (6) + L (§ — t;) - B oldugu elde edilir. Bu

durumda

U1 = Vg + L (9 - tl) -b (416)

olacak gekilde vy € V (8) ve b € B vardir. w (-) : [t1, 0] — R fonksiyonu

r t—1 t—t
w(t) = (1 H—tl) v + =, (4.1.7)

olarak tanimlansin. V (-) kiime degerli doniigiimii konveks ve v; € V' (¢1), vs €
V (6) oldugundan her ¢ € [t1, 6] igin w () € V (¢) olur. Buna gore 5 € [t1, 0]
icin w (t2) € V (¢3)’dir. (4.1.6) ve (4.1.7) uyarinca

los —w ()] =

< L(ta—t1)

v+ L0-0)-8) (5 + 52 )|

oldugu elde edilir. Yani v; € V (¢2) + L (t; — t1) - B olur. Bir bagka deyisle
V() CV(t)+L(ta—t) B (4.1.8)
icermesi saglanir. (4.1.4) ve (4.1.8) igermelerinden
h(V(t1),V (t2)) < L(ty — t1)
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oldugu elde edilir. YaniV (-) : [to, 0] = K (R™) kompakt, konveks kiime degerli

doniigiimii L > 0 sabitiyle Lipschitz kogulunu saglar.

Siradaki teorem, kapali, smirh aralikta tanimli ve konveks devami olan
kompakt, konveks kiime degerli doniigiimlerin Lipschitz siirekli oldugunu gos-

termektedir.

Teorem 4.1.3. Kompakt, konveks V (-) : [to, 0] — K (R™) kiime degerli donii-

stimainiin konveks devams varsa V (-) Lipschitz kogulunu saglar.

Kamt. V (-) : [t, 0] = K (R") kompakt, konveks kiime degerli doniigiimiiniin
konveks devami varsa Onerme 2.6.1 ve 6nerme 2.6.2 uyarinca, her ¢ € [t, 6]
icin

V() CVE(ty,zo) | (t), V() CVE@®z1)] () (4.1.9)
olacak gekilde zp, z; € R" ve a > 0 vardir. Burada V. (t5,20) | (-) ve
VE(9, 1) | (-) dontiglimleri (2.2.1) ve (2.2.2) ile tanmimlanan kiime degerli do-

niigiimlerdir.
W = (grV (to,20) | Y grViE 0,2:) 1 () (41.10)
olsun. W (-) : [to, 0] = K (R™) kiime degerli doniigiimii her ¢ € [to, 0] igin
W(it)={zeR"| (t,z) € W} (4.1.11)

olarak tammlansin. grVr (ty,z) | () ve grVE(0,z) | (-) kiimeleri konveks,
kompakt kiime oldugundan W C [t — e,0 + o] x R™ kiimesi de konveks,
kompakt kiimedir. grW (-) = W oldugundan (4.1.11) ile tanimlanan W (-)
kiime degerli doniigiimii konveks, kompakt kiime degerli doniigiimdiir. (4.1.9)
uyarinca her ¢t € [ty,0] i¢in V (¢) € W (t) oldugu agiktir. ¢ € [tg, 6] igin
V (t) # 0 oldugundan her ¢ € [ty, 6] icin W () # 0 olur. W (-) : [to,0] —
K (R") olacak bi¢imde bir konveks, kompakt kiime degerli déniiglimdiir. Bu-
radan her ¢ € [to, 6] igin W () kiimesinin bog olmayan, konveks, kompakt kiime

oldugu elde edilir.

61



W (-) : [to, 8] = K (R") kiime degerli déniigiimii Lipschitz kogulunu sagladig
kanitlansin. ty, ts € [to, 0] olsun. Genelligi bozmadan ¢; < t; oldugu varsayilsin.

vy € W (t2) olsun. (fs,vs) € W oldugundan (4.1.10) uyarinca
Vg € V‘f (to,ﬂ?o) l (tz) ve U9 € Vf (9, 1171) l (t2) (4112)

olur. Onerme 2.2.1 uyarmca, VX (t5,z0) | (-) ve VE(8,z1) | (-) doniisiimleri

Lipschitz kogulunu sagladifindan her 7, n € [to, 4] i¢in

Vi (to,z0) | (1) CVE(to,z0) | () + Lulr—nm- B (41.13)
VE®G,z) | () cVE®,2)| (1) +Ly|r—n|-B (4.1.14)

igermeleri saglanacak gekilde L;, Ly > 0 sayilan vardir. Bu durumda (4.1.12)

ve (4.1.13) uyarinca
Vg € Vofl (to,ﬂ?o) l (to) + Ly (tz = to) -B

olur. O zaman

V9 = vy + Iy (tg — to) -b (4115)

olacak gekilde vy € VL (to, zo) | (to) ve b € B vardir.
v (+) : [to, ta] = R™ fonksiyonu

t— tg t—tq
v(t)=1[1-— ‘v
Q ( tz—to) ¢ ta — 1o

olarak tanimlansim. VI (¢, 7¢) | (-) kiime degerli doniigiimii konveks ve vy €

V.E (to,z0) | (to) oldugundan (4.1.12) ve (4.1.16) uyarinca her ¢ € [to, 5] icin
v(t) € VE (to,20) | (&) (@.1.17)

olur. Ote yandan VZ (ty,20) | (to) = V (to) ve her t € [to,6] icin V (t) C
VE(@®,71) | (¢t) oldugundan vy € VE(9,21) | (t) ve (4.1.12) uyarmnca her
t € [to, t2) i¢in v () € VE(8,z1) | (¢) olur. Bu durumda (4.1.15) ve (4.1.16)
uyarinca 1 € [tg, t2] igin

v(h) € Vi (0,21) | (t)
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olur. Buradan (4.1.10) ve (4.1.17) uyarinca v (t1) € W (£1) oldugu elde edilir.
(4.1.15) ve (4.1.16) uyarinca

th — &
“’02 — v (tl)“ = Vo +L1 |t2 - tol -b— (‘Uo + tl to . (’02 — 'Uo)) ”
2 — 1o
= (L1 (t2 — 1) - |
< Ly (ta —t1)
oldugundan

UgEW(t1)+L1(t2—t1)-B

olur. L = max{Ly, Ly} olarak segilirse

W (ts) CW (t) + Lt —t) - B (4.1.18)

oldugu elde edilir.
v, € W (1) olsun. O zaman (¢;,v;) € W oldugundan (4.1.10) uyarinca

v, € VE (to,20) | (1), v, € VEO,21) | (t1) (4.1.19)
olur. (4.1.14) uyarinca
v e VE@,11) | (0)+ Ly (0—1t)-B
oldugu elde edilir. Bu durumda
vi=ve+Lo(@—1t1) b (4.1.20)

olacak sekilde vy € V2 (6, 1) | (6) ve b € B vardur.
w (+) : [t1, 6] — R" fonksiyonu

0—t @—t
w(t) = (1—0-’“) -vz—l—e_tl ‘U (4.1.21)

olarak tammlasin. VE(0,;) | (-) kiime degerli doniigiimii konveks ve vz €

VR (6,z;) | (8) oldugundan (4.1.19), (4.1.21) uyarinca her ¢ € [t1, 6] i¢in

w(t) € VEO,51) | (B) (4.1.22)
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olur. Ote yandan VE(8,21) | (§) = V () ve her t € [ty,0] igin V (t) C
VI (to,20) | (t) oldugundan vy € VI (tg, x¢) | () olur. Buradan (4.1.19), (4.1.21)
uyarinca her ¢ € [t;, 0] igin w (£) € V.Z (to, o) | (¢) olur. Bu durumda t5 € [t1, 6]
icin

w (t2) € V' (to, %o) | (t2)
olur. Buradan ve (4.1.10), (4.1.22) ifadelerinden w (t2) € W (¢2) oldugu elde
edilir. (4.1.20) ve (4.1.21) uyarinca

0 —t
”’Ul —w(t2)|| = 7)2+L2(0—'t1) 'b—' ('U2+ g—tj . (’Ul '—’Uz)>“
= || Lg (t2 — t1) - O]
< Ly (ty — t1)
oldugundan

U1 GW(t2)+L2(t2—t1)'§

egitsizligi elde edilir. L = max{L;, L} olarak segilsin.

W (t) CW (t2) + L(ta—t1)- B (4.1.23)
oldugu bulunur. (4.1.18) ve (4.1.23) igermelerinden

h(W (t1), W(te)) < L(t2 — 1)

egitsizlifine ulagilir. O halde (4.1.11) ile tanimlanmig olan W (-) : [t,8] —
K (R™) kiime degerli doniiglimii L = max {L,, Ly} sabitiyle Lipschitz kogulunu
saglar.

Her ¢ € [to, 6] igin, V (¢) bog olmayan, kompakt, konveks kiime ve V (¢) C
W (t) oldugundan 6nerme 4.1.2 uyarinca V (-) : [to, 8] = K (R") kiime degerli

doniigiimii de Lipschitz kogulunu saglar.

Teorem 4.1.3’ten agagidaki sonug elde edilir.

Sonug 4.1.4. V () : [to,8] — K (R™) kompakt, konveks kiime degerli do-
nigim olsun. V (-) Lipschitz sirekli olmasin. O zaman V () kime degerli

dontsuminin konveks devams yoktur.
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Ornek 4.1.1%¢ geri déniiliirse, bu érnekte verilen V () : [to,0] = K (R®)
kiime degerli doniigiimii Lipschitz siirekli olmadigindan bu déniigiimiin konveks

devami yoktur.

4.2 Lipschitz Siirekli Kiime Degerli Doniigiimlerin

Konveks Devaminin Varlig:

Simdi Lipschitz siirekli kiime degerli doniigiimlerin konveks, kompakt de-

vamnin varlig problemi ele alinsin.

Onerme 4.2.1. V (-) : [to, 8] = K (R®) Lipschitz kosulunu saglayan bir kiime
dederli doniigiim olsun. intV (tp) # 0 ve intV (8) # 0 ise her v € V (t) ve
her w € V (6) igin

D+V (to,’U) C -D+V;L (to,xo) , (to,’l))
DV (,w) C D VE(@®,z:)](8,w)

olacak sekilde xg, x1 € R"® ve a > 0 vardsr.

Kanit. V (-) : [tg,0] - K (R™) kiime degerli doniigiimii Ly > 0 sabitiyle

Lipschitz kogulunu saglasin. Bu durumda her ¢ € [ty, 6] igin
V(E)CV(t)+Lo(t—1to) B (4.2.1)
olur. Vi (+) : [to, 8] = K (R") kiime degerli doniigiimi
Vi (t) :=V (to) + Lo (t — &) - B
olarak tanimlansin. (4.2.1) uyarinca her ¢ € [to, 8] icin
V() CcVi(t) (4.2.2)

olur.
Her ¢ € [to, 0] igin Vi (t) C VL (to, 7o) | (t) olacak gekilde bir o > 0 sayisi

ve 2o € R™ oldugu kamtlansin. zo € intV (4) olsun. O zaman
B (z0,€0) C V (to)
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olacak bigimde g > 0 vardir. O halde herhangi bir § > 0 says: icin

1 1
E . (B (xo,é’o) — CE()) C 'B . (V (to) - 1120) (423)
icermesi dogrudur. Ayrica
1
B= ~ (B (zo,€0) — Zo) (4.2.4)
oldugu aciktir.
0<ap< 2 (4.2.5)
Lo

kogulunu saglayan bir ey > 0 secilirse, (B (zg,€0) — zo) konveks, kompakt
kiime ve 0 € (B (z0,&0) — o) oldugundan (4.2.3), (4.2.4) ve (4.2.5) uyarinca
her t € [to, 0] icin
Vl(t) =V(t0)+L0(t—t0) -B
L
=V (to) + -i (t — to) S (B (1170,80) — 370)
1
cV (to) + bl—o- (t - to) . (B (.’BQ,E()) — .’EQ)
1
cV (to) el ZY—() (t - to) . (V (to) - .'Eo)

= VE (to,20) | ()

oldugu elde edilir. O halde zo € intV (t) ve ag € (0, %0—] icin ¢ € [to, 0] iken
0 .

Vi (t) C Vg (to, z0) | (2) (4.2.6)
olur. (4.2.2) ve (4.2.6) ifadelerinden oy € (0, Z—o] icin ¢ € [to, 0] iken
0

V (t) C Vy, (to, 0) | (2)

0

oldugu bulunur. O zaman VE (to, zo) | (o) = V (to) oldugundan her v € V (t,)
igin
D™V (ty,v) C DV (to, zo) | (o, v)

olur.
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Her w € V () icin
D~V (8,w) c D"VE(0,z1) | (6,w)

olacak sekilde z; € R™ ve o > 0 oldugu kamitlansin. V () : [to,6] = K (R")
kiime degerli doniigiimii Lo > 0 sabitiyle Lipschitz kogulunu sagladigindan her
t € [to, 0] icin

VE)cV(@)+L(0—1t)-B (4.2.7)

olur. V5 (+) : [te, 8] = K (R"™) kiime degerli doniigiimii

Va(t):=V () +Le(0—1)- B

olarak tamimlansin. (4.2.7) uyarinca her ¢ € [tp, 6] igin
V() Cc Va(t) (4.2.8)

olur.
Simdi her ¢ € [t, 0] icin V5 (t) € VE(,7;1) | (¢) olacak sekilde bir a > 0

sayisinin varhigi kanitlanacaktir. z; € intV (0) olsun. O zaman
B ($1,€1) cVv (9)
olacak bicimde £; > 0 vardir. Buna gore herhangi bir 8 > 0 sayis1 i¢in
1 1
—,B . (B (1171,61) —_ 1131) C —6 . (V (9) — 561) (429)

ifadesi dogrudur. Ayrica

1
B = o (B (z1,€1) — z1) (4.2.10)
1
oldugu aciktur.
O<ay <22 (4.2.11)
Ly

kogulunu saglayan bir oy > 0 segilirse, (B (z1,e1) — 21) konveks, kompakt

kiime ve 0 € (B (z1,£1) — z1) oldugundan (4.2.9), (4.2.10) ve (4.2.11) uyarinca
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her ¢ € [to, 0] icin
Va(t) = V(@) +Lo(0—1t)-B

= V(G)-l—f—f(@—t)~(B($1,51)_371)

C VO +o-0-1) (Bloye) —2)

C VO +o6-9-(VO)-a)

= Var (0,z1) | (t)

oldugu elde edilir. O halde z; € intV (6) ve her a; € (O, %—] i¢in t € [to, 8]
0
iken
Va(t) c VEO,31) | (8) (4.2.12)
olur. (4.2.8) ve (4.2.12) icermelerinden her ¢ € [to, 0] igin
V() cVEWG,21) | ()

oldugu bulunur. O zaman VE (6,z;) | (8) = V (6) oldugundan her w € V ()
icin
DV (9,w) C DV, E (8,241) | (6,w)
olur.
&

€o
g € (0, Lo] ve oy € (0, I
her v € V (tg) ve her w € V (0) i¢in

] keyfi secildiginden o = min {ay, o1 } alinirsa,

DtV (to,'l)) C D+VaL (to,ﬂ'}o) I (to,’U)
D~v (9,21)) - D—VaR (9,.’31) I (eaw)

oldugu sonucuna ulagilir.

Asgagidaki teorem, Lipschitz kogulunu saglayan konveks, kompakt kiime
degerli doniigiimlerin hangi durumda konveks devaminin oldugunu s6ylemek-

tedir.

Teorem 4.2.2. V (:) : [tg,0] = K (R™) konveks, kompakt kiime degerli do-
nigtimd Lipschitz kogulunu sadlasin. intV (to) # 0 ve intV (0) # 0 ise V (+)

kiime dederli donigiminin konveks devami vardsr.
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Kanmit. Onerme 4.2.1 uyarmea V () : [tg,0] — K (R™) kiime degerli doniigiimi
icin her v € V' (5) ve her w € V () icin
DYV (tg,v) C D™VE(ty,z0) | (to,v)
DV(@®w) ¢ DVE® )]0 w)
kosullar: saglanacak bicimde zy, z; € R” ve o > 0 vardir. O zaman teorem
2.5.1 uyarinca V(-) kiime degerli d6niiglimi icin konveks devam vardir ve Vi €
[to — @, 8 + @] igin
Va (to; o) | (8) 5 t € [to— a,to)
W@ =4 V([ , 1€ [to,t]
VEWO,2:1) | ) , t€ (ti,t1+0]
seklinde tammlanan W (-) : [tp — @,8 + o] = K (R™) doniigiimii V () kiime

degerli doniiglimiiniin konveks a:-—devammadar.

Sonu¢ 4.1.4 uyarinca, V (-) konveks, kompakt kiime degerli doniigiimii
Lipschitz siirekli degilse bu doniigiimiin konveks devaminin olmadig1 goriildii.
Teorem 4.2.2 uyarinca eger intV (o) # 0 veya intV (8) # 0 degilse de teorem

dogru degildir. Bu duruma &rnekler agagida verilmigtir.
Ornek 4.2.3. ¢ € [0,1] igin
V() ={zeR||z] <t}

olmak tzere V (-) : [0,1] — K (R) kime dederli donigimd tansmlansin. O
zaman intV (0) = O olur. Agiktar ki, V (-) Lipschitz sirekli, kompakt, kon-
veks kime dederli donigimdir. Bu kime dederli donigimin saja konveks

a—devams vardir ancak konveks devams yoktur.
Ornek 4.2.4. t € [0,2] igin
Vit)={zeR||g|<t* -2t}

olmak dzere V (-) : [0,2] — K (R) kime dederli donigimi tamamlansin. O
zaman intV (0) = 0, intV (2) = @ olur. Agiktar ki, V () Lipschitz sirekls,

kompakt, konveks kiime dederli dontstimdir ancek konveks devams yoktur.
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Teorem 4.2.2’den agagidaki sonug elde edilir.

Sonug 4.2.5. V,, V* C R" kompakt, konveks kiimeler ve intV, # 0, intV* #

olsun. t € [to, 0] igin

_ [ _t-t) t—t0 s
V(t)—(l H—to) Vet gV

olarak tansmlanan V () : [ty, 0] = K (R™) kime dederli dondsiimindn konveks

a—devams vardsr.

Kanit. V = grV (-) olsun. V,, V* C R” kompakt, konveks kiimeler oldugundan
V C [t, 6] x R™ kiimesinin de kompakt, konveks oldugu aciktir.

Ayrica V (-) : [to, 8] = K (R™) kiime degerli doniigiimiiniin Lipschitz siirekli
oldugu kolayca gosterilebilir. intV, # 0, intV* # ( oldugundan teorem 4.2.2
uyarinca V (-) : [to, 8] — K (R™) kiime degerli doniiglimiiniin konveks a—devami

vardir.
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5 TERS PROBLEM

Bu béliimde diferansiyel icermeler teorisindeki ters problem ifade edilecek
ve bu problem ig¢in bir ¢6ziim yontemi verilecektir.

V() : [to, 8] = K (R™) siirekli ve konveks degerli bir kiime degerli déniigliim
ve € > 0 sabitlenmig keyfi bir say1 olsun. Ters problem, keyfi ¢ € [to, 8] anindaki
erigim kiimesi, verilen kiime degerli doniiglimiin ¢ anindaki goriintiisii olan
V (t) kiimesine Hausdorff uzakhigy ¢ sayisindan biiyiik olmayan diferansiyel
icermenin elde edilmesi problemi olarak ifade edilmektedir. Bir bagka deyigle
ters problem, € > 0 sabitlenmig sayis1 ve V () konveks degerli ve siirekli kiime

degerli doniiglimiine kargilik her ¢ € [tg, 8] igin
h(X (tt0, V (), V () <e

egitsizligini saglayan bir diferansiyel igermenin bulunmas: problemidir. Burada
X (t;t0,V (t0)) , aranan diferansiyel icermenin (¢, V' (¢o)) baslangi¢ kiimesinden

cikan, ¢ anindaki erigim kiimesidir.

5.1 Siirekli Kiime Degerli Doniigimlerin Parcali Afin

interp olasyonu

Kompakt, konveks degerli, siirekli V' (:) : [t,0] — K (R") kiime degerli
doniigiimii ve ¢ > 0 verilsin. V (-) kiime degerli doniigimii [ty, 6] kompakt
arahiginda tanimli ve siirekli oldugundan diizgiin siireklidir. O zaman

|t — 7] < o iken

h(V(t),V(r) < % (5.1.1)
olacak bigimde bir o > 0 sayisi vardir. 1 =0,1,...,m — 1 icin

olmak iizere I' = {ty <t <... <ty =0}, [to,0] aralifimn A < o olacak

bigimde bir diizgiin parcalanigi olsun. Bu durumda (5.1.1) esitsizliginden
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1=0,1,...,m—1igin

h(V (t:),V (ti)) < (5.1.3)

€
2
oldugu elde edilir.

i=0,1,...,m~1igin V; = V(¢;) olmak tizere, V; () : [t;, ti1] = K (R")

kiime degerli doniigiimii

t—t t—t;

Vi) =({1- -Vi+ -V 5.14
) ( liv1 — tz') tisr—t (5-14)

ve W () : [to, 0] — K (R™) kiime degerli doniigimi
W(t) = © iy fivn) (5.1.5)

Vo , t=0
olarak tanmimlansin.

grW (-) = {(t,z) € [to,0] x R* |z € W(t)} (5.1.6)

olsun.

Tanimlanigtan dolayr her ¢ = 0,1,...m icin W(t;) = V(¢) = V; oldugu
agiktr,

V() : [to, 8] — K (R™) kiime degerli doniigiimii kompakt, konveks degerli
oldugundan her 7 =0,1,...,m igin V(¢;) C R™ kompakt, konveks kiimedir. O
haldei=0,1,...,m—1igin Vi(-) : [t;, tiz1] = K (R™) kompakt, konveks kiime
degerli doniiglimdiir.

Siradaki 6nerme, V (-) ile W (-) kiime degerli doniigiimlerinin ¢ anindaki

goriintiileri arasindaki Hausdorff uzakhigini belirlemektedir.

Onerme 5.1.1. V (-) : [to, 6] = K (R™) konveks degerli, siirekli kiime degerli
dontgimd ve € > 0 saysy verilsin. [to, 0] araliginin A < o () kosulunu
saglayan her I' = {tp < t1 < ... <ty = 0} dizgin parcalanis ve her t € [ty, 0]
icin

WV (&), W(t)) < (5.1.7)

N[ ™

egitsizligi saglanacak bicimde o (€) > 0 sayst vardir. Burada A, (5.1.2) ile

verilen sayidir.
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Kanit. ¢ > 0 sayis1 verilsin. W(6) = V() oldugundan ¢ = 6 iken (5.1.7)
egitsizliginin saglanacag agiktir. ¢ € [ty,6) ve w € W(t) olsun. ¢ € [t;, ti1)

olacak bicimde ¢ = 0,1,...,m — 1 vardur. W (:) kiime degerli doniiglimiiniin
tamimlanigindan
t—1; ) t—1;
w={1-— v+ U 5.1.8
( Liv1 — L it T ( )

olacak bicimde v; € V; ve v;y1 € Viig vardir. ¢ € [t;,t:41) oldugundan (5.1.1)
uyarinca

RV (8),V () < 5 ve h(V (ta),V (8) <

N M

egitsizlikleri saglanir. O halde

€ £
llvi —v7]] < 5 ve lvis — 3| < 3 (5.1.9)
olacak bigimde v}, v§ € V (t) vardir. V (¢) konveks kiime oldugundan
t—1; t—1;
v= (1——2—) v+ ——— vy €V (2) (5.1.10)
tiv1 — tip1 — &

olur. (5.1.8), (5.1.9) ve (5.1.10) uyarinca

il — 1— R R
llv — wl| ”( o ti) (v} — v;) + 7 (0} — vign)
t—ti t—t;
< (1- vF — vl £ ——2 fl* —
( ti+1 - ti) ” . Z“ ti+1 - ti H 2 z+1”
< &
- 2

oldugu bulunur. Bu durumda

£

W) cVEt)+--B (5.1.11)

[\

olur.

Simdi v € V(¢) olsun. (5.1.1) uyarinca

RV (%), V)< zveh(V(tin),V(E)<

N M
(TN

egitsizlikleri saglanir. O zaman

€
lvi =[] < = ve ||viz; —v]| < (5.1.12)

2

N[ ™
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olacak bicimde v; € V; ve v;41 € Viyq vardir. W (-) kiime degerli doniigiminin

tanimlanigindan

-t t—t
w = (1 — b=t ) cv; + . Uit1 € W(t) (5.1.13)
tiyi — tiv1 — &

olur. (5.1.12) ve (5.1.13) uyarinca

t—1; t—1;
bo=wll = “ (1 tigr - tz‘) (=) + tiv1 — b (v =vin)

< (1225 ol + S o= vl

- tiv1 — & tivy1 — 1

< £

- 2

oldugu elde edilir. O halde

VE) C W)+ g B (5.1.14)

olur. (5.1.11) ve (5.1.14) igermelerinden

AV (1), W () <

N M

oldugu bulunur. ¢ € [ty, 8] keyfi secildiginden kamt tamamlanmigtir.

Onerme 5.1.2. V (1) : [to, 6] — K (R™), konveks degerli, L sabitiyle Lipschitz
kogulunu saglayan bir kiime degerli dondgim ve ' = {tg < t; < ... <ty =0},

[to, 8] araliginan dizgin bir parcalanige olsun. Her t € [to, 0] icin
h(V(t),W(t)) < LA (5.1.15)
esitsizligi saglanir. Burada A > 0, (5.1.2) ile belirlenen sayidar.

Kanit. V (-) kiime degerli déniigiimii L sabitiyle Lipschitz kogulunu sagladi-
gindan ¢, T € [to, 4] igin

h(V(®),V(r) <Lt—r] (5.1.16)

egitsizligi saglanir.
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W(8) = V() oldugundan t = 0 iken (5.1.15) egitsizliginin saglanacag:
aciktir. t € [tg,0) ve w € W(¢) olsun. t € [t;,%;41) olacak bicimde Ji =

0,1,...,m — 1 vardir. W (-) kilme degerli déniigiimiiniin tamimlanigindan
t—1; t—1;
={1-— U+ —— Y 5.1.17
h ( Liv1 — ti) vt tigr—t; ( )

olacak bicimde v; € V; ve vyy1 € Viyq vardir. t € [t;, t;41) oldugundan (5.1.16)

uyarinca
h(V (), V() <LAve h(V (i), V() < LA

egitsizlikleri saglanir. O halde
llv; — vi]| K LA ve |juip1 —v3|| K LA (5.1.18)
olacak bigimde v}, vj € V (t) vardwr. V (¢) konveks kiime oldugundan

t—ti) t—t
v={(1-—T—) vf+ —— vV (t 5.1.19
( tir1 — & L tiv1 — t; 2 () ( )

olur. (5.1.17), (5.1.18) ve (5.1.19) uyarinca

o~ wit= H (1 - tzi:—tztz) (i) + tzi:—tztz (¥ = vin)
< (1 20 ) ot =l g s =
<LA
oldugu bulunur. Bu durumda
Wt cV(E)+LA-B (5.1.20)

olur.

Simdi v € V(¢) olsun. (5.1.16) uyarinca
h(V(:),V(E) S LAve h(V(ti), V(1) S LA
egitsizlikleri saglanir. O zaman
llvi —v|| <K LA ve |lvigr —v|| < LA (5.1.21)
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olacak bicimde v; € V; ve v;11 € Vi1 vardir. W (-) kiime degerli doniiglimiiniin

tanimlanigindan

—1; t—1t;
w = (1_ tot .)~v,~+t——7-vz‘+1EW(t) (5.1.22)

olur. (5.1.21) ve (5.1.22) uyarinca

o=l = (1= 525 ) - =+ - (0= )

P— A—
t—1t; t—t;

< (1— ) o= il + - o — v
tz—f—l_t +1 z

<LA

oldugu elde edilir. O halde
V) cW({t)+LA-B (5.1.23)
olur. (5.1.20) ve (5.1.23) igermelerinden
MV (©), W) < LA

oldugu bulunur.

5.2 Ozel Durum Icin Diferansiyel icermenin Sag Tarafi

Vi, V* C R™ konveks, kompakt kiimeler, intV, # 0, intV* # @ olsun.
V() : [ts, t*] = K (R") kiime degerli doniigiimii

t— 1, t— 1y
=(1~— * R
V(%) ( t_t) Vet gV (5.2.1)

olarak tanimlansin ve bu doniigiimiin grafigi
gV () ={@t,z) € [t., '] x R* |z € V ()} (5.2.2)

ile gosterilsin. Bu boliimde 6nce (5.2.1) ile verilen kiime degerli doniigiim

icin ters problemin ¢6zlimii yapilacaktir. Bir bagka deyigle (5.2.1) ile verilen
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V() : [ts, t*] = K (R™) kiime degerli doniiglimii ve € > 0 sabitlenmig sayisina

kargihk V ¢ € [t,, t*] icin
h(X (6, V (6)),V (1) <

egitsizligini saglayan bir diferansiyel icerme bulunacaktir. Burada X (¢; &, V (t4)) ,
aranan diferansiyel icermenin (¢, V' (¢.)) baglangi¢ kiimesinden ¢tkan, t amndaki
erigim kiimesidir.

Bu béliimde aranan diferansiyel igermenin sag tarafini belirleyecegiz. Aciktir
ki, (5.2.1) ile verilen V (-) kiime degerli doniigiimii konvekstir. Her ¢ € [t,,1*]
icin V' (t) C R™ kompakt, konveks kiimedir. Ayrica V (-) kiime degerli doniigiimii
Lipschitz siireklidir. V,, V* C R™ konveks, kompakt kiimeler, V (t.) = Vi,
V (t*) = V* ve intV, # 0, intV* # (0 oldugundan, sonug 4.2.5 uyarnca V (:)

kiime degerli doniigiimiiniin en az bir
a>0 (5.2.3)

sayist icin

Vo () i [ts — o, t* + o] = K (R?) (5.2.4)

konveks a.—devami vardir.
a > 0 sayist ve V, (4) : [t — o, t* + o] — K (R") kiime degerli déniigiimii

sirastyla (5.2.3) ve (5.2.4) ile verilmig olsun. v € (0, &) olmak iizere
FX () : [t "] x R* = K (R") ve ®} () : [ts, t*] x R* - K (R")

kiime degerli doniigiimleri

1
F; (t,z) = = Vot +v)— 2] (5.2.5)
o (t,5) = —% [Vat = v) — ] (5.2.6)
ile tamimlansin. £+ v < t* iken
1
Fp (t5) = [V (t+v) — 3]
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vet — v > t, iken

% (t,7) =~ [V (t=v) — ]

olacag: agiktir.

a = max {||z | (t,7) € grVa (")} (5.2.7)

olsun.
Siradaki énermede, [t.,t*] x R™ kiimesi {izerinde tammlanmig olan F (-) ve

®* (-) kiime degerli doniigiimlerinin baz1 6zellikleri verilmigtir.

Onerme 5.2.1. o > 0 (5.2.3) ile verilen say ve v € (0,a) olsun. O zaman
her (t,z) € [t, t*] X R™ igin Fy (t,2) C R™ ve @}, (t, ) C R* konveks, kompakt

kiimedir.
Fr () : [t t*] x R® = K (R™) ve @ (-) : [ts, t*] x R* = K (R")

kime dederli dontgtimler: sireklidir.

Her ty € [t., t*] igin
F* (t,) : R* = K (R™) ve & (t,) : R" — K (R")
kiime degerli donigimleri L > 0 sabitiyle Lipschitz kosulunu saglar.
a >0 (5.2.7) ile verilen says olmak tzere, her (t,z) € [t,,t*] x R igin
max (|f]| | € (b)) < (at sl (528)
max (o] 1o € 2 (52)} < - (a+al) 529)
esitsizlikleri saglanar.

Kanit. Hert € [t, — o, t* + o] igin V, (t) konveks, kompakt kiime oldugundan
(5.2.5) ve (5.2.6) uyarinca (t,z) € [t., t*] X R igin F}} (¢,z) C R™ ve ®} (t,z) C
R” kiimeleri de konveks, kompakt kiimelerdir.

F} () : [ts, t*] x R* = K (R") kiime degerli déniigiimiiniin siirekli oldugu
kamtlansin. (tp, 7o) € (t4,%*) X R® olsun. & > 0 segilsin. V, () siirekli

oldugundan, &, = %e olmak fizere |t — tp| < d; (¢) iken
Valto+v) CV,(t+v)+e.-B

78



icermesi saglanacak bigimde 6; (¢) > 0 sayis1 vardir. Buradan [t — to| < 45 (€)
iken
1 1 Ex
‘;'[Va(to"l‘y)—mo]C;’[Va(t'l“ll)—xo]-{-;'B (5210)
icermesinin saglandigr bulunur. ¢* (¢) = min {d; (€), €+} > 0 olsun. O zaman

(5.2.10) uyannca [t — tp| < §* (€) ve ||z — zo|| < 6* (¢) iken

1
F: (to,xo) = ; . [Va (to + I/) - IL'Q]

cl Va(t+v)— ]—I—l'(:c—» )+=*.B
v - ° A To) T,
1 «+ 0

C —-[Va(t—b—u)—m]—i—e—i_ﬁ-B
14 v

c %-[Va(tw)—x]ﬁj*.za (5.2.11)

olur. F () kiime degerli doniiglimiiniin tanimlamigindan, (5.2.11) uyarinca
F; (to,z0) C F) (t,z) +¢-B (5.2.12)

oldugu elde edilir.

Benzer olarak, V,, (-) siirekli oldugundan, [t — #4| < d2 (¢) iken

icermesi saglanacak bigimde d; (¢) > 0 sayis1 vardir. Buradan ¢, = %5 olmak

zere, keyfi bir x € R igin

L=
N

[Valt+v) 2] C -[Va(to+l/)—x]+%-B (5.2.13)

icermesinin saglandig bulunur. 4, (¢) = min {4, (¢), &,} > 0 olsun. O zaman

(5.2.13) uyarinca |t — to| < dx (€), ||z — Zo|| < &« () iken

F(62) = —Walt+v) —d]
1 1 Ex
C ;'[Va(to—l—l/)—$0]+;’(.’B0~—$)+1—;'B
* 6*
c LWty rv)—ao)+ 2 FEE g
14 14
c %-[Va(t0+u)—xo]+2j*-B (5.2.14)
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olur. F*(-) kiime degerli doniigiimiiniin tanimlanigindan, (5.2.14) uyarinca
F: (t, iL') C F: (to,xo) +¢-B (5215)

oldugu elde edilir.
4 (¢) = min {4, (¢), 6* (¢)} > 0 olarak segilirse, (5.2.13) ve (5.2.15) uyarinca
[t — to] + ||z — zo|| < I (€) iken

F; (to,z0) C F,(t,z)+e-B
F; (t,xz) C FJ(to,z0) +€-B

icermelerinin saglandig1 bulunur. Bu ise |t — %] + ||z — o|| < & (¢) iken
h(F: (t07$0) 7F: (t,$)) <e

olmas: demektir. F (-) kiime degerli doniigiimii keyfi segilmis (¢o, zo) € (t«, t*) X
R™ noktasinda siireklidir.

F (-) kiime degerli doniigiimiiniin, ¢, = %, ise (fg, Zo) noktasinda t’ye gore
sagdan ve to = t* ise (f, Zo) noktasinda t’ye gore soldan siirekli oldugu benzer
olarak gosterilebilir. O halde F (-) : [t«, t*] X R®™ — K (R™) siireklidir.

Simdi keyfi bir ¢g € [t,,t*] i¢in F} (,:) : R® — K (R™) kiime degerli

w A - . 4 .
doniigiimiiniin " sabitiyle Lipschitz kogulunu sagladigi kanitlansin. zi, o €

R"™ olsun.
L WValto+v) = 2] = = - [Va llo +v) — 23] + = - (22 — o)
” allo TV I =7 o \lo Z2 ” T2 1
oldugundan
1 1 1 —
;'[Va(to-l-l/)—xl] C ;'[Va(to-l-ll)—:IJQ]-F;”332—11:1”'3
1 —
F: (to,.’l)l) C F:(t0,$2)+;||$2—$1”°3 (5216)

igermeleri dogrudur. Yapilan iglemler z; ile 25’nin seciliginden bagimsiz oldugundan

(5.2.16) igermesinden
* * 1 n
Fu (to, 1132) C Fy (to, 131) + —I; ”1132 — $1” -B (5217)
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icermesinin ve (5.2.16), (5.2.17) igermelerinden
£3 5% 1
h(E (to, 21) , By (to, 22)) < - llwz — 2]

egitsizliginin saglandig1 bulunur. Bir bagka deyigle F; (¢o,-) kiime degerli do-
niigimi % sabitiyle Lipschitz kogulunu saglar.

(t,z) € [ts, t*] X R™ ve f € F} (t,z) olsun. (5.2.5) uyarinca
1
f=5-(y-2

olacak bigimde y € V, (¢ + v) vardir. Buradan, a > 0 (5.2.7) ile verilen say1

olmak {izere

171= = v =all < 5 (lyll + o)

1
171 < = (a+lz]) (5.2.18)
oldugu elde edilir. Keyfi f € F} (¢, z) icin (5.2.18) egitsizligi saglandig: i¢in

max {|£]] 11 € F (5,9)} < + (@ + Jal)

egitsizligi de saglanir.

Benzer kanitlar ® (-) kiime degerli doniigiimii i¢in de yapilabilir.

Siradaki 6nerme V,, (-) kiime degerli doniigiimii ile Fj}(-), ®%(:) kiime degerli

doniigiimleri arasindaki iligkiyi vermektedir.

Onerme 5.2.2. V() ve V, (*) sirasiyla (5.2.1) ve (5.2.4) ile verilmis olan
kiime degerli doniigiimler ve x € V (t) olsun. f € F}(t,z) ise keyfi § € (0,v]
Say1st 1¢in

T+6-f€Vo(t+90)

ve ¢ € B(t,x) ise keyfi § € (0,v] sayuss igin
z—d8-¢€ Vu(t—9)

olur.
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Kamt. z € V(t) ve f € F}(t,z) olsun. (5.2.5) uyarinca

olacak bi¢imde y € V,, (¢ + v) vardir. Buradan y = z+v- f olur. z () : [0,v] =

R™ fonksiyonu
) 4
—(1-2).z4+2. 2.
z (9) ( 1/) sty (5.2.19)
olarak tamimlansin. y = z + v - f oldugundan (5.2.19) egitligi

z(0)=z+6-f (5.2.20)

bigiminde de yazlabilir. Her ¢ € [t,,t*] igin V, (¢) = V (¢) oldugundan z €
Va(t) olur. y € V, (¢t + v) ve V, (+) konveks oldugundan énerme 1.2.10 ve (5.2.19)

uyarinca keyfi § € (0, v] sayis1 i¢in
] d
2(6) €Va (1) t+- (+0)) =Va(t+9) (5.2.21)
olur. (5.2.20) ve (5.2.21) uyarinca keyfi § € (0, v] sayis1 icin
z+6-feV,(t+9)

oldugu elde edilir. Boylece f € F}(t, z) ise keyfi 6 € (0,v] sayisiigin z+6- f €
Va (t + 6) oldugu kamitlandt.
z € V(t) ve ¢ € ®%(t,z) olsun. (5.2.6) uyarinca

olacak bicimde y € V, (t — v) vardir. Buradan y = z — v - ¢ olur. z(-) :

[-v,0] — R" fonksiyonu

z(5) = (1+%) -2y (5.2.22)

v

olarak tamimlansin. y = — v - ¢ oldugundan her § € [—v, 0] igin

z(@)=z+6-¢ (5.2.23)
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olarak yazilabilir. Her ¢ € [t,,t] icin V, (£) = V () oldugundan z € V,(t)
olur.y € V, (t—v) ve V,(-) konveks oldugundan Gnerme 1.2.10 ve (5.2.22)
uyarinca keyfi § € [~v, 0) sayist icin

z(8) €V, ((1+g) t—g (t—-u)) =V, (t+9) (5.2.24)
olur. (5.2.23) ve (5.2.24) uyarinca keyfi § € (0, ] sayisi icin
z—0-¢€Vy(t—19)
oldugu bulunur.

Agagidaki 6nerme, (5.2.1) ile verilen V' (-) kiime degerli doniigiimiiniin tiirev
kiimeleri ile F (t,z), ®% (t,z) kiimeleri arasindaki iligkiyi karakterize etmek-

tedir.

Onerme 5.2.3. V () kiime dejerli dondigiimii (5.2.1) ile verilmis olsun. Her

t € [ts, t*) ve z € V (1) igin

Fr (t,z) c D}V (t,7) , (5.2.25)
her t € (t,t*] ve x € V (t) igin

o (t,z) C D,V (t,x) (5.2.26)
icermeleri saglanar.

Kanit. ¢t € [t,,t*) ve z € V (t) olsun. f € F} (¢, z) secilsin. ¢ € [t,,1*)
oldugundan her § € [0,4,] icin ¢ + § < t* olacak bicimde d,. € (0,v] sayis
vardir. z(-) : [0,60,] — R™ fonksiyonu z (§) = = + J - f olarak tamumlansin.
Onerme 5.2.2 uyarinca keyfi 6 € [0,4,] says1 igin z (£ + 6) € V, (¢ +6) olur.
Her § € [0,0,] igin £+ 6 < t* oldugundan V,, (t + 6) =V (¢ + J) oldugu agiktur.
O halde her § € [0,6.] igin z (¢t + d) € V (¢ + §) olur. Buradan

lim a:(t—l—;)—x =/

6—07+
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oldugu bulunur. Bir bagka deyisle f € D}V (¢, z) oldugu elde edilmigtir. Yani
(5.2.25) igermesi dogrudur.

t € (t,,t*] ve z € V (t) olsun. ¢ € B}, (¢, z) segilsin. ¢ € (¢,,t*] oldugundan
her & € [—6,,0] igin ¢, < ¢+ & olacak bicimde d, € (0,] sayist vardir. z (-) :
[4,,0] — R" fonksiyonu z (§) = z + & - ¢ olarak tanimlansm. Onerme 5.2.2
uyarinca keyfi § € [—d,, 0] saywsiigin z (£ + §) € V,, (¢ + 8) olur. Her 6 € [—0,0]
icin ¢, < ¢t + 6 oldugundan V, (¢t + &) = V (¢t + §) oldugu agiktir. O halde her
§ € [—64,0] icin z (¢ + ) € V (¢ + 6) olur. Buradan

60~ )

¢

oldugu bulunur. Bir bagka deyisle ¢ € DV (¢,z) olur. Yani (5.2.26) icermesi

dogrudur.
A,C C R” kiimeleri igin
p(A,C)=inf{lla—c| |a€ 4, ceC}
olmak iizere, 7} () : [ts, t*] X R® — [0, +00) fonksiyonu
(¢, 2) = p(F, (t,z), ®} (t, 7)) (5.2.27)

olarak tamumlansin.

Agagidaki 6nermede 7} (+) fonksiyonunun baz 6zellikleri incelenmigtir.

Onerme 5.2.4. (5.2.27) ile tamsmlanan r* (-) : [t,, t*] x R® = [0, 4-00) fonksi-
yonu streklidir. Her ty € [t.,t*] i¢in

s (to,*) : R* — [0, +00)

2
fonksiyonu - > 0 sabitiyle Lipschitz kogulunu sagdlar. (5.2.7) ile verilmisa > 0

sayist ve her (t,z) € [ts, t*] X R® igin
. 2
r (e) < — (a+|ie])
egitsizligi saglanar.
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Kamt. ¢ > 0 sayis: verilsin. 7} () fonksiyonunun keyfi bir (zo, Zo) € [t«, t*] X
R" noktasmda siirekli oldugu kamtlansin. Once (tg, o) € (t,,t*) x R ol-
sun. Onerme 5.2.1 uyarinca, F* (-) ve ® (-) kiime degerli doniigiimleri siirekli

oldugundan, [t — ty] + ||z — zo|| < J (¢) iken

F*(to,z0) C Fr(t,1)+<-B, F'(t,z)C F (to, o)+ g . H5.2.28)
B, @%(t,z) C O (to, 30) + % . B5.2.29)

aON[ M

(b: (to,l’o) C @; (t, .’13) + 5 .

icermeleri saglanacak bigimde § (¢) > 0 sayist vardir. (5.2.28) ve (5.2.29) iger-

melerinden
7 (to, zo) = inf {|[f — || | f € FJ (to,%0), ¢ € B}, (to, o)}
€ €
[r+5-0=e=5-0]
fGF:(t,$), Qoe(bzt(t:x)a ba bs GF

>inf{||f -yl —€|f € F;(t,z), ¢ € @ (t,z)}

> inf

=r;(t,x)—¢
ry (to; o) > 75 (t,2) — € (5.2.30)
ve buradan
ry (t,z) — 7}, (to; o) < € (5.2.31)

oldugu elde edilir. Benzer olarak (5.2.28) ve (5.2.29) esitsizliklerinden
Ty, (to, %) — 15 (t,7) < € (5.2.32)

egitsizliginin saglandig: gosterilebilir. (5.2.31) ve (5.2.32) egitsizlikleri uyarinca
[t — to| + ||z — zo|| < I (¢) iken

|75 (to, z0) — 7 (£,2)| < €
esitsizligi saglanir. 7} (-) fonksiyonunun ¢, = ¢, ise (%o, Zo) noktasinda t’ye gore
sagdan, ty = t* ise (tp, Z9) noktasinda t’ye gére soldan siirekli oldugu benzer

yoldan kanitlanabilir. O halde 7} (-) : [ts,t*] X R® — [0,400) fonksiyonu

stireklidir.
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2
Herhangi bir ¢y € [t.,t*] igin 7} (fo,-) : R® — [0,+o00) fonksiyonunun >
sabitiyle Lipschitz kogulunu sagladigy kanitlansin. z1, z2 € R™ olsun. F}} (o, )
1
ve @ (o, -) kilme degerli doniigiimleri > sabitiyle Lipschitz siirekli oldugundan,
i, j =1, 2 icin
% L] 1 n
Fy (to,.’L’i) C Fy (to, 117_7') + ; H.’BZ - xJH . B, (5233)
¢ 1 e}
Q); (to,xi) C q),/ (to,xj) + I—/- ”331, - .’BJ” -B (5.2.34)

icermeleri saglamir. (5.2.33), (5.2.34) igermelerinden ve r} (-) fonksiyonunun

tanimlanigindan
ry (to, z1) = inf {||f — || | f € F} (o, 21), ¢ € B, (Yo, 21)}

“f‘i"ll; ||-’171—$2“°b—§0—'7‘1; lz1 — za|| - bs

> inf
lf € F;‘ (to,(L‘z), pE <I>,”;(t0,x2), b, by €B

> at {17 oll = 2 o1 = al 11 € B (w,20), ¢ € 9% 10,22

=1, (to, %2) — '21; |21 = 22|

ve buradan

13 (t0,22) = 73 (t0,20) < = [fo1 ] (5.2.35)
egitsizligi elde edilir. Yapilan iglemler z; ve z5’nin segiliginden bagimsiz oldugundan

P (t,71) — ° (to, 33) < % 21 — || (5.2.36)
oldugu da kolayca dogrulanabilir. (5.2.35) ve (5.2.36) egitsizliklerinden

75 (t0,22) = 2 (0,20 < = Jlos = ]
oldugu bulunur. Bir bagka deyisle herhangi bir ¢y € [t., t*] i¢in 7% (fo,-) : R* —
[0, +00) fonksiyonu % sabitiyle Lipschitz kogulunu saglar.

(t,z) € [t4,t*] X R™ olsun. Herhangi bir f € F} (t,z) ve ¢ € ®} (¢,z) igin
ry (t2) =inf{||f — ¢l | f € F} (t,2), ¢ € ¥} (¢, 2)}
<f =l
< [I£1l + llell
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olur. Her (t,z) € [t.,t*] X R™ igin (5.2.8) ve (5.2.9) esitsizlikleri saglandigindan
« 2
m (t2) < - (a+lz)
oldugu elde edilir.

Onerme 5.2.5. a > 0, (5.2.3) ile belirlenen say: olmak tzere 2v < t* — t,
esitsizlifing saglayan bir v € (0, ) secilsin. t € [t. +v,t* — ] olacak bicimdeki
her (t,z) € grV (-) igin r} (t,z) = 0 olur.

Ayrica vy € (0,0), vy € (0,a) ve vy < vy ise her (t,z) € grV (¢) igin

ry, (t,z) <75, (t,7)
esitsizligi saglanar.

Kamnit. t; € [t. + v, t* — V] olmak iizere bir (¢, o) € grV () secilsin. (5.2.1)

uyarmca
tO — 14 lo — t« *
Ty = (1—t*—t*) .v*+t*—t* U (5.2.37)
olacak bi¢imde v, € V,, v* € V* vardir.
v* — v,
d, = 5.2.38
t —t, (52.38)

olarak belirlensin. ¢, + v < t* ve v, € Vi, v* € V* oldugundan, V () kiime

degerli doniigiimiiniin tanimlanig1 uyarinca

to+v—t, to+v—1t,
R R ani ) D Sk Al SR 7 PR (5.2.39)
1, t* — 1,

olur. (5.2.37) ve (5.2.38) uyarinca

(1_t0+1/—t*).v*+t0+u—t*‘v* _ [( _to—t*) *+t0—t* .
t* —t, t* —t, t* —t, t —t,
v* — v,
Ry
= Ig+V d*

ve (5.2.39) uyarinca
To+v-di €V (tg+v)
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oldugu elde edilir. ¢y + v < t* oldugundan V, (-) kiime degerli doniigiimiiniin
tanmimlanigl uyarinca

.’17()+V-d*€va(t0+l/)

olur. Buradan

1
du € = [Va to +7) —

ve F () kiime degerli doéniigiimiiniin tanimindan, yani (5.2.5) uyarinca
d, € F* (to, o) (5.2.40)

oldugu goriiliir.
te < tg—vvew, € V,, v* € V*oldugundan, V (-) kiime degerli déniigiimiiniin

tanimlanigl uyarinca

to— v —t, to—v—1t.
(1 = —t;—_T) * VU -+ —W U E 174 (to = I/) (5241)
olur. (5.2.37) ve (5.2.38) uyarinca
ty — v — t, to— v —ts ty — ta to — t.
1 —_— e T * Uy —_— . * — 1 = . . *
( P > T [( t*—t*) RATIra

*

V* — Uy
-V
t*'—t*

ve (5.2.41) uyarinca
zo—V-d €V (tg — v)

olur. t, < to — v oldugundan V, () kiime degerli doniigiimiiniin tanimlamsi
uyarinca

To— V- di € Vo (to —v)

oldugu bulunur. Buradan
1
d, € __I; . [Va (to - I/) —:1:0]
®* (-) kilme degerli doniiglimiiniin tanmimindan, yani (5.2.6) uyarinca

d. € CI); (to,xo) (5242)

88



oldugu goriiliir.

(5.2.40) ve (5.2.42) uyarinca d, € Fy (to, o), dv € ¥} (o, o) oldugundan,
¥ (-) fonksiyonunun tammlanig1 uyarinca 7} (£, Zo) = 0 oldugu bulunur. O
halde 2v < t* — t, olmak lizere ¢ € [ti + v, t* — v] olacak bicimdeki her (¢,z) €
grV (+) igin 2 (t,z) = 0 olur.

Onermenin ikinei béliimiini kanitlamak igin vy, v, € (0, @) ve vy < vy iken,
her (¢,z) € grV (-) igin

E; (t,z) C Fy, (t,z) (5.2.43)

ve

o, (t,z) C P}, (4, 2)

oldugunu gostermek yeterli olacaktir. (¢,z) € grV (-) olsun. O zaman
z € V() (5.2.44)

olur. d, € F}, (t,z) segilsin. F; (-) kiime degerli doniiglimiiniin tanimi, yani
(5.2.5) uyarinca
To =2+ vy dy (5.2.45)

olacak bigimde bir z, € V,(t + 15) vardir. V, (-) doniigiimi V' (¢) kiime degerli
doniigiimiin konveks devami oldugundan V,, (-) konvekstir ve her ¢ € [t,,t*] i¢in
Va(t) = V(¢) olur. Bu durumda z, € V,(t + 1») oldugundan (5.2.44) uyarinca
her 6 € [0, 1] igin

(1=0)-z+8-23€ Va((1—0) t+6 (t+m))

ve (5.2.45) uyarinca
T+0vy-de € Vo (t+ 0 1s)

V..
olur. Buradan § = — i¢in
vy

11'/'+I/1'd* GVa(t—}-l/l)

oldugu bulunur. Yani d, € F};, (¢,z) olur. O halde (5.2.43) igermesi saglamur.
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Benzer olarak

@}, (t,z) C ®} (t,x) (5.2.46)
oldugu kanitlanabilir.
Simdi keyfi f € F; (t,2), ¢ € ®}, (¢, ) secilsin.(5.2.43) , (5.2.46) icermeleri
uyarinca f € Fy, (t,1) ve ¢ € @} (¢,z) olur. 7} (-) fonksiyonunun tanumlamgindan
i, (62) < |If — ¢l
ve f € Fy (t,z), ¢ € B}, (¢, ) keyfi secildiginden
. (bo) < if{[|f -4l |f € F;,(t2), 6 €}, (tz)}
= 7, (t,2)

oldugu elde edilir.

5.3 Ozel Durum igin Diferansiyel igerme

S ()« [ts, '] x R* = K (R™) doniigiimii (5.2.5) ile verilmis kiime degerli
doniigim, 7} (-) fonksiyonu ise (5.2.27) ile verilmig pozitif degerli fonksiyon
olmak iizere

& € F (t,7), (5.3.1)

i € F}(t,z) +7r}(t,z)-B (5.3.2)
diferansiyel icermeleri verilsin.

X1 C R, 1 € [t., t*] olmak iizere, (5.3.1) ve (5.3.2) diferansiyel icermelerinin
z (t1) € Xi baglangic kogulunu saglayan ¢Sziimlerinin kiimesi X (t1,X1) ve
X, (t1, X1), t anindaki erigim kiimeleri
Xo (4, X)) = {z(t) eR* |z () € X (41, X1)},
Xt X)) = {z(t) eR* |z () € X5, (t1,X1)},

(t1, X1) kiimesinden cikan integral tiinelleri

B (t,X) = {(t2) € [t t'] x R |2 € X (1, X0}
H, (4,X) = {(2) € [t '] x R" |0 € X, (11, X1))

90



ile gosterilsin.
Asagidaki teorem (5.3.1), (5.3.2) diferansiyel igermelerinin integral tiinelleri

ile grV (+) C [ts, t*] X R™ kiimesi arasindaki iligkiyi karakterize etmektedir.

Teorem 5.3.1. o > 0 (5.2.3) ile verilmis sayr ve v € (0,0) olsun. Her
t € [t«, t*] icin

X; (4, V (6) C V() C XS, (66, V (4))

icermesi ve

H (&, V (&) C grV () C H, (4, V (t))
icermesi saglansr.

Kamt. v € (0,c) olsun. Onerme 5.2.1 uyarinca her (t,z) € [t.,t*] x R" igin
F} (t,z) C R™ konveks, kompakt kiimedir.

FEy () : [te, '] x R* = K (R")
kiime degerli doniigiimii siireklidir. Her ¢ € [ts, t*] icin
F} (to,*) : R* - K (R")

1 . . 4 o . .
= > 0 sabitiyle Lipschitz kogulunu saglar. a > 0, (5.2.7) ile verilen say1 olmak
iizere, her (t,z) € [t.,t*] x R i¢in

. 1
max {[|f[| | f € F} (¢, 2)} < — (a + [l«])
egitsizligi saglanir. Ayrica Onerme 5.2.3 uyarinca, her ¢t € [t,t*), (¢,z) €
grV () icin
F¥(t,z) c D}V (t,x)

olur. O zaman teorem 1.3.10 uyarinca, grV () C [t.,t*] x R™ kiimesi (5.3.1)
diferansiyel igermesine gore saga giicli invaryanttir. Yani keyfi (¢;,z1) €
grV (:), z(-) € X} (t1,z1) alindiginda her ¢ € [t;,t*] icin z (£) € V (t) olur.

Buradan 6nerme 1.3.11 uyarinca her ¢ € [t,, t*] igin
X2 (i, V (8)) C V(D) (5.3.3)
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icermesi saglanir.
Onerme 5.2.1 uyarinca her (¢, ) € [t.,t*] x R? icin ®* (¢, z) C R” konveks,
kompakt kiimedir.
O () : [te, t*] X R® = K (R™)
kiime degerli doniiglimii siireklidir. Her ¢y € [t., t*] igin

3 (t,) : R® = K (R")

% > 0 sabitiyle Lipschitz kogulunu saglar. a > 0, (5.2.7) ile verilen say1 olmak

lizere, her (t,z) € [t., t*] X R™ igin
. 1
max {[|oll [ ¢ € €} (8,2)} < — (a+jzl)

egitsizligi saglanir. Tim bunlara ek olarak 6nerme 5.2.3 uyarinca her ¢ €

(te, ], (t,z) € grV (-) icin
o (t,z) C DV (t,z) (5.3.4)

icermesi saglanir. r}; (-) fonksiyonunun tanimlamgindan her ¢ € (¢,, %], (t,z) €
grV (-) igin
®} (¢, z) N [Fy (t,z) + 75 (t,z)-B] #0

oldugu elde edilir. Buradan (5.3.4) uyarinca her t € (t.,t*], (t,z) € grV (:)
igin

D;V (t,z) N [Fy (t,2) + 75 (t,z)-B] #0 (5.3.5)
oldugu bulunur. (5.3.5) ve teorem 1.3.7 uyarinca grV (-) C [t., t*] x R kiimesi,
(5.3.2) diferansiyel igermesine gore sola zayif invaryanttir.Yani keyfi (¢;,2;) €
grV (-) noktasina kargilik, her ¢ € [t., 1] i¢in z (£) € V (t) olacak bigimde
bir z (-) € X, (t1,21) ¢dziimil vardir. Buradan ¢nerme 1.3.8 uyarinca her
t € [t4,t*] icin

V(t) C X;, (5t V (t)) (5.3.6)

oldugu bulunur. (5.3.3) ve (5.3.6) igermelerinden her ¢ € [t,, t*] igin
X,y (6, V() C V() C X5, (Gt V (4) (5.3.7)
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icermesinin saglandig: elde edilir.

(6.3.7) igermesinden ve integral tiinelin tanimindan
Hy (8, V (8)) CgrV () C Hy, (6, V (1))
icermesinin de saglandig: agiktur.
(t,z) € [ts, t*] X R", r > 0 olmak iizere
t € F}(t,z)+r-B (5.3.8)

diferansiyel icermesi verilmis olsun.
t1 € [t,t*], X1 C R" olmak iizere, X7 (¢;,X;) ile (5.3.8) diferansiyel

icermesinin z (¢,) € X; baslangi¢ kogulunu saglayan ¢oziimlerinin kiimesi ve

ile (5.3.8) diferansiyel icermesinin ¢ anindaki erigim kiimeleri gosterilecektir.
Asagidaki 6nerme, (5.3.1) ve (5.3.8) diferansiyel icermelerinin farkl: baglangic
kiimelerinden ¢ikan ¢ anindaki erigim kiimeleri arasindaki Haussdorff uzaklig

i¢in bir iist simir vermektedir.

Onerme 5.3.2. X, CR", Y, C R kompakt kiimeleri ve keyfi t € [t.,t*] igin

BOS (500X, Ko (60, ) < ALY e |=3 (-t

+¢V[1—eq)(—%(t—t0)]

Kanit. t; € [t,,t*], z1 € X} (t1;t., X,) olsun. z () = z; olacak bicimde

esitsizligi saglanar.

bir z (-) € X} (ts, Xi) ¢bziimii vardir. Buna gére hemen her ¢ € [t,,*] icin
s (t) € Vo (t + v) olacak bigimde p, (-) : [t, t*] — R” lciilebilir fonksiyonu ve
her ¢ € [t.,t*] igin

t t

xm=m—5[uﬂm+%lm@m7 (5.3.9)
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egitligi saglanacak bigimde z, € X, vardir. Simdi ||z. — 9| < h(X,,Y5)
egitsizligini saglayan bir y, € Y, secilip

t t

y(t):y*—% /t Y (7) d¢+% /t po (7) dr (5.3.10)

olarak tanimlansin. Bu durumday (-) € X (¢,, Ya) veyn = y (t1) € X7 (1524, Ya)
olur. (5.3.9) ve (5.3.10) egitliklerinden her ¢ € [t,,t*] igin

t

@) -y@=s-n-y [ BO-y@) d
ve buradan

Lt t*)] (5.3.11)

o) -0 = (o~ ) exp |-

oldugu bulunur. ||z, — || < h(X,,Y.) oldugu igin (5.3.11) esitliginden
1
o (8= ¥ )] < b (X V) exp |~ (= 8)
oldugu elde edilir. z1 € X} (¢1; ¢4, X.) keyfi secildiginden

X2 (t1580, X) C X7 (1360, Ya) + b (Xo, Y.) exp [—;

! (¢ —t*)J -B  (5.3.12)

oldugu kanitlanmig olur.

Y1 € XJ (t1;t,,Ys) olsun. y (t;) = y; olacak bigimde bir y (-) € X7 (£,,Y,)
vardir. Buradan hemen her ¢ € [t,,t*] i¢in p, (t) € V, (t+v) + rv - B olacak
bigimde p, (-) : [t«, t*] = R™ Glgiilebilir fonksiyonu ve her ¢ € [t,, t*] icin

t t

1 1
y(t) =yu— —/ y(r) dr + —/ D« (T) dr (5.3.13)
V Ji. vV Ji.
egitligi saglanacak bicimde y, € Y, vardir. ¢ € [¢,, t*] igin
p@)={peValt+v)| [lp.@t) —pll =d @ &), Va(t+ 1))}  (5.3.14)

olarak tanimlansin. t — V, (t + v), t € [t., t*] kilme degerli doniigiimii siirekli,
her ¢ € [t,,1*] i¢in V, (t 4+ v) kiimesi konveks, kompakt ve p, (*) : [t., t*] = R*

fonksiyonu 6l¢iilebilir oldugundan, (5.3.14) ile tamimlanan
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doniigiimii bir fonksiyondur ve bu fonksiyon dlgilebilirdir (bkz. [1]). Hemen

her t € [t,,t*] igin p. (t) € V, (t+v) + rv - B oldugundan, (5.3.14) uyarinca

hemen her ¢ € [t,,t*] icin
lpu () —p @) < Tv (5.3.15)

! egitsizligi saglanir.
Bu kez ||z, — yu|| < h(X.,Ys) olacak bicimde bir z, € X, segilsin. ¢ €

[t«,t*] olmak {izere

t t

z(t) =z, — l/t z(r) dr + %/t p(7) dr (5.3.16)

v
olarak tanimlanirsa z (1) € X} (., Xu) Ve 21 = 2 (t1) € X} (t1;%4, Xi) olur.
(5.3.13), (5.3.16) esitliklerinden her ¢ € [t.,¢*] igin

2)-y® =2 - =3 [ @ -y dr=7 [ PO -p.(] dr
2=y = (0w o |- (- )]

-l% exp [—117 (t— t*)} Z (p (1) = ps (7)) exp (% (r— t*)) dr

oldugu bulunur. Buradan, ||z, — y.|| < A (X, Ys) oldugu icin (5.3.15) uyarinca

S t=t)

14

le@—y@ < h(X.Y.) exp [

o[ -Le-e)] [ e [Lir-10] ar

ve

o @ -yl < AT exp |- (11|

trexp [_% (t— t*)] (,, exp E- (7 — t*)D

oldugu elde edilir. Gerekli iglemler yapilirsa

t

te

Iz (&) =y @[] < b (X, Y2) exp [—% (t t*)] +rv [1 — exp (—% (t — t*))]
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oldugu bulunur. y; € X7 (t1; 4, Ys) keyfi secildiginden

v

1 —
X7 (13t Xa) C X (t1;5t4, Ya) + h(Xs, Ya) exp [ (t — t*)] -B

+rv [1 —exp (—% (t; — t*))J -B
(5.3.17)
oldugu sonucuna ulagilir. (5.3.12) ve (5.3.17) igermelerinden

1
BOT (a5t X2), X (X)) € 1K Yo) 0xp -2 (6= 8)
1
+rv [1 — exp (—; (t — t*))J
egitsizliginin saglandig: elde edilir.
Onerme 5.3.2 kullanilarak su sonug elde edilir.

Sonug 5.3.3. X, C R", Y, C R" kompakt kimeler olsun. Her t € [t,,t*] i¢in

h (X5 (e, Xa) , X5 (8584, ) < A (X, Yi) exp [ = (t— t*)}

v

esitsizligi saglanar.

Teorem 5.3.4. o > 0 (5.2.3) ile verilmis says, v, € (0, ) ve
ro=max {1}, (4,0) | (,3) € grV ()}

olmak zere r € [r.,+00) olsun. Her v € (0, ] ve her t € [t,,t*] igin

h(X; 5tV (8),V () <rv [1 — exp (—% (t— t*))]
esitsizligi saglansr.

Kanit. Onerme 5.2.4 uyarinca . (1) [t t*] x R® — [0,+00) fonksiyonu
stireklidir. grV'(-) C [ts,#*] x R” kiimesi kompakt oldugundan 7% (-) fonksiyo-
nunun grV (-) kiimesinde maksimumu vardir. Burada

ry. (t,x) = p (Fy, (t,2), 9, (¢, 7))
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ve Fy (-), @} () swrasiyla (5.2.5), (5.2.6) ile tammlanmig kiime degerli donii-

siimlerdir.
v € (0,v,] keyfi segilmig bir say1 olsun. Teorem 5.3.1 uyarinca, her t €
[ts, *] igin
X (b, V (t)) C V (2) (5.3.18)
icermesi saglanir.
Her t € (t.,t*], (t,z) € grV (-) igin ®} (¢,z) C D,V (t,z) oldugundan,

% (-) fonksiyonunun tanimlamgindan

D;V (t,z) N [Fy (¢, %) + 7, (t,z) - B] #0 (5.3.19)
olur. 0 < v < v, olarak secildiginden, 6nerme 5.2.5 uyarinca her (¢,z) €
grV (+) igin

2 (,2) <75 (t ) <.
esitsizligi gecerlidir. Buradan (5.3.19) uyarinca her ¢ € (., t*], (t,z) € grV (-)
icin
D7V (t,z) N [Fy (t,z) +r.-B] #0 (5.3.20)

oldugu bulunur. r € [r,,+oo) olsun. Her t € (t,t*], (t,z) € grV (-) icin
(5.3.20) uyarinca

D7V (t,z) N [Fy(t,z)+r-B] #0 (5.3.21)

olur.

(5.3.21) ve teorem 1.3.7 uyarinca, grV (-) C [ts,t*] x R* kiimesi, (5.3.8)
diferansiyel igermesine gore sola zayif invaryanttir. Yani keyfi (t1,z1) € grV (-)
noktasina karsihk, her ¢ € [t,, %] icin z (£) € V (¢) olacak bigimde bir z () €

X7 (t1, 1) ¢Oziimil vardir. Onerme 1.3.8 uyarinca her ¢ € [t,, t*] icin
V() C X] (&, V (1)) (5.3.22)
olur. Onerme 5.3.2 uyarinca, her ¢ € [t., ] igin
h(XE (1, V (), X] (1, V (84)) S v [1 — exp (—% (t— t*))] (5.3.23)
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egitsizligi gecerlidir.

(5.3.18), (5.3.22) ve (5.3.23) ifadelerinden

1
BOG (51 (0),V (@) < 7o [1—exp (<2 - 1))
egitsizliginin saglandig: elde edilir.
Teorem 5.3.1 ve teorem 5.3.4 kulanilarak gu teorem elde edilir.

Teorem 5.3.5. Keyfi bir € > 0 verilsin. a > 0 (5.2.3) ile verilen say: ve

Vs € (0,0) olsun. O zaman her v € (0,v (¢)) ve hert € [t.,t*] igin
h(X5 (56, V (), V (1) <e

egitsizligi saglanacak bigimde bir v () € (0, vy) vardr.
Ozel olarak her (t,z) € 8(grV () icin % (t,z) = O olacak bicimde bir

vy € (0, @) varsa, her v € (0,v.] igin
Hy (6, V (4)) = grV ()

olur.

5.4 Genel Durum

V() : [to,0] = K (R™) kiime degerli doniigiimii ve € > 0 sayist verilsin.
Bundan boyle V() kiime degerli doniigiimiiniin agagidaki kogullari sagladig

varsayllacaktir.

(A) V(-) kiime degerli doniigiimi siirekli, her ¢ € [y, 6] i¢in V(¢) C R kon-
veks ve int V (t) # 0 olsun.

Amag, £ > 0 sayis1 ve (A) kogulunu saglayan V'(-) kiime degerli doniigiimii

verildiginde, her ¢ € [to, 6] icin

h(X(t; to, V(to)), V(t)) S 1>
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olacak bigimde
z € F (t,x) (5.4.1)

diferansiyel icermenin bulunmasidir. Burada X (t;to, V (to)), (5.4.1) diferan-
siyel icermesinin (tg, V (%y)) baglangig kiimesinden gikan, ¢ amndaki erigim
kiimesidir.

1=0,1,...,m— 1icin

A=t —1 (5.4.2)

olmak tizere I' = {t; < t1 < ... < ty, = 0}, [to, ] aralifimn diizgiin parcalanigi
olsun.
i =0,1,...,migin V; = V(&) olsun. ¢ = 0,1,...,m — 1 i¢in V; (") :

[ti, tiv1] — K (R™) kiime degerli doniigiimii

t—1; t—1;
() =(1- Vit —— 43
Vit (1 tiy1 — ti) Vi tiy1 — Vin (5.4:3)

ve W (-) : [to, 0] = K (R™) kiime degerli doniigiimii

W(t) = { Vi(t) , t€ [titiy1) (5.4.4)
Vi , t=10
olarak tamimlansin.
grW (1) = {(¢,z) € [to, 0] x R* |z € W(t)} (5.4.5)

olsun.
(A) kogulundan dolayr i = 0,1,...,m — 1 igin V;(*) : [k, tina] — K (R™)
kompakt, konveks kiime degerli doniigiimdiir. Ayrica ¢ = 0,1,...,m igin

int V;(t;) # 0 olur. O halde teorem 4.2.2 uyarinca agagidaki énerme dogrudur.

Onerme 5.4.1. Her i = 0,1,...,m—1 ve en az bir a > 0 saywss igin (5.4.3)

ile tansmlanmag V;(+) : [ti, tiy1] — K (R™) kiime degerli dontsiminin
Wi() : [ti — e tiy1 + 0] X R* — K (R™) (5.4.6)

a—konveks devams vardsr.
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Bu Snermeye gore her birs = 0, 1,..., m—1 indisine kargilik, her ¢ € [t;, tit1]
icin W;(t) = V;(t) olacak bigimde o > 0 sayist ve W; (-) : [ti — o, tiy1 + ] —
K (R™) kompakt, konveks kiime degerli doniigiimii vardir. Ayrica her bir ¢ =
0,1,...,m — 1 i¢in W;(-) kiime degerli doniigiimi siireklidir. Tammlanigtan
dolay1 her : = 0,1,...m icin W(t;) = V(t;) = V; oldugu da agqktir.

a > 0, dnerme 5.4.1 ile verilen say1 ve v € (0, @) olsun. ¢ =0,1,...,m—1 ve
(t, ) € [t;, tiy1] X R™ icin W;(-), 6nerme 5.4.1 ile verilen kiime degerli déniigiim

olmak tizere
F; () : [ti,ti+1] XxXR*"—= K (Rn), (bf, () : [ti,ti+1] xR* > K (Rn)

kiime degerli doniigiimleri ve 7% (+) : [;, tir1] X R® — R™ fonksiyonu

Fi(t,z) = % (Wit +v) — ], (5.4.7)
& (t, ) = —% Wilt = v) — 1], (5.4.8)
ri(t,z) = p (Fi(t, 2), & (¢, 7)) (5.4.9)

olarak tamimlansin. Bu doniigiimler yardimiyla (¢, z) € [to, 8] X R" igin
F, (") : [te,0] X R* = K (R"), ®, (-) : [to,d] x R* - K (R*)

kiime degerli doniiglimleri ve 7, (-) : [to, 8] xR™ — R" fonksiyonu, ¢ = 0,1, ...,m—
1 olmak iizere

F(t,z) = Fi(t,z) , (t,z) € [ti,tiy1) X R®
vl F;"'(t, a:) , (t’ ;z;) e {9} x R™

5ot.0) — { @(2) |, (,9) € fhoto) x R 5410

o™ (t,z) , (t,z) € {6} xR"

Tli/(t’ $) ’ (t, SL‘) S [ti,ti+1) x R”
r,z) , (tz) € {0} xR
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olarak tamimlansin. Onerme 5.2.1 uyarinca F, (+), ®,(-) kiime degerli déniigiimleri

ve 6nerme 5.2.4 uyarinca r,(-) fonksiyonu agagidaki kogullar saglar.

1. Herhangi bir s = 0,1,...,m, t # ¢; i¢in (¢,z) € [to, 0] x R® noktasinda

siireklidir.

2.i=0,1,...,m—1igin (¢,z) € [to, 0] X R™ noktasinda t’ye gore sagdan

siireklidir.
3. (6, 1) € [to, 0] x R™ noktasinda t’ye gore soldan siireklidir.

1
4. Her t € [to, 0] igin F,(t,-), @, (¢, ) kiime degerli doniigiimleri — (%, )

2
fonksiyonu - sabitiyle Lipschitz siireklidir.

b= max {by, b1,..., b1}, b; =max{|z| | z)e grW;(")}
olmak iizere, her (¢,z) € [to, 0] x R™ igin,

max (7] 1/ € Bt0)} < 30+,

max {|l¢]l |¢ € B, 2)} < = (b+ ),

(o) < 20+l
egitsizlikleri saglanir.
(t,z) € [to, 0] x R™ olmak iizere
i € FEtz), (5.4.11)
& € F,(t,z)+r,(tz)-B (5.4.12)

diferansiyel icermeleri verilmig olsun. X, C R™, ¢, € [tp,0] olmak iizere,

X (te, Xs)y Xy r(ts, Xy) sirasiyla (5.4.11) ve (5.4.12) diferansiyel icermelerinin
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z(t.) € X, baglangig kogulunu saglayan tiim ¢oziimleri kiimesi ve
X, (6 te, Xu) = {z(t) e R" | z(:) € X, (1, X4)} 5
Xor(tte, Xo) = {2(t) € R™ | 2(:) € Xor (b4, Xi)},
H,(t, X)) = {(t,z) € [to,0] x R" |z € X,,(t; b4, Xi) }
H,,(t, X.) = {(t,2) € [to,0] X R* |z € X, (t; 1\, X,) }

olsun.
Onerme 5.4.2. V() : [to,8] = K (R*), (A) kogulunu saglayan bir kime
degerli dontgim, I' = {to <t1 < ... <tm =0}, [t,0] aralifenin dizgin bir
parcalamgs, V; (), (5.4.3) ile verilen kiime dederli donigim ve v € (0, a) olsun.
O zaman i =0,1,...,m — 1 olmak tzere her t € [t;,t;11] icin

Xu(t§ t;, V;) C V;,(t) Cc Xu,r(t; ti;V;I)
icermesi saglansr. Burada o > 0, dnerme 5.4.1°de verilmis sayidar.

Onermenin kanit1 F,(-) kiime degerli doniigiimii, r,(-) fonksiyonunun ta-

nimlanigindan, teorem 5.3.1 yardimiyla elde edilir.

Teorem 5.4.3. V (-) : [to,0] = K (R"), (A) kosulunu saglayan bir kime
dederli dontgim ve T = {ty < t1 < ... < tp =0}, [to, 0] aralsginin dizgin bir
pargalanigs ve v € (0, @) olsun. W(-), (5.4.4) ile verilmig kime degerli donigim

olmak tzere hert € [to, 0] icin
X,,(t; to, w (to)) C W(t) C Xy,'r(t; to, W (to))

ve

Hy(to, w (to)) C gTW () C Hy’r(to, w (to))
icermeleri saglanar. Burada o > 0, onerme 5.4.1°de verilmig sayidar.

Kanit. Kanit igin tiimevarim yontemi kullanilacaktir. ¢ € [tg,¢1] olsun. W (¢o) =
Vo ve her t € [ty, 1] icin W (¢) = Vp(¢) oldugundan dnerme 5.4.2 uyarinca, her
t € [to,tl] icin

X, (t;to, W () € W (£) C Xop(t: 20, W (£0)) (5.4.13)
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icermeleri saglanir. (5.4.11) ve (5.4.12) diferansiyel icermelerinin, ¢; anindaki

erigim kiimeleri
X, = Xo(tiite, W (), X = Xur(tas to, W (t0)) (5.4.14)
olarak gosterilsin. V3 = W (¢;) = V (#1) oldugundan (5.4.13) ifadesinden
X, cVi=W () C X, (5.4.15)

oldugu yazilabilir.
t € [ti,ta] olsun. W (t;) = Vi ve her t € [ti,t] igin W (£) = Vi (¢)

oldugundan 6nerme 5.4.2 uyarinca, her ¢ € [ty, 5] igin
Xo(tsth, W (1)) C W (£) C X, o (t5 1, W (11))
olur. (5.4.15) uyarinca, her ¢ € [t;, ;] igin
X, (t:t1,X5) CW () C X, (811, X1,) (5.4.16)
icermeleri saglanir. Her ¢ € [t1,2,] icin

X (G, X)) = X, (61, X, (b te, W (%)) = X, (860, W (),
XVJ‘(t; tl) XI},T) = XV,T(t; tl: XV,T(tl; t07 W (to))) = XV,"‘(t; th w (to))

oldugundan, (5.4.13) ve (5.4.16) icermelerinden her ¢ € [ty, t,] igin
X,,(t; to, w (to)) cCwW (t) C X,,,T(t; to, W (to))

oldugu bulunur.

Simdi k < m — 1 olmak {iizere, her ¢ € [ty, tg] icin
X,,(t; to, W (to)) W (t) C X,,,,,-(t; to, W (to)) (5417)
oldugunu varsayilsin. Bu varsayim altinda her ¢ € [t, t1] igin de

X,,(t; to, W (to)) cCwW (t) - Xu,r(t; to, W (tO))
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icermesinin saglandig gosterilsin. (5.4.11) ve (5.4.12) diferansiyel icermelerinin

(to, W (%)) kiimesinden ¢ikan, ¢, amndaki erigim kiimeleri

Xk

b =X, (thto, W (t0)), X[, = Xup(tes to, W (to))
olarak gosterilsin. (5.4.17) varsayimindan

Xk cw () c X5, (5.4.18)

oldugu yazilabilir. W (tx) = Vi ve her ¢t € [tg,tp41] icin W () = Vi (t)

oldugundan 6nerme 5.4.2 uyarinca, her ¢ € [tg, tg41] icin
Xo(t; i, W (8)) C W (2) C X p (6 t, W (81)) (5.4.19)
olur. (5.4.18) ve (5.4.19)uyarinca her ¢ € [tg, tg11] igin
X, (b te, X5) C W (8) C Xor (b ti, X5, (5.4.20)
olacag agiktir.

Xy (6t X5) = X (t5tk, Xy (k5 %0, W (t0))) = X0 (8 10, W (f0))
XI/(t; tka X,lzr) e Xu(t; tk; Xu,r (tk; tO; w (tO))) = Xu,r (t; th w (tO))

oldugundan (5.4.20) icermesinden, her ¢ € [tx, tg41] igin
X (t;to, W (tp)) C W (t) C X, (t;t0, W (to))

oldugu elde edilir. Istenen gosterilmigtir. Bu durumda keyfi ¢ € [t0, 6] igin
X, (t;t0, W () C W(t) C X0 (¢ t0, W (40))

icermesi saglanir.
Buradan

H,,(to, w (to)) CcC grW () C H,,,,,-(t(), w (to))
icermesinin de saglanacag: aciktir.

104



Herhangi bir v > 0 icin
ri = max {rf,(t, z)| (t,z) € grV; ()},

r, = max{ri|i=0,1,..,m—1} (5.4.21)

olarak alinsin. W (-) kiime degerli d6niigiimiiniin tanumlamgindan énerme 5.2.5

uyarinca vq < v, ise, her (¢,z) € grW (-) igin
o (b, ) < 1y, (t, x) (5.4.22)
egitsizligi saglanir. O halde 1, < vy iken
Ty < Ty

olur.

a > 0 6nerme 5.4.1 ile verilen say1 olsun.
Ve € (0, ) (5.4.23)
olarak segilsin. 7, (5.4.21) ile verilen say1 olmak {izere
Ty = Ty, (5.4.24)

ile gosterilsin. (5.4.22) egitsizligi uyarinca, her v € (0,v] ve (t,z) € grW ()
icin

ru(t,z) < 74 (5.4.25)
egitsizligi saglanir. Buradan itibaren v, (5.4.23) ve r., (5.4.24) ile belirlenmig

sayilar1 gosterecektir.

Onerme 5.4.4. V() : [to,d] = K (R"), (A) kosulunu saglayan bir kime
degerli dontgim, I' = {to <t1 < ... <ty =0}, [to,0] arabifinan dizgin bir
pargalanigs ve T € [ry, 00) olsun. 1 =0,1,...,m—1 ve V;(-), (5.4.3) ile verilen

kiime degerli dontsim olmak tzere, her v € (0,v] ve t € [t;, ti1] igin
1
BtV (), Vi0) < 7o [1- exp (20 -1 )|
egitsizligi saglanar.
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Onermenin kamti F,(-) kiime degerli doniigiimiiniin tanimindan teorem

5.3.4 yardimiyla elde edilir.

Teorem 5.4.5. V (-) : [to,8] = K (R"), (A) kogulunu saglayan bir kime
dederli doniigiim ve r € [ry,00) olsun. W(-), (5.4.4) ile verilen kiime degerls

dontisim olmak tizere, her v € (0,v,] ve her t € [to, 0] i¢in
WX, (t;t0, V (t0)), W(t)) < rv [1 — exp (—%(t - to))J (5.4.26)
egitsizligi saglanar.
Kamt. Keyfi r € [r,, c0) sayisi secilsin.
F={to<ti <...<ty,=0},

[to, 0] araliginin diizgiin bir parcalamg olsun. Keyfi bir ¢, € [to,0] segilsin.
t. = tp ise (5.4.26) esitsizliginin saglanacag: aciktir. t, € (o, 6] olsun. O halde
ts € (tx,trs1] olacak bigimde bir £ =0,1,...,m — 1 vardir.

Her t € [to,t1] icin W(¢) = Vo(t) oldugundan 6nerme 5.4.4 uyarinca, her
t € [to, t1] igin

B (X, (&0, V (t0)), W (D)) < v [1 — exp (-% (t tg))] (5.4.27)

oldugu elde edilir. (5.4.11) diferansiyel icermesinin ¢; anindaki erigim kiimesini

Xl = X,(t1;t0,V (to)) ile gosterilsin. W (¢;) = Vi(t1) = V(¢1) oldugundan,

v

(5.4.27) uyarinca
h(X;, V() <rv [1 — exp (—% (t; — to))] (5.4.28)

oldugu bulunur.
Her t € [t1,1,] igin W(t) = V;i(¢) oldugundan 6nerme 5.4.4 uyarinca, her
t e [tl,tz] 191n

h(X, (&4, VE), W) < rv [1 ~ exp (—% (t— tl))} (5.4.29)

106



egitsizligi saglanir. Sonug 5.3.3 uyarinca, her ¢ € [t, t5] igin

v

h(X, (511, V(8), X0 (461, X)) < B (V(t), X}) exp [ 1 (t—tl)]

olur. Buradan ve (5.4.28) esitsizliginden

h(X, (48, V(t), X, (611, X)) <rv [exp (—% (t- tl))

)

oldugu bulunur. ¢ € [t1,19] icin X, (¢;¢1, X}) = X, (¢;t0, V(%)) oldugundan
(5.4.29) egitsizliginden, her ¢ € [t1,t,] icin

h (XI/ (t; th V(tO)) )W (t)) S h (XV (t; tO: V(tO)) aXu (t§ tla V(tl)))
+ B (X, (611, V(1)) W (1))

<rv [1 —~ exp (——% (t— to))}
oldugu elde edilir.

Simdi her ¢ < k ve her ¢ € [t;_1, ;] igin
h(Xy (t0,V (t0)), W (t)) < rv [1 — exp (—-i— (t — to)):l (5.4.30)
egitsizliginin saglandigini varsayihp, ¢ € [tg, tgy1] igin
h (X, (tt0,V (k) , W (t)) < rv ll — exp (—% (t— to))] (5.4.31)

egitsizliginin saglandig kanitlanacaktir.

(5.4.11) diferansiyel icermesinin ¢, anindaki erigim kiimesi
X} = X, (tx; to, V (to))
ile gosterilsin. W (tx) = Vi (tx) = V (¢x) oldugundan, (5.4.30) esitsizliginden
h(XE,V(ty)) <rv [1 — exp (—% (ty — to))] (5.4.32)

oldugu elde edilir. Her ¢t € [t4,t5+1] icin W (t) = Vi(t) oldugundan 6nerme
5.4.4 uyarinca, her ¢ € [tg, {541 igin

h(X,(tt, V (&), W () < v [1 — exp (-—% (t— tk))] (5.4.33)
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egitsizligi saglamr. Sonug 5.3.3 uyarinca, her ¢ € [tg, t41] icin

h (X (85 tk, V (8)) , X0 (i ts, X)) < B (XE, Vi) exp (—% (t — tk))

olur. Buradan (5.4.32) egitsizligi uyarinca

h (X, (566, V (), X (t e, XF)) < 1w [eXP (—% (t— tk))

— exp (—% (t — to))]

oldugu bulunur. Her ¢ € [tg, tyr1] igin X, (4; b, X¥) = X, (80, V (to)) oldu-
gundan, (5.4.33) uyarinca her ¢ € [ty, tx11] igin
h (X, (t5t0, V (t0)), W (t)) < h(Xy (Bt0, V (t0)) , Xu(t5 ts, V (t)))
+ B (Xo (e, V (), W (1))

<rv T1 — exp (—% (t—to))]

oldugu elde edilir. Yani

B (X, (5%, V (), W (8)) < o |1 — exp (-% (t— to))] (5.4.34)

egitsizliginin saglandigr bulunur. Boéylece (5.4.31) egitsizligi kanitlanmugtir.
(5.4.34) esitsizliginden t, € [ty, tg41] icin

AU (it V (), W (2) < o 1= e (~3 (6 —) )|
olur. ¢, € [to, 0] keyfi secildiginden her ¢ € [to, 0] igin
h(X, (t %,V (t0)), W(2)) < rv {1 — €xp (—%(t - to))]
egitsizligi saglamir. Teorem kamtlanmg olur.

Teorem 5.4.5 yardimiyla gu 6énerme kanitlanabilir.

Onerme 5.4.6. ¢ > 0 sayst verilsin. V() :[to,0] = KR"), (A) kogulunu

saglayan bir kime dederli dondigtim olsun. W (-), (5.4.4) ile verilen kiime degerls
dondigim olmak tzere, her v € (0,v (€)] ve her t € [ty, 0] icin

€

WX lt5ta,V (), W(2) < &

egitsizligi saglanacak bigimde bir v (€) € (0, @) vardar.
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Kanit. v, € (0,) olsun. r, > 0 (5.4.24) ile verilen say1 olmak iizere r €
[r4, 00) olsun. v (€) < min {1, Vs 26_7*} olarak segilsin. Teorem 5.4.5 uyarinca

her v € (0, v (g)] ve her ¢ € [tg, 4] i¢in

(X, (& o,V (t), W(E) < rv [1 — exp (—%(e - to))} (5.4.35)

olur, o< [1 e (_.11;(9 - to))] <1

oldugundan (5.4.35) uyarinca
WX, (8%, V (), W(2)) < v (5.4.36)

egitsizligi saglanir. v (g) < 56; oldugundan, (5.4.36) esitsizliginden her v €
(0,v (g)] ve her ¢ € [ty, 0] igin

h(X,(t;t0, V (t0)), W(t)) <rv <r1v(e) <

N,

oldugu bulunur.

Teorem 5.4.7. € > 0, o (¢) onerme 5.1.1 ve v () dnerme 5.4.6 ile verilmig
sayiar, V (+) : [to,0] — K (R") dionisimi (A) kogulunu saglayan bir kime
dederli dondigim olsun. Her v € (0,v ()] sayist ve [to, 8] araligimin A < o (g)
kogulunu saglayan her I' = {tg < t1 < ... < ty, = 0} diizgiin parcalanig ve her
t € [to, 0] igin

h(X,(t;to, V (), V(2)) < €

olur. Burada A =t;11 —t;, 1=0,...m — 1 olarak tansmlanan saydar.

Kanit. ¢ > 0 sayisi verilsin. Onerme 5.1.1 uyarinca [to, §] arahgmin A < o (¢)

kogulunu saglayan her
P:{t0<t1<...<tm=9}
dilzgiin parcalanigi ve her ¢ € [to, 0] igin

WV (), W) < (5.4.37)

N[ M
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olur. Onerme 5.4.6 uyarinca her v € (0, v (€)] ve her ¢ € [t, 0] igin

h(X, (%0, V (%)), W(2)) < (5.4.38)

N M

oldugu elde edilir. (5.4.37), (5.4.38) esitsizliklerinden her v € (0, v (¢)] ve her
t € [to, 0] igin

h(Xu(t; to, 14 (tO))a V(t)) < h(X,,(t; to, Vv (tO))a W(t)) + h(W(t)a V(t)) <e
oldugu elde edilir.
Onerme 5.1.2 ve teorem 5.4.5 kullamlarak gu teorem kanitlanabilir.

Teorem 5.4.8. V (-) : [ty,0] = K (R, (A) kogulunu ve L sabitiyle Lipschitz

kosulunu saglayan bir kime dederli donigim olsun.
F'={tg <ty <...<ty=~0},

[to, 0] aralifaman bir dizgin parcalanigi ve v > 0 (5.4.25) ile tansmlanan says

olsun. Keyfi v € (0,v,] ve T € [ry,00) sayist ve her t € [to, 8] igin
1
X, (10, V (%)), V() S L-A+rv [1 — exp (—;(t - to))}
egitsizligi saglanar.

V(-) kiime degerli doniigiimiiniin siirekli, her ¢ € [to, 6] icin V(¢) C R™
konveks, kompakt kiime oldugu, ancak her t € [to, 8] igin int V (t) # @ olmadig:
durumda da teorem 5.4.7 dogrudur. Bu durumda teoremi kamtlamak icin bir

onerme kanmtlanacaktir.

Onerme 5.4.9. X, ¢ R*, Y, C R" kompakt kiimeler olsun. Keyfi v € (0,v,]
sayrst ve her t € [t, 0] igin

h(X,(t;t0, X4), Xu(t; 0, Ya)) < (X, Ya) exp (—%(t ~ to)) (5.4.39)
egitsizligi saglanar.
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Kanit. v € (0,,] ve
F={ty<t;1 <... <ty =06}

[to, 8] araliginin bir diizgiin parcalanigi olsun. Keyfi t. € [to, 8] se¢ilsin. £, =%
ise (5.4.39) esitsizliginin saglandig acgiktir. ¢, # tp olsun. Bu durumda ¢, €
(tg, tey1] olacak bicimde bir k = 0,1,...,m — 1 vardwr. (¢,z) € [to, 8] X R®
i¢in F,(t,z) = F2(t,z) olarak tanimlandigindan, sonu¢ 5.3.3 uyarinca, her

1€ [to, tl] 1g1n
hX, (10, X), X (E; t0, Ya)) < h(X., Y.) exp (—%(t - to)) (5.4.40)

egitsizligi saglanir.

(5.4.11) diferansiyel igermesinin, (tq, X,) ve (to, Yx) kiimelerinden gikan, ¢;
anindaki erigim kiimelerini sirasiyla X} = X, (t1; 0, X.), ¥} = X, (¢1; %0, Ya) ile
gosterilsin. (5.4.40) egitsizliginden

h(X,,Y,)) < h(X., Ya)exp (—%(t1 - to)) (5.4.41)

oldugu elde edilir.
(t,z) € [t1,t2] x R® i¢in F,(t,z) = F}(t,z) oldugundan, sonug 5.3.3 ve
(5.4.41) esitsizliginden her ¢ € [t1, 5] igin

MX, (tt0, X3), Xu (%0, Y,)) < h(X5,Y)) exp (—%(t—tl))

< h(X,,Y.)exp (_;

Lt — t0)> (5.4.42)

egitsizligi saglanir.

Her ¢ € [ty, 5] igin
X, (b t0, Xp) = X, (80, X)), Xo(tit0,Yy)) = X, (20, Vi) (5.4.43)
oldugu agiktir. (5.4.42) ve (5.4.43) uyarinca, her t € [t1, ] igin
R(X, (8 to, X.), X, (6 60, ¥2)) < (X, Ya) exp (—%(t - to)> (5.4.44)
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oldugu bulunur.

i <k vehert € [t;_1,t;] igin
B (£ o, X.), Xo (£ 0, Y2)) < h(Xs, ) exp (—%(t _ to)) (5.4.45)
oldugu varsayilsmn. Simdi her ¢ € [tg, t54+1] igin
h(X, (t; to, Xu), Xu(t; 10, Ya)) < B(X., Ys) exp (—%(t - to)) (5.4.46)

egitsizliginin saglandig kanitlanacaktir.

(5.4.11) diferansiyel igermesinin (to, X.) ve (to,Ys) kiimelerinden gikan 2
anmndaki erigim kiimelerini sirasiyla X* = X, (tx;t0, Xi), Yi¥ = X, (tk; to, Ya)
ile gosterilsin. (5.4.45) egitsizliginden dolay:

viiy -
14

h(XE,YF) <h(X,,Y.)exp ( ! (tr — tg)) (5.4.47)

olur. (¢,z) € [t,tr+1] X R™ igin F, (¢, z) = Fy(t,z) oldugundan, sonug 5.3.3 ve
(5.4.47) egitsizliginden, her ¢ € [tx, tg41] igin

WX, (b 10, X5), X (640, Y))) < (X, Y)) exp (—%(t - tk))
< RB(X.,Y.) exp (—%(t - tg)) (5.4.48)
oldugu elde edilir. Her ¢ € [tx, tx41] icin
X, (610, X5) = X, (£ 10, Xo),  Xu(t;t0, YF) = X, (40, Ya)
oldugundan, (5.4.48) egitsizliginden, her ¢ € [tg, tx+1] icin
B (8 20, X.), X (s 0, Ya)) < h(Xs, ) exp (—%(t - to))

oldugu sonucuna ulagilir. Bir bagka deyigle (5.4.46) kanitlanmigtir. Buradan
her t € [tk, ty+1] igin

B (6 to, X0, X (53 t0, Y2)) < A(X.., Ya) exp (—%(t - to))
ve 0zel olarak

h(Xu(t*; to, X*)a Xu(t*; to, Y;)) < h(X*; Y;) €xp (—‘i‘(t* - to))
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esitsizliginin saglandif1 goriilmiig olur. t. € [to, 0] keyfl segildiginden kamt
tamamlanmigtir.

Simdi V'(-) : [to, 0] — K (R") kiime degerli doniigiimiiniin agagidaki kogulu
sagladig1 varsayilacaktir.

(B) V(-) : [to,0] — K (R™) siirekli, konveks degerli kiime degerli doniigiim

olsun.

(B) kosulunda (A) kogulundan farkh olarak V¢ € [to, 6] igin int V' (¢) # 0

olmasi istenmemektedir. Bu durumda da her t € [to, 8] igin
X (tt0, V(%)) V(1) < e
egitsizligini saglayan
z € F(tx)
diferansiyel icermesi bulunabilir.
v > 0 sayist verilsin. ¢ € [to, 8] i¢in

Vo(t) = {z e R*|d (z, V(1)) <7}

olarak tanimlansin. V; (-) kiime degerli doniigiimii siireklidir, her ¢ € [to, §] igin
V,(t) C R™ konveks, kompakt kiimedir ve int V() # @ olur. Yani V, (-) kiime

degerli doniigiimii (A) kogulunu saglar.

Teorem 5.4.10. ¢ > 0 saysy verilsin. V (+) : [t, 8] — K (R™) kime degerli
dénigtimindg (B) kogulunu saglasin. Herv € (0,v ()] sayss ve [to, 8] aralaginin
A < o (€) kogulunu saglayan her ' = {tp < t; < ... <ty = 0} dizgin parca-
lanagina kargilik her t € [ty, 6] icin

h(Xo(tt0, V (t0)), V(1)) <&

egitsizligi saglanacak bicimde bir v(e) € (0,a) ve o(e) > 0 sayiss vardr.
Burada A = t;1—t;, 1 = 0,...m—1 olarak tantmlanan says ve X (t;10, V (to)),
(5.4.11) diferansiyel icermesinin (to,V (to)) baslangic kimesinden ¢ikan, t a-

nindaki erigim kimesidir.

113



Kanit. v = g olsun. V, (:) kiime degerli déniigiimii (A) kogulunu sagladi-
gindan teorem 5.4.7 uyarinca her v € (0,v (¢)] sayis1 ve [to, 0] araligimin A <
o () kogulunu saglayan her I' = {t; < #; < ... < t,,, = 0} diizgiin parcalamgina

karsilik her ¢ € [tg, 6] icin

Wi m

egitsizligi saglanacak bigimde bir v (g) € (0, ) ve o (¢) > 0 sayis1 vardir.

W(Vesa(ta), V(o)) = =

oldugundan, énerme 5.4.9 uyarinca her ¢ € [ty, 4] igin

€ 1 €
h(X,,(t; t(), ‘/;/3(t0)), X,,(t; to, V(to)) S g exp (—I—/-(t - to)) S g (5450)
esitsizligi saglanir.
Her t € [ty, 0] igin
€
h{Vess@), V() = 5 (5.451)

oldugu agiktir.

(5.4.49) - (5.4.51) egitsizliklerinden her v € (0, ()] ve A < o (¢) kogulunu
saglayan her I' = {t; < ¢; < ... < ¢, = 0} diizgiin parcalanigina kargilik, her
t € [to, 8] igin

h( X (t;t0, V(t)), V(1)) < h (X, (E to, V(t0)), Xo(t; to, Veyalt

+ h(XV(t; to, V€/3(tO))7 ‘/;/3(t)) + h(VE/

egitsizliginin saglandig: elde edilir.
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