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OZET

Bu ¢alismada Newton akigkani ile dolu ince cidarli silindirik kompozit ttiplerde dalga
yayillmas: problemi incelenmistir. Ince cidarli elastik tiip, icerisinde siirekli lifler
bulunan katmanlh kompozit olarak ele alinirken, i¢indeki akiskan matematik analizde
kolaylik olmasi igin vizkoz olmayan sikismaz bir akigkan olarak ele alinmistir. Biz
bu modelin arteriler de kan akisi probleminin ¢6ziimiinde de kullanilabilecegini
diisiinmekteyiz. Ancak kan gergekte Newtonian olmayan bir akiskan oldugu halde
matematik kolaylik agisindan boyle kabul edilmistir. Kompozit malzeme ve akiskan
icin alan denklemleri i¢ basing sabit kabul edilerek ( baslangi¢ konumunun dengede
oldugu varsayilarak) elde edilmistir. Kompozit elastik ortama ait y&netici
diferansiyel denklemleri “Biiyiik baslangic sekil degistirmelerinin tizerine kiigiik
sekil degistirmelerin sliperpozisyonu “ teorisi kullanilarak silindirik koordinatlarda
elde edilmiglerdir.

Igerisinde akiskan bulunan ince cidarli silindirik elastik tiiplerde dalga yayilmas:
problemi Young Thomas zamanindan buyana arastirmacilarin ilgisini ¢ekmisgtir.
Literatiirde bu konuda yapilan aragtirmalarin sayis: burada zikredilemeyecek kadar
coktur. Bu konuda ¢alisan arastirmacilarin pek ¢ogu hem baslangi¢ gerilmelerini
sifir hem de arteri duvarlanim ince silindirik kabuk olarak almiglardir. Bu
aragtirmacilarin  ¢ogu ince cidarh tiipii, kolajen fiberlerin etkilerini yok sayarak
elastik bir malzeme olarak modellemislerdir. (Demiray, H., Ercengiz, A.,1994),
(Tozeren, A., 1984). Sekil degistirme enerjisi fonksiyonu olarak da ya sadece
miihendislik malzemesini ifade eden fonksiyonu kullanmiglar yada sadece biyolojik
malzemeyi ifade eden sekil degistirme enerjisi fonksiyonunu kullanmiglardir. Bizim
calismamizda ise tiip, ince cidarl, liflerle gii¢lendirilmis tabakali bir kompozit olarak
ele alind1. Sekil degistirme enerjisi fonksiyonu olarak hem biyolojik dokular hem de
miihendislik malzemeleri i¢in kullanilabilen ortak bir fonksiyon kullanildi. Bu model
(Holzapfel, G.A., Gasser, T.C., 2000) tarafindan damar i¢in 6nerilen modellerden
birisidir. Sekil degistirme enerjisi fonksiyonu ve malzeme sabitleri de yine bu
modelde 6nerilenlerin aynisidir. Ince cidarh elastik tiipte alan denklemleri ve 6n
gerilmeler (¢°) ig basinci ve eksenel germeler dikkate alinarak elde edilmislerdir.

Bulunan alan denklemleri igin harmonik dalga tipindeki ¢oziimler arastirilmigtir.
Akiskan hareketini yoneten diferansiyel denklemlere kesin analitik ¢dzlimler vermek
miimkiin oldugu halde, katsayilarin degisken olmasi nedeniyle elastik kompozit
malzemeye ait diferansiyel denklemler kuvvet serileri kullanilarak ¢oztilmiistiir.

Elde edilen ¢6ziimlerin grafiklerinden de goriilebilecegi gibi tek tabakali kolajen lifli
modelimiz igin verilen sonuglar (Atabek, H.B., and Lew, H.S., 1966), (Demiray, H.,
Ercengiz, A., 1994) tarafindan verilmis olan sonuglarla uyumlu goriinmektedir.
Liflerin ¢6ziim iizerindeki etkisi yatayla yaptiklar1 agiyla degismektedir. Bu ag1 Sekil
2.3’de gosterilmistir. Arterilerin gergek yapisinin lifli olmasi nedeniyle bu yapiy1 goz
ardi eden modellerin arterilerin gergek davramsini géstermeleri miimkiin degildir. Bu
¢aligmada tabakali liflerle giiclendirilmis model kullanilarak elde edilen sonuglarin
bagka sonuglarla karsilagtirilmasi imkani olmamugtir, zira literatiirde bu modelle
¢oziilmiis bir 6rnege rastlanmamugtir.

Anahtar Kelimeler: Lif, Media, Adventitia, Tabakali, Harmonik.
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SUMMARY

Wave propagation in thin cylindrical composite tubes filled with a Newtonian fluid is
studied ‘in this work. The thin elastic tube is considered to be laminated composite
with continuous fibers in which the fluid is assumed to be a non-viscous
incompressible fluid for simplicity in the mathematical analysis. We think that this
model can be employed in the analysis of blood flow in the arteries. The field
equations for the composites and fluid continuums are obtained assuming a constant
internal pressure, thus. the initial position is assumed to be in equilibrium. The
governing differential equations of the composite elastic material are obtained in
cylindrical polar coordinates utilizing the theory of small deformations superimposed
on large initial static deformations.

The propagation of waves in thin cylindrical elastic tubes containing fluid has been a
problem of interest since the time of Young Thomas. Today the literature on this
subject is very rich that it seems to be impossible to cite all these works here. All
these researchers working in this area have either assumed that the initial stress is
zero or the arterial wall as thin walled shells. They all assumed the tube as an elastic
material neglecting the effects of collagen fibers. (Demiray, H., Ercengiz, A., 1994,
Tézeren, A., 1984) They have used strain energy functions which are proposed for
engineering or biological materials. In our work the tube is treated as an elastic
composite material which is reinforced with fibers and a strain energy function
which can be used either for biological or engineering materials. This model is same
with the one which is proposed by (Holzapfel, G.A., Gasser, T.C., 2000) for arteries.
The same strain energy function and material constants are used in our work. The

field equations and initial stress (z°) are obtained by taking into account the inner
pressure and axial stretch of thin elastic tube. The field equations are solved, by
assuming harmonic wave solutions for the variables. Although some exact analytical
solutions can be found for the field equations of fluid phase, due to the variability of
the coefficients of the resulting differential equations of the composite body, the field
equations are solved using power series solutions

As is seen from the graphics of our solutions the results of the layered composite
material reinforced with collagen fibers are consistent with the findings of (Atabek,
H.B:, Lew, H.S., 1966, Demiray, H., Ercengiz, A., 1994). The effects of the collagen
fibers on- the solution varies with the angle between the fibers and horizontal axis.
This angle is shown in Figure 2.3. Because of the fact that the arteries are composed
of some fibers, the models which discard the fibers construction are far from
representing the actual behavior. The results obtained in the present work using the
layered (Media + Adventitia) and fibrous composite material for the arteries could
not be compared with any other work because of not having such a result obtained by
any other researchers before.

Keywords: Fibers, Media, Adventitia, Layered, Harmonic.



1. GIRiS

Giinlimiizde ucak sanayinde, gemi sanayinde, tip alaninda ve ¢agdas teknigin
diger bir ¢ok alanlarinda kompozit malzemeler yaygin sekilde kullanilmaktadir.
Kompozit malzemeler kullanim amacina gére geleneksel malzemelerden bir gok
vb.) sahiptir. Bu ve buna benzer diger bir ¢gok nedenden dolay: bir ¢ok bilim dali,
ornegin; mekanik, fizik, kimya vb. bu malzemelerin kendi dallarina uygun
problemlerini aragtirmaktadir. Arastirilan problemler igersinde en 6nemlilerinden biri
de, kompozit malzemelerin ve bu malzemelerden hazirlanmis elemanlarin
mekanigine ait olan problemlerin, stirekli ortamlar mekanigi ¢ergevesinde teorik ve
deneysel incelenmesidir. Gelismis iilkelerde bu konuya iligkin periyodik bilimsel

dergilerin yayinlanmasi, birgok kitabin basilmasi sdylenenleri destelemektedir.

Mevcut literatiirde yapay sekilde olusturulmus kompozit malzemelerin aralarinda
kesin geometrik smir olan ve kimyasal agidan en az iki tiir malzemeden olustugu
sOylenmektedir. Bu tammdan goriildiigii gibi, kompozit malzemeler, bilesenlerinin
sahip olmadig1 ozelliklere sahip olurlar. Kompozit malzemenin bilesenleri
iislendikleri fonksiyonlara bagh olarak; takviye (giiclendirici) ve matris diye ikiye
aynilir. Genellikle, takviyeler (giiclendiriciler); kompozit malzeme igerisinde ylik
tasima gorevini goriir. Matris malzemesi ise, takviyelerin birligini ve karsilikli

etkilesimini saglar.

Kompozit malzemelerin birgok agidan smiflandirilmasi yapilabilir. Bunlardan en
yaygin olam1 ve bu malzemelerin mekaniginde sik¢a kullanilani, kompozit
malzemelerin mikro yapisina iligkin smiflandirmadir. Adi gegen simiflandirmaya

gore, kompozit malzemeler agagidaki gruplara ayrilir:

1) Seyrek, kiigiik tanecik-takviyeli kompozitler,
2) Tanecik-takviyeli kompozitler,
3) Lifli kompozitler.

Seyrek, kiigiik tanecik-takviyeli Kompozit malzemelerin yapisi; matris ve

boyutlar1 0.01-0.1 mikrometre ve hacim oram ise, %1-%5 aralifinda degisen



taneciklerden meydana gelir. Tanecik-takviyeli kompozitlerin yapisinda ise,
taneciklerin boyutu 1 mikrometreden daha biiyiikk olup, hacim orami %25’ den
fazladir. Lifli kompozit malzemelerde ise liflerin ¢apr 0.001 mikrometreden 100
mikrometreye kadar degigebilir, hacim oranlar1 ise %70’ e kadar artinlabilir.
Tanimlanan bu gruplar igersinde en yaygin olan, lifli kompozitlerdir. Lifli kompozit
malzemeler igersinde ise, en Snemli yerlerden birini, matrisi polimer malzemeden
olusan lifli kompozitler tutar. Bu tiirlii kompozitlerde takviye (lif) olarak bor, cam,
vb. ve matris malzemesi olarak epoksi, polyester, vb. regineler kullanilir. Adi gegen
kompozit malzemeler, lif yonlerine bagli olarak her bir tabakadaki lifler birbirine
paralel ve ayri ayn tabakalardaki lifler belirli bir agi1 yapan levhali kompozit
malzeme ve yine lifleri birbirine paralel olan lifli kompozit malzeme diye gruplara

ayrilir.

Bunlardan bagka, kompozit malzemeler, takviyelerin geometrik sekillerine
gére de sinflandirilirlar. Bu simiflandirmaya gore (Christensen, R.M.,1979),
kompozit malzemeler; kiire sekilli gii¢lendiricili, silindir sekilli gii¢lendiricili ve plak
sekilli giiclendiricili olmak iizere ti¢ sinifa ayrilir. Bu tiir siniflandirmaya gore,
tanecik gli¢lendiricili kompozitlere kiire seklinde (bazen de elipsoit seklinde)
giiclendiricisi olan, lifli kompozitlere ise silindir seklinde ve plak seklinde
giiclendiricisi olan kompozitler gibi bakilabilir. Bundan dolay: kompozit malzemeler
mekanigi problemlerinin matematiksel ag¢idan modellenmesi Onemli &lglide

kolaylagir.

Daha o6nce de sOylenildigi gibi mikro-mekanik ¢ergevesinde kompozit
malzemelere parcali homojen malzeme gibi bakilir. Hem istenilen o6zellikte bir
malzeme elde edilmesini hem de bu malzeme mekaniginin teorik problemlerinin
matematiksel olarak ¢6ziimiinii kolaylagtirmak amaciyla, bu tiir homojen olmayan
malzemeler esdeger homojen anizotrop malzemelerle modellenir. Belirtmek gerekir
ki, kompozit malzemelerin mikro-mekaniginin en 6nemli ve gerekli problemlerinden
biri, adi gecen esdeger homojen anizotrop malzemenin mekanik o6zelliklerinin
bulunmasidir. Normalize edilmis mekanik ozellikler denilen mekanik 6zelliklerin
bulunmasinda ¢ogu zaman Enerjetik Esdegerlilik Prensibi kullamlir. Bu prensibe
gére: Kompozit malzemeden olugan belirleyici elemanin toplam sekil degistirme

enerjisi, ayn1 hacimda ve formda olan egdeger homojen malzemenin gekil degistirme



enerjisine esittir. Bu esitlik, normalize edilmis mekanik 6zelliklerin bulunmasinda
rehber roliindedir. (Yahnioglu, N.,1999)

Bu ¢aligmada yapilan arastirma lifli kompozitlere ait oldugundan burada ancak
lifli kompozitlerin normalize edilmis mekanik 6zelliklerinin bulunmas: iizerinde
durulacaktir. Lifli kompozitlerin normalize edilmis mekanik 6zelliklerini bulmak
tizere Sekil 1.1.° de goriildigl gibi, ele alinan kompozitteki liflerin (1) ekseni
yoniinde oldugu kabul edilsin. Lifli kompozitlerin normalize edilmis mekanik
Ozelliklerinin bulunmasinda bagka tiirlii kompozit malzemelere de uygulanabilen
yontemde, bu malzemedeki liflerin uzunluguna dik olan kesitteki dizilis formu goz

Oniine alinarak,

Sekil 1.1. Lifli Kompozitlerde Liflerin Konumunu Gésteren Sema.

esdefer homojen malzemedeki simetri 6zellikleri belirlenir ve buna uygun biinye
denklemleri yazilir. Sekil 1.1.’de gosterildigi gibi, liflerin uzunluguna dik kesitindeki
dizilis formuna bagl olarak bir yonlii lifli kompozit malzemeler ya ortotrop veya
simetri ekseninin yonii liflerin dogrultusu ile iist {iste diisen transversal izotrop gibi
belirlenebilir. Bu konular (Sendeckyj, G.P,1974, Sun, C.T and Li,S:,1988) gibi
kaynaklarda daha agik ve genig bir bigimde verilmektedir. Tek yonli lifli
kompozitlere, yukarida sOylenen nedenlerden dolayi, ortotrop malzeme gibi
bakildiginda (2) ve (3) yonlerine bagh olarak Sekil 1.1° de de gosterildigi gibi
mekanik 6zellikler arasindaki farkliliklar ¢ok 6nemli olmadigindan, bu malzemelere
¢ogu zaman, liflerin uzunluguna dik kesitteki dizilis formuna bagl olamayan ve
simetri ekseni lif yonleri tizerine diigen transversal izotrop malzeme gibi bakilir ve
biinye denklemleri asagidaki gibi yazilir. (Christensen, R.M.,1979)



o=De (1.1)
burada,

(Q)T :{0-11’0-2290-33’0-2330-13’0-12 }; (8)T ={311=€22’333’823’513’8|2 } (1.2)

¢t ¢, ¢, 0 0 0

C,' Cp G’ 0 0 0
D= C]ZO C23° CZZO 0 O 0 (13)

0 0 C,-C,° 0 0

0 0 0 0 2C.° 0

0 0 o0 0 0 2C°]

Daha sonra ise, (1.3)” deki C,.jo sabitleri bulunur. Bu sabitlerin bulunmasi i¢in baz

modeller kullanilir. Bu modellerden en yaygin olarak kullanilani Poli-Dispers Model
ve Ug Fazlh Model’ dir. bu modellerin tanimlart agagida kisaca agiklanmagtir.

Poli-Dispers Model: Tek yonlii lifli kompozitler igin (Hashin, Z., ve Rosen,

B.W.,1964) tarafindan gelistirilmistir. Bu modele gore; lifler, siirekli matris
icerisinde sonsuz uzunlukta, kesiti dairesel olan silindirler seklinde kabul edilir. Sekil
1.2° de de goriildigii gibi yarigapt a olan her lif, yarigapt b olan matris
malzemesinden olugsmus kabukla sarilir. a ve b’ nin degerleri her lif i¢in farkl
olmasina ragmen, bu degerlerin a/b oran Sekil 1.2° de goriilen biitlin silindirler igin
aynudir. Agiktir ki, bu durumda ayr1 ayr silindirlerin kesitlerinin boyutu sonsuz
kiigiik degere kadar degisebilir. Bu modelin uygulanmasinda, i¢ ige girmis
silindirlerden tek bir silindir ve onu kaplayan matris 6rtli ele alinir ve biitiin islemler
bunun {izerinde yapilir. Yani, a yarigaplt silindir ve onu saran b yarigapli matristen
olusan pargali homojen malzeme, esdeger homojen malzeme ile modellenir ve uygun
sinirdeger problemleri ¢oziilerek ve enerjetik esdegerlik prensibi de kullamilarak,
esdeger homojen malzemenin normalize edilmis mekanik 6zellikleri elde edilir. Lif
yénlerine dik olan diizlemdeki kayma modiiliiniin kesin degerinin bulunmast igin, Ug

Fazli Model kullanilir.



Sekil 1.2. Lifli kompozitler i¢in Poli-Dispers Model geometrisinin (2)-(3)

Diizlemindeki Gériiniimii

Ug Fazli Model: Bu modele gore: tek yonlii lifli kompozit malzeme a gapli,

malzemesi lif malzemesi gibi kabul edilen, sonsuz uzunluklu silindir, bu silindiri
saran matris malzemeden olugsmus & ¢apli 6rtli ve matris Ortilyli saran mekanik
Ozellikleri aranan egsdeger homojen malzemeden olusan ¢api sonsuz biiyiik olan bir
ortli gibi modellenir. Bu modellemeye, ii¢ tiir malzeme katildigindan (lif, matris ve
esdeger homojen malzeme), Ug Fazli Model denir. Esdeger homojen malzemenin iig
fazli model c¢ergevesinde bulunan, normalize edilmis mekanik &zellikleri, lif
yonlerine dik olan diizlemdeki kayma modiilii harig, Poli-Dispers Model

cercevesinde bulunan degerleriyle iist tiste diiger.

Simdi, tek yonlii lifli kompozit malzemelerin yukarida soylenenler
cergevesinde (1.3) denklemindeki C,.jonormalize edilmis mekanik 6zelliklerinin, lif

ve matris malzemesi 6zelliklerine ve hacim oranlarina bagl ifadeleri, bu ifadelerin
¢ikarihigt tizerinde durmadan ve (Christensen, R.M.,1979)’ i esas alarak asagidaki
gibi yazilabilir:

Cno =E, +40122K233 CIZO =20, Ky

0

szo =y + Ky Cyy =—py + K3 C660 = Hyy (1.4)



Burada; Ejjesdeger homojen malzemenin Sekil 1.1° de gosterilen (1) ekseni
yontindeki elastisite modiilli; 4,,,1,,, strasiyla, (1-2) ve (2-3) diizlemlerindeki
kayma modiilii; K;3 (2-3) diizleminde diizlem sekil degistirme durumundaki hacim
modiilii; v, esdeger homojen malzemenin o, # 0;0; =0(i=# 1) durumunda (2)
yoniindeki sekil degistirmenin (1) yoniindeki sekil degistirmeye oraninin negatif
isaretlisi (Poisson orani) olup, lif ve matris malzemelerinin mekanik 6zellikleri ve

hacim oranlar cinsinden,

E, =cE, +(1—C)EM + 40(1_0) (UF — Ly )_:UM -
(l—c) Hu (KF +/‘F/3)+C:u;w (KM + My /3) +1

c(l—c).(DF —bu )[:UM (K + 404, /3)” — fy (K —:uF/3)_l]

02=(1—c)u +cvup + - ~
] " ) (l—c)ﬂM(KF+/‘F/3)I+C/‘M(KM+,UM/3)""1

-1

His — :uF(l-"'C)'l'/uM(l—c). Has =1+c +
TR (B R (R VR Hr = Hy (KM+8“MJ

bi¢iminde ifade edilir. Burada alt M indisi s6z konusu sabitin matris malzemesine, alt
F indisi ise lif malzemesine ait oldugunu gosterir. (1.5)’ de v,v,, Poisson oranlarini,
Hp, 1, kayma modiillerini, K, K, hacim modiillerini, ¢ takviyenin hacim oranim
gostermektedir. Hacim modiilleri ve kayma modiillerinin genel ifadeleri, elastisite

modiilii ve Poisson orani cinsinden,



(1.6)

3@—20; 2(1+v

j

ile verilir.

UVpyUp s Mps iy, deBerlerinin - belirlenmesi  igin  kompozit malzemeler
mekaniginin siirekli ortamlar mekanigi gergevesinde teorik ve deneysel agidan ciddi

sekilde arastirtlmas: gerekliligi ortaya ¢ikmaktadir.

I¢inde viskoz veya viskoz olmayan bir akiskan bulunan, 6n gerilmeli veya 6n
gerilmesiz elastik veya viskoelastik tiiplerde harmonik dalga yayilmasi problemi
uygulama agisindan ¢ok 6nemlidir. Bu konudaki ¢aligmalar basing aktarma hatlar,
akustik gecikme hatlari, akustik dalga yonlendiricileri ve endiistrinin bir ¢ok dalinda
kullanilan plastik veya lastik tiipler igerisindeki pulsatif akim probleminin yaninda
damarlardaki  dalga hareketleri lizerine yogunlagmistir. Bu problemin
biyomiihendislik agisindan 6nemi, dalga hizinin ve tasima katsayilarinin damardaki
elastik veya viskoelastik Ozelliklere bagli olmasidir. Dalga hizlarim ve tasima
katsayilarini 6lgerek malzeme 6zelliklerinde ne gibi degisimlerin oldugunu gézlemek
mimkiindiir. Bu nedenle daha gergek¢i bir inceleme igin problemin matematik
modeli kurulurken hem damarn elastik veya viskoelastik, hem de kanin mekanik

ozellikleri dikkate almmalidir. (Ercengiz,A.,1992)

Saglikli bir insanda sistolik kan basincinin 120 mm Hg ve diasitolik basincin
da 80 mm Hg civarinda oldugu g6z 6niinde bulundurulacak olursa, kalbe yakin
yerlerdeki biiylik atardamarlarin ortalama ig basincinin 100 mm Hg civarinda oldugu
sOylenebilir. Ayrica bu damarlar {izerinde yapilan deneyler, fizyolojik kosullarda
damarlarin A=1.3~1.7 mertebesinde bir eksenel germeye maruz kaldiklarini
gostermektedir. Kalbin uyguladifi periyodik basing hareketiyle olusan dolasim
sirasinda ise basing defisimi 20 mm Hg civarinda olmaktadir. Genel olarak
denilebilir ki viicuttaki atar damarlar ortalama P;=100 mm Hg civarinda bir i¢
basinca ve A~1.6 mertebesinde eksenel bir germeye maruzdur. Bu basing ve eksenel
kuvvet damarlar icersinde biiyiikce sayilabilecek bir 6n gerilme olustururlar. Kanin

periyodik hareketi ise bu 6n gerilme iizerine siiperpoze edilen 20 mm Hg’ lik basing



sayesinde saglanir ve yer degistirme alam1 6n deformasyona gore oldukga kiigiiktiir.
(Ercengiz,A.,1992)

Lifli kompozit ortamlarin gerek kiiglik, gerekse biiyiikk deformasyonlar1 pek
¢ok Kkisi tarafindan incelenmigtir. Hemen gériilecegi gibi, biiylik deformasyon teorisi -
bizi olduk¢a yiiksek mertebeden nonlineer diferansiyel denklemlere ggtiiriir ve
bunlarin ¢6ziimii ancak bazi 6zel hallerde yapilabilmektedir. Dig yiikler altinda
dengede bulunan ve biiyiik deformasyonlara maruz sistemin denge konumun tek olup
olmadig1 gibi bir stabilite sorunu ortaya ¢ikmaktadir. Aragtirmalarimiz sonucunda bu
konuda yapilan bir aragtirmaya rastlanamamigtir. Ayrica, siirekli ortam teorisinin
uygulanabildigi lifli kompozitlerde dalga yayilimi da detayli islenmis bir konu
degildir.

Yakin zamana kadar yapilan caligmalarda arteri malzemesinin sikismaz,
homojen, elastik (veya viskoelastik) ve izotrop (baz1 hallerde anizotrop) olarak kabul
ediliyor, bdyle bir modele dayali baz1 problemler ¢dziiliiyordu. Aslinda, morfolojik
yapilar1 dikkate alindifinda, arterilerin homojen bir yapiya sahip olmadiklari,
mekanik 6zelliklerinin hem eksenel hem de radyal dogrultularda degistigi gozlenir.
Genel olarak bir arteri duvari igten digsa dogru siralanmak kaydiyla intima, media ve
adventisya olmak lizere ii¢ tabakadan meydana gelmistir. Aslinda intima arterinin en
i¢ tabakasi olup yiik tasima &6zelliginden gok koruma 6zelligine sahiptir. Bu nedenle
mekanik a¢idan arteri duvarim media ve adventisya diye iki kisimdan ibaretmis gibi
diisinmek miimkiindiir. Media, elastik mambran ve kas liflerinden meydana
gelmigtir; kolajen lifleri oldukga azdir. Halbuki en distaki adventisya tabakasi ise bag
dokulariyla sarili kolajen liflerinden olugmugstur. Ayrica bu lifler rastgele
dagilmiglardir, belirli bir dogrultuya ytnelmemislerdir. Tabakalarin bu 6zellikleri
dikkate alinarak, bu ¢alismada, biiyiik 6n statik deformasyona maruz lifli kompozit
ortamlarda kii¢iik genlikli dalga yayilmasi, dolayisiyla stabilitesi, olduk¢a genel bir
agidan incelenmeye g¢aligilacaktir. Burada asil amag, pratikte biiyiik uygulama alani
bulan tek veya ¢ift yonde takviye edilmis kompozit malzemelerin biiyiik
deformasyonlarimin ortaya g¢ikarabilecegi bazi 6nemli problemlere daha yakindan
bakabilmektir. Bunu yaparken, 6nce bagli sistemlerin kinematigini kisaca dzetleyip,
sonrada mevcut biiylik 6n statik deformasyonlar lizerine kiigiik deformasyonlarin

siiperpoze edilmesi halinde denge ve biinye denklemlerinin linearize edilmis



formlarini en genel haliyle elde etmeye galigacagiz. Bunun igin, biinye denklemleri
iki yonde takviye edilmis elastik ortamin 6zelliine uygun olarak basitlestirilecektir.
Sonunda, iiniversal biiyiikk deformasyonlara maruz tam uzayda kii¢lik genlikli

dalgalarin yayilimi incelenip, kritik durumlar aragtirilmasgtir.

Igerisinde viskoz veya viskoz olmayan akigkan bulunan 6n gerilmeli veya 6n
gerilmesiz elastik veya viskoelastik silindirik tiipler igerisindeki harmonik dalga
yaylimi problemi miihendisligin bir ¢ok dalinda Gnemli uygulama alanlar
bulmustur. Bu c¢alismada ele alinacak olan konu, biiyilk kan damarlarindaki
(arteriler) pulsatif kan akimi problemidir. Bu problemin incelenmesinin
biyomiihendislik a¢ismndan 6nemi, dalga hizinin ve tasgima (transmission)
katsayilarinin damarin elastik veya viskoelastik O6zelliklerine bagli olmalar
nedeniyle, bu biiyiikliikleri deneysel olarak Slgmek suretiyle damar malzemesinin
mekanik &zelliklerini tayin etme ve bunlarin degisimini gozleme imkani
vermesindendir. I¢i sivi dolu elastik tiiplerde harmonik dalga yayilim problemi ilk
defa Young, T. tarafindan incelenmis ve bilindigi kadariyla (Young, T.,1808)° de
insan atardamarlarinda (arterilerde) pals dalgalarinin hizin1 hesaplayan ilk bilim
adami1 olup bugiin kendi adiyla anilan dalga modu olarak bilinmektedir. Daha sonra
ise Moens’ in deneysel caligmalar1 ile Korteweg ve Relal’ in teorik ¢alismalar
gelmektedir. Moens ve Korteweg, viskoz olmayan sikismaz bir akigkan ile dolu
elastik tiip icerisindeki dalga yayilimi ve dalga hizi problemlerini incelemislerdir.
Giiniimiizde, biliylik dalga sayisina karsi gelen faz hizi literatiirde Moens-Korteweg

hiz1 (modu) olarak bilinir.

Witzig, K.,(1914), kanin viskozitenin dalga hizina etkisini ilk defa modelleyen
ve dalga hizini yaklasik hesaplayan bilim adamidir. Tiipii ince elastik, akiskani lineer

Navier-Stokes akiskam olarak kabul etmis ve k dalga sayis1 yaklasik olarak,

21 _ 2
k2_—_ﬂ£1_i2 (1.7)

coz(l_F;o)

seklinde verilmigstir, Buradaw agisal lizi, ¢, Moens-Korteweg hizini, o Poisson

oranini, Fyq ise,
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_2,0) _ (g)
Fio f,]o(g) ’ (: ai " (1.8)

seklinde tanimlanmistir. Burada J,(£) n. mertebeden ve birinci tipten Bessel

fonksiyonu, a i¢ yarigapi, i’=-1, v ise kinematik viskoziteyi gdstermektedir.
Gériiliiyor ki Witzig” in yapti1 asir1 basitlestirici kabul nedeniyle viskozite yalniz
F1o ifadesi igerisinde kendisini gostermektedir. Viskozitenin sifira yaklagmasi halinde

¢ — o ve F1p—0 olacagindan (1.7) ifadesi,

oY ¢y’
(;J =g (1.9)

seklini alir. Ayrica o =0 alinacak olursa buradan elde edilecek faz hizi ile Moens-
Korteweg hizi ayni olacaktir. Goriiliiyor ki Moens-Korteweg hizi, viskozitenin ve

Poisson oraminin sifir olmasina karsi gelen dalga hizidur.

Crandall, I.,(1927), sonsuz uzunluklu rijit bir tiip i¢erisindeki pulsatif akimin
hiz profilini, ortalama hizim ve akiskan empedansini elde etmistir. Buradaki ifadeler

Witzig’ in elde ettigi sonuca benzemektedir.

Iberall, A.S.,(1950), elastik tiiplerde dalga yayilim: problemi iizerinde etrafli
bir ¢aligma yapmig ve sonucu,
) 2
=2 1.10)
¢, ’ (1 - Fy ) (

seklinde ifade etmistir. Bu ifade (1-0?) faktstii hari¢ Witzig’ in sonucu ile aymdir.
(c = 0 kabul edilmigtir.) Iberall bu sonuca ulasirken sadece radyal dogrultudaki

hareketi ihmal edilmistir.
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Morgan, G.W., ve Kiely, J.P.,(1954), lineerlestirilmis tiip denklemlerini ve
akigkan i¢in de Navier-Stokes denklemlerini kullanarak asagidaki kuvadratik
denklemi elde etmistir.

a1 ~F10)(f:)£} +[Fi (4o -1)-4] (k—;o—] +lom+ B J1-02)=0 (1.11)

Bu denklemim iki kokii olup daha diigiik degerli- olani akigkan igindeki basing
dalgasimi karakterize eder ve Young modu olarak bilinir. Daha yiiksek olani ise

Lamb modu adiyla anilir ve tiip igerisindeki dalgay: karakterize eder.

Womersley, J.R.,(1955), hemen hemen ayn: tip modelden hareketle asagidaki

dispersiyon bagintisini elde etmistir.

2

4(—F10)(f:)—oj +[—2m(1—F10)+F10(4a—1)—4][%0—J +(2m+F10)(1—0'2)=0(1.12)

ph

Pl

Burada m =

, ptipin yogunlugu seklinde tanimlanmis olup, tiiptin kiitlesel

ataletinin etkisini gostermektedir. (1.12) denkleminde m=0 yazildiginda sonug (1.11)
denklemi ile ayni olmaktadir.

Womersley, J.R.(1957), daha somra (1.11) formiilasyonunu biraz daha
gelistirerek damar ortaminin iginde bulundugu-yatagm etkisini hesaba katmak tizere

eksenel yonde bir dig bag koymustur. Bu halde elde ettigi dispersiyon bagintisi (1.12)

ile ayni olup tek fark tiipiin ataletini karakterize eden m parametresidir.

~_ ph a’oz a’oz
Pol o o
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Burada o, dis ortamin frekansi olup @, —> 0 giderken sonug¢ &ncekinin tamamen ayni
olmaktadir. @,»® halinde, yani dig ortamin ¢ok rijit olmas: halinde

m—> —0 olacagindan (1.12) ifadesi Witzig’ in sonucuna doniigiir.

Klip, W.,(1962), kalin duvarli viskoelastik tiip igerisinde bulunan sikigabilir
Newton akigkaninin simetrik olmayan dalga hareketini, daha sonra ayn1 yazar Klip,
W.,(1964), boyle bir ortamda yayilan burulma dalgalarmi incelemistir. Her iki
calismada da, ince tiip hali disinda frekans i¢in agik bir ifade elde edilmemistir.

Atabek, H.B., ve Lew, H.S.,(1966), elastik ve ince tiipiin bir 6n gerilmeye
(radyal ve eksenel) maruz kaldigim1 kabul edip bunun iizerine kiigiik yer
degistirmeler siiperpoze ederek hareket denklemlerini elde etmisler ve bu
denklemlerin dalga ¢oziimiinii aramuslardr. On deformasyon haric bu model
Womersley modeli ile aynidir. Daha sonra (Atabek, H.B.,1968), ayni yaklasimi
kullanarak ortotropik viskoelastik bir tiip igerisinde hareket eden viskoz akigkandaki
dalga hareketini ve 6n gerilmenin dalga karakteristiklerine olan etkisini incelemistir.
Her ne kadar (Atabek, H.B., ve Lew, H.S.,1966), ve (Atabek, H.B.,1968), 6n
gerilmeyi hesaba katmuglar ise de, g¢aligiklari malzemeye ait bilinye bagintis
bulunmadigindan 6n gerilme ile 6n deformasyon arasindaki fonksiyonel baginti
olmadif1 gibi, baslangic gerilmesi ile artimsal gerilme arasinda da fonksiyonel bir
iliski de bulunmamaktadir. Bunun bir sonucu olarak da artimsal gerilme
ifadelerindeki elastik katsayilar (Young modiilii ve Poisson orani) sabit olarak
alinmistir. Aslinda bunlar sabit olmayip 6n deformasyona baglidir, yani degerleri 6n

sekil degistirme ile birlikte degigmektedir.

Mirsky, 1.,(1967), bu modelleri daha da gelistirerek arteri duvarinin ortotrop
yapisint isin igine sokmugtur. Akiskan i¢in Navier-Stokes denklemlerini, tiip iginde
kabuk denklemlerini esas alarak yanal normal gerilmenin etkisini hesaba katmistir.
Denklemlerin  karmagik olmasi nedeniyle: sonucu ancak sayisal olarak
inceleyebilmistir. Bu g¢alismada baslangig deformasyonu hesaba katilmamistir.
Mirsky, I.,(1968), bu calismasinda ise biiyiik baslangic deformasyonunu hesaba
katmis ve dalga hizin1 6n deformasyona bagli olarak hesaplayip sonucu sayisal

olarak yorumlamistir.
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Cox,R.H.,(1967) ve (1968), akiskan igin lineerlestirilmis Navier-Stokes
denklemlerini, tiip i¢in de sikismaz viskoelastik standart malzeme kabul ederek kalin
tiip hali igin dalga yayilim problemini ele almis ve dispersiyon bagintisin1 sayisal
olarak incelemistir. Daha sonra Cox, R.H.,(1967),” de ise bu modeli geligtirerek

duvar malzemesinin sikisabilme 6zelligi de isin igine sokulmustur.

Klip, W., Van Loon ve Klip, D.A.,(1967), daha o6nce kurduklar1 modeli
kullanarak dalga sayis1 i¢in yaklasik bir ifade elde etmiglerdir. Bu bilim adamlari
viskoelastik bir tiip i¢erisindeki boyuna dalgalar incelemisler ve yaklasik analitik

denklemi asagidaki sekilde elde etmiglerdir.

_ 4_@_ 2 ;a)zz:
(1 bF,O)k [ = ]k +( = ]q 0 (1.14)

Burada,

p=(1-F}o)g+2(1+a+2F)+F]0(1—40')g
p

g=Q1+o)1+I(1-0)] {FFIO +2%] (1.15)

ve 1“:2"7([)2 _az) seklinde tanimlanmustir. Bu denklemin ¢6zlimiinden hemen

Lamb ve Young modlarin: elde etmek miimkiindiir.

Rubinov, S.I., ve Keller, J.B.,(1971), igi sikigabilir bir Newton akigkani ile dolu
viskoelastik malzemeden yapilmis ve dis ylizeyi tutulmus kalin bir tlip igerisindeki
eksenel simetrik dalga hareketini incelemigler ve dispersiyon bagintisini elde
etmislerdir. Bu dispersiyon bagintisinin incelenmesi olduk¢a karmagik oldugundan
viskoz etkilerin ihmal edildigi ince tiip hali detayli bir sekilde incelenmis ve ¢ok
sayida dalga modu elde edilmistir. Bunlardan ikisi tiip modu, digerleri ise akustik
mod olarak kendini gostermektedir. Ayn1 problem daha sonra yeniden incelenmis

Rubinov, S.I., ve Keller, I.B.,(1978), viskoz etkilerin dikkate alindig1 durumlarda
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dalga sayisinin frekans cinsinden asimptotik degerleri elde edilmis, yine sonsuz

sayida dalga modu bulunmustur.

Rachev, A.L,(1980), i¢i sitkismaz ve viskoz akigkan ile dolu ve 6n gerilmeye
maruz elastik tiip igerisindeki eksenel simetrik ve harmonik dalga yayilimi
problemini incelemis ve dispersiyon bagintisint elde etmistir. Damar saran kas
aktivitesinin dalga hareketine etkisini uygun bir sekilde hesaba katmig ve dalga

hizinin i¢ basing, eksenel germe ve yaslilik ile degisimini incelemistir.

Moodie, T.B, Barclay,D.W., ve Tait, R.J.,(1983), icerisinde viskoz olmayan bir
akiskan bulunan yar1 sonsuz viskoelastik tiip igin sinir deger problemini incelemigler
ve basing dalgalarinin nasil olustugunu ve yayildigin tartismislar ve elastik analiz ile

karsilastirmasini yapmiglardir.

Sawaizky, R.P., MoodieT.B.,(1988), ise ayn1 problemi viskoz akigkan hali igin
ele almiglar, dispersiyon bagintisim uzun dalga boyu ve yiiksek frekans halleri igin

elde edip viskoz olmayan hal ile kargilastirmislardir.

Kuiken, G.D.C.,(1984), 6n gerilmeli, ortotrop ve viskoelastik ince bir tiip
icerisinde bulunan Newtonian akigkanda dalga yayilimi problemini incelemis ve
dispersiyon bagmtisin1 elde etmistir. Eksenel baglangic germesinin dalga hizini
artirdigini gostermistir. Ayrica yari-sonsuz tiip halini inceleyerek sinirdan itibaren

uzaklik ile dalganin zayifladigim gostermistir.

Liepsch, D.,Seeman, A., ve Siekmaan, J.,(1985), ve ¢aligma arkadaslari, hem
deneysel hem de teorik olarak yaptiklari ¢aligmada, icinde Newton akigkani bulunan
ince elastik bir tiipte dalga yayilmasi problemini incelemisler ve dispersiyon
bagintisini elde etmislerdir. Silikonlu lastikten yapilmis boru {izerinde yapilan

deneyler ile teorik sonucun iyi bir uyum sagladifini gézlemlemislerdir.

Demiray, H., Erbay, H., Erbay, S.,(1987), arterilerde pulsatif kan akimina 6n
gerilmenin etkisini daha iyi anlayabilmek igin, eksenel uzama ve radyal sismeye
maruz kalim ve silindirik bir kabukta harmonik dalga yayilimi: problemini

incelemigler ve Dbiiyiik deformasyonlar {izerine kiigiik deformasyonlarin
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stiperpozisyonu teorisi kullanilarak, dalga hareketini yoneten diferansiyel denklem
takim silindirik polar koordinatlarda elde etmisler ve alan denklemlerine kapali bir
¢oziim vermek miimkiin olmadigindan s6z konusu denklemleri kuvvet serisi

yontemiyle yaklasik olarak ¢ozmiiglerdir.

Erbay, H., Erbay, S.,(1989), caligmalarinda indirgeyici Pertiirbasyon Y&ntemi
kullanarak, akiskan dolu nonlineer viskoelastik ince tliplerdeki dalga yayilmasi
problemini uzun dalga yaklasimi igin incelemisler ve gevseme parametresinin farkl
olgekleri i¢in, modelin uzak alan davramigini karakterize eden denklemler olarak
Burgers, Korteweg-de Vries, Korteveg-de Vries-Burgers denklemlerini elde

etmislerdir.

Demiray, H., Vito, R.,(1989), ise sonlu elastisite teorisini kullanarak arteri igin
iki tabakali silindirik bir kabuk modeli sunmusglardir. Morfolojik yapilarini dikkate
alarak media i¢in ortotropik, adventisya i¢in ise izotropik elastik bir model sunmuglar
ve teorik model ile deneysel sonuglar karsilagtinlarak modele ait maddesel sabitler
tayin etmisler. Ayrica bu modeli kullanarak iki tabakadan olusan silindirik bir
kabugun fizyolojik kuvvetlerin etkisi altinda eksenel uzama ve radyal sisme

problemini incelemislerdir.

Demiray, H., Dost, S.,(1987), ¢alismalarinda aort duvarini homojen, sikismaz
ve izotrop-elastik bir malzeme gibi isleme sokarak, bdyle bir malzeme igin gerilme-
sekil degistirme bagintis1 sunmuslar ve radyal sisme ve eksenel uzamaya maruz aort
ile ilgili analitik sonucu mevcut deneyler ile kargilagtirarak maddesel sabitlerin
sayisal degerlerini elde etmiglerdir. Elde ettikleri teorik basing ile deneysel basing
arasindaki maksimum sapma %3.76 olup, teori ile deneyin gayet iyi uyustugunu
gostermisler ayrca tegetsel gerilmenin kalinlikla, artimsal basing modiiliiniin ise ig

basing ile degisimine ayrica yer vermislerdir.

Erdem, A., Ontiirk, N.,(1989), ise stirekli dagilim gosteren genlesebilir iki aileli
fiber dagilim ile takviye edilen bir malzemenin mekanik davramsi ile takviye edilen
bir malzemenin mekanik davramgt i¢in fonksiyonel bir viskoelastik model

vermislerdir.
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Demiray, H., Akgiin, G.,(1997), igerisinde viskoz akiskan bulunan ince,
viskoelastik bir tiipteki dalga yayilmasi problemini teorik olarak ele almiglardr.
Akiskan1 sikismaz ve Newtonian olarak kabul etmigler, tlip malzemesini ise
sikismaz, izotrop ve viskoelastik olarak ele almiglardir. Ayrica arterilerin A, eksenel
germeye ve P; i¢ basinca maruz olduklarni kabul etmisler, akigkan ve kat

malzemelerinin alan denklemlerinde harmonik dalga ¢dzlimiinii aramuglardur.

Demiray, H., Ercengiz, A.,(1994), i¢inde akigkan olan elastik tiiplerdeki ig
gerilmelerin analizini en iyi sekilde, silindirik kabuk gibi diisiiniilen ve eksenel
germe ile i¢ basinca sahip olan bu tiiplerin harmonik dalga yayilimi ile
aciklanabilecegini ifade etmislerdir. Bunun i¢in akiskani sikismaz Newtonian
akiskam olarak kabul etmisler, tiip malzemesini ise sikismaz, izotropik ve elastik
malzeme kabul etmislerdir. Burada biiyiik sekil degistirmeler lizerine eklenen kiiglik
sekil degistirmeler teorisini kullanmislardir. Daha sonra da kati cismin diferansiyel
denklemlerinin katsayilar1 i¢in alan denklemlerini ¢6zmiisler ve smr sartlarin
uygulamislardir. I¢ basing, eksenel germe ve kalinhik oranina bagh olarak

dispersiyon iligkilerini aragtirmiglardir.

Demiray, H.,(1994), Fizyolojik sartlar altinda biiyiik i¢ statik deformasyonlar
ve kii¢iik dinamik yer degistirmelerin siiperpoze oldugu i¢ deformasyonlara maruz
arteri goz oniine alinmig ve viskoelastik Kelvin-Voight modeli kullanilmustir.
Buradaki analiz i¢in bazi basitlegtirici kabuller yapmis, malzemeyi izotrop ve
sikismaz kabul etmis ve deformasyon tansoriiniin lineer fakat Finger deformasyon
tansoriiniin nonlineer oldugunu kabul etmigtir. Biinye denklemlerinde gozlenen
malzeme sabitlerinin sayisal degerlerini agiklamak igin iki problem ¢o6ziilmiis
bunlardan birincisi radyal genlesmesi ve eksenel germesi olan bir silindirik tiip
problemi digeri de silindirik bir gubukta burulma dalgalari yayilimi problemidir.
Simon’ un yaptig1 deneysel sonuglar ile ilk problemin sonuglarini kargilagtirmugtir.
Daha sonra da elastik katsayilarin sayisal degerlerini hesaplamrs ikinci problem igin

ise viskoelastik katsayilarin hesabi igin bir metod ileri stirmiistiir.

Demiray, H., Ercengiz, A.,(1991), caligmalarinda iginde viskoz olmayan
akigkan bulunan elastik tiipte harmonik dalga yayilim1 problemini incelemisler. Kan

gercekte Non-Newtonian bir akigkan olarak bilinmesine karsilik, matematik analiz
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icin basitlestirme yapilarak Non-viskoz kabul etmisler ve tiip malzemesi igin ise
sikismaz, izotrop ve elastik kabulii yapmuslardir. Ayrica biiyiik sekil degistirmeler
tizerine eklenen kiigiik selil degistirmeler teorisini kullanmislardir. Daha sonra da
alan denklemlerini ¢6zmiisler ve sinir sartlarimi uygulamislardir. Bu ¢alismalarinda
simetrik olmayan dalganin dalga hizinin simetrik durum ile karsilastirildiginda daha

biiyiik oldugunu goézlemlemislerdir.

Demiray, H., Ercengiz, A.,(1991), ise bliylik statik 6n deformasyon lizerine
kiiciik dinamik yer degistirmelerin siiperpozisyonu teorisini kullanarak, 6n gerilmeli
ve i¢i viskoz bir akigkan ile dolu viskoelastik tiip igersindeki harmonik dalga
yayilimi problemini incelemislerdir. Akiskana ait hareket denklemlerine kapali
¢6zlim vermek miimkiin oldugu halde, katsayilarin degisken olmasi nedeniyle katiya
ait hareket denklemlerine kesintili kuvvet serisi ¢6ztimii verilebilmigtir. Uygun siair
kogullar1 kullanilarak dispersiyon bagintist elde edilmis ve gesitli 6zel durumlar

arastirilmistir.

Demiray, H., Ercengiz, A.,(1995), bu caligmalarinda ele aldiklari ise biiyiik kan
damarlarindaki (arteriler) pulsatif kan akimu problemidir. Bu problemin
incelenmesinin biyomiihendislik agisindan 6nemi, dalga hizinin ve tasima
(transmission) katsayilarinin damarin elastik veya viskoelastik ozelliklerine bagh
olmalar1 nedeniyle, bu biiyiliklilkleri deneysel olarak 6lgmek suretiyle damar
malzemesinin mekanik o6zelliklerini tayin etme ve bunlarin degisimini godzleme

imkani vermesindendir.
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2. ALAN DENKLEMLERI VE SINIR KOSULLARI

Bu ¢alismaya esas tegkil edecek olan konu, damar igerisinde dalga yayilim
oldugundan damarin ve kanin davranigini ayri ayri incelemek gerekecektir. Gergekte
pulsatif hareket kalp tarafindan kana uygulanmakta ise de kanin damara uyguladig i¢
basing ve viskozitenin ¢eperde olusturdugu siirtiinme nedeniyle kandakine benzer bir
hareket de damar igersinde olusur. Bu hareketlerin incelenmesi igin kanin ve damarin
hareketini yoneten diferansiyel denklemlerin elde edilmesi gerekmektedir. Bu

denklemler agagida incelenmigtir.
2.1. AKISKANIN HAREKET DENKLEMLERI

Kan gergekte Non-Newtonian bir akigkandir. Bilindigi gibi kan yap:i olarak
plazma ve hiicrelerden olusmaktadir. Plazmanin %901 su, %7’sini protein ve geri
kalanmim1 da organik ve inorganik maddeler teskil etmektedir. Hiicresel kismi ise
alyuvarlar, akyuvarlar ve trombositlerden olusmaktadir. Kanda alyuvarlar 5.10°
adet/mm?>, akyuvarlar 5000-8000 adet/mm°>, trombositler ise 250000 adet/mm’
oraninda bulunmaktadir. Hiicresel kismin hareketi kiigiik yaricapli damarlarda 6nem
kazandigindan, daha biiyiik yarigapli damarlarin géz oniine alindif1 bu galismada
hiicresel hareket dikkate alinmayip plazma ile birlikte diigtiniilecektir. Ayrica damara
{iniform bir 6n basincin etkidigi, dolayisiyla bir 6n hizin bulunmadig varsayilacaktir.
Kalbin periyodik hareketi suasmda kanda olusacak pulsatif basing nedeniyle kanda

kiiciik hiz degigimleri olacaktur.

Genelde Non-Newtonian akiskan olan kan, bu yaklasim altinda Newtonian
viskoz bir akiskan gibi davranacak ve bu tip akigkanlara ait hareket ve biinye
denklemleri incelenmekte olan kan i¢in de gegerli olacaktir. Bu ¢aligmada ayrica kan
sikismaz bir akigkan olarak kabul edileceginden boyle bir akiskana ait hareket

denklemleri 6zet olarak agagida sunulmustur.
(1) Kiitlenin Korunumu:

Belirli bir hacim igersindeki toplam kiitlenin zamanla degismedigini ifade eden

bu ilke, sikismaz bir akigkan i¢in agagidaki sekli alir
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Div = 0,veya 13_,"‘ =0, pp=p, =sabit. (2.1.1)

Burada O akiskanin hizini, pp =p,ise akigkanin sabit olan kiitle yogunlugunu

gostermektedir.
(ii) Lineer ve A¢isal Momentumlarin Denkligi:

Siirekli ortama ait lineer momentumun denkligi ifadesi agagidaki gibi verilir.

Bl aplf —a)=0, =i 2.1.2)
Burada 7 akiskanin gerilme tansoriin, f birim kiitleye gelen hacim kuvvetini, & ise
akigkana ait ivmeyi gostermektedir. Gerilme tansoriiniin simetrik olmasi agisal
momentumun denkliginin dogal sonucudur. Virgiilden sonra gelen harf ise o
koordinata gére kismi tiirevi gostermektedir.

(iii) Biinye denklemleri:

Termal etkilerin dikkate alinmadigi sikismaz bir akigkana ait en genel biinyve
denklemi

£ =—ps* +a,d +0,d nd™ (2.1.3)

seklinde verilebilir. Burada ptayin edilmesi gerekli hidrostatik basing terimini

gostermekte olup sekil degistirme d, tansorii agagidaki gibi tammlanmigtir.
1 A A

(2.1.3) ifadesinde goriilen ¢, ve «, fonksiyonlar

@, =a,(11,,11,), (I, =0%=0), (=12) (2.1.5)
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seklindedir. Burada II,, ve III, bityiikliikleri d sekil degistirme hiz1 tansoriiniin ikinci
ve liglincii invaryantlarim géstermektedir.

Ptiniform 6n basincina kargt gelen hiz biiytikligii sifir oldugundan, kanin

hareketi sirasinda olugsan © hizi ve hiz gradyantimin kiicik oldugu diisiiniiliirse

(2.1.3) ifadesi lineerlegir ve asagidaki sekli alsr.
it =—pst +2ud" (2.1.6)
Burada a, =2uve a, = 0yazilmigtir.

(2.1.6) ifadesi -(2.1.2) de yerine konacak olursa kiigiik hiz degisimleri i¢in
akiskanin hareket denklemleri,

a0,
Po Y

=pofy = Py + by (2.1.7)

seklini alir. Burada tekrarlanan indisler iizerinde toplama isleminin uygulanacagim

hatirlamakta yarar vardir.

Simdi de aort malzemesinin elastik bir kat1 oldugunu varsayarak buna ait

hareket denklemini elde etmeye ¢alisalim.
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2.2. LIFLi KOMPOZITLERIN KiNEMATIGI

Her hangi bir ¢,baslangi¢ aninda E; uzayinin R¢ bdlgesini kaplayan By cismini
gbzoniine alalim. Diger bir ¢ aninda, uzayin R(t) bdlgesini kaplayan cismi B(t)
kisaca B ile gosterelim. Ry ile R(t) (veya By ile B;) arasindaki bire bir bir
transformasyon bulunabilir ve cismin hareketi olarak adlandirilir.x& B, olduguna

gore, bu transformasyon matematik olarak, -
x=x(X,1) 22.1)

seklinde ifade edilir. Burada X (X K =1,2,3) ve gc_(gc_,,,k =1,2,3)’, sira ile cismin

maddesel ve uzaysal koordinatlari olarak adlandirlir.

Maddesel noktanin hiz ve ivmesi bilinen tarzda tarif edilir.

0’ x

2
o |,

<
i

a (2.2.2)

Q|

I

Cismin, Sekil 2.1° deki gibi, 4(X) vektoriine teget lifler ile takviye edildigini
varsayalim. Bu liflerin dagilimi, siirekli ortam mekanigine uygulayacak derecede sik
olmalidir. Daha agik bir gekilde belirtmek gerekirse lifler arasinda kalan en biiyiik

mesafe, ortamda yayilan dalganin dalga boyundan oldukga kiigiik olmalidir.

O
Sekil 2.1 Kompozit Bir Malzemenin Sonlu Deformasyonu
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Aksi halde liflerin davramigini tek tek ele almak veya lattis dinamigine benzer
bir yaklasima bagvurmak gerekebilir. Biz liflerin meydana getirdigi sistemin bir
biitiin olarak davrandigini kabul edecegiz. Buna gore, deformasyondan sonra liflerin
dogrultusu g()_c) vektoriine teget olacaktir. Bu vektorlerin birim uzunlukta
olduklarim1 kabul eder ve deformasyondan &nce ve sonraki elementer yay

uzunluklari, sira ile, dS ve ds ile gsterilirse, agagidaki bagintilar gegerlidir.

dX, = A, dS , dx, = a,ds (2.2.3)
Ox, e o
Deformasyon gradyan1 x,, = olarak tariflenirse, (2.2.3); denklemi,
K
dx, =x,  dX =X, (A dS = a,ds (2.2.4)

seklinde yazilabilir. Eger lifin birim uzama oram A ile gosterilirse (A = ds/dS),

teget vektorler arasinda asagidaki iligki elde edilir.

a, =(1/A)x, Ay (2.2.5)
Tarif geregince a,a, =1oldugundan, sonug asagidaki bigimde yazilabilir.

a,a, = —%xk,ka,LAKAL = —%—CKLAKAL =1

A A

veya

Cy A4, =N (2.2.6)
Burada C,; = x, ;x, , seklinde tariflenen tansér Green deformasyon tansorii olarak

bilinir. Ayrica, tekrarlanan indisler {izerinde Einstein toplama kuralinin uygulandigi

da unutulmamalidir.
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Eger incelenen cisim bu dogrultuda (4 dogrultusunda ) uzamaz veya kisalmaz
tipten ise ( genellikle literatiirde incelenebilen takviye edilmis kompozit tipi budur),
(2.2.6) denklemi asagidaki sekli alir.

Cdpd, =1 (2.2.7)

Diger taraftan, (2.2.3); denkleminden A, vektori,

X, = Xy dx, = Xy a,ds = 4,dS

veya

A = AX ¢ a, (2.2.8)

olarak bulunur. 4’ nin kendisiyle skaler ¢arpimi gézoniine alinir ve ¢, = X, X,

tarifi yapilirsa,

A Ay =Neya,a, =1 (2.2.9)

elde edilir. Burada ¢,,” ye Cauchy deformasyon tansérii ad: verilir. Eger cisme bu

dogrultuda uzamazlik sart: kosulacak olursa (A = 1), yukaridaki uzamazlik denklemi,

cuaa, =1 : (2.2.10)

seklini alir. Gorildiigh gibi, (2.2.7) ve (2.2.10) denklemleri uzamazlik sartlarinin

degisik iki formunu vermektedir.

Ayrica bu c¢aligmada s6z konusu edilecek olan malzeme sikigmaz tipten
olabileceginden, burada biraz da sikigmazlik sartindan bahsedelim. Malzeme
stkismaz ise, deformasyon sirasinda hacimde higbir degisiklik olmayacak demektir.

Halbuki elementer hacim elemanlar1 arasindaki oran Jacobian ile ilgili oldugundan,
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stkismaz malzeme igin J=det|x, (|=1 sarti saglanmahdir. Ayrica, det|C,,|=

bagintisini dikkate alarak, sikismazlik sarty det|C . | =1 seklinde de ifade edilebilir.
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2.3. KUCUK HAREKETLERIN BUYUK STATIK SEKIL DEGISTIRMELER
UZERINE SUPERPOZISYONU

B konumunda R uzay bélgesini iggal eden bir elastik cisim gdz 6niine alalim: B
konumu, baglangigta Ry bolgesini isgal eden By konumundaki cismin statik sonlu
sekil degistirmesi sonucu geldigi konum olarak g6z oOniine alinacaktir. Eger dogal
konumdaki bir maddesel noktanin koordinatlarim (X;,X3,X3) ve B konumunda aym

noktanin koordinatlarim (x,,X»,X3) ile gosterirsek statik sonlu sekil degistirme
x = x(X) (2.3.1)

ile verilir. Bu sekil degistirme sonucu cismin biinye denklemlerine de bagl olacak

gerilme alani,

to, +pff =0  Riginde (2.3.2)
denge denklemlerini ve

ton, =t; S iizerinde

stnir kogullarin: saglamalidir. Bu denklemlerde ¢, Cauchy gerilme tansérii, p cismin
kiitle yogunlugu, f) B’ de kiitle kuvveti ve ¢} R’ nin S ylizeyi lizerinde sinir

gerilmesini ve n S ylizeyinin birim.dig normalini géstermektedir.

B denge konumunun zama_n ve konumun fonksiyonu olan bir gu(x,t) dinamik
yer degistirmesi ile yeni bir B'(f) konumuna gegecek ve R'(t)uzay bdlgesini isgal
edecektir. Sekil 2.2°den goriilebilecegi gibi B'deki bir maddesel noktanin

koordinatlar:

x, =%, +&u,(x,1) (2.3.3)
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olarak yazilabilir. Burada ewu,(x,#) At zaman aralifindaki yerdegistirmeyi

gostermektedir.

B'konumunda &lgtilen 7,, Cauchy gerilme tansorii, B konumunda &lgiilen 7,

Piola-Kirchhoff gerilme tansériine

ox,
ox

t, =T J=det(?ﬁ-J (2.3.4)

m ax 1

ile baghdir. Aynica T, gerilmesi B konumunda
Ty (x:8) =ty + €T, (%,1) (2.3.5)

yazilabilir. Burada 7,,, B konumunda &lgiilen artimsal Piola-Kirchhoff tansoriidiir.

Sekil 2.2 Kompogzitin Ardisik Denge Konumlari
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(2.3.3) ifadesinden sonsuz kiigiik sekil degistirmenin J Jacobiani igin
J=1l+eu,, () =1-¢cu,, (2.3.6)

elde edilir. (2.3.6) ve (2.3.5) ifadeleri (2.3.4) denkleminde kullanilir ve sadece £ ’lu

terimler tutulursa (&* ve daha kiigiik terimler ihmal edilirse)
40 0 0
T =ty +8(Tk1 F L m —tklum,m) (2.3.7)

elde edilir. O halde Cauchy gerilme tansoriindeki artim

ty =Ty +’3;1”k,m _tl(()lum,m (2.3.8)
olacaktir. (2.3.7) ifadesi yeniden,
ty =ty +Ety (2.3.9)

olarak yazlabilir. H,, =U,, ile bir yerdegistirme gradyam tansorli tanimlarsak

(2.3.7) ifadesi,
t=T+Ht"-tt H (2.3.10)
formunda yazilabilir.
Simdi kii¢tik yer degistirme sonucu sinir kosullarindaki degisimi géz 6niine

alacagiz. n', B'konumunda §'ylizeyinin birim dig normali ile znormali arasindaki

iliski,

B
i
IS
<+
%)
I

olarak yazlabilir. S'deki bir yilizey elaman ile S deki bir yiizey elamam (Eringen,
A.C ve Suhubi, E.S.,1974)’ de asagidaki gibi verilmektedir.



Ox da, da

= = J(c”l'n n
Ox, da W TR

da, =J

Burada c;," Finger sekil degistirme tansoriidiir ve

o - Ox, Ox,
. ax”l . axlﬂ
olarak tanimlanmagtir.

da, =da'n, da, =dan,

bagintis1 g6z dniinde tutuldugunda (2.3.11)’den

. Ox, - -
e =n (‘ai] (C;x]n ”mnl) %

Xy
elde edilir. Diger yandan

&

=0, —& U,
Ox,

oldugu hatirlanirsa (2.3.12)’ den

-1 _ ~
Cu =0y _g(uk,l Tl )" Oy —2c¢,

elde edilir. Burada €, sonsuz kiigiik sekil degistirme tans6rii olup

~ 1
€u = "2‘(”1(,1 +u, )

olarak tanimlanmustir. (2.3.14) ifadesi (2.3.13)’de kullanilirsa

)Vz
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(2.3.11)

(2.3.12)

(2.3.13)

2.3.14)
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n, =n, (6,k -, )(1+.9€(n))= n,+& ('é(n)é,k —u,,k) n, (2.3.15)
bulunur. Burada
e = €un

tanimlanmis olup » dogrultusunda sonsuz kiigiik genlesmedir.

O halde

Wy = Cylly — Uy M, n=¢,n-H'n (2.3.16)
sonucu elde edilir.

Yiizey gerilmeleri iizerindeki sinir kosullar:

(t,?, tet, )(nk +en)=ton, +€ (t,?,nk +tk,nk) S lizerinde (2.3.17)
yazilabilir. ¢ ile yiizey gerilmesindeki artim tamimlanirsa yukandaki ifadeden

ton, +tyn, =t, S lizerinde (2.3.18)
yazilabilir. Bu ifadede (2.3.16) ifadesi kullamlirsa

tally =t =t €y + 1t 1, (2.3.19)
elde edilir. (2.3.8) ifadesi goz 6niinde tutuldugunda (2.3.19) i¢in

Tyn, =1, +(,, — &, )10 (2.3.20)

yazilabilir.
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Artimsal gerilme tansérlerini elde ettikten sonra artimsal hareket denklemlerini
olusturmak gerekecektir.

B konumunda hareket denklemi,

0%y,

Ts +pf; =pe—s (2:3.21)

seklindedir. Burada ivme ifadesindeki yiiksek mertebe terimler ihmal edilmistir.

f kiitle kuvveti i¢in,

f=f+ef

yazar ve (2.3.5) ifadesini kullanirsak artimsal gerilmeler cinsinden hareket denklemi
(2.3.21)’den .

2
0y,

o’

Tus +pf, =p (2.3.22)

bulunur. Son denklemi (2.3.8) ve (2.3.2) denklemlerinde kullanirsak artimsal Cauchy

gerilme tansorii cinsinden hareket denklemleri (2.3.22)’den

0 aZul
Lk — Lot i T pf,uk,k = Pat—z (2.3.23)
seklinde elde edilir. Ayrica bir 7, tansérii
lkl = ;I;I + tl?mul,m + Z‘I(;)n?’lk,m (2324)
olarak tanimlanirsa (2.3.23) hareket denklemi ve (2.3.19) sinir kosullari
=~ 0 0 0 0 0 2”1
Lage T limigm b U pom + Pf, - P(fl U, i, )= PEE‘ (2.3.25)
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funy =t, = (&,)0y +u;, ), S iizerinde (2.3.26)
seklinde ifade edilir. Ayrica (2.3.8)’den artimsal Piola-Kirchhoff gerilme tansérii
Tld = 'EI;I + tl(c)lum,m + tl?mul,m (2327)

olarak yazilabilir.

Simdiye kadar denklemleri tiiretirken malzemenin biinyesi g6z Oniine alinmamisti.

T,t veya t gerilmeléri malzemenin biinye denklemleri ile belirlenccektir.

Biyolojik yumugak dokularin davramigt genelde viskoelastik &zellik
gostermektedir. Ancak kiiciik sekil degistirme anlar1 durumunda viskoelastik etkiler
ihmal edilebilir. Bu nedenle ve matematiksel kolaylik saglamak amact ile damar
malzemesi hiper-elastik malzeme olarak kabul edilecektir. Diger yandan bu
calismada gbz Oniine alman damar modeli iki farkli katmandan yani Media ve
Adventitia’dan olusmaktadir. Bu durumda tiim damar igin tek bir biinye denklemi
vermek miimkiin olmayacaktir. Ayrica bu katmanlarin belli dogrultularda lifli bir
yapiya sahip oldugu kabul edileceginden izotrop malzemeler i¢in elde edilen
sonuglar gegerli olmayacaktir. G6z Oniine alinan modelde malzeme anizotrop yapiya

sahip olacaktir.
Hiperelastik bir malzeme igin sekil degistirme enerjisi fonksiyonu,
2=%(F) : (2.3.28)

olarak verilir. Burada

ox,
_0X, o o _
Fu=—"—=Fy +eu,, Fy =

Ox,
Ox g

Ox

olarak tamimlanmustir. Buna gére B,konumu ile B konumu arasinda tanimlanmig

olan Piola-Kirchhoff gerilme tansérii biinyesel olarak asagidaki gibi verilir.
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T, = ox (2.3.29)
oF

B de ifade edilmis olan Cauchy gerilme tansorii ile 7, arasinda asagidaki iliski

mevcuttur.

r - 2 e ), @330)
M X

Bu ifade agsagidaki gibi diizenlenebilir.

: 0 Ox
Ty =det O, Or, 10X, il w =J°J il —2 1, (2.3.31)
ox, 0X, ) 0x, ox, ox, O,

4

burada

olarak tanimlanmistir. Bve B'konumlari arasinda tammlanmis Piola-Kirchhoff

tansorti,

ox,
T, =J 5; ty (23.32)
olarak tamimlanirsa (2.3.31) ifadesinden
Ty = JOXk,sz

veya
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Ty = (/)" %, T = (I ) FLT, (2.3.33)
elde edilir: Biinye denklemlerinde lineer bir yaklasim olugturabilmek igin
Fy=Fg+ EU, «

ifadesini goz Oniinde tutarak (2.3.29)’da £=0 civarinda seri agilim1 yapilir ve ilk iki

terim tutulacak olursa,
0 0 0
Ty =T + &gyt =Ty + Ay X, Uy (2.3.34)

elde edilir. Burada

ro - % o 0% (2.3.35)
OF Fi=Fix OF  OF Fousg =Fasg

olarak tanimlanmustir. (2.3.33), (2.3.34) ve (2.3.5) ifadeleri yardimu ile

18 +eTy = (I FLT, + (00 ) A% FLF u, (2.3.36)
bulunur. B konumunda Cauchy gerilme tansériiniin

ty = (Jo)_l Fix T
oldugu hatirlanir ve

Bon = U] i Fie P (2337)

tamimi yapilirsa (2.3.36)’dan

Ty =Byt (2.3.38)

Kmn™ n,m
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elde edilir. B, tansdriiniin tiim bilegenleri biinye denklemi verilen bir malzeme ve

x = x(X) sekil degistirme alani i¢in tamamen belirlenebilir.
Hiper-elastik malzemeler igin

o' ox
Fk(I)<FIJ(\)I +2—_6k1

A (C.X)=4——F—
v : 0Ck 0C 1y Cy,

seklinde ifade edilebilir. Bu ifade yardimu ile (2.3.37) ifadesi

o _ 0 0
B Kmn — 6Intkm + Cklmn

(2.3.39)

(2.3.40)

olarak yazilabilir. Burada Hiper-elastik malzemeler i¢in B, konumundaki Cauchy

gerilme tansorli

-1 O%
t/(c)/:z( o) aC Fk?(EO
KL

seklinde ifade edilebilecegi kullanilmig ve

0°%

o _ oY!
Ctmn = 4(J ) ac"“_ac —Xe kX1L % m X u, N
kO un

tanumi yapilmustir. Burada

=C°

klnm

0 0 _ 0
Cklmn - Clkmn =C

mnkl

(2.3.41)

(2.3.42)

simetri 6zelliklerinden dolay1 sadece 21 bagimsiz bilesen vardir. Ayrica (2.3.40)

yardimi ile (2.3.38)’den

_ 40 0 _ .0 0~
Tk,—tkmu,,m+C U —tkmu,,m+C e

kimn** n,m Klmn ™= mn

(2.3.43)
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elde edilir. Yine (2.3.8)’den artimsal Cauchy gerilme tansorii

L =ttty F it =Lt F Ciin o (2.3.44)
yazilabilir. (2.3.27) ve (2.3.43) ifadeleri kargilagtirilirsa
Ty = ot + ChounConn (2.3.45)
elde edilir.
Goz Oniine alinan malzeme sikismaz oldugunda
u,=0 veya J°=1
olacaktir. Bu durumda bdyle bir malzeme igin gerilme tansorleri genel olarak

ty =—DPOy+pty Ty = _pXK,k+ETKI

scklinde iki kisma ayrilir. Burada p hidrostatik basing olup hareket denklemleri ve
siir kosullar1 yardimu ile belirlenir. ;¢#ve T ise biinye denklemleri ile belirlenecek

kismi gostermektedir. Bu durumda (2.3.44) ifadesinden
= p5k1 +Etl(c)mul..m +Etl(:nuk m + Cl(c)lmnNmn (2346)
yazilabilir. Ayrica

ty =P°S,+.t,

yazilabileceginden (2.3.46) ifadesi g6z 6niinde tutularak (2.3.24) ifadesi yardimi ile
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ty = pSy —2P%, + Cy,e, (2.3.47)

kimn™ mn

elde edilir. Son olarak artimsal .Piola-Kirchhoff gerilme tansorii

T, =t

km

U, + b (2.3.48)

olarak yazilabilir.

Elde edilen gerilme ifadelerinde bulunan Cj,, ve ¢, tansorleri dogrudan

mn

’nin  yapisindan  belirlenmektedir. Burada damar malzemesi igin

Y. fonksiyonu, C ’nin yanisira malzemenin lifli yapisimi gosteren lifler dogrultusunda
birim vektorler a,, ve a, vektorlerinin de fonksiyonu olacaktir. Invaryantlar teorisine
gbére Z’nin C, a, ve a,,blylikliklerinin invaryantlarimn bir fonksiyonu olmas:
gerekmektedir. Ancak burada sadece agagida tanimlanan 7,7, ve I invaryantlarinin

fonksiyonu goz 6niine alinacaktir.

>=3(1,,1,,1,) (2.3.49)

olarak alinacaktir. Burada,
I, =trace C
I, =f(C.ay) (2.3.50)
Ig =f(Cs2)
4, =2, B2y

4, =2, ®a,

olacaktir. Daha sonraki boliimlerde goriilebilecegi gibi X ’nin yapisinda yer alacak

olan malzeme sabitleri adventitia ve media katmanlar i¢in farkli olacagindan her iki
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ortam i¢in farkli ¥,/ ,%  enerji fonksiyonlar: tanimlanacak ve bunun sonucunda farkli

gerilme bilesenleri ve hareket denklemleri elde edilecektir.

(2.3.42) yerine (2.3.49) g6z oniine alindiginda

[ A2 2 2%
o'z o’ o'z
§KL MN + AIMNAIKL AZMNAZKL
6112 a 42 62
o’z oY
le')t'mn = 4 + 611614 (AIMNaKL +5MNA1KL)+ 5]1616 (AZMNé‘KL +5'MNA2KL)
o0*%
Ay Ais + Ay Aok )
61461-6 2MN “PKL TMN“22KL
vEya
[ A2 2 2 ]
o’y , ., 0% o’
—cyc, +——d, d.. +——d, d
6112 kl = mn 6142 Vel ™ Yinn 6162 2k 2mn
o’z o0’z
C =A+—"(d clicld V422 (4 ctictd
kinm 611614( Imn™ ki mn Ikl) 611616( 2mn >kl cmn 2kl)
o0*%
a[ a[ (d2mnd1k1 +d1mnd2kl)
| GL4ll6

elde edilir. Burada

diy = AxKka,sz,L

seklinde tamimlanmistir.

X kX1 1 %m st XN

Aoy = Ay X k%11

(2.3.51)

(2.3.52)

% sekil degistirme enerjisi fonksiyonu cinsinden ¢} Cauchy gerilme tansorii,
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0 _ 5o
by =TaX, ¢

TS =P°X,, + 2%;5“ (2.3.53)

KL

olarak ifade edilebilir. (2.3.49) ifadesi g6z 6niine alindiginda agik olarak asagidaki

ifade yazilabilir.

or _, o% oz
t, =P°, +2[-671ck1l +§;d“" +6_16_d2“} (2.3.54)
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2.4. ALAN DENKLEMLERININ SILINDIRiK KOORDINATLARDA
YAZILMASI

Bu bélimde daha 6nce elde edilen akigkan (kan) ve hiper-elastik malzeme

(damar) igin hareket denklemleri silindirik koordinatlarda ifade edilecektir.

Alkiskan I¢in Alan Denllemleri:

Daha ¢nce ifade edildigi gibi sifir 6n. hiz1 etrafinda lineerlestirilmis hareket

denklemleri genel koordinatlarda agagidaki gibi verilebilir.

5%=ﬁﬂ — P+ ubk, (2.4.1)
ve

0 =0 (2.4.2)

Genel olarak bir vektoriin ve ikinci mertebe bir tansériin kovaryant tiirevleri

m
m  ou

U, = B;CT + F,Z'u’
K
A =S AT A 4T A" 43
X

seklinde ifade edilir. Burada T ikinci tipten Christoffel sembollerini

gostermektedir. (r,0,z) silindirik koordinatlarda sifirdan farkli Christoffel sembolleri

asagidaki bicimde verilebilir.

I, =-r, T%=Ig =% (2.4.4)
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Bu tanimlar kullanilarak (2.4.1) ve (2.4.2) hareket denklemleri asagidaki sekilde

ifade edilirler:

o ror oz

%, (aza 164 @ alzzj

(2.4.5)

ow _~ Op ’w l1aw o*w
=pf, ——+ s t———t+—
or" ror Oz

Burada 4@ ve W swrastyla hizin radyal ve eksenel dogrultudaki bilesenlerini
gostermektedir. Buna ek olarak

ow
0z

GO (2.4.6)
or r

sikismazlik kosulu da bulunmaktadir.

Elastik Malzeme Icin Alan Denklemleri:

Daha &nce damar malzemesini hiper-elastik kabul ederck artimsal yerdegistirme ile

ilgili elde edilen hareket denklemleri genel koordinatlarda

. o*u'
T, +pf' =p— (2.4.7)
ot
T =%l + ¥ (2.4.8)

ve
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— 2 2 5 T
gl—fc""’c-‘"'"' 0 ———Zlf didar + L2 ghgm
1 4 6 '
2
+ 6? a? (dlmnc—lkl + c—lmndlkl)
T4 = pg¥ —2P%" +4 51224 € (2.4.9)
+ a] a[ (d;mc—lkl + c—lmndzkl)
1 6
2
+ ; azf (@al +amat)
4Y4e _

seklindedir. Burada
=G FF, g = %(uk;l +ul;k)

bigiminde tanimlanmistir. g¥ve G**ilgili koordinatlardaki karsit metrik tansorleri,

noktali virgiil ise ilgili koordinata gére kovaryant tiirevi gostermektedir.

(2.4.7) denklem takimu fiziksel bilesenler cinsinden yazilacak olursa

or, 1 oT, ou
—L =T, T )+ —=p—

or r( " 99) Oz P or’

(2.4.10)

or, 1 or, o’w
—=+-I, +—==p——

or r oz ot

Birim sekil degistirme tansorii bilegenleri ise,

z o 5 _lov u o Ow

"o’ ® re0 r’ " &

(2.4.11)

- 1{1éu oO6v v - 1{ow Ou - 1{ov 1ow
e,=—|~——t———|, €, == —+—1, G ==|—+——
2\r06 or r 2\ 6r Oz 2\ 0z r o0
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seklinde ifade edilebilir.

Smir kosullarini yazarken damarin iki katmandan (Media ve Adventitia)
olustugu g6z Sniinde tutulmalidir. Media i¢in gerilme T’ ile Adventitia i¢in 7 ile
gosterilir ve birinci ortam (Media) i¢in 7, <» <7, ikinci ortam (Adventitia) igin

¥ < r L ryoldufu kabul edilirse (2.3.18) smir kogullart asagidaki gibi yazilabilir.

A
L P r rr or
r=r
TYl =f¢
ré rer ré r=r,
> A
A (2.4.12)
4 M 4 M 4
TY| =T =T T =T
P P P T A P R P
4 r TA _d TA =0
T lr=r, ré r=r 2 lr=r,

Sinir kosullart yazilirken damarin dis yilizeyinde gerilme olmadigi kabul edilmistir.

Bu kosullara ek olarak damarmn i¢ yilizeyindeki parcacik hizinin, kan hizinin
ayni ylizeydeki degerine esit oldugu kabul edilecektir.

Buna gore,

= M (2.4.13)
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Ayrica katmanlarin degme ylizeylerinde

u,(F)=u, 7),  w,(F)=w, () (2.4.14)
kosullar1 saglanmalidir.

Bdoylece akiskan ve kat1 ortama ait alan denklemleri ve sinir kosullar: silindirik
koordinatlarda ifade edilmis oldu. Bu alan denklemlerinin ¢6ziiltip aranan sonuglarin
elde edilmesi.i¢in elastik kat1 ortama ait 6n sekil degistirmenin belirlenmis olmas:
gerekmektedir. Bundan sonraki kisimda bu konu iglenecek ve daha sonra da alan

denklemlerinin ¢6ziimiine gegilecektir.
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2.5. RADYAL GENLESMEYE VE EKSENEL UZAMAYA MARUZ
DAMARDAKI ONGERILME

Dolagim bakimindan bir sorunu olmayan saglikli bir insanda ortalama statik
kan basinci 100 mm.Hg civarinda, kalbin pompalama hareketi sirasindaki basing
sapmasinin da + 20 mm.Hg civarinda oldugu hatirlanacak olursa, damarn fizyolojik
islevini yerine getirirken biiyiik¢ce bir statik 6n basinca maruz kalacagi hemen
goriilebilir. Keza, yapilan deneyler, fizyolojik kosullarda damarin ayrica eksenel bir
A germesine maruz kaldigini gostermektedir. Bu germe miktar1 damardan damara
degisiklik gostermekle birlikte fizyolojik kosullarda 4=1.3~1.7 mertebesindedir. Bu
oranin ise miihendislik malzemelerinin maruz kaldif1 germeye gore oldukga biiyiik
oldugu s6ylenebilir. Sonug¢ olarak damar hem radyal hem de eksenel dogrultuda
bilyiik 6n gekil degistirmeye maruz kalmakta, kanin hareketi sirasinda ise bu
degerlere kii¢iik dinamik yer degistirmeler eklenmektedir. Burada &nce bu on

deformasyonun olusturdugu gerilme alanmu bulacagiz.

Adventitia

Sekil 2.3. Calismada Segilen Damar Modelin Onden Ve Ustten Goriiniisii
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Bu caligmada damar igin iki katmanli bir model olusturulmus ve sekil

degistirmeden 6nce damarin geometrisi Sekil 2.3’de gosterilmigtir.

Burada H, ve H, swasiyla Media ve Adventitia’nin kalinliklarini
gostermektedir: Bu yapidaki damar P, i¢ basincina ve N eksenel kuvvete maruz

kalsin. Bu kuvvetler altinda damar eksenel dogrultuda A sabit germesine maruz
kalirken radyal dogrultuda genisleyecektir. Bu sekil. degistirme alan
(R,G),Z ) silindirik maddesel koordinatlari, (r,9,z) silindirik uzaysal koordinatlar:
gostermek lizere,

r=r(R), 6=0, z=AZ (2.5.1)

bigiminde ifade edilebilir.

Buna gore ¢~ Finger sekil degistirme tansorii asagidaki gibi yazilabilir.

(r')z 0 0 y
-1 r2 v=_L
¢ 0 22 O 7 aFr, (2.5:2)
0 0 2

I, = det(g'l)'=(r'%l)z -1 _ (2.5.3)

kosulu saglanmalidir. Buradan
RZ %
r=(7+BJ , B=sbt. (2.5.4)

elde edilir. (2.5.4) ifadesi kullamlarak ¢~ asagidaki sekilde yazilabilir.
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x%2 0 0
i R
1 _ 1 = ,
c 0 AZ 0, x== (2.5.5)
o o0

Bu sekil degistirme altinda olusacak gerilme alanimi belirlemek i¢in gerekli

olan d,,d,,A,, A, bilytikliikleri (2.3.50) ve (2.3.52)’den agagidaki gibi elde edilir.

A, ve A,eclde edilirken (Holzapfel, G.A., Gasser, T.C., 2000)’ de verildigi gibi

a, ve a,,vektorleri,

0 0
ay =|cosf ) ap =| cosf
sin g —sin S
olarak alinmstir.
0 0 0 0 0 0
A =|0 cos’B cosBsinf| ,A,=|0 cos’ B ~cos fsin
0 cosfBsinfi  sin’ B 0 —cosfsing sin®
0 0

d, =FA,F" =0 izcoszﬂ icosﬂsinﬁ
X X

0 icos,[?sin,B Asin® B
x

0 0 0
d, =FA,F =|0 —12-cos2ﬂ —}—cosﬁsinﬂ (2.5.6)
x x

0 —icos,ﬂsinﬂ A*sin’
x
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olarak elde edilmigtir. On gekil degistirme sonucu olusacak ¢ gerilme bilesenleri

(2.5.5) ve (2.5.6) yardimiyla agagidaki gibi verilir.

t2 =p° +2iz—%
ol, 2
1o 1 PR
1y =P 2 ——+— —
% { 2ol x° p [ oI, ol )J
2 =P°+2 zza—zmzsm 2 Bl — o % 2.5.7)
i al, al, 6]
A ox  ox
._2 T ——
cos fsin 'B(GI o, J
2=t =0

Biyolojik malzemelere ait sekil degistirme enerjisi fonksiyonunun belirlenmesi
bu tip problemlerin esasim tegkil etmektedir ve bu konuda yapilan ¢aligmalarda
fonksiyonun ¢alisma amacina yonelik olmas: igin gayret sarf edilmektedir. Gergekte
aort damari {i¢ kisimdan olusmaktadir. Igten disa dogru Intima, Media ve Adventitia’
dir. Intima kalinlig1 ok az oldugu i¢in sadece koruma tabakasi niteligindedir ve yiik
tasima ozelligi yoktur. Media ise biinyesinde ¢ok sayida elastik lif bulundurmaktadir.
Adventitia ise bilinyesinde bag dokulariyla sarili kolajen lifleri bulundurmaktadir.
Media ve Adventitia tabakalar1 biinyelerinde bulundurduklari lifler vasitas: ile yiik

tasima 6zelligi gostermektedirler.

(Holzapfel, G.A., Gasser, T.C., 2000)’da arteriler i¢in gesitli sekil degistirme
enerjisi fonksiyonlari Onerilmigtir. Biz o©nerilen c¢esitli sekil degistirme enerji
fonksiyonlarindan gergege en yakini olan iki katmanli ve biinyesinde kolajen liflerin
bulundugu fonksiyonu kullandik. Ayrica modelimizde hem izotrop kismin
bulundugunu, ayrica liflerden dolayr da anizotrop kismin bulundugunu hesaba

katarak agagidaki fonksiyonu ¢aligmamizda tercih ettik.
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Sekil 2.4. Aort Damarinin I¢ Yapist

Izotrop kisim igin gekil degistirme enerji fonksiyonu,.
c
E(Il)z E(Il _3)

Anizotrop, yani lifli kisim i¢in sekil degistirme enerji fonksiyonu,

(1,,1,)= 2—’;‘;:4 6{exp[k2(l,. ~1)?]-1}

olarak alinmigtir.

Bu ¢alismada tiim damar malzemesi igin X, sekil degistirme enerjisi
fonksiyonu (Holzapfel, G.A., Gasser, T.C., 2000)’ de 6nerildigi gibi



49

5 = £(11 _3)+ﬁ_[ek3(l4—1)2 4 gl _2] (2.5.8)
2 2k,
alinacaktir. Ancak daha &ncede belirtildigi gibi ¢, k,, k, malzeme sabitleri Media ve

Adventitia igin farkli olacag1 igin daha sonra her iki ortam igin ayn ayrnn X, ve

2,, tammmlanacaktir. Aynica I, ve I, invaryantlari,

1, =f(9,2_101)=—12-cos2 B+ A sin® B
X

I, =f(C,ap)= -170082 B+ A2 sin® B (2.5.9)
X

seklinde verilir. Yukaridaki ifadelerden 7, = I, oldugu goriilmektedir. Bundan

boyle I, = I, = T alinacaktir. Buna gore (2.5.7)’ de

2
X
0 =P0+C—‘,

s
ﬂ,_

to, =P°+ xlz[c + 4k, cos’ ﬂ(7 —1) et -1} ]
(2.5.10)
£ = P° 4+ 2 [c + 4k, sin? BT —1) &0 ]

elde edilir. Bu gerilme bilesenleri Media ve Adventitia igin ayrn ayri
yazilmahdir. ¢,,,k,,,, k5> ,BM,TM Media ortamina karsi gelen, c,,k .k, , ,BA,T 4

Adventitia ortamina karg1 gelen biiyiikliikleri gostermek tizere,



x2

0 0
mtn =By "‘CM:‘L?

Mtgé = PMO +'x_1‘2‘[CM +4k1M COS2 IBM (TM _1)ekm(7.u-1)z]
to _P 0+/12[C + 4k sinzﬂ (T _1)eku/(7.w-1)z]

MYz — M M M ey

wlte = ate, =0

0 x?
0 —
aty =P, +CA?

1 .
alog =P +x—2[c,, + 4k, , cos® ﬁA(]A _1)eku(l,4 1)]

tO = PAO +ﬂ,2 [CA +4k1A S-inz ﬂA (TA _1) ekZA(TA"‘l)Z]

A% zz

Bu ifadelerde P, ve P belirlenmesi gereken biiyiikliiklerdir.

denge denklemlerini ve

0

t =-P
M rr r=n i
0
¢, 0
A rr rary
0 0
t =t
M rr r=f Avrr reF
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2.5.11)

(2.5.12)

(2.5.13)



51

tuiSige oyt dedie & utuLaawLIAY AYoney) epuwning 1eyeqe], '1'¢ [eg

[ww] 1y,
r 001~
810 910 vio r430) 10 800 900 00 200
= 00l
~
N
N\
N
002 wl
00e ml
ooy m
viLLNaAGY [Cvioan ]
008
009
_ Ll="'/g9cl="d'sL’}L =Y

- 004



vl

43

TWISIZa(] 9[1 Le[UeIQ) BWeZ() oA Jefde) tex 31 urouisegq R AT IS EN

[wora] 4

80 90

0

(4

glEY—

0l=Y—

ol

[eadt] '

0C

Li=Y—

Sl

X

se




53

sinur kosullarim saglamalidir. O halde (2.5.12) denklemlerinin (2.5.13) sinir kogullar

altinda ¢6ziimiinden , 0 ve ,¢, gerilme bilesenleri elde edilir ve

X
MPO —Mt:)r F
(2.5.14)
2
X
APO =4 l(')r_?

seklinde ,, P°ve ,P° belirlenir. Diger yandan verilen bir 7, ve A degerlerine kargilik

gelen P i¢ basinct (2.5.12)° den elde edilir. Bu ¢alismada (Holzapfel, G.A., Gasser,
T.C., 2000) *de verilen,

¢,y =3.0kPa ki, =23632kPa  k,, =0.8393

B =29.0° H, =0.26mm R, =0.71mm
c, =03kPa k,,=05620kPa  k,,=0.7112

B, =62.0° H,=0.13mm

degerleri kullanilarak 7, ve P.degisimi cesitli A degerleri igin elde edilmigtir. Sekil
3.2’den de goriilebilecegi gibi i¢ basing, i¢ yarigap ve eksenel uzama’ nin artmasiyla
artmaktadir ve belli bir 7, ’den sonra i¢ yarigaptaki kiigiik bir artim ¢ok biiyiik basing

degeri gerektirmektedir. Bu sonu¢ yumusak biyolojik dokularin miihendislik

malzemelerinden bilinen farkini géstermektedir.

Sekil 3.1°de tabakali durum igin olusturulan Cauchy (radyal, gevresel ve
eksenel) gerilmelerinin yarngaplarla degisimleri elde edilmistir. Burada elde edilen
grafiklerin (Holzapfel, G.A., Gasser, T.C., 2000)’1n elde ettigi grafiklerle uyum

icerisinde oldugu goriilmektedir.
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t° gerilmeleri bilindigine gore T, T gerilme tansorii bilegenleri elde edilebilir.
Biz genel (2.5.8) fonksiyonu igin sonuglar1 elde edip her iki katman i¢in ayn ayn

ifade edecegiz. Damar igin yer degistirme bilesenleri
u = u.(r,z), u, =0, u, = w(r,z)
olarak alinacaktir.

(2.5.8) ifadesi g6z Oniine alindiginda (2.3.51) yardim ile (2.3.47)’ den 1,
gerilme bilegenleri i¢in
o’z o’z

?1::1 = pdy _2P°ek1 +4[5I'2'd1ud1mn "'5}7
6

4

dzkl d2mn }'é’mn (25 . 1 5)

elde edilir. Buradan (2.5.6) ve (2.4.11) yardimu ile

=p-2p 2

X

~ ‘p(a* 8%\ |lu A7 . 0’y 9’z \ow
§=pa|-2p0 14588 + —+4=-sin’ B cos? + —
w=P { a2 Tar [y T P A Gt o [

2 2 2 2 5
Z7=p+4’%2—8in2ﬂ0082ﬂ a?-l-a? .z_l_ —2P0+42«4Sin4ﬂ 6224'822 a_W
- x of, olg )r oI, oI, )|oz

2 2
z, =4icos,Bsin,B(a E—a—zJ[Lcos2 BE + 2 sin? ,B%vﬁjl
x r z

oI or; | x*
~ o~ ow Ou\ ~ ~
f,=t =-P|—+—|, =0
rz zr (al” 82) ré Or

bulunur. (2.3.48) ifadesini,
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Ty=su+tys  Sy=twmn (2.5.17)
seklinde ifade edebiliriz.
Burada (2.5.7) ifadeleri kullanilarak s, nin bilesenleri
Ou ow
s, =t — , S, =ty,—, =2 —
rr r or 66 2 zz 2z oz
ou
s,=0, s, =15 —
ré o & az
(2.5.18)
s,z=t2.—a—w—, sz,=tfza—u
or oz
S&—tgz@’ Szeztgﬂ?i
oz r

seklinde olacaktir.

(2.5.16) ve (2.5.18) ifadelerinde I, = I, = T olacagim ve

% - )
=5 =2k, (7 -1)2e4()

ifadesi kullanilirsa (2.5.17)’den
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u ow
T, =p+2|a,—+0, — |+ —
zz p ( 3 ’ 4 52) 2z 32
T =Ty =0
T’7 =--—R)(-a—w—+@-J+t:)ra—w
or 0Oz or
=22 2
Oor 0Oz 0z
(2.5.19)
T =0, T,=0
elde edilir. Burada a,,0,,0,,0, katsayilar asagidaki gibi tanimlanmgtir.
4
0, =-B+8° B i1 (T -1)F (x)
x
2
o, = Si-'—z-sinz B cos’ ,Hklkz(l —1)2F(x)
/12 . hpod 9
0, =8x—zs1n2 B cos’ ,Bk,kz(l —1)“F(x)
(2.5.20)

o, =—P, +8 sin* B, (T —1)°F (x)

Fx)=e""V veya  F(x)= exp[k2 (7 —1)2]
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(2.5.19) gerilme bilegenleri (2.4.10) denklemlerinde kullanilirsa asagidaki
denklemler elde edilir.

op o’u 1 Ou u ’u  d'u
—— —+=B,(r)—+B,(r)—=+ —=p—
o Bl(r)arz rBz(r)ar B3(r)r2 B4(r)azz e
(2.5.21)
op o’w 1 ow 1 Ou o’w 9w
==+ —+ =B (r)—+— — + — =
5 TP+ B ) 4 B () 4By () =
Burada [, katsayilan asagidaki sekilde tammlanmigtir,
Blztt(')r_}:)
By =r (@ ~2B)+15 ~ B+ 20, = L[ ~2R) |+ B+ 20,
dr dr
[33=2(0.2—(1,)—E)—t39
B4_tgz_P0
(2.5.22)
dap,  dt’ - d
B =—r=tare Bty =l R )]=£-0)
5
=—r—+2a
Bs rdr 3

B7 :2a4+t3z+Po

Yukaridaki denklemler elde edilitken sikigmazlik kosulu kullanilarak bazi

bilinmeyenler elimine edilmistir.
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3. ALAN DENKLEMLERININ COZUMU

3.1 Akiskanin Hareket Denklemlerinin Coziimii

Akiskamin sadece 4@ =u(r,z)vew="W(r,z) hiz bilesenlerinin bulundugunu

tegetsel hiz bileseni ¥ =0oldugunu kabul ediyoruz. Buna gore (2.4.5)° de verilen

denklemler,
op o 104 o*m 4 ) _oi
BV Bt wr shber sl bl e
or or® ror oz° r ot
(3.1.1)
op oW 1ow 8*w) _ow
ot 7 ot =P
0z or° ror oz ot
ve sitkismazlik kosulu
R0 (3.1.2)
or r Oz
seklini alir. Bu hiz alan1 sonucu olusacak gerilme alam ise (2.1.6)’ dan
oo (3.1.3)

frr:—ﬁ_l_zlu—a—bi’ frzzlu +
or oz or

elde edilir.
Simdi 4,W, pigin zaman ve eksenel Koordinat cinsinden harmonik dalga

¢Ozlimiinii arayalim. Bunun i¢in bu biiyiikliikler,

i =U(r)expli (0t —kz)]
(3.1.4)

w=W(r)expli(wt - kz)]

P =Plr)explilor - k)]
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seklinde ifade edilecektir. Burada o agisal frekansi, U(r), W(r)ve P(r) ise dalganin

genliklerini gostermektedir. (3.1.4) ifadeleri (3.1.1) ve (3.1.2) denklemlerinde yerine
konacak olursa.agagidaki adi tiirevli diferansiyel denklem takimui elde edilir.

. ,n . \
C LAY e U et =0 (3.1.5)
dr dr y dr 2
L e .
ikP + d PZV+111-VK—k2W ~PioW =0 (3.1.6)
dr y dr
WY i =0 (3.1.7)
dr r
Yukaridaki denklemler
2
Dzd_+li_L2 (3.1.8)
dr rdr r
52 =—(M+k2] (3.1.9)
Y]

(D+s2)0~ld—P=o (3.1.10)
M dr
(D+s2+~12—]u7+iﬁ=o (3.1.11)
r 7
AW U_aw=o0 (3.1.12)
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Bu denklemler arasinda Uve Wyok edilirse Pigin asagidaki diferansiyel
denklem elde edilir.

d*P 1dP ,.
— +;;—k2P(r)=0 (3.1.13)

Bu denklemin ¢6ziimii » =0’ da sonlu kalacak sekilde
P=ipwl,(kr)A (3.1.14)

ile verilir. Burada I,(kr)sifinnci mertebede Bessel fonksiyonu, 4 ve B integrasyon

sabitidir. 13(r) fonksiyonu (3.1.10) ve (3.1.11)’ de kullanilirsa
U(r)=—k|1,(kr) 4+ J,(s)B] (3.1.15)
W (r)=ilkl, (kr )4+ sJ,(s7)B] (3.1.16)

elde edilir. Bu ¢oziimlere bir de sikismazlik kosulunun eklenmesi ile U (r) icin,

()= - B, (5r)~ 25 4,1, (1)
s pw

yazilabilir.

Bulunan U(r),W(rjve P(r) ifadeleri kullamlarak (3.1.13) de verilen gerilme
bilesenleri asagidaki gibi elde edilir.
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—[iﬁwlo (kr)+ 2,1[1&10 (kr)—%l, (kr))]A.

a~

exp[i’(a) t— kz)]

m

~2u k‘[sJo (s7)- %Jl (sr)}B

f {filz;f;(zk;])fzsr)B} expli{w - kz)] (3.1.17)

Ilerde damar malzemesi ile ilgili hareket denklemlerinin ¢oziimii elde

edildikten sonra bu ifadeler sinir kosullarinda kullanilacaktir.
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3.2. Elastik Ortama Ait Alan Denklemlerinin Coziimii

Bu béliimde (2.5.21)° de verilen damar i¢in denklemler sikismazlik kosulu goz
Oniline alnarak ¢ozilecektir. Damar daha once belirtildigi gibi iki katmandan
olustugu igin bu denklemler her iki katman igin ayr1 ayn asagidaki gibi yazilacaktir.
Burada ifade edilen diferansiyel denklemlerdeki A terimi (Adventitia) icin, M terimi
(Media) igin kullanilmaktadir.

ép” BIA() + BZA(r)ag—A"'Bs (r) z+B4A(”)a‘62:2A =p” a;;A
O N Sy P e
ag: +§+ a;vz" . (3.2.1)
() L. )2 M) () T g O
R LA Y AN S TR T L
ot
ag:’ .\ %‘i s vaz“ _o (3.2.2)

Bu denklemlerin ¢6ztimii de yine harmonik dalga tipinde aranacaktir. Bu

‘nedenle,
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u? =U*(r)expli(wt - z)]
w? =W (r)expli(0¢ - kz)]

p* =P (r)expli(0t - k)]

uM = UM (r)expli (wt — kz))]

=W (r)expli(ot - kz)] (3.2.3)

=p" (r)exp[i (02 - kz)]

seklinde yazilabilir. Bu ifadeler (3.2.1) ve (3.2.2)° de kullanildiginda asagidaki adi

tiirevli diferansiyel denklem takimi elde edilir.

o4 r74
d; +B1Ad U
7

+1p 8

4 1 ,
dr? 7 dr +[B3A :Z__B4Ak2 +pAa)2] T

d*w* 1 aw* ik
kPB4 B =g U 4 (phe —pR?) 4 = 0

dr
A A
dfij s w0 (3.2.4)
s r :
dP" ., dUM y dUM vl
a +B, 2 "ﬁz +(B, _Z"B4 k2+pMa’2)UM =0
s dr r
— M y
- gt EIT L D R (it i) =0
dr? dr 7
M M
av +U——ikWM =0 (3.2.5)

dr 2
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(3.24) ve (3.2.5) denklem sistemleri degisken katsayili olup analitik ¢&ziim
olusturmak miimkiin gozikmemektedir. Bu nedenle kuvvet serisi ¢6ziimii
aranacaktir. Her iki ortam igin sekil degisiminden sonraki yarigaplarin kalinliklara

orani kiigiik kabul edilecektir.

Media igin,
o) Theag, <o 020
Adventitia igin,

r=rQ+&,) 0<¢, < (3.2.7)

~ I“}‘

olacaktir. Burada h,veh, sekil degisiminden sonraki kalinliklardir. Bu durumda

(3.2.4) ve (3.2.5) denklemleri agagidaki gekli alr.

4 2774 4
FdP +'|3AdU 1 A dU

¢, "' ode; +(1+§A)BZ d¢,

nA 1 n A=272 , =2 A_2 A
+ (B, =B, P+ PR ) U4 =0
® @+¢&,) P Pren)
- _ 12yy7 A _ A
B g A LW L pgad?

deF  (+e)” g,

(& )jg;«w (o707 g e —o

du“ U“

+ —ikFW* =0
dg, (1+¢,)
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oM 2rr M . M
FdP +131MdU + 1 m dU

&, ¢, (1+:M)Bz &,

BN BP0 UM =0

(+&w)

v dw™

mdwH 1 =
Bs
s,

—ikr* P +B, déMz +(1+§M)

_((lj-k; )JBGMUM + ("7 _E;“szz) WM =0

dU”’+ UM
d¢,  (1+¢&,)

Biiyilk damarlar géz 6niine alindiginda |£,|<<1,

— kWM =0 (3.2.8)

£y| <<lolacaktir. Bu nedenle
katsayilar £, ve £,, cinsinden kuvvet serisine agilarak ¢6ziim aranacaktir.

Bu durumda asagidaki seri agilimlar: yapilabilir.

P =Ca(Py +Pi&, + P2 +....)
Ut =7F (U +UE, +ULEE +........ )

WA =7F (W +WiE, + WS E +......)

B =Ca(B 4Pl +Bol? + ) (=12,...7)

P" =Cu (Po +P' &, +P5 £ +......)

UM =7 (UM +UME, +UMEE +....)

(3.2.9)
WY sF(WM +WME, +WHEL +.....)

BM =Cu (By +By &y +Biy L oo ) (=12,...7)

burada

C=c, +c, (3.2.10)
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seklinde tanumlanmusgtir. (3.2.9) ifadeleri (3.2.8)" de kullanilirsa ve (3.2.8);, (3.2.8),,
(3.2.8)4, (3.2.8)5 denklemlerinde sabit terimlerin (3.2.8)3, (3.2.8)¢ denklenilerinde

sabit terimlerin ve &’ nin katsayilarimn sifira esitlenmesi ile agagidaki,
—A —A4 —_—M =M . .
Po, P UL UM UL WS WA Wi, Po Py UY UM, UY WM WM W, cinsinden

lineer denklem takimi elde edilir.
—4  _—A —A —A  —A
Pi +2B,US +BUy! +(Bao ~ By’ +'QZ)U64 =0
LA =A =A L A —=A
~inPo +2B, W, + By W, —inB Uy +(QZ _anz)WoA =0
Ul +Ud —mw/ =0
204 +U -Uf —imW* =0
—M =M__, =M M =M
P +2[310U:1 +B20U1M +(Bso ’"B4oT|2 +y° QZ)U:! =0

=M =M —~M . =M , =M
—inPo +2B ;" + B WM —inB Uy +(Qz -n Bvo)WoM =0

(3.2.11)
U,M +U$” —inWoM =0
U +UY -UY —imwM =0
Burada
= \2 72(929,4 Pum
n==4r, Q =——4, y=— (3.2.12)
C Pa

olarak tanimlanmigtir. BQ,B: ,,Br ,-[3—:1 (i =1,2,...,7) katsayilari,
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Adventitia icin asagidaki gibi,

~A X 0 0
on =—=,1,0— 45

pe
B = (—APOO -2 AP10 +2 Aa20+At19rl_At?rO)
E?o = [2( AG20 Al )_ARJO—Atgeo]
Eﬁo = (At:zo_AP()o)
B; =(Atr(')rO+Atg-l_A})00—AP10)
B:o = (—APOO +2 Aa30)
B:o 3 (2 Aa40+At£zo+AP00)
Media igin ise,
E:\; =%=M tfrO_MPOO
B-Iz\f) = (_MPOO -2, B’ +2 Mazo“"MtBrl"Mtfro)
Blsv(l) = [2( M %20 M %o )_MPOO_M tgao]
B:V(l) =(Mtgzo_MPoo)
B:ﬁ; =(M [fro"“Mt,?n_MPoo_MPio)

B:) =(_M1)00 +2 Ma30)

—M
B =(2 Ma4'0+Mt320+MP00) (3.2.13)

seklinde verilir, burada



!
x=(z(1—w§2)+-—;;) )
v Is

1 1 o~ g A
Atgoo':‘APoo "L%‘f[czz +‘Z’4ku COSZﬁA([A(x)“l) FA(X)}

A

Azzod
A

PP+ if{c,, +~c-4km sin ﬁA( (f)”l)FA(f)}

1 1 = _
MtgaonPoo +§E{CM + ‘;‘"M"uz COSZBM(]M (x)"l)FM (x)]

M

MzzOM

P+ ﬂf{cM 4 ~c-—~4k,,,, sin’py, (T, (%) -1) By (f)}

M

M'PIO::MZfrl “%(’1“5‘?2)

I1,(%)= —J:C_%*COSZBA + sin®B, , 1, &)= %coszﬁM + Asin®By,

£ 5= oo, T 01| o Fu @)= explkan (B (B)-1)7]

68
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olarak tanimlanmigtir. Sirayla Adventitia ve Media i¢in ,0,,ve ,, o, degerleri ise,

8cos* ~ _
Al =—APo0 +%§CB_AklAk2A (IA(x)"l)z FA (x)
4

2

8A° . ~ _
Aly = ;c:zc_ szﬁA COSZBA k, 4k, 4 (IA (x)_1)2 F, (x)

A

842 . ~ —
Al3 = Ei—c— szBA COSZBA (IA(x)“l)z F, (x)

A

1 ) ~ —
A% =_APoo +Z“82'4 Sln4BA ki 4k, 4 ([A (x)"l)2 F, (x)

A

s  8cos® A -
M %10 ="MP00 "'_(;OTShkwkzM (IM (x)_l)z Fy (x)

M

82«2 2 2 T (= 2 (—
L) =}2_“_5m By cos” By, kiykyy, (]M (x)—l) Fy (x)

M

(3.2.14)

2

84 . ~ .
MO3 = Fsmzﬁm COSZBM(]M (x)—l)ZFM (x)

M

1 ) ~ _
M %o =_MP00 +_'8’14sm4ﬁm L2y (IM (x)—l)zFM (x)

Cyu

olarak tammlanmustir. Ancak %, 2%, ifadeleri (2.5.12) denklemlerinin (2.5.13)

simir  kogullart altinda ¢éziimiinden elde edilecektir. Bu ifadeler asagida

verilmektedir.

(3.2.15)




Diger yandan (2.5.12) denklemlerinden

0 _ L0 0
Al =atego— almo

o _ L0 0
M [rrl M te@o M trrO

oldugu agik olarak goriilmektedir.

70

(3.2.16)

Problemin ¢6ztimiini tamamlayabilmek igin (3.2.11) denklemlerine ek olarak

(2.4.12), (2.4.13) ve (2.4.14) sir kosullarinin da seri ag¢ilumi ifadelerini elde etmek

gerekmektedir. Bunun i¢in 7 Piola-Kirchhoff tansoriintin bilesenleri asagidaki gibi

kuvvet serisine agilabilir.

T = (T +THE, +om)
T4 =C(TA +TAE, +......)
(3.2.17)
T =C(L5+T 6y + )
TY =C(TX +THE, +.....)
Burada T/, 70, T2, 70, T, TH, TH 7Y buyiklikleri asafidaki  gibi
tanumlanmustir.
= 1
Trfo'_‘AP° +75(Atroro -2 APoo)UxA
T4~ P E( 0 _o PO)UA l( 0 _o PO) 4
m=ar =\, 4%o 2 t=ulm 44 Ul
C C
T ==, PonU# + = (1~ B0 )
;zo—EAoTlo C im0 ato T
TA == PONU + , PoU A + (18 POYWA + 2 (100 B0 ) s
M T TR 1 MYy, ok o MY, ’EArrl+Al 1 T=\ulmo—ato ) 73
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TY =4 Po +%(Mz,‘10 -2, P)Ul

rr0

rrl

T =4 P, +%(Mt:-0 -2 MPOO)U;W +%(Mt:)rl -2 MP10)U1M

T %M BSmUH +%(M 03— B2 ) WM

(3.2.18)

T =+%—M BemUM %M PSmUM +%(M 0,4, PO ) WM +%—(M 0y PY) I

Bu durumda gerilme sinir kogulan

T +THE =la(+& ) -2i(® - F(@)[A+2i7(s(7) -1)B

1 1
_-E,_Mt:'OUlM—g(ZMtg‘OUéw+UlMMtr(')rl)fi

TH +THE =27f(R) 4+ (@7 -72) B

Trfo +T'r;‘l 0= 0
T4 +TAE =0 (3.2.19)
Trfo =Tr% 0

A _mM
TrzO_Trzo 0

seklini alacaktir.
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Ortak ylizeyde yer degistirme bilesenlerinin esit olmasindan

Ul =0/
(3.2.20)
WOA — WOM

elde edilir. Media tabakasinin i¢ ylizeyinde akigkan ile katiuin hiz bilesenlerinin

esitlenmesi ile de,

2 —
2 = L (U¥ rUtg +UYER )= fA+TE
(1 f) (3.2.21)
Q — Q lcf)(WM F M E LM E? )='ﬁ?1+g§
bulunur. Burada,
fx =_£_M_7 ‘fo ='h__Aa d: _—E—a _I:prza)j,%,
r - Pa H
_ v A r . A
n=n(+¢), 7=s7, 7=7+&), f=“—%, (3.2.22)
0
g:}j‘]o(?), A= iﬂlo(ﬁ)__A B= l/"jl(77)_B
J, (%) Fll+et)c Fl+e£2)C
seklinde tanimlanmigtir.

(3.2.13) ifadeleri (3.2.14)’de yerlerine konulursa asagidaki ifadeler elde edilir.
wPo+&uPL+TUY +TUY + o+, —2i(7 - £(7)] A-2ni(e(7)-1) B =0
MUY +inT UM +T WM + T - 27 f@)4+( 72 -72)B=0

Py +&,P1 +T, UL +TUS =0
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inLUS +inL U + L, W + T, =0
M M A A
Po +T,UY —Po +T,U/ =0 (3.2.23)

inLUy" —inL Uy + I =T, W =0

Burada,

= 2o B 46w B
L= 26 {8 -2 )

L= 2( B -6 7)

T, _%M P

= bt 6 P
L= 2t )

==Lt -2.0 44 (-2,
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I, =%(APOO_§OAPIO)
Lo ":%O_APOO
L =%[At:-0_,4f)00 +50(At3r1+AHO)]

L, = 260 (AtrOrO_A‘POO)

c

Lo o 0
I = F(Mtrro 2,5 )
L, = %(Atfro _2AP00)

3.2.24

Is = %(M tfrO—MPOO) ( )
o =B

1 0 0
I, = E(Atrro_APo )

olarak tamimlanmistir. Bu hale ait dispersiyon bagintisi (3.2.19), (3.2.20), (3.2.21) ve
(3.2.21) denklemlerinden elde edilir. Burada dispersiyonu bagintisini elde etmek igin
18 bilinmeyenin bulundugu denklem takiminin katsayilarindan (18x18) seklinde bir
kare mairis olusturulmustur. Problcmimizin gercekte bir stabilite problemi olmasi

sebebiyle, bu katsayilar matrisinin determinantimn sifira egitlenmesi ile dispersiyon
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bagintis1 elde edilir. Elde edilen baginti ¢ok biiyiikk olmasi sebebiyle burada

verilememigtir.

Bu baginttyr oldukga karmagik olmasi sebebiyle analitik olarak incelemek
miimkiin degildir. Genel halin incelenmesine gecmezden Snce bazi 6zel halleri

incelemekte yarar vardir.
Uzun Dalga Yaklagimu :

Biiyiik damarlarda bile 7 ortalama yarigap ¢ok kiiclik oldugundan dalga
boyunun uzun olmasi halinde n=k7({l kabul edilebilir. Bu &ézel halde f=7"/2

seklinde verilebilir. Bu durumda (3.2.25) dispersiyon bagmtisinin katsayilar1 Ekler

boliimiinde Sayfa 118-120°de verilmistir. Burada incelenecek dispersiyon bagintist,

4 2
Al[-—j + AZ(—C—] +A43=0 (3.2.25)
seklindedir.

Bu limit durumda dahi dalga dispersif olup anmalitik incelenmesi hala
karmagiktir. Bu formiilasyonun bilinen teoriler ile karsilagtirmasint yapabilmek i¢in
uzun dalga yaklagimina ek olarak viskozitenin diisik oldugu kabul edilecektir. Bu

limit durumda g — o olacagmdan dispersiyon bagmtist Ekler boliimiiniin Sayfa

121-122"deki geklini almaktadir.

c. O C
(—)=_2 s cé =
Co n p

tanimlar1 yapilmustir. Mevcut teoriler ile bir karsilastumasim yapabilmek i¢in

baslangi¢ sekil degistirmesi (0) olarak alindiginda baz katsayilar,
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PY =-1, PB=-1
B%=»ﬁ%:ﬁx)=ﬁx)=ﬁ%=ls B%:-—l, BGMO=O

Bro =B =Bl =B% =B =1 PR =-1 PG =0

I=2T,=4,T,=-1,T,=-1 Iy =], (3.2.26)

‘rﬁ:zfi’r7 =2’ FS =4§o9 FQ :—19 1ﬁlO =_6o’
rll =1’ FIZ :25591_‘13 =27 Fm =2, FIS =1,

Ie=-1 I}, =1

olarak bulunur. Bu degerler (3.2.25) denkleminde yerine konursa dispersiyon

bagintis1 asagidaki sekli almaktadir.

(2] ate-zaap( 2] ates-sasste-c)-0 G2

0 0

& veé,’ yu kiiglik kabul edersek ince tiipler igin (3.2.27)’ nin kékleri

i 1 1 , (Y & &
— | =——=—(q,25) - —(q,Z2¢) .., | — | ==>—= (3.2.28
(co J, ¢, 502 (@:2e) ¢, (@:2e) (Co l 49 49 ( )

bulunmaktadir. Literatiirde katmanli hal igin Lamb ve Young (Moens-Korteweg)
modlart bulunmamaktadir, bu modlar ancak tek katmanli yap1 i¢in bulunmaktadir.
Bundan dolay: olusturdugumuz bu modeli yani iki katmanli modeli daha basit hale
getirerek Media ve Adventitia’ dan olusturdufumuz modelin distaki kismi oian
Adventitia,’y1 kaldirarak sadece Media’min bulundugu tek tabakali model i¢in
katsayilar matrisini tekrar olusturduk ve bu durumda Lamb ve Young (Moens-
Korteweg) modlarii  elde etmeye ¢aligtik. Bu ylizden katmanli modelin
ozelliklerinin aym1 kalmasi sartiyla (siur sartlari, biinye ve hareket denklemleri)

problemimizin ¢6ziimii tek katmanli hal igin de elde edilmistir. Literatiirde daha 6nce
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bulunmus olan tek katmanl bir yap1 i¢in Lamb ve Young (Moens-Korteweg) modlari
elde edilmistir. Iki katmanli modelin 6zel hali olan tek katmanli halde bulunan
modlarmn literatiirdeki modlarla uyum iginde olmasi iki katmanli model i¢in $u ana

kadar yaptiklarimizin dogru oldugunu gostermektedir.

Tek tabakali modele ait gerilme ve sinir sartlarimiza bagli ifadeler asagida

verilmistir.

B +2B,,U, +2B,U, + (Byy =B > +Q2)U, =0

—inE + 2B, W, +Bsol; —~inBeoU, + (€% =B )W, =0
U +U,—inW, =0

2U, +U, ~U,—inW, =0

R+TU,=0 (Z,=0)

in-f4Uo+(i:1 +—I:4)I/V1 =0 (]_:—zo =0)

&P +25TU, +E LU +[a(1+ &) ~2i(n’ - f)]A+2in(g-1)B=0
ELinU, +& T, inU, +& (T, + L)W, +2&, (T, + T, W,

_ _ (3.2.29
2nfA+(7’g-n*)B=0 ( )

Q? 1 ¢ - -
qum(ugf FUME +UNE? )= fA+TB
Q1

il 7 M M Mg2) = )
l 5 9 (1+§,.)(W0 +WE WS ) nd+gB
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Daha 6nce katmanli model i¢in yaptifimiz yaklagimlar bu model igin de yapilmistir.

Burada,
£ —_-_ﬁf‘i_ 41"_5' =|:§rza)jly2’
L7 Pa H
_ A . nl,(n
n=n(+&), 7=s7, =pez), =220 5o
I, (ﬂ)
gzyjo(f) A= lﬂlo(ﬁ)_A B = lﬂfl(ﬂ’)
J,(7)’ FPl+e)c’ Pl+&2)c
ve katsayilar matrisi olusturulursa,
4 2
(&4 44
Bl(—]» +32(——) +B3=0 (3.2.31)
S ) S
ifadesindeki E1, B2, B3 katsayilar1 Sayfa 79’da verilmistir.
1:1 =ty =25, I—:2 =t:)rl_2'EO’ E=Roa E =B (3.2.32)

olarak alinir ve baslangi¢ gerilmeleri (0) alinirsa,

PV =-1, =2,1,=0,T,=0,T, =-1

Blo =B3 =B =Bs =P =1,
(3.2.33)
ﬁ;v(l) = —1, Bz[) =0

ve daha sonra burada da uzun dalga yaklasimi yapilirsa, agagidaki dispersiyon

bagintisinin katsayilar: elde edilir.



Bl = 12£2grh (F2 42Ty + I‘2) - (24&2,3{%&)'(111 - T4) + 4&:9q1 (I‘% 4 2T
ry+T%) - (lﬁfzﬁﬁﬂf)(rl +T4) — (4815¢3)(T1 +T4) :

B2 = 2£2g(—2B{sT2 + 68{5T1q1Ts — 48§41 4 + 68{, 1T — 26{T — 6I'%
1 + 208 — 1202 Ty — 6T2qy B4 + 4T2T + T35 — T30y =T384 — 6T T2 — 12
Ty qiTa B2 + 204 T2 4 204 Ty Bfh — 201 Ty Ty — 204 Tu Bgh — 601 T2 87 + T2 8% —
T; — T284) + 263(—2865 Taas — 2B{5 T + 26£5T 31 + 4B{5T% — 6,3{%I‘1Q1
Ty +58fsT1 1850 — 5,3i%rl @l'2 + 86751 aiTs + 384T 1q185 + 86571 Ty — 8615
G172 + 584 (T4 — 138A G TTs + 385 aiTaffh + 48{T2 + 8T8qs — 4T2 + 16
gy + 8I‘1q1,360 — 8I%Ty — ?.I‘%ﬂzo + 2Ty + 21-‘%,330 + 812 + 16T ¢1 Ty
Ba + 8T Ty BL — AT T2 — 4D Ty B4h + 4T Ty Do + 40 Ta B + 86!11‘3)36% +8¢1
[284 — 2284 + 2T'2T, + 2T284) + 4€igq (B1sT1 T4 + B{oT: — ' — 2T3Ty — I'%.
Bfy —T1T% — 2TuT4 B4 — TiB7) + 26iqn (281 T4 + B1eT1876 — BoT1 T2 + 2
BHT1Ts + B{5T1 85 — 2B14TF + B{TaBsb — 3B16TaT2 + B{eTafso + 2% + 4T%
Ly + 2P%ﬁ'60 + 2P1I‘Z 4 4Plr4ﬁ'co + 2P1F4,350 + 2P4ﬂ60 + 21“2[350)

B3 = 2¢2g(—BA T1Ts — BA T Ts — BAT? + BA'TAT, + BATS + 3BAT

T4 + B{sT20s — B{uT3B% + 28167267 + 28{,T1T5 — BioliTaT: — zﬂﬁ)rlr4
B +4B{6T1T4B76 — B{oT1 TaBgo — B{oT1TaBio + BcT1856T's — B{eT1T2T's — By
T38& + 26{8T38% — BioT3B% — BloT3B% — BfoTabsoTz + B{oTal} — Tt — 2T
Ty + T35 — 2037 + T84 — T3T3 + 20T B — ATIT. B4 + T4 84 + 2T2T,
B4 +T2B4 B4 ~T2BABA — T2 88 +T2T 224 + T4 84 + T1I264 — 2T T2
B7o + T1Ti84 + D1l 856 + 2T TuP3o B — 21T 3087 + T1Ta 36846 — 2D Ty
Pafih +203Talabfs ~ TiLuTufls +ADuTuliflh + TiBLA0 ~ L1846 + I}
BBE — rzrzﬂso TDiT2f4h — TIiT2B8 + TIBABH) +4€2 (B T1Ty + BH'T
Ts + BAT2 — BAT, T, — BATS — 3BATIT, — ,310P¥P3 + B{T2 B4 — 281312

,ﬂﬁ) —2B8{cT1T3 + B{oT1 LTz + 28T T Bgh — 4/Bi461-‘11‘4[5§}) + B{eT1T4BL + 816
| 1TaBh — B{AT164 s + BioTaT2ls +:H1/%1I‘Z:BG% — 2B{4T2 84 + B{AT2B4 + BT 2
B+ B{eTaBsoT2 — BfsTal'5 + T + 203Ty — T3 B¢ + 203 B#6 — T3 B + T212 — 2T2
IM,B,;%, +4I"fl"4,87’%, —P2F4ﬁg‘b — 21‘2I‘4ﬂg}) —1‘2%;&;}) +1‘2ﬁ2f},[3;§) +I‘2I‘2,BA 1‘2
1‘2,8.;‘}) - I‘%ﬂ{},ﬂ P1P4 ﬂso + 2I‘1I‘ —I I I‘li‘ﬁ 2P1F4 B: 20,860 2.
1 T4Bs 57 —T1TuBss B +2P1F4F2ﬂso ~ 2F1P4F2ﬂ7o + D1 TaT2B4 — 2T Ty B

4 —T 3558 +T3B36870 — T3 8568 +T T2 A —TIT2 84 + T2 84 ~T36765)

79
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Bu modelimiz ——?— < ¢, £0 bolgesinde gegerli olacaktir. Burada,
r

2
(_cc_)z _ Q_z , ¢, =<1 (3.2.34)
0

(3.2.32), (3.2.33) ve (3.2.34) degerleri (3.2.31)’ ifadesinde yerlerine yazilacak olursa
dispersiyon bagintis1 asagidaki sekli alir.

ql(ij —%(iJ -65,=0 (3.2.35)
C,

Co 0

& yi kiigiik kabul edersek ince kabuklar i¢in kokler,
2 2 3
[ij —4+0(%/), (i) __34 (3.2.36)
S ), 4 ¢

bulunur. Bu ifadelerde ¢, = &4—,4’,. = —é olduguna gore ve E malzemeye ait elstisite
M r

modiiliinii gostermek iizere, ¢, = % » Cp = % oldugu hatirlanirsa gergek fiziksel
M

buiytiklikler cinsinden dalga hizlan,

¢ =£+0(V), =Lt (3.2.37)
3p 4 2rp

seklini alir. Bunlar daha &ncede sdylendigi gibi Lamb ve Young (Moens-Korteweg)

modlarina karg: gelmektedir.

Gortiliiyor ki bu 6zel durumda (sadece tek katmanin bulundugu durumda) elde
edilen sonuglar, diger arastirmacilar tarafindan yapilan ¢alismalarin sonuglan ile

uyumludur. Bu nedenle iki katmanli olarak kurdugumuz modelin de dogru oldugunu
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anlamaktayiz. Keza yaptifimiz ¢alismamin 6zel hallerde daha once de yapilan
calismalarin sonuglarini vermesi ¢6zillen problemin dogruluk mertebesi hakkinda

fikir elde etmek bakimindan da énemlidir.

Sayisal inceleme igin (Atabek,H.B. ve Lew, H.S., 1966) tarafindan Snerilen

boyutsuz kompleks faz hiz ,

£ _x+iy
Gy

olarak tanimlanirsa, dalga hizlar1 (¥ ) ve tagima katsayilari ( )

2 372
V= ﬁ%y— z=exp(27Y/X)

seklinde yazilabilir.

Genel hale (iki katmanli model) ve tek katmanli yani sadece Media’nin
bulundugu modele ait dispersiyon bagintilarimi analitik olarak incelemek miimkiin
olmadifindan uzun dalga yaklasiminda denklemlér bilgisayarda sayisal olarak

incelenmis ve sonuglar Sekil 3.3.- Sekil 3.23. arasinda verilmistir.
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3.3. TEK TABAKALI MODEL ICIN ELDE EDILEN GRAFIKLERIN
YORUMLANMASI
Damarin sadece tek tabakadan (Media) olustugu kabul edilerek (3.2.31)
denklemi elde edilmisti. Bu denklemden ( 3.2.35) -ifadesi yardimi ile dalga hizlari ve
tasima katsayilari elde edilerek « Womersley parametresi degisimleri farkli germe
degerleri igin Sekil 3.3.-Sekil 3.6. arasinda verilmigtir. Sekil 3.3.’iin incelenmesinden
birincil dalga hizinin o ’nin kiigiik degerlerinde degismedigi ancak o’nin biiyitk

degerlerinde a ile beraber arttigi goriilmektedir.

Sekil 3.4.’de ise V; ikincil dalga mzlarimin Womersley parametresi ile degisimi
farkli germe degerleri igin verilmigtir. Sekilden gorillebilecegi gibi dalga hiza
Womersley parametresinin kiigitk degerlerinde degisime ugramakta ancak biiyiik
degerlerinde degisim goriilmemektedir. Burada birincil dalga hizinin tersine, dalga
hizi germe ile azalmaktadir. Bu sonug (Atabek,H.B. ve Lew, H.S., 1966), ile

uyusmaktadir.

Birincil dalgaya ait tagima katsayisinin farkli germe degerleri igin Womersley
parametresi ile degisimleri Sekil 3.5.’de verilmigtir. a ’nin kii¢iik degerlerinde hizli
bir azalma gozlenmektedir vea 'nin 3 civarinda minimum degere ulasip bu noktadan
sonra o ’nin artan degerleri ile artmaktadir. Bu sonugta (Atabek,H.B. ve Lew, H.S.,
1966)’in buldugu sonuglarla uyusmaktadir.

Ikincil dalgaya ait tasima katsayistnin Womersley parametresi ve germe ile
degisimleri Sekil 3.6.’da verilmistir. Sekilden goriildiigii gibi bu katsayr Womersley
parametresi ile birlikte sifira gitmekte, parametrenin artan degerleri ile bitytimektedir.

Bu katsay: kii¢iik germe degerlerinde biiyiik degerler almaktadir.

Sekil 3.7., Sekil 3.8., Sekil 3.9., Sekil 3.10.° da a=5 degeri igin dalga
hizlarimin ve tagima Katsayilarmin, ¢esitli germe degerlerinde 7, i¢ basing ile

degisimleri gosterilmistir.

Sekil 3.7.de P’nin kiigiik degerlerinde birincil dalga hzinda tiim germe

degerleri igin azalma oldugu goriilmekte, ayrica P, degeri arttik¢a hizlardaki artis
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Y
B

germenin biiylik degerleri i¢in daha biiylik olmaktadir. Bu degisim malzemenin
biinye denkleminin sadece iissel fonksiyon ile ifade edildigi modellerin sonuglart ile

uyusmaktadir. Ancak bu modellerde kiigiik P, degerlerinde azalma olmamakta ve

P’nin artmasi ile hizdaki artim daha hizli olmaktadir.

FSekil 3.8.°de ikincil dalga hizimin farkli germe degerlerinde i¢ basing ile
degisimi verilmistir. Burada birincil dalga luzina benzer olarak P ’nin kiigiik
degerlerinde ve tiim germe deferlerindeki hizlar azalmakta, i¢ basing artarken
artmaktadir. Ayrica P, ’nin ¢ok kiigiik degerlerinde aym P, degerine kars1 gelen V,
hizlar1 germelerin biiyiik degerlerinde biiyiik olmaktadir. Biiytik P degerlerinde ise
kiiglik germe degerlerindeki luz degerleri daha biiyiik olmaktadir ve bu ekponensiyel
biinye denklemine dayanan model sonuglari ile uyugsmaktadir. V, hizinin degisimi
kiigiik P degerlerinde ise damar malzemesinin Neo-Hookean kabul edildigi modelin

sonuglar1 Demiray, H., Ercengiz, A (1994), ile cakismaktadir.

Sekil 3.9.°da ise verilen grafik birincil dalgaya ait tagima katsayisimn farkls
germe degerlerinde i¢ basing ile degisimini gostermektedir. Her germe degeri igin
kiigiik basing degerlerinde artim gézlenirken, basing biiylidikce katsaymnin degerleri
oldukca yavas bir bigimde azalmaktadir. Basing degerlerinin biiyiik oldugu durumda
bilyiik germelerdeki katsay1 degerleri daha biiyiik olmakitadir.

Sekil 3.10.’da ikincil dalgaya ait tagima katsayistun P ile degisimi farkh
germe degerlerinde verilmigtir. Sekilden goriilebilecegi gibi katsaymin degerleri
kiiciik P degerlerinde azalmakta ancak artan P degerleri ile kiiglik germe

4 i

degerlerinde artis daha biiylik olmaktadir.

Sekil 3.9. ve $ekil 3.10.’un sonuglar: ancak P ’nin bityiik degerlerinde iissel
biinye teorisi kabuliine dayanan modeller ile uyusmaktadir. Ancak damarda kolajen
liflerin varhginin kabul edilmesi P, ’nin kiigiik degerlerinde farkli sonuglar vermesine
neden olmaktadir. Hatta bizim g6z Oniine aldigimiz biinye denklemi hem Neo-
Hookean hem de iissel terimleri icerdiginden, literatiirde ise sadece Neo-Hookean

veya sadece tissel biinye denklemlerine dayanan modeller oldugu i¢in elde edilen bu
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sonuglar karsilagtirma olanag1 bulunamamustir. Ancak bizim modelimizin sonuglart
baz1 durumlarda birinci modelin sonuglar1 ile bazi durumlarda ise diger modelin

sonuclar ile uyusmaktadir.

Bizim modelimizde damar malzemesinin lifli bir yapiya sahip olmasi
nedeniyle, liflerin { B her bir lifin yatayla yaptifi a¢1) oryantasyonunun, dalga hizlar,
tagima katsayilari ve basing lizerine etkisini gosteren grafikler Sekil 3.11., Sekil

3.12., Sekil 3.13., Sekil 3.14., Sekil 3.15.”de verilmistir.

B acisimin dalga hizlari, tasima katsayilar: ve i¢ basinca etkisinin goriilebilmiesi
icin B ile bu biiytikliiklerin farkli germe degerleri igin degisimleri Sekil 3.11., Sekil
3.12., Sekil 3.13., Sekil 3.14., Sekil 3.15.’de verilmistir.

Sekil 3.11.’de a=5 i¢in birincil délga hizinin B ile degisimi gosterilmistir.
B’min yaklasik 20°’den kiigik degerleri igin dalga hiza germe biiyiidikge
azalmaktadir. Ancak 20°’den biiyiik degerlerde dalga hiz1 yaklasik 62° civanna
kadar eksenel germenin artmasiyla artmaktadir. 62° ile 90° arasindaki bolgede

azalmakta ve 90°de bir minimuma sahip olmaktadir. Bu minimum deger tiim germe

degerleri i¢in esittir.

Sekil 3.12.’de o=5 i¢in ikincil dalga hizimn f ile degisimi farkhi germe
degerleri i¢in gosterilmigtir. Sekilden goriilebilecegi gibi dalga hizi B ’nin yaklagik
30°°den kiigiik degerlerinde kiigtik germelerde biiyiik degerler alarak artmaktadir.
Her germe igin farkli olan bir B degerinde maksimuma ulasmakta ve p=90°de tiim

germe degerleri igin minimuma sahip olmaktadir.

Sekil 3.13.’de ise birincil dalgaya ait tasima katsayisinin farkli germe degerleri
igin B ile degisimi verilmistir. B’nin 30°civarindaki degerlerinde tiim germe
degerleri i¢in katsayr degerleri maksimuma sahip olmaktadirlar. Bu degerlerden
sonra hizli bir azalma ile $=90°’de minimum degere ulagmaktadirlar. Tiim

degerleri i¢in kiiglik germe degerlerinde katsay1 degerleri biiyiik olmaktadir.
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Sekil 3.14.’de ikincil dalgaya ait tasima katsayilarinin farkli germe degerleri
icin B ile degisimi gosterilmistir. P 'nin kiigiik degerleri i¢in katsay1 degerleri kiigiik
germeler i¢in  kiigiik dége-rler alarak azalmaktadir ve PB’min 30°civarindaki
degerlerinde minimum degerlere ulagmaktadirlar. Katsayr degerleri minimum
degerlerden itibaren hizli bir artis gostererek B=90°’de maksimum degerlere
ulagmaktadir. B’min  biiyllk degerlerinde katsayilarin degeri kiiciik germe

degerlerinde daha biiylik olmaktadir.

Sekil 3.15. B ile P, basincin degisimlerini farkhh germe deZerlerinde
gostermektedir. Sekilden de goriilebilecegi gibi B’min 29°°den kiigtik degerlerinde
basing degisimi tim germe degerlerinde oldukga kiigiik kalmaktadir. Ancak B ’nin
29°°den biiyiik degerlerinde i¢ basing hizla biiyiimekte ve P =90°’de maksimum
degere ulagmaktadir. Ayrica B’nmn 29°°den bilylik degerlerinde biiyiik germe
degerleri igin biiylik P degerleri elde edilmektedir. Bu sonug kolajen liflerin eksenel
dogrultuda olmasit (P=90°) durumunda damarin en bilyik basing degerini

tastyabildigini géstermektedir. Tersine liflerin tegetsel dogrultuda (B=0°) olmas:

durumunda ise en diigiik basing degerlerinin olusacagi anlasilmaktadir.

~

Yukanida s6zii edilen B ile degisimler, damarda dalga yayiliminin
incelenmesinde kolajen liflerin, dogrultularinin oldukga etkili oldugu goériillmektedir.
Ancak literatlirde lifli yapiyr goz Oniine alan ¢aligmalar bulunmadigindan bagka

sonuglar ile karsilagtirma yapilamamagtir.
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3.3. TABAKALI MODEL ICIN ELDE EDILEN GRAFIKLERIN
YORUMLANMASI

Damarmn iki tabakali olmasi durumunda (3.2.27)’de wverilen dispersiyon
bagintisimt analitik olarak incelemck miimkiin olmadigindan, bu denklemin sayisal

olarak incelenmesinden elde edilen sonuglar agagida tartigilmastir,

Sekil 3.16.’da birincil dalga hzinin Womersley parametresi ile degisimi farkli
germe degerlerinde gosterilmigstir. Tabakasiz ortamdakine benzer kiigiik basing
degerlerinde dalga hizimin degisimi sabit kalirken, basing arttik¢a artmaktadir.
Tabakali durumda da biyilkk germe degerlerinde biiytik hizlar elde edilmektedir.
Dalga hiz1 degerleri tabakasiz ortama gére daha biiyiik olmaktadur.

Sekil 3.17.’de ikincil dalga huzinin Womersley parametresi ile degisimi farkli
germe degerlerinde verilmistir. Sekilden goriildiigt gibi tabakasiz durumda oldugu
gibi kiiglik o degerlerinde hizli bir artim olurken biiyliyen o degerlerinde bu artim
hemen hemen sabit kalmaktadir. Dalga hizimin kiigiik germe degerlerindeki degeri

daha biiytik olmaktadir.

Sekil 3.18°de birincil dalgaya ait tagima katsayis1 ile Womersley
parametresinin degigimi farkli germe degerlerinde gosterilmistir. Tabakasiz duruma
benzer gekilde o ’min yaklasik 3 degerine kadar katsayr degerlerinde hizli bir azalma
ve sonrasinda kugtk bir artim gézlenmektedir. Tabakasiz ortamin tersine kiiciik

germe deZerlerinde bityiik katsay1 degerlerinin olustugu net olarak goziikmekfedir.

Sekil 3.19.da ikincil dalgaya ait tapma katsayisiin degisik germe
degerlerinde o ile degisimi verilmigtir. Tabakali duruma benzer olarak o sifira
giderken katsay: da sifira gitmektedir. o’nin artan degerlerinde artim daha hizl
olmaktadir. Ayrica bilyiik germe degerlerinde biiyiik degerler almaktadir.

Sekil 3.16., Sekil 3.17., Sekil 3.18., Sekil 3.19.’dan goriildiigii gibi tabakali
durumda luzlarm ve tasima katsayilarmin germe, basing ve Womersley

parametresine baglilig, tabakasiz ortama gére daha diizgiin davrani§ gostermektedir.
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Sekil 3.20.’de =5 sabit degeri i¢in i¢ basing ile birincil dalga hizinin degisimi
g0sterilmistir. Bityiik germe degerlerinde degisim Neo-Hookean model ile uyusurken
kiigiik germe degerlerinde ise tissel model ile uyum goriilmektedir. Bu durum Sekil

3.16.’da da goriilmektedir.

Sekil 3.21.°de i¢ basing ile ikincil dalga hizimin degisimi farkli germe
degerlerinde verilmistir. P,’nin kiigiik degerlerinde hizda azalma gézlenirken bilytik

degerlerinde artmaktadir. Bu artis kiiglik germelerde daha biiyiik olmaktadir.

Sekil 3.22.’de ise birincil dalgaya ait tasima katsayisinin farkli germe degerleri
icin i¢ basing ile degisimleri gosterilmigtir. Katsay: degerleri kii¢iik basing degerleri

ile azalmakta ancak kiigiik germe degerlerinde bu azalma daha hizli olmaktadir.

Sekil 3.23.de ikincil dalgaya ait tagima katsayisinin farkli germe degerleri i¢in
i¢ basing ile degisimleri gdsterilmistir. Katsay1 deferleri P, i¢ basing ile artmaktadir.

Kigtik germe degerlerinde ve kiiclik basing degerlerinde bu artim daha hizli
olmaktadir.
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4. SONUC VE ONERILER

I¢i s1vi dolu ince cidarl: tiiplerde dalga yayilmasi ;roblemi ile ilgili olarak ge¢miste
yapilmis c¢alismalara bir katki ve farkli bir model Snerme dlislincesiyle hareket
ederek baglanan bu calismada 6zellikle biyomihendislikte Snemli uygulama alanm
bulan ve damardaki kan hareketinin modellenmesinde kullanilan bir problem ele
alinmig ve i¢i s1v1 dolu ince cidarli, igerisinde kolajen liflerin bulundugu tek ve iki
tabakali kompozit ortamda harmonik dalga yayilmasi problemi incelenmistir. Damar
ince cidarl elastik, tabakali ve lifli bir kompozit ortam, kan ise sikismaz Newtonian
akiskam olarak dustiniilmis, “Biylik sekil degistirmeler lizerine kiiglik dinamik yer
degistirmelerin stiperpozisyonu” teorisi kullanilarak elde edilen denklemler kat1 ve
sivi ortamin biinye denklemlerini de devreye sokarak yonetici diferansiyel
denklemler silindirik koordinatlarda yazilmistir. Akigkan ortam ic¢in kapali formda
bir ¢6ziim vermek mumkiin oldugu halde, kat1 faz i¢in bu mimkiin olmamig, bu
nedenle bir kuvvet serisi ¢6zlimii verilmeye ¢alisgilmistir. Problemimizde kullanilan
model icin gergekte kalin kabuk yaklasimi kullanilmasi gerektigi halde literatiirde
rastladigimiz ¢oziimlerde karsilastirma yapabilmek maksadiyla bu ¢alismada da ince
kabuk yaklasimi kullamlmigtir. Elastik lifli kompozit tiipiin i¢ ve dig ylizeylerinde,
katmanh modelin sinir yilizeylerinde saglanmasi gereken sinir kosullar1 kullanilarak
dalgaya ait dispersiyon bagintis1 en genel haliyle elde edilmistir. Bu baginti

ozellestirilerek tek tabakal kompozit model i¢in de elde edilmistir.

Bu ¢alismada iki ayr1 model kullanilmistir. Bunlardan birincisi tabakali (Media +
Adventitia) ve igerisinde kolajen liflerin bulundugu model, ikincisi ise tabakasiz
sadece Media’nin bulundugu ve igerisinde yine kolajen liflerin bulundugu modeldir.
Bu modellerde kullandigimuz gckil degistirme enerjisi fonksiyonlari daha énce bu
konuda yapilmis ¢alismalarda kullanilan sadece miihendislik malzemeleri igin, ya da
sadece biyomithendislik malzemeleri i¢in 6uerilen fonksiyonlar olmayip bunlarin her
ikisini de temsil edecek bir fonksiyondur. Bu fonksiyonda uygun déniistiirmeler
yapilarak yukarida sozii edilen mithendislik malzemeleri ve biyomihendislik igin

6zel fonksiyonlar elde edilebilmektedir.

Bu ¢alismada ele alinan problemin pratikte dzellikle tip alaninda bir uygulama alan

bulabilecegini beklemekteyiz. Damar gergekte kolajen liflerden ve katmanli yapidan
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olustuundan bizim seg¢tifimiz modelin bu damar yapisimi temsil edecegini
diisiinmekteyiz. Yapilan ¢aligmanin sonunda ortamda bulunan liflerin performansimn
liflerin birbirleriyle yapnus olduklari agiya bagli defismekte oldugu goriilmiistiir.
Boylece, damar lifsiz bir mithendislik malzemesi olarak modellemenin yetersizligi

ortaya ¢ikmustir.

Yapilmig olan literatiir arastirmasinda damarin bu bigimde modellendigi bir
calismaya rastlanmamig o nedenle de boyle bir ¢alisma yapmaya karar verilmistir.
Ancak bu calismanin deneysel ¢alismalarla da desteklenmesi halinde
biyomalzemelerle ¢aligan aragtirmacilara oldukga Onemli ipuglart verebilecegi
digtiniilmektedir.  Ulkemizde farkhh  disiplinlerde yapilan galismalardan,
aragtirmacilar arasindaki kopukluklar ve disiplinier arasi ¢alisma aligkanliklarinin
olmamas1 nedeniyle, ne yazik ki haberdar olunamamakta ve bu tip ¢alismalara ¢ok
stk rastlanmaktadir. Bu nedenle de deneysel sonuglarla, bu ¢alismada buldugumuz
sonuglar1 karsilagtirma olanagi bulunamamigtir. Deneysel c¢alismalara da hiz

verilmesi halinde insanhga yararli bir ¢galigma olacagi umudunu tasimaktayiz.
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Bolim 3°de, (3.2.25) ifadesi ile verilen dispersiyon bagintisinin katsayilart Al, A2,
A3 Sayfa 117-119°de ve 6zel halin dispersiyon bagmtisi Sayfa 120-121’de

verilmigtir.
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