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OZET
Yiiksek Lisans Tezi

BIRINCI BASAMAKTAN GECIKMELI DIFERENSIYEL DENKLEMLERIN
SALINIM TEORISI

Nilifer TOPSAKAL
Ankara Universitesi
Fen Bilimleri Enstitiisti
Matematik Ana Bilim Dali

Danigman : Prof. Dr. Hiiseyin BEREKETOGLU

Bu tez alti bdliimden olugmaktadir. Birinci boliimde birinci basamaktan gecikmeli
diferensiyel denklemlere iliskin baglangic deger problemleri tamtildi. Ayrica salimum
tammlan ile birlikte diferensiyel denklemler i¢in bilinen baz sonuglar verildi. ikinci
boliimde lineer tek gecikmeli kararli ve kararsiz denklemler hakkinda bilinen énemli
salimm sonuglari ifade edildi ve bunlara uygun 8rnekler segildi. Uglinci boliimde
y'(t)+ipi y(t—r)=0 seklinde gok gecikmeli diferensiyel denkleminin salimml
i=1
¢oziimlere sahip olmasini saglayan yeter kosullardan s6z edildi. Dérdiincii b8liimde
degisken katsayil gok gecikmeli diferensiyel denklemlerin biitiin ¢6zimlerini salimml;
yapan sonuglar incelendi. Besinci boliimde kuvvet terimli, gecikmeli bir denklemin
saliimliligma iliskin bir sonug verildi. Son olarak, altinct bdliimde lineer olmayan
gecikmeli y'(¢)+ p(t) f(y(g(t))) =0 denklemine iligkin baz1 Gnemli salimm sonuglan

ifade edildi.

2003, 72 sayfa
ANAHTAR KELIMELER : Gecikmeli diferensiyel denklem , salinimli ¢oziim,
salimml olmayan ¢8ziim.



ABSTRACT
Master Thesis

OSCILLATION THEORY OF FIRST ORDER DIFFERENTIAL EQUATIONS WITH
RETARDED ARGUMENTS

Nilifer TOPSAKAL
Ankara University
Graduate School of Natural and Applied Sciences
Department of Mathematics

Supervisor : Prof. Dr. Hiiseyin BEREKETOGLU

This work consists of six chapters. In the first chapter, initial value problems including

first order delay differential equations are introduced. Moreover, definitions of

oscillation are given and some basic results about ordinary differential equations are

summarized. In the second chapter, some well known oscillation results about stable

and unstable linear differential equations with a single delay are given, as well as some

suitable examples are set up. In the third chapter, some sufficient conditions that make
n

the equation y'(t)+2 p, y(t—r,)=0 oscillates are expressed. In the fourth chapter,
i=l

some results are studied on oscillation of equations with several delay arguments and

variable coefficients. In the fifth chapter, a result is given for equations with delays and

forcing terms. Finally, in the sixth chapter, some important results are stated about the
nonlinear equations y'()+ p(t) f(y(g(t)))=0.

2003, 72 pages
Key Words : Differential equations with delay arguments , oscillation solution,

nonoscillation solution
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1. GiRiS

1.1. Temel Kavramiar

Salimim teorisindeki ¢aligmalarin pek ¢ogu ikinci ya da daha yliksek basamaktan adi
diferensiyel denklemler etrafinda yofunlagmigtir. Clnkil birinci basamaktan adi
diferensiyel denklemler genel olarak salimmli ¢dziimlere sahip olmazlar. Halbuki, adi
gecikmeli diferensiyel denklemler (AGDD) igin durum oldukga farklidir, Zira, birinci
basamaktan bir AGDD salinimh ¢bziimlere sahip olabilir. Bu ayricalik agik olarak
denklemdeki gecikme argiimentlerinden kaynaklamir. Birinci basamaktan AGDD ler
igin salimm problemleri teorik ve keza pratik agidan Gnemlidir. Bu konuda ilk kez
Bemnoulli (1728) sonlu boyutlu bir tiip igindeki ses titregimlerini incelerken rastladign
birinci basamaktan AGDD in ¢bziimlerini ve 6zelliklerini aragtirdi. Uzun bir aradan
sonra Myskis birinci basamaktan AGDD ler igin ¢ok sayida saliim problemini inceledi
ve bunlan kitabinda topladi (Myskis 1972). Ozellikle 1950 den sonra AGDD lerin
salimum teorisi ¢ok sayida uygulamali matematikginin ve keza diger bilim adamlannin

ilgisini gekti ve bu ilgi sistematik olarak giinlimiize kadar siirdii.

Ornek 1.1.1. Gecikmeli birinci basamaktan

.v’(t)+y[t—%]=0 (.11
denklemi sahimml y =sin¢ ve y=cost gdzilmlerine sahiptir. Keza
y'(t)—y(t+%)=0 (1.12)

denklemi de salimmh y=sint ve y=cost ¢Oziimlerine sahiptir. Bununla birlikte,
gecikmesiz

y()+y(t)=0 (1.13)
denkleminin salimmli ¢8ziimleri yoktur.

Bu 8mek birinci basamaktan gecikmeli diferensiyel denklemleri sahmim agisindan

neden incelemek gerektigini matematiksel olarak yeterince agiklamaktadir.



1.2. Baglangi¢ Defier Problemleri

K(t)=£(1.x) (1.2.1)
adi diferensiyel denklemini
x(tg) = xg (1.2.2)
baglangig kosulu ile birlikte ele alalim. f’e gore belli kogullarin saglanmasi halinde
(1.2.1)-(1.2.2) baglangi¢ deger probleminin bir tek ¢8ztime sahip olup

x(t):x(to)+jf(s,x(s))ds , t2¢ty (1.2.3)

&

integral denklemine esdeger olacag iyi bilinmektedir.

Simdi

dxd_fh £ x)xe=r)) ) F>0, 120 (1.24)

diferensiyel denklemini ele alalim. Bu denklemin ikinci yam sadece su anki x{¢)
konumuna degil aym zamanda r birim 6nceki x(t —r) konuma da baghdir. Boyle bir

denkleme gegmis bellede sahip olmasi anlaminda bir adi gecikmeli diferensiyel denklem
(AGDD) denir. (1.2.4) denklemi

x(t)=x(t)+ j Fs,x(s), x(s—r))ds 1.2.5)

2
integral denklemine esdegerdir. (1.2.4) iin bir ¢6ziimiini tanimlamak igin x( t0)=x0
baslangig kosulu yerine gegen ve [to —r,to] tizerinde tanimli olan bir ¢(z) baslangig

fonksiyonunun bilinmesi gereklidir.

Boylece [£5,T] , T <o iizerinde (1.2.4) denklemini ve E, =[tg —r,to] araligmda

+{r)=¢(r) (1.2.6)
baglangi¢ kosulunu saglayan bir stirekli x fonksiyonunun aranmas: igine GDD ler igin
bir baslangig defer problemi ad verilir. Burada x(to +0)=¢(to) kabul edilmeli ve

[to ,T] aralifinin ug noktalarindaki tiirevierden daima tek yanh tiirevler anlagilmalidir.



Belli varsayimlar altinda (1.2.4)-(1.2.6) baslangic deBer probleminin ¢dzlimlerinin

varhk ve tekligi her zaman garanti edilebilir.

Gecikme r =r(z) seklinde ¢ nin fonksiyonu oldugu zaman, x{t) aym sekilde (1.2.4)
denklemini ¢ 2, igin saglamali ve
E, ={toJU{t—r(e): t-rle)<zty , 1210}
ciimlesi iizerinde verilen ¢(¢) baslangig fonksiyonu ile gakismas: gerekmelidir. ¢6ziim
[to ,T] aralifinda istenirse, o zaman E, baslangig ciimlesi
E, ={to}U{r-r(t): 1-rlt)<sy , 1o <2<T}
dir. Baglangi¢ ciimlesinin ¢, baglangi¢ noktasmna bagl oldupu asagidaki Srneklerde

goriilebilir.

Ornek 1.2.1.

2)= fle.x0) s —cos? 1)) (1.2.7)
denklemi igin 7y =0 ise, bu durumda £, =[-1,0] olup ¢(r) baslangi¢ fonksiyonu
[-1,0] araliginda verilmelidir.

Ornek 1.2.2.
X(f)= ax[iJ (1.2.8)

denklemi igin

dir.
1.3. Salimim Tamimlan

Once asagidaki Srnekleri goz oniine alalim.



Ornek 1.3.1.
y+y=0 (1.3.1)
denklemi y(t)=cost ve y(t)=sins periyodik ¢dzlimlerine sahiptir,

Ornek 1.3.2.
y’(t)—% y(e)+4:* y()=0 (13.2)

denkleminin y(¢)=sin £? ¢bzlmil periyodik degildir ama salinim karakterine haizdir.

Ornek 1.3.3.

y"(t)+% y(t)——;- We-7)=0,¢20, (133)

denkleminin y(t)=1-sin¢ ¢bztimt kath sifirlarm bir sonsuz dizisine sahip oldugu igin
bu ¢ozlim de salimim karakterine sahiptir.

Ornek 1.34.
ye)-y(-1)=0 (134)

denklemi bir salimmli y,(f)=sin gGziimiine ve bir de salmimh olmayan (salinimsiz)

y{t)=e' +e™ goziimiine sahiptir,

Simdi

y'(t)+alt) y(¢~r(t))=0 (1.3.5)
denklemini ele alalm. Bu denklemin y(¢) goziimleri [T, ,e0 ) lizerinde mevcut olmak
iizere her T 2T, igin sup{| yO)|: 2T }>0 saglansin. Baska bir ifadeyle, herhangi bir
sonsuz [T,oo) aralifinda | y(t)| 0 olsun. Bdyle bir ¢oziime gogunlukla bir diizgiin

¢oziim (regular solution) denir. Buna gdre agikar olmayan bir ¢6ziim daima bir diizgiin
¢oziimdiir. Simdi diizgtin ¢Sziimlerin salimml olmasi ile ilgili olarak literatiirde en sik
karsilagilan iki farkli tamm bigiminden s6z edelim.



Tanmm 1.3.1. Asikar olmayan y(t) ¢Sziimil ¢ > to igin keyfl sayrda ¢ok sifira sahip ise

(yani, lim f, =4ec olacak sekilde y(t) nin sifirlarinin bir {t,,} dizisi varsa), bu
n—>00

durumda y(¢) goziimiine salmimlidir denir. Aksi durumda, y(t) ye saliuml: olmayan

¢oziim denir.

Salimmli olmayan ¢Bziimler igin her ¢2¢, igin y(r)#0 olacak sekilde daima bir ¢,

noktasi vardir.

Tamm 1.3.2. Asikar olmayan y(t) ¢oziimii, T herhangi bir say1 olmak lizere (T,)

tizerinde igaret degistiriyorsa, bu durumda y(r) ¢6ziimiine salmmhidsr denir.

(1.3.5) deki r(r)=0 ve al) siirekli ise, bu iki tamm esdegerdir. Ciinkii boyle bir
durumda ¢Oziimiin teklifi nedeniyle kath sifirlar olusmaz. Fakat, Omek 1.3.3 de
goriildiigti Ozere bir gecikmeli denklem kath sifirlara sahip olabilmektedir. Bu iki tanim,
6zellikle daha yiiksek basamakl adi diferensiyel denklemler igin de farkhdir. Zira
boylesi denklemlerin ¢oziimleri kath sifirlara sahip olabilir.

Tamm 1.3.1, Tamm 1.3.2 den daha geneldir. Gergekten (1.3.3) denkleminin
y(t)= 1—sin¢ ¢ozlimil birinci tamma gore salimmh oldugu halde, ikinci tanima gére

sahmmb degildir.

Sahmm teorisinde ¢ok 6nemli bir yeri olan Sturm kargilagtirma teoremi
y ) +al) yi)=0 (1.3.6)
denklemine uygulanirsa, asagidaki sonuglar bulunur:

Sonug 1.3.1. (1.3.6) lineer adi diferensiyel denkleminin bitiin ¢8ztimleri ya salimmhidir
ya da salmimli degildir.

Bu sonuca gore (1.3.6) denklemine, her ¢8ziimii salimmli ise, salimmls denklems; aksi

durumda salimemly olmayan denklem denir.



Sonug 1.3.2. (1.3.6) denklemi salinimli ve her ¢ 2 ¢, igin aft) < b(¢) ise, bu durumda

¥t} +blt} y(e)=0 (1.3.7)
denklemi de salimmlidir. Ayrica, (1.3.7) denklemi salimmli degilse, o zaman (1.3.6)

denklemi de saliniml: degildir.

Ornegin, Euler

y'(t)+ti2 y(t)=0 (1.3.8)

denklemi « =% igin sahmml degilken; a =]+TE {£>0) igin sahmmlidir. Buradan

Sonug 1.3.2 ye gore agagidaki kriter bulunur;

12 a(t)S% ise, (1.3.6) denklemi sahmmbi degildir; ve 2 a(t)>H;T€(£>0) ise,

(1.3.6) denklemi salimmlidur.
Sonug 1.3.2 den agagidaki sonug yazilabilir:
Sonug 1.3.3. a(t)< 0 ise, bu durumda (1.3.6) denklemi salimmh degildir.

Ornek 1.3.5. ikinci basamaktan gecikmeli
y )+ y(z-1)=0 (1.3.9)
denklemi hem bir salmimh y,(¢)=sins ¢dziimiine ve hem de bir salimmli olmayan
y2(t)=¢' —e”™ ™" ¢oziimiine sahiptir. Ote yandan, gecikmeli
y(t)-y(t-z)=0 (13.10)
denkleminin y =sint ve y =cost gibi salmumh ¢6ziimleri varken, adi diferensiyel
)~ yle)=0

denkleminin sahmmli ¢dziimleri yoktur.,



2. TEK GECIKMELI LINEER DENKLEMLER

Bu boliimde sadece bir gecikme igeren bazi gecikmeli diferensiyel denklemler ele

alinarak bunlanin ¢6ziimlerini saliniml kilan 8nemli sonuglardan s6z edilecektir.

2.1. Tek Gecikmeli Kararh Tip Denklemler

Bu kesimde asafiida verilen gecikmeli diferensiyel esitsizliklerin ve denklemin

¢oziimlerinin salimmli olmasi durumu ele alinacaktir:

Y e)+ p(t) () <0, @.1.1)
y)+ p)y(g())20, @2.1.2)
ye)+ ple)y(s())=0, @.1.3)
burada p,geC[R*,R* ], g(t) <1 ve lim g{t)=+oo .
t—00
(2.1.3) formunda bir denkleme bir kararli tip denklem denir.
Teorem 2.1.1,
‘ 1
tim | p(s)ds>— (2.14)
¢

ise, bu durumda

) (2.1.1) esitsizligi nibayet pozitif ¢6ziimlere sahip degildir;
(i)  (2.1.2) esitsizligi nihayet negatif ¢8zilmlere sahip degildir;
(iii)  (2.1.3) denkleminin biitiin ¢6ztimleri salimmlidir.

Kamt, Genellisi bozmadan g(r) yi azalmayan alahm. Aksi durumda
t
olt)=max(g(s), se[0,z] ) alimir ve (2.1.4) esitsizligi lim j pls)ds >l ifadesine
1w ) e
esdeger olur. flk ofarak (i) durumunu ispatlayalim. y(¢), z =1 igin y(g(f))>0 olacak
sekilde (2.1.1) esitsizliinin nihayet bir pozitif ¢6zlimil olsun. (2.1.4) den dolay:



t
J p(s)ds20>-:— 1218, @2.1.5)
(¢

&)

olacak bigimde t, >, vardir. 7 21, igin y’(t) < 0 oldugundan, (2.1.1) den
y)+plt)y(r)<0 2.1.6)
dir. (2.1.6) esitsizligini y(z) ile bsliip g(r) den ¢ ye integre edersek

)
In + [pls)dsso ,r21y,

EEOMEN

ve buradan

m%nz gé.j(s)ds 2c ,t2t,

bulunur. x >0 igin e* 2 ex oldugundan,

M 2ec ,t2t,,
¥(e)
cikar. Yukaridaki islemlerin tekrar edilmesiyle,
Mz(ec)" 21, @.1.7)
¥(t)

olacak bigimde bir {, } dizisi vardur. (2.1.5) den dolay1 £ > t; igin
7 c ' c
I p(s)ds>=  ve Ip(s)ds >—
2 4 2
g(t) '
olacak sekilde bir ¢” vardir. (2.1.1) esitsizliginin g(r) den ¢" ’a kadar integre edilmesiyle

oi*)- )+ [rls)(g(s))as <0
g(t)

ve buradan

W)= yele*))S (2.1.8)

esitsizligi saglanir, Benzer olarak



ve dolayisiyla
i)z 5 )5 2.19)

olur. (2.1.8) ve (2.1.9) un birlestirilmesiyle

')z y(g(t*))(—;)z 2.1.10)

esitsizligi bulunur. (2.1.7) ve (2.1.10) dan her ¢ 2 ¢, igin

k ks
(EJ zﬂf((’;)nz(ec)" @.1.11)
c y t

elde edilir.
Simdi

2
(ec) > (3) 2.1.12)
p

olacak sekilde yeterince bilyiik bir & segelim. Bu miimkiindiir, ¢linkii ec>1 dir.
Buradan (2.1.11) bir geliskidir.

Paralel bir inceleme (2.1.2) igin saBlanir. Buradan (iii) sonucu elde edilir ve ispat
tamamlanmsg olur.

Simdi p(t)=p>0 ve glt)=r—r, r >0, 6zel durumu igin agagadaki sonucu verelim.

Teorem 2.1.2. (2.1.3) denklemindeki p ve r sayilan pozitif olsun. Eger
pres<l (2.1.13)
ise, bu durumda (2.1.3) denklemi bir salimmli olmayan ¢6ziime sahiptir (Ladas 1979) .

Kamt. (2.1.3) denkleminin y(r)=exp(4r) formunda bir ¢6ztimiine bakalim. (2.1.3)
denkleminin karakteristik denklemi
F(A)= A+ pexp(~1r)=0
olup
F(0)=p>0
9



ve

p[_l)=_l+pe=mso
r r r

dir. Buradan y(t)=exp(4?), (2.1.3) denkleminin salinimh olmayan bir ¢oziimil olacak

sekilde bir negatif gergel Ae [— l,OJ sayis: vardir.
r

Sonug 2.1.1. (2.1.3) denklemindeki p ve r pozitif sayilar ise, bu durumda
pre>1 (2.1.14)
(2.1.3) denkleminin tiim ¢dzilmlerinin salinimli olmast igin gerek ve yeter kosuldur.

Ornek 2.1.1
y’(t)+(l]y( -1)=0 @2.1.15)
e

denklemi, pre=1 oldugundan, Teorem 2.1.2 nedeniyle sahnimh olmayan bir ¢dziime
sahiptir. Gergekten

y(6)=exp(~1)
verilen denklemin salinimli olmayan bir ¢dziimiidiir.

Ornek 2.1.2.
’ 1 t
t)+———y = |=0 2.1.16
() (eln2)ty[2) (2.1.16)
denklemini ele alalim, burada p(¢)= N dir. Agik olarak
(eln2):
i 1
[ pls)ds == @117
¢
'
2

oldugundan, (2.1.16) denklemi (2.1.4) kosulunu saglamaz. Ger¢ekten @ = —% olmak
n

izere

o

y)=1
verilen denklemin salinimli olmayan bir ¢ziimildir.
10



Teorem 2.1.2 ve yukaridaki 6rneklere gore (2.1.4) kosulu (2.1.3) denkieminin biitiin

¢Ozilimlerinin salinimli olmast igin olast en iyi kosuldur.

Sonug 2.1.2. Daha kompleks formlu olan

y©)+ pe)y(ge)=s(x()))=0 2.1.18)
gecikmeli denklemini ele alahm, burada p(t) ve g{t) Teorem 2.1.1 in kosullarm
saglamaktadir. s(y) siurl, negatif olmayan, siirekli bir fonksiyon ise, bu durumda
(2.1.18) denkleminin her ¢6ztimii (2.1.4) kosulu altinda salinimidir.

Kanit. Gergekten, genellii bozmadan (2.1.18) denkleminin bir pozitif y(¢) goziimiine
sahip oldugunu kabul edelim. Bu durumda yeterince bilyiik bir ¢, vardir 6yle ki 21,
igin
»g(0)-s(x()))>0
Buradan y(r) <0 ve y(g(r)) < y(g(t)-s(¥(r))) dir. Boylece
y()+plt)y(s(r)) <0

olur ki bu Teorem 2.1.1 ile gelisir.

Teorem 2.1.3. p, geC[R",R* 1, g(t)<¢ ve azalmayan, lim g(t)=+o ve
1—yoo

t

j s)ds > 1 (2.1.19)
)

ise, bu durumda (2.1.3) denkleminin her ¢6ziimil salinimlidir.

Kamt. Genelligi bozmadan >+ i¢in y{g(t))>0 olacak bigimde y(t)>0 saliniml
olmayan bir ¢oziim olsun. (2.1.3) denklemini g(f) den ¢ ye kadar integre edersek,

t
)-8+ [pls) =0
&)

veya esdeger olarak

¥e)+y(ge) )[ jp(s)ds - l] <0 (2.1.20)

&lr)

11



elde edilir. Bu ise bir geligkidir. Ciinkil ¢ yeterince biliyiik oldufu zaman (2.1.19)
kosulundan

dir.

Ornek 2.13.

g e

denklemini ele alalim; burada

teR* igin p()=[J—+ )( ]+cost>0.

Buna gore te R* igin

j 5)ds = j[(J_+ J[”J+coss]ds—f+ +sint +cost

—-= t-=

2 2
elde edilir. Buradan

3
lim I p(s)d.s-:l
1 e

13
—=
2

olur ki bu Teorem 2.1.1 in (2.1.4) kogulunu saglamaz. Bununla birlikte
t
lim J p(s)ds=2ﬁ+l>1
o0 z e

dir, Sonug olarak (2.1.21) denklemi Teorem 2.1.3 iin (2.1.19) kosulunu saglar. Buradan
(2.1.21) denkleminin her ¢8ziimil salimimlidir.

Bu ornekten,

hm J. pls
HO!

meveut olmadi zaman (2.1.4) ve (2.1.19) kogullarimin kesigebildikleri anlagilmaktadir.
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Teorem 2.14. p, ge C[R* ,R*1, glt)<¢, lim g{t) =400 ve
§—e0

lim
1—>00
4

ise, bu durumda (2.1.3) denklemi salimmii olmayan ¢6ziime sahiptir (Ladde 1979).

pls)ds < 1 (2.1.22)
) e

——

Kamit. {spat igin (2.1.3) denkleminin

yt)= exp[jl(s)ds] (2.1.23)

n

formunda bir ¢oziime sahip oldugunu géstermek yeterlidir. Béyle bir ¢8ziim igin

Al)= exp[ j Als } (2.124)
alt)

olur.

Amacimz (2.1.24) denklemini saglayan reel degerli, stirekli bir A(¢) fonksiyonunun
varhgim gostermektir. Asagidaki gibi bir operator tanimlayalim;

- p(t)exp[— jﬂ(s)ds] , 121,
&)

ot) .tg-r<i<y, ,(infg(t)=t0—r , r>0),

12ty

Ta)e)=

(2.1.25)

burada »>0. T operatoriiniin, siirekli fonksiyonlar C[ty —r,+c) uzayindan yine

kendi igine tammli olan azalmayan siirekli bir operatdr oldugu agikfir.

(2.1.22) kosulundan
t
e Jp(s)ds <l ,t21y, (2.1.26)
&)
olacak sekilde bir o€ R™ bulunabilir. $imdi
yolt)=—eplt)<0
olsun ve (2.1.25) deki ¢(¢) fonksiyonu [to - r,to] lizerinde

13



yolt)so(t)<0 @21.27)
esitsizligini saglasin. Agik¢a yoeClfy —r,+) olup (2.1.25) den (2.1.27) ye kadar
olan ifadelerden

t
(Tyo))= exp{— { ols ]

z-plt)e=yo(t) , 1215
oldugu goriilur.

tefty —r,+o0) igin %o(t)=0 alalim. Buradan
(Txo )(t) S %0 0)

dir. yg < xo oldugu dikkate alinirsa, Ty <Txg ve

Yo £Tyg <Txg < xg
bulunur,
Yni1 =T¥ns

Y0 S Yn S Y SXp
esitsizliklerini saglayan bir artan dizi olsun. Buradan {y, } dizisi bir 1 limitine
yakimsaktir, Lebesgue yakimsaklik teoreminden Ty, de 74 ya yakinsar. Buradan
TA =24 dir. O halde A , [ty—r.,+00) lzerinde siirekli bir fonksiyondur. Ayrica,
t 2ty ~r igin

yo(6)S Ale)< x0(e) . (2.1.28)

Bu ise (2.1.24) denkleminin [ty —r,+o0) iizerinde siirekli bir A(f) ¢oziimiine sahip
oldugunu ifade eder. Buradan

)

y(t)= expﬁ/l (s)ds} 2.1.29)

(2.1.3) denkleminin bir salimmli olmayan ¢6ziimiidiir.

14



t
Uyan 2.1.1. lim j p(s)ds mevcut olmadifn zaman, (2.1.4) ve (2.1.22) ya da (2.1.19)

70
ve (2.1.22) kosullan arasinda bir bogluk vardir ve bu bogluk bilindigi kadariyla hala bir
agik problem olarak stirmektedir.

Uyan 2.1.2. (2.1.3) denkleminin salinnmh ¢8ztimleri tizerine ilk inceleme Myskis
tarafindan 1972 de yapilmistir. Bu galigmada

Tim (t— g(t)) <+e , lim (r- g(t)) lim p(t)>é (2.1.30)

t—yo0 t—r00 t—o0
seklinde bir yeter kosul verilmigtir. Ancak buna gore (2.1.4) kosulunun (Ladde 1977)
daha iyi oldugu agiktur.

Simdi (2.1.3) denkleminin ¢6zlimlerinin asimptotik davranigint inceleyelim. Bunun igin
r >0 bir sabit ve pe C[R™,R" ] olmak tizere
Yy + ple)yle-r)=0 , 121, , 2.1.31)

denklemini ele alalim.

(2.1.31) denkleminin te E, =ty -7, ty] icin y(t)=g(¢) baslangig kosulunu saglayan
goziimii y(t;tq,0) olsun, Burada ¢(r), E,, iuizerinde siirekli bir fonksiyondur. Once iyi

bilinen asagidaki lemmay: ifade edelim (Driver 1977).

Lemma 2.1.1. p{t)=p>0 ve 0< pr< —725 olsun. Bu durumda

lol=sup |o(s)]
fg—r<ssty
olmak lizere
| y(2: 20 p)| S Mo |exp(-v(t—15)) , 229, (2.1.32)
olacak bigimde M ve v pozitif sabitleri vardir. Aynica z{t;1,,0),
Z()+pzle—r)=hl) , 121, , (2.1.33)



denkleminin 7, noktasinda sifir baglangi¢ fonksiyonunu saflayan ¢dziimil ise, bu

durumda
M
t;t9,0)| s — h
| 2(#:10,0)| Vexp(pw)rmnslgtl (s)|

dir.

Lemma 2.1.2. 0 < o(t) <t siirekli ve lim o(t)=r < oo var olmak iizere
00
YO+y-0())=0 , r21,
denklemini ele alalm.
b
r<=
2

ise, bu durumda (2.1.35) denkleminin her ¢6ziimii + — oo halinde sifira gider
(Ladas, Sficas ve Stavroulakis 1983).

Kamit. (2.1.35) denkleminin herhangi bir ¢oziimii y(z) olsun.
olt)sr+1, t21,
ve

%—exp(1+v)r|r—0'(t)|s .2y,

N | —

(2.1.349)

(2.1.35)

(2.1.36)

(2.1.37)

esitsizlikleri saglanacak bigimde bir ¢, 2¢,+2r +2 segelim, burada M ve V sabitleri

p =1 halinde Lemma 2.1.1 deki gibi tamml: sabitlerdir.

),

X@)+xt-r)=0 , 124,

denklemininE, =|# —r, ;] tlizerinde x, =y, baglangic fonksiyonunu saglayan
4 1 1 n =Yy

¢ozimil olsun. (2.1.36) kosulu nedeniyle, Lemma 2.1.1 den dolayr, x(f) goziimi

t — oo halinde sifira gider.
2(e)= y(t)- »(r)
olsun. Bu durumda z{¢), 7, noktasinda sifir baglangig fonksiyonu ile birlikte
)+ 2t -r)=y(t-r)-y(t-ot)) , 121,

16



denklemini saglar. p =1 ve h{s)= y(s—r)—- y(s - o(s)) olmak ilzere (2.1.34) den

] z(t)l < %exp(l +v)r max| y(s—r)—y(s—o’(s))| (2.1.38)

n<sst
bulunur. (2.1.35) denklemine ortalama deger teoreminin uygulanmasiyla
| (s )= Hs—ols))| = ols)-r|| y )|
=| o(s)-r|| ¥§ -0())|
elde edilir; burada £ sayist s—r ile s —of{s) arasindadir. Buradan

By = max | y(s)]

alinirsa,

max | y(s—r)- y(s —o(s))| < max [o(s)—r| max ]y(s)l
nSsst H<Ssst tgSs<t

< max |0'(s)—r|[Bl + max |y(s)|]
nSsst <5<t

bulunur. (2.1.38) esitsizliginden
|y(t)[—|x(t)| < Mexp(l +v ) r max | a(s)—-rl[B, + max |y(s)|] (2.1.39)
v n<sst fn<sst
ve (2.1.37) esitsizligine gore de
1
)] x(t)|+E[B| + o | y(s)|:|
HysSsst
¢ikar. Buradan her T 2 ¢, ve t; ¢ ST igin
l
010+ 5] 1 a6 |
elde edilir. Her iki tarafin maksimumu alinir ve terimler yeniden diizenlenirse,
,Insl':\gr ly()]< 2'112?5 [x(e)|+ B,
bulunur. Yani, y(¢) suurli bir fonksiyondur ve dolayistyla
|y)|<B , 121,

olacak bigimde bir B 2 B, vardir. (2.1.39) esitsizligi kullamlirsa,

|y(t)|S|x(t)|+28(%)exp(]+v)rtlrgzsvsltla(s)—ﬂ



elde edilir. lim o{t) =7 oldugundan yukandaki esitsizlikten

00

lim y(¢)=0

=300

bulunur. Bu ise lemmay1 kanitlar.
Simdi asagidaki sonug ispatlanabilir.
Teorem 2.1.5. peC[R*,R*1, >0 sabit ve

o0

| plt)dt = +eo (2.1.40)
fo
¢
olsun. Ayrica lim J pls)ds var ve
t—)mt_r
‘ n
lim [ p(s)ds< = (2.141)
1o 2 2
esitsizligi saflansin. Bu durumda (2.1.31) denkleminin her ¢6ziimii ¢ — oo halinde
sifira gider.
t
Kamit. u=olt)= Ip(s)ds , 21y,
)

alinsin. (2.1.40) kosulundan dolay: o (t) vardir ve

lim u(f)=oco.

t—>00
Ayrica,

t—r ' t o)
olt-r)= [ pls)ds=[pls)ds— [ pls)ds=u(t)- [ pls)as
t 1, t-r o7\ (u)-r
elde edilir. Yani,
o7'(u)
t-r=0"u- I p(s)ds
o u)-r

18



dir. Buradan

z(u)= y(o’l(u)) (2.1.42)
ddniistimit (2.1.31) denklemini
o)
ZW)+zu- [ pls)ds |=0 (2.143)
o7 u)-r

denklemine dontistiirtr.

(2.1.41) kosuluna gdre (2.1.43) denklemi Lemma 2.1.2 nin hipotezlerini saglar ve

dolayisiyla
lim z(u)=0
U—r00

dur. (2.1.42) den dolayt
lim y(t)=0
t—eo

elde edilir. Boylece ispat tamamlanmig olur.

Ornek 2.1.4.

y(e)+ y(t—§]= 0 (2.1.44)

t
denklemini ele alalim. J' p(s)ds:% oldugundan (2.1.41) kosulu saglanmaz.

=
5

Gergekten (2.1.44) denklemi y(t)=sint ¢oziimiine sahiptir ve bu ¢dziim £ — o
halinde sifira yaklagmaz. Bu 8mek, (2.1.31) denkleminin her ¢bziimiiniin ¢ — oo
halinde sifira yaklagmasi igin (2.1.41) kosulunun en iyi kosul oldugunu géstermektedir.

Ornek 2.1.5.
¥ (t)+ p(2+cost)y(t—272)=0 (2.1.45)

denklemini ele alalim; burada 0< p < -:; ve plt)= p(2+cost) dir. Agik olarak

o0 t
Jp(t)dt =oo ve Jp(s)ds =4pm < %
0

27
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Buradan Teorem 2.1.5 nedeniyle (2.1.45) denkleminin her ¢oziimii £ — oo halinde sifira

gider.

t
Uyar 2.1.3, lim _[ p(s)ds meveut degilse, (2.1.41) kosulu yerine
t—e0
t=r

t
fim [ p(s)ds <1 (2.1.46)
r—)mt--r

kosulu alinabilir ve bu durumda Teorem 2.1.5 in hilkmii yine dogru kalir(Kusano 1982).

Ornek 2.1.6.
y()+ pQ+cosnylt—z)=0 , 20, (2.147)
denklemini ele alalim; burada O0< p < ﬁ dir. p(t)= p(2+cost) igin
[ pe)d =<
0

ve

t t
I p(s)ds = Ip(2+coss)ds =2p{x+sint)
-7

t %

oldugunu belirtelim. Ayrica,
t
limsup J.p(s)ds =2p(r+1)<1.
= g
Buradan (2.1.46) kosulu saglamr. Dolayisiyla, Uyann 2.1.3 npedeniyle, (2.1.47)

denkleminin her ¢oziimii £ — oo halinde sifira gider.

Uyan 2.1.4. Daha sonraki ¢aligmalarda (2.1.3) denklemini salimmbi kilan bagka yeter
kosullar bulunmustur. Bunlar arasinda en keskin olam



dir (Elbert ve Stavroulakis 1995). Bu kosul (Li 1995) makalesinde sadece g(t)=t-r

6zel durumu igin ifade edilmistir.

Ayrica,
T 1
a = liminf I pls)ds <=
1300 e
gl
ve
: a2
m=liminf | pls)ds>1-=-
= 0 4

kosullan altinda (2.1.3) denkleminin saliumli olacagi (Erbe ve Zhang 1988)

makalesinde ispatlanmugtir.

2.2, Salmim Katsayih Denklemler

Bu kesimde gecikmeli diferensiyel

y )+ ple)yle-r)<0 @2.1)

y)+ple)yle-r)z0 22.2)
egitsizlikleri ile

ye)+ ple)yle=r)=0 (2.2.3)

denklemi ele alinmaktadir ve p(t) katsayismin her yerde pozitif oldugu kabul edilmese
bile agagdaki sonuglarin dogru olduklan gdsterilmektedir.

Teorem 22.1. p{t) ayrk araliklarin en az bir {(£,.t, )}, ¢, —&, =2r, dizisi

iizerinde pozitif olsun.

1,
limsup } pls)ds=1 (2.24)

noe gy

ise, bu durumda

@ (2.2.1) esitsizliginin nihayet pozitif ¢6zlimil yoktur;
(i)  (2.2.2) esitsizliginin nihayet negatif ¢6zimii yoktur;
(iii)  (2.2.3) denklemi sadece saliminl ¢dziimlere sahiptir.



Kamt. ik olarak (2.2.1) esitsizliinin nihayet pozitif ¢Szlimlere sahip olmadigin
ispatlayahim. Bu amag dogrultusunda, y(t), ty yeterince bilyiitk olmak iizere ¢ > ¢, igin

y(t)>0 olacak sekilde (2.2.1) in bir ¢8ziimii olsun, O halde ¢ >t +r igin y(z—r)>0
olur, £, — o oldugundan, bir N vardir 6yle ki n2N, &, > +r igin, ve (5,, oty )
iizerinde p{t)>0 oldugundan, te(&,,t,) icin y’(t)<0 dir. Bdylece n2N ve
te (&, +r.t, ) igin y(t—r)> y(t) dir. (2.2.1) esitsizliginin n 2> N igin 1, —r den 1, ye

kadar integre edilmesiyle
t,
Hea)=3lea =1+ [pl)ls=r)dss 0
ty-r
bulunur ve y(¢) azalan oldugundan

3(60) 3t =)+ 5t —1) [ lo)s0

fg—r

yada

¥, )+ ¥, —r)[ irp(s)ds - l} <0

Ip=r
bulunur. Bu ise, (2.2.4) den dolayr bir geligkidir. Dolayisiyla (2.2.1) esitsizliginin
nihayet pozitif ¢6ziimii yoktur.

(2.2.2) esitsizliginin nihayet negatif ¢8zilmiintin olmadigim ispatlamak ig¢in (2.2.2)
egitsizliginin bir ¢6ziimii y(t) ise, bu durumda ~y(f) nin (2.2.1) esitsizliginin bir

¢8ziimi olduBunu s8ylemek yeterlidir.

Bu incelemeden gériildii ki (2.2.3) denklemi nihayet ne pozitif ne de negatif ¢oziimlere
sahiptir. Dolayistyla (2.2.3) denkleminin her ¢8ztimil salmimlidir.

Teorem 2.2.2. p(t) , 1, —&, 22r ve lim(f, —&,) =+ olmak iizere ayrik araliklarn
R—>oo

enaz bir {(£,,1,)}, dizisi izerinde pozitif olsun. Ayrica,
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hmmfj dv>— . re|J&, +r1,), (2.2.5)

e n=l1

olsun. Bu durumda Teorem 2.2.1 in hitkmil dogru kalir.

Kamt. y(t), ¢, yeterince biiyiik olmak iizere ¢ >, igin y(t)>0 olacak sekilde (2.2.1)

in bir ¢ozlimii olsun. Buradan ¢ > tg +r igin y{t—r)>0 olur. &, — oo oldugundan bir

N sayis1 vardir §yle ki n2 N ve &, >ty +r igin ve buradan te U(f,, LI, ) igin
n=N

¥()>0, y(t—r)>0ve y(t)<0

olur. Simdi

hmmfj ds>K>~ , te Urf,,+rt

t—r

olacak bigimde bir K sayisi segelim. Buradan bir N, vardir 8yle ki

j ()dv2K>— , te U({,’,,+rt

t n=N,

dir. Ayrica

:l ™|
=

(s)dszg , Ip(s)dsz—
&

olacak bigimde bir E; e (¢, —r.t,) vardir. (2.2.1) esitsizliginden

g
W& yes-r)+ Jpledyls-r)ds <o

ty—r

elde edilir ki buradan

&
-y, -r)+ y(é_,,—r) jp(s)ds <0
-y, -r)+ y(f:—r)gso
olur. Benzer olarak
)= ¥(&)+ [ Plo)yls~r)as <0
'

23



¢ikar, Buradan

- Y(E)+ ¥, - r)Ip(s)ds <0
z,

Ve
-y(& )+ ylt, - r)g <0

bufunur, Buna gore

A&z 3, -r)% [ )y(_ )

veya egdeger olarak n=N;,N; +1,... igin

_(5(:_5_) [_JZ Ecltya-rt,) (2.2.6)

Yy gn
elde edilir.
Ote yandan (2.2.1) esitsizﬁginden

ye)+pl)yl)<o , te [J&, +r.1,),
n=N,
bulunur ve buradan
7 3
20, pys0 e (€, +r)
e ( ) n=N,

yazilabilir. Her iki yan integre edilirse

yg( S jp Jass0 , te JE, +2n.t,),
- 'l=N[

dolayistyla

ye=r)
In 2K, , te &, +2r,1,)
¥(e) Hvl "

veya egdeger olarak

y(t_r)ZeKZeK , L€ U(é,,+2r,t,,)
y(t) n=N,

¢ikar. Yukandaki islemlerin tekrar edilmesiyle,
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(ek)" > (%Jz

ve t, —r <&, +(m+1)r <t, olacak gekilde yeterince biyitk segilen bir m igin

H=r)s e
0 Ky, tengllf,, +(m+1)r,t,)

elde edilir. Belirtelim ki # — oo igin ¢, —&, — o oldupundan, m nin bdyle bir se¢imi

miimkiindiir. Buradan (2.2.6) ile bir geligki elde edilir.

Ispatin kalan kismi Teorem 2.2.1 in kamtina benzerdir.

Ornek 2.2.1.

y(6)+(sint) y[t —%J: 0 227
denklemi Teorem 2.2.1 in kosullarin sagladig igin (2.2.7) denkleminin biitiin ¢6ziimleri
salimmlidrr,
Ornek 2.2.2,

y{t)+(sint ) y(r—27)=0
ve

2 +sint

y'(t)+&y(t—£ ]=0
2
denklemleri strasiyla, salimmh olmayan
y(£)= e ve y(t)=2+coss

¢dztimlerine sahiptir. Belirtelim ki Teorem 2.2.1 ve 2.2.2 nin kosullart bu iki denklem

i¢in saglanmamaktadir.
2.3. Tek Gecikmeli Kararsiz Tip Denklemler

Bu kesimde
y't)=plt)yle-r), ple)20, r>0, @3.1)
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denklemi ele alinmaktadir. Bdyle bir denkleme kararsiz tip denklem denir. Kesim 2.1 de
(2.1.3) denkleminin her ¢8ziimiinii salimmh kilan kosullar p(t) ve r lizerinde verildi.
Fakat (2.3.1) denklemi igin benzer kogullar yoktur. Bunun sebebini sabit katsayili
durum i¢in agiklamaya ¢aligalim,

Teorem 2.3.1. (2.3.1) denkleminde p(t}=p>0 ve r>0 olsun. Bu durumda (2.3.1)

denklemi daima siirsiz ve salimmli olmayan bir ¢8zlime sahiptir.

Kamt. y(t) = e alalm. (2.3.1) denkleminin karakteristik denklemi

F(A)Y=A-pexp(-Ar)=0
olup

F'(A)=1+prexp(~Ar)>0
dir. Yani F(A) monoton artandir. F(0)=-p<0 ve F(p)= p(l—exp(-pr))>0
oldugundan F(1)=0 karakteristik denklemi bir 4, < (0, p) reel kokiine sahiptir. Bu ise
(2.3.1) denkleminin

y)=exp(Zg1) . 49 >0,

seklinde salimmli olmayan bir ¢bziime sahip oldugunu ifade eder.

Teorem 2.3.1 den, sabit kaisayih olmasi durumunda (2.3.1) denkleminin tiim
¢Oziimlerinin salimmhiliin garanti eden kogullarin olmadig anlagiimaktadar.

Teorem 2.3.2. p(t)= p >0 olmak ilzere sabit katsayth (2.3.1) denklemini ele alalim.

(l/zjk)” = p(1f!

(23.2)

denkleminin bir & tamsay1 ¢8zilmil varsa, bu durumda (2.3.1) denklemi sinurli salimiml

bir ¢oziime sahiptir.

Kamt. 8 #0 olmak iizere A=a+if ve y(t)=exp(At) olsun. Buradan karakteristik

denklem
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“cosfr

a=pe”
B=—pe* sinfBr

dir. Amacmmz (2.3.3) cebirsel sisteminin (0,8) reel ¢bziimiine sahip oldugunu

(2.3.3)

gostermektir,

o =0 igin (2.3.3) den cos S+ =0 bulunur ve buradan
Br =[%+k)7z , k=0%1%2,.. ,

dir. (2.3.3) {in ikinci egitliginden
B=-psin fr=p(-1)""
elde edilir. Yukandaki iki denklemin birlestirilmesiyle

(/2+k)x < p (1P

bulunur. Eger bu cebirsel denklem bir & tamsay: ¢dziimiine sahip ise, bu durumda

B =p(=1)" olmak iizere y(r)=cos Bt (2.3.1) denkleminin bir ¢oziimiidiir.

Ornek 2.3.1.

y()= y(t —%ﬂ ) 2.34)
denklemini ele alalim. Bu denklem igin (2.3.2) denklemi &4 =1 tamsay1 ¢Bziimiine
sahiptir. Buradan B =1 olup y(t)=cost, (2.3.4) denkleminin suurli salmmb bir

¢ozitmiidiir,

Uyan 2.3.1. pr<e oldugu zaman (2.3.1) denkleminin genellikle saliniml ¢dztimlere

sahip olmadif s6ylenebilir (Driver, Sassev ve Slater 1973).

Uyan 2.3.2. Teorem 2.3.1 den her ¢8zimiin salimmh olmasim garanti eden yeter
kosullarin bulunmasi yoniinde bir ¢aba gostermenin bosuna oldufu anlagilmaktadir.
Bununla birlikte, sahmmli ya da salimimsiz ¢6ziimlerin varhiim garanti eden yeter
kosullarin bulunmas1 degerli bir ¢aligma olur. Maalesef, bilindigi kadaryla simdiye
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kadar bu problem hakkinda yapilmig 6nemli bir ¢aliyma yoktur. Daha sonra, (2.3.1) in
bir salinimsiz ¢8ziimiiniin varlid1 ile ilgili olarak bir yeter kosuldan sz edilecektir.

Simdi (2.3.1) denkleminin salimmli ¢8ziimlerinin bazi1 8zelliklerini gz Sniine alalim.
y(t), (2.3.1) denkleminin bir ¢oziimil olsun ve N(t) de y(¢) nin [r—r,¢] arahgindaki
sifirlarnin sayisimt  tammlasim.  v(r), [t-r,¢] arahginda isaret degistiren sifirlarm
say1s1 olsun. Agik olarak

limsupN(r) 2 1 2.3.5)

{00
ise, bu durumda y(t) ¢ozimii salimmh olup v(r)< N(¢) dir. Yeterince bilyiik ¢ igin
N({t}=0 ise, bu durumda y() salimmsizdir.

Asa@daki iki lemma, bir teorem ve iki sonug (Birkoff 1966) makalesinden alinmgtir.

Lemma 23.1. (23.1) denklemindeki p(r) pozitif veya negatif sabit isaretli bir
fonksiyon ve fo,t;,¢, noktalan y(¢) nin ardigik li¢ sifin olsun. y(r), ¢, de isaret
degistirmiyorsa, bu durumda

vit,)<vieg)-2
dir.

Kamit. Genelligi bozmadan (z,,¢,) lizerinde y(t)20 olsun. Bu durumda herhangi bir
(r,-€,4+€), €>0, arahginda y'(z) negatifien pozitife dogru isaret degistirir.
Dolayisiyla y(r—r)=y'(t)/ p(t) ifadesi de aym sekilde igaret deistirir. O halde
v(t), ¢ noktasinda bir eksilir. Ayrica y'(t), ¢, den 8nce pozitiften negatife dogru isaret
depistirdiginden dolayt v(¢) bir daha eksilir. Boylece y(t) sabit isaretli oldugundan

v(t) nin artmayacag gergegi de dikkate alinirsa, ispat tamamlanmis olur,

Lemma 2.3.2, (2.3.1) denkleminde p(t)>0 ise, bu durumda v(a) tek oldupu zaman
v(r) ifadesi a noktasinda artar (yani, ¢ noktasinda +1 sigramasma sahiptir). Eger

plt)<0 ise, bu durumda v(a) ¢ift oldugu zaman v(t) artar.
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Kamt. v(a), a noktasinda +1 sigramasina sahip ise, o zaman y(a—7)#0 dir (aksi

takdirde v{¢) artamazdi). Aynca y(t), @ noktasnda isaret degistirmelidir ve

dolayisiyla y(a*) y’(a*)> 0 iken y(a') y'(a‘)<0 dir. (2.3.1) denkleminden
pla)yla-r)yla)<0, pla)yla-r)yla*)>0

gikar. Buradan p(a)>0 ise, v(a) tek oldugu zaman y(a—r) ve y(a“) z1t isaretlidir.

Eger p(a)<0 ise, bu durumda v(a) gift oldupu zaman y(a—r) ve yla~) aym isaretli

olurlar,
Bu lemmalarin birlegtirilmesiyle asafidaki teorem yazilabilir.

Teorem 2.3.3. p(t)>0 ve v(a)<2k ise, bu durumda her t>a igin v{t)<2k dir.

plt) <0 ve v(a) <2k +1 ise, bu durumda her ¢ > a igin v(t)< 2k +1 dir.

Sonug¢ 2.3.1. p(t)>0 ve y(r) sahmmh ise, bu durumda v{t)>1 dir. Yani y(r),

uzuniugu r olan her aralikta en az bir kez igaret degistirir.

Sonug 2.3.2. p(r) <0 ise, bu durumda ya yeterince bityiik her ¢ igin v{t)<1 dir (boyle
bir durumda y(z) yavas salinimhi veya v(t)=0 ise salimmsiz olur) ya da her ¢ igin

v(t)=2 dir.

Simdi (2.3.1) denkleminin salimimli olmayan ¢Sztimlerinin varlig: konusunda Snemli

sayilan bir karsilagtirma teoreminden s6z edelim (Birkoff ve Kotin 1966).

Teorem 2.3.4. y,(t) (i=1.2),
yit)=pilt)yle-r) . i=12
denkleminin ¢oztimleri olsun. Kabul edelim ki
|y (’)| < py(0).
la - r, ] iizerinde

[31(0)]< 72
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ise, bu durumda ¢ 2 ¢ igin I.Y1(t)| < y,(¢) dir.

Kamt. Herhangi bir 1 e la,a +r] igin

15O =| 3@+ POyt~ e

a

< ya(a)+ [ pa(t)ya e —r)de = y,()

a

elde edilir. Bu esitsizlik tiimevarim yontemi yardimyla [¢+#—1,a + 5] araliklan igin

de yazilabilir ve dolayistyla sbzil edilen | y;(r)| < y,(t) esitsizligi ¢ 2« igin saglanms

olur.
Teorem 2.3.5.
1
)2 2.3.6)
rl) thntlnlns...In..Inzln..In(r - r) ¢
——
n terim n+l terim
ise, bu durumda (2.3.1) denklemi bir sinirsiz salinimli olmayan ¢6ziime sahiptir.
Kanit. Gergekten
1
()= t— 2.3.7
4 tlntlnlnt]n...lntln...ln(t—r)y( ) "
[N
n+! terim

denklemi y{t)=In...In¢ geklinde salimmli olmayan bir g6ziime sahiptir, O halde istenen
——

n+l terim

sonug Teorem 2.3.4 den bulunur.

Teorem 2.3.6.
[1p0)]dr <oo

ise, bu durumda (2.3.1) denkleminin her ¢6ziimii r — o halinde sonlu bir limite gider.

Kanat. (2.3.1) denkleminden
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50)= 3lt0)+ [ s}yl —r)ds

]

ve buradan

| y)|<c+ j | pls +7)|[y(s)|ds 2.3.8)

fo

yazilabilir. Clink{i herhangi bir ¢6ziimiin baglangi¢ fonksiyonu daima siirekli kabul
edilmektedir ve dolayisiyla kapali bir aratikta sinichdir, (2.3.8) esitsizliginden

t
|y(t)| Scexpj | p(s+r)|ds <oo

fo

elde edilir. Yani (2.3.1) denkleminin her ¢6ziimii bir sonlu M sabiti tarafindan sinirhdir,

Ote yandan ¢ <1’ ise,

7
|y()- y)] s M [ | pls)|ds

egitsizligi bulunur. Buradan ve I| plt)|dt <= hipotezinden —>o0 halinde

|y(t)= y(¢")] sifira gider.

Uyari 2.3.3. Teorem 2.3.6 dan

oo

[ 1 p()|de =

kosulunun (2.3.1) denkleminin simirli olmayan ¢éziimlerinin varli icin gerekli oldugu
anlagilir.

Teorem 2.3.7.
p()>0 . [pler=oo
fo

ise, bu durumda (2.3.1) denkleminin her salinimli olmayan ¢bziimil ¢ — oo halinde

sonsuza gider.
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Kamt. Gergekten 2T igin y(t)>0 ve y(t-r)>0 ise, y(f)>0 dr. (23.1)

denkleminden
)2 y(T)+ (T r)fp(s s

elde edilir. # — e halinde y{t) — e olur.
t>T, icin y(t)<0 ve y(t~r)<O0 ise, 0 zaman y’{t)<0 olur, (2.3.1) denkleminden
¥(e)- fp
’
—r)jp(s)ds , t2T,
oldugu gériiliir, Buradan ¢ — oo halinde y(z) — — dur. Boylece ispat tamamlanir.

Uyan 23.2. Teorem 2.3.7, (2.3.1) denkleminin bir sahmmh ¢6ziimii igin dogru

olmayabilir.
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3. COK GECIKMELI SABIT KATSAYILI LINEER DENKLEMLER

Bu béliimde birinci basamaktan sabit katsayili, cok gecikmeli diferensiyel denklemlerin
¢dzimlerinin salinimli ve salinimli olmayan davramglartyla ilgili baz1 sonuglardan s6z
edilecektir.

p; >0, r; >0 sabitler olmak tizere ¢ok gecikmeli birinci basamaktan

YO+, piyle-r;)=0 3.1

i=l
diferensiyel denklemini ele alalim. (3.1) denkleminin ¢dziimlerinin salmmhli: igin
yeter kosullar1 vermeden Snce asagidaki lemmay ifade edelim (Ladas ve Stavroulakis
1983).

Lemma 3.1. y, [— F,+ o) iizerinde tamml, siirekli ve pozitif bir fonksiyon olmak iizere
ye)+pyl-r)so , r20, (32)

gecikmeli diferensiyel egitsizliginin bir ¢6zlimil ise, bu durumda

2
(%J Ye-r)< y(r),tz3—2r,< (3.3)

dir; burada p ve r pozitif sayilardir.

Kamt. Verilen bir s> r igin (3.2) esitsizlifinin her iki tarafi s den s+r/2 ye kadar
integre edildikten sonra y nin [0,e) iizerinde azalan oldugu gergedi uygulanirsa, s > r

- y(S)+[%]y[s—%)S y[H%J— y(s)+[%)y(s—-;-]s 0

elde edilir, Verilen bir 1 23r/2 igin s=¢ —% alinirsa,

frsp(Epee

igin

ve
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bulunur. Bu iki esitsizligin birlegtirilmesiyle istenilen (3.3) esitsizligi elde edilir.

Teorem 3.1. (3.1) denkleminin tiim ¢8ztimlerinin salinimli olmasi igin gerek ve yeter

kosul, her 4> 0 igin

n
—/’t+2p,~ exp(1r,)>0 (GX))]

i=l

dir.

Kanut. Ik olarak (3.4) kogulunun saglanmadigin kabul edelim. Buna gore
n
~ %0+ Y, piexplor;) =0
i=1

olacak bigimde bir 4y >0 segilebilir. Buradan [-r, ,0) iizerinde y(t)=exp(-y¢) ile

tamml y fonksiyonu (3.1) denkleminin salimml olmayan bir ¢dziimii olur.

Tersine olarak, (3.1) denkleminin tim ¢dziimlerinin saliniml olmadigani kabul edelim.
Bu da (3.1) denkleminin en azindan bir tane sallimh olmayan g¢bziimiiniin var
oldugunu gosterir. Genelligi bozmadan y(t), (3.1) denkleminin nihayet pozitif olan bir
¢6ziimil olsun. (3.1) den dolay: bu ¢8ziim azalandir. (3.1) in bir ¢6zitmiiniin sola dogru
olan her doniiglimil yine bir ¢6ziim oldugundan, (3.1) denkleminin azalan ve pozitif olan
bir y(¢) ¢oziimii segilebilir.

Tim r; ler sifir oldugu zaman (3.4) kosulunun saglanamayacaf agiktir. Bu nedenle
7y = max(# .,y ) >0
olsun.
A={1>0] y(t)+ A y(t)< 0 yeterince bilyiik ¢ iin }
climlesini ele alalim, (3.1) den
y(e)+p, ye-r,)<0 |, 120, (3.5)

bulunur.
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Ote yandan y azalan oldugundan, (3.5) den

y(t)+p, y()<0 , 120,

ve dolayisiyla p, € A olur. Ayrnica Lemma 3.1 den,

2
2 3r
ye-r,)< y(t) , t2=2,
PnTn 2

yazilabilir. y azalan oldugundan,

= y’(t)+ﬁ',m ye-n)s y'(t)+zn',p,~y(t—rn)

i=l

3,
<ye)+ j2 , 1270
[pnn J{gf ’J 2

2 n
] [Z Pi J, A climlesinin bir iist simndir. A bos olmayan

i=l

saglanir. Dolayisiyla [ 2

n'n

ve smirlt bir ctimle oldugundan Ay =sup A alinabilir.

A ile tammlansm. O

Ae Averilsin ve z fonksiyonu [-r, ,e0)tlizerinde z{t)= y(t)e
halde

()= (y'()+ Ay(t))e <0 , 12T,
olacak bigimde uygun bir 7 € (0,) vardir ve buradan 2,[T" o) tizerinde azalandir.
t2T +r, igin

0=y’(t)+§n',p;y(t =y() +Zp,2(t n)e )

i=1

n
)+ Y, pi )e™* 1) =y Zp ey

i=1
n n
elde edilir. Bu da 2p,~e’1"‘ eA ve Zpieﬂ'r" <Ay oldugunu gosterir. Ae Akeyfi
i=1 i=1
oldugundan,
n
Z i eﬂori < 2’0
i=l
sonucuna varilir ve dolayistyla (3.4) kosulu saglanmaz. BSylece kanit tamamlanar.
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Teorem 3.1 sadece teorik agidan degerlidir. Kosullarim gergeklemek kolay degildir.

Dolayisiyla pratik 6nemi yoktur. Bu nedenle kosullan p; ve r; cinsinden veren

asagidaki sonuglan ifade edelim.

Teorem 3.2,
F(2g)= 29+ Y, piexp(-29r;)>0 (3.6)
i=l

ise, bu durumda (3.1) denkleminin biitiin ¢oziimleri salimimlidir; burada A,

n
Y piriexpl=Agr;)=1 €X))

=1

denklemini saglamaktadir (Zhang 1984).

Kamt. (3.1) denkleminin karakteristik denklemi
n
F(A)=2+Y p;exp(-ir;)=0 (3.8)
i=l
dir. Buradan
n
F'(A)=1-Y p;ryexp(- Ar;)=0 (3.9
i=1
ve
n
F*()=Y, p;r” expl=4r;)>0
i=l
elde edilir. Dolayisiyla (3.6) denklemindeki A, F{A) fonksiyonunun bir minimum
noktasidir, Sonug olarak (3.6) kogulu karakteristik denklemin reel k6ke sahip olmadigim
gosterir. Boylece kamt tamamlanmg olur.

Uyan 3.1. Teorem 3.2 uygulanabilir degerde bir teoremdir. Zira, (3.7) denklemi en
azindan nimerik metotlar ya da grafik metotlan kullamlarak ¢bziilebilir. Ay

bulunduktan sonra (3.6) kosulu kolaylikla kontrol edilebilir. Bu yilzden (3.6) kosulu
(3.1) denkleminin salinimli olmas: igin miimkiin olan en iyi yeter kosuldur. Gergekten,
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(3.6) min sol yam sifira esit ise, 0 zaman exp( gt ) ifadesi (3.1) denkleminin salmmli

olmayan bir ¢6ziimii olur.

Simdi genis bir uygulama alanina sahip olan ve (3.1) denkleminin salimmli olmasim
saglayan ¢ok genel yeter kosullardan s6z edelim.

Teorem 3.3.

fﬁ[l—lni]w (3.10)

i=1 Tt Pt
n
olacak sekilde N; >0, ZN ; =1 bulunabiliyorsa, bu durumda (3.1) denkleminin tiim

i=1

¢oziimleri salmmlidir.

Kanit.

F2)= 443, prexpl-An)= 3 (Nid+ prexpl- 1)
=ifi(}~)

i=1

yazilabilir; burada f; ()= N;A+ p; exp(~ Ar;) dir. Agik olarak
L
min F(4)2 Y min £;(4) (3.11)
i=l

dir.
J{(A)=N; — p; ryexp(~4r,)
bulunur. f,{4 ) fonksiyonunun A, ekstrem noktas

oldugundan

elde edilir, Buradan (3.10) nedeniyle



minF(4)>0
olur ki bu (3.1) denkleminin karakteristik denkleminin reel kéke sahip olmadigim
gosterir. BSylece kanit tamamlanir.

Uyan 3.2. Belirtelim ki 4; =4, =..= 4, halinde (3.1) denkleminin salimmli olmasi
i¢in miimkiin olan en iyi yeter kosul elde edilir.

Teorem 3.3 den N; nin se¢imine bagh kalarak (3.1) denkleminin biitlin ¢8ziimlerini
salimml kilan ¢ok sayida yeter kosul bulunabilir. Asafidaki sonuglar farkli N;

kullanarak bulunurlar,

Teorem 3.4. Asafidaki kosullardan her biri (3.1) denkleminin tiim ¢bziimlerinin
salimml: olmast i¢in birer yeter koguldur.

. g 1
0) me>;'

i=1

1
o )
i=1

i=1

21’1’

(iii) z PV +pjrje>exp| — iz olacak bigimde bir j vardir.
i ZPi +pje
i#j
. pj(rmx /rj)ln(rmax /rj)
(iv) | Y{(p;r)+p;r > -
[Z} B ZPi"'Pj("max/"j)
i#j

olacak bigimde bir j vardir.

Pj(rmin/rj)ln(rmin /’j)
( 1 iTi)t P jTmi -1
V) n{#Zj(P r;) P,rmm} Zpi+Pj(rmin/rj)

iz

olacak bigimde bir j vardur.

BRIV w(‘f-"f};f‘f’;’;&;?g? )
T BRwns .. o
BTy Lo -



7

Zrmax pjerj/rmax In Tmax |75/ foax
. 7 Ty = r; i
(vi) In| rmaprj exp| > " ~1.
=1 Trax Frnax 7i /oax
X pe
=

Kamt. Bu teoremin ispati Teorem 3.3 in bir uygulamas: olarak yapilabilir. Bu amag
i¢cin Teorem 3.3 {in kosullarim saglayan N, nin asafidaki segimlerini gergeklemek

yeterlidir:

pi1;

n
2 piT;
i=1

(M N;= , I=12,.,n.

(i) Ny=—— , i=12,...n.

T n
2

i=l

rie
i) Ny=a—D | ijve N =i
Zpkrk+pjrje Zpkrk+pjrje
k#j k#j
s T
@iv) Ni=___l"r'— , i#jve Nj=&—.
Zpk"k"'pjrmax Zpkrk"'pjrmax
k#j ke j
LT N
) N£=___p_'r'_ , i#j veNj=p’$.
Zﬂk T+ P P Zpk Tt + Pjmin
7y k#j
T, cexplr: /[ rg
w) N, =—mxPi oolrma)

n
Tmax 2 Pi exp(ri  Fnax )

i=
n
N; nin bu tammlanndan,ZN ; =1 oldugu agiktir. Ayrica (i)-(vi) kogullarinda kargilik
i=1

gelen N, ler (3.10) kosulunu saglar.

Uyar 3.3. ry,, =r; oldugu zaman (iv) —(i) olup (v) kosulunun
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i=1

Fomin [}n; Di J> e (3.12)

kosulundan daha iyi oldugunu belirtelim.

Teorem 3.5.
n
Tmax 2, P exp(rj [ ren )< 1 (3.13)
Jj=1

ise, bu durumda (3.1) denklemi bir salimmh olmayan ¢oziime sahiptir.

Kanit, (3.1) denkleminin karakteristik
n
F(A )=l+2pi exp(—ir,»):O
i=1

denklemini ele alalim. Agik olarak

F(O)=ip,~>0

i=1
ve

1 | ul 2
F(——J= —_— ZPi expr—' <0

Tmax Tmax 351 ‘max
dir. Dolayisiyla F(A)=0 bir %e(—L,OJ reel kokiine sahiptir, yani (3.1)
Trmax

denklemi bir y(t)=exp(dgt} salimmlt olmayan ¢8ziimtine sahiptir.

Ornek 3.1. p, =1 pa=1, 1 =Lye r =L olmak tzere
2 e 2e

ana L f, 1 1)
y(e)+ 5 y(t—;]+ y(z—zJ_o (3.14)

denklemi igin

n l
zpi ==
i=l €

saglanir. Buradan Teorem 3.4 iin (i) kosulu saglanmaz. Ancak Teorem 3.4 tn (ii)
kosulu saglanir. O halde (3.13) denkleminin tiim ¢6zlimleri salimmlidar,
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Ornek 3.2,

ar

y(t)+e 2 y[l—%]i—ae'”z”y(t—er):O (3.15)

denklemi, a= % oldugu zaman y,(t)=e *sint ve y,(t)=¢™* cost salimml
gozlimlerine sahip olur. Bu denklem igin Teorem 3.4 iin (i) kosulu saglamrken, ayni
teoremin (ii) kosulu saglanmaz.
Ornek 3.3.
, 1
YO +=[yle-1)+y(-9)]=0 (3.16)
10e

denklemi Teorem 3.4 iin (i) ve (ii) kogullarim saglamazken, aym teoremin (iii) kosulunu

saglar. Gergekten p; = p, i ,n=1,r=9 ign

10e
In(p, 1, +pyrye)= In[l(;—e+%)
ve
F_ L |
PL+Dpre 1+e
olup

i .9 1
In| —+= |>-——
(lOe 10] l1+e

dir. Buradan (3.16) denklemi Teorem 3.4 iin (iii) kogulunu saglar. O halde (3.16)

denkleminin biitlin ¢dztimleri salmimhidir.
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4. COK GECIKMELI DEGISKEN KATSAYILI LINEER DENKLEMLER

Bu bslimde gok gecikmeli degisken katsayili
n
©)+Y p; )y -rt))=0 @.1)
i=l
denklemi hakkinda bazi sonuglardan s6z edilecektir; burada i€ I, ={1,2,...,n} igin

p:(£)20 ve r;,(r)> 0 siirekii fonksiyonlardur.

Teorem 4.1. Bir ie I, iginya

lim j pils a's>— 4.2)
£ 4 nlt)
veya
[ 1
tim | Zp, ds > @.3)
t—3c0

= rmm (t ’ l
ise, bu durumda (4.1) denkleminin tiim ¢6ziimleri salinimlidir, burada
Tomin (t) = min{rl (t),..., r, (t) }

dir (Ladas ve Stavroulakis 1982).

Kamt. Genellii bozmadan 21, i¢in bir pozitif salimimli olmayan y(t)>0 ¢oziimii
var olsun. O halde iel, ve t21 igin y(t—r;())>0 olacak bigimde bir #; var
demektir. (4.1) denkleminden

YO+ pi{e)y(t-r(r))<0 @4
ve

Y )+ yle =roa ¢ Zp, @4.5)

i=1

bulunur. (4.4) ve (4.5) esitsizliklerinin karsilagtirilmasiyla, Teorem 2.1.1 ile bir geligki
elde edilir, Bu da ispat1 tamamlar.

Simdi (4.1) denkleminin salimmlilig: igin baska yeter kogullardan s6z eden sonuglan

verelim (Arino, Gyori ve Jawhari 1984).
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r
B =tim  [A(s)ds (4.6)
2% 1-5()
ve
. t
py=lim [ pi(s)ds %)
12 4rile)
olsun,

Lemma 4.1. (4.1) denkleminde i€, igin r;(t)=r, >0 ve artan olsun. Ayrica bir
iel, igin
t+r]

lim Ipi (s)ds>0 “4.8)
‘

oo

olacak bigimde rf < r; meveut olsun. Bu durumda herhangi bir r 20 igin

20,y 4.9)
ye-r)
olacak sekilde bir N >0 sayis1 vardir; burada y{t), (4.1) in herhangi bir pozitif

¢oziimiidiir.

Kamt. (4.1) denkleminin ¢ den oo ‘a kadar integre edilmesiyle

&
t+

2y(e+1 =r) [pils)ds,

t

yani

() i
—_— > jp,.(s)ds>d>0
ya+rn -n)y

elde edilir. Herhangi bir r 20 igin k& (r,- - r:)> r olacak bigimde bir £ vardir. Buradan
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o _ . y()
Ya=r) " ye—k(r; =)

P Xe=G-De-1))

2d*>0
o= j-n))

elde edilir ve bu ispat1 tamamlar.

Teorem 4.2. Lemma 4.1 in kogullanna ek olarak agsafidaki kogullardan herhangi birinin
saglandidim kabul edelim.

H
1.Bir i, je I, igin py; =lim [ pils)ds > L, (4.10)
t—00 €

-1}
1/n
n n o 1
2. [1‘[ > vy ] >— @.11)

=1 j=1

n

R
Y. pj P > 4.12)

i<j

I
"
i=]

Bu durumda (4.1) denkleminin her ¢6zimii salimmlidar.

Kamt. Kabul edetim ki (4.1) denklemi salinimli olmayan bir y(¢) ¢oziimiine sahiptir.
Genelligi bozmadan y(t),

i
y{r)=exp| - I/I(s)ds (4.13)

fo
formunda pozitif bir ¢zlim olsun. (4.13) ¢6ziimii (4.1) denkleminde konursa,
] ¢
Ale)- Z p;(t)exp Jl(s)ds =0 4.14)
i=1 t—r;
elde edilir. Buradan (4.1) denkleminin tim ¢&ziimlerinin salmmli olmasi1 (4.14)
denkleminin A(¢) g6zitmiine sahip olmamas: ile egdeger oldugu goriilebilir. Lemma 4.1

den ie 1, igin A, sirhdir. (4.14) denkleminden je I, igin



t L] S
; = lim _[ Als)ds = lim j Y. pi(s)exp Il(o)dods
1=y 1%, i=l s—r;

[
2Y pjexpk; (4.15)
i=1

bulunur. x> 0 igin max xexp(-x)= ! oldugundan, (4.15) esitsizliginden
e
£ & £ ]
py < & expl- %)< ; (4.16)

elde edilir. (4.15) esitsizliklerinin toplanmasiyla,

n 7 n n n
PIIEDH [Z pyexpd; ]= ) [Zp; Jexp/l}'

j=l =1 =l =1\ j=1

non 1/n iﬂ:
Zn[HZpij] exp’=‘n

i=t j=1
ve buradan

n

n
NI D B YCN I
IT1 X r;| sf—exp-I—1<= @.17)
i=l j=l Z 10 &

gikar. (4.15) esitsizliginden

Py ( Py ) S L ( # /,Lrt«)
j XP 4 —leife"P A= 4
i=
olur. Bu esitsizliklerin toplanmastyla,

223 Hensl-23)2 3 3y el - )
=l

J=1 i=1

n )
=3 py+ 3 pyexp(4; - 45)

i=1 i#f
=S pi+g3lpjenls -2+ pyenls; -4)]
i=] #]
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n n n

2 pi+ Xlpi P =X, i +2 YA p; P (4.18)

- Lt “~ o
i i#j [; ;’.<jl=l

oldugu goriiliir. Buradan (4.16), (4.17) ve (4.18) bagintilari, sirasiyla, (4.10), (4.11) ve

(4.12) kosullariyla geligir. Dolayisiyla kant tamamlanms olur.

Uyari 4.1. Kesim 2.1 dekine benzer olarak

y(e)+Y, pit)y(t—r )0, 4.19)
=1
ye)+ Y, pi)y(t -1 )20, (4.20)

i=1
esitsizlikleri ele alinabilir. Bu durumda Teorem 4.1 ve Teorem 4.2, (4.19) un nihayet
pozitif ¢6ziime sahip olamadifim ve (4.20) nin nihayet negatif ¢Oziime sahip
olamadifim garanti eden kogullar1 ifade etmektedirler.

Teorem 4.3. p,(t)>0 , r,(t)>0 siirekli fonksiyonlar, r,{¢) bir r, diizgiin st sirina
sahip ve

li_l_nipi(t)r,-(t)>— @.21)

1
10 =) €

ise, bu durumda (4.1) denkleminin tiim ¢dziimleri salinimhidir (Hunt ve Yorke 1984).

Kamit. Bu teorem Teorem 3.4 iin bir dogal genellestirilmis durumudur. Genelligi

bozmadan (4.1) denkleminin [-r,,+e0) iizerinde pozitif bir y(t)‘ ¢bziimiine sahip

n
oldugunu kabul edelim. (4.21) kosulundan dolays, >0 igin Y. p,(t)r;(t)> g olacak

i=1
bigimde bir x> 1 sayisinin var oldugu kabul edilebilir, Bu durumda
e

x(r)=~Iny(t)

[- #,,00) iizerinde mevcut ve artan olup

#0)=3, pi(O)exple(t) =t -1, ()] 42

i=1
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dir. Simdi r(¢)< 7, olacak bigimde bir r(f) gecikmesinin olugturulmas: istenmektedir.
Bu r(t) gecikmesi igin

xo(r)= ple)explxo () — %ot ~r(r))]
denkleminin bir xg(t) ¢Oziimil vardir; burada p(t)= /() ve xo(t) miimkiin
oldugu kadar yavas biiyiimektedir. Ozellikle ikisi de tammlandi1 zaman x,(r) < x{r)
elde edilecektir. t~>1" <eo oldufu zaman xo(t)— o oldupu gdsterildiginde bir
¢eliskiye varilmg olunacaktir. Ozel olarak x,(t), [-70,0] tizerinde sabit ve x(r) den
daha kiigiik olmak iizere

%0)= inf Pexplrglt)-xot-r)] , >0, 4.23)

O<r<n 1

esitligini saglamis olsun. Buradan

7ltr) =2 explrg (1)l ~1)]
almirsa ve her ¢ igin ( ki bunlar igin xo(z) tammhdir ) r —0 iken f(z,r)—> o0
oldupuna dikkat edilirse, gergekten (0,c0) iizerinde

%)= fle.rt))= %ew[xo(t)—xo(t -r@)] . 1>0, @.24)

denklemini ve 0 < r{t) < ryesitsizligini saglayan bir r{z) fonksiyonunun mevcut oldugu

goriiliir,

[~ r.,0] iizerinde x{r) artan ve x}(t)=0 oldugundan, bu aralikta xj(¢) < x(¢) dir. £ 20
igin x(z) ve xolt) tammli ve x’(t)< xg (r) olsun, B&ylesi biittin ¢ lerin infimumu z,
olsun. Bu durumda x'(ry) < xj (7o) iken, [~ ry .20 ) tizerinde x’(t) > x5(r) dir. Ote yandan

(o) =3, pi(O)explrlto)-xlto 1, 0))]

i=1

> ipi(t)exp[xo(to)-%(to -r(0))]

i=1

23 o)) inf

1
= o —explo to) 5ot ~ )]
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3 50 0)

=E () 2z xh()
p olto)Z %ol

yazilabilir. Bu ise bir geligkidir. Dolayistyla ikisi tantmh oldugu zaman x(¢) > x{(¢) dir.

xo(t) siirekli fonksiyonu (0,c0) iizerinde x5(£)>0 iken [~ rO,O] iizerinde xj(t)=0
esitligini saglar. x{(r), (0,00} Ozerinde artan bir fonksiyon olmasin, ty biitiin ¢ lerin
supremumu olsun ki bu ¢ ler i¢in x(',(t), (O,t] tizerinde artandir. x(,(t) ve f siirekli
olduklarindan,  x§(t), (0,0) iizerinde siireklidir. Buradan re [tg,1,] igin
xo(t)< 2x(ty) olacak bigimde bir # > ¢, vardir. $imdi 7, = u/2x{(ty) olmak tzere

r<r ise, budurumda

Fr)>E5E=2x(,).
ron

Gergekten her t€ [#9,4] igin

xp(t)= inf fle,r).

reln,.nl
Artik t, —r; <t ve t€[tg,t,] igin x)(c)> x5(t —r;) olsun diye ty’a yeterince yakin

bir £, € (t9,4,) segilebilir, Clinkii %), [O,to] tizerinde artandir ve [0,00) iizerinde

siireklidir. x§(¢) stirekli oldugundan, % var ve siireklidir. 7€ [r,7,] ve te [1y,1,] ise,

bu durumda
% (e.r) :%(xa(t)_ x(e~r))explxo(6)- xo(t— r)]
Zé(x(') ()= x (e, =1,) Jexply (0)- x,c =) ]> 0

olur. Cinkii t—r<i,—n <f dir. Boylece [to,tz] iizerinde x)(r) artandir, ve
dolayisiyla [O,tz] lizerinde artan olur ki bu ¢y tamm ile ¢eligir. Sonug olarak
x5(t), [0,00) tizerinde artandir.

fle.r@®))= inf fe.r)

O<r<n
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olsun diye [0,c0) iizerinde r(t)<r, oldugunu hatirlayalm, xo(t) stirekli oldugundan,
o

5 varve sitreklidir. 7(t) # ry ise,
it

I _ ,
0-Y| = s r0) ekl soe—r)]

ve buradan

af . 1
bulunur, #(f)=ry, [-]‘ <0 ise, 1y £ —
0 a)‘ ({ ,_ ) 0 Xo(t"'ro)

olur. (4.24) denkleminden

x(n)= ,u eXP[xo(’b)“xo("o*’(ro))]
r(ro)

2 explr(ro) 19 (0~ ()]
r(r)
2 prexg(rg —r(r)) 2 e x(0)
dir; burada x4(0) ifadesi x in O daki sagdan tiirevidir. Benzer olarak,

%(2r0)2 prexplro) 2 (ue)’ x(0)

ve genellikle, & bir tamsayi ise,

(ko) 2 (e} x50).
fe>1  oldugundan,  xh(ty)>1/7, olacak  bigimde  bir to  vardr.
a=x4{ty) . b=p e, #, =ty +r, ve herhangi bir n>1 igin

1

by =ty + b

olsun. ¢ 2 ¢ ise, bu durumda

xé(t)=%ew[)ro(t)—xO(t~r(t))]

> %t)exp[r(t)x(', (t-r@)]

>pexy(t—r(t))2bxylty)=ab
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ve xh(t-r(t))>a oldugundan r(t)<1/a bulunur, Benzer olarak, t>1, ise, bu
durumda  t—r(f)2e,—1/a=1; ve dolayisiyla xj(1)2bxj(e)2ab?  ve
r(t)<1/xp(t;)<1/ab olur. Timevanm yonteminden her n igin xf{z, )2 ab"

sonucuna vanhr, Ote yandan, n — oo igin x§(z, )= ab™ — oo iken,

1/a

t, >t + .
T b

(4.23) denkleminden xj(z) — oo oldufu zaman xo(z) — oo olur. O halde ¢ bir ¢* < oo

noktasina yaklagirken xq(¢) — oo olur ve bdylece kamt tamamlanir.

Uyan 4.2. Teorem 2.1.3 ¢ benzer olarak

hm j Z pils)ds>1 4.25)

O ) i1
kosulunun (4.1) denkleminin biitiin ¢8ztimlerinin salimmli olmas: igin bir yeter kogul
oldupu gorilebilir.

Asagidaki teorem (4.1) denkleminin salimmli olmayan ¢8zlimlerinin varlifi igin yeter
kosullar ifade etmektedir (Ladde 1979).

Teorem 4.4. 7, (t)= max (1(2),.ner 7, (t)) olmak iizere
<i<n

t
tim | 2 pils ds<— (4.26)

e t=ra () =1

ise, bu durumda (4.1) denklemi salimiml olmayan ¢ziimlere sahiptir.

Kanit. (4.1) denkleminin bir ¢8ztimiiniin

= exp[ jl (s)dsJ 4.27)
0

seklinde oldugunu kabul edelim. Dolaysiyla A(z),
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()= —ﬁ‘, p; (t)exp[— jz(s)ds] (4.28)

=t t-1{r)
denklemini saglar. Amacimz (4.28) denklemini saglayacak sekilde recl-degerli siirekli

bir A(r) fonksiyonunun varligim gostermektir. Bunun igin

T2)0) Z pit expl: J.ﬂ.(s)ds} , 12ty , 429)

i=l 1-5(t)
o) to-r<t<ty ,

seklinde bir operatdr tamimlayalim; burada r(t)=1s‘ gﬂin2 r(t) .T operatorit siirekli
isn, 121

fonksiyonlar C[to—r,+oo) uzayindan yine kendi igine tamimh olan azalmayan ve

stirekli bir operatdrdiir. (4.26) kosulundan

t " 1
| Xpils)ds<=, 21, (4.30)
t—ra (1) =L €
olacak bigimde bir ¢, bulunabilir. yg(t =—ez p;(t) ve xo =0,t219-r,ve

9(1) S 8(1) < x,(0), te [29 - rt0),
alalim. Teorem 2.1.4 iin ispatinda oldugu gibi,
Yo STyg <Txg S % 4.31)
dir. Ty, = y, seklinde tammlanan {y, } dizisi artan bir dizi olup
VoSV, S Y1 S 4.32)
esitsizliklerini saglar. Teorem 2.1.4 {in kanitinda ki islemlerin tekrarlanmasiyla TA= 4
sonucuna varilir. Agik olarak
yol)<A()<x() , t269-r, (4.33)
dir. Bu da (4.28) denkleminin [to —r 400) fizerinde siirekli olan ve (4.33)’ i saglayan
bir A{t) ¢Oziimiine sahip oldugunu gosterir. Boylece (4.27) fonksiyonu (4.1)
denkleminin salimmli olmayan bir ¢5zimiidiir.
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Uyan 4.3. Teorem 4.4 den (4.26) kosulu altinda yeterince biiyilk bir #; baglangig

noktasina kargilik olarak bir pozitif ¢6zlimiin varlifs garanti edilmektedir. Eger (4.26)
kosulu yerine
‘ n
| Ypls)dsse™ , reH,, .34
—Trax () =1
kosulu alinirsa, o zaman (4.1) denklemi bir 7, baslangi¢ noktasna karmilik gelen bir

pozitif goziime sahip olur. Burada H, ={t2 1, =1y, ()2 10 } dir.

$imdi daha genel olan

YO+ pe)ye)+ 3 pi0) e ~ri(e)) =0 439)

i=1

denklemini ele alahm; burada p(t) ve ie/, igin p;(1)=0, r;(t)>0 fonksiyonlar

siireklidir,
H
y{t)=exp} - I plu)du |2(e) , 121, (4.36)
fo
déniigitmii (4.35) denklemine uygulanirsa, ¢ > ¢, igin
n I
2()+ Y, pil)exp| [ plu)du|z(t-1,())=0 4.37)
i< )
elde edilir.
t
a()=p)exp [plu)du , icl,, (4.38)
1-5(e)
alinirsa, (4.37) denklemi
n
2(0)+ X,4:(0) = -1, ¢)) =0 (4.39)

i=l
halini alir. (4.36) doniigiimil salimmhlifi korur. Dolayisiyla (4.1) denklemi igin
yukarida verilen sonuglar (4.35) denklemine uygulanabilir. Ornek olarak asafidaki
teorem ifade edilebilir (Ladde 1977).
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Teorem 4.5, ¢;(r), (4.38) ile tammlanmak tizere agafidaki kosullardan herhangi biri
saglamyorsa, bu durumda (4.35) denkleminin biitlin ¢dziimleri salinimhdar:

t

&  lm | q,.(s)(1s>l , biriel, igin. (4.40)
2 15() ¢
Gi)  lim j Zq, ds>— (4.41)

R ~Fmin (t) i=1

(iii)  lim (qu @) > ] 442

1/n

g;(s)ds >l ve g;(t) Lemma 4.1 in kogullarin: saglar.
e

t
v T3 im |

v Gm | q;(s)ds>1. (4.43)
[ —>e0 .
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5. KUVVET TERIMLI LINEER DENKLEMLER

Bu béliimde

YO+ 3 5Oy - (6)=4(0) 5.)

i=1
formunda kuvvet terimli bir denklem ele alinmakta ve bununla ilgili olarak agafidaki
sonug ispatlanacaktir (Onose 1978).

Teorem 5.1. Asagidaki kosullarin saglandiklarim kabul edelim;
) q(t), p;(t)=0 , r,()> 0 fonksiyonlan siireklidir; burada i€ /,;

@ Q)=q(). Qln)=a1, Qkn)=q2 , lim 1, =e, lim 17, =0, ve £20

Mm—oa
igin ¢; <Q(r)< g, olacak sekilde bir Q(¢) fonksiyonu ve iki g, ¢, sabiti ile
birlikte {z;, }, {¢7, } dizileri vardr;

Gii) iel, igin p; (t), Teorem 4.1, 4.2, 4.3 in kogullarim ve (4.25) bagintisim saglar.
Bu durumda (5.1) denkleminin her ¢6ziimii sahmimlidar,

Kamt. y(z), £ 21 igin y(¢)>0 ve y(t—r;(t))> 0 olacak bigimde bir salimmli olmayan

¢dzlim olsun ve ayrica

olsun. Bu durumda ¢ 2, igin

n

)=y )-0'1)=-X pi()yle~r,(t})<0

i=t
olur, Kabul edelim ki r2# 24 igin x(t)+q <0 dr. x{t)+Q()=y()>0
oldugundan,

e, )+Q0)=5() . 1>t
bulunur, Bu ise bir geligkidir. Dolaysiyla her £ 2z, i¢in x{(z)+¢; >0 olur.
2(t)= )+

olsun. Bu durumda
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() =¥ ()= y()-00) =-3 pi )y

i=l

—Zp, 0 [xe~r,(0))+ 0l ~1,())]
—Zpl (t—l‘, t))

i=l
dir. Yani,
n
2+ Y, pi)=lr-r())s0
i=l
esitsizligi ilerde pozitif bir ¢dzlime sahiptir. Fakat bu (jii) kosuluna gbre imkansizdir.

Boylece ispat tamamlanmus olur.

Ornek 5.1.

y'(e)+ y(r —z)=sins (5.2)
denklemi Teorem 5.1 in tiim kosullarim saglar. Dolayisiyla (5.2) denkleminin tiim
¢oziimleri salinimbidir.
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6. LINEER OLMAYAN GECIKMELI DENKLEMLER

Bu béliimde birinci basamaktan lineer olmayan gecikmeli diferensiyel denklem ve

esitsizliklerin ¢6zlimlerinin salimml1 ve salimmsiz davraniglari incelenmektedir.

Once lineer olmayan

¥+ pl)f(¥(s(r)))=0 ©.1)
gecikmeli diferensiyel denkiemi hakkinda yapilan sonuglari gbz oniine alalim. (6.1)
denklemindeki f, p ve g fonksiyonlan agagidaki kosullar saglasin:

@) ge C(R+,R) ite R igin g(t)<t:g(),RY tizerinde kesin artan ve

lim g(t) = -oo;
o0

(i)  pft) lokal integrallenebilir ve p(t)=0;
(i) y#0icin yf(y)>0, fe C(R,R), f azalmayan ve

lim —2— = M < +oo. 6.2)
.vlglof(}’) ¢

Lemma 6.1. (i) kosulunun saglandigim kabul edelim. {z,}, #, keyfi bir say1 olmak

iizere 1, = g (t,1) ile tantml bir dizi olsun. Bu durumda n — e igin ¢, —> 0.

Kamt, {ddianin dogru olmadigini kabul edelim. O halde ¢, — f# <+eo almabilir. g ve
¢! nin siirekliliginden
B=lim ¢, = lim g7 (2,1)=¢"'(8)> B
H—>o00 N—roo
elde edilir ki bu bir geligkidir.
Teorem 6.1. (i), (ii) ve (iii) kosullar saglansin. Ayrica M (6.2) deki gibi olmak iizere
t
lim j pls)ds >M (6.3)

2 g)

olsun. Bu durumda (6.1) denkleminin her ¢8ziimii salimmiidir.
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Kanit. Yeterince biiyiik t* igin

t
[p)ds>M+k 121", (6.4)
&)

yazilabilir, burada X >0 dir. y(t), (6.1) denkleminin bir salmml: olmayan ¢dziimil

olsun. Genelligi bozmadan 21, >g(t*) icin y(¢)>0 alam. Bu durumda

t>t = g—'(to) igin

y6)=-ple) F(»(e()))<0
olur, Buradan y artmayan olup f— e igin sonlu negatif olmayan bir & limitine
sahiptir. =0 oldugu iddia edilmektedir. Eger degil ise, 0 zaman @ >0 ve f(@)>0

olur,
§,
f pls)ds>M +K (6.5)
8(s,)
olacak sekilde s =to ve s, =g '(s,_;) olsun. (6.1) denkleminin #, dan s, e kadar

integre edilmesiyle
565, 360 = Ps) £ 5(g(s)) s

elde edilir. Bu son esitlik, (i) den (iii) ye kadar olan kosullar ve (6.5) esitsizligi birlikte
kullanilirsa,

n S

Yoa)-2lte) S~ @3, | pls)es

=l 5,

—-r@3; jf(s)ds
<—fla)n(M +K)

i=l o

bulunur, Buradan n — e halinde y(s,)~> o olur ki bu iddia edildigi gibi £>1, ve
a=0 igin y(t)=a >0 ile geligir. Dolayisiyla y(t) artmayan olup ¢ — co halinde stfira
yakinsar. (6.1) denkleminden



¢ikar. Buradan
y(,)_y(g(,))[l_f_(mm jp(s)ds}so

ve dolayisiyla yeterince biiyitk ¢ icin

bulunur. O halde

lim | p(s)dssM

2% le)

dir ki bu (6.3) kosulu ile bir geligkidir.

Uyan 6.1. Teorem 6.1, f nin hem lineer hem de sublineer durumlarim kapsar. (6.2)

deki M =0 ise, f fonksiyonu sublineerdir,

lim - +o0 (6.6)
-0 £(y)

durumunda f fonksiyonuna bir genellestirilmis superlineer fonksiyon denir.

Superlineer durumu incelemek, agagidaki ornekte oldugu gibi daha zordur.

Ornek 6.1.

ye)+ (V)2 2y3(e=vE)=0, r22, 6.7

gecikmeli diferensiyel denklemi igin #—ee halinde

14 t _ 3
I pls)ds = I £§—2\/£Lds — o0
8l) S
oldugu halde, y()=1/¢ bu denklemin salinimli olmayan bir ¢8zitmtidiir.

Teorem 6.2, (6.3) kosulu yerine

—_—

lim p(s)ds > M 6.8)

== 40) ¢
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alinmak {izere Teorem 6.1 in bitiin hipotezleri saglanmig olsun. Bu durumda (6.1)

denkleminin her ¢dziimii salinimlidir,

Kamt. 12>1,>0 igin y(r)>0, y(g(t))>0, sahmmh olmayan bir ¢oziim olsun.
Dolayistyla y’(r)<0 olup ¢ — oo igin y(r) = @ 2 0. Teorem 6.1 de oldugu gibi 1 — oo

igin y(t)—> 0.

r ¢
J‘p(s)ds > M ve J pls)ds > M (6.9)
: S ) 2

olacak bigimde bir ¢ (g(¢), ¢) vardir. (6.1) denklemini /" dan ¢ ye kadar integre
edersek,

3{e')-500)= [ 6)£Ls(6)) s

> f(y(g(t)))jp(s)ds > FOe)L

ve aymt denklemin g(r) den ¢* akadar integre edilmesiyle

We@))-{e*)= '{

elde edilir. Buradan

(6.10)

bulunur.
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alinirsa, (6.10) dan limw(z)= ¢ 21 gikar; burada ¢ sonludur. (6.1) denkleminden
=

_ o fOlels))
)= | po S

£06@)) §
- [

elde edilir, burada g(r)< & <t .Yukaridaki denklemin alt limiti alimrsa

f
lnlzi lim _[p(s)ds
2=4(r)

bulunur, maxM =l oldugundan,
21 £ e

I
M 2 lim Ip(s)ds
€ o)
olur ki bu (6.8) ile gelisir.
Ornek 6.2
A 2
y(z)—(em) yA)=0 , 0<i<l, (6.11)
denklemi igin
t
2 2
- ds==%
;:[ (elnA)s s e

dir. O halde (6.11) denklemi Teorem 6.2 nin kosullarim saglar ve dolayisiyla (6.11)

denkleminin tiim ¢6ziimleri salimmlidir,

Simdi g{t)=t-r(t) olmak fizere (6.1) denkleminin asimptotik davrams1 hakkinda
bilinen bazi1 sonuglardan s6z edelim (Haddock 1974).

Teorem 6.3. p,reC[R*,R*], pt)>0, feC[R,R],0<r(t)<sg ve y#0 igin
y f{y)>0 olsun.
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Fotor=

ise, bu durumda (6.1) denkleminin saliniml: olmayan her ¢ozlimil £ — o halinde sifira

gider.

Kamt. y(t)>0 yeterince bilyilk ¢ ler igin (6.1) denkleminin salimmh olmayan bir

¢Bziimii olsun. O halde y’(z)<0 ve hipotezlerden lim y({t)=C 20 mevcuttur.
t—o0

C =0 oldugunu gosterelim. Aksi takdirde C >0 olur ki bu durumda bir t2t igin
f(yle—=r@)))=d >0 ve f({C)zd>0 olacak bigimde bir £ 2ty vardir. Buradan

r2+" igin y(t)<—plt)d ve dolayisiyla
. 1
30 {*)-d [ pls)as
ta

bulunur. Boylece yeterince biyiik ¢ ler igin y{r) negatif olacakur. Bu da y(t)>0
gergegi ile gelisir. O halde C =0 dir. Benzer bir inceleme y(r) nihayet negatif oldugu

zaman da saglanir.

Asapidaki sonuglar (6.1) denkleminin smurh salimmibi  ¢dztimlerinin  asimptotik

davraniglari igin yeter kosullan ihtiva etmektedir.

Teorem 64. p, re C[R*,R*], p(t)>0, feC[R,R], 0<r(t)sq ve y=0 igin
yf(y)>0 olsun. + -0 halinde p(t)—> 0 veya b(t)r(t) > 0 ise, bu durumda (6.1)

denkleminin tim smrh salmml ¢bziimleri ¢ — o halinde sifira gider; burada
b(t)= sup p(s) dir.

se|0.¢
Kamt. y(t), (6.1) denkleminin smirlt salimmh bir ¢dziimil olsun. Hitkmiln yanhs
oldugunu kebul edelim. O halde bir £>0 ve {r,}, {r:}— < dizileri vardrr, 6yle ki
her bir » igin ya
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¥(t,)=0, y(t:)=£ , y'( z,,"‘)zo ve t, <t <t <t oldupunda 0< y(t)<e
veya
y(,)=0, y(zZ):—s , y'(t:)SO ve 1, <t <t <t,,, olugunda 0> y(t)>—¢ dur.
Asagidaki iglemler her iki durum iginde saglanir. Ikini kabul edelim. y’() yi ¢, den

t: *a kadar integre edersek,

e=3{12)-(0) [ol6)| F(5ls-rlo))ds <t [pls)as 612

tﬂ
olur; burada M, |f(¥(.))| nin bir smindir. ¢ —eo igin b()r(f) >0 olsun. bit)
slirekli ve monoton artan oldugundan,
"
e<M fb(s)ds <up(s) (s —t,)
tﬂ
veya

e i
Mb(e)

t:l =1
n sayisi b( t;) r( t:)< I‘;— olacak gekilde yeterince bityiik segilsin. Bu durumda

% £ 0
e )l<—<t —~¢
(s2) Mbi) "

olurki bu ¢, <t: —r( t;)St: esitsizligini ifade eder. Buradan y( Iy - r(t: ))> 0 olup

y1)==ples)r(sle -#(e3)))<0

dir. Bu da y'(t,)20 olmaswyla gelisir. Simdi ¢ — oo igin p{t)—>0 olsun. (6.12)

esitsizliginden
"
e<M [ pls)as=u pl&)(r; -1,)
In
veya
E] £
t,—t, =
" M p(g)

olur; burada ¢, < £ <1,,.
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p(t) = 0 oldupundan, n — o halinde p(£)— 0 olur. Buna gore n sayist ¢, ~1, > q
olacak gekilde yeterince bityiik segilebilir. Buradan
1y <ty —r(t:)St:
olup dnceki gibi bir ¢eliski elde edilir. Bu da kamit tamamlar.
Sonug 6.1. p,reC[R*,R*], p(t)>0, feC[R* ,R*1,0<r(t)<q ve y#0 igin

yf{y)>0 olsun. Ayrica p(r) smrh, _[ plt)dt = oo ve t 0 halinde r(t) - 0 ise, bu

durumda (6.1) denkleminin tilm sinirl ¢6ziimleri ¢ — oo halinde sifira gider.

Simdi birinci basamaktan lineer olmayan gecikmeli

Y()+ale) yle)+ ple) f (3t = 1), yle - 11)) <0, (6.13)

y0)+al) ye)+ pl) f(yt=1n),.... ¥t~ 1,)) 20, (6.14)
diferensiyel esitsizliklerini ve

YO+ ale)ye)+ pe) f( 3t = 1i)snns Yt —10)) =0, (6.15)

diferensiyel denklemini ele alahm; burada peC[R*,R*], aeC[R*,R],
reC'[RY . R*, r/()>0 . r()>0 ve t > oo halinde t—r,(t) > , icl, dir
Ayrica, i€l igin y, ler aym igaretli olmak iizere
FECIR™ ,R] ve f(¥1,¥2 100 Y )91 >0 (6.16)
olsun. Buradan agagidaki sonug ispatlanabilmektedir (Onose 1984).
Teorem 6.5. Yukaridaki kosullara ek olarak

t
liminf [a(s)ds 2 k; >—o , icl,,, (6.17)

)

olsun; burada k, ler sabittir. Ayrica, her seR"™ igin

dYa=1, K>0, (6.18)
i=l

[ £ (51052 0eeersm)| 2 K| 51| B | 52| 2 o] 5] * (6.19)
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saglanacak ve

t
liminf | p(s)ds >

(6.20)
e ) eKC
olacak sekilde negatif olmayan K, &; sayilan mevcut olsun; burada
C = min expk; ve r{t)=min(r(t),...7,, (t)) (6.21)
18i<m

dir. Bu durumda (6.13) esitsizliginin nihayet pozitif ¢ozlimi yoktur.

Kamt. Ispat teknigi olarak, nihayet pozitif olan bir ¢bziimiin varhgnin bir geligkiye
neden olacagim gostermek seklinde ifade edilebilir. y(¢), yeterince biiyiik T sabiti igin
y(t)>0 , t2T , olacak gekilde (6.13) esitsizliginin bir ¢5ziimil olsun. ¢ — = halinde
t—r(t)—>eo oldugundan, 27T, igin t—r{t)2T olacak sekilde bir T; >T sayisi
vardir ve bdylece

t2T, igin y(¢~-r@))>0, iel,, ,
dir. (6.13) den ¢ 2T; igin

exr{ja(s)ds ]( YO+ al)ye)+ ple) f(y(t=n(0))..... ¥ =1, ()0,
T

bulunur ve bu ise ¢ 27, igin sunu ifade eder:
[ y(t)exp[ja(s)ds ] ] + ( €x] ja(s)ds] ]p(t)f(y( t-r (t) ),..., y(t -, (t) ))<0.(6.22)

z(t)= y(t)expj.a(s)a’s

doniiglimit yapihirsa, (6.22) denklemi 7 27T igin
t =5 {t)
z'(t)+[exp['[a(s)dsJ ]p(t)f [exp[— fa(s)ds ] z(t -n (t) ),
T

T
t—
wes| €XP| —
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g(s)ds]]z(t—rm(t)) <0 (6.23)



seklini alir.

t>T, igin z(t—r;(t))>0 ve f >0 oldugundan, ¢ > 2T, igin z’(t)< 0 gikar. Buradan

£ 227, igin z(t)< z(t —r(2)) .
£ 22T, igin w(t)=z(r—n{r})/2(t) alahm ve bunun igin w{t)>1 oldugunu belirtelim.
(6.23) denkleminin her iki yam z(¢) ile boliintir ve sonra ¢ 2 27} igin ¢ —r.(f) den ¢ ye

kadar integre edilirse, ¢ 2 37} igin

! s s—ijfs)
Inz{e)—Inz(r —n{e) )+ J( | [(exp[.[a(u)du J ]p(s)f[ [exp[—— }a(n)du] ]z(s -n{s)),

s=ry(s)
....[exp[— ja(u)du ] ]z(s — Ty (s)) J/z(s)}ds <0,
T
ve buradan da ¢ 237 igin

t s s—ri(s)
w(r)> J( ) [ [exp{ja(u)du] Jp(s)f[ ( exp[— fa(u)du ] ]z(s -n(s)),
"_rm(x)
....[ex;{— J-a(u)du) ]z(s ~1,(5)) ]/ z(s)]ds

elde edilir. (6.18), (6.19), ve z(t) nin azalmayan ozelliginden

: s s—r(s) a
Inwlt)> K I( ) Hexp[‘[a(u)du ] ]p(s){ [exp{— Jla(u)du] ]z(s ] (s))}
{ [exp[ s ’J"" duJ]z s—r,(s) )} / 2(s) } ds

. N A+ +a, s=n(s) o
>K J [exp[ja(u)dun p(s)l:exp[— a(u)du]]
r—n(r) T T
s=r,,(s) P
exp| - |aln)du s=rls)) s
[ p[ I()d H [ ) ]d
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t-nft)

;[

ex;{ ja(u)du” [exp[ ja(u)du”
s=n(s) s=nls)

...[exp[ ja(u)duﬂ% p(s)[z_(t;(i;)@ ]ds

s=rals)

¢t
2KC [pls)wls)ds, 1219 23T, (6.24)

t=rlr)

bulunur, burada #, yeterince bityiik bir sabit ve C sabiti (6.21) deki gibidir. (6.20) den,
t21y) 21t igin

t

1
pls)ds2 N >
t_;[ D) ekKC

olacak sekilde bir N sabiti vardir, burada #, yeterince biiyiiktiir,

Buradan #3 yeterince bilyilk olmak iizere herhangi bir ¢ , £ 23 > t,, igin
¢ onlt)<e<s”

ve

;
j pls)ds z% . " pls)ds 2 % (6.25)
t =it

olacak sekilde bir ¢ vardir.

Simdi (6.23) esitsizligini ¢ den ¢*” a kadar ve yine r —r*(tﬂ‘) dan ¢ ye kadar integre
edersek ve (6.24) {in bulunmasindaki incelemeyi kullanirsak,

A0)-{t*)2 K € [ pls)els —rals) s

3

¢

2KC z(t* —r*(t*))fp(s)ds

t
> ¥ ’2‘ €A -n() (6.26)
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ve

z(t’g - rm(t*))— )2k C jp(s)z(s —r(s) )ds

3 L3
(1)
t

2KC z(t-—n(t )) Jp(s)ds

03 *
#-n()

>N ’2( ¢ 2t —r(t)) 6.27)

bulunur. (6.26) ve (6.27) den,

z(t)Z NI;C z(t* —n.‘(t&))z (N#ﬁz(t—rs.(t))

ve £ 215 igin

>
(NKC) ()
elde edilir. Buradan w{t) simirhdur.

liminf w(t)=¢

t—>o0

olsun. Bu durumda £ > 1 ve ¢ sonludur. (6.24) tin her iki yamnin liminf ’i alinirsa,

t-nft)

t
Ing> exc{liminf | p(s)ds]

olur.

max (Inx—ax)=—Ina—1 gergepi kullamlirsa, yukaridaki esitsizlik

t-n(t) t—r(r)

1 t
n}zalx{ln ¢—¢K Climinf | p(s)ds} = -lr{K Climinf | p(s)ds]—l >0
seklini alir. Bu son egitsizlikten

t
ln[KC liminf Ip(s)ds]s -1

t-r(t)

yani,
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t
liminf [ p(s)ds <

fmee t-nlt)

ekKC

elde edilir ki bu (6.20) ile ¢eligir. Boylece kanit tamamlanmus olur.
Benzer muhakeme yapilarak asagidaki sonug ispatlanabilir.

Teorem 6.6. (6.14) esitsizligi Teorem 6.5 in hipotezlerini saglarsa, o zaman (6.14) {in
nihayet negatif olan bir ¢6ziimii yoktur.

Teorem 6.5 ve 6.6 dan (6.15) denkleminin nihayet ne pozitif ne de negatif olan
¢oztimlere sahip oldugu sonucu ¢ikar.

Sonug 6.2. Teorem 6.5 in hipotezleri altinda (6.15) denkleminin her ¢6ziimil
salimmhidir,

Ornek 6.3.

Y- y(t)+exp[%Jy[t —§)= 0 (6.28)

denklemi Sonug 6.2 nin kogulunu saglar. Dolayisiyla (6.28) denkleminin her ¢dziimii
salimmbidir. Gergekten y(t) = (exp¢)sin¢, (6.28) denkleminin salimmli bir ¢6z0mitdir.

Uyar 6.2. (6.20) kosulu yerine

t
1
limsup pls)ds >— (6.29)
Ut t—{(t) KC

almacak olursa, o zaman Teorem 6.5 yine dogru kalr. Bu uyar1 Teorem 6.1 in ispat
metodu kullanilarak saBlanabilir,

Uyan 6.3. Birinci basamaktan

Y 0)+at) o)+ 3. D) £y (5= €)oo Y= rn(r)))S O (6.30)

i=1

diferensiyel esitsizligi i¢in (6.20) kosulu yerine
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t n
liminf [Zk,- p,.(s)]ds >% (6.31)
e

=0 n(\i=l

kosulu ele alimrsa, o zaman Teorem 6.5 in hilkkmil yine dogru kalir.
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