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Bu g¢aligmada, i¢ carpim (moment) kovaryansi, dagilim kovaryansi ve
kuantil (ylizdelik) kovaryans fonksiyonlar1 tamimlar1 verilerek, bu
tanimlanan kovaryans fonksiyonlarmin saglamakta olduklarn analitik
Szellikler incelenmigtir.

Kovaryans fonksiyonlan1 arasmndaki iligkiler tizerinde durularak, i¢ ¢arpim
(moment) kovaryansi, dagilim kovaryansi ve kuantil (yfizdelik) kovaryans
fonksiyonlarinin bagimhilik kavramlari ile aralarinda bulunan iligkiler
incelenmig ve uygulamalar verilmigtir.
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In this study, inner product (moment) covariance, distribution covariance
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SIMGELER DIiZiNi

R Reel sayilar

E() “.” nin beklenen degeri

Oa , , .

% a’ nm b’ ye gbre tiirevi

Cov (.,.) “.,.” nin kovaryansi

Cov®(.,.) “,.” nm i¢ carpim (moment)
kovaryansi

CovP(.,.) “.,.” mn dagilim kovaryansi

Cov@(.,) “.,.” min kuantil (ytizdelik)
kovaryansi



1. GIiRis

1.1. Kovaryans ve 1lgili Kavramlarin Kisa Bir Tarihgesi

Tarihce konusunda bir ¢ok kaynak bulunmaktadir. Agagidaki agiklama
Kruskal, W.H.’ nin “Ordinal Measure of Association (1958)”, Mari, D.D.
ve Kotz, S.’ nin “Correlation and Dependence (2001)” baglhikli eserlerine
dayanmaktadir.

Kovaryans ve birliktelik (association) gibi &lctilerin tartigilmaya
baglanmas1 XIX. ylzymm son yillani ile XX. ylizythn baglarina
rastlamaktadir. Bu 6lgiilerin bugiinkii bicimleri, Francis Galton, Frank
Edgeworth ve Karl Pearson’ un korelasyon katsayisim istatistik analizinin
bir araci olarak popiiler hale getirmelerinden sonra istatistik literatiirtine
girmigtir. Kugkusuz, niceliklerin korelasyon katsayisiyla iligkisine
yonelik olasihk tartigmalar: bir stiredir devam etmekteydi. Ilk agamalara
ait tartigmalar, H. Walker (1929) ve Karl Pearson’ un (1920-1928)
eserlerinde yer almaktadir.

Francis Galton (1822-1911) igin “korelasyonun babasi” deyimi sikca
kullamlmaktadir. Gergekten, Galton, 1885’ de korelasyon katsayisinin
yapistm ortaya cikarmig ve bu 8lglinfin kullaniminin savunuculugunu
yapmig, genig Sl¢lide kabul edilmesine yardimc: olmugtur. 1892’ de F.Y.
]lEdgeworth, adin1 “korelasyon katsayisi” olarak degigtirmig ve
K. Pearson, 1896’ da analitik ig-carpim formiiliinli elde etmigtir. Elde
edilen bu formiil, Pearson korelasyon katsayis: olarak adlandirihr. Onceleri,
bu nicelik “Galton” ya da Galton’ un fonksiyonu olarak adlandirilmigt:.
Pearson 1904’ te Galton icin yazdify biyografide, Galton’ un dizilerin
va da derecelerin korelasyonunu ilk defa denedigini, ancak sBz konusu
yaklagimi birakarak daha sonralari standart iki degigkenli normal
korelasyon  teorisine dontigecek bir yaklagim:  benimsedigini
belirtmektedir. Galton’ un tanimlamig oldugu korelasyon 8lgiisii, kendi
bagina marjinal ¢eyreklikler arasi dizilerin ve kogullu medyanlarin inig



siralarinm bir fonksiyonunu ifade etmektedir.

Baz bilim adamlarnm korelasyonun geligmesinde yapmig olduklar
yenilikler, Pearson’ un cahgmalarini dogru ¢ikarmigtir. Yapilan uzun
caligmalardan ve geligim d8neminden sonra Pearson’ un elde etmig oldugu
formtil kullamigh hale getirilmigtir. Fancher, 1883’ de Galton tarafindan
dikkate almmayan ancak &nerilen smav sonuglar arasindaki bagmfi ile
ilgilenmigtir.

Galton’ un gimdilerde hata terimi olarak bilinen iligkili degigkenler ile
ilgili caligmalan kendisinin wzun yillarimi almig ve bu caligmalarinin
sonucunda Galton, éneml bilimsel katkilarda bulunmugtur.

Galton’ dan daha 8nce ¢aligma yapanlar arasinda Amerikan matematikci
Robert Adrain ile Carrickfergus (1807), meghur Fransiz matematikci
Pierre-Simon Laplace (1810), Italyan astronom Giovanni Antonio Amadeus
Plana (1820) ve Fransiz fizik¢i Auguste Bravais (1846) bulunmaktadir. Bu
bilim adamlarindan birkag, bagimhhk 8lclisti problemi ile ilgilenmigler,
fakat kullamigh formiiller elde edememiglerdir. Ancak, deneysel verilerie
siirh deneme gahgmalari, teorik analize katkida bulunmugtur. Ozellikle
Laplace (1811), Plana (1B18-1820) ve Gauss (1823) simdilerde goklu
normal dagilim olarak adlandirilan konu tizerine cabgmiglar, Q(.) kuadratik
fonksiyonu g8stermek tizere

exp (Q(wla L2y ey 3-,;))

tistel ifadesinde cerpim terimlerinin katsayilarmin kuyllamighhg ile
ilgilenmiglerdir. Bravais (1846), ikili yogunluk fonksiyonunu gdzdniine
alarak geometrik yaklagmm kullannmg ve iki degigken vasitasi ile
korelasyon’ un varhgmm: ifade etmigtir. Ayrica Bravais, “Correlated
Averages” isimli cahgmasinda ti¢ degigkenli korelasyon ile ilgilenmigtir.
Bravais’ den kirk yil sonra Ingiliz matematikgi J. Hamilton Dickson (1886),
Francis Galton tarafindan kendisine verilen problemler lizerinde galignmg,



iki degigkenli korelasyon igin Bravais’ in elde etmig oldugu sonuglarin
bazilan ile ilgilenmis ve kendisini bu konularda yetigtirmigtir.

C.R. Rao (1983), kisa bir slire korelasyon katsayisi i¢in R semboliiniin
kaynagim: hedef alarak korelasyon katsayisinin gelismesi ve baglangici
lizerine caligmig ve Karl Pearson’ un vermis oldugu sonuglara ulagmigtir.

F. Galton’ un, Natural Inheritance (1908) baghkh klasik bilimsel
incelemesinde, Pearson’ un meydana getirdigi tanimlamalar: kaleme alarak
aragtirmada genig bir bakig acis1 meydana getirmigtir.

Carpim-moment korelasyon katsayisi ilk olarak Karl Pearson (1896)
tarafindan

= 5.9)
NoL0y

biciminde tammlanmigtir.  Pearson’ un tamimlamig oldugu formiil
simdilerde,

¥ x-X)(%-7)

ile verilmektedir. Bu formiil daha sonra Johnson (1995) tarafindan gok
saylda degigken icin geligtirilmigtir.

Bir diger zellik, birliktelik (association) &lgiileri tizerindeki gahgmalarin
orneklem istatistiklerinin normallik kogullar1 altinda korelasyon
katsayisimn hesaplanmasinda kullamilmasidir.  Birliktelik (association)
kadran (quadrant) dl¢listi, 1899’ da Sheppard tarafindan niifus ydntemi
lizerine diiglintilerek ortaya atilmigtir. Buna kargin, Fechner 1899’ da



iki zamanh seriler ile daha karmagik (kompleks) igerigi olan benzer bir
nicelik ortaya atmmgtir, Fechner’ in ¢ift zamanh serilere iligkin 6nerisi ik
olarak Fransa’ da bilinir hale gelmigtir. Bundan sonra #’ nin basit lineer
fonksiyonu 1905 yilinda G.F. Lipps tarafindan ortaya atilmigtir. G.F.
Lipps bu konuyu 1906 yihnda tekrar ele almig ve niceliklerin ilk iki
momentini bularak bunlarin bagimsiziik testinde kullanilabilecegini
savunmugtur.

Fransa’ da Binet ve meslektaglari (1897-1898) sonradan Spearman’ in
ayak-kurali olarak bilinecek olan, sirali fonksiyonlarla birlikteligin
tlglilmesini 6ne slirmilglerdir. Birka¢ yil sonra 1904’ te Ingiliz psikolog
Spearman dizilere dayal birlikteligin drneklem Slgileri ile ilgilenmigtir.

Ele alinan herbir ikili dagilim ile iki ayr bagimsiz (X3, Y1) ve (X2, Y2) ikili
rasgele degigkenleri icin II,

I, =Pr{(X;~X2)(Y1-Yz)>0}
=Pr{X; >XoveY; > Yo} +Pr{X; < Xpve Y1 < Y}
biciminde tanimlanir ve bunun tamamlayicis: olan
M, = Pr{(X; — Xz) (Y1 — Y2) < 0}

geklinde ifade edilir.

TI. niceligi bagimsiz olarak de Finetti tarafindan bir birliktelik Slgiisti
olarak 1937 yihnda ortaya atilmigtir. De Finetti II.” yi modifiye etmig
ve yorumlamgtir.

(X1,Y2), ..., (X, Yn), n-birimlik rasgele bir rnekleme dayah II.’ nin dogal
tahmin edicisi, gézlemlerin uyumlu (concordance) ciftlerinin tekrar eden
ligkisidir.



uyumluluk (concordance) sayist (X, Ys), (X;,Y;) Yy

Fe= n(n—1)

uyumluluk (concordance) says1 (X;,Y;), (X;, J)

Fe= in(n - 1)

>J
dir. Benzer bicimde, P; de tamimlanabilir.

Bu durumda, 7’ nun tahminiolant, P.— P; yada 2P, —1=1-2P;’ ye
egittir. ¢ hesabimn grafiksel metodu, S.A. Holmes (1928) tarafindan ileri
stirttimiigtir.

II.. = Pr{Bagimsiz {i¢ gbzlemden ikinci ve liciincli gbzlemm, birinci
gozlem ile uygun (concordant) olmasi}

olmak tizere, W. Hoeffding (1947) ¢’ nin beklenen degerini, Et = 7 ve
varyansini,

O.(1-1.) + 16 ! ?—2- (e — TI2)

Vart =
art =3

8
n(n ~1)

bigiminde ifade etmigtir. Ayrica, Vart i¢in bir iist sinir H.E. Daniels ve
M.G. Kendall (1947) tarafindan

2
Valrts M

olarak verilmigtir.

Alman egitim psikologu G. Deuchler ¢ uyumluluk (concordance) 8lcilisiinii
1909’ da baglayan ve uzun siire devam eden makalelerinde ele almigtir.



Deuchler ilk olarak Lipps’ in 8nerisini degerlendirmig sonrasinda, ise konuyu
daha ileri seviyelere tagimigtir. Bununla ilgili bilgiler zellikle 1914-1915-
1916 ve 1917 yillarinda yaptifi caligmalarda yer almaktadir. Bu
cahigmalarda Deuchler bagimsizlik hipotezi altinda ¢’ nin tam dagilimin
ele almig ve sonradan Kendall tarafindan tizerine ¢ahgilan aym yinelemeli
(recursion) formiilii elde etmigtir. Bunun sayesinde n = 2,3,4,5 icin
bagimsizlik hipotezi altinda £’ nin kesin dagilimini bulmugtur. Deuchler
glintimtizde bilinen ¢ ile inversiyon sayilar: arasindaki iligkiyi saptamgtir ve
bagimsizhk hipotezi altinda inversiyon sayilarmin daghm igin
olugturma fonksiyonunu geligtirmigtir. Aynca, Deuchler genel olarak
t’ nin dagihmmm yakinsakh§ konusunu da ele almigtir. Spearman
tarafindan ortaya atilan iki Slctime iligkin olarak bir kritik olugturulmug ve
son olarak 2 x 2 tablolar1 hakkinda detayh bir tartigma yazis1 sunmugtur.
Deuchler birliktelifin degigik yéntemlerini ¢ocuklarin aritmetik becerileri
tizerinde yapilan aragtirma icin de uygulamstir.

1924 yilinda Esscher bagimsiz olarak Kendall’ m 7’ sunun ve 7° nun
tahmini olan ¢’ nin bir birliktelik 8lgtisti oldugunu ortays atmigtir. Bu
¢ahgmadan sonra Lindeberg (1925-1929), 7 ve ¢ olgularin1 normallik kisita
olmaksizin ele almig ve 7’ nun agik bir tamimim vererek ilk olarak genel
t degigkenini saptamigtir. 1928’ de S.D. Holmes ¢’ yi dogal korelasyon
katsayisina yakinlagtirma olarak 8ne stirmiigttir. Holmes’ in yaklagim
P. Sandiford (1928) tarafindan tammlanmig ve son zamanlarda H.D.
Griffin (1958) bu konu lizerinde ilgilenmigtir. Yaklagim dogas1 geregi
grafiksel olup genel olarak bilinmeyen ¢’ nin tam olarak hesaplanmasim
yansitmaktadir.

Bagimsizlik durumunda, #’ nin elde edilen dagilimi yinelemeli olarak
hesaplanabilir. Bunun ile ilgili en kapsaml cetvel L. Kaarsemaker ve
A. van Wijngaarden (1953) tarafindan verilmigtir. Ayrica, ikili normal
durumda ¢’ nin daghhmi E.C. Fieller, H.O. Hartley ve E.S. Pearson (1957)
tarafindan aragtinlmgtir.

II. ve I nicelikleri iizerindeki birlikteligin 8l¢lisli olan 7,



7= -1j=2II; -1=1-2II,

biciminde verilir. Yani, 7 ilgili dagihmlar Gzerindeki iki gdzlem igin II.
ve IIg’ nin olasiliklar arasindaki fark ya da (X7 — X3) ve (Y1 — Y2)’ nin
isaretleri arasmdaki korelasyon katsayisidir.

7 ile ilgili temel fikrin, G.T. Fechner’ in 1897 yilinda yapmg oldugu
caligmasindan geldigi sanilmaktadir. Bununla ilgili baz: detaylar ilk olarak
1905 yihinda G.F. Lipps tarafindan ele ahnmigtir. Son olarak, 1938 yilinda
M.G. Kendall tarafindan 7’ nun en ¢ok bilinen bafimsizhk 6nerisi
verilmigtir. M.G. Kendall, T ve birliktelik 6rneklem teorisinin
tartigmalarim titiz ve eksiksiz olarak vermigtir. Bunun igin, bu 8lgli
Kendall’ m 7’ su olarak da adlandirilmaktadar.

Shannon-Wiener bilgi kavramina dayanan birliktelik &lciileri son yillarda
yeniden popilerlik kazanmugtir. Fieller, Hartley ve Pearson (1957)
korelasyon istatistiklerinin hesaplanmasiyla elde edilen birlikteligin
trneklem sirah Slciistintt ele almiglardir. Burada ele alinan iki degigkenli
sirals birliktelik dlciileri ile yakindan ilgili olan kismi ve ¢oklu birlikteligin
Slciilmesi zaman zaman ¢ahgma konusu edilmigtir.

1.2. Kovaryansla Ilgili Baz1 Notlar

Hatirlatma amaciyla, istatistikte Onemli bir yer tutan kovaryans
fonksiyonunun

Cov(X,Y) = E(XY) — E(X)E(Y)

biciminde ifade edildigi maldmdur. X ve Y degigkenlerinin biri birlerine
pozitif kadran anlaminda bagimh olmas: durumunda, Lehmann (1966)

7



tarafindan Cov(X,Y’) = 0 olmasinin kadran bagunsizh# ile egdeger oldugu
ortaya konmugtur. Esary, Proschan ve Walkup (1967)’ in ¢aligmalarinda,
f ve g siras1 ile X ve Y deger uzaylar fizerinde tamimh iki fonksiyon ise
ve bu tiir fonksiyonlar G gibi bir ailede toplamirsa Vf,g € G icin

Cov'®)(£(X),9(Y)) > 0

ifadesi ile monoton bir birliktelik (association) icinde bulunmalan tizerinde
durmuglar. Ayrica, Esary ve Proschan (1972) ile Barlow ve Proschan
(1975) yapmig olduklar1 cahgmalar ile bdyle bir birlikteligin kadran
anlamindaki bagimhliktan da giicli oldugunu ifade etmiglerdir.

Hoeffding (1940) tarafindan dagihim kovaryans: olarak adlandinlan ve

Cov® (X, Y) = / / [F(z,y) — Fx () Fy (v)) dedy
R2

seklinde tanimlanan kovaryans fonksiyonu, Mardia ve Thompson
(1972)’ nun caligmalar: ile geligtirilerek Vr,s € N ve r,8 > 1 igin

Cov®) (XT,Y*) =rs / / " * 1 {F(u,v) — Fy(u)Fy (v)} dvdu
»2

bi¢iminde ifade edilmigtir. Daglin kovaryansimin monoton birliktelik
(association) igin uygun oldugu Tuncer, Kotz ve Bairamov (2000)’ un
cahgmasinda ele almmgtir.

Kowalczyk ve Pleszcynska (1977), “Iki Boyutlu Dagihmlarin Monoton
Bagimhhk Fonksiyonlar1” baghkli ¢aligmalarinda, X ile Y arasindaki
pozitif kadran bagimhligs (PK B), bsliim 2, tanim 2.3.1’ den V(z,y) € R?
icin



P(X<z,Y<y)2PX<z)P(Y <y)
dir.

PX<z)=P(X<zY>y)+P(X<zY <y

egitliinden
P(X<z,Y>y) < P(X <2)[1-P(Y <y)
egitsizligi elde edilir. [1 — P(Y <y)] = P(Y > y) oldugundan
PX<z|Y>y)<P(X <z

dir.

Buna gbre, verilmig bir y icin
R=R2N(Y <y)UR*nN(Y >y)
oldugu dikkate aliir ve
A, =RN(Y >y)={-0<zr<0, Y >y}

tamm: yapilirsa, X rasgele degiskeninin A, bélgesine diigen kismim X, ile
gostermek miimktnddr.

Fx = P(X <), Gy = P(X, < z) denilirse, pozitif kadran bagimhliginda
Vz € R i¢in G, < F olmaktadir. Halbuki,



BIX] =°{° [1 - Fx (2)] de— _} Fx(2)ds
BlX) =] - Gy@)d- | G(w)de

oldugundan

ELX) - BX] =] [Fxla) - Gy (o)l dot [ [Fx(2) - Gyl da

x
= [ [Fx(z) — Gy(z)] dz Ve e R,y € N
—o0
olup, Vz € R i¢in Gy(z) < Fx(z) ise
EX, > EX
elde edilir ve bunun tersi de dogru oldugundan

EX,>EX+> P(X<z|Y >y) < P(X <) (1.1)

dir. (1.1)’ i saglayan ttim (X,Y’) swrah ikililerinin kiimesi “beklenen deger
kadran bagimhhig (EQD)” olarak tanimlanmaktadir.

Agafida tanmim 2.4’ de verildigi gibi, z(p) ve y(p), swras1ile X ve Y rasgele
degigkenlerinin p. kuantil (ylizdelik) degerini gtstermek iizere, herhangi
bir 0 < p < 1 degeri igin

Lxy(p) = E[X,)]~ E[X]

=EX|Y>ylp)|-E[X], 0<p<1

10



v(p) " .
px,y (@) = _“"_fE[xp(n,, 7] 0 Lx,y(p) 20ise
bx,y(P) =

- L% v (p) * :
bx,y (@) = [EX——E(’;(TX«N_,)] » Lx,y(p) < 0ise

tamimlayarak, puxy (p) fonksiyonuna, Kowalczyk ve Pleszczynska
tarafindan X ve Y’ nin monoton bagmhlk fonksiyonu adi verilmigtir.
Acikca, X degigkeninin siirekli oldugu ve f(z) gibi bir olasihk yogunluk
fonksiyonuna sahip oldugu durumlarda

EX] = f zf(z)dz+ f:vf(:c

=PX<z)E[X | X <zp|+ P(X >2,)E[X | X > )
egitligi (—) ile carpilip, her iki tarafina E[X | X > z,| eklendiginde
EX|X>z)-FE[X] =-PX<z,)E[X | X <z
—~P(X >2,)E[X | X >z, + E[X | X > z,]
= P(X S 2,) (BIX | X >2,] ~ EIX | X <2,)

gibi degigik bir formiilasyon elde edilir.

Elde edilen py y (p) bagimlilik fonksiyonunun baz: analitik &zellikleri agagida
siralanmgtir. Bu zellikler Kowalezyk, T. ve Pleszczynska, E. (1977)° de
tartisilmaktadir:

1. (X,Y)e Bvepe (0,1) igin
—1<pxy( <1
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dir.
2. Ayrica,
pxy(®@) =16 P(X <2, Y >y) =P(X >z,,Y <yp) =0
ve
pxy(®) =-16 P(X <21,Y <yp) = P(X > z15,Y > 3) =0
dar.

3. Va,be R ve a #0 igin

, Y’ nin tlim f artan

(sgna)u XY (p) fonksiyonu igin
Hox+b,7(v)(P) =
Y’ nin tiim f azalan
_ - b
(—sgna)ux,y (1 —p) fonksiyonu igin
4.

pxy® =1(-1) <= X = f(Y) olacak gekilde 3f, artan (azalan)
fonksiyonu vardur.

px,y(p) =0 = E(X|Y)=EX

+ +
bxy(P) =pxy(®) <= (X,Y)e€ EQD~

5. (X,Y) € PKB ve EX < 00, EY < o ise py x = 0 dur.
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6. (X,Y) kadran bagimh ise px y (p) = 0 dir<==> X ve ¥ bagimsizdir.

Aynica, Kowalezyk ve Pleszezynska (1977), monoton bagunhlk
fonksiyonlar1 kavramina dayanan ve Kuantil (ylizdelik) kovaryans ad
verilen kavrami

Lx,y(p) = E(X ~ EX) Ty >4y ¥)

fonksiyonu aracihi ile

1
Cov(Q)(X,Y) = / y(p)dLxy (p)
0

bi¢iminde ifade etmiglerdir. Bundan sonra, Krajka ve Szynal (1993-1994)
m yaprmg olduklari cahgmalar ile Kuantil (ylizdelik) kovaryans kavram
geligtirilmig ve baz1 analitik &zellikleri gosterilmigtir.

Burada tanimlanan L,y (p) fonksiyonu ile daha 6nce tanimlanan L y (p)
fonksiyonu biri birine egit degildir. Fakat bu iki fonksiyon arasmda
(1-p)Lx,y(p) = L y (p) esitligi ile verilen bir iligki bulunmaktadr.

Ayrica,

Lxy(p) =3(4)

- 4 / (¢ — BEX)dH(z,3)

tamimlandigina gére, H(z,y) bilindiginde, Lx y(p) yalnizca A, kiimesi
tizerinde tammh bir fonksiyon yani kitme fonksiyonu olmaktadir. Oyle ki,
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(i) (z — EX) hem negatif hem de pozitif degerleri alabilmektedir. Ona
gore,

—o0 <P <00
dir.
(ii) Fy daglim fonksiyonu ve 0 < p < 1 olmak zere,
y(p) = inf {z : Fy(z) > p}
tanim1 kullamlarak, p = 1 durumunda {Y >y(p)} ktimesi bosg

kiime olmaktadir. Buna gore, Lx,y(p)’ nin tammndan sifira egit oldugu
anlagilir. Yani

Lxy(1)=0
dir. Kisaca, A1 = ¢ icin,

#(¢) =0

yazlabilir.

(iii) Y > y(p) esitsizliginin gecerli oldugu bolgeye B = {y ty €R vey 2 y(p)
denilirse, B;’ ler B; N B; = ¢, Vi # j olacak gekilde ayrik kiimeler olmak

tizere, B =‘°lj1 B; yazlabilir.
=

E((X — EX)Ip(Y)] = E[(X — EX)Iu5,(Y)]

Iup,(Y) indikatsr (gdsterge) fonksiyonu olgtlebilir, NB; = ¢ ve
I,p,(Y) =X Ip,(Y) oldugundan,

E[(X -~ EX)Ius, (V)] = B [(X - EX) Y I5,(¥)]
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dir. Ayrica, Beppo-Levi Teoremi’ nden,

E[(X -EX)Y I5,(Y)| = Y El(X ~ EX)Ig,(Y)]

dir. O nedenle,

v (;Jl Bi) =§ v(B:)

i=1

dir. O halde, ¥ = Lx y geklinde tammlanan ¥ bir igaret 8lglisi olmaktadir
(Bkz; Royden (1968)).
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2. TEMEL KAVRAMLAR VE TANIMLAR

Bu bélitm ileride ele alinacak baz kavramlarn bir hatirlatmas: olarak
diigiiniilmelidir.

2.1. I¢ Garpim, £, Fonksiyonel Uzay:1 ve Kuantil Fonksiyonu

Tamm 2.1. (Vektdr Uzay1) V, R’ de bos olmayan bir kilme ve @ ile
® iglemleri,

B:VXV-Y ve :RxV =V

biciminde olmak iizere;

i) (V, @) ikilisi agagida verilen 6zellikleri saglarsa bir degigmeli gruptur.
a) (uOV)®OY=ud (voy)

b)udv=vdu

c)VueVigin u® u! =u~! ®u = e olacak gekilde u~! € V meveut ise.

d) Vu € V igin u® e = e ® u = u olacak gekilde e € V mevcut ise. Ayrica,

if) Yu,v € V ve a,b € R igin

a) (eb)@u=a® (b v)
b)(a+¥)Q@u=(a®@v)® (b®v)
c)a®(vou) =(a®v)® (e u)
d)1@v=v

Szellikleri de saglandifinda, @ ve ® iglemleri altinda V kiimesine R cismi
tizerinde bir vektdr uzay: denir.
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Tamm 2.2. (Ig carpim) V reel bir vektsr uzay: olsun. V uzayinda, ig
carpim olarak adlandirilan

<.,.> (VxV-oR
(u,v) =< u,v >
gibi bir fonksiyon,
i) Simetri dzelligi;
Vo, €V igin, < @, >=<B,a >
i) Bi-lineerlik ézelligi;
Va, B,v,6 €V ve Va, b € R icin,
<ao+bf,cy+db> =ac<a,y>+bec<f,y>
+ad < a,6 > +bd < 3,6 >
iif) Pozitif tanimh olma &zelligi;
<a,a>>0 , YVa#0ecV

<aa>=0 < a=0Iise

ozelliklerini sagladiginda < u,v > sayisina u ile ¢’ nin i¢ carpim ve
(V,< ., .>) ikilisine de i¢ carpim uzay: denir.

Bazen de, < .,. > operatériine i¢ carpim fonksiyonu denildigi
gortilmektedir. n—boyutlu reel vektdr uzay1 V ile, u= (uy,ug,...,uy) ve

v= (v1, Vg, ..., ¥, ) gibi iki vektdr igin Oklid i¢ ¢arpimi
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n
<g,2>=z U Vs (2.1)

i=1
bi¢iminde tanimlandig1 bilinmektedir. Ayrica, u ve v ikilisi icin <u,v>
ile gsterilen tek bir reel say1 bulunur (Hoffman ve Kunze, 1971).

Tamm 2.3. (Norm) Bir V i¢ ¢arpim uzayinda, herhangi bir v € V
vektorit igin,

Il vowr
v = |||

fonksiyonu,
1. Vv € Vigin, |jv|| =< v,v >35> 0

2. Vo € R! ve Yo € V icin, |lav]| =< av,av >3=|a] - ||v|

Burada |al, @ reel sayisimn mutlak degerini belirtmektedir.
3. Vu,v € Vigin, ||u+ v|| < ||ull + ||vll, (Gcgen esitsizligi)
4. YveVigin, v =0&=v=0

Bzelliklerini sagladiginda, norm adim alir.

Tamm 2.4. (Cauchy-Schwarz Egitsizligi)

f ve g fonksiyonlar1, herhangi bir A kiimesi tizerinde tanimh reel degerli
fonksiyonlar, f2 ile g2’ de p dlglisiine gdre integrallenebilir olmak izere
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Cauchy-Schwarz Egitsizligi, (Ho6lder egitsizliginin bir sonucu olarak)
p=q=2igin,

[Umws([uﬁm [m%u (2.2)

biciminde verilebilir.

Kugkusuz, herhangi iki f = X ve g = Y rasgele defligkenleri olarak
ahindiginda,

(S0

|EXY| < E|XY| < (E |X|2)Ji (E |Y|2) (2.3)

biciminde de ifade edilir.
Tamim 2.5. (£, Fonksiyonel Uzay1)

(X, A, p) bir 8lcti uzayr ve f, Slglilebilir bir fonksiyon olmak tizere, £,

uzay1 0 < p <€ oo igin
%={ﬁ/ﬁ@?@<w}
X

biciminde tanimlanir,

f € Lyve Va € R i¢in af € £, dir. Cinki, |f|? integrallenebilir
oldugunda [aff - |f[P’ de integrallenebilirdir. Dolaymsiyla |af|?
integrallenebilirdir ve benzer bigimde g € L, ise V8 € R! igin
Bg € Ly dir. f, g€ L, ise

19



laf + Bgl” < (|ef| + |Bg|)? < (2.maks {|af|,|Bg]})" < 2. (laf|” + |Bgl?)

oldugundan |af + Bg|? integrallenebilirdir ve af + B8g € L,’ dir. Bdylece,
skalar ¢arpimi ve toplanabilirlik nedeniyle, £, bir vektér uzayidir.

L, uzaymm diger bir zelligi de p > 1 olmak lizere

L
»

111, = / 1 (@)[P du
X

normuyla psedd metrik bir uzay olmasidir.

Boyle bir uzaydaki fonksiyonlar igin, 2 +1 =1, f € £, ve g € L, ise

1
P q
f-geﬁlyada,

if - ally < I£Hl, - lgll,

olarak bilinen Holder esitsizligi ile p > 1, f, g € £, olmas1 durumunda
Nf+gll, <A, +llgll,

bigimindeki Minkowski egitsizligi gegerlidir.

Tamim 2.6. (Kuantil Fonksiyonu)

Herhangi bir p € (0,1) igin z(p) ile ifade edilen X rasgele degigkeninin
p. kuantil fonksiyonu, Fx (), X’ in dagihm fonksiyonunu gostermek tizere

z(p) = inf {z : Fx () > p}
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geklinde tanimlanir.
2.2. Gok Degigkenli Dagihimlar

F(z1, 22, ..., %) ile X1, Xa,...,X, rasgele degigkenlerinin ortak dagilim
fonksiyonu gdsterilmek lizere bu fonksiyon

F(21,22,...,20n) : R® — [0,1]

geklinde tanumlanir ve agagidaki 8zelliklere sahiptir.

1. z,, %9, ..., T, degigkenlerinden birinin bile —o0’ a yaklagmasi halinde,

lim F(z1,%2,..,Z,) =0, 3 igin

Ti—r—00

elde edilir.

2. 1,9, ..., Ty, degigkenlerinin tiimiintin +00’ a yaklagmas: halinde,

lim F(zi,z2,..,Z,) =1, Vi i¢in
Z;—+00

elde edilir. Ayrica, limit iglemini ardarda uygulayarak, z,zs3,...,Zn
degigkenlerinin her alt klimesinin marjinal dagilimi

Vi i¢in,

lim F(21, 29, e Tie1, Tiy Tig1y ooy Tn) = F(T1, L2,y o0, Tim 1, Tig 1, vy Tn)

Zi—+
Vi & j igin,

Hm  F(Z1, .0 Ty ey Tjy ooy Ty) = F(T1y ooy Tim 1, Tit 1y ooy T 1, L1y oo
lare 0% ( jPRTIYE Z PRYIPR 7 PRI n) ( 1y eerg i1y Loty ooy Lj—15Ljt1, ,xn)
z;—+00
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tlimi i¢in de,

im F(zy,79,...,%,) =1
T1—400,29—+0C,...y Ty —+00 ( 152000 n)

biciminde elde edilebilir.

3. F(z1, 9, ..., T,) fonksiyonu, z;, x, ..., T, degigkenlerinin her alt kiimesinde
azalmayan bir fonksiyondur.

F(zy, %2, ..., Tiy ..., Ty) ve e; vektdril ortogonal koordinat sisteminde i.
standart kartezyen koordinat: temsil etmek tizere, 7 > 0 igin,

AF = F(21,Z2, 0y T4 + Ty ooy n) — F(Z1,22, o, Tiy ooy Tn)

biciminde tanimlanan ¢. fark iglemcisi,

AF >0 Ni=1,2,..1m
B;AF >0 Vi£j=1,2,..,n

ARA;AF >0 NVitjitkk#5=12 ..,n

A'n,An_]...AzAlFZ 0

anlamina gelir.

4. F(zy,z3,...,2,) fonksiyonu, 21,22,...,%, degigkenlerinin her biri
agisindan sagdan stirekli bir fonksiyondur. Yani; her z;, (i = 1,2, ...,n) ve
herhangi bir 7 > 0 igin,
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F(z1,29,...2) = lim F(z;+7e;)
7—0

F(®1,22,...,2,) = Um  F(z;+ 7:€; + Tje;)
7; — 0
T — 0

n
F(z1,%2, vy Zn) = lim F(a:.i+ > 'rkek)
T10 k=1

T2—0
Tn—0
dir.

Aynica F(z1,%g,...,%,) igin Fréchet simirlar; her X; rasgele degigkeninin
marjinal dagthmi Fy,(z;) ile gosterilmek ve [0,1] araliginda bulunmak
{izere, Fréchet alt s,

F~ (21, %2, ..., Zn) = max (Z Fx,(z;) — (n—1), 0)
=1
geklinde ve Fréchet tist sinin1 da
F*(z1,29,...,Ty) = min (Fx, (z1) + Fx,(z2) + ... + Fx, (zn))
geklindedir.

Aynca, herhangi bir F(z1, 29, ..., T, ) i¢in,
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0< F(21,%2, .., %r) < F(T1,%2,...,Tn) < FY{(z1,%2,...,2,) < 1
egitsizligi gecerlidir.
2.3. Bagmmhlik Kavramlan

2.3.1. Pozitif (Negatif) Kadran Bagimhhg

X ve Y iki rasgele degisken olmak iizere
PX<z,Y<y|>(L)P(XL2)P(Y<y)

egitsizligi Vz,y i¢in saflamiyor ise X ve Y rasgele degigkenleri ”pozitif
(negatif) kadran bagimldir” denir. Kisaca, PKB(X,Y) (NKB(X,Y))
geklinde gbsterilir.

2.3.2. Pozitif Regresyon Bagimhhg
Eger Vy i¢in x artar iken,
PY<y|X =4

z’ in artmayan bir fonksiyonu ise, Y rasgele degigkeni X rasgele degigkeni
tizerinde ”pozitif regresyon bagimhidr” denir ve PRB(Y | X) bigiminde
gosterilir.

Pozitif regresyon bagimhlik kavram ilk énce J.W. Tukey (1958) ve E.L.
Lehmann (1959) tarafindan ileri siirtlmtigtir.
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2.3.3. Monoton Birliktelik (Association)

Vf ve g sirasiyla X ve Y rasgele degigkenlerinin deger uzaylar1 lizerinde
tammli ve azalmayan fonksiyonlar olmak fizere, Ef(X), Eg(Y) ile
Ef(X)g(Y) mevcut iken,

Cov (f(X),9(Y)) 20 (2.4)

egitsizligi varsa, X ve Y rasgele degigkenlerinin “monoton bir birliktelik
(association)” sergiledigi s6ylenir ve M B(X,Y) geklinde kisaltilabilir.

En basit bicimiyle, eger X,Y € Ly iken

Cov(X,Y) = EXY — EXEY (2.5)

negatif degil ise, X ve Y rasgele degigkenlerinin monoton bir birliktelikte
oldugu agiktir.

(2.4) esitsizligi ile verilen monoton birliktelik, (2.5) egitligi ile tanimlanan
monoton birliktelikten daha gliclii bir birlikteliktir.

Monoton birliktelik kavraminin agagidaki 8zelliklere sahip olmasi beklenir.

1. Rasgele deéi§kenli monoton birlikteliklerin bazi alt climleleri monoton
birlikteliktir.

Alt cilimlelerdeki degerler lizerinde azalmayan f ve g fonksiyonlar:
alindiginda,

Cov(f,9) 20 (2.6)

dir (Esary, J.D., Proschan, F. ve Walkup, D.W. (1967)).
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2, X vektortt Xy, Xo, ..., X, rasgele degigkenlerinin bir kiimesini ve Y de
Y1, Ys, ..., Yy, rasgele degigkenlerinin bir kiimesin temsil etsin. X ve Y biri

birinden bagimsiz olsa bile, bunlarin birlegiminin biri biriyle n?onoton bir
birliktelik icinde olan degigkenler kiimesi olugturmaktadir. Ona gbre, f ve
g azalmayan fonksiyonlar olmak tizere, f(X,Y) ve g(X,Y) i¢in

Cov(f(X,Y),9(X,Y)) 20
dir (Esary, J.D., Proschan, F. ve Walkup, D.W. (1967)).
Aynica,

3. Bir tek rasgele degigkenden olugan climlelerin monoton birliktelige
sahip oldugu (Esary, J.D., Proschan, F. ve Walkup, D.W. (1967));

4. Monoton Dbirliktelige sahip iki rasgele degigkenin azalmayan
fonksiyonlarinm da monoton birliktelik oldugu (Esary, J.D., Proschan,
F. ve Walkup, D.W. (1967))

bilinmektedir.
2.3.4. Sol Kuyrugundan Azalan Bagimhlik
Her y icin x artar iken,

PlY<y|X <7

fonksiyonu artmayan ise, Y rasgele degigkeni X rasgele degigkeni fizerinde
“sol kuyrugundan azalan bagimbhhk” gésteriyor denir ve SOKAB(Y | X)
ile ifade edilir.
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2.3.5. Sag Kuyrugundan Artan Bagimhlk

Her y i¢in z artar iken,
PlY >y|X >z
fonksiyonu azalmayan ise, Y rasgele degigkeni X rasgele degigkeni lizerinde

“saf kuyrugundan artan bagimlihk” gdsteriyor denir ve SAKAB(Y | X)
ile gosterilir.

2.3.6. Stokastik Olarak Artan Bagimlilik

Her y i¢in z artar iken,
PlY>y|X =1
fonksiyonu artmayan ise, Y rasgele degigkeni stokastik olarak X rasgele

degigkenine artan bir bagimlilik gésteriyor denir ve SOAB(Y | X)) geklinde
ifade edilir.

2.3.7. Ikinci Dereceden Toplam Pozitif Bagimhihk

S. Karlin tarafindan ileri siirilen bu kavram, z; < z2 ve ¥; < Y2 koguluna
gore f(z,y) ’ de ortak bir yogunluk fonksiyonu olmak tizere,

f(xlayl) f(xl,y2)
det >0

f@any)  f(zam) |

egitsizlii saglaniyor ise, X ve Y arasindaki bagimhhk “ikinci dereceden
toplam pozitif bagimhlik” olarak nitelendirilir ve TPB2(X,Y) biciminde
kisaltilabilir (8. Karlin, 1968).
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2.3.8. Monoton Olabilirlik Oran1 Bagimliligi

Monoton olabilirlik oram bagimhligi, f(z,y) biciminde bir olasihik
yogunluk fonksiyonu bulunan X ve Y rasgele degigkenlerinin ikinci
dereceden toplam pozitif bagimh olma o&zelligi ile egdegerdir. Toplam
pozitif bagimhhk kavrami, (2.3.7)’ de verildigi gekilde tammlanir.

Yogunluk fonksiyonunun bu &zellifi saglamasi, pozitif regresyon
bagimhlginin  (PRB) ve pogzitif kadran bagimhhgmmn (PKB) da
saglanmas: anlamina gelmektedir.

Bagimhhk kavramlarr bu gekilde tamimlandiktan sonra bu bagimlilik
kavramlar1 arasindaki iligkiler gu gekilde verilebilir:

Lehmann (1966) ve Esary, Prachan ile Walkup (1967)’ nin yapmig
olduklar1 ¢cahgmalarm sonucunda,

= SOKAB(Y | X) =
PRB(Y | X) = = MB(X,Y)= PKB(X,Y)
= SAKAB(Y | X) =

biciminde ifade edilen bir sonug bulunmustur.
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3. MATERYAL ve YONTEM
3.1. Kovaryans Tiirleri

Birinci bdlimde, kisa bir tarihcesi verilen kovaryans kavrami cegitli
matematiksel bigimlerde ifade edilmektedir. Ayrica, bunlar egdeger
formiilasyonlar olamamaktadir. Bu nedenle, bu béliimde; i¢ ¢arpim
(moment) kovaryansi, dagihm kovaryans: ve kuantil (yiizdelik) kovaryans
kavramlarimin tanimlar: verilmig ayrica bu ti¢ kavramin analitik 6zellikleri
{izerinde durulmugtur.

3.1.1. i¢ Garpim (Moment) Kovaryansi

(€, A, P) gibi bir olasihk uzayinda tammh X ve Y gibi iki belirgin rasgele
degigken icin, bilindigi gibi kovaryans fonksiyonu

Cov(X,Y) = E(X — ux) (¥ — pry) (3.1)

biciminde ifade edilebilir. Burada, py ve py swasi ile X ve Y
rasgele degigkenlerinin beklenen degerlerini ifade etmektedir. Bu
gekilde tamimlanan kovaryans fonksiyonu bir i¢ ¢carpimdir. Bu nedenle bu
kovaryans fonksiyonuna i¢ carpim kovaryans: da denir. Ayrica,
Cauchy-Schwarz egitsizligi nedeniyle de X,Y € £, icin, Cov(X,Y) < o0
olmaktadir.

Ayni zamanda (3.1)’ deki kovaryans (Cov(X,Y)) fonksiyonunun

Cov(X,Y) = E(XY) — E(X)E(Y) (3.2)

seklinde de ifade edilebilecegi agiktir. Ancak (3.1) ve (3.2) ile verilen
egitlikler X € L2, Y € £ oldugu zaman gegerlidir. Bu ylizden, (3.2)
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egitligi ile verilen kovaryans fonksiyonu aym zamanda moment kovaryansi
olarak adlandiriimaktadir.

(3.1) ve (3.2)’ yi diger kovaryans formiilasyonundan ayirt etmek igin, E
beklenen deger ya da momentleri géstermek {izere,

Cov(X,Y) = Cov'P)(X,Y) (3.3)

ile gdstermek miimkiindlir. Bu ylizden, i¢ ¢arpim (moment) kovaryansi
kisaca, ingilizce literatiirde ki gibi E-kovaryansi olarak adlandirilabilir.

3.1.1.1. I¢ Carpim (Moment) Kovaryansimn Ozellikleri

I¢ carpimmm bir vektSr uzay: tizerinde tammh ve ikili lineer (bi-lineer)
bir fonksiyon olmas: nedeniyle, kovaryans fonksiyonu bilinen ve agagida
dzetlenen analitik zellikleri tagimaktadir.

1. Simetriklik 6zelligi mevcuttur:

Cov(X,Y) = Cov(Y, X) (3.4)

2. Elemanlanna gbre tek fonksiyondur:

Cov(~X,Y) = Cov(X,-Y) = —Cov(X,Y) (3.5)

3. Konumdan etkilenmez fakat 8lgekten etkilenir:

Cov(a +bX,c+dY) = bdCov(X,Y) (3.6)
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4. Monoton f ve g fonksiyonlan i¢in Cov (f(X), g(Y)) ile Cov (X,Y) aym
igareti tagirlar.

3.1.2. Dagihxm Kovaryansi

Kovaryans kavramimin degigik bir tirii de dagilim kovaryans: olarak
adlandirian ve

CovF)(X,Y) = / / [F(z,y) — Fx(2)Fy (y)] dady (3.7)
»2

bi¢iminde ifade edilen fonksiyondur (Hoeffding (1940)). Burada, F' dagilim
X ve Y rasgele degigkenlerinin ortak dagihmini, Fx ile Fy dagilimlan da
marjinal daglimlart temsil etmektedir. (3.7) egitligi ile verilen,
CovF)(X,Y) fonksiyonu egitligin sag tarafindaki integral sonlu oldugunda
gegerli olmaktadir.

Hoeffding (1940)’ in vermig oldugu tamimdan yola ctkarak ve Hartley
(1950), Jogdeo (1968), Konijn (1959), Lehmann (1966) ve Mardia (1967)’
nin galigmalarym dikkate alarak, »,s > 1 igin, Mardia (1967)’ nin &ne
siirdiigli stireklilik gartlan altinda dagihm kovaryansi genellestirilebilir.
Gergekten de, bunun igin ilk 8nce (3.2) ifadesinin

Cov'®)(XT,Y*) = E(X"Y*®) - E(X")E(Y®) (3.8)
biciminde genellegtirilebilecegi ve (3.8)’ in sa§ tarafindaki terimler igin

E(XTY?) =7 7 2"y dF (z, y)

—00—00

oo O oo 00
= / / [ / f I[uSzr,vSya](u,v)dudv} dF(z,y)
—00—00 |—o0o—00
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8
8

BE(XTY®) = / / -771[1‘%9,”%9] (x,y)dF(:c,y)} dudv

| —O0—00

-77 dF(z, y)] dudv

[ r—lye-l // dF (z, y)] dudv
r—lys-1 / / dF(z,y)dudv

u P (X > u,Y > v)dudy

8
8

I
[
0
8\ 8

(l
-
@

[
§ 8 8\«8 8\3
é\g 8\8 8\8

ve

E(X)E(Y*) = f / 2"y dF(z)AF (y)

=~ 00—C0O

=7 / -77 w<z }(u)duI[ggya](v)dU] dF(z)dF (y)
- ]m _/oo | _L 2 <) @) f o ® dF(y)] dvdu
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[o S I~ <] 00

E(X")E(Y?) / / f 7 dF(z)dF(y) | dvdu

—00—00

wp

’lL‘U

rs 7 7 {u’*lv*’“l 77 dF(a:)dF(y)} dvdu

+~Cc0—

oa o0 oo OO
rs / / ur eyl / / dF (z)dF (y)dvdu
~00—00 w v

=rs f f w1 P (X > u) P(Y > v) dvdu
-0 —00

elde edilebilecegi agiktir. Bu bulunan ifadeleri (3.8)’ de yerine koyarsak,
(3.7) esitligi ile verilen dagihm kovaryans: daha da gelistirilerek, Vr,s € N
ve r,s > 1 igin

X 00
Cov'®) (X7, Y?) :rs//u"‘lv”"l[P(X >u,Y >v)
—60—00

—P(X > u)P(Y > v)]dvdu

oD o0

=rs f / w11 — Fy(u) — Fy (v) + F(u, )]

—00—00

— (1 - Fy(w)) (1 - Fy (v)) }dvdu
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Cov® (X7,Y*) =rs / / W =1ys=1 [F(u, v) — Fy () Fy (v)] dodu

—00—00

(3.9)

elde edilir. Dikkat edilirse, yukaridaki ifadenin her iki tarafi da
mevcut ise, bunlar egdegerdir. Ama bir tarafin meveudiyeti diger tarafin
mevcudiyetini de gerektirmemektedir. Bu nedenle biz, sag tarafi igin

CovlF) (X7, Y*) =71s / / w1 [F(u, v) — Fy (w)Fy (v)] dvdu (3.10)
m2

ifadesini kullanacagz (Mardia ve Thompson (1972)). (3.8)’ e benzer bir
bigimde, (3.10) esitliginin sag tarafindaki integral sonlu ise CovF)(X",Y?)
tanimh olmaktadir.

Bu durumda (3.10) esitligi ile verilen dagihm kovaryansmm (3.7)
egitligindeki dagilim kovaryansimi gerektirdigi kugkusuzdur.

(3.7) ve (3.10) egitlikleri ile verilen dagilim kovaryansin kisaca F-kovaryansi
olarak adlandirmak mtimkndiir.

3.1.2.1, Dagihm Xovaryansinin Ozellikleri
Dagilim kovaryans: agagidaki analitik dzellikleri tagimaktadir.
1. Her zaman tek fonksiyon degildir:

Dagilim kovaryansimn tek fonksiyon olabilmesi igin
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Cov'F)(-X,Y) = Cov'T)(X,-Y) = -Cov'F)(X,Y)
egitliklerinin saglanmasi gereklidir. Ancak, dagilimlar s8z konusu olduguna

gore bu tiir kovaryansin tek fonksiyon oldugunu savunmak giiglesmektedir.
Kisaca, F(z, —y) = —F(z,y) anlamsiz bir ifadedir.

2, Yer degigtirme 6zelligi, ancak

F(z,y) = F(y, ) (3.11)

durumunda gegerli olmaktadir.

3. CovB)(X,Y) ile CovtF)(X,Y), (3.9) ile verilen esitlikten dolay: her
ikisinin de mevcut olmasi halinde aynidir.

3.1.3. Kuantil (Yiizdelik) Kovaryansi

X ve Y rasgele degigkenlerinden birisinin beklentisinin sonsuz olmasi
durumunda i¢ ¢arpin (moment) kovaryansimn tamum  gegerli
olamamaktadir. Bu durumda kuantil (ytizdelik) kovaryans ad1 verilen bir
kovaryans kavram geligtirilmigtir. Kuantil (yiizdelik) kovaryans kavrama,
Kowalczyk ve Pleszczynska (1977) tarafindan geligtirilen monoton
bagimlilik fonksiyonlar: kavramina dayanmaktadir.

Birinci bslimde de agiklandig gibi, E(X) ve E(Y) beklenen degerlerinden
biri sonsuz ise (8rnegin, E(Y) = oo ve X € L; ise), p € (0,1) i¢in

Lxy{p) =E{(X - EX)Iy>ym(Y)}

Lxy(p) =E{(X - EX)Iy<yon(V};

(3.12)
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E(X) = o0 ve Y € £ olmasi durumunda da,

Lyx(p) =E{(Y - EY) Ix5.0)(X)}

_ (3.13)
Lyx(p) =E{(Y - BY) Iix<o((X)}
fonksiyonlan tanimlanabilir. Her zaman oldugu gibi, burada, I [.] gtsterge
(indikatér) fonksiyonunu simgelemektedir. (3.12) ve (3.13) egitlikleri ile
verilen fonksiyonlar yardimiyla tanimlanan

Cov(X,Y) =~ Z y(p)dLx,y ()
(3.14)
1
= { y(p)dLx,y (p)
1
Cov@)(Y,X) = - [ =(p)dLy x(p)
o (3.15)
1
=‘£ x(p)d—l—:y,x(p)

fonksiyonlar1 kuantil (yiizdelik) kovaryans fonksiyonlann olarak
adlandirlmaktadir ve Q-kovaryans olarak nitelendirebiliriz.  Birinci
boliimdeki agiklamalarda da (bkz., s. 13-15) gorildogl gibi Lx,y (p) bir
kiime fonksiyonu olup; integral, igaretli 8l¢iilere gre integrasyon bigiminde
yorumlanmahdir (Royden, (1968)).

Burada z(p) ve y(p), Tanim 2.4’ te verildigi gibi herbangi bir p € (0,1)
icin sirasi ile X ve Y rasgele degigkenlerinin p. kuantil degerlerini ifade
etmektedir.
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3.1.3.1. Kuantil (Yiizdelik) Kovaryansimn Ozellikleri

Kuantil (ylizdelik) kovaryansimn saglamakta oldugu baz analitik
Szellikler agagidaki gekilde verilebilir:

1. Acikca,
CovD(X,Y) # Cov@(Y, X) (3.16)
dir.

Kuantil (ytizdelik) kovaryansin tanymmndan gorildigi gibi Cov((X,Y),
Y’ nir beklentisinin olmadifi durumlarda; Cov(?(Y,X), X’ in
beklentisinin olmadif1 durumlarda tammlanmgtir.

Bu kovaryanslarin biri birine egit oldugu durumlar agagida ele alinmigtr.
2, X rasgele degigkeni Y rasgele degigkeninden Q-iligkisiz ise

Cov@(X,Y) =0

dir.
Y rasgele degigkeni X rasgele degigkeninden Q-iligkisiz ise
Cov' @ (Y, X)=0

dir.

X ve Y rasgele degigkenlerinin Q-iligkisiz olmasi
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Cov(X,Y) = Cov@(Y,X)=0

olmas: demektir (Krajka, A. ve Szynal, D. (1994)).

3. X ve Y rasgele degigkenleri i¢in Cov(?)(X,Y) ve Cov(@)(Y, X) tammh
oldugu durumda, X degiskeni Y’ den bagimsiz ise

Cov'9(X,Y) =0 (3.17)
ve Y degiskeni X’ den bagimsiz ise
Cov @ (Y, X) =0 (3.18)

dir (Krajka, A. ve Bzynal, D. (1994)).

4. X ve Y rasgele degigkenleri igin Cov® (X, Z) ve Cov(?)(Y, Z) tanimh
olsun. Bu durumda verilmig a,b, ¢,d,e € ® icin

Cor‘@) (@X +bY +c¢,dZ +e) = adCov(?) (X,2)+ bdCov(?) (Y,2) (3.19)

ile bu tiir kovaryansin Slgekten etkilendigi ve ikili lineerlik zelligini tagidiga
(bi-lineer oldugu) gériilmektedir.

Bunun igin, U = aX +bY +c ve V = dZ -+ e degigken degigtirmesi yapilirsa

Lyyv(p) =E{{U-EU)Iysum(V)}

= aLx,v(p) + bLy,v(p)
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yazilabilir. Buradan, dLx,v(p) ve dLy,v(p) fonksiyonlar1 hesaplanarak
tamimda yerine yazilir ve gerekli diizenlemeler yapilirsa sonug kolayca
goriilebilir.

5. Kesin artan (azalan) A gibi bir fonksiyon icin

1

Cov® (X,1(¥)) = [ 1u(@) dLxx 0) (3.20)
0

(cm,«» (6n() = [ 1@ dxy (1 —p)) (3:21)

0
dir.
6. X € £, ve E(Y) = oo kesikli rasgele degigkeni icin;
Lxy(p) = EXI[Y >yp)+{1-p-P[Y >y@} E[X | Y = y(p)]
- (1-p) E(X)

yazilabilir (Krajka, A. ve Szynal, D. (1994)). Her zaman oldugu gibi
burada y(p), herhangi bir p € (0,1) igin Y rasgele degiskeninin p. kuantil
(ytizdelik) degerini ifade etmektedir. Yukarida verilen Lx y(p) fonksiyonu
yardum ile kuantil (ytizdelik) kovaryans

C’ov(Q)(X, Y)=— /y(p)de,Y(p)
0

bi¢iminde verilebilir.
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Krajka ve Szynal’ mn 1993 yilinda yapilan ¢ahsmalarindan; (X, Y), stirekli
ve kesin monoton marjinal dagihm fonksiyonlarina sahip bir ¢ift rasgele
degigken olmak lizere, X € £; ve Lx y(p), p € (0,1) ttirevienebilir ise

fXyP)
xuP) (gt e (322)
oldugunda
Cov'D(X,Y) = E [Xy(P) (—-———fxf(gi;f&);)) - 1)] (3.23)

oldugu elde edilmigtir. Burada P simgesi, X rasgele degigkeninden
bagimsiz olarak (0,1) lizerinde diizgiin dagilan bir rasgele degiigkeni ve
f(.,.) de, (X,Y) ciftinin ortak olasilik * yogunluk fonksiyonunu
gbstermektedir.

40



4. ARASTIRMA BULGULARI

4.1. Kovaryans Fonksiyonlar: Arasindaki Iligkiler ve Bagimhlik
Kavramlar: Ile Olan fligkileri

4.1.1. Kovaryans Fonksiyonlar: Arasindaki Iligkiler

Bu bdliimde, daha 8nceki bélitmlerde tammlar ve baz analitik 8zellikleri
verilmig olan kovaryans fonksiyonu tiirlerinin kendi aralarmnda bulunan
iligkiler tizerinde durulacaktir,

I¢ carpim (moment) kovaryans: (C’ov(E) (X,Y)), dagihm kovaryans:
(Cov™(X,Y)) ve kuantil (ytizdelik) kovaryans (Cov(@(X,Y))
tanumlarn siras ile (3.2), (3.7) ve (3.14) egitlikleri ile verildi. Krajka ve
Szynal (1994)° in yaptiklari cahgmalar sonucu olarak, kovaryans
fonksiyonu tirlerinin aralarindaki iligki, agagidaki gibi zetlenebilir,

X € L1,Y € £, ve XY € L; olacak gekilde (X,Y) strekli dagilim
fonksiyonlarina sahip rasgele degigkenler ¢ifti igin

Cov®)(X,Y) = CovF)(X,Y) = Cov'?(X,Y) (4.1)

yazilabilir.
Gdsterim: Kovaryans fonksiyonunun (3.2) egitligi ile verilen tanimindan

Cov'®) (X,Y) = E(XY) - E(X)E(Y) (4.2)

dir.
Burada
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E(XY) =77 zyf(z,y)dyde

b d
=/m [/ yf(x,y)dy] dz

a [

olmak lizere, parantezin icerisindeki ifadeye kismi integrasyon y&ntemi
uygulanirsa

y=u = dy =du

OF(z,y)

flzydy=dv =>v= e

b
E(XY) =/x[ aF(xy)T_/QEg%Qdy]dx

a c

- (o] e 1- [ e

[3

(4.3)

=1 —I

olur. Burada,

b
6F:r

a

integraline kismi integrasyon uygulanirsa
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=1 = dr =du

OF (z,y)
-Ox

L =y (:rF(:v,y) z - / F(z, y)dx) I

b,d b d
—oyF(z,y) | — / yF(z,9)da |
a,c c

a

dr=dv =v=F(z,y)

ve benzer bi¢imde,

Iy t—d bxmd:cd
J(f-ome) o

[ a

d ,
——/ (xF(x,y)l—/F(z,y)dm) dy

[ a

t

d b d
b
= [ Faya [+ / / Fa,y)dydz
elde edilir.

I, ve Iy, (4.3) egitliginde yerine yazilirsa,

43



b

d
/ yF(z,y)dz |
e

o

b,d
E(XY) =zyF(a,y) | -
a,

[

d b b d
- [ (@F(z,v)) | + / F(z,y)dyde

bulunur.

b

E(X) = / )t

a

kismi integrasyon uygulandiginda
, °
E(X)=zF(z) | — / F(z)dx
a

ve ayn bigimde

d

E(Y) = / yf(y)dy

d
=yF(y)1l— / F(y)dy

ifadeleri elde edilir. Bu bulunan ifadeler (4.2) esitliginde yerine konulursa



b
b,d d
Cov'B)Y(X)Y) =azyF(z,y) | — / yF(z,y)dz |

a,c
a

- 7 (zF(z,y)dy) i + 77 F(z,y)dydz

- { (mF(x) '|’ -/ F(x)dx) (yF<y T / F(y)dy) } .

Bulunan bu son egitlik dtizenlenip, a,c —» —o0 ; b,d — oo durumunda
limit alinirsa

b d

CovB)(X,Y) =77 F(z,y)dydx— / / F(z)F(y)dydz

I
8\8

/ [F(z,y) - F(2)F(y)] dyda
—0Q
o F)(X,Y)
dir.
O halde, s6z konusu kogullara gére,

Cov'®(X,Y) = Cov'P)(X,Y) (4.4)

dir. Ote taraftan,

45



Lxy(») =E(X-EX)I[Y 2y(p)

=7 7 (z — E(X)) f(z,y)dydz

—aoy(p)

ve

E(X) 7 7 f(z,y)dydr = E(X) 7 7 f(z,y)dzdy

—ooy(p) y(p)—o°
= E(X) [1 — F(y(p))]

oldugundan

Lyy(p) = / / (e (@, y)dydz — E(X)[1 - Fly®))

—ooy(p)

clde edilir. Buradan

4

—Lx (@) = v

f o (z,y)dydz — E(X) [1~F(y(p))1)

4(p)

8\3

zf(z, y(p))y (p)dz + E(X) f(y(p))y'(P)

.
-]

. / 2z, y())y (p)ds + B(X)
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dir. Buna gdre,

CorD(X,Y) =~ / y(p)dLx.y (9)
4]

—/y(P) (— /-’vf(af,y(p))y’(z’)dw+E(X)) dp

0

:] ) 7 zf (z,y(p))y (p)dedp — E(X) / y(p)dp
0
/ Ty~ ECOE)

[

= E(XY) — BE(X)E(Y)

(z,y(p)) f( (p

= Cov'B)(X,Y)
dir. O halde, 38z konusu kogullarda,
Cov BN (X,Y) = Cov@(X,Y) (4.5)
dir.
(4.4) ve (4.5) egitliklerinden
Cov'B)(X,Y) = Cov'F)(X,Y) = Cov @ (X,Y)

elde edilir.
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Ayrica, (3.2) egitligi ile verilen i¢ carpim (moment) kovaryans1 mevcut
iken (3.7) esitligi ile tanmimlanan daglim kovaryans: mevcuttur. Fakat
dagihm kovaryansi mevcut iken i¢ carpim (moment) kovaryans: meveut
olmayabilir. Mardia ve Thompson (1972) buna iligkin 8rnek vermektedir.

(3.14) ve (3.15) egitlikleri ile ifade edilen kuantil (ylizdelik) kovaryans
tamm, i¢ carpim  (moment) kovaryans: ve daglim kovaryansi
tamimlarindan daha zayiftir.

(X,Y) rasgele bir degigken ¢ifti olmak lizere, i¢ carpim (moment)
kovaryansi (Cov'®)(X,Y)) ve dagim kovaryans: (Cov™)(X,Y)) mevcut
degil iken kuantil (ylizdelik) kovaryansin (Cov(®)(X,Y)) meveut olduguna
iligkin &rnekler Krajka ve Szynal (1993)’ in yapmg olduklan ¢ahgmada
gortilebilir.

4.1.2. Kovaryans Fonksiyonlarimin Bagimhlik Kavramlar: fle Olan
Digkileri

Bagimhbk kavramlar arasindaki iligkilerden stz ederken, bu bagimhhk
kavramlan arasindaki iligki kisaca,

= SOKAB(Y | X) >
PRB(Y | X) = } = MB(X,Y)= PKB(X,Y)
= SAKAB(Y | X) >
(4.6)

bigiminde bir gema ile ifade edilmigti. (4.6) ile verilen gemadan da
gorildiigli Uzere, verilen bagmhlik kavramlar arasinda en glicllt
bagimhlif pozitif regresyon bagimhbg (PRB(Y | X)) ortaya
koymaktadir. Sol kuyrugundan azalan bagimlilik (SOKAB(Y | X)) ve
sag kuyrugundan artan bagimhhk (SAKAB(Y | X)) ise pozitif regresyon
bagimhlhgina (PRB(Y | X)) gdre daha zayif bir bagimhhk gdstersede,
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giiclti bir bagimhlik yapis: olarak kabul edilebilir. Bunun yaninda, monoton
birliktelik (association) kavrami; pozitif regresyon bagmhligi, sol
kuyrugundan azalan bagimhlik ve sag kuyrugundan artan bagimlihga gore
daha zayif bir bagimhlik yapis1 ortaya koymaktadir. Pozitif kadran
bagimlihg (PKB(X,Y)) ise, bagimhlik kavramlar: icerisinde en zayif
olam olarak gériilmektedir,

f ve g swrasiyla X ve Y deger uzaylan tizerinde tanimli monoton ve
Olgtilebilir iki fonksiyon olsun. Bu tlir fonksiyonlar G gibi bir ailede
toplamirsa, Vf,g € G icin

Cov® (f(X),g(Y)) >0 (4.7)

egitsizligi ile X ve Y degigkenlerinin “monoton bir birliktelik (association)”
icinde bulundugundan daha nce bahsedilmigti. Acikca, (4.7) egitsizligi
ancak f,g ve fg € £; oldugu zaman gegerli olmaktadir. Ustelik (4.7)
egitsizligi ile verilen iligki

Cov'® (X,Y) >0 (4.8)
egitsizligini gerektirmektedir.

X ile Y rasgele degigkenleri (4.7) anlaminda monoton bir birliktelik
(association) icinde ise, (4.6)’ dan bu rasgele degigkenlerin aym zamanda
kadran anlammda da bagimli oldugu anlagilmaktadir.

Pozitif kadran bagimhhigimin (PK B) seglandig hallerde (3.10) esitligi ile
verilen dagihm kovaryansinin

Co'F)(X,Y) >0

egitsizligini sagladigindan kugku yoktur.
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Buna ilaveten, (3.14) ve (3.15) egitlikleri ile tammlanan kuantil (yiizdelik)
kovaryansida, Vf, ¢ € G i¢in

Cov @ (f(X),9(Y)) > 0 (4.9)

geklinde yazmak miimkiindir.

(4.9) esitsizligi mevcut ise kuantil (ytizdelik) kovaryansmn “monoton
birliktelik (association)” i¢in uygun bir kriter oldugu sSylenebilir.

Benzer bigimde, f ile g gibi her ikisi de reel ve her degigkende azalmayan
(artmayan) iki fonksiyon verilmig olsun. Ayrica, X = (Xi,Xa,..., X»n)
ile Y = (11,Ys,...,Y,) rasgele vektérleri icin E (f(X)), E(9(Y)) ve
E (f(X)g(Y)) beklentileri mevcut olmak kogulu ile

Cov® (£(X),9(Y)) > 0 (4.10)

egitsizligi ile X ve Y rasgele vektérlerinin monoton birlikteligi (association)
ifade edilebilir.

Bu durumda dagihm kovaryansi da (F-kovaryansi), Vf,g € G icin

Cov™ (£(X),9(Y)) 20 (4.11)

geklinde monoton birliktelik (association) i¢in uygun oldugunu ifade etmek
miimkiindiir.

Benzer bicimde, kuantil (ytizdelik) kovaryans i¢in

Cov@ (f(X),9(Y)) 20 (4.12)
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egitsizlifi gecerli ise, bu durumda kuantil (ylizdelik) kovaryansin monoton
birliktelik (association) i¢in uygun oldugu aksi durumda, monoton
birliktelige uygun olmadig: ifade edilebilecektir.

4.2. Kovaryans Kavramlarina fligkin Ornekler

Asajida verilen Ornek 1 ile i¢ carpim (moment) kovaryans: olmamasina
ragmen kuantil (ytizdelik) kovaryansin hesaplanabilecegi gsterilmig olur.

Ornek 1: (X,Y) gibi rasgele bir defigken ciftinin ortak dagilim
fonksiyonu bilinmesin, fakat bunlar arasinda

X=vI[Y|<1]

gibi bir iligki bulundugu varsayilsin. Ayrica, Y’ nin marjinal yogunluk
fonksiyonunun

1

m y—0o0 < Y < 00

fly) =

oldugu kabul edilsin. Buna gére,

EX =0, E|Y| = oo ve E|XY| < co oldugu durumda (3.2) esitligi ile
tanymlanan i¢ carpim (moment) kovaryans: bagimhihk karakteristigi olarak
kullanilamaz. Ancak, kuantil (ylzdelik) kovaryansim agagda
verilen gekilde hesaplamak miimkiindir.

(3.12) egitliginden,
Lxy(®) =E{(X - EX)Iy>y(Y)}
= E{XIyy>y(Y)}
= E{YI[[Y] <1}y >y (V)}
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dir.

y(p) = F~1(p) = F(y(p)) = p oldugu dikkate ahnirsa,

70 = [ s

—00

1
= —arctany -+ =
T

2

bulunur.

1 1 1
Ayrica, p = pos arctany + 2 =y =tanm (p = -é) gbzbniine ahnmsa

LX,Y(P)::EYI{tanﬂ'( —-;—) <Y<1}, pe(i,%)

dir. Buradan,

1

tan 7r(p— 12'-)

yazilabilir.

Buradan dLx,y(p) hesaplanacak olursa,

dLx,y(p) = *% tan (WP - g) [tan (WP - ‘g) o ( ; 1))

1+tan?n (p—§

_ . (ﬂcoswp) 1
T sin?7p \ sinmp 1r(1+tan2ﬂ-(p_ %))
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bulunur. Gerekli agthmlar ve diizenlemeler yapildiktan sonra,

COS TP
sinmp

dLxy(p) =

elde edilir.

(3.14) esitligi ile wverilen kuantil (yiizdelik) kovaryansin tamm
kullamlarak

Col(X,Y) = y(p)dLx,y ()
0

ﬂ

sinp sin mp 2 (5.1)

1
T
/ cos pcos'lrpd
1
4

e

2
r f c?s2 ™ dp
sin“ 7p
i

bigiminde elde edilir. (5.1) ile verilen egitlikte, 7p = u degiigken degigtirmesi
yapilirsa,

=

Cov@(x,y) =1 / U

™ sinu

1 —sin?u

I
=

SR \ nl';l’
N
&

sin“u



olarak bulunur.

Ornek 2: Bu 8rnek (4.1) ile verilen esitlifi gésteren bir uygulamadir.
Marjinalleri (0,1) arahgindaki diizgiin dagilim olan iki boyutlu Farlie-
Gumbel-Morgenstern (FGM) daglimim gézéniine alahm. Bu dagihima
iligkin dagihim ve olasilik yogunluk fonksiyonlar sirasi ile agagidaki gibidir.

F(z,y) =zy{l+a(l-2)(1-y)}

flz,y) =14+a(l-22)(1-2y), O0<z,9<1, -1<ax<l

Bu varsayimlar altinda, Cov®)(X,Y),CovF)(X,Y) ve Cov(®(X,Y)
kovaryanslarina bakalim.

(3.2) egitligi ile verilen tamimdan i¢ garpim (moment) kovaryanst
Cov®)(X,Y) = EXY — EXEY

bigimindedir. Buradan,

11
BxY = [ [ ays(e,y)dsdy
00
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11
EXY =[[my[l+a(1—2a:)(1—2y)]dzdy

_l, e
T4 36

ve

EX =

[ TR

1
EY =2
2

oldugundan i¢ carpim (moment) kovaryans
Cov'BX(X,Y) = EXY — EXEY

_(1l,e)_11
“\21736) 22 (5.2)

(07

T 36

olarak bulunur.

(3.7) esitligi ile ifade edilen dagihm kovaryansinin tammndan

11
Co(x,¥) = [ [ (oy+azy(1 - 2) (1~ ) ~ o) dady
00
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11
Co'f)(X,Y) =« zy (1 —2z) (1 — y) dzdy
[ [ (5.3)

dir.

Kuantil (ytizdelik) kovaryans: hesaplamek igin (3.14) esitligi ile verilen

1

Cov?(X,Y) = — / y(p)dLx,y (p)
0

tanimi kullanahm.

Fy(y) =y = p = y(p) = p bilindigine gore,
Lxy(®) =E{X~EX)Iyzm)}

=E{(X -3}) Iy>ym(¥)}

1
Lxy(®) = /f (I—E)f(x,y)dzdy, D<p<l1
0zl
y>p

=ZZ (a: - %) [1+a(l-22)(1 - 2y)] dydz



Lx,y(p) -:]] {(a:—— %) +a (z—— %) (1-22)(1 --2y)}dydz
0 p

bigiminde elde edilir.
(5.4) esitligi, p degigkenine gore tiirevienirse

d 1 1
“Z‘I;LX,Y(P) =—zaptca

bulunar.

Bsylece, kuantil (ytzdelik) kovaryans

Covd(X,Y) y(p)dLx,y (p)

]
[ p(~gor+ go)ar

(5.4)



Cov(X,Y) = %a/p"’dp—%a/pdp
0

1 1 (5.5)
“9% T 2%

o3
~ 36

olarak elde edilir.

Boylece (5.2), (5.3) ve (5.5) egitlikleri ile ifade edilen i¢ ¢carpim (moment),
dagihim ve kuantil (yiizdelik) kovaryanslarin hesaplanmalari sonucunda bu
kovaryans fonksiyonu tiirlerinin biri birine egit olduklar1 goruldr.

Kisaca,
Cov'®)(X,Y) = Cov'F)(X,Y) = Cov'®(X,Y)
biciminde ifade edilir.
Ornek 3: (4.1) ile ifade edilen egitlik kesikli durumda da gegerlidir:
PX=2Y=y)=%|z—yl, z,y=0,1,2

bi¢iminde tammlanan kesikli dagihmin Fy (y) marjinal dagilim
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5/8 -

:

3/8 e

H
H
:
H

LS
a4

» : >
0 1 2
olup, buradan
0 ,0<p<$
yp)=4 1 ,§<p<}
2 ,p2>3

elde edilir. Kesikli rasgele degigkenler icin

Lxy(@) = E{XI[Y>y@®)]}+{1-p-P[Y >y} E[X|Y = y(p)]

—-(1-p)E(X)
yazilabilir (Krajka, A. ve Szynal, D. (1994)). Buna gore,

y(p):0,0Sp<%ise;
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E{XI[Yy >0]} =22: 22: z-PX =2,Y =y)

=0 y=1

[e 11

PIY >0 =3 P(Y=1)
p2

ool

E[X|Y =0)] =é)x-P(X=:z:|Y:O)

3len

bulunur. Bulunan bu degerler yerine yazilirsa

Lxy(p) = 3+(1-p-%)-2-(1-p-1
= —'%ps OSP<%

elde edilir.

Aym sekilde, y(p) =1, 3 <p < § ise;

2
Y z-PX =z,Y =y)
0 y=2

M

E{XI[y >1]} =

&

I

ool
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PlY > 1] :§2P(Y=y)

Coito

EX|Y =1)] =§0$~P(X=x|Y=1)
=1

bulunur. Bulunan bu degerler yerine yazilirsa

Lyy(®) = 3+(1-p—-32)-1-(1-p)-1
= -% 8sp<j

elde edilir.
Son olarak, benzer bigimde y(p) = 2, p > § ise;
2
BXIY >} =% X o P(X=2,Y =y)
z=0y>2

=0
PlY>2]=0

E[X|Y =2)] =zijoz-P(X:x|Y=2)
=1
3

61



bulunur. Bulunan bu degerler yerine yazhrsa

Lxy(®) = 0+(1—-p-0)-3-(1-p)-
= ~§+3p, p2}%

elde edilir.
Buradan,
—2p , 0<p<i
Lxy(®) =4 -3 , 2<p<}
-3+3p ,p2§
yazlir.

Tiirev alinirsa,

'_'% aOSP<%
dLxy(®)=4 0 , §<p<3
2 ,p>3

elde edilir.

Kuantil (ylizdelik) kovaryansin tanimmdan

1

Cov D (X,Y) = — / y(P)dLx v (v)
0
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bulunur.

Aym daghm icin Cov®)(X,Y) ve Cov(F}(X,Y) fonksiyonlarm
hesaplayalim.

PX=z,Y=y)=%lz-1y, z,y=0,1,2

biciminde tanimlanan kesikli dagihm icin

2
P(X=$)=ZO%I$—1/I=%(I$I+I$—1l+lx—2l)
Y=

EX:E:):::P(X:::):% zi;oz(|z1+|z_1[+|z-2])=1
P =3) =3 dlo-vl =} (~ul+ 11yl + 2 -y)
BY =L P =)=} £ vl + -3l + 2 -y) =1

2 2 2 2
E(XY):EExyP(X::x,Y:y):E Ozyélx—m:%

=0y+=0 z=0y=+

olarak bulunur. Bu degerler i¢ ¢carpim (moment) kovaryans: taniminda
yerine yazihirsa
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CovlB)(X,Y) = E(XY)- E(X)E(Y)

=1-11

I
M=

bulunur.

Aym dagilim i¢in, dagihm kovaryansma bakahm.

P(X=2)=3 §lo—ul=§ (el +]o -1 +]o-2)

P =y) =3 dlo =1l = § (sl +1— sl +2-v)

X=

Ty
PX<z,Y<y)=X ) glz—yl
z=0y=0

P(X <z)=Y) (iﬁlx—yl) =3 [4 (Il + |z — 1]+ |z — 2]

y=0 Y= y=0

P <=5 (5 dle-ol) =5 B0-vl+1-sl+12-)]

z=0 &=

degerlerini dagilim kovaryans: taniminda yerine yazihrsa

CooP (X, Y) é [P(X <2,Y <y)— P(X <2)P(Y <y)]

lle
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S (5 b )

z=0y=0 &=0y=0

(2,,: [§<|x1+|x—11+1z—2n]) (Z E (|—y|+11—yn+12-y|)])}

y=0 z=0
ve bu toplam hesaplanirsa

Cov®)(X,Y) = ——;-

olarak bulunur.

Bu da yine bslim 4’ te, (4.1) ile verilen esitlife bir uygulama olarak
goriilebilir.
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5. TARTISMA VE SONUG

Bu cahgmada, i¢ carpim (moment) kovaryansi, dagilim kovaryansi ve
kuantil (ytizdelik) kovaryans fonksiyonlar1 ve bu fonksiyonlarin bagunhhk
kavramlar ile olan iligkileri izerinde durulmugtur.

I¢ carpim (moment) kovaryansi, dagilim kovaryansi ve kuantil
(ytizdelik) kovaryans fonksiyonlar1 kisminda, kovaryans fonksiyonlarmin
tammlar1 verilmis ve bu kovaryans fonksiyonlarmin analitik Szellikleri
gosterilmigtir. Adi gecen kovaryans fonksiyonlarmin biri birleri arasinda
bulunan iligki kisaca bir teorem ile ifade edilmigtir. Bu teoremin elde
edilmesi kovaryans hakkinda fikir elde edemedigimiz durumiarda &nem
tagimaktadir. Ciinkit kovaryans kavramimn tanmmh olmasi durumunda,
monoton biriktelik (association) kavrami ve bagimlihk kavramlar ile olan
iligkilerini elde etmek miimkiin olmaktadir. Ayrica rasgele degigkenlerin
bagimlihg birgok sonug¢ ¢ikariim  prosediiriinde  biiytik . kolayhk
saglamaktadir. Bu nedenle b&yle bir 8zelligin karakterizasyonu 8nemlidir.

Caligmamn bagimhhk kavramlan ile ilgili olan kisminda; i¢ ¢arpum
(moment) kovaryansi, dagihm kovaryans: ve kuantil (ylizdelik) kovaryans
fonksiyonunun gegitli bagimlilk kavramlart ve monoton birliktelik
(association) kavrami ile olan iligkisi elde edilmigtir. Bu béliime ait
bulgularmn istatistiki sonug gikariminda yararh olacag: diiglintilmektedir.
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