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He

OZET

R bir kompleks cebir olmak {lzere aeR i¢in a nin spektrumu
kullanilarak Schwarz lemmasinin cebirsel karakterizasyonu

verildi.

D =-{zeC: |z|sr} ve U={welC: |w|<l} kompleks diizlemde
kapali daireler, B(D), D de tarifli sinirli analitik fonk-
siyonlarin cebiri iken ¢(a)d=a (ae€) olacak sekilde
$:B(D)+R izomorfizmi tanaimlandi. R nin bir a elemaninin
baz1 sartlara sahip olmasi halinde D nin U ye konform
tasvirlerinin cebirsel karakterizasyonu bu a elemani kul-
lanilarak yapildi. r--1 8zel halinde, kapali birim dairenin
kendi tlzerine konform tasvirlerinin cebirsel karakterizas-
yonunun ayni sartlara sahip bir aeR ile verilebilecegi
gériildd,

Schwarz-Pick teoremini karakterize eden bir cebirsel karak-

terizasyon sunuldu.



ii

SUMMARY

An algebraic characterization of Schwarz Lemma was given
using the spectrum for an element aecR, a complex algebra.

Let D~{ze€: [z|<r} and U={we€: |w|<l} be closed disks in
complex plane while is B(D) the algebra of bounded
analytical functions then ¢: B(D)+R was defined by

¢(a)==0. (oeC,a constant). When the element aeR has some
conditions, the algebraic characterization of the conformal
mappings of D onto U was made using this element. In the
special case r=1 it is observed that the algebraic
characterization of conformal mappings of the closed unit
disc onto itself, can be give with the same conditions for

an element acR.,

An algebraic characterization of Schwarz-Pick theorem was

presented.
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1,GiR1S

1940 ve daha sonraki yillarda analitik fonksiyonlar teorisi
ile cebir arasinda iliski kuran bazi g¢alismalar yapilmistir,
Bu ¢alismalar sonucu, kompleks diizlemdeki b&lgelerin konform
esdegerliligi bblge llzerindeki analitik fonksiyonlaran ce-

birsel yapisi ile tespit edilmistir,

D kompleks diizlemde bir b8lge ve A(D), D de biitiin tek defer-
1i analitik fonksiyonlaran halkasi (cebiri) olsun. D, ve D,
kompleks dilzlemde herhangi bir b8lge iken Dy in D, b8lgesi
lizerine bir birebir konform tasvir mevcutsa (veya anti-kon-
form tasvir mevcutsa) A(Dl) ve A(D2) arasinda bir izomorfizm
(anti-izomorfizm) vardir.

1948 de L, Bers bunun tersinin de dofru oldufunu g8sterdi.

Bers sunu ispatladi: Sayet ¢:A(Dl)+A(D2) ye sabitleri koru-
yan bir izomorfizm ise, feA(Dl) igin ¢(f) =foy olacak se~

kilde Dy i D, Uzerine tasvir eden bir § konform dénilsiimi

vardyr (5),

Kompleks dilizlemde sinirli bir D b&lgesinin her 2z sinir nok=-
tasi i¢in z' noktasinda kaldairailamay&n bir singiilerlige sahip
bir feB(D) olacak sekilde D b8lgesi {lzerinde tanimli tek de-
gerli ve sinirli analitik fonksiyonlarin halkasi B(D) olsun.
B8yle bipr B(D) halkasa i¢in 1942 yilinda C. Chevalley ve

S. Kakutani tarafindan asagidaki teorem ileri stiriilmils ve
ispatlanmistar: ¢:B(D)+B(DF) ye her oeC i¢in ¢(a)=a 8zelli~-
gini saglayan bir halka izomorfizmi ve ¢(f)=g olsun. D den
D' {izerine her z'eD' noktasi igin g(z’)mf{w-l(z')} olacak
$ékilde birebir bir ¢ konform d8nligim vardir. Burada '
z'e=y(z) dirp,

W. Rudin, L, Bers'in teoremini asapgidaki sekilde acgik
Riemann yllzeylerine genellestirmistir: Rl ve R, acik
Riemann ylzeyleri, A(R;) ve A(R,), R; ve R, llzerinde tarif-
1i tek degerli analitik fonksiyonlarin :cebiri olsun. Eger
A(R;) ve A(R,) izomorf iseler bu taktirde R, ve R, konform
esdegerdir (11),



1964 de A. Beck yayinladigi bir caligma ile analitik fonk-
siyonlar tecorisinde " iki dairesel halka konform ise yarai-
caplarinin orani sabittir" ifadesini cebirsel oclarak karak-

terize etti (4),
Bu tez bes b8limden ibarettir.

Birinci bdlim giris b8liimd olup., ikinci b&liimde diger b&1lim-
lerde kullanilan tanim ve teoremler verildi.

Uctincdl bdlimde konform tasvir kavrami ve D ~{zeC: |z|sr} r
yarigapli kapali dairenin, Ue{wr@: |w|<1} kapali birim dai-
resi tlzerine konform tasviri verildi. Ayrica Gayri Euclidyen
(G,E) geometri kavrami lzerinde duruldu. Schwarz-Pick teo=-

remi ifade ve ispat edildi,

D6rdiincli b&llimde sinirli analitik fonksiyonlaran B(D)
halkasl. ile ilgili bazi tanim ve teoremlerden bahsedildi.
Cebir kavrami verildi. Spektrum, spektral yaricap tanimlara

ve ilgili teoremler sunuldu.

Besinci b&liimde, D={zeC: |z|<r} r yaricapli kapali daire

ve U ={we€: |w|<1l} de kapala birim daire olmak lizere D tarif-
1i sainirli analitik fonksiyonlarin halkasi (cebiri) ele
alindi, Schwarz teoreminin bir cebirsel karakterizasyonu
sunuldu, r=1 8zel halinde bu karakterizasyon ifadesinin
Schwarz Lemmasinan cebirsel karakterizasyonu oldugu g&riil-
du. 8chwarz teoreminin baska bir neticesi olarak z=0 nokta-
sin1 w=0 noktasini tekabill edecek sekilde D nin U {izerine
konform tasvirinin cebirsel karakterizasyonu elde edildi.
Problem daha da genel halde diisiinlilerek o#0 olmak iizere a,

D nin bir ic¢c noktasi iken a y1 w=0 noktasina tekabill ede-
cek sekilde D yi U ye konform tasvir eden d&nislim cebirsel
karakterize edildi, r=1 8zel halinde bu karakterizasyonun
kapali birim diskin kendi lizerine konform tasvirinin cebir-
sel karakterizasyonu oldugu gbriildi. Son olarak Schwarz-
Pick teoreminin bir cebirsel karakterizasyonu ve bunun da

bir sonucu takdim edildi.



2, UN BILGILER

Tanam 2.1: R bog olmayan bir ciimle ve R de toplama (1) ve
carbma (,) denilen iki tane ikili islem verilmis olsun. Bu
(Ryt,,) cebirsel yapasi asagidaki sartlari sagliyorsa
(Ry*,.) vya halka denir.
Rl. (R,*) defismeli bir gruptur.
R2. (R,*,.) daki carpma iglemi birlesme 8zellifine sahiptir.
Yani her a,b,ceR ig¢in a.(b.c)=(a.b).c dir.
R3, (R,*+,.) daki ¢arpma, toplama lzerinde dagilma 8zelliZi-
ne sahibtir. Yani, her a.b,ceR ic¢in

(atb).c=a.ctb.c ve a.(bte)=a.bta.c
dir,
R halkasinin carpma islemine g®re 8zdes elemani varsa, yani,
her aeR ig¢in lR.ama.lRwa olacak sekilde R de lR ile g¥s-
terilen bir eleman varsa (R,*,,) ya birim elemanli halka
denir, Sayet bu (R,t,.) halkasi carpma islemine g&re degis-
meli ise (R,t,,) ya defismeli halka adi verilir.

Tanam 2,2: R halkasinain bos olmayan I altclmlesi asagidaki
sartlariy safliyorsa I ya ideal (iki yanli ideal) denir:

Il., Her x,yel i¢in x-yel dar,

T2, Her xeI ve her reR icin rxel ve xrel dir.

X,R halkasinin bir altclimlesi ve X i ihtiva eden R nin ide-
allerinin ailesi de B={Ii}M;[i} olsun. Bu taktirde

IieB

idealine X tarafindan gerilen ideal denir ve <X> ile g8s-
terilir, X in sonlu olmasa halinde <X> idealine sonlu geri-
len ideal, X in tek noktadan ibaret olmasi halinde, yani,

={p} ise <X>=<p> idealine esas ideal denir.

Tgnim 2,3: a, R halkasinin sifirdan (8zdes elemandan) farkli
bir elemani olsun. a,b=0(ba=0) olacak sekilde sifirdan fark-
11 bir beR varsa, a ya sol (sag) sifir b8len denir. R nin



bir elemani hem sap hemde sol sifir b8lenise bu elemana
kisacea sifir b8len denir, Degismeli halkalarda bu ayiraima

gerek yoktur

Tanam 2.,4%4: Birim elemanli ve degismeli bir halkanin sifair

b&leni yoksa bu halkaya tamlik b8lgesi denir.

Tanim 2,5: R bir halka ve xeR olsun. x in R de ¢arpmaya -
gbre tersi varsa x'e R de aritmetik birim denir. Aksi halde

x R de aritmetik birim degildir diyecegiz.

Tanim 2,6: I,R halkasinin bir ideali olsun. R/I,

(atI)+(btI)(atb)tI ve (atI) (btr) = abtl
iglemlerine gdre bir halkadir. Bu halkaya R nin I ya gdre
b81lim halkasi denir,

Tanam 2.7: (R,t,.) ve (R',0,0) birer halka olsun. Bu tak-
tirde ¢:R+R' ddnlisiimil

dtatb)=¢(al)esd(b) ve ¢(a.bl)=¢$(a)d4(b)
8zelliklerini sagliyorsa ¢ ye halka homomorfizmi, ¢ bire-
bir ve {izerine ise ¢ ye izomorfizm denir,
R den R!' ye bir ¢ izomorfizmi varsa R ve R' ye izomorftur
denir ve bu husus RzR' ile belirtilir.

Tanim 2,8: ¢:R»R' bir halka homomorfizmi olsun. Bu durum-
.da

{aeR: ¢(a)=OR,}
climlesine ¢ nin ¢ekirdefi denir ve c¢ek¢ ile g8sterilir.

Teorem 2,9: ¢:R+R' Uzerine bir halka homomorfizmi ise
R/cek¢=R' dilr.

Ispat: ¢ek¢=J, R nin bir idealidir: Cinkd,

Il, x,yecek¢ olsun. ¢(x~y)=¢(x)-¢(y)=0 ise x-yecek¢ dar.
T2, xecek¢ ve reR olsun, Bu durumda ¢(xr)=4(x)¢(r)=0 ve
d(rx)=¢(r) ¢(x)=0 esitliklerinden xrecek¢ ve rxeceké yazi-
lar.

Her aeR icin y(¢(a))=atJ ile tanimlanan y:R'+R/J ddnisi-

miinll g&zdnllne alalim,



PR)={P(c): ceR'}={P(d(ad)): aeR}=R/J
oldugundan ¢ Uzerine bir dSnisimdir, a,beR olmak lzere
¢(a)=¢(b) olabilmesi icin gerek ve yeter sart a-beJ veya
atJ=bt+J olmasidir. Dolayisiyla ¥ birebir bir d¥niisiimdiir.
Diger taraftan her a,beR i¢in

Y(p(adte(b))=y(p(ad))+y(dp(b))
ve '
v(d(al)op(b))=yp(¢p(al))yp(o(b))

oldupBundan ¢ bir izomorfizmdir,

Tanam 2,10: I# R olmak Uzere I,R nin bir ideali olsun. R ve
I dan baska R nin I yi ihtiva eden ideali yoksa I ya R nin

maksimal ideali denir,

Tanim 2.11: R &zdes elemanli degismeli halka olsun. Sayet

R nin sifairdan farkli her elemani aritmetik birim ise R ye
cisim denir,

Teorem 2,12: R birim elemanli ve defismeli bir halka ve I

R nin bir has ideali olsun., I nin maksimal olmasi i¢in ge-
rek ve yeter sart R/I cisim olmasidar.

Ispat: I,R nin maksimal ideali olsun. R/I birim elemanli
ve dePismeli bir halkadir. R/I nin cisim olduBunu g&stermek
igin atI#I ise atI nin R/I da aritmetik birim oldufunu gds-
termek yeter, atI+#I oldugundan af¢I dir. Su halde I,It<a>=
ItRa idealinin has alt ctimlesidir. Burada Ra={ra: reR} dir.
I maksimal oldugundan I+Ra=R olmak zorundadir. R birim ele-
manly ve degismeli oldugu ig¢in 1l--itra olacak sekilde ieI
ve reR vardir. Buradan l-ra=iel ve bdylece
1+I==ratI=(r+I)€atl)
elde edilir., Su halde atI nain R/I da carpmaya gbre tersi
r+I olup R/I bir cisimdir,
Tersine olarak, simdi R/I nain bir cisim oldufunu kabul ede-
rek, I nin maksimal oldugunu g8sterelim. R/I cisim oldufun-
dan 1+I40+I=I, yani 1¢I ve dolayisiyla I#R dir. Kabul ede-
limki R nin J ideali I yi has olarak ihtiva etmektedir.

aedJ=I olsun., Bu taktirde atI nin R/I da ¢arpmaya gére tersi



olacagindan (atI)(b+I)=1tI yazilabilir. Buradan abtI=1+I
ve ab~1l-¢ ise lsab-ced dir, B8ylece J=-R ve dolayisiyla I

maksimal idealdir,

Teorem 2,13: R ve R' iki halka ¢R+R' {lzerine homomorfizm
olsun, Bu taktirde

i, (a),R nin bir esas ideali ise ¢((a)),R' nin bir esas
idealidir,

ii, T,R nin maksimal ideali ise ¢(I) de R' nin maksimal
ideglidir,

Ispat: i. Bir aeR tarafindan gerilen esas ideal (a)={ar:
reR} olsun. (a)eR oldupundan ¢((a))=R' dir., G8stermeliyiz
ki ¢((a)), ¢(adeR' elemani tarafindan gerilen bir esas ide~
aldir., Simdi herhangi r'e¢((a)) elemani alalim. r'=p(ar)=
¢(a).¢(r) oldugundan r'e(¢(a)5 veya ¢((a))=(¢(a)) dir, Ayma
sekilde (¢(a))ed((a)) dar, Dolayasiyla ¢((a))=(¢(a)) dar.
ii . I,R'nin bir maksimal ideali oldugundan her IeJ#R igin:
I=J dir. ¢homomorfizmi altinda ¢(I)ed(J)#p(R)=R' dir. Uste-
lik I=J den ¢(I)==¢(J) dir. O halde ¢(I), R' nin maksimal ide-
alidir,

Teorem 2,14: R ve R' iki halka ve ¢:R+*R' bir izomorfizm ol~-
sun, Bu taktirde I,R nin bir maksimal ideali ise ¢(I) de R'

nin bir maksimal idealidir,
Ispat, teorem 2,13 in bir neticesidir,

Tanim 2,15: L bos olmayan bir climle ve F bir cisim olsun.
Asagidaki sartlar saglaniyorsa L ye F cismi UzerindeLineer
uzay denir.

L1, *:LXL~L, t+(u,v)=utv olmak tizeré (L,+) degismeli bir
gruptur.

L2, ,:FXL»L, .(a,x)=a.,x d8nlisiml asagidaki sartlari saglar:
i, a,(xty)=a.xta.y

ii, (atb).x=a.xtb,x

iii, (ab).x--a.(b.x)

iv. l.x=x ( Burada 1,F nin birim elemanidir).

Tanim 2.16: X bos olmayan bir climle olsun, d:XxX»R fonk=-



siyonu asagidaki sartlari safliyorsa d ye X de metrik (veya
uzaklik fonksiyonu) ve (X,d) ¢iftinede metrik uzay '‘denir.

Ml. d(x,y)20 ve d(x,y)=0%7y
M2, d(x,y)=d(y,x)
M3. d(x,z)<d(x,y)+d(y,z)

Tanim 2.17: C,F cismi {lzerinde bir vekt8r uzayi olsun. Her
Xx,yY,2eC ve her aeF icin vektSrler arasinda ¢arpma demilen
.:CxC*C islemi asagidaki sartlari sagliyorsa C ye (F lze-
rinde) cebir denir.

Cl. a(x.y)=(ax).y=x.(ay)

C2, x. (ytz)=x.ytx.z ve (xty).z=x.zty.z

C3. x.(y.z)(x,y).2

Carpma islemi birim elemanli ise yani, her xeC icin e.x=
X.e=x olacak sekilde bir eeC varsa C ye birim elemanli cebir
denir. Her x,yeC i¢in x,y=y.x ise C ye degfismeli cebir ada
verilir, F nin € olmasi halinde C ye kompleks cebir denir,

Tanim 2,18: Bir N Lineer uzayi verilsin. Sayet herbir xeN in
normu denilen ve asapidaki sartlari saglayan bir ||x|] reelsa-
¥181 mevcutsa, N ye normlu Lineer uzay denir.

N1. [|x]]>0 ve |]|x||= 0 & x= 0 dir.

N2. |]ax]||=]a].||x]|] dir (aeF).

N3. ||xtyll<[Ix][+]]yl] dar.

Tanim 2.19: A normlu Lineer uzay olsun. Norm metrifine g&re

A tam ise, A ya Banach uzayi denir.

Tanim 2.20: C birim elemanli kompleks bir cebir olsun. C de
bir norm tarif edilmisse C ye normlu kompleks cebir denir.

Ayrica bu norm metrigine g¥re C Bamach uzayi ve

[xyl <l [x]T Tlyll ve |le|]|=1
ise C ye Banach cebiri denir, C nin e yi ihtiva eden kapali
altclimlesine C nin alt Banach cebiri denir, C en basit Banach
cebiri 8rnegidir. Burada norm her ze€ ic¢in ||z]||=|z| ve met-
rik ise her z,z,eC icin d(zy,2,)=|[2;-2,]||=|2z;-2,] dir.
Ybrnek 2.21: € de S={z: ||z]|]|<1} kapali birim diskini disli-
nelim, C(S,C)={f:f:5+C slirekli} ciimlesi



(ftg) (x)=-f(x)tg(x), (af)(x)=af(x) ve (fg)(x)=f(x)g(x)

islemlerine ve
[[£]]=sup{|£(x):xeS}

normuna g&re birim elemanli ve degismeli bir Banach cebiri-

dir (1).



3, r YARICAPLTI DAIRENIN BIRIM DAIREYE KONFORM TASVIRI

3,1 Xonform Tasvir

Teorem 3,1 (Maksimum prensibi): Farzedelim ki £f(z) G de
analitiktir ve sabit degildir. Bu taktirde f(z) nin |£(z)]
mutlak degferi G nin bir i¢ noktasinda maksimum olamaz.

Ispat: £(z) nin G de aldaigi deger woxf(zo) ise f(z),wo—ln
bir e~civarina ait biitiln deferleri alir. Su halde f(z) sa=-
bit degilse W in e=~civaranda en az bir Wy noktasi vardair
ve bu noktada lw1|>]wol dir (13),

Not 3.2: £f(z),G6 de analitik ve € de slirekli ise |f(z)| © de
sﬁreklidif ve Weierstrass teoreminden dolayi G nin en az
bir noktasinda maksimum degerini alir. Maksimum prensibin-
den f(z), G de analitik oldufu i¢in bu maksimum deferini

ancak sinirda alabilir,

Lemma 3.3 (Schwarz Lemmasi): U={zeC: |z|<1l} ve feA(U) olsun
Ayrica, zeU icin |f(z)]|<1 ve £f(0)::0 sartlari saglansin. Bu

taktirde |£'(0)|<l ve biitlin zeU ler igcin [f(z)|<|z]| dir,

Sayet |£'(0)|=1 veya en az bir z#0 icin |f(z)|=|z]| ise

|e|== 1 olacak sekilde bir c sabiti vardar, 8yleki bitiin

zeU lar ic¢in f(z)=cz dir.

Ispat: z40 igin g(z)mzéal olacak sekilde g:U+C fonksiyonunu

tarif edelim. Bu halde g(0)=f'(0) dir. Dolayisiyla geA(U)
dir, Maksimum prensibinden O<r<l iken |z|zpicin |[g(z)]|sr”
olur. r+1 giderse biitin zeU lar icin |g(z)|<1l olur. Buradan
da |f(z)|<|z] ve |£'(0)]|=|g(0)]|s1 dir.

Sayet bazi zeU lar icin z#0 iken |f(z)|=|z| veya |£'(0)]|=1
ise |g(0)|=1 olacagindan g maksimum degerini U nin ig¢inde
alir. Dolayisiyla g sabittir, Bu halde |c|=1 sartiyla
g(z)=Cve f (z)=c.z elde edilir.

Teorem 3.4 (Schwarz Teoremd: f(z), D={zeC: |z|s<r} de ana-
1itik bir fonksiyon £(0)=:0 ve |f(z)|<M olsun, Bu taktirde
HE R NEY

dir,
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tspat: g:D+C tarif edelim. Byleki zA0 ig¢in g(z)= ££52 olsun.

Bu halde

g(0)- 1ip T2 - £1(0)
dir. f(0)-0 oldupundan z=0 noktasi g(z) fonksiyonunun-kaldiri-
labilir bir singlller noktadir, Yani g(z)eA(D) dir. Ayna
zamanda g(z) nin analitik b8lgesi de |z|sr dir. |z|sr daire-
sinde bir z _#0 noktasi ile |z0|<k<r esitsizliklerini sagla-

yan k yaricapli daireyi g8z®nllne alalam.,

lg(z )|< max [g(z)[=max [£(z)| 1 max |£(z)
|z|==k| |zl===kl Z l-T |z|-all< |

olup, k,zo a bagli olmadigindan istenildigi kadar r ye ya-
kin alinabilir k+r icin max |f(z)| kificllmeyip sinirli oldur

gundan limit alainarsa

lg(z )]s 1lim 2, max [£Cz) = f%—.M
kor  k |z|ak

glde edilir. z keyfi oldugundan her i¢ nokta icin

M
Ig(Z)IS =

olur. B&ylece,
M
If(Z)lS T-'ZI
ve

lgo)|=|£rcoy|s 2
bulunur,

Sayet bazi zeD ve z#0 icin |£(2)|= — |z|veya |1°'(0)|‘= —
ise g maksimum degerini- D nin ic¢cinde allr. Maksimum pren—

sibinden g sabit olmak zorundadir. Bu halde
| .M _ M
g(z)= —— olup £(z)= 7.2
elde edilir.

Tanim 3.5: f,G b8lgesinde tarifli ve tekdegerli analitik
bir fonksiyon olsun. 2,z,eG ve 21#22 icin f(zi)#f(zz) olu-
yorsa f fonksiyonuna G de Schlicht (birebir) denir,

Teorem 3.6: Bir Schlicht fonksiyonun tersi de Schlichttir.

tspat: f Schlicht ise zl,zzeG i¢in z,#z, iken f(z])#f(zz)
dir, Farzedelim ki f nin tersi g olsun ve g Schlicht olmasin.
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Yani g f(zy)=w;, f(z,)=w, farkli noktalarini ayni nokta-
ya tasvir eder g(w;)-g(w,) olacafindan (fog)(w,)=(fog)(w,)
olup W=, elde edilir, 0 halde bu tezat g ninde birebir

olduBunu gdsterir,

Teorem 3,6: w=f(z), z, da analitik olsun, Bu taktirde f(z)
nin z, 1n bir civarinda topolojik olmasi i¢cin yani f£(z) nin
Z, 1n bir civarinda aldigi w- deferleri W, T1n bir civarini
yalniz bir defa Ortmesi igin gerek ve yeter sart f'(zo)+0

olmasidir (13).

Tanim 3.6':Tarif b8lgesinin her noktasinda agilari ve ydn-

leri muhafaza eden topolojik transformasyonlara konform de-
nir,

Teorem.3,7: G bir b8lge ve feA(G) olsun. Sayet her zeG igin
f'(z )*0 ise f,6 yi konform tasvir eder.

tspat: Farzedelim ki, f herhangi bir zéeG noktasinin komguw
lugunda analitik ve f’(zo)#o olsun. =<7, da a a¢isi altinda
kesigen diferensiyelenebilir xlrxl(t).ylmyl(t)’ve nzmxz(tz, 9
y2=y2(t) vaylariny alalim. z de bu yaylarin denklemleri
sirasiyla z;=z,(t) ve zzmz2(t) dir. Sayet bu egriler Uzerin-
de z, ve z,, Z4 dan r uzaklikta olan noktalar ise
if is,

Zy=Z,Tre T, Z,mz =re
dir. Dolayaisiyla zé; z, ve z, ye birlestiren dogru parcala-
rinin teskil ettigi agi 8,~8. dir., Ustelik r+0 iken bu aci
o ya gider, Dolayisiyla

ZAa2Z i(8,-8.)

29 . 271 ve' = lim {22 7
Z.=~Z r+0 arg
'l “o zl—zo

dar,

Simdi W, ve w,, sirasiyla z, ve z, nin resimleri olsunlar.-

Bu taktirde yukardaki iki efrinin resimleri w_=£(z_ ) noktasinw
da Wy =W

B=1im { arg °}
r+0 W =W
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altinda kesigirler. Buradan

, ﬂ.f(ZQ)nf(zo)
B =lim arg{————r— }
r>0 f(zy~f(z )

div, r»>0 ic¢in zy Ve 2,5, 2, a gider, Dolayaisiyla

.Zz '-\Zo
B=lim arg{-=———}=0
-0 zlvzo

bulunur,

Lemma 3,8: G bir b8lge ve feA(G) sabit olmayan bir fonksi~
yon olsun, Bu taktirde f(G) de bir b3lgedir (8).

Teorem 3,9: G sonlu diizlemde basit irtibatli bir b8lge ve
0eG keyfi bir nokta olsun, Bu taktirde G yi konform olarak
|w]<1 diski Uizerine tasvir eden ve f(a)=0, £'(a)>0 sartini
saglayan bir tek w=f(z) fonksiyonu vardar.

Ispat: Aksini disiinelim fl,f2r teoremin . sartlarini sag-
layan iki farkli fonksiyon olsun, Bu halde i=1,2 ig¢in
f(a)=0 ve f'!'(a)>0 yazilir., Ayrica gﬂflof;1 olsun

i -, 1 . .
U={we®: |w|<1} diyelim. g d&nlstimil g: U»U olup

-1
g(0)=£ (£, (0)) wf, (a)=0
- -1
g (0)=£1(£51(00). (£ ) (0)=f] (a) ,——=>0
f,(a)

sartlar: saglanir. g birim daireyi birim daireye ddnlstlr-
dﬁgﬁndenzg-l:U+U ddniistimil de ayni sartlara sahiptir.w=g(z)
denirse z=g-l(w) olur. Schwarz Lemmasinin g ye uygulanma-
siyla |g(z)|<|z| ve |g™ (w)|s|v| veya |w|s|zl,lz]<|w| yazi-
lir. B8ylece, |w|=|z| ya da |g(2z)|=|z| yazilabilir.
|g(z)|=|z| oldugundan BeR igin g(z)=ele.z dir. Fakat
g'(0)>0 oldugundan_g'(O)r eie>0 dir. Buradan 60 olmasi ge-

rekir. 6=—0 iken eleml oldugundan g(z)=z dir., Bdylece

(£L0f,1)(2)mz ve £ (£, (2))=
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olup buradan f1=f2 bulunur,

Tanim 3.10: Bivr analitik fonksiyonun konjligesi tarafindan
tasvirine, sayet tllrev saifir degilse, indirekt konform
denir. Bdyle bir tasvir acilari muhafaza eder fakat y&niin
igaretini degistirir.

Teorem 3,11(Schwarz Akis prensibi): x-eksenine nazaran si-
metrik basit irtibatla bir G bl8lgesini g¥z®nline alalim.
Farzedelim ki w=f(z) G de analitik ve G nin ihtiva ettigi

A reel eksen parcasi {izerinde reeldir. Bu taktirde f(z)
konjilige noktalarda konjlige degerler alir. Yani,

£(2)=f(Z)

dir.

tspat: £(z), G de analitik oldugundan

u _3v dv__du
A X oy ) 9x~ 0y

dir, f£(z) ayna denklemleri sagladifindan G de analitiktir,
Diger taraftan A da f(z)= f(z) dir. Dolayisiyla biitln G de
f(z)= £(z) olur.

Teorem 3.12 : D ={ze€: |z|sr} ve U={we€: |w|<l} olmak lzere
o D nin bir ic noktasi yani |o|<r olsun. w=f(z) d&nisimi-
nin D yi O ya konform olarak tasvir etmesi icin gerek ve
yeter sart

Z-Q

w=f(z)=r. -
r°-az

clmasidir,

tspat: Gerek sart:r yarigapla daireyi birim daireye d8nils=-
tilren tasvir bir Mobills d¥nisiimildir. Sayet |z|<r, tizerine
bir w=f(z) tasviri vasitasiyla |w|<l'e tasvir ediliyorsa
|a|<r olacak sekilde bir aeD noktasi mevcuttur. Bu noktada
w=0 dir. Mobills d8nilsiimll simetriyi muhafaza ettifinden yani
simetrik noktalarai simetrik noktalara ddnlistlUrdiglinden a-nin

. . . s 2/
|zt=r cemberine gdre simetrigi r°/a noktasi w=0 1n



1y

|w|= 1 cemberine . nazaran simetrifi olan w= «'a d&ni-
stir. Aranan d&nlislm
.. aztb
qztd
olsun. Bu halde,
b
w e & %TS
c’ d
z+c
2
ve —’2==a, -4 .. denirse,
a c -
a -
W o= - aéa. Zfa_
ri-az

bulunur. Diger yandan z=r , [w|=1 ¢cemberi Uzerinde bir nok-
taya tekablll edeceginden

|- a.oy jr-o |_ta.o; 1
1| c ' rz—dr‘ ' c I' r
dir. |w|=1 olmasn: icin lg—é——a-lmr olmalidir, BSylece , |z|<p

dairesini |w|sl dairesine konform tasvir eden d¥niisiim

w=p., 2= (3.12.1)
r?-qz

dar.
Yeter sart: (3.12.1) mobiils ddniligiimi verilsin. z=-=relt olsun.

Bu taktirde,

; it_ . it 1
ferelt) |mlul— |p ZE= _ oi0|.|pn|,l2S of 1 .4
2_‘rplt it - r
T |pe”t-g

dir. |z]=r cemberi Uzerindeki biitlin z noktalari icin |w|==1
dir. [z|<r icin |w|<l oldugunu gdstermeliyiz. a,D nin bir

ic noktasi yani, |a|<r olsun.

2_ 2 2_ 2y
Ll 2an] EEE) | g pe Czzed(EEg) (pizlzlDTrlel)
rlaz (r?-az)(r’-az) [r?-az|?
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|z|<r iken r2?-|z|2>0 ve |a|<r iken r?-|a|?>0 oldugundan

1-|w|2>0 ve |w]|?<1l veya |w|<l bulunur.

Teorem 3.13: a,D={zeC: |z]|<r} nin bir ic¢c noktasi yani |a|<r
ve Dz0<™ olsun, D kapali r yaricapli daireyi U-:{weC:
|w|<1} kapali birim dairesine konform tasvir eden bfitiin
dénlisimler
wef (2)-p, 2010 (3.13.1)
r2-oz

seklindedir(8).

Tanim 3,14%; Bir G b8lgesinde analitik olan ve her ze@ i¢in
| £(z)|<M sartini saglayan  M>0 sayisi varsa f£(z) fonksiyon

nuna bu b&lgede sinarlidir denir,

Teorem 3.15: D—{zeC: |z|<r} ve a,D nin bir ic noktasi yani,
|a}<r olsun, w=f(z) déntstmiinitn D yi D ye konform olarak
tasvir etmesi i¢in gerek ve yeter sart, 0<0<2% olmak Uzere
wer?, ZZ%__ 10
r2-az
olmasidir, )
Bu teorem ispati teorem 3,12 nin ispatina benzer oldugundan

verilmeyecektir,
3.2 Gayri Euclidyen (G,E) Geometri

Birim dairesini sabit birakan mobills ddnislimlerinin grubu
ile rijid dilzlem harcketlerinin (kayma ve ddnme) grubu ara-
sinda cok benzerlik vardir., Bu mukayesede dogrularin rdli-
nli, birim cembere dik c¢emberlerin birim dairesinin i¢ b&lge-
sine ait kisimlara oynar, Iste bunun i¢indir ki, bu g¢ember
parcalarina G.E dogrular denir, |[z|<l dairesine G.E dizlem
(hiperbolik dilzlem) ve |z|<l i sabit birakan mobiils d¥nli-
siimlerinede G.E hareketler denir, Euclid diizleminde bir
dogru lizerinde olmayan bir noktadan o dofgruyu kesmeyen

(o dogruya parelel) yalniz bir tek dogru geger. G.E dizlem-
de bir G,E dogrusunun fizerinde olmayan bir noktadan bu
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dogruyu kesmeyen sonsuz sayida G.E dogrular geger,.

G.E hareketler, G.E dogrulari aralarinda degistiren mobitils
dSnisimleri oldupundan kesisen iki G.E dofrunun arasindaki
aciyi1 muhafaza ederler. Dolayisiyla Euclid ag¢isi G.E acz
olarak alinabilir. Diger taraftan iki nokta arasindaki
Euclid mesafesi G.E hareketlerinde degisir. Dolayisiyla
G.E hareketlerine nazaran invarient kalan iki nokta arasin-
da bir G.E mesafe tarif etmek icap eder.
G,E dlizlemde P ve Q gibi iki nokta g8z®niine alalaim.Bu nok-
talardan gegcen A G.E dogrusu birim cemberini S ve T nokta-
larinda keser, A nin Uzerinde S,P,Q,T sirasinda olan P ve Q
noktalaranan G,E mesafelerini tarif etmek maksadiyla S,T,Q,
P sirasinda olan bu d&rt noktanin ¢ifte oranini g&z®nfine
alalaim,
A=(S,T,Q,P)

diyelim. A, birim dairesini sabit birakan mobills d8nllslim-
lerine nazaran invarient kaldigindan A nain herhangi bir
¥(A) fonksiyonu da invarientdir., Tanim olarak P nin Q ye
olan mesafesini

D(P,Q) = 7 log (S,T,Q,P) (3.2.1)
olarak alacagiz.
(3,2,1) ifadesini daha ag¢ik olarak yazalim. P ve Q nain koor-
dinatlaraina z, ve z, diyelim. z, i w;—0 a déniistiilren mobitils
déniisiimdl, |k|= 1 i¢in 2-2,
w=K .

l-le

dir. z, nin gbrintisi W, ise
D(zl,22)= D(O,wz)

yazilir. Burada
#2771
P=|W2|’ |——:*~“‘|
l-*zlz2
oldugundan

1 1 ltr
D(O,WQ) = 5 log ("l,l,I‘,O)“ 5 log -7

dir(1li).
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Teorem 3,16 (Genellestirilmis Schwarz~Pick teoremi):f(z)
asafidaki sartlari sapliyan analitik bir fonksiyon olsun;

i, |z|<r icin f(2z) analitik,

ii, |z

dair. 'Bu taktirde,

<r iein [f(z)|<r

f(z,)~f(z,) Z,-2
2 L 2__ |« : zZ_ | (3.16.1)
r -f(zz)f(zl) ri-z,2q

olur.
Sayet f mobills d6nlsimll ise (3.16,1) de esitlik vardir,

tspat: D={zeC: |z[sr} olmak fizere z_, D nin bir ic nokta-
s1, w, =f(zy),2z] a tekabil? ‘eden |w|sr deki bir nokta olsun
Bu iki daireye,

7-7 . .
3——.ele ve h=e” .r°.
rz-zoz r

t:'"‘.r’ 2 .

mobiils d¥nilsiimlerini tatbik ederek z, ve w noktalarigl 0
noktasina doénilistlirmis olalim, g fonksiyonunu g=hofot ola-
rak tanimlayalaim, g(z),|z|<r de analitik ve |g(z)|<r olup
g(O)wh(f(t-l(O)))mh(f(zo))mh(wo)mo oldugundan Schwarz teo-
reminin sartlari saglanir. B8ylece, Schwarz teoremi kulla-
nilarak |g(t)|<|t| yazilir. G.E dilzlemde bu esitsizligin
anlami '

D(0,g(t))<D(0,t)
dir, G,E diizlemde, G.E mesafeler mobills d¥nlislimliine nazaran
invarient olduklarindan t,h d&nllytimleri gerisin geriye o diz-
lemlere tatbik edildikleri taktirde,

D(wo,w)sD(za,z)
dir. z keyfi z herhangi bir nokta oldugundan z,ve z, gibi

herhangi iki nokta i¢in
D(wl,wz)sD(zl,zz)

dir, Bu halde
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Iei¢'r ‘ f(Zl)-f(Zz) Isleie.rz. Zl:—zz.-
2 £l i =
r f(z2)f(zl) ri-Z,2q
veya buradan da
f(z1)~f(zz) 2172,

——— || ——I
r -f(z2)f(zl) r2-Z

yazilir,

Sayet bir nokta cifti icin D(w,,w,)=D(2;,2,) ise, w=f(z)
r yaricapli daireyi sabit birakan bir mobiils d&nisimilnden
ibarettir. w=f(z) bir mobills d¥nlisimld degilse o zaman her

nokta ¢ifti igin

D(wy ,w,)<D(z,2,)
olur,
Bu teoremin ifadesinde r=1 alinarak asagidaki Schwarz-Pick

teoremi elde edilir,

Teorem 3,17(Schwarz-Pick teoremi): w=f(z), |z|<1l i¢in ana-
litik ve |z]|<l igin |£f(z)]|<1 sartlaraini saglasin. Bu halde

21,2, €U igin

<|

21729 |
1-f¥£55f(z1) 1-7

221
dir.

tspat: Teorem 3.16 da r=1 alinirsa kolayca gdrilir.
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4. SINIRLI ANALiT1K FONKSIYONLAR HALKASI
G,kompleks dilzlemde bir b8lge ve A(G), G de tarifli tek
degerli analitik fonksiyonlarain climlesi olsun.f,geA(G) ol-

mak lzere
(f+g)(z)=f(z)tg(z)

(£.8)(z2)=£(2z)-8(z) :

olarak tarif edilirse, A(G) bu islemlere g¥re bir halkadar,

G de tarifli tek degerli analitik fonksiyonlar sinirli ise

bu halkayi B(G) ile g8sterecegiz,.

Burada B(G) halkasi ile ilgili bazi teoremler verilecektir.
Bu teoremler verilirken G b&lgesinin sainirli oldugu ve her
2zeB~G (G nin siniri) icin z de kaldirilamaz singlilerlife sahip

bir feB(G) fonksiyonu mevcut oldupu kabul edilecektir,

Tanim 4.1: G ve G' iki b®&lge olsun, G yi konform olarak
G' ye d¥nillstliren tek deferli analitik z'=y(z) fonksiyonu
varsa G ve G' b8lgeleri konform olarak denktir denir ve

GnG' yazilar,

Tanim 4,2: ¢:A(G)+A(G') homomorfizm ve her ceC i¢in
®(c)m=c oluyorsa ¢ homomorfizmine ¢+~ homomorfizmi denir,

Sayet ¢izomorfizm ised ye c-izomorfizmi denir,

.\
Tanim 4,3: feB(G) olsun, s(f)={zeG: f(z)=0} climlesine f nin
s1fir clUmlesi denir,
G kompleks dilzlemde herhangi bir b8lge B(G),G lizerinde ana-
litik ve sinirli olan biitlin fonksiyonlarin halkasi ve ag G
keyfi fakat sabit olsun. a da sifir olan bitiin feB(G) fonk-

siyonlarainin clmlesini I, ile g8sterelim, Yani,
I, ={feB(6): f(a)=0}
dir.
Lemma 4.u: Ia’ B(G) nin z~a tarafindan gerilen bir maksimal
idealidir,

Ispat: Bir kere I_, B(G) nin bir idealidir. QUnkll f,gel
ise (f~g)(a)=f(a)-glal)=0 yani f-gel_ve heB(G) icin (f.h)(a)=
f(a).h(a)=0 yani f.heIa (h.faIa) dir,
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Ia nin B(@) de z-a tarafindan gerilen bir ideal oldupfunu
ghsterelim, z-acl_dan <z—@>gIa yazlllr.fcla isc f(a)=0
olur. Bu ise f(z)=-(z-a).g(z) olacak sekilde geB(G) olmasini
gerektirir, Yani fe{z-ay dir. Dolayisiyla IaQ;;<z—§> olup

dair,

Simdi de I, nin B(G) de maksimal oldugunu gdsterclim. Bir
an ic¢in IJ nin maksimal ideal olmadifini farzedelim. Bu du-
rumdd IaC:<gj>JB(G) olacak sgekilde B(G) nin bir /g, has
ideali vardir, 0 halde <g aritmetik birim ihtiva ctmez. Bu
da en az bir zeG icin g(z)=0 olmasini gerektirir, T <>
oldugundan z-ae <ﬁ> dir. Dolayisiyla z-a: g.h olacak sekilde
heB(G) vardir., z—a nin G de a dan baska sifiri olmadigaindan
g(a)--0 olmalidir. Buradan da ge %-2 oldugu anlasilir.Yani

<g>C &-a> dir. <z—$c <g> kablld hatirlanirsa
<g)>ﬂ <z-a> =I_, olup I_, B(G) nin maksimal idealidir.

Lemma 4,.5: B(G) bir tamlak bdlgesidir.

tspat: (fg)(z)=f(z).g(z) dir. f(z),g(z)=0 olmasi i¢in ya
f(z)=0 ya da g(z)=0 olmasi gerektiginden B(G) sifir DbSlen-
sizdir. O halde B(G) tamlik b#lgesidir.

Tanim 4.6: ¢,G ilzerinde bir ddniisiim olsun. ¢ nin eslenigini
0 ile gbsterelim. ¢ konform bir ddniistim ise y-ye anti-kon-
form d®niiglim denir. xp:Gl+G2 anti-konform bir d&niisiim ise

Gl ve G2 anti-konform denktir denir.

Lemma 4.7: B(G)/TI b&lilm halkasi C kompleks sayilar cismine

izomorftur(7).

Teorem 4.8: ller aeC icin ¢(@)=0o olacak sekilde ¢:B(G)+B(G')
ye bir halka izomorfizmi ve ¢(f)=g olsun. Bu taktirde her
z'eG' icin g(z')mf{wﬁl(z')} olacak sekilde yY:G+G'(z'=y(z))

birebir konform ddnlslimil vardir,

tspat: ¢: B(G)+B(G') ye ¢(a)=a olacak sekilde bir halka izo-
morfizmi oldugundan B(G) nin Ia maksimal idealine B(G') nin'
Ia' maksimal ideali tekabul eder. Eger a'=y(a) dersek,
bu taktirde, z'=y(z), G den G' lizerine birebir ddnilslm

tarif eder. z'-$(z) nin G den G' {lzerine
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ne bir konform dénlisiim oldufunu ispatlamak i¢in G' Uzerin-
de ki nocB(G2) fonksiyonunu go(z)ez olarak tarif cdelim

¢ izomorfizmi vasitasiyla G {izerinde g, A tekabill cden fonk-
siyon fov¢—1(go)eB(G) olsun, Bu taktirde her o0eG icgin

fo(z)-fo(a)ela ve

¢(fo(z)rfo(a))=¢(f0(z))-¢(fo(a))
=go(z)—f0(a)
:z—fo(a)

dar, Buradan z-f_(adel , ve z—fo(a)eIw(a) dit. B8ylece
Yol fo(a) dir. Sonu¢ olarak z'«p(z) G den G' {lzerine

bir konform déniistimdlir,

Teorem 4,9: G; ve G, kompleks dlizlemde herhangi iki bdlge
ve A(G;) ve A(G,) bu b8lgeler fizerindeki tek deperli analitik
fonksiyonlarain halkasi olsun, Bu taktirde Glbe2 olmas1r ig¢in

gerek ve eter sart A(G,)zA(G,) olmasidir.
- i 1 2

Bu teoremin igpati (77 ve (ii) de verilmistir.

Tanim 4,10: aeC olmak Uzere (af)(z)—=af(z) olarak tarif edi-

len skalerle carpma islemi igin a,beC ve f, geB(G) oldufunda
i, a(bf)-=(ab)f

ii, a(ftgl-aftag

iii. (atb)F=aftbf

IV. a(fgl)=(af)g-flag)

V. 1x=x

sartlari saglandigindan B(G) ayni zamanda bir cebirdir. B(G)

de bir feB(G) fonksiyonu i¢in norm

| | £]]== sup {|f(z)]}

zen
seklinde tarif edilir. Bu sekilde tarif edilen || || fonk-
siyonu, f,geB(G) icin

el < 1£1] [1sll

esitsizligini sagladifindan B(G) ayni zamanda normlu komp-

leks cebirdir.
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B(G) deki metrik, her f,geB(G) icin
d(£, g)=| | £-g]|

olarak tarif edilen norm metrigidir. B(G) bu metrife gbre
bir Banach uzayi olup, B(G) ayni zamanda Banach cebiridir.

Tanam.4,11: A kompleks bir Banach cebiri ve e, A nin birim
elemani olsun, O07(x)-{AeC: x-Ae, nin A da tersi yoklur}

climlesine xeA nain spektrumu denir,

Teorem 4,12: A da tersi alinabilir elemanlarain climlesi G ol-

sun, Eger xeA ve ||x|]<l ise etxeG dir. Ayrica

i1 k= - [ 1x]1?
(etx) 1m 2; (-1)"x™ ve ||Etx) 1-eTx|]s —
ey

dir(10).
Teorem 4.13: Her xeA icin,' G(x) bos degildir.

Ispat: xeA y1 ve AoéG(x) i sabit alalim. Bu taktirde
(x-A_e)”'#0 dir. Hahn Banach teoremi f(A )#0 olacak sekilde

A llzerinde bir sinifli lineer ¢ fonksiyonelinin varligini
gerektirir. Burada f(A)= ¢{(x~Ae)_l} ve A g(x) dir. Sayet
g(x) bos ise, f,» da 0 deferini alan bir tam fonksiyondur.
Bdylece Liouville teoreminden dolayi her A i¢in £(A)=0 olur.
Bu ise f(A )#0 a tezattir. Dolayisiyla G'(x) bos degildir (10).

Lemma 4,14: Her xeA icin g”(x) kompakttar,

Ispat: 2e@(x) ise x-AeéG dir. Ustelik G bir agik climle oldu-
gundan timleyeni A nan kapali bir alteclimlesidir. Dolayisaiyla
‘{x-)Ae} kapalidir. A+x-Ae tasviri kompleks dlilzlemin A igine
bir slirekli tasviri oldufundan @ (x) kapalidir(10).

Tanim 4,15: Herhangi xeA iein, x in p(x) spektral yaricapi
0(x) i ihtiva eden merkezi baslangicta en kiigilk kapali daire-
nin yaricapina denir, Bazen spektral yarléapa X in normu da
denir, Yani

p(x)=sup{|A]: Xed(x)}
dir,
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Teorem 4.16 (Spektral Yaricap Formiiltl): Her xeA icin
1
/n

il

1im ||x =p (%)

It roo

dir(10).

Not 4.17: Banach cebirleri ile analitik fonksiyonlar ara-
sinda ¢ok yakin ilgi vardir. Meseld, G(x) in bos olmadigi-
ni ispat ederken, tam fonksiyonlarla ilgili olan Liouville
teoremini kullandik. Spektral yaricap formllll de kuvvet
serileri hakkaindaki teoremlerden elde edilir.

A nin bir elemaninin A da tersi alinabilir olmasi veya ol~
mamasl sirf cebirsel bir 8zelliktir. B8ylece x in spektrumu
veya p(x) spektral yaricap teoreminin ifadesinde dikkati
ceken husus, tamamen farkli yollarla elde edilen iki sayi-
nin esit olmasidar(10),
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5. p-YARICAPLI DAIRENIN BIRIM DAIREYL KONTFORM TAGVLIRININ VE
SCHWARZ-~PTCK TEOREMININ CEBTRSLL KARAKTLRIZASYONU

D-{ze€: |z|s<r} kompleks dilzlemde kapali bir daire ve B(D),
D de tarifli bltin sinirli analitik fonksiyonlarin clmlesi
olsun. B(D), fonksiyonlaran bilinen toplama ve carpma is-
lemlerine g&re degismeli ve birim elemanli bir halka(cebir)
dir. Simdi Lu B(D) cebiri ile izomorf bir R cebiri alalim.
B(D) den R ye olan izomorfizm ¢ olsun. B(D) nin elemanla-
rini f.g,h,... ile, R nin elemanlarini ise a,b,c¢,... ile
gdsterelim, 1, B(D) nin, e ise R nin birim elemani olsun.
¢: B(D)+R bir izomorfizm oldugundan ¢(1l)=e dir. Ustelik
her n tamsayisi i¢in ¢(nl)=ne dir. Dolayisiyla ¢(1§)m

t(%)c dir. ¢(=1)-=c¢ dir. Bu -¢ nin R de iki karekokdl var-
dir. Bunlardan biri i.1 in ¢ altindaki resmi, diBeri ise
-i,1 in ¢ altaindaki resmidir. Cebirsel olarak bunlari ayni
farzedebiliriz. Clnkll bunlarin birini digerine d&nistliren
R nin bir otomorfizmi vardir. Dolayisiyla -e nin karekdki
olarak 1.1 in resmi olan i.e yi alabiliriz (4). € kompleks
sayilar cismi ve Cr kompleks rasyonel sayilar cismi (yani
Gr deki her kompleks sayi reel ve imajiner kisimlari ras-
yonel sayi olan kompleks sayi) ise C ve mr, A(D) nin althal-
kasidir(3).

Lemma 5,1: Her aeC, icin ¢(a)=al veya ¢(a)=a) dir,

tspat: ¢r’ 1 ve i tarafindan gerildigi icin aﬁrlfirz
olacak sgekilde r,P, rasyonel sayilari vardair,
¢(1)=e ve ¢(i)=i ( veya ¢(i)=i=-i) olduPundan

¢{(rl+r2i).l}wrle+r2i.e (veya ¢{rlfrzi)l}=mle~r2ie) dir.
Lemma 5.2: Her c reel sayisi icin ¢(cl)=ce dir.

Ispat: ¢ rasyonel sayi ise lemma 5.1 den dolayi ¢(cl)=ce dir.
sayet ¢ irrasyonel sayi ise her r rasyoneli icin c-r#0 dir.

Dolayisiyla (c—r)-lm —l— mevcuttur. Bu taktirde ¢{(c-r).1l}=
c-r
¢(cl)=-re ve ¢(—l—.l)= <

, dir. 0 halde ¢(cl) de bir irras-
c=r $(cl)-re

yonel sayi ve dolayisiyla ¢(cl)=ce dir (5).

Netice 5.3: ce€ ise ¢lcl)=ce dir.



25

Lemma 5,4: feB(D) ve f nin kapala deper b8lgesi Rf olsun.
Bu taktirde Aeﬁf olmasi ig¢in gerek ve yeter sart f-Al nin
B(D) de aritmetik birim olmamasidirp,

tspat: Aeﬁf-ise £(z )=\ olacak sekilde bir zoeﬁ vardair,
Dolayisiyla (£-aD(z_)=0 dir, O halde f-Al, B(D) de arit-
metik birim degildir.

Tersine f-11, B(D) de aritmetik birim olmasain. Bu taktirde
en az bir z_eD igin (£-A1)(z)=0 dir.Buradan f(z )=) yani
AeRf elde edilir.

Lemma 5.5: Aeﬁf olmasi ig¢in gerek ve yeter gart ¢(f)=Ae nin

R de aritmetik birim olmam s taar,

tspat: Lemma 5.4 den Azﬁf iken f-A1, B(D) de aritmetik
birim degildir. ¢ bir izomorfizm oldufundan ¢(f-A1l)=
$(f)-Ae, R de aritmetik birim degildir.

Tanim 5.6: feB(D) olsun.
0 (£f)={AeC: £-A1, B(D) de aritmetik birim degildir.}

climlesine f nin spektrumu denir,

Tanim 5.7: aeR olsun,
o (a)={AeC: a-Ae,R de aritmetik birim degildir.}

. 3 .
climlesine a nain spektrumu denir,

Tanaim 5.8: aeR olsun.
f(a)=sup{|r]|: Aed(a)}

degerine a'nin spectral yarigcapi denir. O halde p(a)=
MM(¢-1(a)) dir. (MM: Maksimiim modil),

Asagidaki teoremlerde geg¢en cebirlerin her biri kompleks
cebir olarak diislinlilecektir. .

Bu giristen sonra cebirsel karakterizasyonla ilgili ilk
teoremimizi verebiliriz.

Teorem 5,9 (Schwarz's teoreminin cebirsel karakterizasyonu):
R keyfi bir cebir, a,b,ceR ve ¢:B(D) +R sabitleri koruyan
bir izomorfizm olsun. Sayet ¢-l(b)=z ise p(a)=M cebirsel

olarak Schwarz's teoremini karakterize eder.
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tspat: ¢_1(c)mw(z), b,ceR ve a=b,c olsun, Buradan z#0
igin ' o
v £(2)
P(z)= =
dir. (£(z)=¢"1(a) dir.) £(0)=0 olduundan z=0,y(z) fonk-
siyonu icin kaldirilabilir bir singlller noktadir, Maksimim

prensibinden dolayi ayni merkezli k<r yaricapli dairelerde
lw(z)]< §

dair. Clinkl p(a)=MM(¢—l(a))mM dir. Son esitsizlikte k-or
yapilirsa | ¢(z)]|s % yand [L(¢z)]|=< ¥.|z| elde edilirp,
Teorem 5.9 1n bir neticesi olarak M-l ve r=1 alinirsa
Schwarz Lemmasinin bir cebirsel karakterizasyonu elde edi-

lir, Bu karakterizasyon asagida verilmistir.

Netice 5.,10(Schwarz lemmasinin cebirsel karakterizasyonu):
R keyfi bir cebir, a,b,ceR ve ¢: B(U) »R sabitleri koruyan
bir izomorfizm olsun., Sayet ¢—l(b)wz ise p(al)=1l cebirsel
olarak Schwarz lemmasini karakterize eder.

Bu neticenin ispati yukaridaki ispatta M=1 ve r=-1 alinarak

kolayca bulunur.

Teorem 4.9 1n diger bir neticesi sudur: z=0'i1 w=0 a tekabil
edecek sekilde D={zeC: |z|sr} r yaricapli dairenin

O-{weC: |w|sl} birim dairesi tizerine konform tasviri

z=:{0 noktasi etrafinda d&nmelerden ve kisalmadan olusur,.

Bununla ilgili karakterizasyon asafida verilmistir.

Netice 5,11: D={zeC: |z|sr} r yaricapli daire, B(D),D de
sinirli analitik fonksiyonlar cebiri ve feB(D) olsun. Ayrica
feB(D) Schlich* fonksiyonu icin £(0)=0 ve MM(f)=1 olsun.
Bu taktirde, '

1 e

f(z)== Sre .z

dir.
Ispat: w=f(z) Schlicht oldufundan z“f_l(w)eB(U) dir.

Schwarz's teoreminden dolaya

|£Cz) | < %.|z|
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dir. f nin D yi U birim diskine d&niistiird{igli g&z8nine
alinirsa M-1 icin

. |z| veya r.|w|<]|z| (5.11.,1)

s

| £(z)]<
bulunur.
Tersine wa-l(w) dénlistimi kapali birim ¢emberi D yo ddnis-

tirdiifliinden M=r ve r=1 olup

If"l(w)ls %.lwl ve |z|<r|w| (5.11.2)
dir. (5,11.1) ve (5.11.2) birlikte diis{iniiliirse
w1
r.,|w|=|z]| veya IE'" =
olur. Buradan anlasilirki

f(z)=r%.ele.z

dir.

Bu dénilistim z=0'1, w==0'a tekabiil ettirecek sekilde D yi ka-
pali birim diske konform tasvir eden bir ddniisimdiir.
Calismamizin burasinda Teorem 5.13. de a,D nin bir i¢ nok-
tas1 olmak #izere aeD noktasini w=0 noktasina tekabiil etti -
recek sekilde D yi U birim diskine konform tasvir eden d&nii-
slimin karakterizasyonunu verecegiz. Once karakterizasyonda

kullanacagimiz asagidaki lemmayil verelim.

Lemma 5.12: D={zeC: |z|<r}, r yaricapli kapali daire,B(D)
D de sinirli analitik fonksiyonlaran cebiri olmak Uzere
feB(D) asapgidaki sartlari sa¥lasin:
i. oeD olmak lizere f(a)=0 dir.
ii. MM(f)—1 dir.
iii. f schlichttir.

Bu taktirde |A[|-~r olmak lzere

F(z)=A. 225 (5.12.1)
ri-oz

dir.
Ispat: o da sifir olan B(D) ye ait fonksiyonlarin climlesi

I, olsun. I_ climlesi B(D) nin bir maksimal idealini teskil

a
eder. Bu maksimal ideal h(z)==z-a tarafindan gerilir. Yani,
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Ia"<?"Q:> dir. Aradigimiz fonksiyon Ia da olacaktir,
Schlicht, Maksimum modiltl 1 ve Ia da olan fonksiyonlara
arastirmaliyiz, G8stermeliyiz ki aranan fonksiyonlar
(5,12,1) tipindedir.

2z

a0 ise netice 5,11 den |A|=r olmak lizere f(z)=),——

, r*
.istenilen schlicht. fonksiyondur.
0#0 olsun. oeD iken her zeD icin MM(z~a)#l dir.Dolayisiyla
f(z)#z-~a dir. f(a)=0 ve MM(f)=1l oldugundan f(z)=(z-a).g(z)

A ~ olmak zorunda-
r2-qz
dir, (|A]= r dir). f schlicht, f£(a)=0 ve MM(f)~1 oldufun-

dan [A|=r olmak tizere aradifimiz f fonksiyonu

ifadesindeki g(z) fonksiyonu g(z)=-

Z=0

f(z)=A. -
r2-gz

dir, Ustelik Teorem 3,13 den dolayi f(a)=0, f schlicht ve
MM(f)~1 olan fonksiyonlar |A|=r olmak lzere 5.12.1 tipin-

dedir,

Teorem 5.13: D={ze@: }z|<r} , B(D), D de sinirli analitik
fonksiyonlarin cebiri, R,B(D) ye izomorf herhangi bir cebir
ve ¢,B(D) den R Uzerine sabitleri koruyan bir izomorfizm
olsun, Ustelik farzedelim ki aeR i¢in asagidaki sartlar-
saglanmaktadir:

i. Her bir A_eG(a)= U igin bir tek z  mecuttur (|z_|sr).
ii. beR olmak tizere her aeC igin <p—a§>, R nin bir maksimal
ideali, d>—1(b)=z ve ae{p-ae dir.
1ii. pla)-MM($™1(a))1 dir.

Bu taktirde ¢_l(a), D yi U birim dairesine konform tasvir
eder ve

¢-l(a)‘=lv Z7a

r2-az
seklindedir.
Ispat: ae (p-ae) oldugundan (b-ae).c=a olacak sekilde en az
bir ¢ ¢eR vardir., ¢ izomorfizm oldupPu ig¢in ¢-l(a)ﬂ¢—l(bjae)-
¢"l(c) ve ¢_l(a)={¢—l(b)-¢"1(ue)}.¢-1(c) yazilabilir,Bura-
dan
0L (a)=(z-a)¢" ()
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bulunur, Lemma 5.12 den dolaya MM(¢—l(a)=l olmasi icin

ot ()= 2

r2-0z

olmak zorundadir. Ac¢ikca ¢-l(c)sB(5) dir, Bu esitlikten
d(A) Ae

Ce= et

¢(r?2)-¢(az) rere-~aebe

ve ceR dir. Diger yandan a=«(b-ae)c esitliginden

a==(b~-ae). ée e(b-ae) dir, Buradan
r?e~aebe
¢"1(a)uA e
r2-qaz

bulunur, 1yi bilindigi gibi bu ddntsiim D yi U ya konform A
olarak tasvir eden d8nilisiimdlr, Ayni zamanda bu ¢—1(a) dénii-
simll tektir. Cilinkd AoscT(a) oldugundan AoeR¢-l(a)d1r.

Lemma 5.4 ve i) den §¢_l(a) daki her defere bir tek z;

tekablil ettiginden ¢-l(a)eB(5) birebirdir. ¢ izomorfizm ve
$-0eé> , R nin bir maksimal ideali oldugu icin ¢-l(b—ae) de
B(D) nin bir maksimal idealidir, Bu maksimal ideal
¢’l(b‘ae)= ¢_1(b)- ¢—l(ae)=z—a tarafindan gerilir.
Dolayisiyla ii) den ¢—l(a)sA<g~@>dir. ¢-l(a) schlicht ve
{z-dyidealinde bulunan bir fonksiyondur. Bu idealde bulu-
nan schlicht ve maksimum modiildl 1 olan fonksiyonlar lemma
5.12 den dolayai

$"tar=a. 2”4
r2-az

seklindedir.

Netice 5.14: U ={zeC: |z|<l} birim.daire, B(U), U da sinir-
11 analitik fonksiyonlarain cebiri, R, B(U) ya izomorf
herhangi bir cebir ve ¢, B(U) dan R lizerine sabitleri ko-
ruyan bir izomorfizm olsun, Ayrica kabul edelimki aeR igin
asagidaki sartlar saglanir:

i. Her Aosc1a)=ﬁ igin bir tek z_eU vardir (|z,]<1)-

ii. beR olmak tizere her ae€ i¢in (b-ae) R nin bir maksi-
mal ideli, ¢7l(b)=z ve ae(b-ae) dir,
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iii, pla)-MM(¢ T(a))-1 dir,
Bu taktirde ¢-1(a) birim daireyi kendi {lzerine konform

tasvir eder ve

o Lcar=r, ~Z2 (]a]-1)

dir. l—aZ

Netice 5.14, teorem 5,13 in r=1 &zel hali oldugu ac¢iktar.
Yani, teorem 5.13 de r=1 alindiginda netice 5.1lu4 in
ifade ve ispati kolayca yapilabilir. Simdi genellestiril-
mis Schwarz Pick teoreminin cebirsel karakterizasyonunu

verelim,

Teorem 5.15: D={zeC: |z|<r},B(D),D de sinirli analitik
fonksiyonlarin cebiri, R, B(D) ye izomorf herhangi bir
cebir ¢: B(D)>R sabitleri koruyan bir izomorfizm olsun.
Ayrica her bir zeD icin bir tek Ae0(a)=D oldugunu kabul
edelim.8te yandan |z;[<r, |z,|<r ve p(a)-r olmak Uzere
Al,AQ edg(a) icgin

-1 _ -1 -

¢ (a)(zl)»ll, ) (a)(zz)uxz

olsun. Bu taktirde

A-e~A, e Zae=Z e
(p? 22 ygp(r? —E 2
rz-kzexle rz-zzezle

dir,
tspat: |z,[<r yi sabit alalim. EZer |A2|=r ise A26§¢-1(a)

oldugundan maksimum prensibinden ¢-l(a)=f sabittir. Dola-
yisiyla iddia asikardar.

Simdi |A2!<r~oldu§unu kabul edelim. R keyfi bir cebir ve
b,c,deR ig¢in d=b.c olsun. ¢—l(b)wz ise p(a)=r Schwarz's
Teoremini karakterize eder. Bu durumda ¢ 1(d)=g denirse
g(0)=0 ve MM(g)=r sartlarini saglayan geB(D) fonksiyonu

vardir, |z,|<r, | A, <r iken,
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b
(z)

o

h
Sekil 5.1
ztz Z=A
h*Pz;—; _2 ’ m=T2.—;—_2
r Tzzz r —Azz

olmak Uzere g fonksiyonu, yukarida tanimli m ve h ile
gésterdigimiz iki mobils d¥nlsiminin £ ile lineer terkibi
olarak yazabiliriz(sekil 5.1). Gergekten f~¢—1(a) olmak
lizere g—mofoh olsun. |22|<r oldugundan h,meB(D) olup
g:D0+D dair. Ustelik

g(0)=m(£(h(0)))

*m(f(zz))

=m(k2)

=0
olup g fonksiyonu Schwarz's teoreminin sartlarini saglar.
Dolayisiyla weD icin

lgtw) | <]w]

dir, Bu esitsizlikten

wtz
ImC£(r2—222)) | <]
rzfzzw
ve

2,-2
wop? -t 2

2 _=
r zzzl

alinirsa,
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]"2 ..Z].-_:.?..Z___ 'f'z
PimZguy 2 zZ -,
Im(f(r’z, i ))I<|P2 1
Zl"22 - ¢ Pz -
rzfiyrz. ——— 429
ré=v 7.
271

2. 20 a2 =
r2z.-r?z +triz, - z2,2,2 Zo =7
= |m(f(r?. — 2 2 22 l))lslrz.——l——z— |
27 23 N2, = 2_72
rt-r zzzl+r 2221 r°z,2z, ri-7,2q
(r2-z,2.)z 7. -2
S |m(£(r2. 2 2“ 1 M ]<|r?.-~ L ;2—~
rz(r322z2) rz—z?z1
Z,-Z
= ]m(f(zl))lslrz.——z—l‘—:—g—l
olur.Bdylece riTZ%y
le—AQe z e-7,€
|rle - | <|r2e. |
rze—Aze 1€ rle-z,ez e
dir. Bu son esitsizlikten
A,e=A, e Z.e-zZ,¢e
(rle. —= 2 Y<p(rle, 2 )
r e—Azekle r‘e-z,ez,e

dir.

Teorem 5.15 de 8zel olarak r=l1 alinmasi halinde Schwarz-

Pick teoreminin cebirsel ifadesi elde edilir.

Netice 5.16: U={zeC: |z|<1} ve B(U), U da sinairli analitik
fonksiyonlarin cebiri, R,B(U) ya izomorf herhangi bir cebir
ve ¢:B(U)»R sabitleri koruyan bir izomorfizm olsun. Ayrica
herbir zelU icin bir tek Aed(a)=0 oldupunu kabul edelim. Ote
yandan ]zl}<l,]22]< 1 ve pla)=1 olmak lizere Al,XQEG(a) icin
¢-l(a)(zl)7A1, ¢—l(a)(z,2)=>\2 olsun. Bu taktirde

-—A Z e-zze
-) Splem— =)

1€ l-zQezle

A e
( 2
eA

1%

dir. 1—A2
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