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OZET

GENELLESTIRIiLMiS WEIBULL DAGILIMLARI

Alptug Sabri AKBAS

Yiiksek Lisans, Istatistik Boliimii
Tez Damismani: Dog. Dr. Gamze OZEL KADILAR

Eyliil 2019, 62 sayfa

Weibull dagilimi, bozulma ve yipranma, erken 6liim gibi hata/basarisizlik siirelerinin
modellemesinde o6zellikle yasam ¢6ziimlemesinde kullanilan en popiiler siirekli
dagilimlardan biridir. Giiniimiizde bu dagilim bir bolgedeki salgin hastaliklarin ne kadar
stireceginin tespitinde, belirli bir bolgedeki deprem biiyiikliigiiniin saptanmasinda veya
rizgar hizinin hesaplanmasinda, sigortacilikta hasar biiylikliigliniin modellenmesinde
siklikla kullanilmaktadir. Diger bir deyisle, bu dagilim rastlant1 degiskenin pozitif
degerler almasi durumunda kullanilabildiginden dolay1 olasilik dagilimlar1 arasinda

popiiler dagilimlardan biri haline gelmistir.

Weibull dagiliminin giivenilirlik ve yasam ¢oziimlemesinde siklikla kullanilmasma
ragmen, hazard (tehlike) fonksiyonun banyo kiiveti veya tek tepeli olmasi gibi monoton
olmayan yapisi nedeniyle bu dagilimin veri modellemede yetersiz kaldigi goriilmektedir.
Bu durum Weibull dagiliminin veri modellemede daha esnek olmasi gerekliligini ortaya
cikarmistir. Bu gereklilik, bilinen dagilimlarin genisletilerek, yeni olasilik dagilimlarinin
elde edilmesi iizerine yapilan calismalar1 arttrmustir. Onceki ¢alismalar incelendiginde,
iistellestirme, doniistiirme (dogrusal, ters, logaritmik), parametre ekleme gibi yontemler

ile yeni Weibull dagilimlar1 elde edilmektedir.

Bu c¢alismada, oncelikle literatiirdeki Weibull dagilimlar1 {izerinde durulmustur. Daha

sonra, Salman vd. (2019) tarafindan Onerilen genellestirilmis Topp-Leone dagilim



ailesinden vyararlanarak yeni bir genellestirilmis Weibull dagilimi Onerilmistir.
Genellestirilmis Topp-Leone Weibull dagilimi adim1 alan bu dagilima iliskin hazard
fonksiyonu ve yapisi, moment karakteristikleri, parametre tahmini, entropi ve sirali
istatistiklerine ait fonksiyonlar elde edilmistir. Onerilen dagilimin literatiirdeki

dagilimlardan daha esnek oldugu uygulama calismasi ile gosterilmistir.

Anahtar Kelimeler: Weibull Dagilimi, Genellestirilmis Dagilimlar, Moment, Entropi,

Hazard Fonksiyonu.



ABSTRACT

GENERALIZED WEIBULL DISTRIBUTIONS

Alptug Sabri AKBAS

Master's Degree, Department of Statistics
Supervisor: Dog. Dr. Gamze OZEL KADILAR
September 2019, 62 pages

Weibull distributions are one of the most popular continuous distributions used in
survival analysis for modeling error / failure times such as deterioration and wear, early
death. Nowadays, this distribution is used to determine duration of epidemic diseases in a
region, to predict the magnitude of the earthquake or to compute the wind speed in a
region, and to model the claim size in insurance. In other words, this distribution has
become one of the most popular distributions among distributions, since the random

variable can be used if the variable takes positive values.

Although the Weibull distribution is frequently used in reliability and survival analysis, it
is seen that this distribution is insufficient in data modeling due to its hon-monotonic
hazard function shape such as bathtub function or unimodal. This situation revealed that
the Weibull distribution should be more flexible in data modeling. This requirement has
increased the studies on obtaining new probability distributions by expanding the known
distributions. When the previous studies are examined, new Weibull distributions are
obtained by methods such as exponentiation, transformation (linear, inverse, logarithmic)

and parameter addition.

In this study, Weibull distributions in the literature are introduced at first. Later, a new
generalized Weibull distribution was derived using the generalized Topp-Leone
distribution family proposed by Salman et al. (2019). Hazard function and structure,

moment characteristics, parameter estimation, entropy and order statistics related to this



distribution, which is named as generalized Topp-Leone Weibull distribution, were
obtained. The proposed distribution was shown to be more flexible than the distributions
in the literatiire via an application study.

Key Words: Weibull Distribution, Generalized Distributions, Moment, Entropy, Hazard
Function.
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SIMGELER VE KISALTMALAR

Kisaltmalar

TL Topp Leone

GTL-G Genellestirilmis Topp-Leone Dagilim Ailesi
GTL-W Genellestirilmis Topp-Leone Weibull
GTL-U Genellestirilmis Topp-Leone Ustel
GTL-Lx Genellestirilmis Topp-Leone Lomax

MW Modifiye Weibull



1. GIRIS

Weibull dagilimi ilk olarak 1939 yilinda, dagilima ismini veren Isvegli fizik¢i, Walodi
Weibull tarafindan, materyallerin bozulma siirelerinin gosteriminde kullanilmistir
(Weibull, 1939, 1951). Bu dagilim klasik olasilik dagilimlart iginde 6nemli bir yere
sahiptir. Weibull dagilim1 kalite kontrolii ve giivenilirlik, binalarin ekonomik émrii, sismik
risk analizlerinde, meteorolojide hava tahmin modellemelerinde, radar sistemlerinin
modelleme alanlarinda, riizgar hizi dagilmmi tanimlamada ve birgok alanda

kullanilmaktadir (Moss, 2005).

Gilintimiizde ¢ok genis bir uygulama alanina sahip olan Weibull dagiliminin, kalite kontrol
ve giivenilirlik ¢alismalarinda ilk kez Kao (1958) tarafindan savunulmustur. Kao (1958),
radyo lambalarinin bozulma siirelerinin  gosteriminde, Weibull dagilimmdan
yararlanmistir. Ayrica Lieblein ve Zelen (1956) bilyeli yataklarin bozulma siirelerinin
gosteriminde Weibull dagilimmi kullanmistir. Thompson (1968) bozulma durumunda
Weibull dagilimmin gok g¢esitli uygulamalarini ele almistir. Berretoni (1964), kimyasal
asinma (korozyon) testleri icin Weibull dagilimindan yararlanmistir. Ayrica elektronik
parcalarda, yar1 iletken cihazlarda, foto iletken hiicrelerde, kondansatorlerde ve cesitli
biyolojik organizmalarda bozulma siirelerinin ¢oziimlenmesinde Weibull dagilimi
kullanilmistir. 1970’li yillardan itibaren Weibull dagilimi sismik risk analizinde de
kullanilmaya baslanmistir. Hagiwara (1974) ve Rikitake (1975) deprem olusumu igin
Weibull dagilimindan yararlanmiglardir (Moss, 2005).

Weibull dagilimmin belirtilen uygulamalarinin yan1 sira 1958’den bu yana Weibull
dagilimi monotonik olmayan hazard fonksiyonu elde etmek igin bir¢ok arastirmaci

tarafindan degistirilmistir.

Topp-Leone (TL) dagilimi tek parametreli bir dagilim olup, tanim araliginin 0 ve 1
arasinda olmasi nedeniyle gergek yasamdaki uygulamalarda kullanimi sinirh kalmigtir.
Ancak son yillarda T — X siirekli dagilim ailesinin Onerilmesi ve bu sayede yeni
genellestirilmis dagilim ve dagilim ailelerine ulagilmas: sayesinde bu dagilim popiiler bir
dagilim haline gelmistir. Dagilimin tek parametreye bagli olmasi esnek olmamasi
acisindan bir dezavantaj iken, genellestirme sirasinda eklenen yeni parametreler nedeniyle

en ¢ok olabilirlik tahmini sirasinda az parametre sayisi bir avantaj haline gelmektedir.



Bu ¢aligmada Oncelikle literatiirdeki Weibull dagilimlar1 incelenmistir. Daha sonra yeni bir
Weibull tiirii dagilimin dnerilmesi amaglanmistir. Bu nedenle dncelikle Salman vd. (2019)
tarafindan onerilen genellestirilmis TL dagilim ailesi (GTL-G) tanitilmustr. ki
parametreli GTL-G dagilim ailesi, literatiirde var olan dagilim ailelerine gore daha esnek
olup, ozellikle yasam siiresinin modellendigi ¢aligmalarda iyi sonuglar vermistir. Bu
dagilim artan, azalan, ve banyo kiiveti (bathtub) bigimindeki hazard fonksiyonlarina
sahiptir. Bu calismada GTL-G dagilim ailesinden yararlanarak GTL-Weibull (GTL-W)
dagilimi Onerilmis ve bazi istatistiksel 6zellikleri incelenmistir. Bu dagilima iligkin tehlike
fonksiyonu ve yapisi, moment karakteristikleri, parametre tahmini, entropi ve siral

istatistiklere ait fonksiyonlara ulasilmistir.

Ikinci bdliimde literatiirde mevcut olan kesikli ve siirekli bazi dnemli Weibull dagilimlari
ve Ozellikleri hakkinda bilgi verilmistir. Ugiincii béliimde Topp-Leone dagilimi Topp-
Leone dagilim ailesi iizerinde durulmustur. Dordiincii boliimde genellestirilmis Topp-
Leone Weibull dagilimi elde edilmis ve bazi temel 6zellikleri incelenmistir. Besinci
boliimde riizgar hizi verilerine uygulanan uygulama c¢alismasi ile Topp-Leone Weibull
dagiliminin literatiirdeki dagilimlardan daha i1yi oldugu gosterilmistir. Altinct Boliimde

sonug ve tartismalara yer verilmistir.



2. GENELLESTIiRiLMIiS WEIBULL DAGILIMLARI

Bir raslant1 degiskeni, kesikli ya da siirekli degerleri rasgele alan ve bu degerler i¢in bir
olasilik dagilimi tanimlanabilen bir degiskendir. Diger bir deyisle, bir raslant1 degiskeni
orneklem uzayindaki o6lgiilebilir tim mimkiin degerleri gostermektedir. Raslanti
degiskenleri, fizik, kimya, miithendislik, biyoloji ve sosyal bilimler gibi alanlarda olasilik
hesaplamalarinda siklikla kullanilmaktadir. Bu nedenle, raslant1 degiskenlerinin olasilik
dagilimlarinin incelenmesi olduk¢a Onemlidir. Bir raslanti degiskeninin olasilik
dagiliminin yanisira degiskene ait hazard (risk, tehlike) dagilimi ve yasam (survival)

fonksiyonu da temel olarak incelenmektedir.

Stirekli bir raslant1 degiskeni icin, 0 < F(x) < 1 olmak iizere, dagilim veya birikimli

(cumulative) dagilim fonksiyonu,

F(X) =P(X<Xx) = Jx'f(u)du

bi¢imindedir.

Birimin yasam siiresinin bir degerden biiyilk olma olasiligina yasam fonksiyonu adi
verilir. Buna gore, X siirekli raslant1 degiskeni bir birimin yasam stiresini, f(x) olasilik

yogunluk fonksiyonunu gostermek iizere, yasam fonksiyonu,

S(x) =P(X>x) =1-F(x) =1— [f(u)du = [f(u)du
0 X
olarak tanimlanir.

Bir birimin X = X zamanma kadar yasamasi kosulu altinda, AX — 0 i¢in [X, X+AX]
araliginda yasaminin sona ermesi olasihigma hazard (tehlike) fonksiyonu denir. Bireyin
ilgilenilen 6zellik bakimindan basarisizlik egiliminin OSlgtlistidiir. Stirekli bir raslanti

degiskeninin hazard fonksiyonu,


https://tr.wikipedia.org/wiki/Olas%C4%B1l%C4%B1k_da%C4%9F%C4%B1l%C4%B1m%C4%B1
https://tr.wikipedia.org/w/index.php?title=%C3%96rneklem_uzay%C4%B1&action=edit&redlink=1

h(x) =% 2.1)

olarak bulunur.

Ozellikle yasam verilerinin modellenmesinde kullanilan hazard fonksiyonu, her zaman
noktasindaki basarisizlik riskini gostermektedir. Hazard fonksiyonun faydalari asagida

Ozetlenmistir:

e Farkli gruplarin karsilastirilmasi daha agik ve kesin olarak hazard fonksiyonu ile
kolaylikla yapilabilir.

e Hazard fonksiyonunu temel alan modeller, durdurma (censoring) veya birden ¢ok
basarisizlik tiirii varken daha uygundur.

e Hazard tek tiir basarisizlik iceren sistemler i¢in 6zel bir ¢oziimleme bigimidir.

Yasam ¢Ozlimlemesi, finans, sigortacilik gibi alanlarda bu dagilimlarm verileri yeteri kadar
temsil edemedigi ve modellemede yetersiz kaldigi durumlarla karsilagilmaktadir. Bu
nedenle, farkli karakteristige sahip verileri daha iyi temsil edecek daha esnek dagilimlara
ihtiya¢ duyulmaktadir. Bu durum, klasik olasilik dagilimlarinin genellestirilerek yeni
olasilik dagilimlar1 ve dagilim ailelerinin elde edilmesi lizerine yapilan ¢alismalari

arttirmastir.

Genellestirilmis (generalized) bir dagilim ailesinin pratikte tercih edilmesine yonelik temel

nedenler asagidaki gibi siralanabilir:
e Orijinal ya da temel (baseline) olasilik dagilimina gore daha esnektir,
e Cok farkli karakterdeki verileri modelleyebilir,
e Simetrik bir dagilimi bile ¢arpik verileri modellemede kullanigh hale getirir,

e Gergek verileri modellemede karsilasilan agir kuyruklu (heavy-tailed) dagilim

ihtiyacmi karsilar,

e Simetrik, sola carpik (left-skewed), saga ¢arpik (right-skewed), artan ya da azalan

gibi farkli sekillere sahip dagilimlarin iiretilmesini saglar,



e Her tiirli hazard (risk) fonksiyonunu temsil edebilecek dagilimlari tanimlama

imkani vertir,

e Temel dagilim, genellestirilmis dagilimlarin alt bir dagilimi oldugu igin, tim

karakteristik 6zellikleri 6zel bir durum olarak sakli kalir.

Bazi dagilimlarin hazard fonksiyonlarmin sahip oldugu farkli sekil potansiyelleri Cizelge

2.1’de O0zetlenmistir:

Cizelge 2.1. Baz1 dagilimlarm hazard fonksiyonlarmin sahip oldugu sekiller.

Tip
Dagilim AlB|C|D|IE|F|H|I1]|J]|K]|L
Ustel +
Weibull + |+ |«
Genellestirilmis Weibull + + I + + + + |+ | + |+
Ustellestirilmis Weibull + |+ |+ |+ |+

e Tip A: Azalan (monoton azalan dahil)
e Tip B: Artan (monoton artan dahil)

e Tip C: Sabit

e Tip D: Banyo Kiiveti

e Tip E: Ters Banyo Kiiveti (Tek tepeli)
e Tip F: Saga Carpik

e Tip G: Sola Carpik

e Tip H: Tek tepeli x>0 i¢in h(x) >0

e Tip J: iki tepeli x>0 i¢in h(x)>0 a

e Tip K: Iki tepeli x>0 i¢in h(X)=>0

e Tip L: Iki tepeli x>0 igin h(x)=> oo

Cizelge 2.1’e gore Weibull dagiliminin yetersiz kaldig1 veri tiirleri i¢in genellestirilmis
Weibull dagilimi iyi bir segenektir. Genellestirilmis Weibull dagilimlari, klasik bigimleri
Weibull dagilimini veren, birgok farkli yontem ile elde edilebilir. Asagida bu yontemler

kisaca Ozetlenmistir:



e Weibull veya genellestirilmis Weibull dagiliminin hazard fonksiyonuna sabit bir
deger eklemek,

e Weibull raslanti degiskeninin dogrusal, ters veya logaritmik doniistimleri ile
doniistiirilmesi,

e Weibull dagilmmin dagilim fonksiyonunun veya yasam fonksiyonunun
doniistiirilmesi,

e Yarisan risk yaklasimi (en az iki veya daha fazla Weibull degiskeni),

e Iki veya daha fazla Weibull dagilimli raslant1 degiskeninin karisimi ile karma bir
Weibull dagilimi elde edilmesi,

e Weibull dagiliml bir raslant1 degiskeninin genellestirilmis bir Weibull dagilimina
karmalanmasi,

e N bir raslant1 degiskeni ve X, ’ler ayn1 dagilimli bagimsiz raslant1 degiskenleri
olmak tizere, T=min(X;,X,,...,X,) raslant1 degiskeninin dagiliminin elde

edilmesidir.

Bu bolimde oncelikle klasik Weibull dagilimi {izerinde durulacak, daha sonra literatiirde
yukarida belirtilen yontemlerle elde edilmis genellestirilmis Weibull dagilimlar:

tanimlanacaktir.

2.1. Iki Parametreli Weibull Dagilim

Weibull dagilimi, malzeme bilimi, miihendislik, fizik, kimya, meteoroloji, biyoloji, tip,
eczacilik, ekonomi ve isletme, kalite kontrol, jeoloji ve cografya gibi bircok alanda
kullanilmistir. iki parametreli Weibull dagilimli bir X raslanti degiskenine ait dagilim

fonksiyonu asagidaki gibidir:

F(x) =1—exp(-ax®), x>0 (2.2)

Burada a ve 6 swrasiyla dagilimin dlgek ve sekil parametreleridir. Weibull dagilimmnin
dagilim fonksiyonunun x’e gore tlirevi alinarak olasilik yogunluk fonksiyonu asagidaki

gibi elde edilir:

f(x) = afx®texp(—ax®), x >0 (2.3)



Bu dagilima ait hazard fonksiyonu ise asagidaki gibidir:
h(x) = afx?f1 (2.4)

Burada 6 > 1, 6 < 1 veya € = 1 igin dagilim sirasiyla artan, azalan ve sabit bir hazarda
sahip olur. Ancak bir ¢ok gercek yasam uygulamasinda 6zellikle giivenilirlik ve yasam
analizinde hazard fonksiyonu monoton yapida degil, banyo kiiveti (Sekil 2.1) veya tek
tepeli bir yapiya sahiptir. Bu nedenle, Weibull dagiliminimn literatiirde Onerilmis birgcok
genellemesi mevcuttur. Bu dagilim ise bu genellestirmenin temelini olusturan esas

dagilimdir.

h(t) \¥

Time>

Sekil 2.1. Banyo kiiveti bigimindeki hazard fonksiyon 6rnegi.

2.2. Kesikli Weibull Dagilimlar
2.2.1. Birinci Tip Kesikli Weibull Dagilimi

Birinci tip kesikli Weibull dagilimimnimn olasilik fonksiyonu asagidaki gibidir:

E  resyf
p(x) = g% -g"*=*V

Nakagawa ve Osaki (1975) tarafindan elde edilen bu dagilim i¢in yasam fonksiyonu ve
hazard fonksiyonu asagidaki gibidir:

5(x) = q*,

hix) =1 —q':xﬂja_xa, x=01,., 0<g<1lvef =0



Burada 6 > 1, 6 < 1 veya 6 = 1 igin dagilim sirasiyla artan, azalan ve sabit bir hazarda
sahip olur.

2.2.2. Tkinci Tip Kesikli Weibull Dagilimi

Steina ve Dattero (1984) tarafindan 6nerilen ikinci tip kesikli Weibull dagilimmin hazard

fonksiyonu asagidaki gibidir:

g-1 — .
h(x) = {ﬂ'gx x =12, s I z:;m}
0 x = 0 icin

Burada m tamsayisi asagidaki tanimlanmistir:

= {int{a_(ﬂ_l}-i}, g = 1}

+oo =1

2.2.3. Uciincii Tip Kesikli Weibull Dagilimi

Padgett ve Spurrier (1985) tarafindan onerilen diger bir kesikli Weibull dagilimina ait

hazard fonksiyonu,
h(x) =1 —exp{—a(x+ 1)°}, x=0,12,..
ve olasilik fonksiyonu asagidaki gibidir:
plx) =(1— exp{—alx+ 1:],5,})&_“215:__].6 x=012,..

Buradaa = 0 ve — o0 < 0 < o0 olarak tammhdir.
2.2.4. Kesikli Ters Weibull Dagilimi
Jazi vd. (2010) tarafindan oOnerilen kesikli ters Weibull dagiliimmm dagilim fonksiyonu

asagidaki gibidir:

F(x) = qﬁ, r=1.2, ..



Olasilik fonksiyonu ise, dagilim fonksiyonundan yararlanarak asagidaki gibi elde
edilmistir:

) q x=1icin
plx) = (E
qx_g —q*F F =23, .. icin

0<g =<1ve# > 0 olarak tamimhdir.

Hazard fonksiyonu ise asagidaki gibi yazilabilir:

E N - )

q q
']' r) =

- q(.r—l}'” !

x=1,2,..

2.2.5. Kesikli Modifiye Edilmis Ters Weibull Dagilimi
Nooghabi vd. (2011) tarafindan 6nerilen bu dagilim, Lai vd. (2003) tarafindan onerilmis
strekli, modifiye edilmis Weibull dagilimmm kesikli bi¢imidir. Dagilima ait yasam
fonksiyonu asagidaki gibidir:

S(x)=g*,x=0,1,.2,..

Dagilimin olasilik fonksiyonu,

p(x) = g — g x = 0,12, ..

ve hazard fonksiyonu asagidaki gibi elde edilmistir:
h(x) =1 —q(x+ 1)%c*+ —x%¢
2.2.6. Kesikli Toplamsal Weibull Dagilhm

Bebbington vd. (2012) tarafindan elde edilmis toplamsal (additive) Weibull dagilimina ait
olasilik fonksiyonu asagidaki gibidir:



B ¥ Ce41)®  (at1)¥
plx)=qi a7 —q,  a,

Dagilima ait yagam fonksiyonu,
S(x)=qfqf x=0,12,..,
bi¢imindedir.

2.3. Siirekli Weibull Dagilhimlar

Bu boliimde Bolim 2.1°de tanimlanan iki parametreli Weibull dagilimi yardimmiyla

iiretilmis bazi stirekli Weibull dagilimlari iizerinde durulacaktir.

2.3.1. Ters Weibull Dagilim

X raslant1 degiskeni Weibull dagilimina sahip olsun Buna gore, Y = % doniisiimii ile elde

edilen Y raslant1 degiskeni ters Weibull dagilimhidir. Ters Weibull dagilimina ait dagilim,

olasilik yogunluk ve hazard fonksiyonlar1 sirasiyla asagidaki gibidir:

]

Fly)=e™", y>0,
f) =aby e, y >0

h(y) = aﬁ}fe’l,}r = 0.

Ters Weibull dagilimmim 6nemli bir genellestirmesi olan Kumaraswamy ters Weibull

dagilimi Shahbaz vd.(2001) tarafindan dnerilmistir. Bu dagilima ait dagilim fonksiyonu,

F(y)=1—-[1—e™®7]", y>0
ve olasilik yogunluk fonksiyonu,

F) = abfy Fle ™™ [1—e @ "Ly =0
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bi¢imindedir. Burada parametrelerin tanim araligt  6,a,b > 0 olup, a=b =1 igin

dagilim ters Weibull dagilimina doniisiir.
2.3.2. Log-Weibull Dagilim

X raslant1 degiskeni a ve f parametreleri ile Weibull dagilimina sahip olsun. Bu durumda,

Yb%a = log (aX?) doniisiimii ile elde edilen log-Weibull dagilimmimn dagilim fonksiyonu,

F(y) =1—exp{—e@™@/®}l  _m<y<oo

ve olasilik fonksiyonu,

f(}:r) = %E':':}-_ﬂ:'-'ab:' Exp{_e':':}-_ﬂ:'f'lb:'}’ —n = v < oo

bi¢imindedir (Gumbel, 1958). Burada, —o < @ < o ve b > 0 olarak tanimlidir. Olasilik
kuraminda 6zel bir yere sahip olan bu dagilim literatiirde I. tip u¢ deger (extreme value)
dagilimi olarak da adlandirilmaktadir. Dagilima ait hazard fonksiyonu ise asagidaki

gibidir:
1 . ,
h(y) = Eeuy—nm:

Bu dagilim dogadaki sel, heyelan, deprem, asir1 sicaklik, donma olay1 gibi bir¢ok olay1

biiytikligliniin modellenmesinde kullanilmaktadir.

2.3.3. Birlesik Weibull Dagihm

Y1, Y,,..., Yy ayn1 Weibull dagilimli, bagimsiz raslant1 degiskenleri ve N, kesikli bir raslant1
degiskeni olsun. Buna gore, X = min (¥;,Y,,...,Yy) bi¢ciminde tanimlanan X raslanti
degiskeninin birlesik (compound) Weibull dagilimma sahip olur. N raslant1 degiskeninin

kesikli dagilimina bagl olarak farkli birlesik Weibull dagilimlar: tanimlanmustir.

N, p parametreli geometrik dagilima sahip bir raslanti degiskeni olsun. Buna gore,

X =min (Y;,Y,,...,Yy) olarak tanimlanan X raslanti degiskeni, Weibull-geometrik

11



dagilimina sahip olur (Barreto-Souza vd. 2011). Weibull-geometrik dagilimina ait olasilik

yogunluk fonksiyonu, dagilim fonksiyonu ve hazard fonksiyonu sirasiyla asagidaki gibi

verilmistir:
aﬁn(l_pjxn—ie—{,ﬂxF
x) = ——— , x=0

f( ] [1 _pe—l__'g_:(:l':la
1 — o—(Bx)

F(x) = — , x>0
l—pe (Bx)

a axn—l

M) =, x>0

1 — pe I__,E.t‘:l

N, A parametreli Poisson dagilima sahip bir raslanti degiskeni olsun. Buna gore, X =
min (Y3, Y,,..., Yy) olarak tanimlanan X raslanti degiskeni, Weibull-Poisson dagilimina
sahip olur (Lu ve Shi, 2012). Weibull-Poisson dagilimina ait olasilik yogunluk fonksiyonu,
dagilim fonksiyonu ve hazard fonksiyonu sirasiyla asagidaki gibidir:

1-e"
AeB¥ ol
F(x) = T x>0
e
ﬂﬁ.-l?.’ ﬁ—le—,[?.r=+.nla_'gx:
hix) = = s x = 0.
gls —1

2.3.4. Yansitilmis Weibull Dagilim

Yansitilmis (Reflected) Weibull dagilimi Cohen (1973) tarafindan tanimlanmistir.

Yansitilmig Weibull dagilimmin dagilim fonksiyonu,

F(y) = e_“':_:":'g, —m=y=<0

ve olasilik yogunluk fonksiyonu,

12



Fy) = ab(—y)?te ", —w<y<0

bi¢cimindedir. Burada a,6 > 0 olarak tanimlidir. Yansitilmig Weibull dagiliminin hazard

fonksiyonu ise asagidaki gibidir:

ﬂﬁ.-lfx n—ie —Bx*+de —Bx
ede P _ g

hix) = , x = 0.

2.3.5. Gama Weibull Dagihm

Stacy (1962) tarafindan Onerilmis olan gama Weibull dagilimi, ii¢ parametreli
genellestirilmis gama dagilimi olarak da adlandirilmaktadir. Bu dagilimin olasilik

yogunluk fonksiyonu ve dagilim fonksiyonu sirasiyla asagidaki gibidir:

fa* po-1 —
flx) =rl,—f:{:|:::;"5| lgmax® =

Burada, a,0,k >0 ve y(a,x) asagida verilen tamamlanmamis (incomplete) gama

fonksiyonudur:
yla,x) = _I': t2 et dt.

Cordeiro vd. (2011a, 2011b) tarafindan Onerilmis dort parametreli {istellestirilmis

genellestirilmis gama fonksiyonuna ait olasilik yogunluk fonksiyonu asagidaki gibidir:

Burada a, 8,k,A > 0 olarak tanimlidir. y, (a,X) = y(a,X) / I'(a), gama orani olarak ifade
edilmektedir. Bu dagilim secilen parametre degerlerine bagli olarak banyo kiiveti, monoton
artan, monoton azalan ve istii altta banyo kiiveti (upside down bathtub) sekilli hazard

fonksiyonlarina sahiptir.
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2.3.6. Ustellestirilmis Weibull Dagilim

Iki parametreli Weibull dagilimi, Mudholkar ve Srivastava (1993), Mudholkar vd. (1995)
ve Mudolkar ve Hutson (1996) tarafindan modifiye edilerek tstellestirilmis
(exponentiated) Weibull dagilimi elde edilmistir. Bu dagilim olasilik kuraminda 6nemli bir
yere sahip olup sel baskini ve motor basarisizlik stireleri gibi bircok veriye iyi uyum

gostermistir.

Ustellestirilmis Weibull dagilimmin dagilim, olasilik yogunluk ve hazard fonksiyonlar:

sirastyla asagidaki gibi verilmistir:

F(x)=(1 —e_‘”a]‘l, x =0,

F(x) = Aafxfle—ax (1— e“‘”aj"l_l, x>0,

h(x) = afAx® le ™ (1 — e~ )7L,

Burada a, 8,1 > 0 olarak tanimhidir. a dlgek, 6 ve A ise sekil parametreleridir. A = 1 igin
dagilim Weibull dagilimina doniisiir. 8 = 2 i¢in ise, genellestirilmis Rayleigh dagilimi
elde edilmektedir. & = 1 olmas1 durumuda genellestirilmis tistel dagilim, A = 6 =1 i¢in

istel ve A = 1,0 = 2 i¢in Rayleigh dagilima ulasilir.

2.3.7. Genellestirilmis Weibull Dagilimi

Mudholkar ve Kollia (1994), Weibull dagilimmin kantil fonksiyonuna yeni bir parametre
ekleyerek genellestirilmis Weibull dagilimmi elde etmistir. Bu dagilimm dagilim
fonksiyonu, olasilik yogunluk fonksiyonu ve hazard fonksiyonu sirasiyla asagidaki gibi

elde edilmistir:

14



F(x)=1—[1—ai®]¥4, x> 0,
f(x) = afx 1 — alx®*]¥*1 x>0,

h(x) = afx°[1 — adx®™* x> 0.

Genellestirilmis Weibull dagiliminin hazard fonksiyonu parametre degerlerine bagl olarak

asagidaki sekillere sahip olur:

e 0>1vel>0igin artan,
e 0<1ve A<0icin azalan,
e 0<1veA>0 icin banyo kiiveti,

e 0>1veA<O0icin tek modlu.

2.3.8. Toplamsal Weibull Dagilinu

Xie ve Lai (1996) tarafindan Onerilen toplamsal Weibull dagilimi banyo kiiveti
bi¢imindeki hazard fonksiyonuna sahiptir. Bu dagilim, Weibull dagilimmm iki hazard
fonksiyonunun toplanmasiyla elde edilmistir. Toplamsal Weibull dagilimmin olasilik

yogunluk, dagilim ve hazard fonksiyonlar1 sirasiyla asagidaki gibidir:

flx) = [aﬁ'x‘g_l —I-,[?rx}'_l)e_‘”g_gxy, x>0,

F(x) = 1—e ™ Bz 1~

h(x) = a8x?1 + Byx¥, x = 0.

Burada «, 0,8 >0 ve y <1 olarak tanimhidir. Bu dagilim, « =0 veya # = 0 olmasi

durumunda Weibull dagilimma doniismektedir.

2.3.9. Modifiye Weibull Dagilimi

6

Lai vd. (2003) tarafindan Weibull dagilimmin birikimli hazard fonksiyonu olan ax”’nin

e?* ile garpilmasi ile 6nerilmistir. Dagilima ait dagilim fonksiyonu,
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Fx)=1—eF” x>0
bi¢imindedir. Olasilik yogunluk ve hazard fonksiyonlari ise sirasiyla asagidaki gibidir:

Fx) = By + Ax)x¥"teMe=hxe™ x>0,
h(x) = B(y + Ax)x?"te?, x > 0.

A =0 i¢cin dagilim Weibull dagilimma, y = 0 i¢in dagilim I. tip u¢ deger dagilima
dontigmektedir. Modifiye Weibull (MW) dagiliminin olasilik yogunluk fonksiyonu azalan,

tek tepeli iken hazard fonksiyonu artan ve banyo kiiveti sekillerine sahiptir.

MW dagilimi, Weibull dagilimmin o6nemli bir genellestirmesi olup, yasam siiresi
dagilimlar1 arasinda 6zel bir yere sahiptir. Bu dagilimin bazi1 genellestirilmis bigimleri
arasinda genellestirilmis MW (Carrasco vd. 2008a,b), beta MW (Silva vd., 2010),
Kumaraswamy MW (Cordeiro vd. 2012) yer almaktadir. MW dagiliminin parametre
tahminleri de iizerinde durulan konular arasindadir. Dagilima ait en ¢ok olabilirlik ve en
kiigiik kareler tahminleri Ng (2005) ve Jiang vd. (2010) tarafindan elde edilmistir. Ayrica
log-regresyon MW modeli Carrasco vd. (2008 a, b) tarafindan Onerilmistir. Preda vd.
(2010) tarafindan Bayesci tahminlerine ulasilmistir. Soliman vd. (2012) tarafindan
durdurulmus (censored) veriler i¢in Bayesci tahminleri Markov Zinciri Monte Carlo

yontemi ile elde edilmistir.
2.3.10. Genellestirilmis Gii¢ Weibull Dagilim

Ug parametreli bu dagilim Nikulin ve Haghighi (2006) tarafindan 6nerilmistir. Dagilima
ait dagilim fonksiyonu ve olasilik yogunluk fonksiyonu sirasiyla asagidaki gibidir:

F(x)=1-—exp{1—(1+ax®¥*}, x >0,
1
F() = afA %71 (1 + axf)V* lexp {1 — (1 + ax?)?}, x > 0.

Burada «,6,2 >0 olarak tanimhdir. A =1 icin dagilim Weibull dagilimina

doniismektedir. Bu dagilima ait hazard fonksiyonu ise agsagidaki gibidir:
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h(x) = abA 'x?71(1 + ax®HV*"1, x> 0.

Parametrelere bagli olarak hazard fonksiyonunun sekilleri asagidaki gibidir:

e 0=>1ve6>A\igin artan

e 0<1veb<Aiginazalan

e (0 <A<0<Iicin banyo kiiveti
e A>0>1icin tek tepeli.

2.3.11. Esnek Weibull Dagilim

Bu dagilim Bebbington vd. (2006) tarafindan elde edilen bu dagilima ait dagilim, olasilik
yogunluk ve hazard fonksiyonu sirasiyla asagidaki gibidir:

B
F(x)=1—exp[—-e® %], x>0,
B
fx) = (a + %) e Blrexp [-e¥7x], x>0,

h(x) = (a + %) e B/x x> 0.
x
2.3.12. Kumaraswamy Modifiye Weibull Dagilimi

Cordeiro vd. (2012) tarafindan Onerilen dort parametreli bu dagilima ait dagilim

fonksiyonu asagidaki gibidir:
Fx)=1-{1-[1- exp(—axee’lx)]a}b, x>0,
Hazard fonksiyonu sabit, artan, azalan, tek modlu ve banyo kiiveti sekillerine sahiptir.
2.4. Dagihm Aileleri
Olasilik kuraminda temel bir dagilimin ¢esitli yontemler ile genellestirilmesi ile tek bir

dagilim elde edilecegi gibi, birden ¢cok dagilimda elde edilebilmektedir. Birden ¢ok dagilim

elde edilmesi durumunda bu dagilimlarm ait oldugu smifa “dagilim ailesi (a family of

17



distributions) adi verilmmektedir. Bu boliimde kisaca literatiirde var olan bazi dagilim

aileleri lizerinde durulacaktrr.

2.4.1. Ustellestirilmis Dagilim Ailesi

Gupta vd. (1998), bir olasilik dagilimmin pozitif deger alan bir parametre yardimiyla
kuvvetini alarak {stellestirilmis dagilim ailesini (Exp-G, exponentiated family of
distributions) tanimlamustir. Ustellestirilmis dagilim ailesi ve dzellikleri, birgok dagilimm
temelini olusturdugundan olasilik kuraminda onemli bir yere sahiptir. Bu aileye iliskin
dagilim fonksiyonu ve olasilik yogunluk fonksiyonu, sirasiyla asagidaki esitliklerdeki gibi

tanimlanir:

FUsteI—G (X) =G* (X)7
fL'JsteI—G (X) = ag(X)Ga_l (X)

Burada G(.), temel dagilimmin dagilim fonksiyonunu ve ¢(.) temel dagilimm olasilik

yogunluk fonksiyonunu gdéstermektedir.

2.4.2. Beta Dagihm Ailesi

Eugene vd. (2002), ¢alismalarinda beta dagilimindan faydalanarak ve beta genellestiren
dagilim ailesini (beta-generated family of distributions, beta-G) 6nermistir. Literatiirde, bu
sekilde “genellestiren dagilim” kullanarak elde edilen aileler kisaca ‘“genellestiren
dagilimm adi-G” bi¢ciminde gosterilmektedir. Beta-G dagilim ailesine ait olasilik yogunluk

fonksiyonu, x>0, >0 ve >0 olmak iizere, agagida gibi tanimlanur:

1
B(a, §)

faeta_c (X) = G0 [1-6(0]) " 9(x).

Burada G(.), herhangi bilinen bir olasilik dagilim fonksiyonunu, g(.) ise bu dagilima

iliskin olasilik yogunluk fonksiyonunu gdstermektedir.

2.4.3. Doniistiiriilmiis Dagihm Ailesi
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Dontistiiriilmiis  (transmuted) dagilim ailesi, Shaw ve Buckley (2007) tarafindan
Onerilmistir. Bu c¢alisma Bourguignon vd. (2016) tarafindan iki degiskenli ve ¢ok
degiskenli dagilimlar i¢in genellestirilmistir. Doniistliriilmiis dagilim ailesine iligkin df ve

oyf, |ﬁ| <1 olmak iizere, sirasiyla asagidaki gibidir:

Fr_c(®) =1+ 2)G(x) - AG*(x),
fr_g(X) =9(X)[1+ 2 —22G(x)].

Doniistiiriilmiis dagilim ailelerinden yararlanarak bir¢cok yeni alt dagilim elde edilmistir.
Donistiirtilmiis-Weibull (Aryal ve Tsokos, 2011), doniistiiriilmiis-Rayleigh (Merovci,
2013).

2.4.4. Weibull Dagihm Ailesi

Literatiirde Weibull-G ve Weibull-X olarak ifade edilen iki farkli Weibull genellestirilmis
dagilim ailesi de mevcuttur. Weibull-G’ye iligkin dagilim fonksiyonu ve olasilik yogunluk
fonksiyonu «, >0 parametreleri ve x>0 olmak iizere, sirasiyla, asagidaki gibi

tanimlanir:

Y4
F\NeibuIIG(X)leXp{a{ G(x) } }

1-G(x)

G%1(x) s T
fWeibuIIG(X)aﬁg(x)WeXp{a[l—G(X)} |

Burada, dagilim ailesini tanimlarken yapilan doniistim bag (link) fonksiyonu olarak da

tanimlanmaktadir. Burada bag fonksiyonu, w(G(x)) =G(x)/ [1— G(X)] bi¢imindedir.

Weibull-X olarak adlandirilan genellestirilmis dagilim ailesine iliskin dagilim fonksiyonu
ve olasilik yogunluk fonksiyonu, sirasiyla, Alzaatreh vd. (2013) tarafindan asagidaki gibi

tanimlanmustir:
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B
a-1 a
, _ag(x) | —log(1-G(x)) | log(1-G(x))
fweibul - x (X) = ﬁ[l—G(X)] { B } eXp{ [—IB } J

Burada «, >0 sekil parametreleri ve x>0 ’dir. Bu aile ile Weibull-G ailesi arasindaki

Fiveibull —x (X) =1—exp {0! {M} }

fark, doniisim fonksiyonlarindan kaynaklanmaktadir. Burada ilgili bag fonksiyonu
w(G(x)) =—log [1—G(X)]’tir. Iki farkli genellestirilmis Weibull dagilm ailesi

karsilastirildiginda Weibull-G ailesinin daha basit bir fonksiyonel yapiya sahip oldugu

goriilmektedir.
2.4.5. Kumaraswamy Dagihim Ailesi

Kumaraswamy genellestirilmis (Kw-G) dagilim ailesi Cordeiro ve Castro [59] tarafindan
onerilmistir. Bu aileye iliskin dagilim fonksiyonu ve olasilik yogunluk fonksiyonu sirasiyla

asagidaki gibi tanimlanmustir:
T
Fwae (X) =1- [1 -G (X)J
a- a b-1
frw (0= aDbg()G* ([ 1-G*(¥) |

Literatiirde, bu dagilim ailesi {iyesi birgok dagilim tanimlanmistir. Kw-normal, Kw-
Weibull, Kw-gamma, Kw-Gumbel ve Kw-ters normal dagilimlari, Cordeiro ve de Castro
(2011) tarafindan elde edilmistir.
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3. TOPP-LEONE DAGILIM AILESI

3.1. Topp-Leone Dagihm ve Ozellikleri

Ger¢ek yasamda banyo kiiveti bi¢imindeki hazard fonksiyonlar1 ile siklikla
karsilasilmaktadir. Topp ve Leone (1955), banyo kiiveti bicimindeki hazard fonksiyonuna
sahip bir dagilim 6nermistir. Topp-Leone (TL) dagilimi olarak adlandirilan tek parametreli
bu dagilim simiilasyon c¢alismalarinda kolaylikla kullanilabilen kapali bir kantil

fonksiyonuna sahiptir. TL dagilimmin dagilim fonksiyonu asagidaki gibidir:

ZO)=1-(1-1t)>%0<t<1l, a>0.

TL dagilimimin olasilik yogunluk fonksiyonu ise,

zt)=2a(1-t) (1 -A-0)H*Lo<t<1l, a>0.

bi¢imindedir.

TL dagilim1 6zellikle son yillarda literatiirdeki bir¢ok arastirma kullanilmistir. Nadarajah
ve Kotz (2003), TL dagiliminin momentlerini elde etmistir. Ghitany vd. (2005) giivenilirlik
fonksiyonunu ve stokastik siralamasini elde etmistir. Zhou vd. (2006), bu dagilimdan
iretilen toplam, ¢arpim ve oranlarin dagilimimi incelemistir. Kotz ve Seier (2007)
dagilimin parametre degerlerine bagli olarak basikligini incelemistir. Zghoul (2011), TL
dagilimmin kayit (record) degerlerini elde etmistir. Geng (2012) tarafindan siral
istatistiklerinin momentlerine ulasilmistir. Geng (2013), TL dagiliminin stress-strength
modeline ulagsmustir. Sindhu vd. (2013), kesilmis (trimmed) orneklemler igin Bayesci

tahminleri ¢ikarsamustir.

TL dagilimi kullanilarak bazi dagilim aileleri de Ozellikle son yillarda tanimlanmigtir.
Bunlardan bazilari, Rezaei vd. (2017), tarafindan 6nerilen modifiye edilmis TL-G dagilim
ailesi, Brito vd. (2017) tarafindan onerilen odd log-logistic-G family dagilim ailesi ve

Yousof (2017) tarafindan 6nerilen transmuted TL-G dagilim ailesidir.
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TL dagiliminin tek parametresinden dolay1 yeterince esnek olmamasi, dagilimm tanim
araliginm (0,1) araliginda olmas1 nedeniyle gercek yasamdaki uygulamalarda bugiine dek

yeterince kullanilamamustir.

3.2. Genellestirilmis Topp-Leone Dagihm Ailesi

Bu boliimde, GTL-G dagilim ailesinin dagilim fonksiyonu ve olasilik yogunluk fonksiyonu
tanimlanacaktir. Y raslanti degiskeninin olasilik yogunluk fonksiyonu h(y) ve dagilim
fonksiyonu H(y) olsun. X siirekli raslant1 degiskeninin olasilik yogunluk fonksiyonu olan
r(x) ise, [a, b] araliginda tanimli olsun. Alzaatreh vd. (2013)’in ¢aligmasindan yola

cikarak yeni bir dagilimin dagilim fonksiyonu asagidaki gibidir:
GH))
Fiy)=J, " r(x)dx (33)
Burada, G (H(y)) asagidaki kosullar1 saglamaktadir:

i G(H()) € [a,b],
ii. G(H(y)), tiirevlenebilir ve monoton artandir.

ii. y— —owicinG(Hy)) —>a ve y— oicinG(H(y)) — b olur.

G(H(y)) = H(y)? olmak iizere, GTL-G dagilim ailesinine ait dagilm fonksiyonu
asagidaki gibi yazilabilr:

FO) = 19" 2a(1 - (1~ (1 - )1t = (1 - (1 - HE)HD“. (3.4)

Bu dagilim fonksiyonunun tiirevi alinarak elde edilen GTL-dagilim ailesine ait olasilik

yogunluk fonksiyonu ise asagidaki gibidir:

fO) =2aphMHP ' A —HOH[1 - A -HH»P1*™,  af >0, (3.5)
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Burada H(y) ve h(y) swrasiyla temel dagilimin dagilim ve olasilik yogunluk
fonksiyonlaridir. Farkli H(y) fonksiyonlar: icin GTL-G ailesine ait birgok yeni dagilim
elde edilebilir. Sonraki bolimde Lomax, ters Weibull ve istel dagilim fonksiyonlari

kullanilarak elde edilemis yeni dagilim drnekleri verilecektir.

3.3. Genellestirilmis Topp-Leone Dagihim Ailesine Ait Bazi Dagilhmlar

3.3.1. Genellestirilmis Topp-Leone Ters Weibull Dagilimi

Y raslant1 degiskeni dagilim fonksiyonu H(y) =e™ 7 ve olastlik yogunluk fonksiyonu

h(y) = Ay~ @*De=y™ olan ters Weibull dagilmma sahip olsun. Buna gbre,
genellestirilmis Topp-Leone Ters Weibull (GTL-TW) dagiliminin dagilim fonksiyonu
asagidaki gibidir:

F) =[1- (1 - (e )"
Bu foksiyonun tiirevi aliarak olasilik yogunluk fonksiyonu asagidaki gibi elde edilir:
fO) = 2aBAy~H Ve (eI (1 = (e A1 - (1 - (e )2

3.3.2. Genellestirilmis Topp-Leone Lomax Dagilimi

Y raslanti degiskeni Lomax dagilimina sahip olsun. Dagilim fonksiyonu H(y) =1 — (1 +

yy)™* ve olasihk yogunluk fonksiyonu h(y) = Ay(1+yy)~ D olmak iizere,
genellestirilmis Topp-Leone Lomax (GTL-Lx) dagilimmnin dagilim fonksiyonu asagidaki
gibidir:

F)=[1-Q1-1-Q0Q+yy™HHA*

Buna gore olasilik yogunluk fonksiyonu agagidaki gibi elde edilir:

fO) =2aBly(L+yy) TV A - A +yy)™FA -1 - A +yy)™F)
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1= (1=~ A +yy)HhHe

3.3.3. Genellestirilmis Topp-Leone Ustel Dagilhim

X raslant1 degiskeni dagilim fonksiyonu H(x) = 1 — e~ "* ve olasilik yogunluk fonksiyonu

H(x) = ye™"* olan iistel dagilima sahip olsun. Buna gore, genellestirilmis Topp-Leone

Ustel (GTL-U) dagilimina ait dagilim fonksiyonu asagidaki gibi yazilabilir:

Fx)=[1-(1-(1-e")B)2]* x>0, a, B, y>0

Buradan GTL-U dagiliminin olasilik yogunluk fonksiyonuna asagidaki gibi ulasilir:

f() = 2aBye (1 = eI = (1= e TP [1 = (1 = (L= e P2,

GTL-U dagilimmna ait olasilik yogunluk fonksiyonu grafigi farkli parametre degerleri

dikkate aliarak asagidaki gibi ¢izilmistir:

VL B o I
_ // “\ -  o=05,p=5y=1

! / N e a=1.5,6=1,y=0.75

1o / \"\ c=e @=5,p=05y=04 ]
[ e 75 \ — a=4,5=0.3,y=0.2

f(x)
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Sekil 3.1. Farkli parametre degerleri icin GTL-U dagilimina ait olasiklik yogunluk
fonksiyonu grafigi.

Sekil 3.1 incelendiginde, simetrik olmayan, saga c¢arpik ve basik olasilik yogunluk

fonksiyonu egrilerine sahip oldugu goriilmektedir.

GTL-U dagilimma ait kantil fonksiyonu ise dagilim fonksiyonundan yararlanarak
asagidaki gibi elde edilmistir:

11
log[1 — {1 —+1—uf}a]
14

GTL-U dagiliminm hazard fonksiyonu ise asagidaki gibidir:

Qe = -

2afye " (1—e )P 1A - (1—e)A[1 -1 - (1 —e ™))

e = [—[I—(1— (- ey

GTL-U dagilmmm esnekliginin bir kanit1 olarak hazard fonksiyonuna ait hazard
fonksiyonu grafikleri Sekil 3.2°de verilmistir:

hix)

(5]
T

- Sm  wes  emm s e e
- == -
—

Sekil 3.2. GTL-U dagilimmin farkli parametre degerlerine bagl olarak hazard fonksiyonu
egrileri.
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GTL-U dagiliminin Sekil 3.2°de verilen hazard fonksiyonu egrileri incelendiginde,

dagilimin esnek bir yapiya sahip oldugu goriilmektedir.

GTL-U dagilimina ait olabilirlik fonksiyonu da asagidaki gibi elde edilmistir:

L =nLog(2) + nLog(a) +nLog(B) + nLog(y) + Z Logle™" ]+ (B — 1)2 Log|[1l —e™*Y]

i=1 i=1

+ > Logl[l—(1—=-e)B)]+(@—1) ) Log[l—(1—(1-e*)F)2].
2 2

Log-olabilirlik fonksiyonunun parametre degerlerine gore tiirevi alindiktan sonra elde

edilen denklemler asagida verilmistir:

g i og(l ~(1-(1- —(yx))”’)z) -0

\ (1= e?0Ylog(1 — e? D
2+Z log(1 — =) _Z (1—-er™) log({ e?()
B & L,

1—(1—e¥0)B

=0

2(1 - e"™)" (1= (1 - e79)" ) log(1 — e7)
+<a—1>Z e T

n L '[;xe'y(_x)(l — ey(x))ﬁ_l xeY( X)
v 1—(1—erC0)B _Zx-l_(’[))_l)Zl ey (=%
i=1 i
2Bxe?0(1 — er0)F (1 — (1) )
1 z
(e=1) 1= (1= (1= )P

=0

Bu denklemlerin ¢oziilmesi ile en ¢ok olabilirlik parametre tahminleri elde edilebilir.
GTL-U dagilimina paralel olarak GTL-W dagilimininda cesitli 6zellikleri incelenecektir.

3.4. Genellestirilmis Toppp-Leone Dagihm Ailesine Ait Baz Istatistiksel Ozellikler

Bu boliimde GTL-G dagilim ailesine ait istatistiksel 6zellikler incelenecektir.
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3.4.1 Kantil Fonksiyonu

Kantil fonksiyonu bir dagilimdan rasgele sayilarak tiireterek simiilasyon yapilmasi
acisindan Onem tasimaktadir. Bazi dagilimlarin kapali bir kantil fonksiyonu olmamasi
simulasyon ¢aligmalarini giiclestirmektedir. Ancak GTL-G kapali bir kantil fonksiyonuna
sahiptir. Bir dagilima ait kantil fonksiyonu, dagilim fonksiyonunun tersi alinara asagidaki

gibi elde edilir:

11

Q, =H'[{1—1-zF]. (3.8)

Burada z’nin tek bigimli (uniform) dagilima sahip oldugu séylenebilir.

3.5. Genellestirilmis Topp-Leone Dagihmina Ait Bazi Matematiksel A¢ilimlar

Bazi1 durumlarda, genellestirilmis dagilimlara ait istatistiksel 6zellikler, 6rnegin moment,
entropi, gilivenilirlik fonksiyonlarinin kapali bir fonksiyon yapisi bulunmamaktadir. Bu
problemin ¢6zliimii i¢in Gupta vd. (1998) tarafindan Onerilen {istellestirilmis dagilim
ailesinin (Exp-G) dagilim fonksiyonu ve olasilik yogunluk fonksiyonundan yararlanarak
bazi agilimlara ulasilmaktadir. Asagida verilen binom ag¢ilimi dagilimlara ait bazi

esitliklerin elde edilmesinde kullanilan temel bir agilimdir:

b _ 0 r'(b+1) P
(1 +y) - j=0 j!F(b+1—j) y]' (3.9)

Bu agilimdan yararlanarak, GTL-G dagilimmin dagilim fonksiyonu asagidaki gibi

yazilabilir:

F(y) = %20 by HOP, (3.10)

F(a+1)  T(2i+1)

C— Y2041 qyit)
Burada, b; = Y55 (-1) iI0(@+1-10) jIT(2i+1—))

olarak tanimlidir. Benzer olarak, GTL-G

dagilim ailesinin olasilik yogunluk fonksiyonu Exp-G dagilimi cinsinden asagidaki gibi

yazilabilir:
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f) =EZo BiBROH()FUFDT, (3.11)

2T (a+1) 2T(2(i+1))
il (a—i) jIT(2(i+1)—))

Burada, B; = YUY (—1)iti

i=o olarak tanimlhidir. Esitlik (3.10) ve

(3.11), Exp-G dagilim ailesinin dagilim ve olasilik yogunluk fonksiyonlarmnin sonlu

dogrusal toplamlarinin bir toplamidir.

3.6. Momentler

Momentler, bir dagilimin ortalama, varyans, basiklik ve c¢arpiklik gibi Olciilerin elde
edilmesinde 6nemli rol oynamaktadir. Siirekli bir Y raslant1 degiskenine ait r. merkezsel

olmayan moment agagidaki integral esitliginden yararlanarak asagidaki gibi elde edilir:
W= [ yaro),

GTL-G dagilimmin merkezsel olmayan momentlerine yukarida verilen esitlikten
ulagilamamaktadir. Bu nedenle, GTL-G dagilim ailesine ait r. merkezsel olmayan
momentler Exp-G dagilimma ait agilimdan yararlanarak asagidaki agilim yardimiyla
bulunur. GTL-G dagilim ailesine ait r. merkezsel olmayan momentlere ait esitlik asagidaki

gibidir:
pr=EQYT") =22 Bitr, (3.12)

Burada,

T = f V" BR(Y)H(y)PUD-1dy

ve

2(i+1)

B Z (_1)i+j2[‘(a+1) 2r(2(i + 1))
j=0

iT(a=DJITQE+ D) —j)

olarak tamimlidir.
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Merkezsel olmayan momentlerden vyararlanarak, GTL-G dagilimmin p. merkezsel

momentleri asagidaki esitlik yardimiyla elde edilebilir:

My =37_op (—HDPTEQYT). (3.13)

Yasam analizinde ve gilivenilirlikte kullanilan bir dagilimin Bonferroni ve Lorenz egrileri,
ortalama sapma degerinin hesabinda yararlanilan s. tamamlanmamis (incomplete)

momentler asagidaki gibi elde edilir:
6(y) = XiZo Bj9s,, (3.14)

Burada, ¢ ; = f_soo ySBh(y)H (y)PU+D-1dy olarak tanimlidur.

3.7. Entropi

Belirsizligin bir 06lgiisii olan entropi degeri dagilimlar iginde olasilik yogunluk
fonksiyonundan yararlanarak elde edilebilmektedir. En temel entropi fonksiyonlarindan

biri olan Rényi entropisi asagidaki gibi hesaplanir:

1

=L fOdy,  y>0vey# 1, (3.15)

I],(Y) =

GTL-G dagilimmin olasilik yogunluk fonksiyonundan yararlanarak elde edilen f(y)Y
esitligi asagidaki gibidir:

fO) = 2a BTROYHG) B (1 = HOF)[L = (1 = )P,

Bu esitlik binom ag¢ilim1 yardimiyla asagidaki bigimde de toplamsal olarak ifade edilebilir:

oo

f = z (Y)Y H(y)Pr+r(B-D),

=0
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Burada,

2l+y
— z (= 1)+ [y(a+1)+1 Fr2l+y+1)
Lk - UTy(a+ 1)+ 1—1kITRI+y+1—k)

2Ya¥ BY

olarak tanimlidir. Buradan, GTL-G dagiliminina ait Rényi entropisi asagidaki gibi

yazilabilir:
L (Y) = = 108(EiZ0 Mk [0, ROV H )P+ =Dy} (3.16)

Rényi entropisine benzeyen g-entropi fonksiyonu H,(Y), GTL-G dagilimindan

yararlanarak asagidaki gibi elde edilir:
1 oo * o —
ha(v) = log{l — [E20 ik [ h(»)TH (y)PE+ 1P D ay|}. (3.17)

Burada g > 0 ve g # 1 olmak {izere,

2l+q
g +1)+1 '2l+qg+1
M= Y, (D D CLAatD a5
L UTga+ 1)+ 1—-1k!'TQRl+q+1—k)

olarak tanimlidir.

3.8. Giivenilirlik Analizi

Bu boliimde, GTL-G ailesine ait baz1 giivenilirlik esitlikleri tanitilacaktir.

3.8.1. Giivenilirlik ve Hazard Fonksiyonlar:
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Giivenilirlik fonksiyonu bir olayn olasiligmin t zamanindan 6nce gerceklesmesini ifade
etmektedir. Yasam fonksiyonu kadar popiiler olan giivenilirlik fonksiyonu GTL-G dagilim1
icin asagidaki gibi elde edilmistir:

R =1-(1—-QA-HWFH?" (3.18)

GTL-G dagilimina ait hazard fonksiyonu asagidaki gibi elde edilmistir:

_ 2aphHWP L a-H)P)[1-(1-H(y)F)?]|* 1
h(y) = 1-(1-(1-H(»)F)D)« (3.19)

3.8.2. Ortalama Kalan Omiir Fonksiyonu

Yasam analizi veya gilivenilir kuraminda bir birim veya bireyin kalan Omriine ait s.

moment kosullu beklenen deger yardimiyla asagidaki gibi tanimlanir (Rougier, 1998):
mg(t) = E[(Y —t)°|Y > t],s=12,..,
Y raslant1 degiskeninin dagilim fonksiyonu yardimiyla bu esitlik asagidaki gibi yazilabilir:

—_ 1 * S d
m® = 7 f v - O F)dx.

GTL-G dagilimi i¢in ortalama kalan 6miir fonksiyonu asagidaki gibi yazilabilir:

S 0
1 o]
- _\S—-T . s .
mg(t) RO E Sr( t) E B,f Vi@n,;dy.
=0 i=0 ¢

Ortalama kalan omiir (mean residual life) fonksiyonu, s = 1 i¢in t yasindaki bir bireyin

veya bir birimin beklenen ek 6miir uzunlugudur.

3.9. Parametre Tahmini
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n biyiikliigindeki @ ve B parametreli GTL-G dagilim ailesine ait bir kitleden gelen
Y1, V2, Yn aynt dagiliml, bagimmsiz raslanti degiskenlerinin olusturdugu rasgele

orneklemi i¢in log-olabilirlik fonksiyonu asagidaki gibidir:

L = nLog(2) +nLog(a) + nLog(F) +n ) Loglh(y)] + (8 = 1) ) LoglH(y)]

+X, Logl(1 = Hy)A)] + (@ = 1D X, Log[1— (1 - H(y)F)?].
(3.20)

Buradan, olabilirlik esitlikleri asagidaki gibi elde edilir:

==layrlog(1- (1-HOYP)) (3.21)

a _n n B _vyn HO)Plogh )k n 2H@)B(1-G6P)logH (v;)#
a8 - B + Zi:l logH(yl) i=1 1_H(yi)ﬁ + (a1)2i=1 1—(1—H(yi)ﬁ)2 (322)

Bu esitlikler ancak iteratif yontemler yardimiyla ¢oziilebilmektedir. Bu amagla, Newton
Rahpson yonteminden yararlanilmistir. @ ve [ parametre tahminleri i¢in parametre

tahminleri asagidaki Fisher bilgi matrisi yardimiyla elde edilmektedir:
a ) a <j aa j apf >
) ~N ! )
<ﬁ (ﬁ) Jss

1 ]aa ]aﬁ)
—=-E :
J < Jep
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4. GENELLESTIRILMIS TOPP-LEONE WEIBULL
DAGILIMI VE BAZI OZELLIKLERIi

Bu bolimde, Uciincii bolimde tanitilan GTL-G dagilim ailesinden yararlanarak,
genellestirilmis Topp-Leone Weibull (GTL-W) dagilimu elde edilecek ve bazi istatistiksel

Ozellikleri incelenecektir.

4.1. Genellestirilmis Topp-Leone Weibull Dagilim

Asgharzadeh (2018) tarafindan onerilen dagilim fonksiyonu,

Hy)=1-e 0N (4.1)
ve olasilik yogunluk fonksiyonu,

h(y) = yty*~le=om’ (4.2)

olan Weibull dagilimi temel dagilim olarak alinmistir. Esitlik (3.4)’te verilen GTL-G
dagilim ailesine ait dagilim fonksiyonunda Esitlik (4.1) yerine yazilsin. Bu durumda elde

edilen GTL-W dagilimina ait dagilim fonksiyonu asagidaki gibidir:
FO)=[1-(1-1-e 02  y>o. (43)

Burada, a, #, 4, y > 0 olarak tanimhidir. Bu fonksiyonun y’ye gore tiirevi alindiginda,
GTL-W dagiliminin olasilik yogunluk fonksiyonu asagidaki gibi elde edilmistir:

fy) = zaﬁgylyl—le—(w)l(l _ e—(yy)’l)ﬁ—l(l —(1- e—(yy)‘)/?)[l —1-(1- e—(yy)’l)ﬁ)z]a—l
(4.4)

GTL-W dagilimmna ait farkli parametre degerlerine gore elde edilmis olasilik yogunluk

grafikleri asagidaki gibidir:
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Probability Density Function

0.7

-1 — #25,a=15, p=7.3, 002
\ — =075, a=0.75, p=0.75, u=0.75
-~ =2 873 B=9, 0=2
241 - — =05 2=3, p=2,a=0.5
| — =0.5,2=0.2, p=0.4, 0=0.5
e}
g0
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o
g
E
@
o
N
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Q |
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Sekil 4.1. GTL-W dagilimina ait olasilik yogunluk fonksiyonu grafikleri.

Sekil 4.1 incelendiginde, monoton azalan, saga ve sola c¢arpik dagilim sekilleri

goriilmektedir.
4.2. GTL-W Dagiminin Yasam ve Hazard Fonksiyonlar:

Esitlik (4.3)’ten yararlanarak, GTL-W dagiliminin yasam fonksiyonu asagidaki gibi elde

edilmistir:

S@ =1-[1-(1—(1-e OMHA)2)e (4.4)

Hazard fonksiyonu ise,

20BAy Ay 1e=OM (1 _e= N B-1(1_(1—e= OBy
[1-(1-(1—e~ OV By2]

h(y) = (4.5)

bigimindedir.
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GTL-W dagilimmin farkli parametre degerleri i¢in elde edilmis hazard fonksiyonuna ait

grafikleri Sekil 4.2°de verilmistir:

Hazard Function

o
= —— J=2.5,a=15, p=7.3, a=0.2
— 32075, a=0.75, p=0.75, ¢=0.75
- = 32,873, p=9, u=2
- = 3205 a=3, p=2, 0=0.5
o | — 3205, 2=0.2, p=0.4, a=0.5
o \
o |
o
-
X
=
<
o
o
o
o |
o

Sekil 4.2. GTL-W dagilimina at hazard fonksiyonu grafikleri.

4.3. GTL-W Dagihminin Carpiklik ve Basikhginin incelenmesi

GTL-W dagilimina ait kantil fonksiyonu ise Esitlik (4.3)’teki dagilim fonksiyonundan

yararlanarak asagidaki gibi elde edilmistir:

1
142
log[1—{1-\1-uF}a]

o) = - - (4.6)
Galton’1n garpiklik katsayisi asagidaki gibi hesaplanabilir:
s _ QB34 -20W2)+QW4) )

Q(3/4)-QW4)

Benzer sekilde, kantiller yardimiyla Moors’un basiklik katsayisina da asagidaki formiille

ulasilabilir:
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K = Q(7/8)~Q(5/8) +Q(3/8) - Q(L/8)
Q(6/8) -Q(2/8) '

(4.8)

BuradaQ(.) GTL-W dagilimmin dagilim fonksiyonunu géstermektedir. Dagilim simetrik
ise $=0, saga (veya sola) ¢arpik ise,S >0 veya (S <0) olur. K degeri arttik¢a, dagilimin
kuyrugu agirlagsmaktadir.

Cizelge 4.1. Farklh parametre degerleri ve y =1 i¢in GTL-W dagilimmnin ortalama,
standart sapma, carpiklik basiklik dlgiileri.

a A B Ortalama Standart Sapma  Carpiklik ~ Basiklik

05  6.1448 13.8281 3.8137  19.1006
1 8.2279 15.8168 31727  13.7885
05 05 15 96717 17.0305 28401  11.4209
2 10.7912 17.9098 2.6203  10.0025
5 14.7077 20.8057 1.9988  6.6081
05 02228 0.1825 24175  22.1362
1 0.4457 0.3650 24166  21.7987
5o 4 15 06685 0.5475 24150  21.4661
2 0.8914 0.7300 24130 21.1368
5 2.2285 1.8248 23895  19.2367

Cizelge 4.1 incelendiginde, secilen parametre degerleri icin dagilimin saga carpik oldugu
goriilmektedir. Ayrica f8 parametresi degeri arttik¢a basikligin azaldigi sonucuna
ulasilmustir.

4.4, GTL-W Dagilim I¢in Parametre Tahmini

GTL-W dagilimina ait olabilirlik fonksiyonu da asagidaki gibi elde edilmistir:

L =nLog(2) + nLog(a) + nLog(B) + nLog(y) + nLog(}A) + Z Log[e‘(’”’)/l] + (B
i=1
~1) ) Logl(1 e "))
2
+ Y Log[(1—(1—e @B+ (a—1) Y Log[l—(1—(1—e NHF)2],
2, 2
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(4.9)

Log-olabilirlik fonksiyonunun parametre degerlerine gore tiirevi alindiktan sonra elde

edilen denklemler asagida verilmistir:

QRIS

+ zn: 1og<1 - (1 ~(1- e—(yxﬂ)ﬁ)Z) —0

i=1

n B
n 1—e""%) og(1 — e?®)
"D tog(1-e z< ) log(1 — &)
B ; 1—(1—e¥(=2)k

i=

™, 2(1 - e")” (1= (1 - 7)) log(1 — e7)
+(a— 1)2 1—(1—(1—ertm)p)2 =0

n o fre? (1 — er@)F ! xeV (-
;_Z 1 (1—erCD)F _Z x+ (B - 1)2 )

i=1

Zﬁxe]’( x)(l eV(= x))ﬁ 1 (1 — (1 eV (- x)) )
(“‘1)2 1= (1— (1= erCD)F)2 =0

Bu denklemlerin ¢6ziilmesi ile en ¢cok olabilirlik parametre tahminleri elde edilebilir.

5. UYGULAMA

Bu béliimde onerilen GTL-W dagilimmim literatiirdeki dagilimlardan daha iyi sonuglar
verdigi ve daha esnek oldugu gosterilmistir. Uygulama agamasinda T.C. Meteoroloji Genel

Miidirliigh web sayfasin olan (http://www.havaizleme.gov.tr/Default.ltr.aspx’dan elde

edilen Kirklareli (Vize) istasyonuna ait maksimum riizgar hizi (m/s) verisinden
yararlanilmistir. Veri kiimesi 84 gozlem degeri igermektedir. En ¢ok olabilirlik tahmin

yonteminden yararlanarak parametre tahminleri elde edilmistir. GTL-W dagilimmin
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http://www.havaizleme.gov.tr/Default.ltr.aspx'dan

Cizelge 5.1°de verilen model uyum istatistikleri yardimiyla literatiirdeki dagilimlardan veri

kiimesi i¢cin daha uygun oldugu gosterilmistir:

Cizelge 5.1. Model uyum istatistikleri.

Dagihm AlIC DAIC BIC HQIC -Log Olabilirlik
GTL-W (A,a,0,P) 338.8138 339.1138 | 346.1062 | 341.7453 166.4069
GTL-U (A, a,B) 340.4393 340.9456 | 350.1626 344.348 166.2197
Log-Lojistik (o, B) 341.4075 341.5556 | 346.2691 | 343.3618 168.7037
Burr (a,[3,0) 343.1571 343.4571 | 350.4495 | 346.0886 168.5785
Dagum (a, 3,60) 343.2533 343.5533 | 350.5458 | 346.1848 168.6267
Weibull (o, B) 347.2001 347.3483 | 352.0617 | 349.1544 171.6001
Lindley (A) 396.5762 396.6250 | 399.0070 | 397.5533 197.2881
Ustel (B) 428.3656 428.4144 | 430.7965 | 429.3428 213.1828

Diizeltilmis Akaike Bilgi Kriteri(DAIC)
Hannan Quinn Bilgi Kriteri(HQIC)

Cizelge 5.1’e gore, GTL-W dagilim1 incelenen dagilimlardan riizgar hiz1 verisine daha

uygundur. Dagilimlara ait en ¢ok olabilirlik parametre tahminleri asagidaki gibi elde

edilmistir:

Cizelge 5.2. Riizgar hiz1 verisi i¢in en ¢ok olabilirlik parametre tahmin degerleri.

Dagihim

Parametre Tahminleri

Standart Hata

GTL-W (A,a,a,p)

0.23342, 30.29890, 1.28209, 0.72957

0.03178, 0.10847, 0.02822,

0.02316

GTL-U (A,a,p)

0.33738, 83.45717, 0.48879

0.07098, 25.37264, 0.06876

Log-Lojistik (o, B)

4.15890, 4.28155

0.37331, 0.19764

Burr (o, 3,0)

3.80423, 1.32733 ,4.77772

0.74488, 0.79596 ,1.17038

Dagum ((l, Ba 6)

3.88827, 1.23275, 3.95189

0.74371, 0.68391, 0.88199

Weibull (o, B) 2.54382, 5.25567 0.20479, 0.23899
Lindley (1) 0.37148 0.02920
Ustel (B) 465476 0.50788

Cizelge 5.1’¢ gore veriye en uygun ii¢ dagilim GTL-W, GTL-U ve Log-Lojistik

dagilimlaridir. Bu dagilimlar ve veriye ait histogram Sekil 5.1°de verilmistir:
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Sekil 5.1. Riizgar hiz1 verisi i¢in en 1yi li¢ dagilim ve veriye ait histogram grafigi.

Sekil 5.1°¢ gore de riizgar hiz1 verisi i¢in en iyi dagilimin GTL-W oldugu goriilmektedir.
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6. SONUC VE DEGERLENDIRME

Bu tez calismasinda, gergek hayatta birgok farkli alanda yaygin olarak kullanilan, bilinen
olasilik dagilimlarinin 6neminin vurgulanmasinin yani swra, yetersiz kalabildikleri
durumlarin da olabildigine dikkat ¢ekilmeye calisilmistir. Bu nedenle, bilinen modellere
yeni, esnek ve kullanisli dagilim alternatifleri 6nermek 6nem kazanmustir. Yeni olasilik

dagilimlarin tanimlanmasi ya da genellestirilmesi bu ihtiyaci karsilamay1 hedeflemektedir.

Calismada genellestirilmis Weibull dagilimlar1 ve bazi dagilim aileleri iizerinde
durulmustur. Daha sonra Salman vd. (2019) tarafindan oOnerilen genellestirilmis Topp-
Leone (GTL-G) ve ozellikleri tizerinde durulmustur. GTL-G dagilim ailesi esnek
dagilimlar alt sinif olarak i¢inde barindiran bir ailedir. Caligmanin sonraki kismmda GTL-
Weibull (GTL-W) dagilimi tanitilarak bazi 6zellikleri incelenmistir. GTL-W dagilimina
iligkin hazard fonksiyonu grafikleri incelendiginde, keyfi verilen parametre degerlerine
karsilik gelen oldukga farkli sekillerdeki grafikler dikkat ¢ekmektedir. Bu nedenle, artan,
azalan ya da kiivet seklinde dagilim gdsteren veri tipleri i¢in iyi bir alternatiftir. Bu
dagilimi dezavantaji, fazla parametre sayisidir. Bununla birlikte, kullanilan paket
programlar sayesinde parametre tahminleri oldukc¢a hizli ve kolay elde edilebilmektedir.
Ancak kantil fonksiyonun kolayca elde edilebilir ve basit yapisiyla veri iiretiminde
kullanilabilmesi bir avantajidir. Bu nedenle, bu dagilimdan gelen bir raslant1 degiskenine
iligkin veri liretimi yapmak oldukca basittir. Eklenen parametreler dagilimin esnekligini

oldukga arttirmistir.

Bu calismada, kullanilan parametre tahmin yontemi en ¢ok olabilirlik yontemidir. Farkli
yontemler ile parametre tahminlerini elde etmek ve buna iliskin ¢alismalar da yapilabilir.
Ayrica, dagilimlara iliskin elde edilen ¢esitli karakteristikler, alana gore cesitlendirilip,
arttirilabilir (Ornegin, ortalama durgunluk zamani (mean inactivity time), ortalama artik
yasam (mean residual life) fonksiyonu vs.). Bu c¢aligmada, siirekli verilerin
modellenmesinde kullanilabilecek Onerilen bu dagilimlarin disinda, kesikli degiskenlere

iliskin yapilacak yeni ¢aligmalarin da oldukca dikkat ¢ekici olabilecegi diistiniilmektedir.
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