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OZET

HILBERT CEBIRLERI UZERINDE
BAZI OZEL YAPILAR

Hatice SIMSEK

Yiiksek Lisans Tezi, Matematik Anabilim Dali
Tez Damgmani: Dog. Dr. Hiilya INCEBOZ
2019, 45 sayfa

Bu tezde, Hilbert cebirleri ile cebirsel lojik arasindaki baglantiy1 inceleyen baslica
calismalarda elde edilen bazi 6zelliklere yer verilmisgtir.

Bu ¢alisma temel olarak ii¢ boliimden olugmaktadir.

Ik boliimde, tez konusu tanitilmis ve bu konu ile ilgili yapilmis olan calismalar
hakkinda kisa bilgiler verilmistir.

Ikinci boliimde, bu tezi anlamada kolaylik saglayacak bazi temel tanimlara ve
ozelliklere deginilmigtir.

Uciincii boliimde, Hilbert cebirleri iizerinde bazi 6zel yapilar tanitilip, bir H Hilbert
cebirinin hangi kosullar altinda degismeli oldugunu ifade eden teoremlere yer
verilmigtir. Bununla birlikte, sinirli olmayan degismeli bir A Hilbert cebirinin
bir V-kapali sisteme gore kesirlerinin kiimesinin bir degismeli Hilbert cebiri
olusturdugu kanitlanmigtir. Son olarak, degismeli Hilbert cebirleri iizerindeki
carpanlar tanitilmis ve bu konuyla ilgili onemli sonuglar sunulmusgtur.

Anahtar Soézciikler: Hilbert Cebir, Cebirsel Lojik.
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ABSTRACT

SOME SPECIAL STRUCTURES
ON HILBERT ALGEBRAS

Hatice SIMSEK

M.Sc. Thesis, Department of Mathematics
Supervisor: Dog. Dr. Hiilya INCEBOZ
2019, 45 pages

In this thesis, some properties obtained in the main works investigating the
connection between Hilbert algebras and algebraic logic are given.

This thesis basically consists of three chapters.

In the first chapter, the subject of the thesis is introduced and short information
about works which are related with this subject is shortly given.

In the second chapter, some basic definitions and properties are mentioned to make
easy understanding of the thesis.

In the third chapter, some special structures on Hilbert algebras are introduced and
the theorems which are expressed an H Hilbert algebra under which conditions is
commutative are given. Furthermore, it has been proved that a set of fractions of
an unbounded commutative A Hilbert algebra with a V-closed system constitutes
a commutative Hilbert algebra. Finally, the multipliers on commutative Hilbert
algebras are introduced and important results are presented.

Key Words: Hilbert Algebra, Algebraic Logic.
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1. GIRIS

Hilbert cebirleri, sezgisel lojik ve klasik olmayan lojikteki bazi arastirmalar i¢in
onemli yapilardir. Cebirsel lojikte Hilbert cebiri kavrami ilk kez ’implicative
model’ adi altinda, L. Henkin ve J. Skolem tarafindan verildi. Bu nedenle, Hilbert

cebirler zaman zaman implicative cebirler olarak da isimlendirilirler.

1966 yilinda Diego [7], Hilbert cebirlerine ve deductive sistemlere ait bazi
ozellikler ile Hilbert cebirlerin bir topolojik temsilini verdi ve Hilbert cebirlerin
yerel sonlu bir variety olusturdugunu ispatladi. Ayrica Diego bu ¢alismasinda
her Hilbert cebirin bir topolojik uzayla olusturulan bir Heyting cebirin implicative
kisitlaniginin alt cebirine izomorf oldugunu ve implication cebirlerin ayn1 zamanda

Hilbert cebirler oldugunu ispatladi.

Busneag ([3] [4], [5]), Hilbert cebirler ve deductive sistemler konusunu gelistirdi.
Schmid’in [14] diisiincesinden yola ¢ikarak boliimlerin Hilbert cebirlerini ve
maksimal Hilbert cebirlerini olusturdu ve bir Hilbert cebiri i¢in kesirlerin maksimal

Hilbert cebirinin varligini ispatladi.

Hilbert cebirlerin cebirsel lojijteki belli bagli 6zellikleri, Abott [1], Jun [10] ve
Balbes [2] tarafindan ispatlandi.

Chajda ve Halas [6], Hilbert cebirlerinin ideal tanimimi verdiler ve bu idealler
ile kongruanslar arasindaki iligkiyi tanimladilar. Halas [9], de8ismeli Hilbert

cebirlerin implication cebirler oldugunu gosterdi.
Dudek [8], her idealin bir deductive sistem oldugunu ispatladi.

Son yillarda, bu konudaki ¢alismalar daha cok, Hilbert cebirler ile diger cebirsel

yapilar arasindaki lojiksel baglantiy1 ve gerektirmeleri icermektedir.

Bu tezin amaci, Hilbert cebir konusu tanitmak, ilk makaleleri derlemek ve bunlari

ayrintili bir sekilde agmaktr.
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2. TEMEL KAVRAMLAR

2.1. Onermeler

Bu boliimde, tezin okunabilirligini kolaylastirmak amaciyla bazi temel kavramlar,

tanimlar ve teoremler verilmigtir [12].

Tamim 2.1.1. Onerme, dogru ya da yanlis bir hiikiim bildiren ama ayni1 zamanda

hem dogru hem de yanlis olmayan tiimcedir.

Her 6nerme bir hiikiim, bir bildirim veya bir bilgidir. Bir onerme hem dogru hem

de yanlig olamayacagi gibi, biraz dogru biraz yanlig da olamaz.

Tanim 2.1.2. Dogruluk degeri, 6nermenin degeridir. Bu deger, nermenin ulastig1

hiikmiin dogruluk degeridir; o hiikiim ya dogru ya da yanlis olur.

Ya dogru ya da yanlis olmayan bir tiimce onerme degildir. Ornegin, soru tiimceleri,

emir tiimceleri bir 6nerme degildir.

Onermeleri P,Q, R, S, ... gibi harflerle; 6nermelerin dogruluk degerini ise

D = 1(=dogru)

Y = 1(=yanls)

simgeleriyle gosterilir.
Tamm 2.1.3. Bir tek hiikiim iceren 6nermelere yalin 6nermeler denir.
Tamm 2.1.4. Iginde birden ¢ok hiikiim olan 6nermelere bilesik onermeler denir.

Tammm 2.1.5. Dogruluk degerleri aym1 olan Onermelere mantiksal denk

onermeler ya da esdeger onermeler denir.
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P ile Q 6nermelerinin mantiksal denkligi P = Q ile gosterilir ve "P denk Q" diye

okunur.

ONERMELER CEBIRI Sayilar iizerinde aritmetik islemler yapmaya benzer
olarak, onermeler iizerinde islemler yapilabilir. Tabii, islemi yapan operatorler

farklidir. Onermeler iizerinde asagidaki onermesel baglaglari tanimlayacagiz.

Simge Ad Okunusu
A evetleme ve
\% veyalama veya
" degilleme degil
= gerektirme ise

Onermelere ’ve, veya, degil, ise’ 6nermesel baglaglar1 uygulanarak yeni 6nermeler
olusturulur. Baska bir deyisle, 6nermeler kiimesi ’ve, veya, degil, ise’ islemlerine
kapalidir. Bu islemlerle birlikte, onermeler toplulugu bir matematiksel yapi

olusturur. Buna onermeler cebiri ya da Boole cebiri diyecegiz.

Tamim 2.1.6. P ile Q birer onerme ise, P A Q bilesik onermesinin dogruluk degeri
INT=1,1N0=0,0A1=0,0A0=0

kurallartyla tanimlanir; "P ve Q" diye okunur. Bu kurallar, asagidaki simgelerle de
gosterilir:

DAD=D,DNY =Y, YAD=Y,YA\Y =Y.
P ile Q onermeleri, P A Q bilesik onermesinin bilesenleridir. A operatorii iki
onermeyi birbirine bagladigi i¢in bir baglac olarak nitelendirilir.

P A Q dnermesinin dogru olmast icin P, Q bilesenlerinin ikisinin de dogru olmasi
gerekir. P A Q Onermesinin yanlis olmasi i¢in bilesenlerinden enaz bir tanesinin

yanlis olmasi yeterlidir.

P A Q bilesik onermesinin dogruluk degerleri tablo ile gosterilmistir:



0

0
1
0| 0
1
0| 0
P

N OO =~

1. PAQ (ve baglact)

Cizelge

Teorem 2.1.7. P,Q,R onermeleri icin asagidaki ozellikler saglanir:

PAP=P (N esgiicliiliik)
PANOQ=QAP (A degisme)
(PNQ)AR=PA(QAR) (A birlesme)

Uyan 2.1.8. "A" nin birlesme ozelligini daha kisa gostermek icin, parantezler
kaldirilip,
(PNQ)AR=PA(QAR)=PAQAR

biciminde yazilabilir.
Tamim 2.1.9. P ile Q birer 6nerme ise, PV Q bilesik 6nermesinin dogruluk degeri;
Ivli=1,1v0=1,0v1=1,0v0=0

kurallartyla tanimlanir; "P veya Q" diye okunur. Bu kurallar, agagidaki simgelerle
de gosterilir.

DVD=D,DVY=D,YVD=D,YVY =Y

P ile Q onermeleri, PV Q bilesik Onermesinin bilesenleridir. Vv operatorii
iki Onermeyi birbirine baglar. O nedenle bir bagla¢ olarak nitelendirilir.
Bilesenlerinden birisi dogru ise PV Q onermesi dogru olur. PV Q dnermesinin
yanlig olmasi i¢in bilesenlerinin her ikisinin de yanlig olmas: yeterlidir. PV Q

bilesik 6nermesinin dogruluk degerleri tabloda gosterilir:



PlQ|PVQ
11 1
110 1
0|1 1
0/0] 0

Cizelge 2.2. PV Q (veya) operatdriiniin dogruluk tablosu

Teorem 2.1.10. P, Q,R ii¢c onerme olsun. Asagidaki ozellikler saglanir:

PVP=P (V esgiicliiliik)
PvO=QvP (V degisim)
(PVQ)VR=PV(QVR) (V birlesme)

Uyarn 2.1.11. "V" min birlesme ozelligini daha kisa gostermek icin, parantezler

kaldirtlip asagidaki biciminde yazilabilir.
(PVQ)VR=PV(QVR)=PVQVR

Teorem 2.1.12. P, Q. R ii¢c onerme olsun. Asagidaki ozellikler saglanir:

PA(QVR)=(PAQ)V(PAR) (A ninV iizerine soldan dagilma izelligi)
PV(QAR)=(PVQ)AN(PVR)  (Vmn A iizerine soldan dagilma izelligi)
(PVQ)AR=(PAR)V(QAR) (A ninV iizerine sagdan dagilma ozelligi)
(PANQ)VR=(PVR)AN(QVR) (Vmn A iizerine sagdan dagilma ozelligi)

Tanim 2.1.13. Bir P 6nermesinin dogruluk degerinin dogru iken yanlig, yanlis iken
dogru yapilmasiyla elde edilen yeni 6nermeye P nin degili (olumsuzu) denir. P/,
~ P ya da —P simgelerinden birisi ile gosterilir ve "P nin degili (olumsuzu)" diye

okunur.
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Teorem 2.1.14. (De Morgan Kurallart) P ile Q dnermeleri icin asagidaki esitlikler

vardir:

(i) (PvQ) =(P'AQ
(il) (PAQ) = (P'V Q)

Tanmm 2.1.15. Bilegenlerinin tiim olas1 dogruluk degerleri icin daima 1 (dogru)

degerini alan bir bilegik 6nermeye hepdogru (totoloji) denir.

Tamm 2.1.16. Bilesenlerinin tiim olast dogruluk degerleri icin daima O (yanlis)

degerini alan bir bilesik 6nermeye hepyanlis (celiski) denir.

Tamim 2.1.17. P ile Q birer 6nerme ise P = Q bilesik 6nermesinin dogruluk degeri
1=1=1,1=0=0,0=1=1,0=0=1

kurallartyla tanimlanir ve "P ise Q" diye okunur.

Bu kurallar agagidaki simgelerle de gosterilebilir:
D=D=D,D=Y=Y,Y=D=D,Y=Y=D.

P = QO onermesine kosullu 6nerme, gerektirme adlar1 da verilir ve "P ise Q" ya da

"P gerektirir Q" diye de okunur.

Tamm 2.1.18. P = Q gerektirmesinin yanlig olmasi i¢in Q Onermesinin yanlig
olmasi gerekli ve yeterlidir. Buna gére P = Q gerektirmesinin dogruluk degerleri

tablodaki gibidir:



Plo|P=0Q
11 1
1|0 0
011 1
00 1

Cizelge 2.3. P = Q (ise) operatoriiniin dogruluk tablosu

Tanm 2.1.19. (i) P = Q kosullu onermesinde P Onermesi yeterli kosul, Q

onermesi gerekli kosuldur.
(ii) P = Qkosullu 6nermesinde P 6nermesine hipotez, Q 6nermesine hiikiim denir.
(iii) Q = P kosullu 6nermesine P = Q dnermesinin karsit1 denilir.
(iv) P = Q kosullu 6nermesinin karsit tersi Q' = P’ 6nermesidir.

Teorem 2.1.20. Kosullu onerme karsit tersine mantiksal denktir: P = Q = (Q' =

P).
Tanmm 2.1.21. P ile Q birer 6nerme ise P < Q bilesik dnermesi
P& Q0=P=Q)N(Q=P)

bagintisiyla tanimlanir ve "P ancak ve ancak Q" diye okunur.

Ancak ve ancak onermesinin dogruluk degerleri,
11=1,10=0,01=0,0&50=1

kurallartyla verilir.
P ile Q dnermeleri, P < Q bilesik 6nermesinin bilesenleridir.

P & Q dnermesine iki yonlii kosullu 6nerme, cift gerektirme adlar1 da verilir ve "P

cift gerektirir Q" diye de okunur.



P|(P=QAQ=P) |P

0

=
1
1
0
1

A =
1 1
0 0
0 0
1 1

Cizelge 2.4. P < Q (ancak ve ancak) operatoriiniin dogruluk tablosu

P < Q iki yonlii kosullu dnermesinin dogru olmasi i¢in P ile Q bilesenlerinin ayn1

degerli olmasi gerekli ve yeterlidir.

ONERMELER CEBIRININ YASALARI

Esgiicliiliik Yasalar1

(la)PAP=P (lb)PVP=P
(le)yPAN1=P (ld)PVvi=l1
(le) PAO=0  (1f)PVO=P

Birlesme Yasalar1

(2a) (PAQ)AR=PA(QAR)
(2b) (PVQ)VR=PV(QVR)
Yerdegisme Yasalar1
(3a) PAQ=QAP
(3b) PVQ=QVP

Dagilma Yasalari

(4a) PA(QVR)=(PAQ)V(PAR)
(4b) PV (QAR)=(PVQ)A(PVR)
(4c) (PVOQ)AR=(PAR)V(QAR)
(4d) (PANQ)VR=(PVR)AN(QVR)

Tiimleme Yasalari
(5a) (PAP)=0
(50) (PVP)=1

De Morgan Yasalar1
(6a) (PANQ) =(P'V(Q)
(60) (PV Q) = (P'AQ)

Gerektirme Yasalari

(7a) P& Q=[(P= Q)N (Q=P)]

Sogurma Yasalar1
(8a) PA(PVQ)=P
(8b) PV(PNQ)=P

Gecisme Yasalari
(9a) [(P= Q)N (Q=R)]= (P=R)
(9) (P= Q) =(Q' = P')

Karsit Ters Onerme

(10a) (P Q)= (Q < P)




2.2. Bagintilar

Tanmm 2.2.1. Bos olmayan A,B kiimeleri icin A X B kartezyen carpiminin her

altkiimesine A dan B ye bir baginti denir.

Ozel olarak, A2 = A x A kartezyen carpimimin her altkiimesi A iizerinde bir

bagintidir.

Tanmm 2.2.2. Bir kartezyen carpimin her altkiimesi bir bagmtidir. o, X
kiimesinden Y kiimesine tamimli bir bagint1 ise; yani o« C X X Y ise, (x,y) € o
olusu xory simgesiyle gosterilir.

(x,y) € a < xovy olur.

Tamim 2.2.3. Bos olmayan A ve B kiimeleri i¢in 7 C A x B verilsin. n~! =

{(b,a)|(a,b) € n} bagintisina, ) nin ters bagintis1 denilir. n CAxB < n~! CBx
A oldugu kolayca goriiliir. Dolayisiyla, 1! bagintis1 B kiimesinden A kiimesine

tanimlidir.

Tanim 2.2.4. A bostan farkl bir kiime, 1 C A X A ve a,b, c € A olsun. Bazi onemli

bagintilar agsagida verilmisgtir:

Yansmmali: [Va(a € A) = (a,a) € 1]

Simetrik: (a,b) € n = (b,a) €N

Ters simetrik: (a,b) e nA(b,a)en=a=>b

Gegisli: [(a,b) e n A (b,c) €N = (a,c) €N]

Tamim 2.2.5. Yansimali, simetrik ve gegisli bagintiya denklik bagintisi denir.

Tanmm 2.2.6. Denklik bagintisi ile birbirlerine baglanan 6gelere denk oOgeler

denilir. x =y, x = y(mod 8) ya dax ~y ile gosterilir.
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Tanim 2.2.7. A kiimesi tizerinde tanimlhi  denklik bagintisina gore, x 6gesine denk
olan biitiin 6gelerden olugan altkiimeye x 6gesinin denklik sinifi denir. %, [x] ya da

[x]s simgeleri kullanilir.

{[(x,y) € 8}
= {ylxdy}

Teorem 2.2.8. (i) Bos olmayan A kiimesi iizerinde tamimli 8 denklik bagintisinin

=i
|
=
|
=
>
|

denklik siniflart A kiimesinin bir ayrisimint olugturur.

(ii) Tersine olarak, A kiimesinin bir ayrisimini kendi denklik siiflart olarak kabul

eden bir & denklik bagintist vardur.

Onerme 2.2.9. (i) A kiimesinin her 6gesi, bir ve yalniz bir denklik sinifina aittir;

Denklik sinifinin birlesimi A kiimesine esittir.

A=U{ala e A}

(ii) Iki denklik sinifi ya birbirine esittir ya da ayriktirlar:
xyEA=[(F=3)V(XNy#0)]

Tanmm 2.2.10. A kiimesi iizerindeki O denklik bagintisinin biitiin denklik
siniflarindan olugan aileye A kiimesinin 0 ya gore boliim kiimesi denir. Bolim

kiimesi A/ ¢ ile gosterilir.

A/8 ={[, D[} = {lx] - x € A}

Tanmm 2.2.11. Yansimali, ters-simetrik ve gecisli bagintiya tikel (kismi) siralama
bagintisi denir.

7, A kiimesi iizerinde tikel siralama bagintisi ve (a,b) € 7 ise "a 6gesi, b 6gesinden
once gelir", veya "b 68esi, a 6gesinden sonra gelir" veya;

"a 6gesi, b 0gesinden kiiciiktiir", veya "b 68esi, a 6gesinden biiyiiktiir", denir.
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Tamim 2.2.12. Uzerinde bir kismi siralama bgintist tanimlanan (A, <) sistemine

tikel (kismi) sirali bir sistem denir.

Tamm 2.2.13. (A, <) tikel sirali bir sistem ve a,b € A 6geleriigina <byadab<a

oluyorsa a ile b 6gelerine < bagintisina gore karsilastirilabilir iki 6gedir denir.
Teorem 2.2.14. Tikel sirali bir kiimenin altkiimeleri de tikel siralidir.

Tamim 2.2.15. (X, <) tikel siralanmus sistem ve A C X olsun. A nin her 6gesinden
kiigiik olan x € X &gesi A kiimesinin bir altsiniridir. Ja(a € A Ax < a) ile ifade

ederiz.

Uyan 2.2.16. (X,<) tikel sirali sistem ve A C X ise A C X altkiimesinin hi¢

altsinirt olmayabilecegi gibi cok sayida altsiniri da olabilir.

Tanm 2.2.17. (X, <) tikel sirali sistem olsun. A C X altkiimesinin altsinirlarinin

en biiyiigiine A nin en biiyiik altsinirt (ebas) (inf) denir.

(i) o 68esi A kiimesinin bir altsiniridir.
(ii) «a dgesi A kiimesinin altsinirlarindan olusan kiimenin bir iistsiniridir.

Tamm 2.2.18. (X, <) tikel sirali sistem ve A C X olsun. A nin her 6gesinden biiyiik

olan y € X 6gesi A kiimesinin bir iistsiniridir. Ja(a € A Aa <Yy) ile ifade ederiz.

Uyan 2.2.19. (X, <) tikel sirali sistem ve A C X ise A altkiimesinin hig¢ iistsinirt

olmayabilecegi gibi cok sayida iistsumirlart da olabilir.

Tamm 2.2.20. (X, <) tikel sirali sistem olsun. A C X altkiimesinin tistsinirlarinin

en kiicligline A nin en kiigiik tistsinir1 (ekiis) denir.

(i) m 6gesi A kiimesinin bir iistsiniridir.

(ii) n 6gesi A kiimesinin iistsinirlarindan olugan kiimenin bir altsiniridir.
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Tamm 2.2.21. (X, <) tikel sirali sistem ve A C X olsun. A kiimesinin hi¢ bir

0gesinden bilyiik olmayan x € A 6gesine A nin bir kiigiik¢e 6Zesi denir.

Tamim 2.2.22. (X, <) tikel sirali sistem ve A C X olsun. A kiimesinin hi¢ bir

ogesinden kiiciik olmayan p € A 6gesine A nin bir biiyiikce dgesi denir.

Tamim 2.2.23. Altkiimeye ait olan en biiyiik altsinira (inf), altkiimenin minimumu
denir. (X, <) tikel sirali sistem olsun. A C X altkiimesinin en biiyiik altsmirt o0 =
inf(A) var ve o € A ise a 6gesine A kiimesinin en Kiiciitk 6gesi denir ve min(A)

ile gosterilir.

Tammm 2.2.24. Altkiimeye ait olan en kiigiik ustsinira (sup), altkiimenin
maksimumu denir. (X, <) tss olsun. A C X altkiimesinin en kii¢iik tistsinirt
N = sup(A) var ve ) € A ise 1 68esine A kiimesinin en biiyiik 6gesi denir ve

max(A) ile gosterilir.

Tamim 2.2.25. Bos olmayan bir kiime iizerinde yansimali, ters-simetrik, gecisli ve

her elemani kargsilagtirilabilir olan bagint1 tiimel (tam) siralama bagintisidir.

Tanm 2.2.26. (A, <) tikel sirali bir sistem olsun. A kiimesinin bog olmayan her

altkiimesinin en kii¢iik (minimum) 68esi varsa (A, <) sistemine iyi siralidir denir.

Teorem 2.2.27. N dogal sayilar kiimesi < bagintisina gore iyi siralidir.

Ispat. Her m dogal sayisinin ardisigin m + 1 oldugunu ve m < m + 1
esitsizliginin saglandigini kabul ediyoruz. M C N ise M nin min 6gesinin oldugunu
gostermeliyiz. 0 € M ise 0 = min(M) olacagindan istenen saglanmis olur. 0 ¢ M
olsun. inf(M) = m diyelim. m ¢ M ise m+ 1 € M olmahdir; degilse inf (M) >
(m+1) olur. Bu da kabuliimiizle ¢elisir. O halde m+ 1 € M dir. min(M) =m+1=
inf(M) olmahdir. Bu celigki de olamayacagina gore inf(M) = m = min(M)

olmalidir.
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2.3. Operatorler

Tanimm 2.3.1. Bos olmayan bir kiimeden kendisine tanimli olan her fonksiyon bir

birli operatordiir.

Tanmm 2.3.2. Bos olmayan X kiimesi icin X x X kartezyen carpimindan X

kiimesine taniml1 her fonksiyon ikili operatordiir.

X #0veX CYiseher f:X xX — Y fonksiyonu, X iizerinde ikili islemdir.

Tanmm 2.3.3. X bostan farkli bir kiime ve n bir dogal say1r olmak iizere, X
kiimesinin n kez kendisiyle kartezyen c¢arpimindan X kiimesine tanimli her

fonksiyon bir n-li operatordiir.

Uyarn 2.3.4. Hangi tiirden olduklart islevlerine gore belli olacagindan, birli islem,

ikili islem yerine kisaca islem terimi kullanilir.

Tanim 2.3.5. ® isleminin goriintii kiimesi X kiimesine esitse "X kiimesi ® islemine
gore kapali” denir. ® : X x X — X ise X kiimesi ® islemine gore kapahdir. Bu

durumda, Vx,y € X icin x®y = z € X olur.

Tanim 2.3.6. X kiimesi lizerinde ® iglemi tanimli olsun. Herx € X icinx®@e =x =
e ®x esitligini saglayan bir e € X varsa e 6gesine ® islemine gore birim (etkisiz)

0ge denir.

Tanmm 2.3.7. ® islemi X kiimesinde taniml1 ve e birim 6gesi var olsun. x € X i¢in
xRy =e=y®ux esitligini saglayan y € X 6gesi varsa y 6gesine ® igslemine gore x

0gesinin tersidir denir.

Tamm 2.3.8. X kiimesi iizerinde taniml bir ® iglemi i¢in Vx(x € X) = xQu =

u ® x = u olacak bicimde bir # € X varsa u ya ® igleminin yutan 6gesi denir.

Tamm 2.3.9. X kiimesi iizerinde tanimli ® iglemi, her x,y € X icin x @y =y®x

esitligini sagliyorsa, ® isleminin degisme 6zelligi vardir denir.
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Tanmm 2.3.10. X kiimesinde tammli ® islemi her x,y,z € X i¢in x® (y®2z) =

(x®y) ®z esitligini saglhiyorsa, ® isleminin birlesme 6zelligi vardir denir.

Tamim 2.3.11. X kiimesi iizerinde tanimli & ve ® iglemleri tanimli olsun. Vx,y,z €

X icin

(i) x2(®z) = (x®y) P (x®2z) esitligi salaniyorsa, ® igleminin & iglemi iizerine
soldan dagilma 6zelligi vardir denir.

(i) (x@y)®z=(x®2z) D (y®7z) esitligi varsa, ® islemi @ iglemi iizerine sagdan

dagilma 6zelligi vardir denir.

2.4. Kafesler

Tanm 2.4.1. (A, <) kismi siral1 bir kiime olsun.

(i) Her x,y € A i¢in inf{x,y} = x Ay varsa, A’ ya karsilasma yari-kafes
(meet-semilattice) denir.

(ii) Her x,y € A igin sup{x,y} = xVy varsa, A’ ya birlesme yari-kafes

(join-semilattice) denir.

(ii1) A hem karsilasma hem de birlesme yari-kafesi ise A’ ya kafes (lattice) denir.
Teorem 2.4.2. L bir kiime, A,V : L X L — L birlesmeli, degismeli, idempotent ve
sogurma ozelligi (her x,y € Licin x A\ (xVy) ve xV (x \y) = x) ile,

(i) Her x,y € Licin, xAN\y=x&xVy=y,

(ii) Herx,y € Licin, x <y xA\y=x&xVy=y,

ozellikleri saglaniyorsa L bir kafestir.

Onerme 2.4.3. (L,A,V) bir kafes olsun. Asagidakiler denktir:
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(i) xA(yVz)=(xAy)V(xAz)
(ii) xV (yAz) = (xVy)A(xV2z).

Tamm 2.4.4. (L,A,V) kafesi, Onerme 2.4.3’ iin kosullarindan birini sagliyorsa

buna dagilmal kafes (distributive lattice) denir.

Teorem 2.4.5. L bir kiime, N,V : L x L — L iki islemler olsun. Bu durumda
asagidakiler denktir:

(i) (L,N\,V) bir dagiumaly kafestir,

(ii) Her x,y € Licin, x A (xVy) =xvexA(yVz) = (zAx)V (yAx).

Tamm 2.4.6. (L,A,V) bir kafes olsun. Her a € L i¢in a A 1 = a olacak sekilde
1 € L varise L’nin 1’ i vardir denir. Her a € L i¢in a V 0 = a olacak sekilde 0 € L

var ise L’ nin O’ 1 vardir denir. Biri ve sifir1 olan kafese stmirh kafes denir.

Uyan 2.4.7. Ld ile tiim dagilmali kafesler; Ld(0,1) ile tiim suurli, dagilmali

kafeslerin kiimesi gosterilecektir.

Tanmm 2.4.8. L bir sinirlt kafes olsun. a € L i¢in, a ANd =0veaVad =1
olacak sekilde bir d € L (a elemaninin tiimleyeni) varsa @’ ya tiimlenmis eleman
denir. Eger L sinirl kafesinin her elemani tiimlenmis ise L’ ye tiimlenmis kafes

(complemented lattice) denir.

Tanim 2.4.9. L bir kafes ve A C L bir altkiime olsun. A, L de tanimli iglemlere gore

kapalilik 6zelligini sagliyorsa A ya altkafes denir.

Tanim 2.4.10. L ve K iki kafes f, L den K ye bir doniigiim olsun. Her a,b € L i¢in

asagidaki ozellikler saglamyorsa f ye kafes homomorfizmasi denir.

(i) flavb)=fla)Vvf(b),
(i) flanb) = f(a)Nf(b).
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Teorem 2.4.11. L bir kafes ve a, b ve ¢ dgeleri L kafesinin keyfi elemanlart olsun.

O zaman,

(i) a<aVbveb<aVb
(ii) a<cveb<c=aVb<c
(iii) anb<aveaNb<b

(iv) c<avec<b=c<aAlb

dir.

2.5. Boole Cebirleri

Tammm 2.5.1. Sinirli, dagilmali ve tiimlenmis bir kafese Boole kafesi (Boole

lattice) denir.

Tanmm 2.5.2. B bir cebir olsun.

(i) (B,A,V) € Ld,

(i) Herx € Bicinx A0 =0,xV1=1,xAx =0,xVx =1

kosullar1 saglaniyorsa, (B, A,V ,0,1) cebirsel yapisina bir Boole cebiri denir.
Uyan 2.5.3. Tiim Boole cebirlerinin kiimesi B ile gosterilir.

Onerme 2.5.4. B bir Boole cebiri ve a,b € B olsun. aANb=0ve aVb=1 ise
b=d dir

Onerme 2.5.5. B bir Boole cebiri ve a,b € B olsun. (a) =a, (aAb) =d Vb ve
(aVb) =d Ab dir

Teorem 2.5.6. B,B; Boole cebirleri ve [ : By — By bir doniisiim olsun.

Asagidakiler denktir:
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(i) f, Boole cebir morfizmasidtr.
(ii) f, suurl kafeslerin morfizmasidir.
(iii) f karsilasma yari-kafeslerin morfizmast ve her x € By icin, f(x) = (f(x)) dir.

(iv) f.birlesme yari-kafeslerin morfizmasi ve her x € By icin, f(x ) = (f(x)) dir.
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3. HILBERT CEBIRLERI UZERINDE BAZI OZEL YAPILAR

3.1. Hilbert Cebirleri

Bu bolimde amacimiz, Hilbert cebirlerini tanitmak ve sagladigi bazi 6zellikleri
vermektir. Bu amagcla, Jun, Y.B. [11] ve Piciu, D.; Busneag, C. [13] makaleleri

ayrintili bir sekilde ele alinmigtir.

Tamim 3.1.1. [7,Def.1] H bostan farkli bir kiime, —, H iizerinde bir ikili islem
ve 1 € H olsun. Her x,y,z € H i¢in agagidaki kosullar gergeklenir ise, (H,—, 1)
cebirsel yapisina bir Hilbert cebiri denir.

a)) x— (y—x)=1

@) x—y—2) = (x—y)—x—2)=1

az) x —y=y—x=1=x=y

Tamm 3.1.2. H bir Hilbert cebiri ise x <y < x — y = 1 seklinde tanimlanan

baglantiya H iizerinde dogal siralama denir.

Bu bagintiya gore 1, H nin en biiyiik elemanidir. Ayrica 0, H nin en kiiciik elemani
ise H Hilbert cebirine simirh Hilbert cebiri denir. Bu durumda x € H icin x* =

x — 0 seklinde tanimhidir. Eger H bir Boole cebiri ise, x* = x’ dir.

Ornek 3.1.3. H bir kismi sirali kiime ve 1, H nin en biiyiik eleman1 ve her x,y € H

icin,

x—>y—{ y, dd

seklinde tamimlanan iglem ile (H,—, 1) bir Hilbert cebiridir.
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Ornek 3.1.4. (H,V,A,,0,1) bir Boole kafesi ve her x,y € H i¢cinx — y=x"Vy

seklinde tanimlanan islem ile (H,—, 1) bir sinirli Hilbert cebiridir.

Onerme 3.1.5. [11,Pro.2.5] H bir Hilbert cebiri olsun. Her x,y,z € H icin

asagidakiler saglanir:

b1) x<y-—x
b)) x—1=1
b)) x— (y—2)=(x—y) — (x—2)
bs) (x—y) = (0 —x) —x)=0—x) —(x—y) —)
bs) x— (y—z)=y— (x—2)
be) x<(x—y)—y
by) (x—y) —y) —y=x—ry
bg) 1 —x=x
by) x —y<(y—2z) — (x—2)
by) x<yisez—rx<z—yvey—z<x—2
b)) x—x=1
bip) x<y—z=y<x—z
Ispat. Siklarin ispatina baglamadan 6nce, ara islemlerde kullanacagimiz asagidaki
esitsizligin ispatini verelim:
x—(y—27)<(x—y) — (x—2):

(az) den (x — (y — z)) — ((x — y) — (x — z)) oldugu agiktir.
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by)

by)

bio)

bs)

b3)

x<y—ux:

(a1) den x — (y — x) = 1 oldugundan x < y — x elde edilir.

x—1=1:

1 en biiyiik eleman oldugu i¢in x < 1 yani x — 1 =1 dir.
x<y=z—x<z—Yy:

Hipotezden x — y = | vardir. (z — x) — (z —> y) = 1 elde etmeye
calisacagiz.

1 en bityiik eleman oldugu i¢in (z — x) — (z — y) < 1 oldugu aciktir. Diger
taraftan esitsizligin varli§1 da gosterilmelidir.

Ispatin baginda verilen esitsizlikten, (z — x) — (z — y) >z — (x — y)
dir. x — y =1 oldugu ve b, den, (z — x) — (z — y) > 1 elde edilir. Cift
tarafl esitsizlikten, (z — x) — (z — y) = 1 yani z — x < z — y elde
edilir.

x—(y—z)=y— (x—2)

(:<)(by) den, y < x —> y ve by nun ikinci kismindan,

x—y) —@x—2z)<y—(x—72)

elde edilir. Ispatin baginda verilen esitsizlik kullanilarak,

x— (y—z) <y —> (x —> z) bulunur.

(>:) Benzer sekilde y — (x — z) <x — (y — z) bulunur. (Her x,y, z i¢in
X —y; y — x yazilarak).

Oyleyse x — (y — 2) =y — (x — z) dir.

x—(y—z)=x—y) — (x—2):

by den y < x — y dir. byo nun ikinci kismindan, (x — y) — z <y — zelde
edilir. b1 nun ilk kismi kullanilarak, x — ((x — y) — z) <— (y —> 2)

olur. bsdenx — (x —y) —2)=(x—y) —x—7) <x— (y —2)
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elde edilir. Yani x — (y — z) > (x — y) — (x — 2) esitsizligi bulunmusg

olur.

Diger taraf icin ap den (x — (y — 2)) — ((x —y) — (x —> z)) = 1 olup

x— (y—2) < (x —y) — (x —> z) bulunur.

x—y) —=((0—x) —x)=0—x) — (x—y) —):

bs de x yerine x — y; y yerine y —» x; z yerine y yazilirsa, (x — y) —

(y—x)—y)=(—x) — ((x —y) —>y) bulunur.

bz ve ay kullanilarak,

(x—y) — (0 —x) —x) —((0—x) — (x—y) —Y))
=((x—y) —=((—x)—x) —(x—y) —(0—x) —))
=x—y) —(0—x) —x) —((y—x) —Y))
=@x—y)—=((y—x) —x—y)
1

elde edilir. O halde,

~—

=) —=(O—=% =0 <O—x) = (x—y) —)
bulunur.
Diger taraftaki esitlik icin baglangicta bs de, y yerine y — x; x yerine x — y;
z yerine x yazilir ve benzer iglemler yapilir.
x<(x—y)—y
x — ((x — y) — y) = 1 oldugunu gostermeliyiz.
(bs)tenx — ((x —y) —y) = (x — y) — (x —> y) dir.

Yukaridaki agiklamadan ((a;) den) bu ifade 1 e esittir.

l—x=x:

(@)denx — (1 —x)=1<x<1—x

l—x<x & (1—x)—x=1
1<(1—x)—x (bs)

(1 —x) —x=1 (1 enbyk eleman)
x=1-—x

(3
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bo)

b7)

bi2)

(x—y) <O —2)— (x—2):

=) —=(O—2 —=&—=2) = 0—2 —=(x—=y)—Kx—2)

]
L
L
E

yani (x —y) < (y — z) — (x — z) bulunur.

(k—=y) —y) —y=x—y
bg) dax— (x —> y) yazthrsax — y < ((x —> y) —> y) — y elde edilir.

(x—=y) —y) —y) —(x—y) > x—((x—y)—y) (bo)
= (x—y)—@x—y) (bs5)
1

yani 1 < (((x — y) — y) — y) — (x —> y) ve | en bilyiik eleman
oldugundan (((x — y) —y) —y) — (x — y) = 1 dir. Buradan ((x —
y) —y) —y<x—>yeldeedilir. Ohalde (x —y) —y) —y=x—y
dir.

x—x=1:

(a;)denx — (1 — x) = 1.

Ayrica (bg) kullanilarak x — x = 1 bulunur.

x<y—z=>y<x—2z

Hipotezden x — (y — z) = 1 vardir. Burada x yerine y; y yerine x yazilirsa

y <x — z elde edilir.

Sonug 3.1.6. [7] H bir Hilbert cebiri olsun. Her x,y € H icin asagidakiler saglanir:

b13)
b1a)
bis)

bis)

0=1,1"=0
xX—y'=y—x"
X—x =xx —x=x" x <3 x<x"—y

x—y<y"—x*
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bi7) x <yisey" <x*
big) X = x*
blo) (x — y)** = x — y** = ™ — y**,
Tamim 3.1.7. [7] H bostan farkl1 bir kiime ve —, H {tizerinde bir ikili iglem olsun.
Her x,y,z € H icin asagidaki kogullar saglaniyor ise (H,—) cebirsel yapisina bir
Hilbert cebiri denir.
A) (x—x) —x=x
B) x —x=y—y
Ox—(y—2)=x—y) —(x—2)
D) (x—=y) = (0—x) —=0)=0—x) —=(x—y) —)

Teorem 3.1.8. [7,Teo0.3] Tanum 3.1.1 ve Tanum 3.1.7 denktir.

jspat. (Tanim 3.1.7 = Tamim 3.1.1): x — x, H’ nin bir sabit elemanidir.

x — x =1 yazalim. (A)’ dan, 1 — x = x dir.
(B) ve (C)’ den, (a;) elde edilir:
x—(y—x) = (x—y) — (x—x)
= (x—y) —x) = (x—y) —x)
= 1
Benzer sekilde yine (B) ve (C) kullanilarak, (a;) elde edilir.

(a3) i¢in (D) kullanilir. Hipotezden, x — y =y — x = 1 olsun.(D) den ve Onerme

3.1.5 (bg) den,

l—(1—x) = 1—(1—Y)
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olur. (Tanim 3.1.1 = Tanim 3.1.7):
Her x € H icin, x — x, H’ de sabit eleman oldugu i¢in (B)’ nin varlig1 aciktir.

(A), (C), (D) sirastyla Onerme 3.1.5 ’in bg, b3, by siklarindan elde edilir.

3.2. Degismeli Hilbert Cebiri
Bu boliim, Jun Y.B [11] nin {i¢iincii boliimiiniin incelenmesidir.

xVy:= (y —> x) — x olarak tanimlansin. Onerme 3.1.5 b,, bs ve by kullanilarak,

x— (xVy) = x—((y—x) —x)
= (y—x)—(x—x)
= (y—x) —1
= 1

bulunur. Yani x < xVy dir. Ayrica bg dan, y < ((y — x) — x) oldugundan

y < xVy elde edilir. Bu nedenle yV y, x ve y nin bir tist siniridir.

Benzer sekilde V nin tanimlanigindan,

1)

xVx=x

veE

xV1i=1vx=1
bulunur.

Genelde xVy # yVx ve xVy, x ile y nin en kiigiik iist sinir1 olmak zorunda

degildir. Asagidaki 6rnek bunu gosterir:

Ornek 3.2.1. H = {1,a,b,c,d} ve

—

L O - Q =

L O T Q ==
= ES
S == s
O R 0o o oo
— QL U XX
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olmak iizere xVy # yVx ve xVy: x ile y nin en kiigiik iist sinir1 degildir.

Tanmm 3.2.2. H bir Hilbert cebiri olsun. Her x,y € H icin xVy =y V x yani
as) (y —x) —x=(x—y) —y

esitligi saglanirsa H ye degismeli Hilbert cebiri denir.

Ornek 3.2.3. H = {1,a,b,c} kiimesi, asagidaki Cayley tablosu ile

]
e [
S 2 —~ala
S =
— o o ala

bir degismeli Hilbert cebiridir.

Not 3.2.4. Eger H bir degismeli Hilbert cebir ise x\ y, x ile y nin en kiiciik iist

stiridir.

Teorem 3.2.5. H nin bir degismeli Hilbert cebiri olmast icin gerek ve yeter

kosul \/ ye gore bir yari-kafes olmasidir.

Ispat. (<=:) H, V ye gore bir yari-kafes ise, yukaridaki Not 3.2.4> den H bir

degismeli Hilbert cebiridir.

(:=) H bir degismeli Hilbert cebiri olsun. Onerme 3.1.5 bs kullanilarak

y— (xVz)=y — ((z—>x) — x) = (z —> x) —> (y —> x) elde edilir.
Egerx<yisey=1—y=(x—y) — y=yVxdir. H nin degismeliliginden,
x <y olmasi xVy =y olmasini gerektirir.

xVynin, x ile y nin bir list sinir1 oldugu biliniyor. Eger bunun, en kiiciik oldugu

gosterilirse, H nin bir yari-kafes oldugu ispatlanmis olur.
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x <zvey<zolsun. c3 kullanilarak (x < z=xVz=72)

(xVy)—z = (xVy)— (xVz)
= (z—x) — ((xVy) —x) (cp den)
= (z—x)— ((y—x) —x) —x)
= (z—x) — (y—x) (b7 den)
= y— (xVz) (cp den)
= y—z (c3 den)
= 1 (y<zden)

xVy < zelde edilir. Bu nedenle x V y, x ile y nin en kiiciik iist siniridir. O halde

H bir yari-kafestir.

Teorem 3.2.6. H bir Hilbert cebir olsun. Asagidakiler denktir:

ca) H degismelidir.
c5) z<xvex —z<y—zisey<xdir
c6) z<x,yvex —z<y—>zisey <xdir

c3) x<yisexVy=ydir

Ispat.
(ca) = (c5) : H degismeli olsun. Egerz <xvex — z<y—zisez —x=1
ve (x — z) — (y — z) = 1 dir. Bu durumda

y—x = y— (1l —x) (bg den)
= y—((z—>x) —>x) (hipotezden)
y— ((x —z) — z) (degismelilikten)
(
(

= (x—z)— (y—>2) (bsden)
= 1 hipotezden)

O halde y < x bulunur.
(c5) = (c6) : Agiktir.

(c6) = (c3) : x <y olsun. xVy; x in bir iist sinir1 oldugu i¢in x < xVy dir. b7 den

y—x < (xVy) — xdir. ¢c¢ dan xVy <y bulunur.
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Diger taraftan, y — ((y — x) — x) = (y — x) — (y — x) = 1 oldugundan,
y < xVy elde edilir. Cift yonlii esitsizlikten y = x V' y bulunur.
(c3) = (ca) : xVy =yVx oldugunu gostermek i¢in ¢ift yonlii esitsizligin varligini
gostermeliyiz.
x<(x—>y) —>yoldugundacz denxV ((x —y) —y) = (x —y) — ydir.

V tanimuni kullanarak (x — y) — y = (((x — y) — y) — x) — x elde edilir.

Buradan,

(0—x) —x) — (x—y) —Y)

=((y—2x) —x) — ((=k—y) —y) —x) —x)
=((x—y) —y) —x) — () =—>x) —x) —>x) (bsden)

=(((x—y)—y)—x) — (y—x) (b7 den)

>y — ((x—y) —) (bg den)

=@x—y)— 00—y (bs den)

=x—y —1

=1

dir. Bu nedenle ((y — x) — x) — ((x — y) — y) = 1 dir. Diger bir deyisle
xVy < yVxbulunur. Diger taraftan esitsizligin varlig1 icin baslangigta y yerine x;

x yerine y almak yeterlidir.

Teorem 3.2.7. H Hilbert cebirinin degismeli olmasi icin gerek ve yeter kosul
c7) yVx=xV(yVx)
esitliginin saglanmasidir.

Ispat. (:=) H degismeli Hilbert cebir ve x,y € H olsun. bg dan x < yV x dir. c3
denxV (yVx)=yVxdir. Buda ¢y dir.

(«<=:) Diger taraftan, c¢; dogru ve her x,y € H i¢in x <y olsun.

y = 1l—y (bg den)
= (x—y) —y (hipotezden)
((x—y) —y) —x) —x (c7den)

(1 —y)—x) —x (hipotezden)
(y—x) —x

= xVy
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dir. c3 saglanir, bir 6nceki teoremden H degismelidir.

Tamm 3.2.8. H bir Hilbert cebir ve a € H olsun. Bogtan farkli
H(a)={x€H|a<x}
kiimesine a nin varig boliimii ad1 verilir.

Teorem 3.2.9. H bir Hilbert cebirinin degismeli olmast icin gerek ve yeter kogsul,

hera,b € H
cs) H(a)NH(b) =H(aVb)
olmasidir.

Ispat. (:=) H degismeli Hilbert cebiri ve a,b € H olsun. x € H(a)NH(b) = a <
xve b <xdir. aV b; aile b icin en kiigiik iist sinir oldugu icin a V b < x dir O halde
x € H(aVb) dir.

Diger taraftan y € H(aV b) ise aV b < y dir. aV b; a ile b nin en kiigiik iist sinir
oldugu i¢in a <y, b <y dir, yani y € H(a) ve y € H(b) dir. Dolayisiyla, y €
H(a)NH(b) dir. Bu nedenle cg saglanir.

(«<:) cg dogru olsun. H nin degismeli oldugunu gosterecegiz.
H(aVb)=H(a)NH(b)=H(b)NH(a)=H(bVa)

dir. O halde avVb e H(bVa) ve bVa € H(aVb) oldugundan bVa <aVb ve
aVb <bVabulunur. Yani aV b =>bVa dir. O halde H nin degismeli oldugunu

verir.
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3.3. Tiimdengelim Sistemi ve Ozellikleri
Asagidaki 6zellikler [13]’den derlenmistir.

Tanim 3.3.1. A bir Hilbert cebiri ve D, A nin bir altkiimesi olsun. Eger

(15) 1eD

ag) xe D,x —y€eDisey€eD
kosullar1 saglantyorsa D ye A nin tiimdengelim (deductive) sistemi denir.

A nin tiim timdengelim sistemlerinin kiimesi Dg(A) ile gosterilir.

X A nin bostan farkll bir altkiimesi olmak iizere [X) = N{D € Ds(A) : X C D}

kiimesine X ile iiretilen tiimdengelim sistem denir.

Eger S={a} (a € A) ise [a) kiimesi {a} ile iiretilen tiimdengelim sistemdir ve buna

esas tiilmdengelim sistem denir.
Onerme 3.3.2. A bir Hilbert cebiri ve X, A min bostan farkly bir altkiimesi ise
c9) [X)={x€A:(x1,...,x, : x) = 1 olacak sekilde x\,...,x, € X vardir.}

dir.

Tanmm 3.3.3. A;, A, Hilbert cebirleri ve f : Aj — A, bir doniisiim olsun. Her

X,y €Aj i¢in

a7) fx—y)=f(x) — ()

ise f ye Hilbert cebir morfizmasi denir.

Onerme 3.3.4. A bir degismeli Hilbert cebir olsun. Dogal siralamaya gore A bir

Jjoin-yart kafestir ve her x,y € A icin
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c0) xVy=(x—y) —y=(y—x) —x
esitligi saglanir.

Ispat. c; ve c3 den, x < (x — y) — yve y < (x — y) — y dir. x,y < ¢ olacak

sekilde bir ¢ € A alalim. t — y < x — y ise c¢ dan,

(t—y)—y
(y—1t) —t
= 1—t

=t

(x—y) —y

IIA

elde edilir. O halde xVy = (x — y) — y dir.

Not 3.3.5. A bir sinirli, degismeli Hilbert cebiri ise A bir Boole cebiridir, ciinkii

her x € A icin

(x — 0) — 0= (0 — x) — x ve x** = x olduguna gire A bir Boole cebiridir.

Not 3.3.6. A|, A, degismeli Hilbert cebirleri ve f : Ay — A bir Hilbert

morfizmasi ise her x,y € Ay icin

cit) fxVy)=fx)V£EQ)

dir. f nin Hilbert morfizmast oldugu ve V nin tanimi kullanilarak,

f(xVy) f(x—y) —y)
flx—y) — )
f(x) — f)] — ()

FOVEE)

bulunur.

Onerme 3.3.7. A bir Hilbert cebiri olsun. Her x,y,z € A i¢cin (x — 2) A (y — 2)

ve

ci2) (FVy) —z=x—=)A—2)
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dir.
Ispat. x\/y, en biiyiik eleman oldugundan x < xVy ve y < xVy dir. ¢ dan
x—z<(xVy)—zvey—2z< (xVy) —z

bulunur.

t <x—zvet <y— zolacak sekilde birr € A alalim. x <t — zvey <t —>z
ise, (xVy)<t—z=1t<(xVy) — zdir. O halde (xVy) —z=(x—

2) A (y — z) elde edilir.

Sonuc 3.3.8. A bir Hilbert cebiri olsun. Her x,y,z € A icin
c13) xV(y—z)=(xVy) — (xV2)
dir.

ispat. c1p den,

(x— (V) A(y — (xV2))
IN(Gy— (xV2z))

= y— (xVz)

y— (x—2) —2)

(xVy) — (xVz)

ve benzer sekilde

xVy—z) = x—0—2)—= 00—z
OC—x—2) —0—z
= y—((x—2z)—2)

N

bulunur.
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3.4. Bir V-Kapal Sisteme Gore Kesirlerin Degismeli Hilbert Cebiri

Bu boliim boyunca A degismeli, sinirli olmayan bir Hilbert cebiri olarak alinacaktir

[13].

Tamim 3.4.1. S, A nin bogtan farkl bir altkiimesi olsun. Her x,y € S i¢in
az) xVyeS
ise, S ye A nin V-kapah sistemi denir.

S, A nin bir V-kapali sistemi olmak iizere, A iizerinde bir 0y ikili islemi,

"(x,y) € s < sV x =5V y olacak sekilde bir s € S” vardir seklinde tanimlansin.

Onerme 3.4.2. 6, A iizerinde bir kongruans bagintisidur:

Ispat. Oncelikle 65 in A iizerinde bir denklik bagintis1 oldugunu gosterelim:

Her x € A i¢in (x,x) € 65 dir. Ayrica her x,y € A i¢in (x,y) € 65 oldugunda (y,x) €
65 oldugu agiktir.

x,y,z € A i¢in (x,y) € 65 ve (y,z) € 65 oldugunda (x,z) € g oldugunu

gostermeliyiz.
(x,y) € s = sV x = sVy olacak sekilde Is € S vardur.
(y,z) € 6s = tVy =1tV _zolacak sekilde 3¢ € S vardur.

S, A nin V-kapali sistemi oldugu igin s V¢ € S dir. (sV#)Vx = (sVt)Vzoldugunu

gosterelim.
A degismeli oldugundan (s V1) Vx=xV (sV1) dir.

xV (sVt)

Il
<
NP
<
-~

bulunur.
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Benzer sekilde,
(sVt)Vz = zV(sVi)
(zVs) Vi
(sVz)Vt
sV (zVt)
sV (yVt) (hip.)
= (sVy)Vt

olur.
O halde 65, gecisme Ozelligini saglar.
Son olarak, 65 in — a gore kongruans olma kosulunu sagladig1 gosterelim:

x,y,z €Aigin (x,y) € Os ve (z,z) € Osise (x —> z,y —> z) € Os ve (z —> x,z —>

y) € Os oldugu gosterilmelidir.

(x,y) € B ise s Vx =5V y olacak sekilde bir s € S vardir. ¢4 den,
sV(x—2z)=(sVx) — (sVz)=(sVy) — (sVz) =sV(y—2)

dir. Benzer sekilde sV (z — x) = sV (z — ) olur.

A[S] :=A/0s = {[x]gs|x € A} kiimesine A nin S ye gore kesirlerinin kiimesi denir.

1=[1]g, ={x€A|(x,1) € 65} ={x€AlsVx=sV1=1,3s€ S}
bulunur.
A[S] degismeli Hilbert cebiridir:

Once Hilbert cebiri olma kosullarina bakmaliy1z:

a) oy — (Vog — Iilog) = [log — [y — oy =[x — (v —> 0] = [1] 6 =

1 bulunur.
az>
([X]GS — ([y]es — [Z}Gs) — (([x]ﬂs - [y]es) — ([X]GS — [Z]Gs))
=(x — (v — o) — (x — Yo, — [x — o)
= {()]C—> (y—2) — ((x—y) — (x —2))]g
= [1]g,
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dir.

03) [x]es—>[)7]65:[x—>y]95:[)7]65—>[x] [y—>x]9 —1:[1]95:>[x]652

[v]e, olur.

Ayrica A degismeli oldugu icin A[S] degismelidir: ([x]e, V [y]og = [¥]6; V [X]os)

[x]es\/ [)’]65 = ([x]Qs S [,Y]Gs) i [y]es
= [x—>ylog — Do
= [(x—y) — g
= [0—x)— ]es
= [l V [x]o

olur.

Onerme 3.4.3. A[S] suurl, degismeli Hilbert cebiridir ve 0 = [s|g, seklinde

tammlamnr.

Ispat. 5.t € Sise S nin A min bir V-kapali sistem oldugundan sV ¢ = r olacak sekilde
S nin bir  elemani vardir. Ayrica A degismeli oldugundan rV s = r V¢ olur. Boylece

(S,l) € B dir. O halde [5]65 = [l‘] 0 dir.
0 = [s]g, ile gosterilen elemanin A[S] nin en kii¢iik eleman: oldugunu gosterelim:
x €Aolsun. sV (sVx)=sVxoldugundan [sV x]g, = [x]g, Olur.

Denklik sinifi iizerindeki islemin 6zelliginden, [sV x|, = [s]g, V [x]g, dir. O halde

s]os V [x]e, = [x]g, dir. Buradan 0 = [s]g, < [x]g, bulunur. O
Her x € A i¢in Py : A — A[S] Ps(x) := [x]p, dOniigiimii bir 6rten Hilbert

morfizmasidir buna kanonik morfizma denir.

Teorem 3.4.4. B degismeli Hilbert cebir ve A bir Hilbert cebir olsun. f(S) =
{0} olacak sekildeki her Hilbert morfizmast icin bir tek f': A[S| — B Hilbert

morfizmasi vardir ve asagidaki diagram degismelidir:
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Ispat. [x]g, = [y]e, olacak sekilde x,y € A elemanlarini alalim. Bu durumda sV x =

sV y olacak gekilde bir s € S vardir. f in Hilbert morfizmasi oldugu kullanilarak,
fsVvx)=f(sVy) = f(s)Vf(x) = f(s)V f(y) bulunur. f(S)= {0} oldugundan,
f(x) = f(y) elde edilir.

x € Aigin ' A[S] — B f'([x]e,) =:= f(x) seklinde bir doniisiim tanimlayalim.
[x]o; = [v]es oldugunda f(x) = f(y) oldugundan, f’ iyi tanimlidir. Ayrica P nin f’
niin tanimlamigindan f” o Ps = f esitligi vardir.

Her [X} s> [y]@s GA[S] igin,

f'([xlog — Do) = f'([x — o)
= flx—y)
= fx) — f)
= f'([Xes) — ' (Do)

esitsizliginden f’ bir Hilbert morfizmasidir.

Ps nin ortenliginden f” niin tekligi bulunur.

3.5. Degismeli Hilbert Cebiri Uzerindeki Carpanlar

Tanim 3.5.1. A bir degismeli Hilbert cebir ve S C A olsun. Her x € S ve a € A igin

aVx e Sise S ye A nin V-altkiimesi denir.
S(A) ile A nin tiim V-altkiimeleri gosterilir.
Dg(A) CS(A) dir ve D1,D; € S(A) i¢in D; N D, € S(A) olur.

Onerme 3.5.2. D € S(A) ise,

i)1eD
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ii) x<yvex€Diseye€ Ddir.
ispat.
i) x € D alalim.
1 € Aoldugundan 1 =1Vx € D dir, yani 1 € D dir.
ii) x<yisexVy=ydir. Ohaldey € D olur.

Tamim 3.5.3. D € S(A) ve f: D — A bir doniisiim olsun. Her x € D ve a € A i¢in

ag) flavx)=aV f(x)

esitligi saglaniyorsa f ye A iizerinde bir kismi ¢arpan denir. dom(f) ile f in tanim

kiimesi gosterilir. dom(f) = A ise f ye tam ¢arpan ad1 verilir.

Ornek 3.5.4. Herx € Aigin0:A — A, 0(x) =xve1:A — A, 1(x) = I seklinde

tanimlanan doniigiimler, A iizerinde bir tam ¢arpandir.

Ornek 3.5.5. a € A,herxc Dve D € S(A) igin f, : D — A, f,(x) := aV x seklinde

tanimlanan doniigiim A iizerinde bir ¢arpandir. (Buna esas ¢arpan adi verilir.)
Eger dom(f,) = A ise f,, f, ile gosterilir.

Onerme 3.5.6. D € S(A) ve f : D — A bir carpan ise

ii) Her x € D icin x < f(x) dir.
ispat.

i) agdaa=1alinirsa, herx € Dicin f(1Vx) =1V f(x) < f(1) = 1 bulunur.

ii) agdaa=xalnirsa, f(xVx)=xV f(x) & f(x) =xV f(x) & x < f(x) olur.
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Not 3.5.7. D € S(A) igin
u(D,A) ={f|f: D — A, Aiizerinde ¢carpan}

tammlansin.

1(A) = Upesay (D, A) oldugu goriiliir

Ayrica Dy,D; € S(A) i¢gin f; € u(D,A) i = 1,2 ve her x € D N D5 i¢in
fi— fr:DiND, — A

x> (fi — £2)(x) == filx) — fa(x)
olarak tanimlansin.

Onerme 3.58. fi — fr € w(DyN Dy, A) dir.

ispat. xe€DiNDyveac€Aise

(fi — f)laVvy) = filaVx) — fa(aVx)

(aV fi(x)) — (aV fa(x))

aV (fi(x) — f2(x)) (c14)
= aV(fi — f2)x)

bulunur. O halde f; — f» € u(D;ND;,A) dir.

Sonug 3.5.9. (u(A),—,1,0) bir suimurli Hilbert cebiridir.
Ispat. Onerme 3.5.8 den u(A) mn bir Hilbert cebir oldugu agiktir. Eger D € S(A),
f € u(D,A) ve x € Dise, Onerme 3.5.6 dan, 0(x) = x < f(x) < 1 =1(x) elde edilir.
Onerme 3.5.10. Hera € Aicin vy : A — u(A)

ar—va(a) = f,

seklinde tamimlanan doniisiim bir Hilbert cebir morfizmasidir.
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Ispat. a,b € A ise

(fa=Fo)x) = falx) = folx)
(aVx) — (bVx)
(a—b)Vx (c1a)

= faﬂ_b(x)'

O halde va(a) — va(b) = va(a — b) bulunur.

Tamm 3.5.11. D C A olsun. Her x,y,z € A igin zVx = zV y oldugunda x =y ise D

ye regiiler denir.

Ornek 3.5.12. Her x,y,z € A icin zVx = zVV y oldugunda 6zel olarak z = x alinirsa
x=xVy=y < x ve benzer sekilde z =y alinirsa x < y olacagindan x = y bulunur.

Yani A regiilerdir.
Ornek 3.5.13. A simirli ve 0 € D ise D regiilerdir.
Not 3.5.14. R(A) = {D C A: D, A mn regiiler alt kiimesi} ile tanimlansin.

Onerme 3.5.15. D, D, € S(A)NR(A) ise Dy N Dy € S(A)NR(A) dur.

Ispat. x,y € Aveherz € D;ND; iginzVx=zVyolsun. i = 1,2 ve her z; € D; igin

71V z2 € D1 N D; oldugundan

(z1V)Vx=(z1Vz2)Vy = z1V(zaVx)=z1V(22VY)
= 2Vx=z7Vy
= x=y

bulunur.

Sonug 3.5.16. 1, (A) = {f € u(A) : dom(f) € S(A)NR(A)} ise u,(A), u(A) mn
bir Hilbert altcebiridir.

Tanmm 3.5.17. f; ve f, A lizerinde iki carpan olsun. Her x € dom(f>) igin
dom(f2) Cdom(f1) ve fi(x) = fa(x) ise fi ye f> nin genisletilmisi denir ve f, < f;

ile gosterilir.
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Ayrica eger f carpani Kesin biiyiilk bolgeye genisletilemiyorsa f e maksimal

carpan denir.

Onerme 3.5.18. i) fi,f> € u(A), f € u(A) ve f < fi, f < foise fi ve fo,

ii)

dom(f1) Ndom(f) iizerinde ¢akigr.

Her f € u,(A) ¢arpani bir maksimal ¢carpana genisletilebilir. Ayrica, a € A
ve dom(f,) € S(A)NR(A) icin, her f, esas carpan: tek tiirlii olarak tam f,
carpanina genigletilebilir ve her esas olmayan carpan maksimal esas olmayan

bir carpana genisletilebilir.

Ispat.

i)

ii)

Eger fi(t) + f2(¢) olacak sekilde ¢t € dom(fi) Ndom(f,) alinirsa 1"V fi(x) #
'V fo(x) < fi(t' Vi) + fo(t' Vi) olacak sekilde bir ¢’ € dom(f) vardir. Bu da

'Vt € dom(f) olmast ile celisir.

Oncelikle f, nin esas olmayan bir ¢arpana genisletilemeyecegini ispatlayalim.

D =dom(f,) € S(A)NR(A), f,: D —>Ave D' € S(A), D C D' oldugunu kabul
edelim. Bu durumda, D’ € R(A) dir. Ayrica f, ya genisleyen, esas olmayan bir
feu(D,A)alalm. f esas olmadigindan, f(xo) # aV xp olacak sekilde xo € D’
ve xo ¢ D vardir. D € R(A) oldugundan, ¢V f(xo) # 1V (aVxy) < f(tVxy) #
aV (tVxg). Buda f, < f olmasi ile ¢elisir. Bu nedenle f;, tek tiirlii olarak £,

ye genigletilir.
f € 1 (A) esas olmasin.

U= {(D7g> :De S(A)7 g€ ‘U(D,A), dom(f) CDveg ’dom(f):f} olsun. Bu
durumda (D, g) € uyise D € S(A)NR(A) dur.

Uy, (D1,81) < (D2,82) < Dy C D, ve g5 |p,= g1 ile siralidir.

{(Dx, &) : k € K} kiimesi us de bir zincirdir. D' = Jycx Di € S(A) ve dom(f) C
D' dir.
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x€Dyise g : D — A, g'(x) := gr(x) seklinde tammlanur.

g e u(D',A) ve g |gom(r)= f dir. (x € dom(f) C D' ise x € D' ve x € Dy olacak
sekilde bir k € K vardir. Bu nedenle g'(x) = gx(x) = f(x) dir.)

Boylece (D', g'), {(Dx,gk) : k € K} ailesi igin bir iist sinirdir. Zorn Lemma’ dan,
Uy, fyi genigleten en az bir maksimal & ¢arpanini igerir. f esas olmadi§indan

ve h, f yi genislettiginden, /& da esas degildir.

Not 3.5.19. u,(A) Hilbert cebiri iizerinde bir g4 bagntisi,
(f1,/2) € ga < 7 f1 ve fr kesisim kiimelerinin iizerinde esittir."

seklinde tammlansin.

Onerme 3.5.20. g4, . (A) iizerinde bir kongruans bagntisidur.

Ispat. g4 nin simetrik ve yansimali olmasi tanimlamisindan agiktir. Gegismeliligini

gostermek i¢in (f1, f2) € ga ve (f2, f3) € ga alalim.
(f1,f2) € ga dan f; ve f, tamm bolgeleri iizerinde
(f2,f3) € ga dan f, ve f3 tamim bolgeleri iizerinde ve benzer sekilde

cakigir. Tersine, eger fi(xo) # f3(xo) olacak sekilde dyle bir xo € dom(fi) N
dom(f3) vardr, tV fi(x0) #tV f3(x0) < fi(tVxo) # f3(t Vxp) olacak sekilde
bir t € dom(f>) vardir. 1V xo € dom(fi) Ndom(f>) Ndom(f3) oldugundan bu bir

celigkidir.

Not 3.5.21. f € u,(A) icin, modulo ga ya gore f in denklik sinifi [f] ve A" =

W(A)/ga seklinde tanmimlansin.

Onerme 3.5.22. v : A — A", v := [f.] seklinde tamimlanan doniisiim, Hilbert

cebirlerinin bir injektif morfizmidir ve v4z(A) € R(A”) dir.
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ispat. Onerme 3.5.10 dan v, bir Hilbert morfizmidir. v; nin bire-biroldugunu

gosterelim: Her a,b € A ve va(a) = va(b) olsun. Her x € A i¢in

Lfavfb) SgA
Ja(x) = fi(x)
xVa=xVb
a=>b

[fa] = [fb]

teee

elde edilir.

V4(A) € R(A") oldugunu gostermek igin celiski ile ispat yontemini kullanalim.
[fi] # [f2] olacak sekilde fi,f> € u,(A) oldugunu kabul edelim. Yani, fj(xo) #
f2(xo) olacak sekilde dyle bir xg € dom(f1) Ndom(f,) vardir. Her a € A i¢in

AV =RV I € [fi V fa = [f2V fa] oldugundan her x € dom(fi) Ndom(f>)

ve a = xo igin,

(FiV fo)X) =2V fio)(x) & xo VXV fi(x) = x0 VXV f(x) bulunur. x = xo igin,
fi(x0) Vxo = falxo) Vaxo < f1(x0) = f2(x0)

olur. Bu ise bir ¢eligkidir.

Not 3.5.23. Her a € A icin, Onerme 3.5.18 den f,, [f.] iizerinde tek maksimal
carpan oldugundan [f,)], f, ile tammlanabilir. Vs, Hilbert cebirlerin bir injektif
morfizmi oldugundan A min elemanlar, {f, : a € A} kiimesinin elemanlar: ile

tammlanabilir.

Onerme 3.5.24. f € u,(A) ve D = dom(f)NS(A)NR(A) olmak iizere, [f] € A" ise
DClacA:f,V[f]eA}

dir.

Ispat. a € D olsun. Celiski ile ispat yontemini kullanalim. £,V [f] ¢ A oldugunu

kabul edelim. Yani [f,V f] ¢ Va(A) olsun. Bu nedenle £,V f bir esas olmayan

carpandir.
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Onerme 3.5.18 (ii) den, D € S(A) olmak iizere, f,V f, f : D — A esas olmayan
maksimal garpana genisletilebilir. Bu nedenle, her x € D ve D C D igin, f(x) =
(fuV f)(x) =aVxV f(x) =aV f(x) olur. a € D oldugundan,

F(x) = flaVx) =xV f(a) = aV f(x)

dir, yani f |p bir esas ¢arpandir. Bu ise bir celigkidir.
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