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ÖZET 

Bu tezde g-Kelvin-Voight denklemleri ele alınmıştır. Birinci bölümde g-Kelvin-Voight 

denkleminin çıkarılışı ile ilgili temel bilgilere yer verilmiş, ayrıca literatürde yer alan yapısal 

kararlılıkla ilgili çalışmalar incelenerek gerekli sonuçlar ele alınmıştır. İkinci bölümde tez 

içerisinde kullanılmış olan temel tanımlar, teoremler ve notasyonlara yer verilmiştir. Üçüncü 

bölümde g-Kelvin-Voight denkleminin varlık ve tekliği gözden geçirilmiş, bu konuda 

yapılmış olan çalışmalar incelenmiştir. Dördüncü bölümde denklemin  yapısal kararlılığına 

yer verilmiş bu denklemin yapısal kararlılığı elde edilmiştir. 
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ABSTRACT 

In this thesis, g-Kelvin-Voight equations are discussed. In the first part, the basic information 

about the extraction of the g-Kelvin-Voight equation is given and the studies on structural 

stability in the literature are examined and the necessary results are discussed. In the second 

part, the basic definitions, theorems and notations used in the thesis are given. In the third 

chapter, the existence and uniqueness of the g-Kelvin-Voight equation is reviewed and the 

studies on this subject are examined. In the fourth chapter, the structural stability of the 

equation is given. 
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SİMGELER VE KISALTMALAR 

 

Bu çalışmada kullanılmış simgeler ve kısaltmalar, açıklamaları ile birlikte aşağıda 

sunulmuştur. 

 

Simgeler    Açıklamalar 

 

ℝ    Reel sayılar kümesi 

‖ . ‖    Norm 

〈. , . 〉𝒈    İç çarpım 

𝑳𝒑(𝛀)    Ω da p. kuvveti integrallenebilen fonksiyonların uzayı  

𝑪(𝛀)    Ω da sürekli fonksiyonların uzayı 

𝑪𝒎(𝛀)    Ω da m. mertebeye kadar sürekli fonksiyonların uzayı 

𝑿′    X uzayının duali 

𝚫    Laplace operatörü 

∇     gradient 
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1. GİRİŞ 

 

Visko elastik sıvının hareketi ve visko elastik materyallerin bazı temel özeliklerini ifade eden 

Kelvin-Voight denklemleri 1973’de Oskolkov tarafından su ve polimer karışımını ifade eden 

bir model olarak verilmiştir. Kelvin-Voight denklemleri aşağıdaki gibi ifade edilir. 

 

𝑢𝑡 − 𝛼∆𝑢𝑡 − 𝜈Δ𝑢 + (𝑢. ∇)𝑢 + ∇𝑝 = 𝑓(𝑥, 𝑡)                                                                           (1.1)                                                                       

 

∇. 𝑢 = 0,    𝑥𝜖Ω,    𝑡 > 0                                                                                                                 (1.2)                                                                                                     

 

𝑢(𝑥, 0) = 𝑢0     𝑥𝜖Ω, 𝑢 = 0  𝜕Ω,  𝑡 ≥ 0.                                                                                     (1.3)      

 

Burada Ω ⊂ ℝ𝑑 , 𝑑 = 2,3… olmak üzere sınırlı bir bölge, 𝑢 akış hızı, 𝑝 basınç olmak üzere 

bilinmeyenlerdir. 𝑓(𝑥, 𝑡) dış kuvveti göstermekte ve 𝜈 > 0, 𝛼 >0 olmak üzere sabitlerdir. 

 

Burada; 

 

(𝑢. ∇)𝑢 = ∑ 𝑢𝑖
𝜕𝑢𝑗

𝜕𝑥𝑖
                     𝑛

𝑖=1  j = 1,…,n 

 

∆= ∑
𝜕2

𝜕𝑥𝑖
2

𝑛
𝑖=1       Laplace operatörü  

 

∇= (
𝜕

𝜕𝑥1
, … ,

𝜕

𝜕𝑥𝑛
)       gradient 

 

𝑑𝑖𝑣 = ∑
𝜕

𝜕𝑥𝑖

𝑛
𝑖=1       diverjans operatörü 

 

dür. 

 

Bu tezde 2 boyutlu uzayda g-Kelvin-Voight denklemi çalışılmıştır. Bu denklemler 3 boyutlu 

Kelvin-Voight denklemlerinden çıkarılmıştır. Bunların çıkarılışında g-Navier Stokes 

denklemlerinden esinlenilmiştir. 
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g-Navier Stokes denklemleri Roh [1] tarafından 3 boyutlu uzayda Navier-Stokes 

denklemlerinden çıkarılmıştır. Navier-Stokes denklemi; 

 

𝑢𝑡 − 𝜈Δ𝑢 + 𝑢. ∇𝑢 + ∇𝑝 = 𝑓(𝑥, 𝑡)                                                                                              (1.4)                                                                       

 

∇. 𝑢 = 0,    𝑥𝜖Ω,    𝑡 > 0                                                                                                                 (1.5)                                                                                                     

 

biçimindedir. Görüldüğü gibi Kelvin-Voight denklemlerinde 𝛼 = 0 olması durumunda 

Navier-Stokes denklemlerine indirgenir. 𝛼∆𝑢𝑡 teriminin Kelvin-Voight denkleminde yer 

alması sayesinde Navier Stokes denkleminin çözümleri regüler hale getirilmiştir. 3 boyutlu 

Navier-Stokes denklemi önce bağımsız değişkenlerin değişimi ile daha sonra integral 

yardımıyla tanımlanan ortalama dönüşümler kullanılarak 2 boyutlu uzayda g-Navier Stokes 

denklemleri elde edilmiştir. Aslında bu tip problemler ince bölge problemlerinden ortaya 

çıkmıştır. Bu çalışmalar 3 boyutlu uzayda ele alınan bazı denklemler için örneğin Navier-

Stokes denklemleri için açık problemleri incelemede bir yaklaşım olarak düşünülmüştür. 

Bilindiği gibi Navier-Stokes denkleminin 3 boyutlu uzayda çözümlerinin, tekliği ve 

sürekliliği hala günümüzde açık problemdir. Bilim adamları tarafından bu problemler yoğun 

bir şekilde çalışılmaktadır. Örneğin; Raugel ve Sell [2] makalelerinde Navier-Stokes 

denklemlerini Ω𝑒 = 𝑄2 × (0, 𝜀) ince bölgede çözümlerini incelemişlerdir. Burada 𝜀 pozitif 

ve reel küçük parametre, 𝑄2, ℝ
2 de sınırlı bir bölge olarak ele alınmıştır. Roh ise tezinde 𝜀 

yerine 𝑥, 𝑦 nin bir fonksiyonu olan 𝑔 = (𝑥, 𝑦) fonksiyonu için g-Navier Stokes 

denklemlerini incelemiştir. 

 

 g- Kelvin-Voight denklemi; 

 

𝜕𝑢

𝑑𝑡
−
𝜈

𝑔
(∇. 𝑔∇)𝑢 +

𝜈

𝑔
(∇𝑔. ∇)𝑢 −

𝛼

𝑔
(∇. 𝑔∇)𝑢𝑡 +

𝛼

𝑔
(∇𝑔. ∇)𝑢𝑡 + 𝑢. ∇𝑢 + ∇𝑝 = 𝑓(𝑥)     (1.6) 

 

∇. (𝑔𝑢) = 0 , Ω × [0, 𝑇]                                                                                                                (1.7)                                                                                                

 

𝑢(𝑥, 0) = 𝑢0(𝑥) , Ω                                                                                                                        (1.8)                                                                                                       

 

𝑢 = 0 , 𝜕Ω × [0, 𝑇]                                                                                                                         (1.9) 
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olarak ifade edilir. Burada Ω ⊂ 𝑅2olmak üzere sınırlı bir bölge,   𝜈 > 0 ve 𝛼 >0 olmak üzere 

sabitlerdir. g-Kelvin-Voight denkleminin Drichlet sınır koşulları altında çözümlerinin varlık 

tekliği [3] te verilmiştir. 

Navier-Stokes denklemlerinde olduğu gibi g-Kelvin-Voight denklemlerinin de çözümlerinin 

uzun zamanlı davranışı, belirleyici modları ve yapısal kararlılığı önemli problemlerdendir. 

 

Fiziksel problemlerin çözümü konusunda oldukça önemli olan ayrıca günümüzde bir çok 

bilim adamının ilgisini çekmekte olan  yapısal kararlılık diferensiyel denklem sistemlerinde 

yer alan parametrelerin küçük değişimlerinde çözüm eğrilerinin yörüngelerinin davranışının 

etkilenmemesi şeklinde ifade edilir. Bir diğer ifadeyle yapısal kararlılık denklemde bulunan 

katsayıların değişiminin çözümlere etkisini incelemektedir. Bu konuda lineer ve lineer 

olmayan kısmi türevli denklemler için pek çok sonuca ulaşılabilir. Yapısal kararlılık 

konusunda Ames ve Payne [4] te yer alan makalelerde Darcy-Brinkman, Darcy-Forcheimer 

ve Brinkman-Forcheimer denklemleri için yapısal kararlılık araştırmaları verilebilir. Örnek 

olarak Payne ve Straughan’ın yapısal kararlılığı aşağıda ana hatlarıyla verilecektir [5]. 

 

Payne ve Straughan makalelerinde  doymuş gözenekli ortamlarda yavaş olmayan sıvı 

akışları için Brinkman-Forcheimer denklemlerini analiz etmişlerdir. Çözümün farklı 

Brinkman ve Forcheimer katsayılarındaki değişimlere sürekli bağımlılığı ayrı ayrı 

incelenmiştir. 

 

Brinkman-Forcheimer denklemi; 

 

𝑢𝑡 = 𝛾∆𝑢 − 𝑎𝑢 − 𝑏|𝑢|
𝛼𝑢 − ∇𝑝,   ∇. 𝑢 = 0,  𝑥 ∈ Ω                                                             (1.10) 

 

𝑢(𝑥, 0) = 𝑢0(𝑥),  𝑥 ∈ Ω,                                                                                                            (1.11) 

 

𝑢 = 0, 𝑥 ∈ 𝜕Ω,  𝑡 > 0                                                                                                                 (1.12) 

 

şeklinde ifade edilir. Burada 𝑢 = (𝑢1, 𝑢2, 𝑢3) akışkan hızı vektörünü, 𝛾 > 0 Brinkman 

katsayısını, 𝑎 > 0 Darcy katsayısını, 𝑏 > 0 Darcy katsayısını, 𝑝 basıncı ifade etmektedir. Ω 

ℝ3 de sınırlı bir bölgedir. 
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Brinkman katsayısı olan 𝛾 ye sürekli bağımlılığı göstermek için 𝛾1 ve 𝛾2 farklı Brinkman 

katsayıları, 𝑢𝑖 ve  𝑣𝑖 Eş. 1.10 ve Eş. 1.12 başlangıç değer probleminin iki çözümü olmak 

üzere 

 

𝜕𝑢𝑖
𝜕𝑡

= 𝛾1∆𝑢𝑖 − 𝑎𝑢𝑖 − 𝑏|𝑢|𝑢𝑖 − 𝑝,𝑖  ,      
𝜕𝑢𝑖
𝜕𝑥𝑖

=  0,     Ω × {𝑡 > 0}                                     (1.13) 

 

𝑢𝑖 = 0 ,                                                          𝜕Ω × {𝑡 > 0}                                                        (1.14) 

 

𝑢𝑖(𝑥, 0) = 𝑓𝑖(𝑥)                                          𝑥 ∈ Ω                                                                      (1.15) 

 

𝜕𝑣𝑖
𝜕𝑡

= 𝛾2∆𝑣𝑖 − 𝑎𝑣𝑖 − 𝑏|𝑣|𝑣𝑖 − 𝑞,𝑖  ,      
𝜕𝑣𝑖
𝜕𝑥𝑖

=  0,     Ω × {𝑡 > 0}                                      (1.16) 

 

𝑣𝑖 = 0,                                                         𝜕Ω × {𝑡 > 0}                                                          (1.17) 

 

𝑣𝑖(𝑥, 0) = 𝑓𝑖(𝑥)                                         𝑥 ∈ Ω                                                                        (1.18) 

 

olarak yazılır. Ω, ℝ3  de sınırlı bir bölge, 𝜕Ω, Ω nin sınırı, 𝑓𝑖 başlangıç değer ve her iki 

problem için de aynı Forcheimer katsayısına sahip olmak üzere 𝑤𝑖 = 𝑢𝑖 − 𝑣𝑖, 𝜋 = 𝑝 − 𝑞, 

 𝜎 = 𝛾1 − 𝛾2 olarak tanımlandığında 𝑤𝑖 aşağıdaki başlangıç değer problemini sağlar. 

 

𝜕𝑤𝑖
𝜕𝑡

= 𝛾1∆𝑤𝑖 − 𝜎∆𝑣𝑖 − 𝑎𝑤𝑖 − 𝑏(|𝑢|𝑢𝑖 − |𝑣|𝑣𝑖) − 𝜋,𝑖 ,      
𝜕𝑤𝑖
𝜕𝑥𝑖

=  0,    Ω × {𝑡 > 0}   (1.19) 

 

𝑤𝑖 = 0,                                                         𝜕Ω × {𝑡 > 0}                                                          (1.20) 

 

𝑤𝑖(𝑥, 0) = 0                                               𝑥 ∈ Ω                                                                        (1.21) 

 

𝛾1 katsayısına göre sürekli bağımlılığı elde etmek için öncelikle Eş. 1.19 u 𝑤𝑖 ile çarpıp Ω 

üzerinde integrali alındığında ve aritmetik geometrik ortalama eşitsizliği kullanıldığında  

 

1

2

𝑑

𝑑𝑡
‖𝑤‖2 ≤

𝜎2

4𝛾1
‖∇𝑣‖2 − 𝑎‖𝑤‖2 −

1

2
𝑏∫ (|𝑢| + |𝑣|

Ω

)𝑤𝑖𝑤𝑖𝑑𝑥                                       (1.22) 
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elde edilir.  Eş. 1.16- Eş. 1.18 𝑣𝑖 ile çarpılıp Ω üzerinden integrali alındığında 

 

‖𝑣‖2 + 2𝛾2∫ 𝑒−2𝑎(𝑡−𝜂)‖∇𝑣‖2
𝑡

0

𝑑𝜂 + 2𝑏∫ 𝑒−2𝑎(𝑡−𝜂)∫|𝑣|3

Ω

𝑡

0

𝑑𝑥 = ‖𝑓‖2𝑒−2𝑎𝑡           (1.23) 

 

elde edilir. Daha sonra Eş. 1.22 nin integrali alındığında ve Eş. 1.23 deki değerlendirme 

kullanılarak 

 

‖𝑤‖2 ≤
‖𝑓‖2𝑒−2𝑎𝑡

4𝛾1𝛾2
𝜎2 

 

eşitsizliğine ulaşılır. Burada 𝛾1 katsayısına sürekli bağımlılığı yani yapısal kararlılığı ifade 

eder. 

 

Payne ve Straughan bu makalede Forcheimer katsayısı olan 𝑏 ye sürekli bağımlılığı 

göstermek için 𝑏1 ve 𝑏2 farklı Forcheimer  katsayıları, 𝑢𝑖 ve  𝑣𝑖 Eş. 1.10 ve Eş. 1.12 başlangıç 

değer probleminin iki çözümü olarak kabul ederek benzer bir yaklaşımda bulunmuşlardır. 

 

Yapısal kararlılık konusunda yapılan çalışmalara örnek vermek için pek çok çalışma 

gösterilebilir. Bunlardan bir diğeri de Çelebi, Gür ve Kalantarov’un  Marine Riser 

denklemlerinin  yapısal kararlılığını incelemiş oldukları çalışmadır [6]. 

 

Marine Riser denklemleri ; 

 

𝑢𝑡𝑡 + 𝑘∆
2𝑢 + 𝑎∆𝑢 + 𝑔⃗. ∇𝑢𝑡 + 𝑏|𝑢𝑡|

𝑝𝑢𝑡 = 0, 𝑥 ∈ Ω,  𝑡 > 0                                              (1.24) 

 

𝑢(𝑥, 0) = 𝑢0(𝑥), 𝑢𝑡(𝑥, 0) = 𝑢1(𝑥), 𝑥 ∈ Ω                                                             (1.25) 

 

𝑢 =
𝜕𝑢

𝜕𝜈
= 0, 𝑥 ∈ 𝜕Ω, t > 0                                                                                        (1.26) 

 

şeklinde ifade edilmiştir. Burada  Ω ⊂ ℝ𝑁, 𝑁 ≤ 3 sınırlı bölge, 𝜕Ω sınır, 𝜈 vektör,  𝑘 > 0, 

𝑝 ≥ 1, 𝑏 > 0, 𝑎 ∈ ℝ sabitler ve 𝑔⃗ = (𝑔1, … , 𝑔𝑁) ∈ ℝ
𝑁 ve vektördür. 
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Çelebi, Gür ve Kalantarov tarafından bu makalede  𝑎, 𝑏 ve 𝑔⃗ için sürekli bağımlılık 

incelenmiştir. 

Çelebi, Kalantarov ve Uğurlu [7,8] Brinkman-Focheimer  denklemlerinin, Liu ve Xiao [9] 

sınırlı bölgelerde Darcy akışıyla etkileşimli Brinkman akışı için yapısal kararlılığı 

vermişlerdir. Yapısal kararlılıkla ve bu denklemlerle ilgili daha fazla çalışma için [10-20] 

kaynakları verilebilir. 

 

Bu tezde g-Kelvin-Voight denklemleri ele alınmış, g-Kelvin-Voight denklemleri için yapısal 

kararlılık konusu çalışılmıştır. 
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2. TEMEL KAVRAMLAR VE NOTASYONLAR 

 

Bu bölümde tezin daha sonraki bölümleri için gerekli olan temel notasyonlar, kavramlar ve 

önermeler verilecektir. 

 

2.1. Temel Tanımlar 

 

2.1.1. Tanım 

 

X bir vektör uzayı olmak üzere X vektör uzayı üzerinde ‖. ‖: 𝑋 → [0,∞) fonksiyonu 

aşağıdaki özellikleri sağlarsa X uzayı üzerinde bir norm olarak tanımlanır. (𝑋, ‖. ‖) uzayına 

normlu uzay denir. 

 

i) ‖𝑥‖ = 0 ancak ve ancak 𝑥 = 0, 

ii) ‖𝜆𝑥‖ = |𝜆|‖𝑥‖  ∀𝑥 ∈ 𝑋, 𝜆 ∈ ℝ, 

iii) ‖𝑥 + 𝑦‖ ≤ ‖𝑥‖ + ‖𝑦‖ , ∀𝑥, 𝑦 ∈ 𝑋 (üçgen eşitsizliği) [21]. 

 

2.1.2. Tanım 

 

X bir normlu uzay olsun. Bu uzayda alınan her Cauchy dizisi yakınsaksa uzaya tam uzay 

denir. Banach uzayı tam normlu uzay olarak tanımlanır [21]. 

 

2.1.3. Tanım  

 

X bir vektör uzayı olmak üzere  (. , . ): 𝑋 × 𝑋 → ℝ  fonksiyonu her 𝑥, 𝑦 ∈ 𝑋 𝑣𝑒 𝑎, 𝑏 ∈ ℝ için 

aşağıdaki özellikleri sağlarsa bir iç çarpım olarak tanımlanır. ((. , . ), 𝑋) uzayına da iç çarpım 

uzayı denir. 

 

i) (𝑥, 𝑦) = (𝑦, 𝑥)̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅  , 

ii) (𝜆𝑥 + 𝜇𝑦, 𝑧) = 𝜆(𝑥, 𝑧) + 𝜇(𝑦, 𝑧) , her 𝑥, 𝑦𝜖𝑋 için 

iii) ∀𝑥𝜖𝑋  için (𝑥, 𝑥) ≥ 0 ancak ve ancak 𝑥 = 0 [22]. 
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2.1.4. Tanım 

 

X bir iç çarpım uzayı olsun. Eğer iç çarpımdan doğan norma göre X uzayı tamsa Hilbert 

uzayı adını alır [22]. 

 

2.2. Fonksiyon Uzayları 

 

2.2.1. Tanım 

 

1 ≤ 𝑝 < ∞ , Ω, ℝ𝑛 de bir bölge ve 𝑥 ∈  ℝ𝑛 olmak üzere  

 

∫|𝑢(𝑥)|𝑝𝑑𝑥 < ∞

 

Ω 

 

 

koşulunu sağlayan, ölçülebilir fonksiyonlar uzayına 𝐿𝑝(Ω) uzayı denir. Bu uzaya ait norm 

 

 ‖𝑢‖𝐿𝑝(Ω) = (∫ |𝑢(𝑥)|
𝑝𝑑𝑥

 

Ω

)

1

𝑝

 

 

ile gösterilmektedir . 

 

𝑝 = 2 olmak üzere 𝐿2(Ω) uzayı ∫ |𝑢(𝑥)|2𝑑𝑥 < ∞
 

Ω 
 eşitsizliğini sağlayan ölçülebilir 

fonksiyonlar uzayıdır. Bu uzaya ait norm 

 

 ‖𝑢‖𝐿2(Ω) = (∫ |𝑢(𝑥)|
2𝑑𝑥

 

Ω

)

1

2

 

 

olarak tanımlanmaktadır [22]. 

 

2.2.2. Tanım 

 

𝑝 → ∞ olmak üzere Ω da hemen hemen her yerde sınırlı ölçülebilir fonksiyonlar uzayı  

𝐿∞(Ω) ile gösterilir.  
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Bu uzay üzerindeki norm ‖𝑢‖∞ = ‖𝑢‖𝐿∞(Ω) = 𝑒𝑠𝑠𝑠𝑢𝑝𝑥∈Ω|𝑢(𝑥)| olarak tanımlanır [22]. 

 

2.2.3. Tanım 

 

Ω ⊂ ℝ𝑛 olmak üzere eğer her ölçülebilir 𝐴 ⊂ Ω da 𝑢 fonksiyonu integrallenebilirse 𝑢 ya 

lokal olarak integrallenebilirdir denir [23]. 

 

2.2.4. Tanım 

 

Ω ⊂ ℝ𝑛 bir bölge, 𝛼𝑗  ler negatif olmayan tamsayılar olmak üzere 𝛼 = (𝛼1, … , 𝛼𝑛) çoklu 

indis olarak adlandırılırlar. Burada 

 

|𝛼| =∑𝛼𝑗

𝑛

𝑗=1

 

 

olarak ifade edilir. 

 

𝑥 = (𝑥1, … , 𝑥𝑛) olmak üzere 𝑥𝛼 = 𝑥1
𝛼1 …𝑥𝑛

𝛼𝑛 ile gösterilir. 𝑢 fonksiyonu Ω da çok 

değişkenli fonksiyon olmak üzere 𝑢 nun 𝛼. türevi  

 

𝐷𝛼𝑢(𝑥) =
𝜕|𝛼|𝑢(𝑥)

𝜕𝑥1
𝛼1𝜕𝑥2

𝛼2 …𝜕𝑥𝑛
𝛼𝑛

 

 

biçiminde gösterilir [23]. 

 

2.2.6. Tanım 

 

Ω ⊂ ℝ𝑛 de bir bölge, 𝑢, 𝑣 𝜖 𝐿𝑙𝑜𝑐
1  olmak üzere eğer her 𝜙 ∈ 𝒟(Ω) için 

 

∫𝑢(𝑥)𝐷𝛼𝜙(𝑥)𝑑𝑥 =
 

Ω

(−1)|𝛼|∫𝑣(𝑥)𝜙(𝑥)𝑑𝑥
 

Ω
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eşitliği sağlanacak şekilde bir 𝑣 fonksiyonu varsa 𝑣 ye 𝑢 nun Ω da 𝛼.  mertebeden zayıf 

türevi denir [23]. 

 

2.2.7. Tanım 

 

1 ≤ 𝑝 < ∞  olmak üzere kendisi ve 𝑘. mertebeden zayıf türevleri 𝐿𝑝(Ω) uzayına ait olan 

tüm fonksiyonlar uzayına 𝑊𝑘,𝑝(Ω) Sobolev uzayı denir. 

 

 𝑢 ∈ 𝑊𝑘,𝑝(Ω) ise Sobolev  uzayı üzerindeki norm 

 

‖𝑢‖𝑊𝑘,𝑝(Ω) =

{
 
 

 
      ∑ (∫ |𝐷𝛼𝑢|𝑝𝑑𝑥

 

Ω

)

1 𝑝⁄

|𝛼|≤𝑘

(1 ≤ 𝑝 < ∞)

∑ 𝑒𝑠𝑠𝑠𝑢𝑝Ω

 

|𝛼|≤𝑘

|𝐷𝛼𝑢| (𝑝 = ∞)

 

 

biçiminde tanımlanır. 

 

𝑝 = 2 olması durumunda 𝑘 = 0,1,2… için  𝑊𝑘,2(Ω) = 𝐻𝑘(Ω) ile gösterilir. 𝐻𝑘(Ω) bir 

Hilbert uzayıdır ve 𝐻0(Ω) = 𝐿2(Ω) dir [21]. 

 

2.2.8. Tanım 

 

Ω ⊂ ℝ𝑛 olmak üzere  𝐶(Ω),  Ω bölgesinde sürekli fonksiyonların uzayı olarak tanımlanır 

 [23, 24]. 

 

2.2.9. Tanım 

 

Ω ⊂ ℝ𝑛 olmak üzere 𝐶𝑚(Ω), Ω bölgesinde 𝑚. mertebeye kadar sürekli fonksiyonların 

uzayıdır ve 

 

𝐶𝑚(Ω) = {𝑢: 𝑢,
𝑑𝑢

𝑑𝑥
, … ,

𝑑𝑚𝑢

𝑑𝑥𝑚
 Ω da sürekli} 

 

ile gösterilir [23, 24]. 
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2.2.10. Tanım 

 

𝐶∞(Ω) uzayı, Ω ⊂ ℝ𝑛 bölgesinde her mertebeden türevi sürekli fonksiyonların uzayı olarak 

tanımlanmaktadır [23, 24]. 

 

2.2.11. Tanım 

 

𝐶0
∞(Ω)  uzayı Ω ⊂ ℝ𝑛   bölgesi üzerinde her mertebeden türevleri sürekli olan ve kompakt 

desteğe sahip fonksiyonlar uzayı olarak tanımlanmaktadır [23]. 

 

2.3. Kullanılan Eşitsizlikler 

 

2.3.1. Young eşitsizliği 

 

 1 < 𝑝, 𝑝 < ∞ ve  
1

𝑝
+

1

𝑞
= 1 olsun. Burada 

 

𝑎𝑏 ≤
𝑎𝑝

𝑝
+
𝑏𝑞

𝑞
 

 

olur. Burada 𝑎, 𝑏 > 0 dır. 

 

Bir diğer ifadeyle 

 

 𝑎𝑏 ≤  𝜀𝑎𝑝 + 𝐶(𝜀)𝑏𝑞   (𝑎, 𝑏 >  0, 𝜀 > 0 ) olarak da gösterilir. Burada  

𝐶 (𝜀)  =  (𝜀𝑝)−𝑞/𝑝𝑞−1 [22]. 

 

2.3.2. Hölder eşitsizliği 

 

1 <   𝑝 , q < ∞   ,  
1

𝑝
+

1

𝑞
= 1 olsun.  Eğer 𝑓 ∈ 𝐿𝑝(Ω), 𝑣 ∈ 𝐿𝑞(Ω) ve 𝑓𝑔 ∈ 𝐿1(Ω)  olmak 

üzere 

 

‖𝑓𝑔‖𝐿1 ≤ ‖𝑓‖𝐿𝑝‖𝑔‖𝐿𝑞 
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olarak ifade edilir [21]. 

 

2.3.3. Genelleştirilmiş Hölder eşitsizliği 

 

1 ≤ 𝑝1, … , 𝑝𝑚 ≤ ∞ ve 
1

𝑝1
+

1

𝑝2
+⋯+

1

𝑝𝑚
= 1,  𝑢𝑘 ∈ 𝐿

𝑃𝑘(Ω),  𝑘 = 1,2, . . . , 𝑚 olsun. Böylece 

  

∫|𝑢1…𝑢𝑚|𝑑𝑥 ≤∏‖𝑢1‖𝐿𝑃𝑘(Ω)

1

𝑘Ω

 

 

elde edilir [21]. 

 

2.3.4. Cauchy-Schwarz eşitsizliği 

 

H bir reel lineer uzay olmak üzere ( , ): 𝐻 × 𝐻 → ℝ de bir iç çarpım ve 𝑢 ∈ 𝐻 için 

‖𝑢‖ ≔ (𝑢, 𝑢)1 2⁄  olmak üzere Cauchy-Schwarz eşitsizliği 𝑢, 𝑣 ∈ 𝐻 için 

 

|(𝑢, 𝑣)| ≤ ‖𝑢‖‖𝑣‖  

 

olarak yazılır [7] . 

 

2.3.5. Ladyzhenskaya eşitsizliği 

 

𝑛 = 2 için 

 

‖𝑢‖𝐿4(ℝ2,g)  ≤ 𝑐 |𝑢|
1

2 ‖𝑢‖
1

2   , ∀𝑢 ∈ 𝐻1(ℝ2, 𝑔)  

 

ve  𝑛 = 3 için 

 

‖𝑢‖𝐿4(ℝ2,g)  ≤  𝑐 |𝑢|
1

4 ‖𝑢‖
3

4  , ∀𝑢 ∈ 𝐻1(ℝ3, 𝑔)  dır [25]. 
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2.3.6. Gronwall lemması (Diferensiyel Form) 

 

𝜂(. ) , [0, 𝑇] aralığında, negatif olmayan sürekli bir fonksiyon, 𝜙(𝑡) ve (𝑡) , [0, 𝑇] aralığında 

negatif olmayan integrallenebilen fonksiyonlar olsun. 

 

 Her 0 ≤ 𝑡 ≤ 𝑇  için 

 

 𝜂′ (𝑡) ≤  𝜙(𝑡)  𝜂(𝑡)   +  𝜓(𝑡) 

 

eşitsizliği sağlanıyorsa 

 

𝜂(𝑡) ≤ 𝑒∫ 𝜙(𝑠)𝑑𝑠
𝑇
0 [𝜂(0) + ∫ 𝜓(𝑠)𝑑𝑠

𝑡

0

] 

 

olur [21].  

 

2.3.7. Poincaré eşitsizliği 

 

∀𝑢 ∈ 𝐻0
1(Ω) için ‖𝑢‖𝐿2

2 ≤ 𝑐‖𝐷𝑢‖𝐿2
2  eşitsizliği  sağlanacak şekilde bir 𝑐 > 0 sabiti 

mevcuttur. 

 

Burada 

 

|𝐷𝑢|2 = |∇𝑢|2 =∑|𝐷𝑗𝑢|
2

𝑚

𝑗=1

 

 

olarak tanımlanmıştır [22]. 

 

2.4. Banach Uzayı Değerli Fonksiyon Uzayları 

 

X Banach uzayı olmak üzere 1 ≤ 𝑝 < ∞ ve −∞ < 𝑎 < 𝑏 < ∞ olacak şekilde (a, b) 

den X e tanımlanmış olan ölçülebilir ve ∫ ‖𝑓(𝑡)‖𝑋
𝑝𝑏

𝑎
𝑑𝑡 < ∞ koşulunu sağlayan 𝑓 

fonksiyonlarının uzayı 𝐿𝑝((a, b); X) ile gösterilir. 
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Bu uzay üzerindeki norm 

‖𝑓‖ 𝐿𝑝((a,b);X) = (∫ ‖𝑓(𝑡)‖𝑋
𝑝

𝑏

𝑎

𝑑𝑡)

1

𝑝

 

 

biçiminde tanımlanır. 

 

 𝑝 = ∞ olduğunda 

 

  𝐿∞((a, b); X) uzayı (a, b) den X e tanımlanmış olan esssup
𝑡∈(a,b)

‖𝑓(𝑡)‖𝑋 < ∞ koşulunu 

sağlayan ölçülebilir fonksiyonların uzayıdır ve üzerindeki norm 

 

‖𝑓‖ 𝐿∞((a,b);X) = esssup
𝑡∈(a,b)

‖𝑓(𝑡)‖𝑋 

 

şeklinde verilir [26]. 

 

2.5. g-Kelvin-Voight Denklemlerinin İncelenmesinde Yer Alan Bazı Uzaylar 

 

 𝑔 yeterince düzgün pozitif bir fonksiyon olmak üzere 

 

𝐿2(Ω, 𝑔) uzayı 

 

〈𝑢, 𝑣〉𝑔 = ∫𝑢. 𝑣𝑔𝑑𝑥
Ω

 

 

iç çarpımı ve ‖𝑢‖𝑔
2 = 〈𝑢, 𝑢〉𝑔 normu ile bir Hilbert uzayıdır.  

 

𝐻1(Ω, 𝑔) ise benzer şekilde 

 

〈𝑢, 𝑣〉𝐻1(Ω,𝑔) = 〈𝑢, 𝑣〉𝑔 +∑〈
𝜕𝑢

𝜕𝑥𝑖
,
𝜕𝑣

𝜕𝑥𝑖
〉𝑔

2

𝑖=1

 

 

iç çarpımı ve ‖𝑢‖𝐻1(Ω,𝑔)
2 = 〈𝑢, 𝑢〉𝐻1(Ω,𝑔) normu ile bir Hilbert uzayıdır. 



   15 
  

  

𝐻𝑔 ve 𝑉𝑔 uzayları  

 

𝐻𝑔 = 𝐶𝑙𝐿2(Ω,𝑔){𝑢 ∈ 𝐶0
∞(Ω): ∇. gu = 0} 

 

𝑉𝑔 = {𝑢 ∈ 𝐻0
1(Ω, 𝑔): ∇. 𝑔𝑢 = 0}  

 

olarak tanımlanır [1,3]. 

 

2.6. Bazı Operatörler 

 

Helmholtz-Leray projeksiyonu 

 

𝐿𝑞(Ω) = 𝐻𝑞(Ω)⨁𝐺𝑞(Ω) direkt toplamı olarak yazılır. Burada  

 

𝐻𝑞(Ω) = {𝑢 ∈ 𝐿
𝑞(Ω): 𝑑𝑖𝑣 𝑢 = 0, 𝑢. 𝑛|𝜕Ω = 0} 

 

𝐺𝑞(Ω) = {𝑢 ∈ 𝐿
𝑞(Ω): 𝑢 = ∇𝑝,   𝑝 ∈ 𝐿𝐿𝑜𝑐

1 (Ω) 𝑖ç𝑖𝑛 ∇𝑝 ∈ 𝐿𝑞(Ω) } 

 

dır. 𝑃𝑔: 𝐿
2(Ω, g) → 𝐻𝑞(Ω) Helmholtz-Leray projeksiyonu olarak adlandırılır [27]. 

 

g-Stokes operatörü  

 

𝐴𝑔𝑢 = 𝑃𝑔 [−
1

𝑔
(∇. 𝑔∇)𝑢] = 𝑃𝑔[−∆𝑔𝑢] 

 

olarak tanımlanır [1].  

 

Burada 𝑃𝑔: 𝐿
2(Ω, 𝑔) → 𝐻𝑔  her 𝑢 ∈ 𝐻𝑔 ve 𝑣 ∈ 𝐿2(Ω, 𝑔) için 𝑃𝑔𝑣 = 𝑢 biçimindedir [28]. 

 

 𝐴𝑔 operatörü ile ilgili önerme verilecektir. 
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2.6.1. Önerme  

 

 𝐴𝑔 pozitif, self-adjoint ve kompakt tersi olan bir dönüşüm olmak üzere tanım kümesi 

𝐷(𝐴𝑔) = 𝑉𝑔 ∩ 𝐻
2(Ω, 𝑔) olarak yazılır. 

 

 𝐴𝑔’nin en küçük özdeğeri 𝜆1 ve 𝜆𝑔 =
4𝜋2𝑚

𝑀
 olmak üzere 

 

0 ≤ 𝜆𝑔 ≤ 𝜆1 ≤ 𝜆2 ≤ 𝜆3 ≤ ⋯ 

 

olacak şekilde 𝐴𝑔’nin sayılabilir özdeğeri vardır. 

 

 𝐴𝑔’nin 𝜆1 özdeğerlerine karşılık gelen {𝑤𝑖}𝑖∈𝑁 özfonksiyonlar dizisi 𝐻𝑔 uzayının ortonomal 

bir bazını oluşturur. 

 

 

𝐴𝑔: 𝑉𝑔 → 𝑉𝑔′ dönüşümü bir izomorfizmdir. 

 

〈𝐴𝑔𝑢, 𝑣〉𝑔 =∑〈𝐷𝑖𝑢, 𝐷𝑖𝑣〉𝑔

𝑛

𝑖=1

 

 

 𝐴𝑔 operatörü self- adjoint olduğundan 𝑢 ∈ 𝐷(𝐴𝑔) için 

 

〈𝐴𝑔𝑢, 𝑢〉𝑔 = 〈𝐴𝑔
1 2⁄ 𝑢, 𝐴𝑔

1 2⁄ 𝑢〉𝑔 

 

eşitsizliği yazılır. Diğer yandan kısmi integrasyon ile 

 

〈𝐴𝑔𝑢, 𝑢〉𝑔 = 〈𝑃𝑔 [−
1

𝑔
(∇. 𝑔∇)𝑢] , 𝑢〉𝑔 = ∫(∇𝑢. ∇𝑢)𝑔𝑑𝑥

Ω

= 〈∇𝑢, ∇𝑢〉𝑔 

 

eşitsizlikleri elde edilir. Burada 𝑃𝑔 operatörünün self-adjoint olduğuna dikkat edilmelidir.  

 

Ayrıca ‖𝐴𝑔
1 2⁄ 𝑢‖

𝑔

2
= ‖∇𝑢‖𝑔

2  dır [1]. 
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g-Laplace Operatörü  

 

−∆𝑔𝑢 = −
1

𝑔
(∇. 𝑔∇𝑢) = −∆𝑢 −

1

𝑔
(∇𝑔. ∇)𝑢 

 

olduğundan 𝑢, 𝑣 ∈ 𝑉𝑔 için 

〈−
1

𝑔
(𝛻. 𝑔𝛻)𝑢, 𝑣〉𝑔 = 〈−∆𝑢, 𝑣〉𝑔 − 〈

1

𝑔
(∇𝑔. ∇)𝑢, 𝑣〉𝑔 

 

olarak yazılır [1]. 

 

Cg Operatörü  

 

𝑢 ∈ 𝑉𝑔 için 

 

𝐶𝑔𝑢 = 𝑃𝑔[
1

𝑔
(∇𝑔. ∇)𝑢] 

 

olarak tanımlanır. Bu operatörün bir 𝑣 ∈ 𝐻𝑔 ile iç çarpımı  

 

〈𝐶𝑔𝑢, 𝑣〉𝑔 = ∑ ∫
1

𝑔Ω

𝑛

𝑖,𝑗=1

𝐷𝑖𝑔(𝐷𝑖𝑢𝑗)𝑣𝑗𝑔𝑑𝑥 = 𝑏𝑔(
∇𝑔

𝑔
, 𝑢, 𝑣) 

 

şeklinde gösterilir [1]. 

 

2.7. Trilineer Form, Bilineer Dönüşüm ve Özellikleri 

 

𝑢, 𝑣, 𝑤 fonksiyonları 𝐿2(Ω, 𝑔) uzayının alt uzaylarından olmak üzere bilineer dönüşüm 

 

𝐵𝑔(𝑢, 𝑣) = 𝑃𝑔[(𝑢. ∇)𝑣] olarak tanımlanır. 
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Her 𝑢, 𝑣 ∈ 𝐷(𝐴𝑔) için 

 

|𝐵𝑔(𝑢, 𝑣) ≤ 𝑐|‖𝑢‖𝑔
1 2⁄ ‖𝐴𝑔𝑢‖𝑔

1 2⁄
‖∇𝑣‖𝑔 olacak şekilde 𝑐 > 0 sabiti vardır. 

 

Trilineer form 

 

𝑏𝑔(𝑢, 𝑣, 𝑤) = ∑ ∫ 𝑢𝑖
𝜕𝑣𝑗
𝜕𝑥𝑖Ω

𝑛

𝑖,𝑗=1

𝑤𝑗𝑔𝑑𝑥 

 

biçiminde tanımlanır. Burada 〈𝐵𝑔(𝑢, 𝑣), 𝑤〉𝑔 = 𝑏𝑔(𝑢, 𝑣, 𝑤) olarak yazılır [1]. 

 

2.7.1. Önerme 

 

Yeterince düzgün 𝑢, 𝑣, 𝑤 ∈ 𝐻𝑔 fonksiyonları için 

 

𝑏𝑔(𝑢, 𝑣, 𝑤) = −𝑏𝑔(𝑢, 𝑤, 𝑣) dır. 

 

 Bu eşitlik kolayca gösterililebilir. 

 

𝑏𝑔(𝑢, 𝑣, 𝑤) = ∑ ∫ 𝑢𝑖
𝜕𝑣𝑗
𝜕𝑥𝑖Ω

𝑛

𝑖,𝑗=1

𝑤𝑗𝑔𝑑𝑥 

 

= ∑ ∫ 𝑔𝑢𝑖
𝜕𝑣𝑗
𝜕𝑥𝑖Ω

𝑛

𝑖,𝑗=1

𝑤𝑗𝑑𝑥 

 

= − ∑ ∫
𝜕𝑔𝑣𝑗

𝜕𝑥𝑖Ω

𝑛

𝑖,𝑗=1

𝑣𝑗𝑤𝑗𝑑𝑥 − ∑ ∫ 𝑔𝑢𝑖𝑣𝑗
𝜕𝑤𝑗

𝜕𝑥𝑖Ω

𝑛

𝑖,𝑗=1

𝑤𝑗𝑑𝑥 

 

= ∑ ∫ 𝑔𝑢𝑖𝑣𝑗
𝜕𝑤𝑗
𝜕𝑥𝑖Ω

𝑛

𝑖,𝑗=1

𝑑𝑥 
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= −𝑏𝑔(𝑢, 𝑤, 𝑣) 

 

𝑢, 𝑣 yeterince düzgün fonksiyonlar olmak üzere 𝑏𝑔(𝑢, 𝑣, 𝑣) = 0  dır [1]. 
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3. G-KELVIN-VOIGHT DENKLEMLERİNİN VARLIK VE TEKLİĞİ  

 

Visko elastik sıvının hareketi ve visko elastik materyallerin temel özellikleri Kelvin-Voight 

denklemlerinden çıkarılmış olan [3] g-Kelvin-Voight denklemleri  

 

𝜕𝑢

𝑑𝑡
−

𝜈

𝑔
(∇. 𝑔∇)𝑢 +

𝜈

𝑔
(∇𝑔. ∇)𝑢 −

𝛼

𝑔
(∇. 𝑔∇)𝑢𝑡 +

𝛼

𝑔
(∇𝑔. ∇)𝑢𝑡 + 𝑢. ∇𝑢 + ∇𝑝 = 𝑓(𝑥)         (3.1)  

                         

∇. (𝑔𝑢) = 0  , Ω × [0, 𝑇]                                                                                                                (3.2)                                                                                                           

 

𝑢(𝑥, 0) = 𝑢0(𝑥) , Ω                                                                                                                        (3.3) 

                                                                                                                 

𝑢 = 0 , 𝜕Ω × [0, 𝑇]                                                                                                                         (3.4)                                                                                                                      

 

biçimindedir.  

 

Burada Ω ⊂ 𝑅2de sınırlı bir bölge,  𝛼 > 0 olmak üzere bir sabit ve g yeterince düzgün pozitif 

bir fonksiyondur. g fonksiyonu aşağıdaki özellikleri sağlar. 

 

i) 𝑔(𝑥) ∈ 𝐶∞(Ω) 

ii) Δ𝑔 = 0 

iii) 0 < m0 ≤ 𝑔(𝑥) ≤ 𝑀0 dir. Burada 𝑥 ∈ Ω için 𝑚0 ve 𝑀0 sabit sayılardır. 

 

Eş. 3.1 de 𝑢 = (𝑢1, 𝑢2) ve p bilinmeyenler olup üç bilinmeyen üç denklem başlangıç sınır 

şartlarıyla birlikte düşünüldüğünde bu sistemin çözümlerinin varlık ve tekliği 

düşünülmektedir. Bu problem için zayıf çözümler aşağıdaki tanımda verildiği gibi 

anlaşılacaktır. 

 

3.1. Tanım 

 

𝑢 fonksiyonu  𝑢𝜖𝐿∞(0, 𝑇; 𝑉𝑔) ∩ 𝐿
2(0, 𝑇; 𝑉𝑔) olmak üzere eğer Eş. 3.5 i sağlarsa Eş. 3.1 ve 

Eş 3.4 probleminin zayıf çözümüdür. 
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〈𝑢𝑡 , 𝑢〉𝑔 + 𝜈𝑏 (
∇𝑔

𝑔
, 𝑢, 𝑣) + 𝜈〈∇𝑢, ∇𝑣〉𝑔 + 𝛼𝑏 (

∇𝑔

𝑔
, 𝑢𝑡 , 𝜈) + 𝛼〈∇𝑢𝑡 , ∇𝜈〉𝑔 

 

+𝑏(𝑢, 𝑢, 𝑣) = 〈𝑓, 𝜈〉𝑔                                                                                                                    (3.5)  

 

Burada ∀𝜈𝜖𝑉𝑔için  

 

𝑏(𝑢, 𝑣, 𝑤) = ∑ ∫𝑢𝑖𝜕𝑖𝜈𝑗𝑤𝑗𝑔𝑑𝑥
 

Ω

𝑚

𝑖,𝑗=1

 

 

ve 𝑢, 𝜈, 𝑤 𝐿2(Ω, 𝑔) nin uygun birer alt uzayıdır. Burada (𝜕𝑖 =
𝜕

𝜕𝑥𝑖
) olarak verilmiştir. 

 

∀𝑢, 𝜈ϵ𝑉𝑔 için ∇. 𝑔𝑢 = 0 olduğundan 𝑏(𝑢, 𝜈, 𝜈) = 0 yazılabilir. Aynı şekilde ∀𝑢, 𝜈ϵ𝑉𝑔   için 

Δ𝑔 = 0 olduğundan 

 

𝑏 (
∇𝑔

𝑔
, 𝑢, 𝜈) = ∑ ∫

𝜕𝑖𝑔

𝑔
𝜕𝑖𝑢𝑗𝜈𝑗𝑔𝑑𝑥

 

Ω

𝑚

𝑖,𝑗=1

 

                                      

= − ∑ ∫
𝜕𝑖𝑔

𝑔
𝜕𝑖𝜈𝑗𝑢𝑗𝑔𝑑𝑥 = −𝑏 (

∇𝑔

𝑔
, 𝜈, 𝑢)

 

Ω

𝑚

𝑖,𝑗=1

 

 

olarak yazılır [3]. 

 

Problemin varlık ve tekliğinin ispatında Feado-Galerkin metodu kullanılmıştır. Feado- 

Galerkin metodunun ispatında öncelikle ele alınan Hilbert uzayı sonsuz boyutlu uzay 

olduğundan bu uzayın bazından sonlu 𝑚 tanesi seçilerek onların gerdiği uzayda çözümler 

ele alınmıştır. Bu uzaylar ayrılabilir olduğundan 𝑤1, 𝑤𝑚, … şeklinde lineer bağımsız dizisi 

daima vardır. Bunlardan sonlu tanesi  𝑤1, … , 𝑤𝑚 şeklinde alınarak bu baz elemanları 

tarafından gerilen uzayda  

 

𝑢𝑚 =∑Φ𝑖𝑚(𝑡)𝑤𝑖

𝑚

𝑖=1

                                                                                                                      (3.6) 
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çözümü oluşturulur. Bu çözüm sonlu boyutlu uzayda düşünülmüştür. 

 

Buradaki sonlu boyutlu uzayda yer alan çözümler bu 𝑚 boyutlu uzayda dik izdüşümdür. 

Feado-Galerkin metoduyla çözümün varlığı ispat edilirken öncelikle Eş. 3.6 daki 𝑢𝑚 

yaklaşık çözümleri oluşturulur. Daha sonra Eş. 3.1 varyasyonel formda bu 𝑢𝑚 çözümleri 

 𝑢 nun yerine yazıldığında ve 𝑣 nin yerine 𝑤𝑗 alındığında 

 

〈𝑢𝑚, 𝑤𝑗〉𝑔 + 𝜈𝑏 (
∇𝑔

𝑔
, 𝑢𝑚, 𝑤𝑗) + 𝜈〈∇𝑢𝑚, ∇𝑤𝑗〉𝑔 + 𝛼𝑏 (

∇𝑔

𝑔
, 𝑢𝑚, 𝑤𝑗) + 𝛼〈∇𝑢𝑚, ∇𝑤𝑗〉𝑔 

 

+𝑏(𝑢𝑚, 𝑢𝑚, 𝑤𝑗) = 〈𝑓, 𝑤𝑗〉𝑔                                                                                                          (3.7) 

 

𝑢𝑚(0) = 𝑢0𝑚                                                                                                                                  (3.8)   

 

eşitliği yazılır. Burada 𝑢0𝑚 𝑉𝑔 de 𝑢0 ın izdüşümüdür. 

 

𝑚 → ∞ için 𝑢0𝑚 → 𝑢0 a güçlü yakınsaktır. Eş. 3.7 ve Eş. 3.8 den Φ1𝑚, … , Φ𝑚𝑚 

fonksiyonları için birinci mertebeden lineer olmayan pek çok problemde  

 

∑{〈𝑤𝑖 , 𝑤𝑗〉𝑔 + 𝛼〈∇𝑤𝑖 , ∇𝑤𝑗〉𝑔 + 𝛼𝑏 (
∇𝑔

𝑔
,𝑤𝑖 , 𝑤𝑗)}

𝑚

𝑖=1

Φ𝑖𝑚
′ + 𝜈∑𝑏

𝑚

𝑖=1

(
∇𝑔

𝑔
,𝑤𝑖 , 𝑤𝑗)Φ𝑖𝑚  

 

+𝜈∑〈∇𝑤𝑖 , ∇𝑤𝑗〉𝑔

𝑚

𝑖=1

Φ𝑖𝑚 + ∑ 𝑏(𝑤𝑖 , 𝑤𝑙 , 𝑤𝑗)

𝑚

𝑖,𝑙=1

Φ𝑖𝑚(𝑡)Φ𝑙𝑚(𝑡) = 〈𝑓, 𝑤𝑗〉𝑔                           (3.9) 

 

sistemi elde edilir. Genel olarak Φ𝑖𝑚
′  nün katsayısında yer alan matris elemanları tersinirdir. 

Burada Φ𝑖𝑚
′  nün katsayısındaki matris elemanlarının tersinir olduğu [3] te Lemma 3 ile 

gösterilmiştir. 𝛷𝑖𝑚 lerin var ve tek olduğu gösterilmiştir. Böylece 𝑢𝑚 çözümleri 

oluşturulmuştur. 

 

İkinci adım olarak 𝑢𝑚  lerle ilgili bazı değerlendirmeler elde edilmiştir. Bu çözümlerin 

Banach uzayı değerli fonksiyonlarda yer aldığı ifade edilmiş, yani 
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𝑢𝑚 ∈ 𝐿∞(0, 𝑇: 𝐻𝑔) ∩ (0, 𝑇: 𝑉𝑔) 

 

olduğu gösterilmiştir. Son olarak da Eş. 3.7 ve Eş. 3.8  den limite geçilerek 𝑉𝑔 deki 𝑢 lar için 

çözümün varlığı ispat edilmiştir. 

 

g-Kelvin-Voight denklemi için teklik ise [3] te Teorem 5 ile verilmiştir. Bu  çalışmada bu 

problemin çözümlerinin var ve tek olduğu [3] makalesi incelenerek bu bölümde ana 

hatlarıyla verilmiştir. 
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4. G-KELVIN-VOIGHT DENKLEMLERİ İÇİN YAPISAL       

KARARLILIK 

 

Bu bölümde g-Kelvin-Voight denklemleri için yapısal kararlılık bir diğer ifadeyle de 

katsayılara sürekli bağımlılık incelenecektir. g-Kelvin-Voight denkleminin fonksiyonel 

formda yazılışı 

 

𝑑𝑢

𝑑𝑡
+ 𝜈𝐴𝑔𝑢 + 𝜈𝐶𝑔𝑢 + 𝛼𝐴𝑔𝑢𝑡 + 𝛼𝐶𝑔𝑢𝑡 + 𝐵𝑔(𝑢, 𝑢) = 𝑓(𝑥)                                                 (4.1) 

                                                                                     

biçimindedir. Burada 𝑢 akışın hızı, 𝜈 viskozite katsayısı, 𝛼 Kelvin-Voight denklemine 

bakıldığında Navier-Stokes denkleminin regülerleştirme katsayısıdır. 𝜈 ve 𝛼 pozitif sabitler 

𝑓(𝑥) dış kuvvettir. Denklemin 𝜈 ye bağlı yapısal kararlılığını incelemek için 𝑤, 𝑧 sırasıyla 

Eş. 4.1 i sağlasın. 𝑤 ya karşılık gelen viskozite katsayısı 𝜈1, 𝑧 ye karşılık gelen viskozite 

katsayısı 𝜈2 olarak gösterildiğinde aşağıdaki denklemler yazılır. 

 

𝑑𝑤

𝑑𝑡
+ 𝜈1𝐴𝑔𝑤 + 𝜈1𝐶𝑔𝑤 + 𝛼𝐴𝑔𝑤𝑡 + 𝛼𝐶𝑔𝑤𝑡 + 𝐵𝑔(𝑤, 𝑤) = 𝑓(𝑥)                                         (4.2) 

                                    

 𝑤(0) = 𝑤0                                                                                                                                      (4.3)

        

𝑑𝑧

𝑑𝑡
+ 𝜈2𝐴𝑔𝑧 + 𝜈2𝐶𝑔𝑧 + 𝛼𝐴𝑔𝑧𝑡 + 𝛼𝐶𝑔𝑧𝑡 ++𝐵𝑔(z, 𝑧) = 𝑓(𝑥)                                             (4.4) 

                                       

𝑧(0) = 𝑧0                                                                                                                                         (4.5) 

    

Bu denklemler taraf tarafa çıkarılarak  𝑤 − 𝑧 = 𝑢, 𝜈1 − 𝜈2 = 𝑣 yazıldığında  

 

𝑑𝑤

𝑑𝑡
−
𝑑𝑧

𝑑𝑡
+ 𝜈1𝐴𝑔𝑤 − 𝜈2𝐴𝑔𝑧 + 𝜈1𝐶𝑔𝑤 − 𝜈2𝐶𝑔𝑧 + 𝛼𝐴𝑔𝑤𝑡 − 𝛼𝐴𝑔𝑧𝑡 +  𝛼𝐶𝑔𝑤𝑡 − 𝛼𝐶𝑔𝑧𝑡 

 

+𝐵𝑔(𝑤,𝑤) − 𝐵𝑔(𝑧, 𝑧) = 0                                                                                                           (4.6) 

 

olur. 
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Denklemde 𝐴𝑔, 𝐶𝑔nin lineerliği ve 𝐵𝑔’nin bilineerliği kullanılarak Eş. 4.6 aşağıdaki gibi 

yeniden yazılır. 

 

𝐴𝑔 ve 𝐶𝑔 nin lineerliği kullanılarak 

 

𝜈1𝐴𝑔𝑤 − 𝜈2𝐴𝑔𝑧 = 𝜈1𝐴𝑔𝑤 − 𝜈2𝐴𝑔𝑤 + 𝜈2𝐴𝑔𝑤 − 𝜈2𝐴𝑔𝑧 

=(𝜈1 − 𝜈2)𝐴𝑔𝑤 + 𝜈2𝐴𝑔(𝑤 − 𝑧) 

=𝜈𝐴𝑔𝑤 + 𝜈2𝐴𝑔𝑢      

                      

 𝜈1𝐶𝑔𝑤 − 𝜈2𝐶𝑔𝑧 = 𝜈1𝐶𝑔𝑤 − 𝜈2𝐶𝑔𝑤 + 𝜈2𝐶𝑔𝑤 − 𝜈2𝐶𝑔𝑧 

= (𝜈1 − 𝜈2)𝐶𝑔𝑤 + 𝜈2𝐶𝑔(𝑤 − 𝑧) 

=𝜈𝐶𝑔𝑤 + 𝜈2𝐶𝑔𝑢 

 

yazılır.  

 

Benzer şekilde 𝐴𝑔 ve 𝐶𝑔 operatörleri lineer olduğundan 

                                                              

 𝛼𝐴𝑔𝑤𝑡 − 𝛼𝐴𝑔𝑧𝑡 = 𝛼𝐴𝑔(𝑤 − 𝑧)𝑡 = 𝛼𝐴𝑔𝑢𝑡 

 

 𝛼𝐶𝑔𝑤𝑡 − 𝛼𝐶𝑔𝑧𝑡 = 𝛼𝐶𝑔(𝑤 − 𝑧)𝑡 = 𝛼𝐶𝑔𝑢𝑡 

 

olur. 

 

𝐵𝑔 nin lineerliği kullanılarak 

 

 𝐵𝑔(𝑤, 𝑤) − 𝐵𝑔(𝑧, 𝑧) = 𝐵𝑔(𝑤, 𝑤) + 𝐵𝑔(𝑧, 𝑤) − 𝐵𝑔(𝑧, 𝑤) − 𝐵𝑔(𝑧, 𝑧) 

= 𝐵𝑔(𝑤 − 𝑧,𝑤) + 𝐵𝑔(𝑧, 𝑤 − 𝑧)     

= 𝐵𝑔(𝑢, 𝑤) + 𝐵𝑔(𝑧, 𝑢)      

 

yazılır. 

 

Bu ifadeler Eş.4.6 da yerine yazıldığında denklem yeniden düzenlenir. 
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𝑑𝑢

𝑑𝑡
+ 𝜈𝐴𝑔𝑤 + 𝜈2𝐴𝑔𝑢 + +𝜈𝐶𝑔𝑤 + 𝜈2𝐶𝑔𝑢 + 𝛼𝐴𝑔𝑢𝑡 + 𝛼𝐶𝑔𝑢𝑡 + 𝐵𝑔(𝑢, 𝑤) 

 

+𝐵𝑔(𝑧, 𝑢) = 0                                                                                                                                 (4.7) 

 

Bu yapısal kararlılığı elde etmek için Eş. 4.7 önce 𝑢 ile 𝐻𝑔 uzayında iç çarpımı alındığında  

 

1

2

𝑑

𝑑𝑡
‖𝑢‖𝑔

2 + 𝜈(𝐴𝑔𝑤, 𝑢)𝑔 + 𝜈2
‖∇𝑢‖𝑔

2 + 𝜈𝑏𝑔 (
∇𝑔

𝑔
,𝑤, 𝑢) + 𝜈2𝑏𝑔 (

∇𝑔

𝑔
, 𝑢, 𝑢) +

𝛼

2

𝑑

𝑑𝑡
‖∇𝑢‖𝑔

2  

 

+𝛼𝑏𝑔 (
∇𝑔

𝑔
, 𝑢𝑡 , 𝑢) + 𝑏𝑔(𝑢, 𝑤, 𝑢) = 0                                                                                          (4.8)  

 

elde edilir. 

 

Benzer  şekilde 𝑢𝑡 ile iç çarpımı alındığında, 

 

‖𝑢𝑡‖𝑔
2 + 𝜈(𝐴𝑔𝑤, 𝑢𝑡) + 𝜈2

1

2

𝑑

𝑑𝑡
‖∇𝑢‖𝑔

2 + 𝜈𝑏𝑔 (
∇𝑔

𝑔
,𝑤, 𝑢𝑡) + 𝜈2𝑏𝑔 (

∇𝑔

𝑔
, 𝑢, 𝑢𝑡) + 𝛼‖∇𝑢𝑡‖𝑔

2  

 

+𝛼𝑏𝑔 (
∇𝑔

𝑔
, 𝑢𝑡 , 𝑢𝑡
 

) + 𝑏𝑔(𝑢, 𝑤, 𝑢𝑡) + 𝑏𝑔(𝑧, 𝑢, 𝑢𝑡) = 0                                                             (4.9)                                                         

 

elde edilir. 

 

İki denklem taraf tarafa toplanarak gerekli düzenlemeler yapıldığında 

 

1

2

𝑑

𝑑𝑡
(‖𝑢‖𝑔

2 + (𝛼 + 𝜈2)‖∇𝑢‖𝑔
2) + 𝜈2‖∇𝑢‖𝑔

2+‖𝑢𝑡‖𝑔
2 + 𝛼‖∇𝑢𝑡‖𝑔

2  

≤ 𝜈 |(𝐴𝑔𝑤, 𝑢)𝑔| + 𝜈 |𝑏𝑔 (
∇𝑔

𝑔
,𝑤, 𝑢)| + 𝜈2 |𝑏𝑔 (

∇𝑔

𝑔
, 𝑢, 𝑢)| + 𝛼 |𝑏𝑔 (

∇𝑔

𝑔
, 𝑢𝑡 , 𝑢)| 

+|𝑏𝑔(𝑢, 𝑤, 𝑢)| + 𝜈 |(𝐴𝑔𝑤, 𝑢𝑡)𝑔| + 𝜈 |𝑏𝑔 (
∇𝑔

𝑔
,𝑤, 𝑢𝑡
 

)| + 𝜈2 |𝑏𝑔 (
∇𝑔

𝑔
, 𝑢, 𝑢𝑡
 

)| 

+𝛼 |𝑏𝑔 (
∇𝑔

𝑔
, 𝑢𝑡 , 𝑢𝑡
 

)| + |𝑏𝑔(𝑢, 𝑤, 𝑢𝑡)| + |𝑏𝑔(𝑧, 𝑢, 𝑢𝑡)|                                                       (4.10) 
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eşitsizliği elde edilir. 

 

Sağ tarafta yer alan terimler için Cauchy-Schwarz, Hölder, Young, Ladyzhenskaya ve  

Poincaré eşitsizlikleri uygulanarak aşağıdaki değerlendirmeler elde edilir. 

 

Cauchy-Schwarz ve Young eşitsizliği kullanılarak 

 

 𝜈 |(𝐴𝑔𝑤, 𝑢)𝑔| ≤ 𝜈(𝐴𝑔

1
2⁄ 𝑤, 𝐴𝑔

1
2⁄ 𝑢) 

≤ 𝜈‖∇𝑤‖𝑔‖∇𝑢‖𝑔 

≤
𝜀1
2
‖∇𝑢‖𝑔

2 +
𝜈2

2𝜀1
‖∇𝑤‖𝑔            

2                                                                                                  (4.11) 

 

yazılır. 

 

Poincaré eşitsizliği kullanılarak 

 

𝜈2|(𝐴𝑔𝑢, 𝑢)| ≤
𝜈2

2
‖∇𝑢‖𝑔

2 +
𝜈2

2
‖∇𝑢‖𝑔

2  

≤
𝜈2
2
‖∇𝑢‖𝑔

2 +
𝜈2
2

1

𝑐
‖𝑢‖𝑔

2                                                                                                             (4.12) 

 

eşitsizliği  elde edilir. 

 

Cauchy-Schwarz ve Young eşitsizlikleri kullanılarak 

 

𝜈 |𝑏𝑔 (
∇𝑔

𝑔
,𝑤, 𝑢)| ≤

𝜈

𝑚0

‖u‖𝑔‖∇𝑔‖∞‖∇𝑤‖𝑔 

≤
𝜀2
2
‖𝑢‖𝑔

2 +
𝜈2

2𝜀2𝑚0
2
‖∇𝑔‖∞

2 ‖∇𝑤‖𝑔
2                                                                                        (4.13) 

 

yazılır. 

 

Cauchy-Schwarz ve Poincaré eşitsizliği kullanılarak 
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𝜈2 |𝑏𝑔 (
∇𝑔

𝑔
, 𝑢, 𝑢)| ≤

𝜈2
𝑚0

𝑐‖∇𝑔‖∞‖∇𝑢‖𝑔‖𝑢‖𝑔   

 ≤
𝜈2
𝑚0

𝑐‖∇𝑔‖∞‖∇𝑢‖𝑔
2                                                                                                                  (4.14) 

                                      

yazılır. 

 

Cauchy-Schwarz ve Young eşitsizliği kullanılarak 

 

𝛼 |𝑏𝑔(
∇𝑔

𝑔
, 𝑢𝑡 , 𝑢)| ≤

𝛼

𝑚0

‖∇𝑔‖∞‖∇𝑢𝑡‖𝑔‖𝑢‖𝑔   

≤
𝜀3
2
‖𝛻𝑢𝑡‖𝑔

2 +
𝛼2

2𝑚0
2𝜀3

‖𝛻𝑔‖∞
2 ‖𝑢‖𝑔    

2                                                                                    (4.15) 

 

yazılır. 

 

|𝑏𝑔(𝑢, 𝑤, 𝑢)| ≤ ‖𝑢‖𝐿4‖∇𝑤‖𝐿2‖𝑢‖𝐿4  

                        

≤ 𝑐‖𝑢‖𝑔
1
2⁄ ‖∇𝑢‖𝑔

1
2⁄ ‖∇𝑤‖𝑔‖𝑢‖𝑔

1
2⁄ ‖∇𝑢‖𝑔

1
2⁄  

                        

≤ 𝑐‖u‖𝑔‖∇𝑢‖𝑔‖∇𝑤‖𝑔 

≤ 𝑐2
𝜀4
2
‖∇𝑤‖𝑔

2‖∇𝑢‖𝑔
2 +

1

2𝜀4
‖𝑢‖𝑔      

2                                                                                       (4.16) 

 

Eş. 4.16 da Ladyzhenskaya, Hölder ve Young eşitsizlikleri kullanılmıştır.  

 

Cauchy-Schwarz ve Young eşitsizliği kullanılarak 

 

𝜈 |(𝐴𝑔𝑤, 𝑢𝑡)𝑔| ≤ 𝜈
‖∇𝑤‖𝑔‖∇𝑢‖𝑔 

≤
𝜀5
2
‖∇𝑢𝑡‖𝑔

2 +
𝜈2

2𝜀5
‖∇𝑤‖𝑔           

2                                                                                                 (4.17) 

 

yazılır. 
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Cauchy-Schwarz ve Young eşitsizliği kullanılarak 

 

 𝜈 |𝑏𝑔 (
∇g

𝑔
, 𝑤, 𝑢𝑡)| ≤

𝜈

𝑚0

‖∇𝑔‖∞‖∇𝑤‖𝑔‖𝑢𝑡‖𝑔        

≤
𝜀6
2
‖𝑢𝑡‖𝑔

2 +
1

2𝜀6

𝜈2

𝑚0
2
‖∇𝑔‖∞

2 ‖∇𝑤‖𝑔
2                                                                                     (4.18) 

 

 𝜈2 |𝑏𝑔 (
∇𝑔

𝑔
, 𝑢, 𝑢𝑡)| ≤

𝜈2
𝑚0

‖∇𝑔‖∞‖∇𝑢‖𝑔‖𝑢𝑡‖𝑔        

≤
𝜀7
2
‖𝑢𝑡‖𝑔

2 +
1

2𝜀7

𝜈2
2

𝑚0
2
‖∇𝑔‖∞

2 ‖∇𝑢‖𝑔
2                                                                                      (4.19) 

 

 𝛼 |𝑏𝑔 (
∇𝑔

𝑔
, 𝑢𝑡 , 𝑢𝑡)| ≤

𝛼

𝑚0

‖∇𝑔‖∞‖∇𝑢𝑡‖𝑔‖𝑢𝑡‖𝑔        

≤
𝜀8
2
‖𝑢𝑡‖𝑔

2 +
1

2𝜀8

𝛼2

𝑚0
2
‖∇𝑔‖∞

2 ‖∇𝑢𝑡‖𝑔
2                                                                                    (4.20) 

  

Eş. 4.18, Eş. 4.19, Eş. 4.20 elde edilmiştir. 

 

Ladyzhenskaya, Hölder, Poincaré eşitsizliği uygulanarak 

  

|𝑏𝑔(𝑢, 𝑤, 𝑢𝑡)| ≤ ‖𝑢‖𝐿4‖∇𝑤‖𝐿2‖𝑢𝑡‖𝐿4  

≤ 𝑐‖𝑢‖𝑔
1
2⁄ ‖∇𝑢‖𝑔

1
2⁄ ‖∇𝑤‖𝑔‖𝑢𝑡‖𝑔

1
2⁄ ‖∇𝑢𝑡‖𝑔

1
2⁄  

≤ 𝑐‖∇u‖𝑔‖∇𝑤‖𝑔‖∇𝑢𝑡‖𝑔 

≤
𝜀9
2
‖∇𝑢𝑡‖𝑔

2 +
𝑐2

2𝜀9
‖∇𝑤‖𝑔

2‖∇𝑢‖𝑔
2                                                                                            (4.21) 

 

ve 

 

|𝑏𝑔(𝑧, 𝑢, 𝑢𝑡)| ≤ ‖𝑧‖𝐿4‖∇𝑢‖𝐿2‖𝑢𝑡‖𝐿4  

≤ 𝑐‖𝑧‖𝑔
1
2⁄ ‖∇𝑧‖𝑔

1
2⁄ ‖∇𝑢‖𝑔‖𝑢𝑡‖𝑔

1
2⁄ ‖∇𝑢𝑡‖𝑔

1
2⁄  

≤ 𝑐‖∇z‖𝑔‖∇𝑢‖𝑔‖∇𝑢𝑡‖𝑔 

≤
𝜀10
2
‖∇𝑢𝑡‖𝑔

2 +
1

2𝜀10
𝑐2‖∇𝑧‖𝑔

2‖∇𝑢‖𝑔
2                                                                                     (4.22) 
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eşitsizlikleri elde edilmiştir. 

 

Eş. 4.11 –Eş. 4.22 değerlendirmeleri Eş. 4.10 un sol tarafında dikkate alındığında  

 

1

2

𝑑

𝑑𝑡
(‖𝑢𝑡‖𝑔

2 + (𝛼 + 𝜈2)‖∇𝑢‖𝑔
2 + ‖𝑢‖𝑔

2 (
𝜈2
2

1

𝑐
−
𝜀2
2
−

𝛼2

2𝑚0
2𝜀3

‖∇𝑔‖∞
2 −

1

2𝜀4
) 

 

+‖∇𝑢‖𝑔
2(
𝜈2
2
−
𝜀1
2
−
𝜈2
𝑚0

𝑐‖∇𝑔‖∞ − 𝑐
2
𝜀4
2
sup
0<𝑡<𝑇

‖∇𝑤‖𝑔
2 −

1

2𝜀7

𝜈2
2

𝑚0
2
‖∇𝑔‖∞

2  

 

−
1

2𝜀9
𝑐2 sup
0<𝑡<𝑇

‖∇𝑤‖𝑔
2 −

1

2𝜀10
𝑐2 sup
0<𝑡<𝑇

‖∇𝑧‖𝑔
2) + ‖𝑢𝑡‖𝑔

2 (1 −
𝜀6
2
−
𝜀7
2
−
𝜀8
2
) 

 

+‖∇𝑢𝑡‖𝑔
2 (𝛼 −

𝜀3
2
−
𝜀5
2
−

1

2𝜀8

𝛼2

𝑚0
2
‖∇𝑔‖∞

2 −
𝜀8
2
−
𝜀9
2
) 

 

≤ 𝜈2 sup
0<𝑡<𝑇

‖∇𝑤‖𝑔
2 (

1

2𝜀1
+

1

2𝜀2𝑚0
2
‖∇𝑔‖∞

2 +
1

2𝜀5
+

1

2𝜀6

𝜈2

𝑚0
2
‖∇𝑔‖∞

2 ) 

 

eşitsizliği yazılır. 

 

Burada 𝑤 ve 𝑧, Eş. 4.1 in zayıf çözümleri olduğundan  

 

sup
0<𝑡<𝑇

‖∇𝑤‖𝑔
2 = k1   

sup
0<𝑡<𝑇

‖∇𝑧‖𝑔
2 = k2 

 

olarak yazılır ve burada 𝑘1 ve 𝑘2 sabit sayılardır. 

 

𝜀1 = 𝜀2 = 𝜀4 = 1 

𝜀3 = 𝜀5 = 𝜀9 = 𝜀10 =
1

4
 

𝜀6 = 𝜀7 = 𝜀8 =
1

2
 

ve 𝑘 = 𝑚𝑎𝑥{𝑘1, 𝑘2} olarak alındığında 
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𝑑

𝑑𝑡
(‖𝑢‖𝑔

2 + (𝛼 + 𝜈2)‖∇𝑢‖𝑔
2) + ‖𝑢‖𝑔

2 (𝜈2
1

𝑐
− 2 −

4𝛼2

𝑚0
2
‖∇𝑔‖∞

2 ) 

 

+‖∇𝑢‖𝑔
2 (𝜈2 − 1 − 9𝑐

2𝑘 −
2𝜈2
𝑚0

𝑐‖∇𝑔‖∞ −
2𝜈2

2

𝑚0
2
‖∇𝑔‖∞

2 ) 

 

+‖𝑢𝑡‖𝑔
2
1

2
+ ‖∇𝑢𝑡‖𝑔

2 (2𝛼 − 1 −
2𝛼2

𝑚0
2
‖∇𝑔‖∞

2 ) ≤ 𝜈2𝑘 (5 +
3

𝑚0
2
‖∇𝑔‖∞

2 ) 

 

eşitsizliği elde edilir. 

 

Burada ‖𝑢‖𝑔
2 , ‖∇𝑢‖𝑔

2  ve ‖∇𝑢𝑡‖𝑔
2  terimlerinin katsayıları pozitif, yeterince büyük 𝜈2 ve 𝛼 

katsayıları için  

 

(𝜈2𝜆𝑔 − 2 −
4𝛼2

𝑚0
2
‖∇𝑔‖∞

2 ) ≥ ℎ1 

 

(𝜈2 − 1 − 9𝑐
2𝑘 −

2𝜈2
𝑚0

𝑐‖∇𝑔‖∞ −
2𝜈2

2

𝑚0
2
‖∇𝑔‖∞

2 ) ≥ ℎ2 

 

(2𝛼 − 1 −
2𝛼2

𝑚0
2
‖∇𝑔‖∞

2 ) > 0 

 

olması şartıyla  

 

𝑑

𝑑𝑡
(‖𝑢‖𝑔

2 + (𝛼 + 𝜈2)‖∇𝑢‖𝑔
2) + 𝛽(‖𝑢‖𝑔

2 + (𝛼 + 𝜈2)‖∇𝑢‖𝑔
2) ≤ 𝜈2𝑘 (5 +

3

𝑚0
2
‖∇𝑔‖∞

2 ) 

 

elde edilir. Burada 

 

𝛽 = 𝑚𝑖𝑛 (ℎ1,
ℎ2

𝛼 + 𝜈2
)  

 

olarak alınmıştır. 
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Bu son eşitsizliğe Gronwall lemması uygulandığında  

 

(‖𝑢‖𝑔
2 + (𝛼 + 𝜈2)‖∇𝑢‖𝑔

2) ≤
𝜈2

𝛽
𝑘 (5 +

3

𝑚0
2
‖∇𝑔‖∞

2 ) 

 

yazılır. 

 

Böylece 

 

(‖𝑤 − 𝑧‖𝑔
2 + (𝛼 + 𝜈2)‖∇(𝑤 − 𝑧)‖𝑔

2) ≤
(𝜈1 − 𝜈2)

2

𝛽
𝑘 (5 +

3

𝑚0
2
‖∇𝑔‖∞

2 )                   (4.23) 

 

bulunur. 

 

Eş. 4.23, 𝜈 viskozite katsayısına sürekli bağımlılığı bir diğer ifadeyle denklemin yapısal 

kararlılığını verir. Yani 𝜈1, 𝜈2 ye giderken, 𝐻𝑔 uzayında, 𝑤, 𝑧 ye gider bunun yanında 

𝑉𝑔 uzayında da, 𝑤, 𝑧 ye gider. Bu sonuç denklemin çözümlerinin 𝐻𝑔ve 𝑉𝑔 uzayında yapısal 

kararlılığını verir. 
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5. SONUÇ VE ÖNERİLER 
 

Akışkanların hareketi bilim adamları tarafından  çalışılan konular arasındadır ve bu konular 

bir çok çalışmanın kaynağı olmuştur. Navier-Stokes denklemleri, Kelvin-Voight 

denklemleri akışkan hareketlerini ifade eden önemli denklemlerdendir. Bu denklemlerin 

çözümlerinin uzun zamanlı davranışlarını incelemek olayları açıklamak açısından önemlidir. 

Bu tip olayları anlayabilmek için ele alınan modelleri ifade eden denklemlerin çözümleri 

için belirleyici modlar, yerel olmayan çekicilerinin  varlığı, yapısal kararlılığı gibi 

problemler günümüzde yoğun bir şekilde çalışılmaktadır. Bu tezde g-Kelvin-Voight 

denklemleri incelenmiştir. Denklemde yer alan 𝜈 viskozite katsayısındaki değişimin 

denklemin çözümü üzerindeki etkisi incelenmiş denklemin 𝜈 katsayısına sürekli bağımlılığı 

gösterilmiştir. Yapısal kararlılık uygulamada yeri olan ve farklı denklemler ve modeller için 

ele alınan önemli problemlerdendir. Denklemin katsayılarının değişebilir olması fizikçiler 

açısından önemlidir. g-Kelvin-Voight denklemlerinin çözümlerinin ele alınmayan 

özellikleri üzerinde çalışmalara devam edilmektedir. 
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