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OZET

Bu tezde g-Kelvin-Voight denklemleri ele alinmistir. Birinci bolimde g-Kelvin-Voight
denkleminin ¢ikarilist ile ilgili temel bilgilere yer verilmis, ayrica literatiirde yer alan yapisal
kararlilikla ilgili calismalar incelenerek gerekli sonuglar ele alinmustir. Tkinci bolimde tez
icerisinde kullanilmis olan temel tanimlar, teoremler ve notasyonlara yer verilmistir. Ugiincii
bolimde g-Kelvin-Voight denkleminin varlik ve tekligi gozden gegirilmis, bu konuda
yapilmis olan galismalar incelenmistir. Dordiinct bolimde denklemin yapisal kararliligina
yer verilmis bu denklemin yapisal kararlilig1 elde edilmistir.
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ABSTRACT

In this thesis, g-Kelvin-Voight equations are discussed. In the first part, the basic information
about the extraction of the g-Kelvin-Voight equation is given and the studies on structural
stability in the literature are examined and the necessary results are discussed. In the second
part, the basic definitions, theorems and notations used in the thesis are given. In the third
chapter, the existence and uniqueness of the g-Kelvin-Voight equation is reviewed and the
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SIMGELER VE KISALTMALAR

Bu c¢alismada kullanilmis simgeler ve kisaltmalar, agiklamalari ile birlikte asagida

sunulmustur.

Simgeler Aciklamalar

R Reel sayilar kiimesi

Il .|l Norm

(1 )g I¢ carpim

LP(Q) Q da p. kuvveti integrallenebilen fonksiyonlarin uzay1
c(Q) (1 da siirekli fonksiyonlarin uzay1

Q) Q da m. mertebeye kadar siirekli fonksiyonlarin uzay1
X' X uzaymnin duali

Laplace operator

v gradient



1. GIRIS

Visko elastik sivinin hareketi ve visko elastik materyallerin bazi temel 6zeliklerini ifade eden
Kelvin-Voight denklemleri 1973°de Oskolkov tarafindan su ve polimer karisimini ifade eden

bir model olarak verilmistir. Kelvin-Voight denklemleri asagidaki gibi ifade edilir.

u; — aldu; —vAu + (u.Viu + Vp = f(x, t) (1.1)
Vu=0 xeQ, t>0 (1.2)
u(x,0) =u, xeQ,u=0209Q,t=0. (1.3)

Burada Q c R%,d = 2,3 ... olmak tiizere sinirli bir bolge, u akis hizi, p basing olmak {lizere

bilinmeyenlerdir. f(x, t) dis kuvveti gostermekte ve v > 0, @ >0 olmak Uzere sabitlerdir.

Burada;
ouj .
w.V)u = ?zluia—x’i j=1,...n
92 -
A=3i153 Laplace operatérii
i
d 2 .

V= (a_xl‘ a) gradient

. on @ Lo -
div = =155 diverjans operatorti
dar.

Bu tezde 2 boyutlu uzayda g-Kelvin-Voight denklemi ¢alisilmistir. Bu denklemler 3 boyutlu
Kelvin-Voight denklemlerinden ¢ikarilmistir. Bunlarin ¢ikarilisinda g-Navier Stokes

denklemlerinden esinlenilmistir.



g-Navier Stokes denklemleri Roh [1] tarafindan 3 boyutlu uzayda Navier-Stokes

denklemlerinden ¢ikarilmistir. Navier-Stokes denklemi;

u, —vAu +u.Vu + Vp = f(x,t) (1.4)

Vu=0 xeQ, t>0 (1.5)

bi¢imindedir. Goriildiigii gibi Kelvin-Voight denklemlerinde ¢ = 0 olmasi durumunda
Navier-Stokes denklemlerine indirgenir. aAu, teriminin Kelvin-Voight denkleminde yer
almasi sayesinde Navier Stokes denkleminin ¢oziimleri regiiler hale getirilmistir. 3 boyutlu
Navier-Stokes denklemi once bagimsiz degiskenlerin degisimi ile daha sonra integral
yardimiyla tanimlanan ortalama doniistimler kullanilarak 2 boyutlu uzayda g-Navier Stokes
denklemleri elde edilmistir. Aslinda bu tip problemler ince bolge problemlerinden ortaya
cikmistir. Bu ¢alismalar 3 boyutlu uzayda ele alinan bazi denklemler i¢in 6rnegin Navier-
Stokes denklemleri i¢in agik problemleri incelemede bir yaklasim olarak diistiniilmiistiir.
Bilindigi gibi Navier-Stokes denkleminin 3 boyutlu uzayda c¢oziimlerinin, tekligi ve
stirekliligi hala glinlimiizde agik problemdir. Bilim adamlar1 tarafindan bu problemler yogun
bir sekilde ¢alisilmaktadir. Ornegin; Raugel ve Sell [2] makalelerinde Navier-Stokes
denklemlerini Q, = Q, X (0, €) ince bdlgede ¢dzliimlerini incelemislerdir. Burada ¢ pozitif
ve reel kiictik parametre, Q,, R? de smirl bir bdlge olarak ele alinmustir. Roh ise tezinde &
yerine x,ynin bir fonksiyonu olan g = (x,y) fonksiyonu igin g-Navier Stokes

denklemlerini incelemistir.

g- Kelvin-Voight denklemi;

ou_v V.gV v Vg.Vv ¢ V.gV z Vg.V Y Vp = 1.6
E—E( g )u+§( g )u—g( g )ut+§( g-Vus +u.Vu+Vp = f(x) (1.6)
V.(gu) = 0,0 x [0,T] (1.7)
u(x,0) = uy(x), Q (1.8)

u=0,00x%[0,T] (1.9)



olarak ifade edilir. Burada Q c R?olmak iizere sinirli bir bolge, v > 0 ve a >0 olmak lizere
sabitlerdir. g-Kelvin-Voight denkleminin Drichlet sinir kosullar1 altinda ¢oztimlerinin varlik
tekligi [3] te verilmistir.

Navier-Stokes denklemlerinde oldugu gibi g-Kelvin-Voight denklemlerinin de ¢éziimlerinin

uzun zamanli davranisi, belirleyici modlar1 ve yapisal kararliligi 6nemli problemlerdendir.

Fiziksel problemlerin ¢oziimii konusunda olduk¢a 6nemli olan ayrica giiniimiizde bir ¢ok
bilim adaminin ilgisini ¢ekmekte olan yapisal kararlilik diferensiyel denklem sistemlerinde
yer alan parametrelerin kiigiik degisimlerinde ¢6ziim egrilerinin yoriingelerinin davraniginin
etkilenmemesi seklinde ifade edilir. Bir diger ifadeyle yapisal kararlilik denklemde bulunan
katsayilarin degisiminin ¢oziimlere etkisini incelemektedir. Bu konuda lineer ve lineer
olmayan kismi tiirevli denklemler i¢in pek ¢ok sonuca ulasilabilir. Yapisal kararlilik
konusunda Ames ve Payne [4] te yer alan makalelerde Darcy-Brinkman, Darcy-Forcheimer
ve Brinkman-Forcheimer denklemleri igin yapisal kararlilik arastirmalar verilebilir. Ornek

olarak Payne ve Straughan’in yapisal kararliligi asagida ana hatlartyla verilecektir [5].

Payne ve Straughan makalelerinde doymus gozenekli ortamlarda yavas olmayan sivi
akislart i¢in Brinkman-Forcheimer denklemlerini analiz etmislerdir. Coziimiin farkl
Brinkman ve Forcheimer katsayilarindaki degisimlere siirekli bagimlhiligi ayr1 ayri

incelenmistir.

Brinkman-Forcheimer denklemi;

u; = yAu —au — blu|*u—Vp, V.u=0, x € Q (1.10)
u(x,0) = uy(x), x €Q, (1.11)
u=0x€dQ, t>0 (1.12)

seklinde ifade edilir. Burada u = (uy,u,, u3) akiskan hizi vektoriini, y > 0 Brinkman
katsayisini, a > 0 Darcy katsayisini, b > 0 Darcy katsayisini, p basinct ifade etmektedir. )
R3 de sinurli bir bolgedir.



Brinkman katsayisi olan y ye siirekli bagimlilig1 géstermek i¢in y; ve y, farkli Brinkman

katsayilari, u; ve v; Es. 1.10 ve Es. 1.12 baslangi¢ deger probleminin iki ¢6zimu olmak

Uzere

oy, du;

Frin Y1Au; — au; — blulu; —p; , %, =0, OQx{t>0} (1.13)
u; =0, 90 x {t > 0} (1.14)
u;(x,0) = fi(x) x €N (1.15)
ov; v

E=y2Avi—avi—b|v|vi—q,i J a—xi= 0, OQx{t>0} (1.16)
v; =0, 90 x {t > 0} (1.17)
v;i(x,0) = f;(x) x €N (1.18)

olarak yazilir. Q, R® de siirh bir bolge, dQ, Q nin smiri, f; baslangig deger ve her iki
problem icin de ayn1 Forcheimer katsayisina sahip olmak tizere w; = u; —v;, T =p — q,

0 = y; — Y, olarak tanimlandiginda w; asagidaki baslangi¢c deger problemini saglar.

aWi an'
— =y, Aw; — 0Av; — aw; — b(lulu; — |v|vy) — my, =0, OQx{t>0} (1.19)
ot ’ axi
w; =0, 90 x {t > 0} (1.20)
w;(x,0) = 0 X €Q (1.21)

y1 katsayisina gore siirekli bagimliligr elde etmek i¢in dncelikle Es. 1.19 u w; ile ¢arpip (1

izerinde integrali alindiginda ve aritmetik geometrik ortalama esitsizligi kullanildiginda

1d 5 o’ 5 , 1
EE”W” < 4—)/1||V17|| —allw|| —Eb.fﬂ(hﬂ + [v)w;w;dx (1.22)



elde edilir. Es. 1.16- Es. 1.18 v; ile ¢arpilip Q Uzerinden integrali alindiginda

t

t
IolI2 + 27, j e=20=M||7p|[2 dy + 2b j e-2a(t-) j w3 dx = IfllZe=2%  (1.23)
0 Q

0

elde edilir. Daha sonra Es. 1.22 nin integrali alindiginda ve Es. 1.23 deki degerlendirme

kullanilarak

Ilfllze‘z‘”a2

lwl|* <
4y1Y2

esitsizligine ulasilir. Burada y; katsayisina siirekli bagimlilig1 yani yapisal kararlilig: ifade

eder.

Payne ve Straughan bu makalede Forcheimer katsayist olan b ye siirekli bagimlilig
gOstermek igin b; ve b, farkli Forcheimer katsayilari, u; ve v; Es. 1.10 ve Es. 1.12 baslangic

deger probleminin iki ¢6ziimii olarak kabul ederek benzer bir yaklasimda bulunmuslardir.
Yapisal kararlilik konusunda yapilan caligmalara 6rnek vermek i¢in pek cok calisma
gosterilebilir. Bunlardan bir digeri de Celebi, Giir ve Kalantarov’'un Marine Riser

denklemlerinin yapisal kararliligini incelemis olduklar1 ¢aligsmadir [6].

Marine Riser denklemleri ;

U + kA?u + abu + §.Vu, + bluPu, =0,x €Q, t >0 (1.24)
ulx,0) =up(x),  ux0)=ux), x€Q (1.25)
o €00, t>0 1.26
u=--=0, x , (1.26)

seklinde ifade edilmistir. Burada Q ¢ R, N < 3 siurh bolge, dQ smir, v vektor, k > 0,

p=1,b>0,a € Rsabitlerve § = (g4, ..., gn) € R ve vektordur.



Celebi, Giir ve Kalantarov tarafindan bu makalede a,b ve g i¢in siirekli bagimlihk
incelenmistir.

Celebi, Kalantarov ve Ugurlu [7,8] Brinkman-Focheimer denklemlerinin, Liu ve Xiao [9]
siirl1 bolgelerde Darcy akisiyla etkilesimli Brinkman akis1 i¢in yapisal kararliligi
vermislerdir. Yapisal kararlilikla ve bu denklemlerle ilgili daha fazla ¢alisma igin [10-20]

kaynaklar1 verilebilir.

Bu tezde g-Kelvin-Voight denklemleri ele alinmis, g-Kelvin-Voight denklemleri igin yapisal

kararlilik konusu ¢alisilmistir.



2. TEMEL KAVRAMLAR VE NOTASYONLAR

Bu boliimde tezin daha sonraki bélimleri icin gerekli olan temel notasyonlar, kavramlar ve

onermeler verilecektir.
2.1. Temel Tamimlar

2.1.1. Tanim

X bir vektdr uzayr olmak iizere X vektor uzay: ilizerinde ||.||: X — [0,00) fonksiyonu
asagidaki ozellikleri saglarsa X uzayi tizerinde bir norm olarak tanimlanir. (X, ||. ||) uzayma

normlu uzay denir.

i) ||x|| = 0 ancak ve ancak x = 0,
i) [[Ax][ = [Allx|| vx € X, 1€R,
iii) llx + || < llx|l + llyll , Vx, y € X (liggen esitsizligi) [21].

2.1.2. Tanim

X bir normlu uzay olsun. Bu uzayda alinan her Cauchy dizisi yakinsaksa uzaya tam uzay

denir. Banach uzay1 tam normlu uzay olarak tanimlanir [21].
2.1.3. Tanim

X bir vektor uzayi olmak iizere (.,.): X X X = R fonksiyonu her x,y € X ve a,b € R igin
asagidaki ozellikleri saglarsa bir i¢ carpim olarak tanimlanir. ((. ,o ), X ) uzayina da i¢ carpim

uzay1 denir.

) xy)=mx) ,
i) Ax +uy,z) = A(x,z) + u(y, z) , her x, yeX igin

iii)  VxeX icin (x,x) = 0 ancak ve ancak x = 0 [22].



2.1.4. Tanim

X bir i¢ ¢arpim uzay1 olsun. Eger i¢ ¢arpimdan dogan norma gore X uzay1 tamsa Hilbert

uzay1 adin alir [22].
2.2. Fonksiyon Uzaylari
2.2.1. Tanim

1<p<o,Q, R"debirbodlge ve x € R" olmak Uzere
flu(x)lpdx < o0
Q

kosulunu saglayan, 6l¢iilebilir fonksiyonlar uzayina LP (1) uzayi1 denir. Bu uzaya ait norm

1

lullyy = < f |u(x)|pdx>”
Q

ile gosterilmektedir .

p =2 olmak Uzere L*(Q) uzayr [, |u(x)|?dx < oo esitsizligini saglayan olgiilebilir

fonksiyonlar uzayidir. Bu uzaya ait norm

1

”u”LZ(Q) = <f Iu(x)lzdx>2
Q

olarak tanimlanmaktadir [22].
2.2.2. Tanim

p — o olmak Uzere Q da hemen hemen her yerde sinirhi dlgiilebilir fonksiyonlar uzay1
L= (Q) ile gosterilir.



Bu uzay Gzerindeki norm [[u|lc, = [[ull ) = esssupyeqlu(x)| olarak tammlanir [22].

2.2.3. Tanim

Q c R" olmak {izere eger her Ol¢iilebilir A c Q da u fonksiyonu integrallenebilirse u ya

lokal olarak integrallenebilirdir denir [23].
2.2.4. Tanim

Q < R™ bir bolge, «; ler negatif olmayan tamsayilar olmak tizere @ = (ay, ..., @,) ¢oklu

indis olarak adlandirilirlar. Burada

n
j=1

olarak ifade edilir.

an

x = (xq, .., %,) Olmak Uzere x® =x;*..x," ile gosterilir. u fonksiyonu Q da cok

degiskenli fonksiyon olmak iizere u nun a. tiirevi

allu(x)

a143,.02 an
Ox,0x,* ...0x,

D%u(x) =

bigciminde gosterilir [23].
2.2.6. Tanim

Q c R™ de bir bélge, u, v € L}, olmak iizere eger her ¢ € D(Q) icin

fu(x)D“qb(x)dx =(—1)|“|fv(x)gb(x)dx
Q Q
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esitligi saglanacak sekilde bir v fonksiyonu varsa v ye u nun Q da a. mertebeden zayif
tirevi denir [23].

2.2.7. Tanim

1 < p < oo olmak uzere kendisi ve k. mertebeden zayif tiirevleri LP (1) uzayina ait olan

tiim fonksiyonlar uzayma W*? (Q) Sobolev uzay1 denir.

u € WHkP(Q) ise Sobolev uzay iizerindeki norm

1/p
z <f |D“u|pdx> (1<p< )
= \Jo
”u”Wk’P(Q) = lalsk

esssupg |Dul (p = )

|a|<k
bi¢iminde tanimlanir.

p = 2 olmas1 durumunda k = 0,1,2 ... igin  W*2(Q) = H*(Q) ile gosterilir. H*(Q) bir
Hilbert uzayidir ve H°(Q) = L?(Q) dir [21].

2.2.8. Tanim

Q c R™ olmak uzere C(Q), Q bolgesinde surekli fonksiyonlarin uzayi olarak tanimlanir
[23, 24].

2.2.9. Tanim

Q c R" olmak lizere C™(Q), Q bolgesinde m. mertebeye kadar siirekli fonksiyonlarin

uzayidir ve

du d™u
cC"Q) ={wu—,..,—

T e Q da stirekli}

ile gosterilir [23, 24].
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2.2.10. Tanim

C”(Q) uzayi, Q < R™ bolgesinde her mertebeden tiirevi siirekli fonksiyonlarin uzay1 olarak
tanimlanmaktadir [23, 24].

2.2.11. Tanim

Co’(Q) uzay1 Q < R™ bolgesi Gzerinde her mertebeden turevleri sirekli olan ve kompakt

destege sahip fonksiyonlar uzay1 olarak tanimlanmaktadir [23].
2.3. Kullanilan Esitsizlikler

2.3.1. Young esitsizligi
1<p p<oove %+%= 1 olsun. Burada

a? b4
ab < —+4+—
q

olur. Burada a, b > 0 dir.
Bir diger ifadeyle

ab < eaP + C(e)b? (a,b > 0, & > 0) olarak da gosterilir. Burada
C(e) = (ep)™"Pq " [22].

2.3.2. Holder esitsizligi

1< p,q<o , -+

Q|-

=1 olsun. Eger f € LP(Q),v € L1(Q) ve fg € L}(Q) olmak

SRR

Uzere

Ifglle < Ifllepllgllza
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olarak ifade edilir [21].

2.3.3. Genellestirilmis Holder esitsizligi

1<y, Py < oovepi+pi+ +pi =1, u, € LPe(Q), k = 1,2,..., molsun. Boylece
1 2 m

1
f [Ug oo Uy ldx < n||u1||LPk(m
Q k

elde edilir [21].
2.3.4. Cauchy-Schwarz esitsizligi

H bir reel lineer uzay olmak tzere (, ): H X H — R de bir i¢ carpim ve u € H igin

llull = (u, u)/? olmak lizere Cauchy-Schwarz esitsizligi u, v € H i¢in
|(w, )| < llulllivil

olarak yazilir [7] .

2.3.5. Ladyzhenskaya esitsizligi

n=21igin

lullsqurgy < clulz llullz ,vu € H'(R?, g)

ve n = 3i¢in

1 3
lullpmegy < clul*lullz ,vu € H'(R?, g) dir [25].
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2.3.6. Gronwall lemmasi (Diferensiyel Form)

n(.), [0, T] araliginda, negatif olmayan siirekli bir fonksiyon, ¢(t) ve (t), [0, T] araliginda

negatif olmayan integrallenebilen fonksiyonlar olsun.
Her0 <t <T igin

n'®) < ¢ n®) + P(©)

esitsizligi saglaniyorsa

n(t) < elo 963 In(O) + f tw(s)ds]

olur [21].
2.3.7. Poincaré esitsizligi

vu € Hi(Q) igin |lull% < cllDull®. esitsizligi  saglanacak sekilde bir ¢ >0 sabiti

mevcuttur.

Burada
m

|Du|2 = |Vu|2 = ZlDﬂilz
j=1

olarak tanimlanmistir [22].
2.4. Banach Uzay1 Degerli Fonksiyon Uzaylari

X Banach uzayi1 olmak ilizere 1 < p < cove — oo < a < b < o olacak sekilde (a, b)
den X e tanmimlanmig olan Olgiilebilir ve f:ll FOI% dt < oo kosulunu saglayan f

fonksiyonlarinin uzayi LP ((a, b); X) ile gosterilir.
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Bu uzay zerindeki norm

1

b P
IF Il L apyixy = (J If (©II% dt)

biciminde tanimlanir.
p = oo oldugunda

L*((a,b); X) uzayt (a, b) den X e tanimlanmis olan esssup||f(t)|lx < o kosulunu
te(a,b)

saglayan olgiilebilir fonksiyonlarin uzayidir ve tizerindeki norm

I 1l Lo (apy;xy = esssupllf (O)llx
te(a,b)

seklinde verilir [26].
2.5. g-Kelvin-Voight Denklemlerinin incelenmesinde Yer Alan Bazi Uzaylar
g yeterince dizgun pozitif bir fonksiyon olmak tzere

L*(Q, g) uzay1
(wv)g = fu. vgdx
Q

i¢ carpimi ve ||u||§ = (u, u)4 normu ile bir Hilbert uzaydar.

H(Q, g) ise benzer sekilde
S
u v
W, V) 0.9) = (w0 + Zl G s
=

i¢ carpimi ve ||u||12{1(9' 9= (U, uy1(q,gy normu ile bir Hilbert uzayidir.



H, ve V; uzaylar

Hy = Clpzq g){u € C5°(): V.gu = 0}
V, ={u € Hg(Q,9):V.gu = 0}
olarak tanimlanir [1,3].

2.6. Baz1 Operatorler

Helmholtz-Leray projeksiyonu

L1(Q) = H,(Q)DG,(Q) direkt toplami olarak yazilir. Burada

H,(Q) = {u € L1(Q):divu = 0, u.nlzg = 0}

G,(Q) ={u € L1(Q):u=Vp, p € Lj,:(Q)iginVp € L1(Q) }

dir. B;: L*(Q,g) —» H,(Q) Helmholtz-Leray projeksiyonu olarak adlandirilir [27].

g-Stokes operatori

1
Aju=F, [—E (V.gV)u] = Fy[—A4u]

olarak tanimlanir [1].

Burada P,: L*(Q), g) = H, heru € H, ve v € L?(Q, g) icin Pyv = u bicimindedir [28].

A, operatord ile ilgili dnerme verilecektir.

15
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2.6.1. Onerme

A, pozitif, self-adjoint ve kompakt tersi olan bir doniisiim olmak {izere tanim kiimesi
D(4,) =V, N H*(Q, g) olarak yazilr.

. e e 47?2 .
Ag’nin en kiigiik 6zdegeri 4; ve 4, = 2 olmak Uizere
M

OSAQSA:[SAZsAgS
olacak sekilde A, ’nin sayilabilir 6zdegeri vardir.

Ay nin A; 6zdegerlerine karsilik gelen {w; };cy 0zfonksiyonlar dizisi H; uzaymin ortonomal
bir bazini olusturur.

A .

7 T 0 F o .
g:Vy = V' doniisiimii bir izomorfizmdir.

n
(Agu,v), = Z(Diu. Dv),
i=1

A, operat6rii self- adjoint oldugundan u € D(4,) icin
(Agu,u)g = (A;/zu, A;/Zu)g
esitsizligi yazilir. Diger yandan kismi integrasyon ile
(Agu,up, = (P, [—é(v.gV)u],u)g = j (Vu. Vu) gdx = (Vu, Vu),
Q
esitsizlikleri elde edilir. Burada P, operatérinun self-adjoint olduguna dikkat edilmelidir.

Ayrica ||A;/2u||: = ||Vu||f, dir [1].



g-Laplace Operatori

1 1
—Agu = —E(V.gVu) =—Au— E(Vg.V)u

oldugundan u, v € Vj; igin

1 1
(—E V.gMu,v)y = (—Au,v), — (E (Vg.Vu,v),
olarak yazilir [1].

Cq Operator

u €V igin
1
Cou =P, [E (Vg.V)u]

olarak tanimlanir. Bu operatérin bir v € Hy ile i¢ garpimi

=1 Vg
(Cqu,v)g = Z f —Dig(Diuj)ngdx = by(—,u,v)
a9 g

ij=1
seklinde gosterilir [1].
2.7. Trilineer Form, Bilineer Déniisiim ve Ozellikleri
u, v, w fonksiyonlar1 L? (Q, g) uzaymin alt uzaylarindan olmak iizere bilineer doniisiim

B, (u,v) = P;[(u.V)v] olarak tanimlanur.

17
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Her u,v € D(4,) igin
|B (u,v) < c|||u||g/2||A u|| ||Vv||g olacak sekilde ¢ > 0 sabiti vardir.

Trilineer form

b(uvw)—z:fula w;jgdx

ij=1
bigiminde tanimlanir. Burada (B, (u, v), w)y = by (u, v, w) olarak yazilir [1].
2.7.1. Onerme

Yeterince dizgun u, v, w € H, fonksiyonlari igin

by(w,v,w) = —by(u, w, v) dir.

Bu esitlik kolayca gosterililebilir.

b(uvw)—ZJula w;gdx

i,j=1

—ngula w;dx

i,j=1

agv] ow;
2.[ vjwjdx ngu v]a W]dx

i,j=1

= E u;v; —dx

ij=1



= —bg (u,w,v)

u, v yeterince diizgun fonksiyonlar olmak tzere by (u, v,v) = 0 dir [1].

19
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3. G-KELVIN-VOIGHT DENKLEMLERININ VARLIK VE TEKLIiGIi

Visko elastik sivinin hareketi ve visko elastik materyallerin temel ézellikleri Kelvin-Voight

denklemlerinden ¢ikarilmis olan [3] g-Kelvin-Voight denklemleri

u v

% - (V.gVu+ ﬁ(Vg. Vu — %(V.gV)ut + %(Vg.V)ut +uVu+Vp=f(x) (3.1)

V.(gu) =0 ,Qx [0,T] (3.2)
u(x,0) = up(x) ,Q (3.3)
u=0,00x[0,T] (3.4)
bigimindedir.

Burada Q c R?de sinirh bir bolge, a > 0 olmak Uizere bir sabit ve g yeterince diizgiin pozitif

bir fonksiyondur. g fonksiyonu asagidaki 6zellikleri saglar.

) g(x) € C%()
i) Ag=0
iii) 0 <m, < g(x) < M, dir. Burada x € Q i¢in m, ve M, sabit sayilardir.

Es. 3.1 de u = (uq, u;) ve p bilinmeyenler olup G¢ bilinmeyen (¢ denklem baslangi¢ sinir
sartlartyla birlikte diisliniildiigiinde bu sistemin c¢oziimlerinin varlik ve tekligi
diistiniilmektedir. Bu problem icin zayif ¢oziimler asagidaki tanimda verildigi gibi

anlagilacaktir.

3.1. Tanim

u fonksiyonu ueL*(0,T;V,) N L?(0,T;V,) olmak iizere eger Es. 3.5 i saglarsa Es. 3.1 ve

Es 3.4 probleminin zay1f ¢oziimiidiir.
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Vg Vg
(ut,u)g +vb (?,u, v) + v(Vu, Vv)g + ab (?,ut,v> + a(Vut,Vv)g

+b(u,u,v) = (f,v)y (3.5)

Burada Vveljigin

m

b(u,v,w) = Z fuiaivjwjgdx
Q

ij=1
ve u,v,w L2(Q, g) nin uygun birer alt uzayidir. Burada (9; = %) olarak verilmistir.

Vu, vely igin V. gu = 0 oldugundan b(u,v,v) = 0 yazilabilir. Ayn1 sekilde Vu, vel, igin
Ag = 0 oldugundan

m
\Y 0;
b(—g,u,v) = Z f l—gaiujngdx
g o J

ij=1

m
0; %
=—Zfl—gaivjujgdx=—b(—g,v,u>
ad g

ij=1
olarak yazilir [3].

Problemin varlik ve tekliginin ispatinda Feado-Galerkin metodu kullanilmistir. Feado-
Galerkin metodunun ispatinda Oncelikle ele alinan Hilbert uzay1 sonsuz boyutlu uzay
oldugundan bu uzayin bazindan sonlu m tanesi secilerek onlarin gerdigi uzayda ¢oziimler
ele alinmistir. Bu uzaylar ayrilabilir oldugundan w;, w,,, ... seklinde lineer bagimsiz dizisi
daima vardir. Bunlardan sonlu tanesi wy,...,w,, seklinde alinarak bu baz elemanlari

tarafindan gerilen uzayda

Unp = ; @, (Dw; (3.6)
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¢Ozlimii olusturulur. Bu ¢6zlim sonlu boyutlu uzayda diisiintilmiistiir.
Buradaki sonlu boyutlu uzayda yer alan ¢ozimler bu m boyutlu uzayda dik izdiisiimdiir.
Feado-Galerkin metoduyla ¢6ziimiin varligi ispat edilirken oncelikle Es. 3.6 daki u,,

yaklasik ¢6zUmleri olusturulur. Daha sonra Es. 3.1 varyasyonel formda bu u,,, ¢ozimleri

u nun yerine yazildiginda ve v nin yerine w; alindiginda
Vg Vg
(Um, Wj)g + Vb <?' U, wj) + v(Vu,,, Vw;), + ab (;um wj) + a(Vuy,, Vw)),

Um (0) = Ugm (3.8)
esitligi yazilir. Burada ug,, V; de u, m izdiistimiidiir.

m — o i¢in Uy, = Uy a gicli yakinsaktir. Es. 3.7 ve Es. 3.8 den @4, ..., Ppmm

fonksiyonlari i¢in birinci mertebeden lineer olmayan pek ¢ok problemde

m m
\Y \Y)
Z {(Wi' W])g + a(VWi, VW])g + ab (_g, w;, W])} (D{m + Vz b <_g, w;, W]) q)im
— g — g
i=1 =1
m m
) (Tw, Ty i+ > bW Wi, wy) P (DD (8) = (f W)y (3.9)
i=1 i,l=1

sistemi elde edilir. Genel olarak @, niin katsayisinda yer alan matris elemanlar tersinirdir.
Burada ®;,,, niin katsayisindaki matris elemanlarinin tersinir oldugu [3] te Lemma 3 ile
gosterilmistir. @;,,, lerin var ve tek oldugu gosterilmistir. Boylece wu,, ¢Ozimleri

olusturulmustur.

Ikinci adim olarak u,, lerle ilgili bazi degerlendirmeler elde edilmistir. Bu ¢oziimlerin

Banach uzay1 degerli fonksiyonlarda yer aldig1 ifade edilmis, yani
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U € L?(0,T:Hy) 0 (0,T:V,)

oldugu gosterilmistir. Son olarak da Es. 3.7 ve Es. 3.8 den limite gegilerek V; deki u lar igin

¢Oziimiin varligi ispat edilmistir.

g-Kelvin-Voight denklemi igin teklik ise [3] te Teorem 5 ile verilmistir. Bu ¢alismada bu
problemin ¢oziimlerinin var ve tek oldugu [3] makalesi incelenerek bu bolimde ana

hatlartyla verilmistir.
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4, G-KELVIN-VOIGHT DENKLEMLERI ICIN YAPISAL
KARARLILIK

Bu bolimde g-Kelvin-Voight denklemleri i¢in yapisal kararlilik bir diger ifadeyle de
katsayilara siirekli bagimlilik incelenecektir. g-Kelvin-Voight denkleminin fonksiyonel

formda yazilis1

du

Tt +vAgu + vCyu + aAju, + aCyu, + By(u,u) = f(x) (4.1)

bicimindedir. Burada u akisin hizi, v viskozite katsayisi, @ Kelvin-Voight denklemine
bakildiginda Navier-Stokes denkleminin regiilerlestirme katsayisidir. v ve « pozitif sabitler
f (x) dis kuvvettir. Denklemin v ye bagl yapisal kararliligini incelemek i¢in w, z sirasiyla
Es. 4.1 1 saglasin. w ya karsilik gelen viskozite katsayis1 v;, z ye karsilik gelen viskozite

katsayis1 v, olarak gosterildiginde asagidaki denklemler yazilir.

Ccll_‘zl +viAgw + v, Cyw + aAgwy + aCyw, + By(w,w) = f(x) (4.2)
w(0) = w, (4.3)
dz

T +vA5z +v,Cyz + aAyz + alyzy + +By(z,2) = f(x) (4.4)
z(0) = z, (4.5)

Bu denklemler taraf tarafa ¢ikarillarak w — z = u, v; — v, = v yazildiginda

dw dz
E - % + legW - VzAgZ + VICgW - VngZ + aAth - aAth + anWt - anZt
+By;(w,w) — By(z,2z) = 0 (4.6)

olur.
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Denklemde Ay, Cynin lineerligi ve By nin bilineerligi kullanilarak Es. 4.6 asagidaki gibi

yeniden yazilir.

Ay ve C4 nin lineerligi kullanilarak

ViAgW — V4452 = viAgw — v Agw + v Agw — v Az
=(v1 = v)Agw + v, A4 (W — 2)

=VAgw + v, Agu

V1Cqw —v,Cz = v1Cgw — v, Cgw + v, Cgw — v, (g z
= (v; —v)Cew + v,Cy(w — 2)

=vCyw + v,C4u

yazilir.

Benzer sekilde A, ve C; operatorleri lineer oldugundan
aAgwe — algz, = aAg(w — z), = aAgu,

aCow, —aCyzy = aCy(w — z) = aCyu,

olur.

By nin lineerligi kullanilarak

B, (w,w) — By(z,2) = By(w,w) + By(z,w) — By(z,w) — By(z,z)
= Bg(w —z,w) + By(z,w — z)

=B, (u,w) + By(z,u)

yazilir.

Bu ifadeler Es.4.6 da yerine yazildiginda denklem yeniden duzenlenir.
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du
I +vAgw + v, Agu + +vCw + v, Cpu + aAgu, + aCyu, + By(u, w)
+B,;(z,u) =0 (4.7)

Bu yapisal kararlilig1 elde etmek igin Es. 4.7 6nce u ile H, uzayinda i¢ ¢arpim alindiginda

1d Vg Vg ad

R llull? + v(Agw,u)g + v, IVull3 + vb, (zwu) +v,b, (7,11, u) \NEPT IVull?

+ab (V—g Us u) +b,(u,w,u) =0 (4.8)
g g ) ) g ) )

elde edilir.

Benzer sekilde u; ile i¢ ¢arpimi alindiginda,

1d Vg Vg
lucll2 +v(Agw,u,) + v, ST IVullZ + vb, (?,W, ut> + v, by (;,u, ut> + allVull;

Vg
+0lbg (;; Uy, ut) + bg(u, w,u) + bg (z,u,u) =0 (4.9)

elde edilir.

Iki denklem taraf tarafa toplanarak gerekli diizenlemeler yapildiginda

1d

o¥T: (el + (@ + v)lIVully) + vallVull+llucllf + allvucll;

Vg Vg Vg
b (—,W,u>|+v b (—,u,u)|+a|b (—,u,u>|
9\g 2 (Y g 9\g t

Vg Vg
bg <? w, ut) bg (;,u, ut)

+ |bg(u, w, ut)| + |bg(z, u, ut)| (4.10)

< v|(AgW,u)g| +v

+|bg(u,w,u)| +v |(Agw,ut)g| +v

Vg
bg (F » Ut ut)

+ v,

+a
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esitsizligi elde edilir.

Sag tarafta yer alan terimler icin Cauchy-Schwarz, Hoélder, Young, Ladyzhenskaya ve

Poincaré esitsizlikleri uygulanarak asagidaki degerlendirmeler elde edilir.

Cauchy-Schwarz ve Young esitsizligi kullanilarak

v |(4gw, ) |<v(A 2w, 4. 2)

< vlivwligllvull,

2
vV
< Zvulz + —||vW||g (4.11)
-2

yazilir.

Poincareé esitsizligi kullanilarak

V2 V2
va|(Agu,u)| <= IIVullj > lIVull?

< Z|vul} +——|| I3 (412)

esitsizligi elde edilir.

Cauchy-Schwarz ve Young esitsizlikleri kullanilarak

Vg v
vib (—,w,u)|s— 211 I\%
s (5 el 17l 9]

2

v
7oz IVg Wil (4.13)

&2
<2 Jull3 +

yazilir.

Cauchy-Schwarz ve Poincaré esitsizligi kullanilarak



Vg v
v, |b, (?,u,u>| < —ZcllVglla I Vulllull,
0

Vo 2
< m—OCIIVgIIwIIVuIIg

yazilir.

Cauchy-Schwarz ve Young esitsizligi kullanilarak

Vg a
b,(—,u, |S— Vgl IV
a| g(g Up, U) m Vgl IVuie ll g llull
2

&3 a
—|lVu —— Vgl llull?
< 5 IVl + 5 gl

yazilir.
|bg (u, w, )| < llull & llvwll 2lull 4

1 1 1 1
< cllull,/21vull, 2 1vwll llull /2 1vull /2

< cllullgIvullglivwllg

”lelgllvullg+ 4Ilullf,

2

Es. 4.16 da Ladyzhenskaya, Holder ve Young esitsizlikleri kullanilmistir.

Cauchy-Schwarz ve Young esitsizligi kullanilarak

v|(agw,ur) | < viIVWllglivall,

&5 2 v?
3I|Vutll +—I|VWI|g

yazilir.

29

(4.14)

(4.15)

(4.16)

(4.17)
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Cauchy-Schwarz ve Young esitsizligi kullanilarak

Vg v
]y (5w )| < gl Wil el
&6 1 v? 2
< 5 el + 5 191 Ivwil (4.18)
2 2e,m
Vg V3
v, |b, (?u,ut) < 19 s 19l el
& 1 v,? 5 5
< 5 el + 525 19l IVl (4.19)

Vg
a |bg (?,ut,ut)

€ 1 a?
< 5 lhully + 25 1g e Tl (4.20)

a
< —IVglleo Vel g lluellg
my

Es. 4.18, Es. 4.19, Es. 4.20 elde edilmistir.
Ladyzhenskaya, Holder, Poincaré esitsizligi uygulanarak

|bg (u, w, up)| < Ilull 1Vl 2 el o

< 1/2 V 1/2 V 1/2 V 1/2
< cllull219ull, 219wll e /292 )

< cllVullglIVwli g I Vuell

2
Cc
fIIVutIIg+ IVwlIZ IVl (4.21)

|y (2w, u0)| < Nzll 1Vl 2 el
1 1 1 1
< cllzll,/21vz11, 2 1vully el 2119w, 012

< cllvzllgIvull g lIVull 4

< = IVuellf + 5—c2IVzlGIvul (4.22)

2&410
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esitsizlikleri elde edilmistir.

Es. 4.11 —Es. 4.22 degerlendirmeleri Es. 4.10 un sol tarafinda dikkate alindiginda

1d 1 & a’ 1
+ @+ v)lVulld +lullf | ==—=— Vgl ——
2dt(llutllg (a +vu)|[Vullg |IuI|g<2 c T2 Zmgte IVgll 284)
& 5 €4 1 v, )
+I|Vullg(——7——CIIVg|Ioo —c? > :iugTIIVWIIg —2—87—II Vyalls
1 1 £ £ &
——¢2 sup ||[Vw]|2 — ——c? sup ||Vz||?) + |lu 2 (1 -=-ZL -2
2¢q9 0<t£T 9 2g 0<t<pT ) t g( 2 2 2)

o W 1 a? &g &
i <a — Sy g IVglE - - ;)

<02 sup W3 [+ 7gl2 + o 4 5 IvglL
S VT SU w —_— — e
0<t£T g 2&, 2£2m p 285 2ggm A

esitsizligi yazilir.
Burada w ve z, Es. 4.1 in zayif ¢6ziimleri oldugundan

sup [IVwllg =k,

0<t<T

sup [IVz|5 =

0<t<T

olarak yazilir ve burada k, ve k, sabit sayilardir.

1
33—55—59—510—Z
1
& __87__88 -
2

ve k = max{k,, k,} olarak alindiginda
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d " 5 5 1 4a? "
E(”u”g + (a + Vz)”Vu”g) + lullg V2T 2 — mo? IVglls

2v 2v,°
+IVull (Vz —1—9c%*k — m_ZC”Vg”oo - mzz ||Vg||§o>
0

0

2

1 2a 3
Hluellg 5+ Vel (za -1 —m||\7g||zo> < vk (5 +— Vgll2 )
0 0

esitsizligi elde edilir.

Burada |[ullZ, lIVull5 ve [[Vu||Z terimlerinin katsayilart pozitif, yeterince biiyik v, ve a

katsayilar1 i¢in

4a? "
Voldg — 2 Tl IVglle ) = hy

2v,2
g2 ||Vg||§o) = hy

2v
<v2 —1—9c%k — m—ZCIIVgHoo -
0

20— 1-2% vglz ) > 0
olmasi sartiyla

d 3
e Il + @+ v2) I9ul3) + Bl + e+ v)llTully) < v2k (5 + =5 IvgllE )

elde edilir. Burada

p=min(h )
- mn Va+v,

olarak alinmistir.
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Bu son esitsizlige Gronwall lemmas1 uygulandiginda

v2 3
(Ihell3 + G+ v)IVull3) < ke (5 +— [1Vg13)
B mg

yazilir.

Boylece

_ 2
(Ilw =zl + (a +v)IIV(w = 2)]13) < = v

3
ok (5+ m—()z||Vg||§o) (4.23)

bulunur.

Es. 4.23, v viskozite katsayisina siirekli bagimlilig1 bir diger ifadeyle denklemin yapisal
kararlihi@ini verir. Yani vy, v, ye giderken, H, uzayinda, w, z ye gider bunun yaninda
V; uzayinda da, w, z ye gider. Bu sonug denklemin ¢éztmlerinin H,ve V; uzayinda yapisal

kararliligin1 verir.
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5. SONUC VE ONERILER

Akiskanlarm hareketi bilim adamlari tarafindan ¢alisilan konular arasindadir ve bu konular
bir ¢ok c¢alismanin kaynagi olmustur. Navier-Stokes denklemleri, Kelvin-Voight
denklemleri akiskan hareketlerini ifade eden onemli denklemlerdendir. Bu denklemlerin
¢ozUmlerinin uzun zamanli davranislarini incelemek olaylar1 agiklamak agisindan 6nemlidir.
Bu tip olaylar1 anlayabilmek icin ele alinan modelleri ifade eden denklemlerin ¢dziimleri
icin belirleyici modlar, yerel olmayan c¢ekicilerinin  varligi, yapisal kararliligi gibi
problemler giiniimiizde yogun bir sekilde calisilmaktadir. Bu tezde g-Kelvin-Voight
denklemleri incelenmistir. Denklemde yer alan v viskozite katsayisindaki degisimin
denklemin ¢6zUmii tizerindeki etkisi incelenmis denklemin v katsayisina sirekli bagimliligi
gosterilmistir. Yapisal kararlilik uygulamada yeri olan ve farkli denklemler ve modeller i¢in
ele alinan 6nemli problemlerdendir. Denklemin katsayilarinin degisebilir olmas: fizikgiler
acisindan Onemlidir. g-Kelvin-Voight denklemlerinin ¢6ziimlerinin ele alinmayan

oOzellikleri lizerinde ¢alismalara devam edilmektedir.
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